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SUR LA SIMPLIFICATION
DANS LES ISOMORPHISMES ANALYTIQUES

Par JEROME BRUN

On s’intéresse au probléme de la simplification dans les isomorphismes analytiques
complexes entre produits de variétés, c’est-a-dire qu’on tente de répondre a la question
suivante : si XXZ ~ YxZ, a-t-on X ~ Y ?

Dans [1], on a étudié le cas ou X, Y, Z sont compactes, et on a montré en particulier
qu’on peut alors simplifier par P, (C) ().

Dans le présent travail, on montre qu’il est possible de simplifier en toute généralité
par le disque. En revanche, on donne un exemple de deux variétés (de Stein) X et Y
non isomorphes et telles que XxC ~ YxC.

Je tiens A remercier A. Hirschowitz pour m’avoir guidé au cours de ce travail,
et J. M. Lemaire pour son aide topologique & propos de la proposition 1.

(A) SIMPLIFICATION PAR LE DISQUE. — Il s’agit de démontrer le théoréme suivant :

THEOREME. — Soient X, Y deux variétés analytiques complexes, D le disque-unité de C.
Si XxD ~ YXD, alors X ~ Y, (les isomorphismes étant analytiques).

(1) Nous avons besoin de munir d’une topologie le groupe d’automorphismes
d’une variété. Plus précisément, soient X une variété analytique, Aut X son groupe d’auto-
morphismes analytiques, & : X — X x X D’application diagonale. Considérons la famille
suivante :

Uy, = {geAutX|pour tout xeK :(x, g(x))eL},
ol K parcourt ’ensemble des compacts de X, et L ’ensemble des ouverts de X xX

contenant 3 (K).

11 est facile de vérifier qu’il existe une topologie de groupe sur Aut X pour laquelle
la famille précédente est une base de voisinages de I’identité (topologie de la convergence
compacte).

On a alors le théoréme suivant :

THEOREME (H. Cartan). — Soient A un ouvert borné de C", B une variété analytique
complexe, F un automorphisme de A x B appartenant a la composante connexe de I'identité

(Y Et, plus généralement, par les grassmanniennes (cf. [6]).
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534 J. BRUN

dans Aut (A x B) muni de la topologie précédente. Alors F est de la forme
(a, b) - (f(a), g(a, b)) avec feAut A.

En effet, H. Cartan [2] (th. II), démontre le résultat suivant : soient A un ouvert borné
de C", B un ouvert de C?, X = AxB. Si K est un compact de X, il existe un ouvert L
de X x X contenant & (K) et tel que, si g et g~! appartiennent a Uy 1. (défini ci-dessus),
alors g est de la forme (a, b) — (g; (@), g, (@, b)) out g, € Aut A. Quelques modifications
élémentaires dans la démonstration permettent alors d’énoncer le théoréme ci-dessus.

On utilisera également le lemme suivant, dont la démonstration est triviale :

LEMME 1. — Soient X et Y deux variétés, s un isomorphisme de X dans Y. Alors
Papplication

c: AutX-Auty,
-1
g — sgs
est continue (pour les topologies précédentes).

(2) On utilisera le fait que le disque est un ouvert borné a 1’aide du résultat précédent,
mais on utilisera également le fait que son groupe d’automorphismes a une structure
particuliére.

Si Ay €D, on notera G,, = {geAutD|g(Ay) = Ao }. On a alors le :

LEMME 2. — Soient X une variété analytique et Z une sous-variété analytique (fermée)
connexe de X x D, globalement invariante sous I’action de G,  définie par : g.(x,\) = (x, g (M)
Alors I’une des deux assertions suivantes est vraie :

(i) il existe une sous-variété Z de X telle que Z = Zx D;
(ii) il existe une sous-variété Z' de X telle que Z = Z' x { A }.

Démonstration. — Observons tout d’abord que les seuls sous-ensembles analytiques
du disque invariants sous G, sont : @, { A, } et D.

Si donc © : XxD — D dénote la premiére projection, pour tout xen(Z), on a :
' (x)nZ égale {Ay} ou D. Soit Z, la sous-variété de X définie par
Z x{A}=ZnXx{L}) avec A # A, Z;xD est une sous-variété fermée de Z,
qui contient I’ouvert de Z : Z n (X x {D—)»o D. Donc, ou Z;xD =Z, ou Z; = Q.

C.Q.F.D.
(3) Démonstration du théoréme. — 1l est clair que X et Y ont méme dimension..
Soit » = dim X = dim Y. Considérons, si k€ N, I’assertion
() X~Y
) ou N
*") (ii) il existe des variétés (de dimension n—k)X, et Y, telles que : X ~ X, x D*
et Y~Y,xD"
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Il suffit de démontrer (S,) pour tout k € N, car (S,) implique X ~ Y. On va procéder
par récurrence, en remarquant d’abord que (S,) est vraie, et en supposant établie (S,).

Montrons a présent (S,.,). On peut supposer qu’on est dans le cas (ii) de (S,).
Comme XxD =~ Y xD, il existe un isomorphisme
fi: X, xD135Y, xD+*,
Soit Z = £, (Y, x{0,...,0}).
Nous allons a présent étudier Z et établir a son sujet deux lemmes.
Soit zg = (Xg, My -« «» Mgy 1) Un élément de Z.

Définissons une action continue de G = G, x...xG,,,

sSig=0(gy, . - >G+)€EG et sia=(x,2zy, ..., 24 €XxDF L

sur X, xD**! par,

g-a=(x,81(z1), -5 8k+1(Zk+ 1))
LEMME 3. — Z est globalement invariant sous action précédente.

Démonstration. — Soit g un élément quelconque de G et ¢ ’automorphisme de X, x D**!
défini par : o (a) = g.a.

La topologie étant celle définie en (1), o, par construction et puisque G est connexe,
appartient 4 la composante connexe de Didentité de Aut (X;xD**1). Donc, d’aprés
le lemme 1, t =f,o0c0f ! appartient & la composante connexe de Didentité de
Aut (Y, xD¥*1), et, d’aprés le théoréme d’Henri Cartan, t© est de la forme, si
0, 2 e Y, xD** 11 (y, 2) = (g (3, 2), 1, (2)). En particulier, il existe 8 e D**! tel que
(Y, x{0,...,0})=Y,x{8}. Or o laisse fixe le point zo = (Xo, Mys -+ > Mg 1);
donc t conserve son image par f;, qui est de la forme (3,0, ..., 0) et ainsi & = (0, ..., 0)
et T(Ypx{0,...,0D =Y, x {0,...,0}, d0t 6(2) = Z.

C.Q.F.D.
Nous allons en déduire le :
LEMME 4. — L’une des deux assertions suivantes est vraie :
() Z~X
(ii) il existe une variété Z' telle que Z ~ Z' xD.
Démonstration. — On utilise le lemme précédent en faisant agir successivement

les facteurs G, ,, G, ..., G,, du groupe G, et en appliquant a chaque étape
le lemme 2 :

~ Pas 1. — Le lemme 2 appliqué 2 Z = (X, x D¥) x D donne deux cas :
() Z=2ZxD,
C.Q.F.D.
ou bien
(i) Z=ZMx{ M4, } avec ZW < X, xD,. Alors :
Pas 2. — Le lemme 2 appliqué 4 Z®" < (X, x D*"!)x D donne deux cas :
() zZ® = ZOxD,
C.Q.E.D.
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(car ZYV ~ Z), ou bien

(i) Z®M = ZPx {1, } avec Z? < X, xD*"L

Alors :

Pas (k+1) (si on n’a pas conclu avant). — Le lemme 2 appliqué 3 Z® < X, x D donne
deux cas :

() Z® = Z¥ xD,

C.Q.F.D.

(car Z® ~ Z) ou bien '

(i) Z® = Z**Dx {1, } avec Z**V = X,.

Or dim Z**V = dim Z = n—k = dim X,. Donc Z**V = X, et Z ~ X,.

C.Q. F.D.

FIN DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME. — Par construction, Z ~ Y,. D’aprés
le lemme 4 :

— soit Z ~ X, et alors X, ~ Y, et donc X ~ Y;

— soit Z >~ Z'x D et alors il existe une variété Y, ,, telle que Y =~ Y,,; xD et donc
Y =~ Y, xD¥L, '

Maintenant, le méme raisonnement pour I’isomorphisme f; ! montre que : soit X ~ Y,
soit il existe une variété X, , telle que X ~ X, ,, x D¥*1

Ainsi, on a établi (S, ) et donc le théoréme.

(B) NON SIMPLIFICATION PAR LE PLAN. — Il s’agit de construire I’exemple suivant :
Exemple. — 1l existe deux variétés (de Stein) X et Y, non isomorphes et telles que
XxC et YxC soient isomorphes.

Rappelons d’abord qu’un fibré vectoriel E sur une variété S est dit stablement trivial
s’il existe un fibré trivial 0 sur S tel que E @ 0 soit trivial.

Soit S° = RS la sphére. On utilisera le résultat topologique suivant :

PROPOSITION 1. — 1l existe sur S° un fibré vectoriel complexe E de rang deux, stablement
trivial et non trivial.

Démonstration. — On sait que les fibrés vectoriels complexes de rang p sur S" (n = 3)
peuvent étre définis par une application a : S*~! — U (p) et sont classifiés dans 7, ; (U (p)).

D’aprés un théoréme de Borel-Hirzebruch (voir par exemple Douady [4]),
Ty (U@) = Z/n ! Z. Donc n, (U (2)) = Z/2 Z et il y a un fibré non trivial E, de rang
deux, sur S°.

D’aprés le théoréme de périodicité de Bott (voir par exemple également [4]) :
75, (U (k)) = 0 pour k > n. Si donc 0 = S3xC est le fibré trivial, E @ 0 est classifié
dans =, (U (3)) = 0, donc est trivial.

C.Q.F.D.
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On aura également besoin des deux propositions suivantes :

PROPOSITION 2. — Soient X et Y deux fibrés holomorphes de base un ouvert borné de C"
et de fibre C?. Si X et Y sont isomorphes en tant que variétés, alors X et Y sont isomorphes
en tant que fibrés holomorphes.

Démonstration. — Soit ¢ : X 5 Y un isomorphisme entre les variétés X et Y. Il suffit
de montrer (c¢f. Dieudonné [3], 16.12.2) que ¢ (resp. ¢~ !) envoie chaque fibre de X
(resp. Y) sur une fibre de Y (resp. X).

Soient 1 : X >V et p:Y — V les fibrés. Soient veV et x;, x, en~! (v). Pour toute
fonction holomorphe bornée f : X.— C, on a nécessairement f(x,) = f(x,), car la restric-
tion de £ a n~! (v) est une fonction holomorphe bornée sur C?, donc une constante.
Donc, pour toute fonction holomorphe bornée g:V—C, on a

gp(e(x1)) = g(p(9(x2)

ce qui implique p (¢ (x,))) = p (¢ (x3))) car V est un ouvert borné de C".
C. Q. F.D.
PROPOSITION 3. — Soient X et Y deux fibrés vectoriels holomorphes isomorphes en tant
que fibrés holomorphes. Alors ils sont isomorphes en tant que fibrés vectoriels holomorphes.

Démonstration. — Soient ©: X —>S; et p: Y — S, les fibrés et ¢ : X5 Y I’isomor-
phisme de fibrés. ¢ n’est pas nécessairement linéaire sur chaque fibre. Cependant,
nous allons trouver un isomorphisme de fibrés vectoriels entre X et Y a 1’aide de 1’appli-
cation T ¢ : TX — TY, qui induit un isomorphisme ¢, : TX | Xo—TY | Y, ou X, est
la section nulle de X et Y, son image par ¢ (donc une section de Y). TX | Xoet TY | Y,
s’identifient respectivement aux sommes directes de fibrés vectoriels : TS; @s X et
TS, @s, Y (¢f. Dieudonné [3], 16.19, exercice 11), et ¢, induit ainsi un isomorphisme
de fibrés vectoriels entre X et Y.

C.Q.F.D.

Nous pouvons a présent entreprendre la

CONSTRUCTION DE L’EXEMPLE
1° Soit U= {xeR®|0<||x]| <2}

Si A :U—S® est la rétraction naturelle, il est clair que le fibré A* E est encore
stablement trivial et non trivial sur U.

2° Soit V=1{z=x+iyeC®|||y| <||x] <2}

V est encore homotope & U et si p : V— U est la rétraction naturelle, p* (A* E) est
un fibré stablement trivial et non trivial sur V.

3° V est de Stein. En effet, on peut écrire :
V={z=x+iy | |ly]l-[|x|[ <0} n{z=x+iy | [[x[|-2<0}
={z|9,(2) <0} n{z|9,(z) <0}
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avec

(P1(2)=Re<_§, zf) et ‘Pz(z)=(z-;2)z—4-

i=1

¢, et ¢, sont des fonctions plurisousharmoniques, ce qui permet de conclure.

4° D’aprés un théoréme de Grauert [5], on sait qu’il existe, sur une variété de Stein,
une correspondance biunivoque entre les classes d’isomorphismes de fibrés vectoriels
topologiques et les classes d’isomorphismes de fibrés vectoriels holomorphes. On peut
ainsi munir p* (\* E) d’une structure de fibré vectoriel holomorphe sur V. Si X est
ce nouveau fibré, X est encore stablement trivial et non trivial. Plus précisément, on a
un isomorphisme analytique : X @ (VxC) ~ VxC3 ce qui s’écrit encore
XxC ~YxC, avec Y = VxC2,

5° Il reste & vérifier que X et Y ne sont pas deux variétés isomorphes. Or, d’aprés
la proposition 3, X et Y ne sont pas isomorphes en tant que fibrés holomorphes. De plus,
d’aprés la proposition 2, V étant un ouvert borné de C® X et Y ne sont pas isomorphes
en tant que variétés.

C. Q. F. D.
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