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LOCALISATION DE FORMES QUADRATIQUES. II

Par Max KAROUBI

A Monsieur Henri Cartan
pour son 70 anniversaire

Dans le premier article de cette série [35], nous avons établi une suite exacte reliant
les groupes L;(A) et .L;(Ag) pour i =0, 1 qui était de la forme

Li(A) - L, (A9 -, U(A, S) = ,L(A)— L(Ay)

(en posant ,L = ,L,). Dans cet article, nous nous intéressons au conoyau de I’homo-
morphisme a et plus particuliérement au conoyau de I’homomorphisme ;W (A) — W (Ay)
entre les groupes de Witt, qui en est déduit. Dans un certain nombre de cas favorables,
nous montrons que ce conoyau est isomorphe & un sous-groupe du groupe de Witt de
la catégorie des A-modules de dimension homologique < 1 qui sont de S-torsion.

De maniére plus précise, nous démontrons ici une suite exacte courte
Y(A) = V(A9 - LA, S),

ou ,V (B) est le « groupe relatif » introduit dans [14] et déterminé (2 une extension prés)
par la suite exacte

L1 (B)—K,(B)— .V (B) - .L(B)—~K(B)

(d’aprés le point de vue de Wall [31], on peut aussi le définir comme le groupe de
Grothendieck de la catégorie des modules quadratiques « basiques »). Le groupe ef (A, S)
est le « groupe L » d’une certaine catégorie de modules quadratiques de torsion, groupe
qu’on peut expliciter dans un certain nombre de cas.

Si A est un anneau de Dedekind muni de I’involution triviale par exemple et si A = F
est son corps des fractions, on retrouve un résultat classique : la suite

0->W(A) »W(FE)>@W(A, p)

est exacte. Dans cette suite, p parcourt I’ensemble des idéaux maximaux de A et
W (A, p) ® W (A/p) si A/p est de caractéristique # 2 [voir I’appendice 1 pour le calcul
de W (A, p) lorsque A/p est de caractéristique 2]. Pour A = Z, par exemple, cette suite
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100 M. KAROUBI

exacte devient

0-W@Z)-WWQ)-ZB8d( @ W(Fp))—>0.
p premier
Bien entendu, ce dernier résultat n’est pas vraiment nouveau. Du travail de Kneser-
Puppe [18], Wilkens [34], Durfee [9], Wall [33], etc., il résulte en effet que toute forme
quadratique sur un groupe abélien fini induit une classe de formes quadratiques sur Q",
n assez grand, bien définies & une forme unimodulaire prés. C’est a cette occasion qu’on
a vu, pour la premiére fois semble-t-il, une relation entre les formes quadratiques sur des
Q-modules et les formes quadratiques sur des modules de torsion convenables.

La surjectivité de I’homomorphisme p en général est une question délicate qui, & notre
connaissance, n’a pu étre résolue que dans un certain nombre de cas favorables (corps de
nombres [21], anneaux euclidiens [27]). En utilisant le théoréme de périodicité en
K-théorie hermitienne ([14], [15]), nous pouvons calculer Coker p en termes du groupe
symplectique de A et du groupe des classes d’idéaux de A. Des calculs plus précis seront
effectués dans le troisiéme article de cette série en faisant appel davantage a la topologie
algébrique.

Nos méthodes nous permettent également de calculer le groupe .V (A [x, x~']) pour
tout anneau A (des résultats analogues ont été obtenus indépendamment par
A. Ranicki [25]). Si A est noethérien régulier et si 2 est inversible dans A, nous obtenons
exactement L (A) @ ,V (A). Il en résulte que I’anneau de Witt de A [xy, ..., X,, X7 %, ..., x7 1]
est une algébre sur W (A) engendrée par des éléments u;, i =1, ..., n soumis aux rela-
tions (#;)> = 1 et w;u; = u; u;. Dans un ordre d’idées légérement différent, si k est un
corps fini de caractéristique 2, nous démontrons que le groupe de Witt W (k [x, x~1])
est isomorphe & W (k) ® k™, soit Z/2 @ k™,

D’un point de vue plus « géométrique », nos résultats théoriques nous permettent
de calculer également la « L-théorie » des sphéres sur des corps algébriquement clos &
de caractéristique # 2. De maniére précise, si k, désigne 1’algébre quotient. de
k[x, ..., X,41] par l'idéal engendré par (x,)®+...+(x,4,)*—1, nous montrons
que L (k,) est périodique par rapport & n de période 8 et est en fait indépendant de k.
Si k est le corps des nombres complexes, on retrouve les groupes classiques Ky (S”) de
la K-théorie topologique réelle.

1. La deuxiéme suite exacte d’une localisation

De maniére paralléle au groupe .U (A, S) défini dans le premier article de cette série,
nous allons construire des groupes L (A, S) et af (A, S) qui vont s’insérer dans la suite
exacte courte décrite dans I’introduction.

Considérons donc de nouveau la catégorie J°g dont les objets sont les A-modules de
S-torsion et de dimension homologique < 1. Le groupe L (A, S) est alors le quotient du
groupe libre engendré par les classes de modules g-quadratiques dans cette catégorie par
le sous-groupe engendré par les relations suivantes :

I° [MeM] = [M]+[M];
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2° Si L est un sous-module isotrope de M, on a [M] = [L*/L]+[H (L)] ol
H(L) =L ®L est le module s-hyperbolique associé a L.

1.1. LeMME. — Tout élément de L (A,S) peut s’écrire [M]—[M']. Pour que
[M]—[M'] = 0, il faut et il suffit qu’il existe un module quadratique P et des sous-modules
isotropes Lc M @ P et L' =« M’ @ P tels que les modules e-quadratiques L*/L @ H (L)
et L'Y/L’ @ H (L') soient isomorphes.

Démonstration. — Considérons la relation £ entre M et M’ décrite dans cet énoncé et
vérifions que c’est bien une relation d’équivalence.

Seule la transitivité n’est pas évidente. Supposons donc que M’ soit en relation avec M”.
Il existe alors un module e-quadratique P, et des sous-modules isotropes L} =« M’ @ P,
et LT =« M"@® P, tels que

Li/Ly @ H(L) ~ L{* /Ly @ H(LY).

La situation peut étre ainsi schématisée par le tableau suivant :

MeP £ M ®P M @®P, 2 MoP,
) ) V) v
L L L, L

Considérons le module P} = P @® M’ @ P, et les sous-modules isotropes

LeLic(MeP) oM dP)~MOP;
et
L'eLlicMaedPoMdP)~M @P;.
On a alors
LoL) /LeL)®HLOL)~LLOL'/Li @ HL)®H(L)
*LYL@LILi @ HL)@HIL) ~ (L' © L) /(L' @ L) @ H(L' @ LY.
Désignons par I'" I’ensemble des classes d’isomorphie d’objets de 7 munis de formes

e-quadratiques. En fait, I' est un monoide abélien pour la somme directe des modules
g-quadratiques et on peut considérer sur I' x I la relation d’équivalence suivante :

M, My) ~(M', M) < (M@M)ZM &M,).
Les homomorphismes
L(A, S)-»I'xI/~,
I'x F/N - aL(A’ S)’

définis respectivement par

[M]—-[M'] > classe de (M, M’)
et e . o
[classe de (M, M)+ [M]-[M']

sont clairement bien définis et sont des homomorphismes inverses I'un de ’autre. m
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102 M. KAROUBI

Remarque. — Un lemme analogue s’applique bien entendu au groupe K (A, S) : tout
élément de K (A, S) peut s’écrire [M]—[M’] o M et M’ sont des modules de torsion
de dimension homologique < 1. Pour que [M]—[M’] = 0, il faut et il suffit qu’il existe
un objet P de et des sous-modules L= M @ Pet L’ =« M’ @ P tels que les modules
LOEM@P)L et L' ® (M’ @ P)/L’ soient des objets de I isomorphes.

Considérons maintenant ’ensemble des classes d’isomorphie de triples (E, g%, g9)
ou E est un A-module projectif de type fini et ot g2, i = 1, 2, représente une classe de
morphismes E — ‘E modulo { #—¢ 'k } qui induise une forme e-quadratique non dégé-
nérée sur Eg.

1.2. LEMME. — Le groupe .V (Ay) est le quotient du groupe libre engendré par I’ensemble
précédent par le sous-groupe engendré par les relations suivantes :

(E, g3, g)+(F, h), h3) = (EDF, g} ® h}, g3 @ h3),
(E, g3, e))+(E, g3, g3) = (E, g}, £3),

(E, g1, 82) = (E, s g3, 57 83)
pour tout élément s de S.

Démonstration. — Soit V' (A) le groupe quotient par les relations précédentes. On a
un homomorphisme évident .V’ (Ag) — .V (Ag). Puisque la catégorie 2 (A) est cofinale
dans la catégorie 2 (Ay), le groupe .V (Ag) peut étre décrit comme groupe quotient a
partir de triples (E, g9,g)) ot EeObZ(A) et ou g :E;— 'Eg sont tels que
gis = go+¢ g soient des isomorphismes. On peut alors définir un homomorphisme
V(A9 — V' (A en associant & tout triple (E, g%, g9) la classe du triple (E, s* g9, s g2)
pour s assez grand. Il est clair que les homomorphismes ainsi définis sont inverses 1'un
de l'autre. m

Nous allons déduire du lemme 1.2 un homomorphisme fondamental
BV(AS)_’EL(A’ S)

En effet, si d (E, g9, g2) est un élément de V' (Ag) ~ .V (Ay), on peut écrire deux suites
exactes :

0-EDE-M, -0, i=1,2,
avec g; = g'+¢'g’. D’aprés le paragraphe 1 de [35], M; peut étre muni d’une
structure de A-module quadratique de S-torsion.
On peut alors associer 3 d(E, g, g9) I’élément [M;]—[M,] du groupe ,L (A, S).
Pour voir que cet homomorphisme est bien défini, il suffit de voir ce qu’il advient de

[M;]—-[M,] lorsqu’on remplace les g¥ par s*g?. Dans ce cas, on a des diagrammes
commutatifs déja utilisés maintes fois dans [35] :

0o E-SE 5 M) -0
E——E

4¢ SERIE — TOME 8 — 1975 — No 1



LOCALISATION DE FORMES QUADRATIQUES. II 103

Ceux-ci montrent que

[M] = [M,]+[HD)]

avec

L = Coker (E—E) = E/sE.
Donc

[Mll] - [Mlz] = [Ml] + [H (L)] - [Mz] - [H (L)] = [Ml] - [Mz]-

Exemple. — Considérons 1’élément d (E, g2, g9) de \V(Z'), Z’' = Z[1/2], défini par
E=2Z, g°:Z5'Z et g9 =—g% Alors M, = Z/2 est muni de la forme bilinéaire
¢ : Z/2x Z[2 — Z/2 définie par ¢ (x, y) = xy et de la forme quadratique q : Z/2 — Z/4
définie par g (1) =1 et ¢(0) = 0. De méme M, = Z/2 est muni des formes —¢@p =@
et —g # q. Bien entendu ces modules ne sont pas hyperquadratiques dans le sens du
paragraphe 1 de [35].

D’autre part, rappelons (¢f. § 1 de [35]) qu’un module quadratique M est dit résoluble
s’il existe E et g° tel qu’on ait une suite exacte

0-—)EL‘E—)M—>O,

avec g = g°+¢ 'g? et tel que les formes quadratique et hermitienne sur M soient induites
par g et g° Si L est un sous-module isotrope de M, L*/L est aussi résoluble d’aprés le

paragraphe 1 de [35]. De méme, pour tout module N, N @ N est résoluble. Ceci nous

permet de considérer le groupe j, (A, S) construit de maniére analogue au groupe L (A, S)
a partir de modules e-quadratiques résolubles.

1.3. PROPOSITION. — Si 2 est inversible dans A, application naturelle
LA, 89— L(A,S)
est injective.

Démonstration. — Si P est un module e-quadratique, P ® P~ ~ H (P) est hyperéso-
luble. Si [M]—[M'] = 0 dans ,L (A, S) avec M et M’ résolubles, il existe un module P
et des sous-modules isotropes Lc M @ P et L' « M’ @ P tels que

LYLeH@L)~ L' @ H(L).
En remplagant P par P @ P~, on obtient donc un isomorphisme entre les modules

résolubles LY/L@® P~ @ H(L) et L'Y/L' @ P~ @ H(L'), ce qui démontre la propo-
sition. m

Remarque 1. — Si A est un anneau de Dedekind, on démontrera dans le paragraphe 2

que I’homomorphisme ti (A, S)— L (A, S) est aussi injectif (2 n’étant pas nécessai-
rement inversible dans A).
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104 M. KAROUBI

Remarque 2. — Des exemples appropriés montrent que 1I’homomorphisme
LA 8- LA, S
n’est pas surjectif en général.

On se propose de comparer maintenant les groupes L (A, S) et ,V (Ag). Pour cela,
nous allons introduire un groupe intermédiaire .V (A, S) qu’on définit comme suit.
Considérons I’ensemble des couples (E, g°) ou E est un A-module projectif de type fini
et ou g° : E — 'E est une classe de morphismes tels que gg : Eg — 'Eg soit un isomorphisme
avec g = g°+¢'g® (donc g définit une forme e-quadratique non dégénérée sur Ej).
Le groupe ,V (A, S) est alors le quotient du groupe libre engendré par les classes d’iso-
morphie de tels couples par le sous-groupe engendré par les relations suivantes :

(B, g°)+(F, 1°) = (E@F, g’ ® 1°);
(E’ g = (E9 h)

s’il existe une décomposition de E en F @ G ainsi qu’un morphisme

a: FOG-oFOG

6% = G2

s*g° ='ah® o mod Im(1—&T).

de la forme

tel que

On note [E, g°] la classe du couple (E, g°) dans ,V (A, S).

On a un homomorphisme évident de L (A) dans ,V (A, S) : c’est celui qui associe au
module g-quadratique E la classe de la paire (E, g% dans ,V (A, S), g° représentant la
forme quadratique sur E.

Par ailleurs, considérons un élément d (E, g2, g9) de ,V (Ay). Comme il a été dit plus
haut, on peut supposer que E est un A-module projectif de type fini et que les g? sont des
morphismes de E dans ‘E. Alors la différence [E, g)]—[E, g3] est un élément de ,V (A, S).
Pour vérifier que cette correspondance définit bien un homomorphisme de .V (Ag)
dans ,V (A, S), il suffit de voir que

[E, s2 g?] —[E’ s2 gg] = [Es g(l).] _[E9 gg]’
ce qui est évidlemment conséquence du lemme suivant :

1.4. LEMME. — Soit
%: E@E-E®E)~'EQE

la. forme e-quadratique définie par la matrice

(t 9)
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On a alors la relation suivante dans le groupe N (A, S) :
[E, ¢°]+[E®E, 1] = [E, g°]+[E®E, 570]-

Démonstration. — Une conséquence immédiate des définitions est que [E, g°] = [E, 4°]
s’il existe a : Eg— Eg de classe 0 dans le groupe K, (Ag) tel que

g% ="ah’a mod Im(1—&T).

En effet, on peut toujours trouver un couple (F, k°) tel que E® F ~ A ~ H (A"
et utiliser le fait qu'un élément de classe 0 dans K; (Ag) est le produit de matrices élé-
mentaires. Considérons maintenant dans E @ E @ ‘E les formes définies par les matrices

s2g° 0 0 g 00
0 00 et 0 00O
0 10 0 s O

s 0 0\ /gL 0o0\/s 0 O s?g° 0 0
0 ss* 0Jlo0o 0 o0]JlO st Oo]J=[ 0 o0 0],
0 0 1/\0 s o/\0o o0 1 0 10

ce qui démontre évidemment le lemme puisque la matrice

s 0 O
0 st o
N0 0 1

est produit de matrices €lémentaires. W

De maniére générale, soit g° : E — ‘E et #° : E — ‘E des morphismes comme ci-dessus.
On dira qu’ils sont homotopes si, mod Im (1 —¢& T), on peut écrire A° = ‘¢ g° « dans la
catégorie 2 (Ag) ou la classe de o est égale a 0 dans K, (Ag). En particulier, si on a un
diagramme commutatif

ELE

F—-'F

avec i =1, 2, ol a; est homotope & a, (i.e.[os as] =0 dans K; (Ag)), on a
[E, g1 = [E. g,] dans le groupe V (A, S).

1.5. LeMME. — Tout élément de N (A, S) peut s’écrire [E, g°]1—[F, k°]. Pour que
[E, g°] = [F, k°] il faut et il suffit qu’il existe [H, I°] et un isomorphisme B : E @ H-F®H
tel que g° @ 1° et 'B(k° @ I°) B soient homotopes dans le sens précédent.

Démonstration. — La relation # entre les couples (E, g°) et (F, k%) décrite dans ce
lemme est clairement une relation d’équivalence dans ’ensemble I' des classes d’iso-
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106 M. KAROUBI

morphie de couples. Considérons alors sur I'xI" la relation
(a,b)~(c,d) <= (a+d)R(b+c).
Alors I'xI'/~ s’identifie & ,V (A, S) au moyen de deux applications évidentes. m

1.6. COROLLAIRE. — Considérons le diagramme commutatif

L(A)> . V(A, S) - Coker u — 0
Y

V(A)> V(A9 —> Coker v—0

Alors v est une application injective.

Démonstration. — Soit d(E, g9, g2) un élément de ,V (Ag). Sans restreindre la géné-
ralité, on peut supposer que E est un objet de & (A) et que g est un morphisme de E
dans ‘E induisant un isomorphisme g,. Supposons maintenant que la classe de [E, g7]
soit égale 4 0 dans Coker . Il existe donc un couple (F, k°) tel que k : F — ’F soit un
isomorphisme, un couple (G,/) et un isomorphisme B:E® G—>F ® G tel que
B (k° @ I°) B soit homotope & g9 @ I°. Quitte 2 ajouter 3 E et F un module hyperbolique,
on peut supposer que E et F sont isomorphes et les identifier par cet isomorphisme.
En posant ainsi E = F, I’élément d (E, g2, g9) peut s’écrire :

dE®G, 1@ %, B '(K°@I)p ) =dEDG, g1 @’ K@ ") +05(B™"),
ou
Os 1 Ki(Ag) — . V(Ay).
Donc
d(E, g}, g9) =v(y) avec y=d(E, gi, k)+a(p™"),

ou 0 : K; (A)— .,V (A), puisque B est un isomorphisme dans la catégoriec 2 (A). m

1.7. LeMME. — Considérons un diagramme commutatif

ESE

1, e

F—'F
ol o est un quasi-isomorphisme. Alors, dans le groupe NV (A, S) on a la relation
[E, £°] = [F, h°]-[H(F), =°]+[E @F, 1°],

Y: EQF->'EDF)X'EQF

(@ o)

est défini par la matrice

4e SERIE — TOME 8 — 1975 — ~No 1
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Démonstration. — Soit o' : F — E un morphisme tel que aa’ = sIdp et o’ a = s1d;.
On a alors le diagramme commutatif

E®HF) -2 @ (H(F))

anS ta | Dts

F @ H(E)——F @ '(H(E))
en posant

o (0 0 (o 0

§ ‘(1 o)’ b“(o ‘o
et

(52006 2)-C o)

t@®é: E@(FDF)>F®EDE)

Le morphisme

se représente par la matrice

a 0 O
0 o O
0 0 'a
homotope a
‘ 0 —s O
1 0 0
0 ‘a

Donc le morphisme g° @ o°® est homotope a

0 10 W 0o 0 —s O 0 0O O
-s 0 O 0 0O 1 0 0)={0 hy 0
0 0 « 0 1 0/\0 0 '« a O O

Par conséquent
[E, g°]1+[H(F), s1°] = [F, s> h°]+[E®F, 1°],
soit
[E, &°] = [F, i°]-[H(F), t°]+[E@F, 1°]

d’aprés le lemme 1.4. m
On peut définir maintenant un homomorphisme

c: V(A S .L(A,S),

en posant simplement o ([E, g°]) = coker g ou g = g°+¢ g et ou Coker g est muni
des formes e-quadratique et hermitienne explicitées dans le paragraphe 1 de [35]. Pour
voir que cet homomorphisme est bien défini, supposons que E s’écrive F @ G et consi-
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108 M. KAROUBI

dérons un morphisme A° = kg °k ol k est un endomorphisme de F® G de la forme

@3 = G2)

[Coker h] = [Coker g]+[H(Coker k)]

On a alors

dans le groupe ei (A, S). Puisque [Coker k] est indépendant de A dans le groupe K (A, S),
I’homomorphisme o est bien défini.

L’homomorphisme 4 : K (A, S)—»sl: (A, S) induit par le foncteur hyperbolique se
factorise a travers un homomorphisme 4’ : K (A, S) — Cokeru ot u : .L (A) — .V (A, S).
De maniére plus précise, on peut identifier K (A, S) au groupe relatif K (&). Soit donc
d (G;, G,, o) un élément de K (&). Soit s un élément de S tel que s o soit un morphisme
de 2 (A). On pose alors

1 (d(Gy, Gy, a)) = [G; ®'G,, 1°]~[G, @Gy, s1°]~[G, &Gy, s1°],

0 0
0o __
Y —(szoc 0)'

D’aprés le lemme 1.4, ’expression ci-dessus est indépendante du choix de s (remarquer que
[G®'G, ss'1°]-[GD'G, s 1°]=[G®'G, s'1°]-[G & G, 1°]).

D’aprés le méme lemme, I’expression est égale 4 0 dans Coker u si G, = G, et a = Id;
en outre elle ne dépend que de la classe d’homotopie algébrique de a. Donc 4’ est bien
définie et rend commutatif le diagramme

Coker u— E(A, S)
W h

K(#)—>K(A, S)

En particulier, si on peut choisir s = 1, on en déduit que la classe de [G; @ ‘G,, ¥°]
dans Coker u ne dépend que de la classe du module Coker (o) dans le groupe K (A, S).

1.8. PROPOSITION. — On a une suite exacte
L(&)>V(A, 9L, 8)-0.
Démonstration. — On va définir un homomorphisme en sens inverse
o’ : L (A, S)— Coker u

de la maniére suivante. Soit M un A-module quadratique de S-torsion résoluble qui est
donc défini par une suite exacte

0>ESEaM-0,
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LOCALISATION DE FORMES QUADRATIQUES. II 109

avec g = g°+¢ ‘g Pour définir I’homomorphisme, il convient de vérifier d’abord que

la classe de [E, g°] dans le groupe Coker u est indépendante de la résolution choisie.
Soit donc

0o E5LE > M -0,

une autre résolution avec g’ = g’°+¢'¢’°. On en déduit une résolution

0-BEQE 2 @ E >M@M -0

de M @ M. Puisque M @ M~ contient un sous-module lagrangien, on peut factoriser
g° ® (—g°) mod Im (1—& T) sous la forme

9°0(-¢'0) ,
—_—

EQE (EQE)

L.

F———'F
ol 4 est un isomorphisme. D’aprés le lemme 1.7, on a donc la relation

[E®FE, @ (-g%]=[F, h°]-[H(F), ©°]+[E®E @'F, v°T
soit
[E @ E,, go @ (_gIO)] — [E @ EI @tF, ,YO]

dans Coker u. On a d’autre part les suites exactes

0-E@QE SF —» M0,
0-EQESF, »M-0,

ou F, et o, sont construits de la méme maniére que F et o en remplagant g’° par g°.
D’aprés la remarque qui précéde la proposition, on a donc

[E®E ®'F, 7] =[E®E®F;, 11]
dans Coker u avec des notations évidentes. On a ainsi
[E®FE, g’ ®(-2”)]=[E®E, g’ ®(-5"]
dans Coker u. En changeant les signes, on en déduit bien

[E, g°] =[E', ¢"°]
dans Coker u.

Considérons enfin un sous-module isotrope L de M. D’aprés le paragraphe 1 de [35],
on a un diagramme commutatif

0> EBESB—M—0

KO
0->F—>F->LYL-0
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D’aprés le lemme 1.7, on a donc la relation
[E, g°]=[F, K]+[E®F, 1]

dans Coker u. Puisque [E @ 'F, y°] provient de la résolution de H (L), on en déduit
o’ (M) =o' (L*/L)+0o’ (H(L))

avec un abus d’écriture évident. Donc ¢’ est bien défini : c’est clairement I’inverse de
I’homomorphisme Coker u— L (A,S). =

1.9. THEOREME. — On a une suite exacte
zv (A) - eV (AS) - sL (A, S)°
Démonstration. — C’est une conséquence ¢évidente des diagrammes commutatifs

L(A)= V(A )-LA,S)
V(&) > V(A) ~L(A, )
ou r induit une injection de Coker v dans Coker # (cor.1.6). m
1.10. COROLLAIRE. — Supposons 2 inversible dans A. On a alors la suite exacte
eV (A) . cv (AS) g sL (Aa S)'

En effet, si 2 est inversible dans A, I’lhomomorphisme L (A, S) — L (A, S) est injectif
(prop.1.3). =

1.11. PROPOSITION. — Le diagramme suivant est commutatif :

K1(A) =K, (A9 > K(A, S)
a Js

V(A) » V(A9 —.L(A, §)

Démonstration. — Soient E un A-module projectif de type fini et ¥ un endomor-
phisme de E tel que ug soit un isomorphisme. Si g, est une forme e-quadratique arbitraire
sur E qui induit une forme non dégénérée sur Eg, on a le diagramme commutatif

E—2,p

1,

E——'E
Puisque
aS (Ea u) = d(Es tugo u, gO)
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et que
[Coker *ugu] = [Coker g]+[H (Coker (u))],

on a bien le diagramme commutatif annoncé. m
D’aprés la suite exacte

aLl (B) i Kl (B) - zV (B) - eL (B) -»K (B)a

valable pour tout anneau involutif B, le conoyau de ’homomorphisme K, (B) — .V (B)
est isomorphe au noyau de ’homomorphisme L (B) — K (B). On le note ;W' (B) (au
lieu de ,L’ (B) comme dans [14]) : c’est le « cogroupe de Witt » de B. En revenant aux
notations précédentes, si on pose

W (A, S) = Coker [K(A, S) - ,L(A, S)],
on déduit de la proposition 1.11 la suite
W (A) > W' (A > W (A, S).

1.12. PROPOSITION. — La suite précédente est exacte modulo la 2-torsion. De maniére
plus précise, le noyau de I’homomorphisme W' (Ag) — ,W (A, S) est engendré par les
formes non dégénérées sur des A-modules projectifs de type fini E tels que Eg soit libre.
(modules « S-libres »).

Démonstration. — Soit x un élément de ;W' (Ag) dont la classe dans ;W (A, S) est
nulle. Notons .V’ (A, S) la contre-image de ;W' (Ag) par I’homomorphisme canonique
V(A S)— L(Ag) et L'(A) la contre-image de ,V'(A,S) par ’homomorphisme
L (A) > .V (A, S). On a donc ainsi la suite exacte et le diagramme commutatif suivants :

K(@A,S)
H
L' (A)=,V' (A, 85 L(A, S)

W (A9 > W(A, S)

0 0

Soit y un élément de V' (A, S) dont la classe dans ;W' (Ag) est égale & x. Alors I’image

de y dans sf. (A, S) est celle d’un élément [M]—[N] de K (A, S) par H. Choisissons
des résolutions

0-»F,>F,»M-0,
0-G,>G,»N=0,
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de M et N et considérons 1’élément
[Fl ) th, 'Yo] - [Fl @ tFl, To] - [Gl (&) th, 60] + [Gl @ tGl, To]

ol v° et 0° sont définis par les matrices

00 00
o_ o _
*=(a o) = of
Il est clair que I’'image de cet élément dans Bf (A, S) est égale a j(y) et que son image
dans ;W' (A;) est égale & zéro. Quitte & modifier y en lui retranchant cet élément, on peut
donc supposer que I’image de y dans ,L (A, S) est nulle. Donc y = i(z) ou z est bien

du type annoncé. =

Remarque. — L’application qui associe 2 un module de S-torsion M 1’élément
[F, ® 'F,, ¥°]—[F, ® °F,, 1°] définit en fait un homomorphisme de K (A, S) dans
.V (A, S) qui rend commutatif le diagramme

K(A, S)
LN
Y (A, 8)— L(A, S)

1.13. COROLLAIRE. — Supposons que I’homomorphisme K (A) — K (Ag) soit injectif.

Alors la suite

W (A)— W (A9~ WA, S)
est exacte.

Parallélement & I’homomorphisme K; (B) — .V (B), il est bon de considérer 1’homo-
morphisme « discriminant » ,V (B) et K, (B) : il associe & d (E, g2, g9) 1a classe de g; 'g,

(o [14)]).
1.14. PROPOSITION. — Le diagramme suivant est commutatif :

V(@A) - V(Ay) - LA, S)
1A lA
K;(A)-» K, (A9~ K (A, S)

Démonstration. — Soit d (E, g9, g2) un élément de .V (Ay). Sans restreindre la généra-
lité, on peut supposer que g, et g, sont des morphismes de 2 (A). L’élément de K (A, S)

qui lui correspond par 1’homomorphisme & travers 8—1: (A, S) est donc
[Coker g,] — [Coker g,].

Par I’homomorphisme a travers K, (Ag) on obtient [Coker sg; 'g,] — [Coker s] pour s
‘assez grand. Mais on a les suites exactes

0— Coker g, — Coker sg; ' g, — Coker sg; ' -0,
0 — Coker sg; ! - Coker s —— Coker g, —0,

d’ol I’égalité des deux éléments obtenus dans le groupe K (A,S). m
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Si 2 est inversible dans A, les deux suites exactes d’une localisation peuvent étre connec-
tées de la maniére suivante. Notons £ A (au lieu de SA comme dans [13]) la suspension
de l’anneau A. Alors ’anneau des polyndmes laurentiens A, = A [z, z™'] muni de

’involution z > z~! se plonge dans SA par I’homomorphisme qui associe au polynéme
+ o0

Y. a,z" la classe de la matrice infinie (cf. [12) :

n= —oo
ap a-y a_,
a G, a4
a a ao

La premiére suite exacte d’une localisation se prolonge 4 droite en une suite

eL (A) — aL (AS) - sU (2 A, S)
1% P2
eLl (E A) - eLl (E AS) - sU (E A9 S)

Par ailleurs, on peut définir un homomorphisme

L(A, 5)- UEZA,S)

composé des homomorphismes
LA, §)>,U(A,, S)-,U(ZA, S).

De maniére précise, si M est un objet de J 5 muni d’une forme e-quadratique, 1’homo-
morphisme p lui associe la classe du triple (M, ® M, L;, L,) ot M,=MQ®A,,
A

Ly ={(xx) }etL, = {zx,x } ol xe M,.

1.15. PROPOSITION. — L’homomorphisme W est bien défini par la formule précédente.
En outre, le diagramme suivant est commutatif :

eV (A) I aV (AS) - sL (A’ S)
l l l
L(A) - L(Ag)—~ U(ZA,S)

Démonstration. — Soit P = M; @ M z et soit o un automorphisme de P. Montrons
que I’élément d (P, N, a (N)) du groupe ;U (A,, S) est indépendant du choix du sous-
module lagrangien N de P. En effet, si N, et N, sont deux tels choix, on a

d(P, Ny, a(Ny))—d(P, N,, a(N,)) =d(P®P, N; ® a(N,), a(N,) & N,).

Les modules étant tous hyperquadratiques, les automorphismes a @ let 1D a de PP P
sont stablement homotopes. Donc la classe de 1’élément précédent est nulle d’aprés le
lemme 2.4 et le corollaire 2.5 de [35]. Ceci étant dit, soit L un sous-module isotrope
de M et soit N le sous-module lagrangien de M, @ M formé des couples (x+y, y—x)
ol x € L, et y € L}. Soit L’ le sous-module de N formé des couples (x, y) ou x € L, et
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oL__zO
“\o0 1)

a(N)NN=L"

y € L,. Si on pose

ona

Donc
d(P,L;, L)) =d(P, N, a(N)) =d(L"*/L', N/L', a«(N)/L') =d(L;/L, ® L; */L,, Ry, R,),

ol R, est la diagonale dans L}/L, ® L] */L, et ol R, est I'image de R, par la classe de a.
Ceci démontre que p est bien défini [noter que si M est hyperbolique d (P, L;, L,) = 0].
Il reste & démontrer la commutativité du diagramme. Celle-ci est évidemment impliquée
par la commutativité du diagramme

V(A 8)~ L(A,S)
l l
tL (AS) - eU (Az H S)

Soit donc [H, g] un élément de V (A, S). Dans la catégorie ,Q (As), le module quadra-
tique (H, ® H,, g ® (—g)) est isomorphe au module quadratique H, @ *H, muni de la

forme
(0 1
(P_ € 0 ’

au moyen d’une isométrie b : H, @ H, — H, ® 'H, définie par la matrice

be (1/2 1/2)
g -g)
On obtient ainsi un diagramme commutatif (qui définit w) :

H,oH,——H,@'H,=F,

w'= I(z,l) ] w
E=H,QH,>H,6H,=F,

ou le triple (Fy, F,, w) induit 1’élément de L (&,) image de la classe du module quadra-
tique (H, g) par ’homomorphisme

sL (AS) - eLl (AzS) - eL(yz)

(¢f. § 2). Si on applique les considérations [35] p. 377 ol on définit ’homomorphisme D’,
I’élément de ,U (A,, S) qui correspond a (Fy, F,, w) est d (P, L, L,) avec
P = Coker(‘b @ b) = Coker(g®(—g) =M, ®M_,
L, = Im(F, >'E-5P),
thtw B t'th B
L2 = Im (‘Fz "—’tE—) p) = Im (th —*‘E"')P).
Donc L, = a (L,), ce qui démontre ’assertion. m
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Supposons encore 2 inversible dans A. On se propose de définir un homomorphisme
L(A, §)—> _.U(A),

analogue & un homomorphisme défini par Mis¢henko [22]. Considérons un objet M de
T s muni d’une forme e-quadratique @,. Il existe donc une résolution projective

0-»Q-5>P—M—0.
On en déduit la résolution projective de M :
0-P>QLM-0.

Sigy:M— M représente la forme e-quadratique sur M, on peut construire des mor-
phismes % : P—'Q et 1 : Q — ‘P qui rendent commutatif le diagramme

0—>Q:>P—$)M-—>0

[\ |:, |-

0-"P>QLN -0
On en déduit un deuxiéme diagramme commutatif

0-Q5P5M=0

o[ 1T

0->P5'QL K -0

avec Y = X+€&€™M, @ = Qo +¢& ‘@o. Munissons maintenant P @ ‘P de la forme (—¢€)-hyper-
bolique canonique et considérons le sous-module R de P @ ‘P image de Q par ’homo-
morphisme

)

Q—Pa®P.

Alors R est un sous-module lagrangien de P @ *P. En effet, on a la suite
(gy) tn .t (ta, v) ¢
0-Q—P®P—-POP—'Q-0,

T= (_OE (1)> et Im <,°;> = Ker((‘a, y).7).

Par définition, 1’élément de _ U (A) associé & M est d(P @ ‘P, R, P @ O). Montrons
que cet élément est indépendant de la résolution choisie. En effet, si

avec

0-5Q; 5P, »M—0
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est une autre résolution de M, il suffit de considérer lecasou P, =P ® S, Q; = Q@ S,
le diagramme étant donc de la forme

“G D
0-Q®S——PeSZIAM-0
[® [®
0—Q————P—L2 M0

En considérant les morphismes transposés, on obtient le diagramme

0- Q@SS POSEAM-0

o

0-POSSQa'S T30

G o)

La commutativité du diagramme implique les relations

le morphisme 8 étant de la forme

ya=¢g'a'y, ba=g'a, ‘c=c¢c.

On en déduit I’identité uwv = w avec

u: PO'SOPOAS->PH'SOPB®S,
v: QAS->PR'SAP®S

et w, définis par les matrices

1 00 &' gy 0 gy €'b
w= 01 b O b= 0 ¢ = & g'c

001 o0 YF) a 0) o

000 1 0 1 0 1

Puisque w (Q @ S) est le sous-module de Lagrange associé & o, et 4 € '3 et que u est homo-
tope a l’identité, la classe du triple

(POSOPDS, w(Q®S),0008P®S)
est égale 3
dPOP,R®0)+d(S®'S,R, S 0),

ou R’ est 'image de S par I’homomorphisme de S dans S @ 'S défini par x > (x, ¢ (x)).
Puisque R’ se projette isomorphiquement sur S, on en déduit

dS®'S, R, S® 0)=0.
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Donc 1’élément de:_ U (A) construit par la résolution précédente est bien indépendant
de cette résolution.

‘Supposons maintenant que M contienne un sous-module lagrangien L. On a donc
la suite exacte

0- Q3P L0,
ot P’ = B! (L). En identifiant L et M/L (car L = L%), on a aussi une suite exacte
0— P’ 5'Q — M/L — 0.

En fait, ’lhomomorphisme ‘Q — M/L se reléve en un homomorphisme ‘Q — M (~ IOI).
On en déduit une suite exacte

0-QO PSP ©'Q->M-0,
ou o, est définie maintenant par une matrice du type
o h
A = 0 'a, .
Par transposition, on obtient aussi la suite exacte
0P ®Q>'Q®P » M0,
I’homomorphisme de P’ dans M étant 1’homomorphisme composé
P-LacM —} M.
Si on choisit ¢, = @/2, on peut prendre A : P’ @ '‘Q — ‘Q ® P’ défini par la matrice
(0 0
X=\1)2 0o)°

En localisant, on voit que 1 : Q @ P’ — P’ @ Q doit étre de la forme

{0 o0
=\12 %/

(0 g2
=l %)
Par suite & 'y est un isomorphisme et 1’élément de _ U (A) obtenu est d (E @ ‘E, ‘E, E)
avec E = P' @ Q.

En nous aidant de ce qui précéde, montrons que la correspondance qui associe & un
objet e-quadratique M de I cet élément de _ U (A) définit en fait un homomorphisme

L(A, §) - _U(A).

Donc y est de la forme
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En effet, le calcul que nous venons d’effectuer montre que si M contient un sous-module
lagrangien L, ’élément de _,U (A) qui lui correspond est 'image de [Q] — [P'] par
I’homomorphisme de K (A) dans _,U (A) qui associe a la classe d’un objet F la classe
du triple (F @ 'F, F, ‘F). En particulier, cet élément de __ U (A) ne dépend que de la
classe de L dans le groupe K (A, S). Ceci étant dit, il nous reste 3 montrer que si L est
un sous-module isotrope de M, alors M a méme image dans _,U (A) que L*/L @ H (L).
Mais I'image de M @ M~ est celle de H (M) et celle de L*/L @ M~ est celle de H (LY)
car L' est un sous-module lagrangien de L*/L @ M ™. Donc I’image de M est I’image de

LYL+HM)-H(LY =LYL+H(L).
Nous venons ainsi de construire un complexe
V(A)—> . V(Ag) > .L(A, §)-> _UA) > _ U(Ayg).

1.16. CONJECTURE. — La suite précédente est une suite exacte (rappelons que les
morphismes ne sont tous définis que si 2 est inversible dans A).

1.17. PROPOSITION. — Le diagramme suivants est commutatifs :

K;(A) > K (A9 > K(A, S)—K(A)—K(Ay)

! i ! 1 !
V(A) - V(Ag) = .L(A, 8)» - U(A)— _.U(Ay)
! ! ! ! 1
K;(A) - K;(As) > K(A, S)— K (A)—>K(Ag)
Démonstration. — C’est une conséquence immédiate des considérations qui pré-
cédent. m
Remarque. — Le théoréme de périodicité de [14] implique un isomorphisme

_U®) ~ Vi(B)

(du moins si 2 est inversible dans B). La conjecture prend alors la forme d’une suite exacte
peut-étre plus naturelle :

V(A)- V(A9 - LA, S)- VI (A) - V' (Ay).
Cependant les relations entre le théoréme de périodicité et la suite exacte d’une locali-

sation restent obscures pour l’instant.

2. Applications de la deuxiéme suite exacte d’une localisation aux anneaux de Dedekind

Soit A un anneau de Dedekind. Pour alléger la discussion qui va suivre, nous suppo-
serons que A est muni de ’antiinvolution triviale. Comme il est bien connu (cf. Bass [4]),
la catégorie Jg des A-modules de S-torsion (avec S =« A—{01}) s’identifie 3 @ 7,
ol 7, désigne la catégorie des A-modules de p®-torsion, p parcourant I’ensemble des
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idéaux maximaux rencontrant S. On en déduit

KA, )~ ®K(A/p) e LA S)=D.LA,p)
» »

ou L (A, p) peut se définir de maniére analogue a ,L (A, S) en partant de la catégorie
des A-modules de p torsion ou celle des A,-modules de p®-torsion (¢f. appendice 4
de [35]). Il nous faut donc calculer ,L (A, p). L’idéal p étant fixé, désignons par I g,"’
la catégorie des A-modules de p"-torsion, r < n et par L (A, p™) le groupe L (7 ;”)).

2.1. THEOREME. — Les homomorphismes évidents L (A, p™) — L (A, p) sont injectifs.
Si on écrit (2) = p*, on a alors

LA, p™) ~ LA, p"* V)~ L(A, p)

pour n = s+ 1. En particulier, si la caractéristique du corps Afp est # 2, on a un isomor-
phisme
L (A, p) % L(A, p)

[on convient que L (A, p®) = L (A/p)].

Démonstration. — Mettons d’abord en évidence des relations d’orthogonalité qui seront
utiles par la suite. Si L et L’ sont deux objets de J, contenus dans un module quadra-
tique M de p®-torsion, il en est de méme de L+L’ et de L n L’ car A est de dimension
homologique 1. Bien entendu, on a les égalités

LALYy =L*4+L* et (L+L) ' =L'nL"

Montrons maintenant que 1’homomorphisme L (7 f,"’)—»,L (A, p) est injectif pour
tout n. Pour ¢ = 7 f,") ou 7 ,, considérons le « groupe de Witt » ;W (%) : c’est le conoyau
de I’homomorphisme K (%) — L (¥). Une description explicite du groupe ;W (%) peut
étre formulée ainsi. Un module quadratique S est dit presque hyperbolique s’il existe un
sous-module lagrangien L de S. Il est dit stablement hyperbolique s’il existe un module
presque hyperbolique T tel que S @ T soit presque hyperbolique. Le groupe ;W (%) est
alors le quotient de ’ensemble des objets de ¥ munis de formes e-quadratiques par la
relation d’équivalence suivante :

M~M < M@M'™ eststablement hyperbolique

[.W (%) est bien un groupe, ’opposé de M étant M~ ]. Cette description est bien entendu
valable dans un cadre plus général et permet de décrire de la méme maniére le groupe
de Witt :

W(A, S) = Coker (K (A, S)— L(A, S)).

Dans le cas o € = 7 f,"’ ou J,, on peut montrer qu’un module stablement hyper-
bolique est en fait presque hyperbolique. En effet, soit S tel que S @ T soit presque hyper-
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bolique et tel que T soit presque hyperbolique. Soit L (resp. L") un sous-module lagrangien
de S @ T (resp. T). Alors ((L+L") n L"Y)/L’ est un sous-module lagrangien de

LYL =8

d’aprés les formules d’orthogonalité ci-dessus (on considére L’ plongé dans S @ T).
Ceci montre que les homomorphismes

NI > WITD) et NI W)
sont toujours injectifs. Il en est donc de méme des homomorphismes
LI L@ et LI~ LET)

d’aprés les diagrammes

K(IP) » KIyD) K7 - K(7T)

LT = LIT) LT - LT

NITP)> WIT D) NITP)-» W(T,)
0 0 0 0

ol j, i, et ji sont la multiplication par 2.

Pour achever la démonstration du théoréme, il reste & démontrer la surjectivité de
’homomorphisme L (7¢) — L(7%*Y) pour n = s+1. Pour cela, considérons un
module M de p®*V-torsion. Pour x et y € M, on peut interpréter g (x) et ¢ (x, y) comme
des éléments de A mod p?>®*!) en choisissant une uniformisante p de A,. On a donc

n+s+1

p qg(x)=0(p"x, x) =0mod p

2(n+1)
Donc
n—s+1

g(x) = 0mod p = Omod p?
puisque #» = s+1. Si L = p"M, on a donc ¢|, = OetL = L*. Par conséquent
[M] = [LYL]+[H W]

et [M] appartient bien & I’image de ’homomorphisme L (A, p™) — L (A, p®*1) puisque
LY/L et H(L) sont des p"-torsion au plus. m

Remarque 1. — Si 2 =0 dans A, on convient que s = oo. Alors chaque groupe
L (A, p™) est contenu dans ,L (A, p) mais ne lui est pas égal en général. Un calcul du
groupe de Witt W (A, p), lorsque A/p est un corps parfait de caractéristique 2 (i. e. tout
élément de A/p admet une racine carrée), est proposé dans I’appendice 1.
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Remarque 2. — Si(2) = p dans Ap et si A/p est parfait, le groupe W (A, p) & W (A, p?)
est aussi calculé dans I’appendice 1. Par exemple, W (Z, 2) ~ Z/8 & Z/2. La signification
de ces deux facteurs est explicitée plus loin.

2.2. LEMME. — Si A est un anneau de Dedekind, les homomorphismes

LA, S->.LA,S) e WA, S)->,W(A,S)
sont injectifs.

Démonstration. — Si M est un A-module résoluble dont la classe dans ;W (A, S) est

nulle, il existe d’aprés les considérations précédentes un sous-module de Lagrange inclus

dans M. Donc la classe de M dans 3V_V (A, S) est nulle, ce qui montre que le deuxiéme
homomorphisme est injectif.

Considérons maintenant le diagramme

K(A, S) » K(A, S)

N !
LA, )~ L(A,S)
! !

WA, 8-> WA,S9)
D’aprés un argument déja utilisé plus haut, les homomorphismes

K(A, S)—.L(A,S) e K(AS)—,L(@A,S
sont injectifs car '

KA, S)~ ®dK(A, p)=~ ®K(A/p)

est un groupe libre et que ’homomorphisme composé
K(A, S)—» L(A,S)-K(A, S)
est la multiplication par 2. Donc
.L(A, S)> LA, S)
est un homomorphisme injectif. m

2.3. COROLLAIRE. — Si A est un anneau de Dedekind et si S = A— { 0 }, on a la suite
exacte

Y(A)-> V(A9 - LA, S).
Si I’homomorphisme K (A) — K (Ag) est injectif, on a en outre la suite exacte
aw' (A) - ew' (AS) - zw (A, S)-

Remarque 1. — Ce corollaire n’est vraiment nouveau que lorsque 2 n’est pas inver-
sible dans A (¢f. th.1.9).
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Remarque 2. — Si A est un anneau de Dedekind quelconque, le conoyau de ’homo-
morphisme ,V (A) — ,V (F) s’injecte dans le conoyau de ’homomorphisme

1V (A)— V(B
avec les notations de [35] § 3.

On en déduit la suite exacte

1V(A) = V(F)-> & L(A, p).

Cependant, I’homomorphisme ,V (F) — ,L (A, p) n’est pas surjectif en général. Il suffit
de trouver un exemple d’anneau d’entiers algébriques A ou on rend 2 inversible tel qu’il
existe un idéal p avec A/p corps fini de caractéristique différente de 2 avec [A]—[p]
non nul dans le groupe K (A). Ceci résulte en effet du diagramme commutatif

L(A, p)— _.U(A)

! !
K(A/p) — K(A)

construit & la fin du paragraphe précédent.

Un défaut des suites exactes précédentes est qu’elles ne font pas intervenir simulta-
nément les groupes de Witt W (A), W (As) et W (A, S). Nous allons y remédier dans
un cas particulier important, celui ol I’homomorphisme K (A) — K (Ag) est surjectif
(A étant maintenant quelconque). En effet, dans ce cas, [’homomorphisme
V(A S) — L (Ag) est aussi surjectif puisque tout module sur Ag est stablement le
localisé d’un module sur A.

2.4. LeMME. — Soit A un anneau muni d’une antiinvolution quelconque tel que
K(A)—K(Ay)

soit surjectif. Il existe alors un homomorphisme et un seul de W (Ag) dans ,W (A, S) qui
rend commutatif le diagramme

JV(A, S)- L(A, S)
! 1
ew(AS) - ew(A’ S)

Démonstration. — Soit F un A-module quadratique de la forme Eg et soit g° : E— ‘E
un morphisme de £ (A) qui représente la forme g-quadratique sur F. Montrons d’abord

que la classe de Coker g (avec g = g°+¢ 'g®) dans le groupe 8V—V (A, S) ne dépend que
de la classe de (E, g% dans le groupe L (Ay). En effet, si (E’, g’°) est un autre choix et si
on stabilise éventuellement, il existe un quasi-isomorphisme o : E — E’ tel que

g = 'ag’®amod Im(1—&T).
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D’aprés le paragraphe 1 de [35], on a donc
[Cokerg] = [Cokerg']+[H(L)]
dans le groupe ,I_, (A, S) avec L = Coker a. Donc
[Cokerg'] = [Cokerg]

dans le groupe ,\TV (A, S). Enfin, si F est hyperbolique, on a stablement F = H (Gg) et
I’image de F dans s\7_V (A, S) est nulle. Donc I’homomorphisme ;W (Ag) — SV—V (A, S) est
bien défini. Puisque I’homomorphisme .V (A, S) — W (A;) est surjectif, 1'unicité est
évidente. m

2.5. THEOREME. — Supposons que I’homomorphisme K (A) — K (Ag) soit surjectif. On
a alors la suite exacte

W (A) > W (A9~ W (A, 8)~0.
Si 2 est inversible dans A, on a la suite exacte
W(A)— W (A9 - W(A,S).

Enfin, si A est un anneau de Dedekind [auquel cas la condition de surjectivité K (A) — K (Ag)
est automatiquement satisfaite quel que soit le syst¢tme multiplicatif S], on a la suite
exacte

sw (A) I cw (AS) - aw (A, S)°

oit ’homomorphisme W (A) — W (Ag) est injectif si € = 1 et si I'involution est triviale.

Démonstration. — Soit F un Ag-module quadratique représenté par une paire (E, g°).
Si Coker g est hyperbolique, on peut factoriser g sous la forme
ES'E
a 1 ] ta
FF

Donc E est isomorphe & Fg ou F est un A-module quadratique. Ceci démontre que la
suite

W(A) - W (A9 - W(A, S) -0
est exacte.

Si 2 est inversible dans A, I’homomorphisme eW (A, S)— W (A, S) est injectif
(prop. 1.3), ce qui démontre la deuxiéme suite exacte. Enfin, si A est un anneau de Dede-
kind, I’homomorphisme :W (A, S) — W (A, S) est aussi injectif d’aprés le corollaire 2.3
et il est de méme de ;W (A) — ,W (Ag) d’aprés [35] § 3.
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Pour conclure cette étude théorique, il nous faut voir dans quelle mesure I’homomor-
phisme ;W (Ag) — ;W (A, S) est surjectif. Ceci est évidemment la partie difficile de la
théorie et a déja donné lieu & beaucoup de publications ([21, [27], [30]). Nous nous
proposons de montrer comment le théoréme de périodicité de [14] et [29] permet de
considérer la situation de fagon nouvelle. Nous supposerons désormais que A est un
anneau de Dedekind.

2.6. THEOREME. — Soit F un corps complet d valuation discréte et soit A son anneau
de valuation. On a alors la suite exacte

W(A)» WEF)-> W, p)—0,

ot p désigne I'idéal maximal de A. Si Iantiinvolution sur A est triviale, on a aussi la
suite exacte (ott on pose W = ;W)

0->W(A)-»W(E)->W(A, p)—-0,

ot W (A, p) ~ W (A/p) si la caractéristique de Afp est # 2 (dans le cas contraire, voir
I’appendice 1) (1).

Démonstration. — D’aprés ce qui précéde et d’aprés le théoréme 3.14 de [35], il
suffit de démontrer que 1’homomorphisme ;W (F) — ;W (A, p) est surjectif. Soit donc M
un élément de ;W (A, p). En décomposant M en somme directe orthogonale de modules
de torsion, on peut sans restreindre la généralité supposer que M est un A/p"-module
libre de base (e;), i = 1, ..., r (en fait r = 1 ou 2 suffisent). Les formes quadratique
et sesquilinéaire seront considérées dans A mod p2" (cf. I’appendice 1). Posons

a;=q(e) et a;; = (P(?i, ?j)

[noter que ¢ (e;, e;)) = q(e;)+¢€ g (e;), ce qui détermine o (e;, e;) en fonction de g (e;)].
Soient maintenant a; et a@,;;, i > j, des relévements quelconques de a; et a;; dans
I’anneau A grice a la projection A — A/p?". On posera

5,, = afiﬂ pour i <j et a;=a;+¢ea,

by

Soit 0, la matrice nxn 4 coefficients dans A définie par

al a12 LRy aln
90 =g 0 a cee Qay
0

n

Alors 8 = 0,+¢ "0, = (a;;) définit un endomorphisme injectif de A" (car O est non dégé-
nérée). En identifiant A" 4 'A", on peut donc écrire la suite exacte

0- A" S'A" B M 0.

(1) Ce théoréme est di essentiellement & Springer [30].
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De maniére précise, si on choisit une uniformisante p de A, on peut écrire 6 = up”
ol u est une matrice inversible a coefficients dans A (car u est inversible mod p ). On pose
alors

a=p"0"'p"=p"u"' et B =réduction mod p.
D’aprés le paragraphe 1, la forme quadratique sur M est définie par

q(B(m)) = (8o (m), m>mod p".
De méme,

¢ (B(m), B(m") = (O0(m), m' ) mod p*",
ce qu’on vérifie matriciellement en posant

<xa }’>=Z’—C;)’;
pour x et ye A". =

Remarque. — D’aprés Bak et Bass [6], on a ;W (A) = ;W (A/p), du moins si 1/2 € A.
En particulier, W (A/p) est un W (A)-module libre de rang 1. Comme 1’homomorphisme
W (F) » W (A, p) est de maniére évidente un homomorphisme de W (A)-modules, on en
déduit le corollaire suivant :

2.7. COROLLAIRE. — Supposons que A[p soit de caractéristique # 2. Alors W (F) est
un W (A)-module libre de rang 2 et de base les formes quadratiques x* et px?, p étant une
uniformisante quelconque de A.

Considérons maintenant le cas ou A/p est de caractéristique 2. Si 2 = 0 dans A,
A peut s’écrire k [[x]] ol k = A/p, 'uniformisante étant x. On a alors

F=k[x, x7] ={ +Z°:° a,,x"},

n= -

ou g, = 0 pour n € Z assez petit. Puisque F est de caractéristique 2, W (F) est un groupe
de 2-torsion et la suite du théoréme se scinde, soit W (F) ~ Z/2 ® W (A, p) [voir I’appen-
dice 1 pour le calcul de W (A, p) lorsque A/p est parfait].

Pour 2 # 0 dans A, le probléme du scindage de la suite semble assez délicat. Si A = Z,
par exemple, il résulte des calculs de ’appendice 1 que W (Z,, 2) est engendré par [F]
et [G] avec les relations 8 [Fo] = 0 et 2([G]—[Fo]) = 0. Pour vérifier que la suite
est scindée dans le cas A = Z,, il suffit donc de considérer les formes quadratiques
F ={x*)et G = { 2x? ) et vérifier les relations ci-dessus pour Fo et G ce qui se fait
de maniére élémentaire en appliquant les techniques de 1’appendice 1 par exemple et en
remarquant que les nombres entiers 2-adiques de la forme 1+ 8 A admettent une racine
carrée. On en déduit le résultat classique W (Q,) ~ Z/2 ® Z/2 @ Z/8, les générateurs
étant [F,], [E}]—[ﬁ‘o] et la forme quadratique induite par W (Z,), soit H = (e;, e, »
avec

q(e)) =q(ex) =0(ey, €)= 1.
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Remarque. — Si A est un anneau de Dedeking muni d’une antiinvolution, on démontre
de méme que W (A, S) ® @ W (A, p) ou p parcourt I’ensemble des idéaux maximaux

P
invariants par I’involution et tels que p 1 S # . En effet, si p est un idéal maximal

tel que p # p, la catégorie des modules quadratiques sur 7, ,; s’identifie 4 la catégorie

des modules de p®-torsion. Ceci permet d’écrire le théoréme suivant :

2.8. THEOREME. — Soit A un anneau de Dedekind avec 1/2€ A et soit S =« A—{0}.
On a alors la suite exacte

W(A)-> WA - W(@A,S)- W (A) - W' (A) -0,

ou W(A,S)~ & W (A, p), p parcourant I’ensemble des idéaux maximaux invariants
P
par Pantiinvolution.

Démonstration. — Commengons par considérer le cas ou on remplace A par
A = lim A/s et Ag par Ag. Dans ce cas, A =[] A,, A, étant le complété p-adique de A.

— ?
D’aprés le théoréme précédent appliqué 3 chacun des corps F

»» on a donc la suite
exacte

W(A) > WAy - W(A, S) 0.

Montrons maintenant que W*! (A) = 0. En effet, d’aprés le théoréme de périodicité
([15], [29]), on a une suite exacte (qui fait partie d’une suite exacte a 12 termes; cf. [14]

et [15]) :
W(B) - k(B)~ _ W, (B)- W (B)- k' (B)-> _ W (B)— ,W(B)

pour tout anneau avec involution B tel que 1/2 € B. Si B est noethérien régulier (ce qui
est le cas pour B = A ou A), on a

W'(B)~ W (B).

Dans cette suite le groupe k (B) [resp. k&’ (B)] représente I’ensemble des éléments de K (B)
symétriques (resp. antisymétriques) vis-a-vis de 1’involution induite par la dualité, modulo
I’ensemble des éléments de la forme x+x (resp. x—x). Si B = 1&, on a k' (B) = 0 puisque
B est principal. Par ailleurs, si F est un corps, il est bien connu (¢f. [6], [13], [34] par
exemple) que _, W, (F) est au plus le groupe Z/2 de générateur la matrice

o)

En fait, _ W, (F) est I'image de I’homomorphisme

Z/2 % k(F) - _ W, (F).
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Donc
Coker [k(A,) — -, W, (A,)] = Coker [k(A/p) > _ . W (A/p)] =0;
par suite
Coker (k(A) » _,W, (A)) ~ ,W! (A) = 0.

On démontre de méme que W! (Ag) = 0.

Considérons maintenant la suite exacte de Mayer-Vietoris, construite dans [35] § 2
qui est associée au diagramme

A—u&
Loy
Ag— Ag

L(&) - L(A)® L(A9 > L(A9 - L' (4) » L' (&) ® .L* (A9
En fait, on a
L' (A) = L' (A9 =0
dans cette suite d’aprés ce qui précéde. En comparant cette suite avec la suite analogue

en K-théorie [ou K' (A) = K! (A) = K! (Ay) = 0], on obtient le diagramme

0 0 0

W(A) > W (R) © W (A9 > W (A9~ W' (A)— - W' (A) >0

~ ~

L(A)— LA)® LAy - L(Ay)— ,L'(A) — L' (A9 —0

K(A)—K(A) ® K (A9 — K (A ——0
De ce diagramme, il résulte trivialement que la suite
W(A) @ W (Ag) > W (Ag) - W' (A) » W (A9

est exacte. Puisque Coker (W (1&) - W (As)) ~ W (A, S) d’aprés ’étude qui précede,
on a la suite exacte

W(Ag) - WA, 8- W' (A) - W' (A9 0,
ce qui achéve la démonstration du théoréme. m

Exemple. — Si A = R[x,y]/(x*+y*—1) et si F est le corps des fractions de A, le
conoyau de W (F) — W (A, S) est égal 3 Z d’aprés [21], p. 94. On a donc W! (A) ~ Z.
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D’aprés [14] (voir aussi Gelfand et Miscenko [10]), I’isomorphisme est obtenu en plon-
geant A dans I’anneau B des fonctions continues sur le cercle et en remarquant que le
groupe W' de I’algébre de Banach B est isomorphe & K& (S?) ~ Z.

2.9. THEOREME. — Soit A un anneau de Dedekind muni de [Iinvolution triviale
tel que K (A)/2K (A) = O (par exemple A principal) et tel que 2 soit inversible dans A.
On a alors la suite exacte

0->W(A)->W(Ag) > W(A, S~ _ W, (A)~> ;W (A9~ 0.

Démonstration. — Avec les hypothéses faites, ’homomorphisme W (A) — k (A) est
surjectif. En effet, si p est un idéal maximal tel que p ~ “p, un isomorphisme quelconque
de p sur *p est nécessairement égal A son transposé puisque p est de rang 1. De méme
I’homomorphisme W (Ag) — k (Ag) est surjectif. D’aprés les calculs précédents, on a donc

W (B)~ _W,(B)
pour B = A ou Ag puisque

K(A)2K(A) = K(A92K (Ag) = 0.

2.10. THEOREME. — Soit A un anneau euclidien muni de [Iinvolution triviale avec
1/2 € A. On a alors la suite exacte (cf. [27]) :

0-WA) - W(A)->W(, S)-0.

Démonstration. — D’aprés un théoréme général de Bak [1], le groupe _,W; (A) est
engendré par les matrices 2x2 du type

(2 2)

Puisque ces matrices représentent des transformations orthogonales, aou b = 0.Si b = 0,
la classe de la matrice dans le groupe _; W, (A) est nulle. Si @ = 0, on se raméne au pre-
mier cas en multipliant par la matrice

(o)

Par conséquent ;W* (A) = 0, ce qui démontre le théoréme. m

En suivant le schéma tracé dans [21], on peut appliquer le théoréme 2.10 pour classi-
fier stablement les formes quadratiques sur Z et Q. En effet, en considérant tout d’abord
S = {2"}, on peut écrire la suite exacte (avec Z' = Zs = Z[1/2]) :

0 W(Z)->W(Z)> W(Z, S)—0,

ouW (Z,S) ~ Z/8 @ Z/2 d’aprés ’appendice 1. Grice au théoréme de Hasse-Minkowski,
il est facile de voir que les formes quadratiques u = { x* ) et v = {(2x?) engendrent
W (Z') et que 2(u—v) = 0. Donc W (Z) % Z ® Z/2 (le groupe Z/2 étant détecté par
le discriminant). L’homomorphisme W (Z’) — W (Z, S) est précisément la somme de
P’identité sur le facteur Z/2 et de la projection de Z dans Z/8. Donc W (Z) = Z et est
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engendré par une forme quadratique dont I’image dans W (Z’) est huit fois la forme
quadratique ¢ x*> ) (cf. [21] pour une description explicite de cette forme quadratique).

Pour calculer W (Q), on peut partir de la suite exacte
0-W(Z)-W(Q) -~ ® W(Z/p) - 0.

p impair premier
En fait, cette suite exacte est scindée. L’homomorphisme de W (Q)dans W (Z') =~ Z @ Z/2
inverse 3 gauche de I’homomorphisme W (Z') — W (Q) se définit ainsi. L’homomor-
phisme W (Q) — Z est la signature. Par ailleurs, si ¢ est une forme quadratique ration-
nelle, on peut écrire :
detg= isz(‘I) 3va@

et I’élément v, (g) mod 2 définit le second invariant. En conclusion, on a donc

WQ=~ZoZ2&( &  W(Z/p),

p premier impair

ce qui est compatible avec les calculs de [21] et [28].

Remarque. — 11 est bien connu que la signature d’une forme quadratique non dégé-
nérée sur Z est divisible par 8, résultat qu’on retrouve par la suite exacte précédente.
En fait, notre méthode montre que la signature mod 8 d’une forme quadratique sur Q
est déterminée par son image dans W (Z,S) et méme W (Z,2) ~ W (Z,,2). On
retrouve ainsi un résultat récent de Durfee [9]. Cette signature mod 8 est en fait
déterminée par une somme de Gauss (cf. quelques pages plus loin et I’appendice 4 de [217]).

2.11. THEOREME (comparer avec [20]). — Soit F un corps commutatif de caracté-
ristique # 2. On a alors la suite exacte scindée de W (F)-modules :

0 W(F[x]) » W(F () » ® W(F[x]. p) -0,

ot p parcourt I’ensemble des idéaux maximaux de F [x].
Une démonstration de ce théoréme ainsi qu’une interprétation de @ W (F [x], p)

en termes d’endomorphismes auto-adjoints d’un espace vectoriel mun? d’une forme
quadratique non dégénérée est proposée dans 1’appendice 2.

La philosophie générale de ce paragraphe sur les anneaux de Dedekind est que le
calcul de _ W, (A) et de k' (A) = I~((A)/2I~( (A) permet de calculer le conoyau de
WV (Ag) = W (A, S) (comparer avec [21], p. 94). Réciproquement, on a les théorémes
2.12 et 2.13 suivants :

2.12. THEOREME. — Soit A un anneau de Dedekind avec 1/2 € A muni de I’involution
triviale. Alors I’homomorphisme k (A) — W, (A) est un isomorphisme [noter que
k (A) = Z/2 @ 2 Torsion (K (A))]. (Un théoréme analogue a été démontré par Bass [6].)

Démonstration. — Puisque 1/2 € A, le groupe ;W (F,) est égal a zéro pour tout idéal
maximal p. Donc ’

WA, S~ @ _;W(A, p)~@ [Coker[_,;W(A,) > _,W(F,)] =0.
P

L4
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Puisque _,W! (F) = 0 également, on a donc _; W' (A) = 0 d’aprés le théoréme 2.8.
Considérons maintenant un bout de la suite exacte des 12 :

-1Wo(A) > k(A) » ;W (A) > - W' (A).
Pour achever la démonstration du théoréme, il suffit de montrer que ’homomorphisme
-1Wo (A) — k (A) est réduit 4 0 si 2 est inversible dans A. Mais _;W (A) =« _ W, (F) =0
dans ce cas. ®m

Si F est un corps de nombres et si 2 est inversible dans A, le conoyau de I’homomor-
phisme W (F) —» W (A, S) a été calculé avec précision dans [21], p. 94. On trouve le

groupe fini k' (A) = K (A)/ZIZ (A). En comparant avec le théoréme 2.8, on déduit le
théoréme suivant :

2.13. THEOREME. — Soit A un anneau de Dedekind arithmétique (i. e. tel que F soit
un corps de nombres) avec 2 inversible dans A. Alors le groupe

-1L1(8) = _;W,(A) = Sp(A)/[Sp(A), Sp(A)]
est nul. (Un théoréme analogue a été démontré par Bak [1]; noter que SK;(A) =0
d’aprés [S].)
Démonstration. — On écrit la suite exacte

TW(A) > k(A)—> - W, (A)~> W' (A) S k' (A),

ol on remarque que ;W (A) — k (A) est surjectif. m

Pour conclure cette série d’applications, montrons comment les considérations qui
précédent sont reliées aux sommes de Gauss étudiées dans [21], appendice 4, par exemple.
Pour cela nous devons supposer que A/s est un groupe fini pour tout élément s de A (par
exemple A est I’anneau des entiers algébriques d’un corps de nombres). Soit U le groupe
multiplicatif des nombres complexes de module 1 et soit

X AS/A-’U’

un homomorphisme de groupes tel que si N est un sous A-module fini non nul de Ag/A,
on ait y (N) # 1. Des exemples sont donnés plus loin. Dans ce cas, on a

ZNx(n)= Y X xm.

uex(N) x(m)=u

Puisque % est un homomorphisme de groupes, le nombre de » tels que y (n) = u est égal
a 0 ou au nombre des n tels que % (n) = 1. Si on pose

p=Card(Nny 1(1)),

la somme précédente est donc égale & p Y. u ol G est le groupe fini 3 (N). Puisque ce

ue'G
groupe est un sous-groupe fini de U distinct de 1, on a évidemment
pY u=0.
ueG
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Nous allons déduire de 3, un homomorphisme de W (A, S) dans U. Si M est un A-module
quadratique de S-torsion (ici € = 1 et I’involution est triviale), on peut poser

s(M) =

Ml meM
ol ¢ : M — Ag/A est la forme quadratique donnée.

2.14. THEOREME. — La correspondance M — s (M) induit un homomorphisme (noté
encore s) de W (A, S) dans U.

Démonstration. — Si M et M’ sont deux modules quadratiques, on a
: 1 '
sMeM) = ——— Y. %(@g(m)+q(m")
/|M®M'| (m,m’) eMxM’

(\/, | mng(q( ))>(\/|_1—— m; 4C3 (m))—S(M)s(M))

Supposons maintenant que M soit presque hyperbolique. Il existe donc un sous-module
lagrangien L de M qu’on peut insérer dans une suite exacte

0>LoMSL—0.
Choisissons une section ensembliste j' : L— M, soit jj' = Id. On peut alors écrire :

Y x(qg(m) = Z x@@E)+i' )

meM
yeL

=Y Y x@G o x@iEx), i)

~
yeL xeL

(p désignant la forme bilinéaire associée a q)

Z 1@G O X x@GE), i ).

xeL

Si y # 0, I’expression Y. x (¢ (i (x),j’ () peut s’écrire y, % (f(x)) out f : L —» Ag/A

xelL xelL
est ’application A-linéaire non nulle définie par

fx)=0@((), () =y(x)
(d’aprés la définition de j). Donc
ZLx(fp GnJM=0

puisque Im f est un sous-module non nul de Ag/A. Par conséquent

% 2@m)= T x(0G(), 0=|L|= JIMl.

meM
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De cette discussion, il résulte donc que s définit un homomorphisme de W (A, S) dans C*.
Si on calcule s(M @ M™) on trouve

1 —_—

—— 2 x(@m) ¥ x(—g(m)=sM)s(M),
I M I meM meM

qui doit étre égal a 1 puisque M @ M~ est presque hyperbolique. Donc s définit bien un

homomorphisme de W (A, S) dans U.

Exemple 1. — Soit A = Z,F = Q. Alors I’exemple classique qui a d’ailleurs inspiré
ce qui précéde est celui ol § : Q/Z — U est défini par y (r) = e2**". Alors il est démontré
dans [21] que I’homomorphisme composé W (Q) — W (Z,S) —» U est défini par
M - €*°/* ol o est la signature de la forme quadratique définie sur M (théoréme de
Milgram).

Exemple 2. — Soit F un corps de nombres et soit A I’anneau des entiers algébriques
de F. Considérons des homomorphismes f : F— Q et g : A — Z tels que le diagramme
F-Q
Tt
A-Z

soit commutatif. Alors (x, y) > f(xp) est une forme bilinéaire symétrique sur le Z-module
libre A. Si on suppose que cette forme est non dégénérée, on en déduit un homomor-
phisme 4 de F/A dans Q/Z tel que # (M) # 0 si M est un sous-module de F/A différent
de 0. En composant cet homomorphisme avec ’homomorphisme de Q/Z dans U défini
plus haut, on obtient bien un caractére %, : F/A — U avec les propriétés requises. En fait,
dans cette situation, il est facile de voir qu’on peut définir un « homomorphisme de
Gysin» W(A,S) > W(Z,8) ot S=A—{0} et ' = Z—{0}. L’homomorphisme
W (A, S) = U est simplement I’homomorphisme composé W (A, S) —» W (Z,S") — U.
On peut alors considérer le diagramme

W(F)>W(A,S)
l !
W(Q—-W(Z, ')
Si F n’a pas de places réelles par exemple, I'image de W (F) dans W (Q) est contenue
dans la 2-torsion. Par conséquent, d’aprés le théoréme de Milgram, 1’homomorphisme

composé¢ W (F) A W(A,S) —» U est nul, ce qui permet de définir un caractére
Coker ¢ — U. 1l serait intéressant de l’expliciter en termes de classes d’idéaux de A.

3. Applications de la deuxiéme suite exacte d’une localisation a la L-théorie
des polynémes laurentiens et 4 la L-théorie des sphéres

Dans le paragraphe 3 de [35] nous avons calculé le groupe L, (A [x, x~']) du moins
si 2 est inversible dans A. Nous nous proposons de calculer de méme le groupe
V(A [x, x~1]), cette fois-ci sans aucune hypothése sur A. Des résultats analogues ont
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été obtenus indépendamment par A. Ranicki [25]. De maniére précise, nous nous pro-
posons de démontrer le théoréme suivant :

3.1. THEOREME. — On a la suite exacte
0 V(&) > VALKD® VA D VA[x, x> L(A) > 0.

L’énoncé de ce théoréme est a rapprocher de celui d’un théoréme analogue de Bass :
on a une suite exacte

0-K,(A)-»K,A[xDOK,A[x DK, (A[x, x"'])-»K(A)-0.

En considérant I’anneau A x A°, on voit aisément que le théoréme 3.1 est une généra-
lisation du théoréme de Bass. En fait, la méthode de démonstration va étre sensiblement
la méme.

Considérons la catégorie . 4il (A) dont les objets sont les paires (E, v,) ou E est
un A-module projectif de type fini muni d’une forme e-quadratique non dégénérée et
ou v, est une classe d’endomorphismes de E (modulo les endomorphismes « symétriques
gauches » p—p*) tels que vo+vg = v soit nilpotent. Un morphisme f : (E, vo) — (E’, vp)
dans cette catégorie est une isométrie f : E — E’ telle que la classe de v, soit égale a celle
de f* vy f. Si § désigne la forme e-hermitienne sur E, v, détermine une forme e-quadra-
tique (dégénérée) sur E définie par

r{v) =Y (v, vov).

De méme v détermine une forme hermitienne associée a r qui est définie par la formule

x (v, ©) =¥ (v, v?).

Dans le méme esprit, la forme e-quadratique sur E dont ¥ est la forme hermitienne asso-
ciée est définie par la formule

s(W) =V (v, Aov)
olt Ay : E—E est un certain morphisme tel que Ay+Ay = 1.

Soit maintenant L un sous-module facteur direct de M. On dit qu’il est isotrope pour
le couple (M, v,) s’il est isotrope pour les formes V, s, r, { explicitées plus haut et si L
est stable par v. Dans ce cas, H(L) = L @ 'L peut étre considéré comme objet de
«Z Nl (A) en choisissant comme nouvel endomorphisme v, 1’endomorphisme défini par

la matrice
v = v 0
°7\0 0o/

De méme, le nouvel endomorphisme v est défini par la matrice

V,_vO
“\0 W)

Les formes quadratique et hermitienne considérées sur M se « restreignent » alors
a L/L en sorte que L*/L peut étre considéré comme un objet de & 4'il (A) avec v}
comme endomorphisme associé.
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Si (E, vo) est un objet de & A"il (A), on peut définir une structure de A [x]-module
de torsion sur E en posant xv = v (v). Sion pose M = M ® A [x], on a une suite exacte
A

OAﬁgl—\{“—&M»O,

avec B (¥ a, x?) = ¥ v? (a,). On voit alors que la structure de A [x]-module de M est

induite par celle de M, ce qui montre que M est de dimension homologique 1. En fait,
on peut munir E d’une structure de A [x]-module guadratique de torsion en définissant
des formes ¢ et g & valeurs dans A [x, x"*]/A [x] par les formules
0@, v)=x""o_1(v, ) +x" 20, (v, )+...,
g@) =x"1g_; @)+x72q_,()+. ..,

9-1(v, v') =Y (v, v), Q-p-1(v, ) =Y (v, V'),
9-2(v, ') =V (v, vv'),

g-1() =s@=V(@ Aov), g, =Y (v, vo1),
g-3(®) =V (v, viovo), q-4(v) =Y (v, o 1),
g-20-1(0) =V (v, V' Ao V'0), d-20-2(1) =VY(v, V'voV'0).

On vérifie aisément que ¢ et g sont déterminées entiérement par ¢_,, g_; et g_,. Réci-
proquement, une forme e-quadratique de torsion sur un A [x]-module E permet de
construire un objet de ¥ A"l (A) d’aprés ces formules. Les modules isotropes au sens
précisé plus haut sont donc simplement des modules isotropes pour les formes ¢ et gq.

Soit ,LNil (A) le quotient du groupe libre engendré par les classes d’isomorphie d’objets
(E, vo) de £ Al (A) par les relations

(E, vo)+(E', vo) =(E® E/, v, ® V),
(E, vo) = (H(L), vo)+(L*/L, vg)

si L est un sous-module isotrope de I’objet (E, v,) et ol v; et vy sont les endomorphismes
explicités plus haut.

avec

3.2. PROPOSITION. — La correspondance explicitée plus haut définit un isomorphisme
de LNl (A) sur L (A [x],S), S étant le systéme multiplicatif (x").

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate des définitions et de la propo-
sition 3.10 de [35]. m

Soit g : E— ‘E l’isomorphisme de E sur son dual déduit de la forme y. On définit
alors un morphisme y de ,LNil (A) dans .V (A [x]) en associant au couple (E, v,) la
classe du triple (E, g Ao, g (Ag— Vo x)). D’aprés I’appendice 2 de [35], cet homomor-
phisme est bien défini.

3.3. THEOREME. — On a la suite exacte
0— L(A)— LNil(A) 5 V(A [x])— .V (A)—0.
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Démonstration. — L’homomorphisme ,L (A) — ,LNil (A) est évident : on associe 2 un
objet E la classe du couple (E, 0). On a donc

LLNil(A) = ,L(A) ® ,LNil (A).
On a de méme

VA=V & VA[x])

et il suffit donc de démontrer que y induit un isomorphisme ¥ : BL/I:I—EI (A) ~ 8\N’ (A [x].

(@) ¥ est surjectif. — Soit d (E, g2, g2) un élément de ,V (A [x]). Sans restreindre la
généralité, on peut supposer que E provient d’un A-module hyperbolique (noté encore E)
et que g9 représente la forme quadratique canonique sur E. On peut donc écrire :

g =g+alx+... +alx"

Considérons maintenant F = E@® 'E muni de la forme hyperbolique canonique
h : F — 'F définie par la matrice

01

0 0/

Soit u : E— E et v : E — 'E. Dans ’ensemble des morphismes de E @ F dans ‘E @ 'F,
soit de E@QE® ‘E dans (E@QE®'E)~'E@'E@E, on a l’identité

t

1 'uw '\ /g5 00\ /1 00O g4+uv 0 ‘u
01 0)J{o 0 1)lu1oO0]=( » 01
0 0 1/\0 00/\v 01 0 0 0

Si n > 1, on peut choisir u = x et v = ax""*, ce qui permet de réduire le degré de g3
sans changer la classe de d (E, g9, g9). Par récurrence sur n, on se raméne ainsi au cas
ot n = 1, soit g2 = g+0af x, donc g, = g, +a, x. En posant g = g, Ao = g~ * g? et
Vo = g ' af, on a bien vo+v; = g~ ' a, qui est nilpotent.

(b) ¥ est injectif. — Définissons un homomorphisme de S’ (A [x]) dans 8L/ﬁil (A)
par composition des morphismes

JALD~ VA[x D= VA[x, x" ] — LA [x], $) LNil (A)— LNil (A).

Pour démontrer (b), donc le théoréme, il suffit de vérifier que I’lhomomorphisme y, composé
par le morphisme de 3‘7 (A [x]) dans J:Nil (A), est ’identité de ziNil (A). Soit donc
(E, vo) un objet de £ A7l (A). On a un isomorphisme g : E— ‘E et des morphismes
Ao, Vo : E— E avec les notations précédentes. Posons

E=EQA[x].
A

On a alors la suite exacte

0—-EZE g L,
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ou P est défini par la formule

n n
5(£,07)= L vt
=0 ) p=0
Posons
o = g (Ao X —Vo).
La forme quadratique de torsion sur E est induite par B et les formes sur ‘E déduites

de a7 =0 et de 0, =000 =(1—-vx ) P x ' Mgx—vo)(1—vx )"t x g™t Par

ailleurs ’homomorphisme B admet une section B’ : E — ‘E définie par
B'(@)=g@+O0x+0x*+...

Si ¥ désigne la forme e-hermitienne initiale sur E, on a (e, b) = { a, gb ). D’aprés
les formules du § 1 de [35], les formes ¢ et g sur le A [x]-module de torsion E sont
définies par les formules

¢(a, b)=<0p'(a), B'(B)> =<C(1—vx )7 'x71a,gh))=(x""a,gb>+...,
donc
(p—l(a’ b)=\|’(as b)
Par ailleurs
g(@) =<{8,(B' (@), B'(@)> ={(x"2(A=vx™ ) hox—ve)(1—vx~ ) x, gx ),
soit

g-1(@) =V (oa, a)=V(a, oa)
et

q-,(@) =V (v—vy)a, a) =Y (a, voa)mod Im(1—¢T).

[Noter que vAg+Aov = v+(vA,—Ad v¥)].
D’aprés ce calcul, si on compose les deux homomorphismes, on obtient la différence
(E, vo)—(E, 0). La composition des deux homomorphismes est donc l’identité sur le

groupe Lﬁl (A).
Le théoréme 3.3 est démontré. =

Remarque. — La démonstration de la surjectivité de ¥ est essentiellement inspirée
de [14] (théoréme 1.1) ol on démontre I’invariance homotopique du groupe ,W’(A)
(si 2 est inversible dans A).

Démonstration du théoréme 3.1. — Posons
V(A[x, x]) = Ker [V (A[x, x™1]) - ,.LNil (A) > .L(A)]-
D’aprés ce qui précéde, on a une suite exacte scindée
0- VA[x]) - V(A[x, x"1]) = LNil(A) - 0.
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On en déduit bien la suite exacte annoncée :
0> VA) > VARxD® . VA[x'D->.VA[x, x ])> L(A) 0.

En effet I’homomorphisme V(A [x,x !'])— L (A) admet aussi une section : on
associe & I’objet E muni de la forme quadratique g° le triple (E, g2, g9) avec g? = xg°
etgl=g" =m

Soit Nil (A) le groupe Nil de Bass [4] et soit

Nil (A)}= Ker [Nil(A) » K (A)].

Le foncteur hyperbolique induit un homomorphisme Nil (A) — ,LNil (A) donc de Nil (A)
dans 8L§§l A).

3.4. PROPOSITION. — Si 2 est inversible dans A, I’homomorphisme Nil A — BI:‘Ndil (A)
est surjectif.

Démonstration. — D’aprés ce qui précéde, il suffit de vérifier la surjectivité du mor-
phisme
K;(A[xD-.V(A[x]),
ol on pose

K, (A[x]) = Ker[K, (A[x]) » K, (A)].

Soit donc d(E, g4, g;) un élément de V (A [x]). Sans restreindre la généralité, on peut
supposer que g; est une forme hyperbolique sur E et que g, peut s’écrire g; (1+v x)
oll v est nilpotent auto-adjoint pour g,. Il suffit de noter maintenant 1’identité

g (14+vx)=1+vx)g (1 +vx)?
(¢f [13][14]). =

Remarque. — Compte tenu des diverses identifications, la proposition 3.4 n’est autre
qu’une paraphrase de I'isomorphisme W' (A [x]) ~ W’ (A) démontré dans [14] si 2
est inversible dans A.

3.5. COROLLAIRE. — Si A est un anneau noethérien régulier tel que 2 soit inversible

dans A, on a BL/I:—Iil (A) = 0 ainsi que la suite exacte scindée
0-.V(A)-» VA[x, x - L(A)-0.

Si 2 n’est pas inversible dans A, le calcul de ,LNil (A) est difficile en général méme
si A est noethérien régulier. Considérons par exemple le cas ou A est un corps parfait F
de caractéristique 2. D’aprés ’appendice 1, on a

WF[x],S)~Z2dFOF®...
si S = (x"). Donc

L(F[x], ) #LNil(A)~ ZOZ2OFDF ...
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On en déduit
LNil(F) ~ CokerK, (F[x]) » V(F[x]) » W (F[x) * WEF[x) ~ FOF ®...,
soit le théoréme suivant :

3.6. THEOREME. — Soit F un corps parfait de caractéristique 2. Alors
WEX)~*WEF)OFOFD... ~Z20FOF®...

3.7. CorOLLAIRE. — Soit F un corps parfait de caractéristique 2. On a alors la suite
exacte scindée :
0> W(F[x])» W(F[x, x~1]) > W(F[x], S)-0,
avec
WE[x], S WEF[xD~Z20FOF®...

3.8. CoROLLAIRE. — Soit F un corps parfait de caractéristique 2. On a alors la suite
exacte

0> W(F[x])-» W(Fx)->dW(F[x], »),
b4
ou p parcourt I’ensemble des polynémes irréductibles normalisés de F [x] et ou
WEFE[x], p)~Z20F[x]/p@F[x]h®...
Revenons au cas général d’un anneau A. On a alors un diagramme commutatif

0- K, (A)» K, A[xD @K, A[x '] > K, (A[x, x™*]) » K(A) »0

! ! ! !
0- V(A - ‘V(A[x])GBSV(A[x'l]) - l;V(A[x, x"]) - L(A) -0
! ! ! !
0- W (A)» W A[X]) & W A[x - W A[x x> W (@A) >0
l ! l !
0 0 0 0

Puisque les deux premiéres suites sont exactes et scindées en un sens évident, il en est
de méme de la troisiéme suite qui s’en déduit en prenant les conoyaux. Ceci est particu-
liérement intéressant lorsque 2 est inversible dans A car, dans ce cas,

WNA)~r WALD~ WA[x]D.

On en déduit le théoréme suivant :

3.9. THEOREME. — Supposons que 2 soit inversible dans A. On a alors un isomorphisme

naturel
W (A [x, x'l]) ~ W (A& W(A).

On peut préciser un peu plus I’énoncé de ce théoréme. En effet, ’homomorphisme B
de ;W (A) dans W’ (A [x, x~!]) inverse & droite de ’homomorphisme de W’ (A [x, x~1])
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dans ;W (A) associe au module E muni de la forme e-hermitienne g : E — ‘E 1’élément
de W’ (A [x, x~1]) défini par la différence (E, gx)—(E, g) avec des notations évidentes.
Par conséquent, B est un homomorphisme de « ;W (A)-modules » défini simplement par
le cup-produit par I’élément de ;W (Z’ [x, x~']) égal & (Z', x)—(Z’, 1) avec Z' = Z [1/2].
L’isomorphisme précédent est donc un isomorphisme de ;W (A)-modules [si A n’est pas
commutatif, la notion de W (A)-module peut se préciser au moyen du cup-produit
« externe » :
W(A)x W (Z' [x, x P> W A[x, x" D]

3.10. COROLLAIRE. — Supposons 2 inversible dans A. Alors W (A) est un invariant
d’homotopie de A, c’est-d-dire W (A) =~ W (A [x]).

En effet, ;W' (A) est un invariant d’homotopie de A, et il en est de méme par conséquent
du foncteur A — W’ (A [x,x"']). Puisque ,W (A) est un facteur direct naturel de
W (A [x,x"']), ;W (A) est aussi un invariant d’homotopie de A. m

D’aprés le théoréme de périodicité de [15] et [29] le noyau de I’homomorphisme

V(B)— K, (B) s’identific & _,W, (B). Par des arguments semblables aux précédents,
on en déduit la suite exacte

0- _ W,(A)-» _ W, A[xD® - W, A[x" P> - W, (A[x, x"'PD—> W (A) > 0.

En considérant la double suspension de A et en supposant de nouveau 2 inversible dans A,
on en déduit un isomorphisme

VA, x D=~ WVA) D _W?(A).
En particulier, si A est noethérien régulier, on a
_W?2(A) ~ ,W(A).
D’aprés [14], on en déduit
NALx xT D WA © W),

isomorphisme qui peut d’ailleurs aussi se démontrer directement & partir du théoréme 3.9
en utilisant le fait que

K(A[x, x" ')~ K(A).

En raisonnant par récurrence sur le nombre de variables, on en déduit le théoréme suivant :

3.11. THEOREME. — Soit A un anneau noethérien régulier tel que 2 soit inversible
dans A. Posons
A=Alxy, oo X x7t oo X1

Alors le cup-produit naturel
WV(A)®W(Z,)~ W (A,),

est un isomorphisme. En particulier, si A est commutatif, W (A,) est I’algébre de dimen-
sion 2" sur W (A) engendrée par des éléments u; soumis aux relations u;u; = u;u, et (u;)* = 1.
En effet, les éléments u; sont simplement les classes des formes quadratiques ar— x; a?.
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Soit encore A un anneau noethérien régulier muni d’une involution et tel que 2 soit
inversible dans A. On pose

A, = A[xl’ sy xn+1]/In+19

ot I, est 'idéal engendré par x; X, +... 4 X5, 1 X2, + (X354 1)> —1 et ot I, est I'idéal
engendré par x; x, + ...+ X3,_1 Xzp—1.

Si on rend x, inversible dans A,, I’anneau localisé¢ A, s’identifie & A [x,, x3, x4, ...,
X,+1, X7 1] (car on calcule x, a 1’aide des autres variables). Donc

[L(A) ~ L(A[xfx7']) = U (A)
et
Li(A)~ Li(A [xh Xy 1]) ~ U (A).

La suite exacte d’une localisation devient donc
eLl (An) - sLl (Al) - sU (An ’ S) g eL(An) - sL (Al)'
Pour calculer le groupe .U (A,, S) pour n = 2, considérons I’homomorphisme

he Apoy[xg %2]/(x1)" = Anf(xy)
défini par
h(xy) = x4, h(x;) = x2, h(x,) = xp[s/1—x;x; pour p 2.

Il est clair que / est un isomorphisme et que lim A,/(x,)" s’identifie ainsi 3 A,_, [x,] [[x,]].
—

Le groupe ,U (A,, S) s’identifie ainsi au groupe ;U (B,, T)ou B, = A,_, [x,] [[x,]] et
ou T est le systétme multiplicatif (x,)" d’aprés le théoréme 2.9 de [35].

D’aprés le méme théoréme et I’invariance homotopique des groupes U, L, etc., on a
donc

sU (An s S) ~ eU (An—Z),
ce qui permet d’écrire la suite exacte
]
L1(A)—Li(A)— . U(A,-;)—L(A)— LAY

On peut comparer cette suite exacte & la suite obtenue en localisant A [xy, ..., X4 ]
par rapport au méme systéme (x;)". On obtient alors la suite

L1 (A)—.Li(A)->.UA)-,L(A) s L(A.
On en déduit aussitét que B induit un isomorphisme entre

U(A,-,) ~ Coker [,U(A) » U(A,-,)] ~ Ker[U(A,-) - U(A)]
et
.L(A,) ~ Coker[,L(A) - ,L(A)] ~ Ker[[L(A,) » .L(A)].

Ce raisonnement s’étend a la situation suivante. Soit F un foncteur L, K, V ou U. En
remplagant A par £ A, on a alors la suite exacte

F(A) > F(A) = F(A,_; [x;, x] '] - F(A,) » F1 (A,),
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ol
F(Au—2 [xl’ x; 1]) = COkCl‘ [F (An—z) g F(An—z [xl’ xl_ 1])]-
Comme précédemment, on en déduit un isomorphisme ;I: (A,_2) ~ S" (A,) en appliquant
ce qui précéde au foncteur F = V.
3.12. THEOREME. — On a des isomorphismes
eL (An) ~ —sU (An+2) ~ -sL (An+4) &~ aL (An+ 8)9
aU (An) ~ —zU (An+ 4) ~ eU (An + 8)'

En particulier, les groupes U (A,) et L (A,) sont périodiques par rapport a n de période 8
[noter que les groupes K (A,) sont périodiques de période 2].

Démonstration. — D’aprés le théoréme de « périodicité » de [14], on a un isomor-
phisme

L(A)~ VI (A42) ~ L U(A,40)
On en déduit évidemment le théoréme en utilisant le deuxiéme isomorphisme
BU (An) ~ sL (An+2)' |

Si A est un corps k de caractéristique différente de 2, on peut calculer effectivement
les groupes L (A,) et U (A,) pourn = 0, 1 et € = 1, — 1. Ceci permet de calculer L (A,)
et ;U (A,) en fonction de L (k) = ;L (k) et W (k) = W (k) grice au tableau suivant.

TABLEAU
nmod 8 1L (An) -1L(Ay) 1U (Ay) -1U(A)

[0 L (k) Z Z/2 0

) W (k) 0 0 0
2 Z2 0 Z L k)
3 0 0 0 W (k)
4. Z L (k) 0 z)2
N 0 W (k) 0 0
[ 0 Z/2 L (k) Z
T 0 0 W (k) 0

En particulier, si k est un corps algébriquement clos, on constate que les groupes ;L (k,)
sont isomorphes aux groupes Ky (S*) de la K-théorie topologique. Si k est le corps des
nombres complexes, la sphére de k"*! d’équation (x{)%>+...+(X,+1)*> = 1 a méme type
d’homotopie que la sphére compacte S". En utilisant les algébres de Clifford, on peut
constater que ’application naturelle ,L (k,) — Kg (S") est un isomorphisme [11].

Concluons ce paragraphe par une analogie topologique (qui peut d’ailleurs étre largement
développée dans ’esprit de [12]). Si A est I’anneau des fonctions continues & valeurs
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complexes sur un espace compact X, le groupe ;L (A) [resp. ; W(A), ;W'(A)] s’identifie
a Kg (X) (resp. Coker [K¢ (X) — Ky (X)], resp. Ker [Kg (X) — K¢ (X)]). L’analogue de
l’anneau A [x, x™'] est I’anneau des fonctions continues sur X x S (poser x = ¢*). En
poursuivant cette analogie, on devrait donc avoir comme analogue de 1’isomorphisme

W (A|x, x™']) = W (A) @ W(A),
P’isomorphisme
Ker[Kg ! (X) = K¢ ' (X)] & Coker [K¢(X) » Kg(X)]-

Mais ceci résulte immédiatement de la suite exacte de Bott (¢f. [11]) :
K¢(X) - Kp(X) - Kg ' (X) - K ' (X).
Une autre maniére de voir les choses est de considérer la suite exacte
Ly A%, x> K (A, x71]) > (L(A) > LA[x, x> K(A[x, x~1]),
ol on pose
F(A[x, x™']) = Coker(F(A) » F(A[x, x~']));
F = L, K, etc., qui résulte de I'isomorphisme
VAL D~ L)

démontré plus haut si 2 est inversible dans A. L’analogue de cette suite est encore la suite
exacte de Bott écrite ci-dessus.

APPENDICE 1

CaLcUL DE W (A, p) LORSQUE A/p EST UN CORPS PARFAIT DE CARACTERISTIQUE 2

Dans le calcul ci-dessous, nous allons supposer que A est un anneau principal local
(ce qui ne restreint pas la généralité en passant au complété p-adique) d’idéal maximal
p = (p). Par conséquent, on peut écrire (2) = p° pour un certain s [on convient que
s = oo si (2) = 0]. Nous n’obtiendrons des résultats complets que dans les cas extrémes
ous=1ets= o0.

D’aprés les calculs du paragraphe 2, on peut écrire
WA, »)=UW@A, )= W(, p¢*")
pour n = s+1. Les éléments de W (A, p™) s’explicitent comme des classes de modules

de type fini sur A/p" munis de formes quadratiques g : M — A/p?". De maniére précise,
cette fonction g doit satisfaire aux conditions suivantes :

1°g(Ax) = A2 q(x), heAfp", xeM;
2° La forme bilinéaire symétrique

P e Y)=qx+y)—q(x)—q ()
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induit un isomorphisme de M sur
M ~ Hom (M, A/p*™) =~ Hom(M, A/p").

Notons que la fonction A — A? peut étre interprétée comme une fonction de A/p"
dans A/p®", ce qui justifie la premiére relation et explique que ¢ prenne ses valeurs dans
A/p*™ et non dans A/p" avec r > 2n. Sin> s, on a

2p"q(x) =09(p"x, x) = 0;

donc g prend en fait ses valeurs dans A/p"** < A/p®". D’autre part, si M est un module
libre et si (e;) est une base de M, ¢ est entiérement déterminée par les ¢ (e;) et les

¢ (e, e) = ay

pour i < j. En effet, il suffit de poser

n
q(x)= Y. x}q(e)+p Y. a;;%:x;
i=1 i<j
pour x = ) xe,

Puisque A est principal, tout module de type fini et de torsion M est somme directe
de modules du type A/p". La forme bilinéaire sur M étant non dégénérée, on peut décom-
poser M en somme directe orthogonale de modules M; ou les M; sont de la forme
A/p" ® A/p" avec ¢ (e, e,) = p" mod p* ou de la forme A/p" avec q (e;) = A, mod p*"
(les e; étant des vecteurs de base des modules libres sur A/p” considérés). Si on suppose
s > n, il faut méme exclure I’éventualité ot M = A/p" puisque

¢(ey, €) =2A, = p°A; =0 mod p"*1.

Considérons maintenant un module de base e,, e, (on écrira simplement M = { ey, e, ))
avec
M=Ap"®A[" et  o¢le, e)=p

qe)=a, q(ey)=b mod p*".

Pour o et Be A/p", on a
q(ea+PBb)=a’a+p*b+oapp"

Puisque A/p est parfait, on peut choisir a et p premiers entre eux, en sorte que
q(ee;+pey) =0 modp.

On peut ainsi supposer que @ = O mod p. Si a = 0 mod p?, le module L*/L avec
L = {Ape,, A e A/p" } appartient clairement & W (A, p®*~Y). Si a # 0 mod p?, on peut
supposer, par changement de coordonnées, que a = p+p*A et b = p. On notera M, .,
le module quadratique ainsi obtenu.

LEMME. — Sis 2 2n,0ona M, ,+M,, ,=0mod W (A, p"~ 1. En particulier M, ,est
indépendant de . mod W (A, p®~ 1)) [on convzent que W (A, p®@) = W (A/p)].
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Démonstration. — Soit

Ml,p= ey, €37, Mx"p= Ces, €4,
avec

g(e) =p+p°L,  qle)=pn  4q(e)=p+p*N, qe)=p
et

9 (e, €2) = @ (e3, e5) = p" mod p*".

Soit L le sous-module engendré par e,+e,. On a alors
g(e;+e))=2p=p*=0

puisque s = 2. De plus L'/L est un A/p"-module libre de base f; = e, et f,= e; + e,
avec

a(fd=r a(R)=p*"A+x) et  o(f,, f)=p"

SiL' = {p"'f,}, onaencore L' = L'* et L"*/L’ est un A/p" *-module libre de base
g =pfiet g =1, avec

q(gy) = p* pmod p*" = pmod p*>®~ Y,

q(g;) = A+A mod p*>@~ 1),
¢(81, 82) = p" mod p?@ 7V,
Si n = 1, on modifie ’argument de maniére évidente. Le lemme est démontré. m

Remarque. — Cette démonstration permet de montrer en méme temps que
M, ,+M, ,= 0 dans W (A, p™) si s > 2n. Donc W (A, p™) est un groupe de 2-torsion
si n < s/2.

THEOREME. — Si s = 2n, on a

WA, p™)W(A, p" D)y~ Alp

ainsi qu’un scindage naturel

WA, p™) = Z[2 GB(1 © WA, p)W(A, p"™ ) =Z2@ (Alp)"

srs

En particulier, si 2 = 0 dans A, on a

WA, p)~ Z26( ® Alp).

n=1
Démonstration. — D’aprés le lemme précédent, on a

M, , =M, ,mod W(A, p©~1)
et
M, + My, = Mo, ,+ M, mod W (A, p 7).
Soient
MO,p=<el, ez) et Mo,",=<es, e4>’
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avec
qle)=p, qle)=p, o(e;, e)=7p"
q(es)=p, qle)=p, (es,e)=p"

Alors q(e; + e3) =2p = 0.SiL = { e + e; }, L*/L est un A/p™module libre de base
fi=e et f, =e, + e, avec

aq(f)=p, q(f)=p+r et o(f,fi)=0"

Ainsi la correspondance p — M, , définit un homomorphisme surjectif de A/p?" dans
W (A, p™)/W (A, p~1) dont on va maintenant calculer le noyau. Si p = p ', on peut
trouver o et B pour que g(xe; + Pey) = 0modp? En considérant L1/L avec
L = {ae;+ Be,}, on voit que M appartient & W (A, p™~ V). Réciproquement, montrons
que My, , ¢ W(A, p® V) si p # 0modp. En effet, dans le cas contraire, il existerait
un module P de p"~!-torsion au plus tel que G = M,, » @ P soit presque hyperbolique.
Soit donc L un lagrangien de G. Puisque M, , ne contient pas de vecteurs isotropes # 0,

les éléments de L doivent s’écrire sous la forme px + y o xe My, et yeP. Pour ze M, ,
n—1

p" ! z est donc orthogonal a L et par suite appartient 3 L* = L. Si z # 0 mod p, on obtient
ainsi une contradiction. On a bien démontré que

Alp = W(AP™)W (A, p*71).
Si n = 1, on modifie I’argument de maniére évidente. On obtient ainsi une suite
Afp™ =W (A, p™) > Alp,

ou I’homomorphisme composé est la réduction mod p. Pour achever la démonstration

du théoréme, il suffit de trouver une fléche A/p 5 A/p?* avec s = 2n telle que uvw = Id.
Soit

t: Alp—> A7,
I’homomorphisme composé

Alp S5 Alp S Ap™,

ou ¢, et ¢z, sont définis par les formules

() =% )=y (modp™),

ou r est de la forme 2* avec 2* = 2n. Il est clair que c’est ’homomorphisme cherché.
Puisque W (A/p) = Z/2 [21], le théoréme est démontré. m

Envisageons maintenant ’autre cas extréme ou p = 2 (soit s = 1). La méthode pré-
cédente ne convient pas alors puisque s < 2 » pour tout entier n.

LEMME. — On a un isomorphisme W (A, p®)/W (A, pV) =~ Z/2.

Démonstration. — Comme il a été dit au début, tout module quadratique est somme
directe orthogonale de modules du type

M=A/p"@ A"
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ou M = A/p". Montrons d’abord que les modules du premier type (avec n = 2) ont leur
classe dans le sous-groupe W (A, p*). En effet, on a pour tout x € M,

p®q(x) = pq(px) = 9 (px, px) = @(p*x, x) = 0.
Donc M est de la forme { ey, e, ) avec
gle)=p, qle)=pL,  ¢(ey, e;) = p* mod p*.

Par conséquent, il existe a et B premiers entre eux tels que g (o e+ B e,) = 0 mod p2.
En considérant L*/L avec L = {ae,+ B e, }, on voit ainsi que la classe de M appartient
A W(A, pM). Soit maintenant M = (e, > avec g (e;) = p mod p*, soit

¢ (e1, €,) = p*> mod p*.

Alors M ¢ W (A, p™)). En effet, s’il existait un module de p-torsion tel que M @ P soit
presque hyperbolique, M devrait contenir des vecteurs isotropes non nuls d’aprés 1’ar-
gument utilisé 4 la fin de la démonstration du théoréme précédent. Si N est un autre
module de la forme A/p?, on a [M @ N] e W (A, p¥)) d’aprés ce qui précéde. Par suite
W (A, p@)/W (A, p¥) &~ Z/2. Nous montrerons plus loin que Z/2 est en fait facteur
direct dans W (A, p®) = W (A, p).

THEOREME. — Si 2 = p, on a une suite exacte
0 Alp—W (A, p)W (A, p@)5Z2—0
[rappelons que W (A, p©@) ~ W (A/p) ~ Z/2].

Démonstration. — Les modules dont les classes engendrent W (A, pt") sont maintenant
des espaces vectoriels de dimension finie sur A/p et ils ont donc un rang mod 2 bien défini.
Si M est un module quadratique « classique » [i. e. si M € W (A, p'?)] son rang est pair,
ce qui permet de définit ». L’homomorphisme r est surjectif, comme on le voit en consi-
dérant le module { e, ) avec ¢ (¢;) = 1 mod p?. Par ailleurs, on peut définir un homomor-
phisme de A/p? dans W (A, pV) par la formule

A=E, =My,

soit g (ey) = p, g(e;) = M et @ (e, ;) = p mod p?; cet homomorphisme induit un iso-
morphisme de (A/p?)/p (A/p?) = Afp sur W (A, pD)/W (A, ).
LeMME. — Soit A€ Afp et soit F, le module de rang un { ey ) défini par
q(e;) = 14 pA? mod p*.
On a alors la formule
F1+F" = E._;,z_uz.,. 1
Démonstration. — Nous allons d’abord démontrer la formule dans le cas p = 1. Dans
ce cas,
FJ,@ Fi={e; )
avec
a(e)=1+2N, q(e)=-1 et (e, e)=0.
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Soit f; = e; + e, et f, = e,. On a alors
q(f) =2A%= =232, q(f))= -1 et o(fi.f2)=—-2=2.

SiA = 0,onabien F, @ F,; = E,. Si A # 0, on peut considérer f;/A et A f, pour en déduire
F,+ F, = E_,,. En particulier F;+ F, = E_,. Si A et p sont maintenant quelconques,
on écrit
Fk-l-Fl = E_lz et F;'+F1 = E-;,z,
d’oli, en additionnant,
F,+F,+E_; =E_,+E_.,

soit
Fo,+F,=E_j2_,2,y. B
COROLLAIRE. — On a une décomposition en somme directe
WA, P~ WA, )@ Z/2.
Démonstration. — Soit G le module A/p? avec la forme quadratique q définie par

g (e;) = 1 mod p®. On vérifie alors aisément que [G @ G] = [E;]. Donc [G]—[F,]
est d’ordre 2 dans le groupe W (A, p), ce qui démontre le scindage de la suite

0-W(A, p) > WA, p)»Z2-0. u

COROLLAIRE. — Le groupe W (Z, 2) est isomorphe @ Z[8 @ Z/[2. Plus généralement,
si Alp est fini, si p = 2, le groupe W (A,p) est la somme directe de Z[8 @ Z[2 et d’un
groupe de 4-torsion au plus et de cardinal 2"~ ot 2" est le cardinal de Alp.

Puisque W (A, p) est un groupe de 8-torsion au plus d’aprés le théoréme et le lemme
précédents, Z/8 est bien un facteur direct de W (A, p()). Soit p : W (A, p¥’) — Z/8
une application surjective quelconque. Alors p [F,] = 1 mod 2 car, pour un certain p,
p ([F,]—[Fo]) = p([F,]) est un élément d’ordre 4 de Z/8. Par conséquent, I’homo-
morphisme composé W (A, p) — Z/8 — Z/2 coincide essentiellement avec r et le noyau
de p est donc un groupe de 4-torsion au plus. m

Remarque. — Le calcul de _;W (A, p) n’est pas intéressant en général. En effet,
si 2 =0dans A, on a

-1W(A, p)=,W(A,p).

Si2 # 0dans A, on a _;W (A, p) = 0 d’aprés le théoréme 2.5 (F, étant un corps de
caractéristique # 2).

Terminons cet appendice par une parenthése sur la possibilité de mettre une structure
multiplicative sur les groupes L (A, p?) et W (A, p*?) lorsque 2 = p (le corps A/p n’étant
plus nécessairement parfait). Si E, et E, sont deux modules de p-torsion munis des formes
quadratiques g, et g, et si @, et ¢, sont les formes bilinéaires associées, on peut mettre
une structure de module quadratique sur E; @ E, en posant

aECx®@ =T ()5 + T Gxs, xf)gz 01 )
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(pour justifier la division par 2, il convient de considérer g; et ¢; comme des fonctions
a valeurs dans A mod 4).

Un calcul simple montre que

g(x+»)®z-xQ@z—y®2)
est bien égal a 0 et que

q(u+v)=qW)+q0)+¢(u, v),
ol ¢ est la forme bilinéaire définie par

Q1 (X1, X2) @2 (1, .Vz)'

P(xs @y, X, ® yy)= 5

Il en résulte que g est bien définie par la formule précédente.

Donc L (A, pV) est un anneau commutatif avec F, comme élément unité. Si L, est
un sous-module lagrangien de M,, on vérifie aisément que L; ® M, est un sous-module
lagrangien de M; ® M,. Donc la structure d’anneau de L (A, p) passe au quotient et
permet de munir aussi W (A, p) d’une structure d’anneau avec élément unité.

Supposons maintenant que A/p soit un corps parfait. La structure d’anneau de W (A, p(?)
peut étre entiérement déterminée par les formules suivantes qu’on vérifie aisément :

F;.@Fp: Fx+u9 Fx®Ep= E(1+2),2)u, Ek®Eu= Eplu‘

Puisque tout élément de W (A, p*)) peut s’écrire E, ou F,+E,, la structure multiplicative
est entiérement déterminée par celle sur les E,, compte tenu de la relation F, @ F, = E;.
De maniére plus précise, soit g : W (A, p) — A/p? I’application définie par g (E,) = 2
et g(F,) = 1. Il est clair que g induit une application surjective de W (A, p’) sur le
sous-anneau de A/p? engendré par 1 et p A/p%. Son noyau est I’idéal W (A/p) avec la
structure d’anneau triviale. En particulier, si A = Z et p = (2), W (A, p?) n’est autre
que Z/8 muni de sa structure d’anneau usuelle.

APPENDICE 2
Endomorphismes auto-adjoints d’un espace vectoriel

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K de caractéristique # 2
muni de I’involution triviale. Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur E
et soit £ un endomorphisme de E qui est auto-adjoint pour cette forme. Nous nous inté-
ressons ici au probléme suivant : Existe-t-il un lagrangien L de E (i. e. un sous-espace L
tel que L = L*) qui soit stable par f? Une condition nécessaire est évidemment que E
soit isomorphe a un module hyperbolique. Nous allons voir cependant que cette condition
n’est pas suffisante en général.

Avant de résoudre ce probléme, nous allons le traduire dans ’esprit de cet article.
L’ensemble des couples (E, f), ou E est un espace vectoriel de dimension finie et ol f est
un endomorphisme, sont les objets d’une catégorie € dont les morphismes sont les dia-
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grammes commutatifs

L

E—F'

On posera souvent E au lieu de (E, f) lorsqu’il n’y aura pas de risque de confusion. En
fait, % est une catégorie hermitienne, le foncteur de dualité étant défini par (E, f)+ (‘E, ’f).
Comme il est bien connu, la catégorie € est équivalente a la catégorie 7 des K [X]-modules
de type fini et de torsion. Il suffit de poser X v = f(v) pour v € E. Considérons alors
sur J le foncteur

E Extyx; (E, K[X]) ® Homgx (B, K(X)/K [X])
et identifions ¥ et J par 1’équivalence précédente.
LeMME. — Le foncteur

E+—'E = Homg (E, K)
est isomorphe au foncteur

E+> E = Homyx, (E, K (X)/K [X]).

Démonstration. — On peut associer a toute fraction rationnelle son « résidu a I’infini » :
c’est le coefficient de X~! dans le développement de la fraction rationnelle considérée
dans le corps de fractions de K [[X]]. On obtient ainsi un K-homomorphisme

Rés: K(X)K[X]-K,

d’olt on déduit un K-homomorphisme 8y de E dans ‘E naturel en E. Pour démontrer

que Oy est un isomorphisme, on peut sans restreindre la généralité supposer que K est

algébriquement clos, en sorte que le polyndme caractéristique de f puisse s’écrire

X=A)™ ... (X=2A)™. 1l est alors bien connu (décomposition de Jordan) que E ~ @ E;
i

ol E; » K[X]/(X—p)* avec { iy, ..., b } = {7y, ..., A, }. Pour démontrer le lemme,
il suffit donc de se restreindre au cas oit E &~ K [X]/(X—A)P. Par extensions successives,

on peut aussi supposer que p = 1. Dans ce cas, un élément . de E est déterminé par
h (1) = o/(X—A\) dont le résidu est . Le lemme est démontré. m

Remarque. — On peut aussi expliciter un homomorphisme en sens inverse de ‘E sur E.
Pour toute forme linéaire k sur E, considérons 1’élément # de E défini par

h(@) = k((X~ ) GNeK KK [X]
ouv=v® 1eE® KX), f =fQ® 1 et ol k est I’homomorphisme composé
K

E® K(X)-5K ®K(X) > KX)K[X]

Pour vérifier que cette correspondance est bien ’inverse de la précédente, il suffit de
remarquer que le « résidu » du vecteur (X—f)"! (v) est égal & v.
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COROLLAIRE. — Les catégories hermitiennes € et I sont équivalentes.

Montrons comment ce corollaire permet de démontrer simplement la suite exacte
scindée de Milnor :

0- W(K[X]) » WK (X)) > ® W(F[X]/p) 0,
Q »
W(F)

considérée en 2.11. D’aprés ce qui précéde, nous pouvons en effet identifier
@ W (F [X]/p) au « groupe de Witt » des catégories € ou J. Soit donc E un espace

k4

vectoriel de dimension finie muni d’une forme ¢ non dégénérée que nous interprétons
comme un isomorphisme de E sur son dual ‘E. Soit f un endomorphisme auto-adjoint
de E. Si onpose E' = E ® K[X], on a la suite exacte

0—E 5B SE—0,
oYy =0@X~-0f®@1letd(w ® P) =P (f) (). En localisant par rapport au systéme

multiplicatif S = K[X]—{O }, on obtient bien une forme non dégénérée sur

E =E ® K (X). La correspondance E — E est clairement additive. Si L est un lagran-
K[X]

gien dans E, la classe du module quadratique dans W (K (X)) appartient & 1’image de

I’homomorphisme

u: W(EK)~ WEK[X])- WEKX)

d’aprés le paragraphe 1 de [35]. On a donc défini ainsi un homomorphisme de W (A, S)
(avec A = K[X]etS = A—{0}) dans le groupe W (K (X))/Im (1) qui est par construc-
tion inverse a droite de I’homomorphisme

W (K X))/Im(u) > W(A, S)
défini en 2.5.

Revenons maintenant au probléme posé au début de cet appendice. D’aprés le para-
graphe 2, I’existence d’un lagrangien de E stable par f équivaut a la nullité de la classe
de E dans le groupe de Witt de la catégorie ¥, soit précisément W (A, S). Il suffit
donc de calculer cette classe en exploitant 1’équivalence des catégories € et . Pour cela
écrivons explicitement la décomposition en facteurs irréductibles du polyndme caracté-
ristique de f, soit p, (X) = p; (X)™ ... p, (X)™. A cette décomposition de p, est associée

canoniquement une décomposition en somme directe orthogonale de E, soit E = @ E;
i=1
ou E; est de dimension n; d; ou d; est le degré du polyndme p; et peut &tre regardé comme

un module sur I’algébre K [X]/(p,)™. Si K, désigne le corps K [X]/(p;), on a un diagramme
commutatif d’algebres

KIXJ@r > KIX)e
K [Y/Y)" - K, [Y](Y) ~ K,

(¢f. [36]). On est ainsi ramené a étudier les modules quadratiques non dégénérés sur
Panneau A; = K;[Y] qui sont de Y-torsion. On peut évidemment leur associer des
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espaces vectoriels sur le corps K; munis de formes quadratiques en remarquant de nou-
veau que
Hom,, (E;, A;/Y™) = Hom, (E;, K))
par l’application projection
K, [Y]/Y" > K, [Y]/Y,= K,
(qui joue ici un réle analogue & I’homomorphisme « résidu » défini précédemment).

LeMME. — L’homomorphisme ainsi défini est en fait un isomorphisme entre les groupes
de Witt W (A, S;) et W(K,) avec S; = (Y™).

Démonstration. — D’aprés le paragraphe 2, on sait déja que W (K) ~ W(A,,S))
par une application définie en sens inverse. Il suffit de remarquer maintenant que 1’appli-
cation composée

W(K)->W(A;, S)—»W(K)
est I’identité. m

Désignons par g; les formes quadratiques ainsi définies sur chaque K;-espace vecto-
riel E;. Le lemme précédent permet de démontrer ainsi le théoréme que nous avions en
vue :

THEOREME. — Pour qu’il existe un lagrangien L de E stable par f, il faut et il suffit
que chaque K j-espace vectoriel E;, muni de la forme quadratique explicitée plus haut, admette
un lagrangien L,

COROLLAIRE. — Supposons que le polynéme caractéristique de f ait toutes ses racines \;
dans K. Pour qu’il existe un lagrangien L de E stable par f, il faut et il suffit que chaque
sous-espace caractéristique E;, muni de la forme quadratique induite, admette un lagran-
gien L; (soit [E;] = 0 dans W (K)).

COROLLAIRE. — Supposons K algébriquement clos et supposons que le polynéme carac-
téristique de f s’écrive :

pr(X) =T (X=2)™
Pour qu’il existe un lagrangien de E stable par f, il faut et il suffit que chaque entier n; soit
pair.

APPENDICE 3

« Relévement » des modules de torsion

Soit A un anneau avec anti-involution quelconque avec 1/2 € A et soit S un systéme
multiplicatif contenu dans le centre de A, invariant par 1’anti-involution dont les éléments
sont non-diviseurs de zéro. Soit M un A-module de dimension homologique < 1 et de

S-torsion. Nous nous proposons de voir a quelles conditions il existe une résolution
de M de la forme

0—ESEAM—0,

ou ‘e = ga et ou E est A-projectif de type fini, la forme e-hermitienne ¢ de M étant induite
par le morphisme o, soit

P(B(v), Bw) = <a™" (v), w)eAs/A.
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Une condition nécessaire pour qu’il en soit ainsi est que la classe de M dans le groupe
de Witt W (A, S) appartienne 4 I'image de I’homomorphisme W (A;) — W (A, S)
considéré dans le paragraphe 2. Nous nous proposons de montrer dans cet appendice
que cette condition est aussi suffisante et d’en déduire des conséquences intéressantes
dans le cas ou A est un anneau de Dedekind. Nous commencerons par étudier le cas
ou [M] = 0 dans le groupe ;W (A, S).

LeMME. — Soit [M] = 0 dans le groupe W (A, S). Il existe alors une résolution de M :
0—ESESM—0,
ou ‘o = &u et out la forme e-hermitienne de M est induite par P.

Démonstration. — Supposons d’abord que M soit un module presque hyperbolique,
i.e. qu’il existe L ¢ M tel que L = L*. Soit

05QLPSL—0,

une résolution de L ou Q et P sont projectifs de type fini. On en déduit un diagramme
commutatif

0 0 0
0—)Q—>QétP->'P—)O
11 L5 sty
v v
¢y 0-P->'Q®P-'Q-0
sl s ?
0-L-> M ->L-o0
l v Jf
0 0 0

ol o, est de la forme

0 gy
v v)
En considérant le « dual » de ce diagramme et en identifiant M et M grice 4 la forme

e-hermitienne ¢, on obtient un deuxiéme diagramme commutatif
0 0 0

1

0-Q- Q@'P—»"i’—-ro

11 Eltal sty

2 0—+P—>tQ@P—+'6—>O
sl lp, s

0-L-> M 150

[l

0 0 0
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Dans le diagramme (1), on peut donc remplacer o, par o = (o, +&‘a;)/2 et B, par
(B, +B,)/2 sans changer I’exactitude et la commutativité. Ainsi, on peut supposer sans
restreindre la généralité que la suite exacte

0->Q@PS'QOPOM-0
est « auto-duale », c’est-a-dire qu’on a le diagramme commutatif

05>Q®PH'Q@OPHIM—0

N
,

0—Q @'P—:'Q ®P->M—0

ou B’ est le morphisme de ‘Q @ P dans M = Ext, (M, A) induit par la suite exacte pré-
cédente. D’aprés le paragraphe 1 de [35], ceci exprime exactement que la forme e-hermi-
tienne de M est induite par a.

Supposons maintenant que M soit stablement presque hyperbolique, c’est-a-dire qu’il
existe P tel que M @ H (P) soit presque hyperbolique. D’apreés ce qui précéde, on a donc
une résolution de M @ H (P) de la forme

0—>F5'F5M @ H(P)—0,

ol 'u = eu et ou la forme hermitienne de M @ H (P) est induite par u. Le sous-module P
de M @ H (P) est tel que P*/P ~ M. D’aprés le paragraphe 1 de [35], on en déduit
la résolution annoncée

0—E—S'E—->M—0,
ou Ex1!(P). m

THEOREME. — Reprenons les hypothéses précédentes sur A et S mais supposons seulement
que [M] appartienne a I’image de I’homomorphisme W (Ag) — W (A, S). Il existe alors
une résolution de M :

L [
0—-E—->'E—->M—0,
ou la forme e-hermitienne de M est induite par B.

Démonstration. — Soit
0-F->'F>N-0,

une résolution de N o N est un A-module de S-torsion tel que [N] = [M] dans W (A, S).
Par conséquent, le module M @ N~ est stablement presque hyperbolique et on peut
trouver une résolution de M @ N~ de la forme

0-G->'G-oM@N -0,
d’apres le lemme. On en déduit une résolution du méme type

0-GOAF—>'GA'F>M@®N- @ N—O,
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de M@ N~ @ N. Soit H la diagonale de N" @ N<=M @ N~ @ N. On a alors
H*/H ~ M et, d’aprés le paragraphe 1 de [35], il existe une résolution de M de la forme
annoncée

0—ESE—M—0,
W E=0c"!'(H). m

COROLLAIRE. — Soit A un anneau de Dedekind tel que 1/2 € A et tel que
KA)=_W, A =0

Soit S = {M. oit e A—{01}} et soit M un A-module de S-torsion. Il existe alors une
résolution de M :

0—E-SE-S>M—0,

qui induit la forme e-hermitienne de M.

C’est en effet une conséquence de ce qui précéde, du théoréme 2.8 et de la suite exacte
des 12 utilisée déja dans le paragraphe 2 ([14], [15]).

Remarque. — Pour A = Z et ¢ = 1, Durfee [9] a montré un résultat analogue (?).
Il serait évidemment souhaitable de généraliser le théoréme et le corollaire précédent
pour 1/2 ¢ A.

EXERCICE. — Montrer que la condition 1/2 € A peut étre remplacée par la condition
légérement moins restrictive : il existe un élément p du centre de A tel que p+p = 1.
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