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SCINDEMENT DTNE EQUIVALENCE
D^HOMOTOPIE EN DIMENSION 3

PAR HARRIE HENDRIKS ET FRANÇOIS LAUDENBACH

Considérons deux variétés M et N de même dimension et une sphère S de codimen-
sion 1 plongée dans N. On dit qu'une application / : M -> N est scindée le long de S si/
est transversale sur S et si R = / ~1 (S) est une sphère. On dit que / est scindable le long
de S si/est homotope à une application scindée. En dimension 3, Swarup ([S 3], [S 4])
a posé la question de savoir si toute application induisant un isomorphisme des groupes
fondamentaux (1) est scindable le long d'une sphère donnée dans N, et il a conjecturé
que toute équivalence d'homotopie est scindable. En fait cette conjecture n'est vraie que
dans le cas orientable car, d'après [H 2], les hypothèses du théorème de scindement que
nous établissons ici sont nécessaires, tout au moins si l'on se restreint aux variétés fermées;
le problème reste d'ailleurs ouvert pour les autres variétés (2).

THÉORÈME DE SCINDEMENT. — Soient N une variété fermée de dimension 3 et S une
2-sphère plongée dans N non homotope à zéro. On suppose que n^ (N) ne contient aucun
élément g, tel que g2 = 1 et œ (g) = -1, où œ : n^ (N) -> Z^ = { +1, -1 } est Fhomo-
morphisme d'orientation (première classe de Stiefel-Whitney). Soit f : M -> N une appli-
cation de degré ± 1 induisant un isomorphisme des groupes fondamentaux. Alors f est scin-
dable le long de S.

Remarques :

1° L'hypothèse sur / revient à dire que / est une équivalence d'homotopie (voir par
exemple [L 2], appendice III).

2° L'hypothèse sur S n'est pas une vraie restriction, car si S est homotope à zéro, on
voit très facilement que toute application / : M -> N induisant un épimorphisme des
groupes fondamentaux est scindable le long de S, sans aucune hypothèse sur N (1.1).

3° L'hypothèse sur N est invariante par équivalence d'homotopie; il revient donc au
même de la faire sur M. D'autre part, d'après Hirsch-Smale [H 6], elle revient à dire

(1) II est immédiat de constater que cette hypothèse restrictive est nécessaire pour avoir un théorème
raisonnable.

(2) Ajouté sur épreuves : Swarup a généralisé le théorème au cas des variétés ouvertes et des équi-
valences d'homotopie propres.
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204 H. HENDRIKS ET F. LAUDENBACH

que M est P^insécable, c'est-à-dire qu'il n'existe aucun plongement du plan projectif
dans M à fibre normal trivial.

4° En grande dimension, Cappell a donné un théorème général de scindement;
lorsqu'il s'agit d'un scindement le long d'une sphère de dimension 2 k, sa condition
sur TCi (N) est qu'il n'existe aucun g e n^ (N) tel que g2 = 1 et œ {g) = (— 1)^ sans cette
hypothèse, il peut aussi construire des contre-exemples [Cl], [C2].

Il existe deux démonstrations de ce théorème; la première, très topologique, a été
annoncée dans [H 4] et esquissée, voire dessinée, dans [L 2] ; la seconde, que nous présen-
tons ici, utilise un curieux phénomène relatif au groupe de cohomologie à coefficients
locaux H2 (M; 7Ï2 (M)) (§ 2). Au dernier paragraphe, nous montrons comment le théo-
rème de scindement s'applique à la comparaison des équivalences d'homotopie avec les
difféomorphismes.

A plusieurs reprises, nous aurons besoin d'utiliser le langage de la chirurgie plongée,
sans en redéfinir les termes; pour une application / : M -> N transverse sur une sous-
variété X de N, nous parlerons d'une homotopie réalisant la somme connexe de deux
composantes de/"1 (X) par un arc les joignant ou d'une homotopie réalisant la chirurgie
par un disque de M dont le bord est plongé dans f~1 (X) ; les définitions précises et les
obstructions à la réalisation de telles opérations sont données dans le chapitre 1 de [L 2].

1. Existence d'applications scindées

1.1. PROPOSITION. — Toute application induisant un épimorphisme des groupes fonda-
mentaux est scindable le long d'une sphère homotope à zéro.

Démonstration. — Supposons d'abord que So borde une boule B dans N. Par transver-
salité de / : M —^ N sur le centre de B, on peut supposer que f~1 (B) est une réunion
non vide de boules Bi, . . . , B^. Par hypothèse sur/, il existe un arc a joignant B^ à B^,
tel que par homotopie de/ on puisse réaliser la somme connexe le long de a; le résultat
est une application g : M —> N transversale sur So telle que

g - l (B)=(Bl#B2)uB3U. . .uB , .
a

Rappelons que la condition sur a est que la classe de /(a) dans n^ (N—int B, <9B) soit
triviale. En itérant ce processus, on construit une homotopie de/jusqu'à une application
scindée le long de So.

Si maintenant S est une sphère plongée dans N homotope à zéro, elle borde une variété
contractile W. Il existe une application h : N —> N, homotope à l'identité telle que
h~1 (S) = So. Si/est scindée le long de So, À/est scindée le long de S. Donc/est scindable
le long de S. D

1.2. Excluant ce cas trivial, nous allons commencer ici la démonstration du théorème
de scindement; nous ne traiterons que le cas où la sphère S sépare la variété fermée N en
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SCINDEMENT D'UNE ÉQUIVALENCE D'HOMOTOPIE 205

deux composantes N' et N" non contractiles; si

Ni = N' U D3, N^ = N" 1J D3,
s s

on a
N = Ni # N2 (somme connexe le long de S).

Le cas où S ne sépare pas N peut se traiter tout à fait parallèlement avec des notations
différentes.

Soient XQ et YQ des points-base de M et de N tels que YQ = f(xo) et YQ e S. On a un
isomorphisme de Van Kampen :

(1) ^i (N, yo) ̂  n, (N', y^) * TT, (N", y^).

D'après Stallings [S 2] (résolution de la conjecture de Kneser), il existe dans M une
sphère R passant par XQ telle que M = M' [j M" et que l'on ait l'égalité des sous-groupes

R

f# (7l, (M', xo)) == TTi (N', y,) et f# (n, (M\ x,)) = n, (N", y^

On a un isomorphisme de Van Kampen :

(2) 7ii(M, xo) ̂  n,(M\ Xo^Tr^M', Xo)

et l'isomorphisme/^ respecte les décompositions en produit libre (1) et (2); nous dirons
que / est algébriquement scindée. On pose

MI = M' U D3. M^ = M" U D3

R R

et on a
M = MI # M^.

R

Enfin on oriente M en XQ et N en YQ pour que / soit de degré +1 en ces points.

1.3. PROPOSITION. — // existe une équivalence d'homotopie de degré +1 g '. M —> N,
scindée le long de S, telle que g ~ 1 (S) = R et que g j, =f#'

Démonstration. — Nous utilisons le théorème de Swarup [S 4] qui généralise un théo-
rème de C. B. Thomas [T 1] : si (V, Xo) est une variété de dimension 3 fermée, P^insé-
cable, munie d'une orientation locale en XQ, il existe un invariant T (V, Xo) e H3 (7ii(V, Xo) ; Z)
caractérisant le type d'homotopie orienté de (V, Xo), où Z est le système de coefficients
de fibre Z tordu par l'homomorphisme d'orientation. Précisément, si (V, yo) est une
autre variété fermée, P^insécable orientée en ^o, et si 9 est un isomorphisme de K^ (V, Xo)
sur ^(V',^) respectant les homomorphismes d'orientation, il existe une application
g : (V, Xo) —> (V, Yo) de degré +1 induisant le morphisme 9 si et seulement si
9^ T (V, Xo) = T (V, Yo). De plus cet invariant est additif, c'est-à-dire que, si V = V^ # V^,
on a

T(V)=T(VO+T(V,)
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206 H. HENDRÏKS ET F. LAUDENBACH

en identifiant H3 (n, (V, x^ Z) avec H3 (^ (V,, Xo); Z) © H3 (n, (V,, ^o); Z). En réalité
Swarup se restreint au cas des variétés orientables; mais V étant P^insécable, on voit
facilement que T (V, Xo) ne dépend que de l'orientation locale et des facteurs indécompo-
sables à groupe fondamental fini dans une décomposition maximale de V pour l'opération
de somme connexe (une telle décomposition existe d'après Kneser [K 1]). Or un argu-
ment de nombre de Lefschetz prouve qu'une variété fermée de dimension 3 à groupe
fondamental fini est orientable. Donc le théorème de Swarup se généralise immédia-
tement.

Dans notre situation, on a donc

/^ . ,T(Ml)+/^^T(M2)=/^^T(M)=T(N)=T(Ni)+T(N2) .

De plus, pour i = 1, 2, on a

f# ^ T (M,) e H3 (n, (N,, ^o) ; Z),

puisque / est algébriquement scindée. On en déduit que

/^T(M,)=T(N,).

La réciproque du théorème de Swarup fournit une équivalence d'homotopie orientée
gi : M,->N, telle que g,^ =f^ \ n^ (M,, Xo). Regardant R et S comme des sphères
dans M, et N, y bordant des boules, on peut supposer que g ^ ~ 1 (S) = R et que ̂  ! R == g^ R.
On peut donc faire la « somme connexe » de ̂  et de ̂  le long de R pour construire une
application scindée g de degré +1 telle qwg#=g,#-kg^=f#. Signalons que cette
application n'est pas unique à homotopie près. D

Remarque. - La proposition 1.3 peut se prouver sans utiliser ni l'hypothèse de P^insé-
cabilité ni le théorème de Swarup. On utilise à la place l'unicité de la sphère de Kneser
(voir [L 2], chap. IV et V).

Si / et g étaient homotopes, le théorème de scindement serait démontré. Au para-
graphe 2 nous allons étudier les obstructions qui se présentent pour construire une telle
homotopie.

2. H2 (V; 71^ (V)) lorsque V est P^insécable

2.1. Puisque/et g induisent le même morphisme sur le groupe fondamental, la première
obstruction à construire une homotopie entre/et g apparaît sur le 2-squelette; c'est une
classe de cohomologie d(f, g) e H2 (M; 7^ (N)), où 7^ (N) est un système de coefficients
locaux sur M : si y e TT^ (M, Xo) et a e ̂  (N, yo), on définit par la formule

J^=f#W^

l'action de n^ (M, Xo) sur n^ (N, yo). Le théorème suivant a pour conséquence immé-
diate que d(f, g) ne dépend que de la différence des degrés de/et de g. Or ici/et g sont
de degré +1, donc f et g sont homotopes jusqu'au 2-squelette.
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2.2. THÉORÈME. — Soit V une variété de dimension 3 fermée ^-insécable (i. e. V ne
contient aucun plan prqjectif à deux côtés). On a les résultats suivants :

1° H2 (V; TT^ (V)) est isomorphe à Z si et seulement si V admet un revêtement fini à
un groupe fondamental libre; sinon H2 (V; n^ (V)) est nul.

2° Si h : V —> V est une application de degré n induisant l'identité sur le groupe fonda-
mental, on a

J(Md|V)= ±(n~l),
ko

ou le signe ± ne dépend que du choix d'une identification éventuelle de H2 (V; TT^ (V))
avec Z et où ko est un entier ne dépendant que de V.

DÉMONSTRATION :

2.3. PREMIÈRE PARTIE. — Notons n le groupe fondamental de V. Nous allons décrire
une présentation

O^C^Co^7i2(V,Xo)-^0

de TT^ (V) comme Ti-module (voir aussi [S 3]). On considère un système y = (Si, . . . , SJ
de sphères plongées orientées, mutuellement disjointes, non homotopes à zéro et
non homotopes entre elles; on suppose que y est maximal pour cette propriété.
L'existence de y est assurée par le théorème de Grushko [G 1] : un groupe de
type fini admet une décomposition finie en produit libre de groupes indécomposables.

'*> fw

On note;? : (V, yo) —> (V, Xo) un revêtement universel et S^ = p ~ 1 (S^). L'action à gauche
naturelle de n sur V ne laisse invariante aucune composante de Si; donc H^ (S;; Z) est
un Ti-module libre. On pose

m

Co= ©H,(S,;Z).
1=1

II y a un morphisme naturel Co —> H^ (V; Z). En le composant avec l'isomorphisme
de Hurewicz réciproque, on obtient un morphisme

p : Co -> U2 (V» -^o)-

La maximalité du système y et le « sphère theorem » [P 1] impliquent que ce morphisme
est surjectif.

Soient Wi, . . . , W^ les composantes de V-(Si u . . . u SJ dont le groupe fondamental
est fini et W'i, . . . , W,. les autres; les sous-variétés W\, . . . , W,. sont orientables; on choisit
une orientation que l'on relève dans chaque composante de p~1 (Wy). Soient C^ le

r
Z-module libre basé sur la famille des composantes orientées de \J p ~ 1 (Wj) et

.7=1
A : Ci —> Co le morphisme de groupe abélien qui à un générateur associe le bord orienté
de son adhérence. Ce morphisme est injectif car V est une variété ouverte. Enfin on a
Im A = Ker p, car les relations homologiques existant entre des sphères plongées mutuel-
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208 H. HENDRIKS ET F. LAUDENBACH

lement disjointes dans Y sont engendrées par les cobordismes compacts bordés par certaines
d'entre elles. En particulier Ci et A ont naturellement des structures de Ti-module et de
Ti-morphisme.

Considérons la suite de cohomologie à coefficients locaux

H^V; Co^H^V; ̂ (V))-^3^; CO-.H^V; Co).

Par dualité de Poincaré, on voit que, Co étant Ti-libre, H2 (V; Co) est nul et que
H3 (V; C^ ^ Ci 00 Z, où Z est le système de fibre Z tordu par l'homomorphisme d'orien-

îi
tation œ : 7 i - » { + l , - l } . Donc H2 (V; TT^ (V)) est isomorphe à Ker (A ® Z).

îi
II existe un isomorphisme de Co ® Z avec le groupe abélien libre Go ayant pour base

7t

l'ensemble des sphères orientées Si, . . . , S^. En effet Co est Ti-libre et, pour g en, l'appli-/v
cation définie par g ® 1 i-> œ (g) et par linéarité est un isomorphisme de Z [71] ® Z

ïi
sur Z.

fW

De même Ci ® Z est isomorphe au groupe libre Gi ayant pour base l'ensemble des

sous-variétés orientées Wi, . . . , W^. Pour le voir, on choisit une orientation sur V. Si U,
est une composante de/?"1 (W,), on définit œ (Ui) = ± 1 selon que les orientations induites

/V __ __

par V et relevées de W» coïncident ou non. Pour g e TT, on a œ (g Ui) = œ (g) œ (U\).
Considérons l'application À : Ci x Z —^ Gi définie par Z-bilinéarité et par

À. (U, l )=œ(U, )W, ;

elle est bien définie parce que Ci est Z-libre, les Uf formant une base. Pour g e 71, on a
À (g Up 1) = X (U,, œ (g)). On vérifie qu'elle possède les propriétés universelles faisant
de GI un produit tensoriel Ci ® Z. Dans la suite, on identifie Cf ® Z et G^ par les

ît n

isomorphismes ci-dessus.
Si on choisit des orientations locales de V au voisinage de chaque sphère Si, . . . , S^,

on a un opérateur « bord tordu » :

3 : GI -> Go.
Pour calculer <9Wp on utilise la formule habituelle en chaque sphère adhérente à W^ où
l'orientation de W; coïncide avec l'orientation locale choisie; sinon, on utilise la formule
opposée. En particulier si une sphère adhère à W^ par ses deux faces, elle n'apparaît
pas dans ôW^.

La restriction de p à U; est un revêtement d'ordre [^i (Wf) : 1] sur Wf. Puisque Aw
est le bord usuel dans V, on vérifie facilement que

(A®Z)(W,)=[7Ti(W,) :1]^W,.
n

A partir de cette formule on conclut que Ker (A ® Z) est isomorphe à Ker 8, lequel est
TI

isomorphe à Z ou à 0 selon que Wi u . . . uW^ forme un cycle ou non.
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SCINDEMENT D'UNE ÉQUIVALENCE D'HOMOTOPIE 209

Premier cas :
V = Wi u . . . u W,.

Pour des orientations convenables de W^, . . . , W^, on a ^ ^W; = 0. Soit alors n le
plus petit commun multiple des [n^ (W,) : 1]; on a des entiers n i, . . . , ^ tels que

^ [TTi(Wi) :!]=...= n,[7Ci(W,) : 1] = n.

Alors ^i Wi + . . . +^ W^ engendre Ker (A 00 Z). Simultanément, on peut prendre
n

au-dessus de chaque Wi ̂  exemplaires de U^ et les recoller entre eux pour former un
revêtement à n feuillets p : V—^V. Puisque chaque U» est 1-connexe, n^ (V) est libre.

Deuxième cas :
V=3WiU...uW,uWi.

Alors Ker (A (X) Z) = 0 et simultanément, il n'existe aucun revêtement fini de V à
îi

groupe fondamental libre, car il n'en existe pas au-dessus de Wp En effet n^ (W^) a au
moins un bout puisqu'il est infini; s'il en avait deux ou une infinité, d'après Specker [SI]
et le « sphère theorem », il existerait dans W^ une sphère plongée non triviale et non
homotope à une sphère du bord de W^, contrairement à la maximalité de e95'. Donc K^ (W^)
a exactement un bout, ce qui lui interdit d'avoir un sous-groupe libre d'indice fini (sur les
bouts, voir [S 2]).

2.4. DEUXIÈME PARTIE. — On suppose que n^ (V) ^ 0,Z; alors V est une somme
connexe non triviale. On sait que tout élément de H2 (V; n^ W) P^ etre regardé comme
la première obstruction d (A, Id | V) pour une certaine application h : V —> V qui coïn-
cide avec l'identité sur le 1-squelette. Si h^ et h^ sont deux telles applications, on peut
supposer qu'elles coïncident sur le 2-squelette. On passe de h^ à h^ en modifiant h^ sur
des 3-cellules grâce à des éléments de 713 (V). Mais puisque TT^ (V) est infini, V est une
variété ouverte et une application de S3 dans V a toujours un degré nul. Ainsi les modi-
fications précédentes ne changent pas le degré. On peut donc définir une application

Hv: H^V^CV))-^

telle que [iy{d(h,ïd V)) = deg (A)-l. Cette formule montre en particulier que, si
H2 (V; TT^ (V)) = 0, on a nécessairement deg(A) = 1.

Dans la suite, on suppose que H2 (V; n^ W) n'est pas nul. Il existe alors un revê-./< ^.
tement fini p : V —> V tel que n^ (V) soit libre. Considérons le diagramme

H2^-^^)

(1)

H^V^^W)
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210 H. HENDRIKS ET F. LAUDENBACH

Si h : V-> V laisse le point base fixe et si h : V-> V est le relèvement de h qui laisse
fixe la fibre base, on a évidemment les égalités

^(Md|V))=^(Ud[V),

deg(/î)=deg(/0.

Donc le diagramme (1) est commutatif.

Lemme. — u_^ est un isomorphisme.

Preuve. - D'après Stallings [S 2], Y = y,# V, # . . . # V,, où n, (V,) = Z, c'est-à-
dire où V, a le type d'homotopie d'un S^fibré sur S1. Puisque le lemme est invariant
par équivalence d'homotopie, on peut supposer que V, est un fibre et on y choisit une
fibre orientée S,. Cette collection de fibres constitue alors l'ensemble des 2-cellules d'une
décomposition cellulaire de V. Le générateur de H2 (V; n, (V)) est représenté par la
cochaîne cellulaire c définie par

c(S,)=Id(S,

[puisque la sphère S, est orientée, elle est paramétrée à homotopie près et Id S • définit
bien un élément de n^ (V)].

Pour tout y, il existe une application fibrée/, : V, -^ V, de degré k. Si S est une sphère
de somme connexe entre V, et V, dans V, le processus utilisé en 1.1 permet de déformer/,
et/, jusqu'à ce que/,/, : S -> S et/ S =/, j S, tout en conservant la propriété que/
(resp. /,) envoie S, (resp. S,) dans elle-même par une application de degré k. Ainsi on
peut recoller entre elles toutes ces applications pour construire une application/: V -> V
telle que, pour tout i, /! S, : S, -> S, soit de degré k. On voit alors que

d(/,Id | V)=(fe-l)[c],

ce qui prouve le lemme. D
II en résulte que Uy est un homomorphisme. Pour prouver le théorème, il reste seule-

ment à prouver que Uy n'est pas nul. Or V = Y, # . . . # V,, où n, (V,) est fini d'ordre r,
pour i = 1, . . . , / et isomorphe à Z pour i = /+1, . . . , m. Si i ̂  /, il existe une appli^
cation de degré k, r, (k, arbitraire) de S3 sur V,; partant de l'identité de V,, on la modifie
dans une 3-cellule grâce à cette application et on construit une application / : V; -> V,
de degré k, r,+1 qui induit l'identité sur TT^ (V.). On choisit k, pour que k^r^ =... =ki r^\
pour i > l on choisit, comme dans le lemme, une application fibrée / de degré k^ r^ +1
et on recolle entre elles toutes les /, i = 1, . . . , m, pour construire une application
/ : V -^ V telle que

Uv(rf(/,Id | V))=fe^.

On peut d'ailleurs prouver que l'entier ko du théorème est le plus petit commun multiple
des ordres des groupes finis appartenant à une décomposition libre du groupe fondamental.

C. Q. F. D.
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2.5. APPLICATION AU THÉORÈME DE SCINDEMENT. — D'après ce qui précède, on peut
supposer que l'application g obtenue en 1.3 coïncide avec/sur le 2-squelette de M, dans
lequel on inclut la sphère R. Par conséquent, on peut se ramener à la situation suivante
(notation de 1.2) :

// existe deux boules B' c= M' et W c= M" telles qu'après une homotopie convenable
f : M' (J M" -^ N' J N" coïncide avec l'application scindée g : (M, M', M") -^ (N, N', N")

R S
hors de B' u B".

Remarque. - La méthode utilisée pour arriver à ce résultat semble déjà fondée sur le
le fait que M est P^insécable. En fait, comme le montre la démonstration topologique
de [H 4] (voir aussi [L 2], chap. V), cette hypothèse n'est nécessaire qu'à la dernière
étape de la démonstration du théorème de scindement. D'ailleurs le théorème 2.2 se
généralise : pour la partie libre de H2 (V; n^ (V)) le théorème est exactement le même;
mais il apparaît une partie de 2-torsion correspondant aux plans projectifs de V à deux
côtés. La composante de à (/, g) dans le groupe de torsion peut être annulée en chan-
geant g en une autre application scindée.

3. Fin de la démonstration du théorème de scindement

On part de la situation décrite en 2.5; on peut en plus supposer que g (B') [resp. g (B")]
est réduit à un point y ' de N' (resp. y " de N"). Ainsi/] (B', 3B') et/1 (B", BB") repré-
sentent des éléments de 713 (N, y ' ) et 713 (N, y " ) respectivement. Nous allons décrire un
système de générateurs simples de 71:3 (N,/); en prenant pour/une combinaison de
ceux-ci,/"1 (S) n B' sera une réunion de sphères et de tores non noués; sur cette forme
simple de la préimage, il sera possible d'effectuer de la chirurgie pour réduire/"1 (S)
à une sphère.

3.1. DESCRIPTION DE 713 (N, Y). — On sait que 7Ti(N,y) est infini; le revêtement
universel N de N est une variété ouverte et N a le type d'homotopie d'un bouquet de
sphères de dimension 2 V Sy. D'après Hilton [H 5], l'ensemble des classes d'homotopie

J'eJ
des Hopf (Sj) et des produits de Whitehead [Sj, S^]J, / e J, engendre 7^3 (V S^, ^), chacune
des sphères du bouquet étant supposée munie d'un paramétrage pointé.

On en déduit qu'il existe dans N une famille de sphères singulières, paramétrées
pointées, (S^, ̂ ), a e A, et d'arcs y^ joignant le point base y ' à y^ transversaux à S, tels
que

1° pour tout a e A, S^ n S = 0;

2° les classes d'homotopie de y^ Hopf S^ et de ̂  [S^, yj'1 y? Sp], a, P e A, engendrent
7r3(N,y).

(La condition 1° empêche de prendre pour y^ un chemin constant et pour A l'ensemble
d'indices J du théorème de Hilton : les sphères Sj doivent être décomposées en sphères
ne rencontrant pas S.)
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(1) Un représentant naturel ^ : (D3, <9D3) -> (N, y ' ) de y^HopfS^ est construit
comme suit :
- ^ (1/2 D3, Q 1/2 D3) = Hopf(S,, ̂ );
- ^ (D^—int 1/2 D3) est obtenu en composant

D^intl^D3 ̂  S^p), 1]^[0, 1]-^N.

Ainsi (J^1 (S) est formé de sphères parallèles dans D3, chacune correspondant à un point
d'intersection de y^ avec S.

(2) Un représentant naturel ^p : (D3, BD3) -. (N, /) de y, [S^, y;1 y? Sp] est cons-
truit comme suit. D'une part sur D3—^ 1/2 D3 on pose ̂  p = ^; dans cette couronne
la préimage de S est formée de sphères comme en (1). D'autre part on décompose 1/2 D3

en X u Y, où X et Y sont deux tores pleins dont l'intersection est un tore troué; soient
\|/x : (X, ÔX) -» (D2, S1) et \|/y : (Y, ÔY) -> (D2, S1) les trivialisations « canoniques »
de ces deux tores pleins, c'est-à-dire que les préimages de deux points distincts de D2

par \|/x (resp. par vj/y) ont un nombre d'enlacement nul dans D3. On définit alors :
- ^ p | X n Y = {^};

- ^p X = S,°v[/x;

- ^pJY^y^ypSp)^.

On voit que [i^ (S) n X est vide et que pj^ (S) n Y est formé de tores deux à deux
parallèles et parallèles à <9Y; il y en a autant que de points d'intersection de y^1 y? avec S.

3.2. FORME SIMPLE. — Soit/ : (M' (J M", Xo) -^ (N' (J N", yo) une application pointée
R s

transversale sur S, où XQ e R et YQ e S. On dira que/a une forme simple s'il existe des
boules Bp . . . , B^ dans M' et des boules B'i, . . . , B^ dans M" vérifiant les conditions
suivantes :

1° R c/-1 (S) et/"1 (S)-R est contenu dans la réunion des boules B,' et BJ;
2° pour tout i et tout 7,

/(3B;.) = {/}eN' et f(8B]) = {/^eN';

3° dans chaque boule, la préimage de S est une union de sphères et de tores non noués
deux à deux parallèles.

D'après 3.1, on peut toujours mettre/sous une forme simple. Pour prouver le théo-
rème de scindement, il suffit de décrire un processus d'élimination des composantes sphé-
riques distinctes de R et un processus de transformation des composantes toriques en
composantes sphériques, chacun de ces deux processus fournissant une nouvelle appli-
cation de forme simple. Nous décrivons ces processus pour les composantes de
f-^nM'.

3.3. ÉLIMINATION DES SPHÈRES. — Supposons que (/-1 (S) — R) n M' contienne une
sphère Z joignable à R par un arc y tel que int y n f -1 (S) = 0. /(y) représente un
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chemin de N' d'extrémités dans S. Puisque f n induit un épimorphisme

^(M'-UB^-^CN^o),

on peut choisir y pour que la classe de /(y) dans n^ (N', S) soit triviale. On peut alors
réaliser la somme connexe de R avec S le long de y par une homotopie de /. En fait,
puisque S borde une boule B, S # R est isotope à R et l'opération précédente a pour

7
effet d'éliminer 1 et de faire passer dans M" toutes les composantes de/"1 (S) intérieures
à B. Le résultat est donc une nouvelle application de forme simple pour laquelle la
préimage de S a moins de composantes.

3.4. CHIRURGIE D'UN TORE. — Supposons que (/-1 (S) — R) n M' contienne un tore T
joignable à R par un chemin y tel que int y n/~1 (S) == 0. Il existe une boule B7 de M'
contenant (/-1 (S)-R) n M'; et telle que /(OB') = [ y ' } ; le tore T y borde un tore
plein non noué V (T). Puisque / a une forme simple et que T est directement joignable
à R, il existe un 2-disque A plongé dans B '—in tV (T), tel que int A n/~1 (S) = 0 et
que ÔA soit un « générateur » de T. On a/(A, <9A) c= (N', S). La chirurgie de T par le
disque A le transforme en une sphère; mais l'obstruction à réaliser cette chirurgie par
une homotopie de / est que /(A) soit trivial dans n^ (N', S). Pour effectuer sur T une
chirurgie réalisable par une homotopie de /, on cherche un disque A' dans M' vérifiant
les conditions suivantes :

(a) SA = 3A';
(V) /(A') est trivial dans T^ (N', S);
(c) int A'n/- 1 (S) = 0;
(d) A' est plongé.

Cherchons d'abord tous les disques singuliers de M'-intV(T) vérifiant les trois pre-
mières conditions. Soit x^ un point de base dans M', x ^ e ô A ; on peut supposer que
/(^i) = YQ. Considérons le diagramme suivant :

^(M',^) ———-- - - - -——-^-^ (N^yo)
Y. ^ l

\P ^
^(M'-int V ( T ) , X i )

^(M'-intV(T),T,x,) ^ > ^(N^yo)
Y

<P'
-l— îr.-rM' ,

Dans ce diagramme y est le monomorphisme induit par l'inclusion; (p et (p' sont des épi-
morphismes induits par/. Les morphismes p et p' sont induits par une application de M'
dans elle-même, homotope à l'identité, rétractant B' sur x^ en particulier p' ([A]) = 0.
Ce sont aussi des épimorphismes. On a p'y = p, ç' / = (p mod n^ (S) et (p se factorise
par p. Ces affirmations sont justifiées par le fait que l'application g : (M', R) -> (N', S),
définie par g j M'-B' = / j M'-B' et g ( B ' ) = {/ }, est une équivalence d'homotopie.
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Paramétrons A et notons [A] sa classe d'homotopie; il existe œ e ̂  (M'-int V (T), x^)
tel que

(p'([A])=(p(œ)mod7T2(S).

Posons M = - p ( œ ) . Soit A' un disque singulier paramétré de M'-intVCT), tel que
SA' = BA (égalité des bords orientés). Alors si p' ([A']) = u on a q/ ([A']) = 0.

Pour trouver le disque de chirurgie, il reste à prouver que l'équation p' ([A7]) = u
admet une solution plongée; c'est ce qu'affirme le lemme suivant. Le résultat de la chirurgie
est une nouvelle application de forme simple pour laquelle la préimage de S a moins de
composantes toriques.

LEMME. - On suppose que M' est ^-insécable. Alors, pour tout u e n^ (M', ;q), il existe
un disque paramétré A', plongé dans M'-intVCO, tel que BA' = ÔA et p'([A']) = u.

Remarque. - C'est le seul point de la démonstration où la condition de P^inséca-
bilité soit nécessaire [H 2].

Preuve. - Le fait important, découlant du « sphère theorem », est que TT^ (M', x^)
est engendré comme TT^ (M', x^-module par des sphères plongées. Soient £ une sphère
plongée paramétrée, A' un disque plongé paramétré tel que ÔA' = ÔA et a un arc joignant A'
à S. On choisit une orientation de M' au voisinage de A' pour que a parte de A' du côté
des normales positives. On transporte cette orientation le long de a' jusqu'à £ et on suppose
que a arrive en S du côté des normales positives. La somme connexe A" = A' # S est

un disque immergé naturellement paramétré et on a l'égalité

^([A^p^A^+a.p]. ^

Pour prouver le lemme, il reste à plonger A" sans changer p' ([A']). On remarque que
V (T) u A' admet un voisinage régulier difféomorphe à D3. Donc il existe une isotopie
de a, à extrémité fixe, jusqu'à ce que int a n (V (T) u A7) = 0. Ensuite les intersections
de 2 avec int a u V (T) u A7 peuvent fuir par l'extrémité libre de ce chemin épaissi.
Au cours de ces isotopies la classe p'([A'7]) est restée inchangée. D

Par application des processus 3.3 et 3.4, on finit par éliminer toutes les composantes
parasites de la préimage de S, ce qui achève de prouver le théorème de scindement.

4. Difféomorphismes des sommes connexes

Considérons la classe ^ des variétés fermées de dimension 3 P^insécables satisfaisant
à la conjecture de Poincaré (toute 3-sous-variété compacte contractile est une vraie boule).
Cette classe est stable pour l'opération de somme connexe {voir [L 2], App. I). On définit
une sous-classe ^o ^e la façon suivante :

Une variété N appartient à ^o si, quels que soient la variété M e ̂  et une équivalence
d'homotopie f : M -> N, alors f est homotope à un dijféomorphisme.

La classe <^o n'est pas vide : elle contient les variétés P^irréductibles suffisamment
grandes (voir [W 1] dans le cas orientable et [H 1] dans le cas non-orientable).
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4.1. THÉORÈME. — La classe ^o contient les ^-fibres sur S1 et est stable pour l'opé-
ration de somme connexe.

Démonstration. - Si n^ (M) ^ Z et si M e (^, d'après Stallings [S 2], M est difféo-
morphe à un S^fibré sur S1. Pour la première partie, il s'agit donc de montrer que toute
auto-équivalence d'homotopie/d'un tel fibre est homotope à un diffeomorphisme. D'après
le théorème de scindement,/est scindable le long d'une fibre et, si/est scindée, le résultat
est facile à déduire du théorème de Cerf (^4 = 0) [C 3].

Pour la seconde partie, on considère N = N\ # N^, où N^, N^ e ^o? et /: M ->• N
une équivalence d'homotopie, où M e ̂ . D'après le théorème de scindement, il existe
des équivalences d'homotopie/i : M^ -> N^ et/^ : M 2 -> N^ telles que M ^ M^ # M 2
et que /^ et f^ se recollent en une application scindée, notée /i # f\, homotope à /.
Les variétés M^ et M 2 appartiennent à ^; donc, par hypothèse pour i = 1, 2, il existe
une application h^ : M ^ x [0, 1] ->• N^ telle que h^ M ^ x { 0 } ==/ et que h^ M ^ x { l }
soit un diffeomorphisme. Il reste à choisir h^ pour que l'on puisse recoller h^ et h^ pour
construire une homotopie h entre /i # /^ et un diffeomorphisme.

Soit yi un point-base dans Ni. On sait que /"1 (y^ est réduit au centre x^ de la
sphère de somme connexe. Si h^ est transversale sur y^ h^1 (y^) contient un arc a joignant
M ^ x { 0 } à M f X { l } e t éventuellement des courbes germées ai, . . . , oc^. Il n'y a aucune
obstruction à réaliser par une homotopie de h^ (rel. M f X Ô [ 0 , 1]) la somme connexe
de 04, . . . , ^ avec oc. Ainsi /^-1 (j^) est réduit à un arc, qui d'ailleurs est isotope à
XiX [0, 1]. Si Bi est une petite boule centrée en y^ on a une boule B^ ==./;~1 (Bf) centrée
en Xf et h^1 (B^) = B^ x [0, 1]. Quitte à faire une nouvelle isotopie de h^ on peut supposer
que pour tout t, /zj B '̂ x { t ] = fi B^. Dans ces conditions, on peut recoller h^ et h^.

c. Q. F. D.

4.2. Si P est une propriété telle que M = Mi # M^ vérifie P si et seulement si M^
et M^ vérifient P, on peut introduire la classe ^ (P) : M e ̂  (P) si M e <^ et vérifie P.
On définit ^o (P) comme suit : N e ̂ o (P) sl pour toute équivalence d'homotopie/ : M -> N,
où M e ̂  (P), / est homotope à un diffeomorphisme. Alors la démonstration ci-dessus
prouve que ^o (P) est stable pour l'opération de somme connexe.

Par exemple, prenons pour P la propriété suivante : le revêtement universel satisfait
à la conjecture de Poincaré. La classe ^o (P) contient les variétés P^irréductibles suffi-
samment grandes, les S^fibrés sur S1 et P3. En effet, d'après Livesay [L 3], si M vérifie P
et si Tii (M) = Z^, on a M ^ P3. De plus si/ : P3 —» P3 est une équivalence d'homotopie,
/est homotope soit à l'identité si deg/= +1 soit à l'application « inverse » (pour la loi
de groupe) si d e g / = — l . En effet, si deg/=+l, on peut supposer que

/ p2 = (p2 c; P3), puisque T^ (P3) = 0;

la première obstruction d(f, Id) e 713 (P3) ^ Z et on a dÇf, Id) = deg/—1=0. Un rai-
sonnement analogue donne le résultat si deg/=-l. Remarquer que l'on ne sait pas
si P3 appartient à ^o, car un revêtement à deux feuillets d'une variété satisfaisant à la
conjecture de Poincaré n'y satisfait peut-être pas.
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4.3. Si Ne^o? toute auto-équivalence cThomotopie est homotope à un difféomor-
phisme de N. Il est naturel de se demander si celui-ci est unique à isotopie près, c'est-à-
dire si tout difféomorphisme de N homotope à l'identité est isotope à l'identité. Ceci a
été prouvé pour les sommes connexes de S1 x S2 dans [L 1]. Maintenant, grâce à [H 3],
on a le théorème suivant :

THÉORÈME - Soit N = Ni # . . . # N^ où Nf est soit une variété ^-irréductible suffi-
samment grande, soit un fibre sur S1 de fibre S2. Si fest un difféomorphisme de N homotope
à l'identité, alors f est isotope à l'identité.

Démonstration. - On écrit N = No # N^ #... # N^, où No est une sphère S3 ; on
peut supposer que Nf est « connecté » à No par une sphère S^. Pour 1 ^ i ^ k, N^ est
un S^fibré sur S1 et S^ est une fibre; pour i ^ k-\-1, N^ est P^irréductible et suffisamment
grande. Si q > 2, deux des sphères considérées ne sont jamais parallèles et, d'après [L 2],
théorème III 1.4 et lemme V 4.2, /[ Si u . . . u Sq u S[ u... u S^ est isotope à
Id j Si u . . . u Sq u S[ u... u S^. Si q = 2, Si est parallèle à S^ et l'argument invoqué
est insuffisant; il faut encore remarquer que, si f\ S^ == Id j S^, et si / échangeait
les côtés de Si,/ne serait pas homotope à l'identité (raisonner sur le groupe fondamental
comme ci-dessous). On peut donc supposer que/=/o #/i # - • ' # fq, où /o est un
difféomorphisme de S3 coïncidant avec l'identité sur q boules et où, pour i ^ 1, / est
un difféomorphisme de N^ coïncidant avec l'identité sur une boule B^ et sur S^ si i ^ k.
On a

7Tl(N) ̂  7Ti(Ni, Bi)*. . .*7q(N,, B,).

Puisque/est homotope à l'identité,/^ est une conjugaison intérieure. Mais aucune conju-
gaison intérieure autre que l'identité ne laisse invariant tous les facteurs d'un produit
libre. Donc pour tout ; ^ l,/ induit l'identité sur n^ (N^, B^). D'après le théorème de
Cerf [C 3] (KQ (Diff(D3 mod S2)) = 0) appliqué à/ pour i ^ k et d'après le théorème
de Waldhausen [W 1] appliqué à/ pour i ^ /:+!,/ est isotope à une composition de
difféomorphismes H^ (oc^) et H^ (o^) de rotation parallèlement à chaque sphère S^ et S\
(ils commutent tous) : o^ est une application ([0, l], ô [0, 1]) -> (SO (3), Id); le difféo-
morphisme Hs^ (oc,) est à support dans un voisinage tubulaire de Sp difféomorphe
à S2 x [0, l], où il est défini par la formule

Hs,(a,)(x,0=(a,(0.x,0.

On voit facilement que, pour 1 ̂  i ^ k, H^ (a,) est isotope à l'identité et que Hg (o^)
est isotope à

Hs, (a,) o . . . o Hs, (a,) o Hs,,, (a,) o . . . o Hs,_, (a,).

On peut donc supposer dans ce qui précède que o^, . . . , a^, o^ sont triviales. D'autre part,
S'i, . . . , S^, S^+i, . . . , S^_i forment une base de n^ (N) comme Tii (N)-module libre;
donc d'après [H 3],

Hs, W " . . . o Hs, «) o Hs^ (o^ 0 o . . . o Hs,_, (a,_ 0
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n'est homotope à l'identité que si les classes de a'i, . . . , oc^, o^+i, . . . , o^_i sont toutes
triviales dans n^ (SO (3)) et, dans ce cas, le difféomorphisme est clairement isotope à
l'identité.

C. Q. F. D.
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