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PROLONGEMENTS
D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES.

HI. LA SUITE EXACTE
DE COHOMOLOGIE DE SPENCER

ParR HuBerT GOLDSCHMIDT

A Henri Cartan,
a l’occasion de son
70¢ anniversaire

Un des problémes fondamentaux de la théorie des équations aux dérivées partielles
étudié par Lie et Cartan est le suivant : quand peut-on dire que deux systémes d’équations
différentielles ont les mémes solutions? La théorie des prolongements d’équations diffé-
rentielles de Cartan aborde cette question lorsque les deux systémes d’équations diffé-
rentielles sont définis sur une méme variété et construit des équations qui ont les mémes
solutions : un des systémes est obtenu a partir de I’autre en rajoutant les équations obtenues
en dérivant les équations de ce systéme. Nous avions montré [2] que les conjectures de
Cartan sur les prolongements de ce type étaient vraies pour les équations différentielles
linéaires sous certaines conditions de régularité.

Ici nous considérons un probléme plus général, notamment comparer les solutions de
systémes différentiels de type particulier sur des variétés X et Y dans les cas ou I’on a
une fibration p : X — Y. Sous des hypothéses de régularité les questions de résolubilité
locale et de la nullité de la cohomologie de Spencer de certains systémes peuvent &tre
réduites a celles d’autres systémes sur X et de systémes sur Y. Plus précisément, nous
construisons une suite exacte de cohomologie de Spencer (38) reliant la cohomologie
de Spencer de trois systémes (théoréme 3), ce qui nous permet de montrer que ces
questions pour certains systémes projetables sur X peuvent étre ramenées a celles pour des
systémes sur Y. Ceci sera notamment le cas pour des équations de Lie; nous y reviendrons
dans une prochaine publication. En fait, initialement nous avions considéré ces problémes
en vue d’applications aux équations de Lie (¢f. [3]), mais comme nos résultats semblaient
étre d’un intérét indépendant, il nous a paru préférable de les présenter séparément dans
le cadre général des équations différentielles surdéterminées.

Au paragraphe 3, nous reprenons certains résultats de [2]. Le théoréme de prolon-
gement (théoréme 1) est une généralisation a la fois du théoréme de Cartan-Kuranishi
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6 H. GOLDSCHMIDT

et du théoréme de prolongement (théoréme 1) de [2]; sa démonstration est essentiel-
lement la méme que I'une de celles de ce dernier données dans [2]. Nous obtenons aussi
la généralisation correspondante de nos résultats de [2] sur la cohomologie de Spencer
(théoréme 2). Nous rappelons au paragraphe 2 les notions sur les familles bornées de
modules sur les anneaux de polyndmes et le résultat fondamental de cette théorie (propo-
sition 1) di @ Mumford [4], dont nous nous étions servi dans [2] et dont nous avons
besoin pour démontrer les théorémes 1 et 2.

Au paragraphe 4, pour les équations différentielles du type décrit plus haut, on se servira
des théorémes 1 et 2 et d’une suite spectrale pour construire la suite exacte de cohomo-
logie de Spencer sous certaines hypothéses.

Nous emploierons en général la notation et la terminologie de [1] et [2].

1. Cohomologie de Spencer

Soit X une variété différentiable de dimension # dont on note T le fibré tangent. Si E
est un fibré vectoriel sur X, on note E, la fibre de E en x € X et & le faisceau de sections
de E. Nous supposerons toujours que les fibres d’un fibré vectoriel sont de méme dimen-
sion. Soient J, (E) le fibré des k-jets de sections de E et n,,; : J,,, (E) — J, (E) la projec-
tion naturelle. On note j, : & — J, (§) 'opérateur différentiel d’ordre k& qui envoie une
section s de E dans le k-jet ji (s) de cette section.

Un sous-fibré R, = J, (E) est une équation différentielle d’ordre k dans E. Pour / = 0,
on associe & R, un sous-fibré a fibre variable (R,),, de J,,, (E), notamment le /-iéme
prolongement de R :

R +1 =1 (B) n T (Ry),

qu’on note souvent R,,, si aucune confusion n’en résulte. Ici ’on a identifié¢ J, ., (E)
a un sous-fibré de J, (J, (E)) a I'aide de I’application naturelle

Mot Ty (BE) = 3,3 (E)),

qui envoie ji . ; (s) (x) dans j, (j, (5)) (x), si s est une section de E sur un voisinage de x € X.
Rappelons que si (R,),; est un fibré vectoriel, alors le m-iéme prolongement de (R,),,
est égal & (Rp) (14my
Le complexe de Spencer :
Jm D D D
1 056-1,8)>T*R),_1(E) >N T*RJ,_,(E)—>.. o AN"T*®J,_,(6) -0,
ou J,(E) =0, si m <0, est une suite exacte et ’opérateur D vérifie

) DAu)=dwoAn,_ u+(—1)YoADu

pour e A'T*, ueAIT*®1J,(&). Le noyau de =, :7J,, (E) —>J,_, (E) s’identifiant
a4 S"T* ® E, la restriction de —D a S" 7 * ® & provient d’un morphisme de fibrés vec-
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toriels & et I’on obtient une suite exacte de fibrés vectoriels pour m > 0 :

5
3) 0-S"T*QE->T*®S" 'T*®E

3 t)
SAT*®S" ?T*QE—... o A"T*@S" "T*®Q E -0,
ou
S(o®u)=(—1)YoAdu

pour e A/ T*, ueS"T* ® E (¢f. [1], [2] ou [7]).

Si R, = J, (E) est une équation différentielle dans E, les faisceaux .., = (Z)+:
de sections de (R,),, se déterminent par récurrence de la maniére suivante : un
élément u de J,,.,., (&) appartient & R#,,,,, si et seulement si m_,ue &, et
Due J* ® #;,,. Par restriction de (1), on obtient le complexe de Spencer :

D D D

@ 0>R, > T*QRyy 1 >N T Ry —.. > NT*Q@Ry_,— 0,

ot R, =1J,(E) si m <k, dont on note H’(R,),_; le groupe de cohomologie en
N T*® R,_,;. Posons d’autre part, g, =R, nS"T* @ E; c’est un fibré a fibre
variable et (3) donne par restriction un complexe

5 5 5
©) 0-5g,2T*®g,_1~.. oA T*®g,;>...> A"T*®g,_,~0.

Si le /-iéme prolongement R, ., de R, est un fibré vectoriel pour / = O et si les applir
cations 7, : R,,; — R,, sont de rang constant pour m = k, alors il existe un entie,
m,; = k tel que =, : H/ (Ry),.+  — H’ (R,),, soit un isomorphisme pour m = m,. Alors
H’ (R,),, est indépendant de m, pour m = m, et on notera H’ (R,), le j-iéme groupe de
cohomologie de Spencer de R,, le groupe H’ (Ry),, avec m = m;; le groupe H® (R,) est
le faisceau de solutions de R,. Ici, comme par la suite, on identifiera toujours deux
groupes de cohomologie s’ils sont isomorphes. La condition sur R, est vérifiée
notamment si R, est formellement intégrable, c’est-a-dire si R, ; est un fibré vectoriel
pour [/ = 0 et Papplication 7., : Ry ;.1 — Ry, est surjective pour /= 0 (c¢f. [2]).

2. Familles bornées de modules

Soient r = @ r, un fibré gradué sur X, ou r; est un fibré vectoriel a fibre variable de
leZ

dimension finie, et & : r — T* ® r une application linéaire de degré —1. On peut alors
définir une application

§: NT*®r->A*""T*®r
de degré —1 en posant

S(@®u)=(—1YoAdu  pour weA’T* uer.
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8 H. GOLDSCHMIDT

Si M; = r*, on écrit M = @& M, et on obtient une application
leZ

3*: TORM->M

de degré 1; on écrit 6* (t ® m) = t.m, si te T, me M. Rappelons d’aprés [2], para-
graphe 2 que :

(i) la suite
5 5 5
6) 0-5r->T*@r->A’T*@r—...oA"T*®r—-0

est un complexe si et seulement si 8* : T ® M — M induit sur M une structure de ST-
module;

(ii) si 'une des deux conditions de (i) est vérifiée, alors

&* 8* 5*

N 0-A"TOM-... > A2TOQM->TRAM->M-0

est le complexe de Koszul de M; pour x € X, I’homologie H; (M), de (7) en A’ T, @ M,
est Tor‘;"‘ (M, R), ot A, est ’anneau ST,. On note H; (M), I’homologie de (7) en
AT ®M, et on a alors H;(M) = @ H; (M),.

leZ

Soit K un corps et A = @ A, I’anneau gradué des polynémes K [Xy, ..., X, ], ol A,
leZ
est le sous-espace des polyndmes homogénes de degré /. On écrit A, = 0 pour / < 0.

On considére la catégorie des A-modules gradués et des homomorphismes de A-modules

gradués de degré zéro. Si M = @ M, est un A-module gradué, on note
leZ

Hj(M) = l@z Hj(M)l

le j-iéme groupe d’homologie de Koszul de M (¢f. [5]) et M (p) le A-module gradué
M(p)= @ M(p),

120
ou M (p), = M, ;. Rappelons qu’une suite exacte

0-M->-M->M"-0,

de A-modules donne naissance a4 une suite exacte

) ]
oo Hjp y(M7)-y > H;(M), > H; (M), - Hj(M”)z—’ H;oy (M)

d’homologie; si te A; [IDapplication ¢:M — M (1) induit D’application nulle
H; (M) — H; (M) (1).

DEFINITION. — Une famille { M, },., de A-modules gradués de type fini est bornée si :

ael

(i) il existe des entiers p,q = O tels que, pour tout a€l, le A-module gradué M, (p)
soit un quotient de AY,

(ii) la famille des polynémes de Hilbert des A-modules M, a €1, est finie;

4e SERIE — TOME 7 — 1974 — w~o 1
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(iil) il existe un entier r tel que pour 1 = r, a el :
dim M, ; =P,(D),

ou P, est le polynome de Hilbert de M,.

On dira qu’un ST-module gradué r = @ r, est borné si la famille de A-modules
leZ

{ re }rex est bornée; ici A = R[X,, ..., X,].
Donnons maintenant une esquisse de la démonstration de la proposition 1 de [2]-

PROPOSITION 1. — Supposons K algébriquement clos. Soit { M, }, ., une famille bornée
de A-modules gradués de type fini vérifiant les conditions (i) et (iii) de la définition d’une
Sfamille bornée. Alors il existe un entier 1, qui ne dépend que de p, q, r, n et de la famille des
polynémes de Hilbert des A-modules M, o€, tel que H; (M), = 0 pour 1 = 1,, j 2 0,
ael

Soit V I’espace projectif P,_, (K) et 0 son faisceau structural. Si M est un A-module
gradué de type fini, on désigne par M le @-module cohérent qu’il détermine; rappelons

que M (/) est isomorphe & M (/) = M ®, 0 (I) et que le polynome de Hilbert P, de M
est donné par

Py() = ¥.(~ 1) dim B/ (V, M)

(cf. [6]). Nous notons M* le A-module gradué
Mi= @ M!, oi M:=H"(V, M(]),

leZ

ce qui nous donne une application M — M,
Nous aurons besoin des trois lemmes suivants.

LemMme 1 (Serre [6], § 67). — L’application M — M* est injective si et seulement
si H,(M) = 0.

LeMME 2 (Mumford [4], lecture 14). — Soit F un sous-faisceau cohérent de 0%. Alors
il existe un entier my qui ne dépend que de q, n et du polynéme de Hilbert :
Py () =3 (=1 dimH/(V, # ®,0())
J
de &, tel que
H/ (V, Z®,0()) =0 pour j>0, [=m,.

Si te A,, on note M/t M le A-module gradué
M/tM = & (M/tM), ot (M/tM),=M,/tM,_, pour [eZ.

leZ
LemME 3 (cf. [5]). — Soit M un A-module gradué de type fini.

(i) S’il existe te A, tel que
(8) t: M->M(@)

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE 2



10 H. GOLDSCHMIDT

soit injectif, alors on a une suite exacte
0-H;(M)->H;M/tM)—-H;_; (M) - 0.
(i) H, (M) = 0 si et seulement s’il existe t € A, tel que Iapplication (8) soit injective.

Démonstration. — (i) résulte de la suite exacte d’homologie obtenuc a partir de la suite
exacte

0-M->M{)->M/tM)(1)- 0.

Maintenant en prenant j = n+1 et en remarquant que H, ,; = 0, on voit que H, (M) = 0.
Puisque H, (M) est isomorphe a ’annulateur de A; dans M, si H, (M) = 0, alors I’'idéal
de A engendré par A, n’est pas contenu dans la réunion des idéaux premiers de A associés
a M; tout élément de cet idéal qui n’appartient pas a cette réunion n’est pas un diviseur
de zéro dans M, d’ou (ii).

Démonstration de la proposition 1. — Supposons que deg Py < k, pour tout ael.
On procede par récurrence sur k. Si Py, = 0 pour tout a el alors la proposition est
trivialement vraie. Soit N, le noyau de A’ — M, (p). Nous avons alors la suite exacte de
0-modules

0—»1:Ta—>(9"——>1\7la(p)—->0

et le diagramme exact et commutatif

OaNu,l—)A‘l]—’Mu,p-H_)O

L l .
0N, ;= Af > M, > H(V, N, ()

pour / = 0. On applique le lemme 2 aux ¢-modules I:Ia et 1’on obtient un entier my = 0
qui ne dépend que de g, n et des polynomes de Hilbert Py, tel que

H/(V, N,()) =0 pour j>0, I=m, acl

Donc pour [ = mq,, lapplication M, ,,,— M; ,,, est surjective. D’autre part, on
déduit que

Hj(V,l\7Ia(p+l))=0 pour j>0, I=m, acl;

donc dim M, ,,, = dim M:,pH, pour [ = my+r, ael, d’aprés la condition (iii) des
familles bornées. Par conséquent, M, ,.,— M; ,., est un isomorphisme pour / = mq+r,
a€l. Le lemme 1 nous dit que H, (M,), = 0 pour / = my+p+r, a€l; le lemme 3, (ii),

nous donne maintenant I’existence d’un élément ¢, € A, tel que
ta : Ma,lﬁMu,l+1
soit injectif pour / 2 my+p+r. Considérons les A-modules M, = M,/t, M,. On voit

aisément que { M] }, _, est une famille de A-modules bornée dont les polynémes de Hilbert
sont donnés par

PM,;(I) = PM,(I)_PMa(l_l)'

4e SERIE — TOME 7 — 1974 — n~o 1



PROLONGEMENTS D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES 11

11 suit que le polynome de Hilbert de M, est de degré inférieur a celui de M,. De plus,
on peut choisir les entiers p’, ¢’, r’ des conditions (i) et (iii) des familles de A-modules
bornées pour la famille { M, }, ., ne dépendant que de p, g, r et m,. Si le résultat est
vrai pour { M }, ., il sera donc vrai aussi pour { M, },., grice au lemme 3, (i), ce qui
nous permet d’obtenir le résultat voulu par récurrence sur k.

CorOLLAIRE 1. — Si K est algébriquement clos et
0-M,»-M,-M;—0
est une suite exacte de A-modules gradués de type fini, pour tout o €1, alors si deux des

familles de A-modules { M, },., { M, }ocr, { My },c, sont bornées, la troisiéme Iest
aussi.

Démonstration. — La seule difficulté est de montrer que si { M, },.; et { M7 }, ., sont
bornées alors { M, }, ., vérifie la condition (i) des familles bornées. Si {M, },.;, { M} }
sont bornées, alors il existe un entier /; indépendant de o tel que

acl

d’aprés la proposition 1 et la suite exacte d’homologie. Ceci implique que M (/;) est
engendré par M, , ; comme la dimension de M, , est égale a Py, (/;), elle est bornée par
un entier ¢’ ce qui entraine que M, (/,) est un quotient de A7

Puisque C est une extension de degré fini de R, ce corollaire reste vrai si K = R.

3. Théoréme de prolongement

Soit Ryy; = Ji1,(E), [ =0, une famille d’équations différentielles. Supposons que
Riiis1 © (ResD)s1, pour I = 0. On a alors w4 (Ryy 41) < Rypy. Sim = k, on note RY
le sous-fibré =, R,,,; de J,, (E) & fibre variable et I’on obtient une suite décroissante de
sous-fibrés a fibre variable de J,, (E) :

) ...cRUD RO =, . <R <], (E),

ot R = R,,. D’aprés [2], paragraphe 3, si R, = lim R, on a
—

(10) n(Rp)= () RY  pour m=k.

120
On écrit RY = J,, (E) pour m < k.
D’autre part, w0, :J,,(E)—1J, (E) induit une application =, : R%,, — R{ dont
le noyau et le conoyau seront notés g, |, A respectivement. On a alors les suites exactes
pour m = k :

(L1 0 g1 > Ry, > RY > hY 0,
(12) 0—-RED LR, O 0,

puisque =, (R, ) = R¢*Y. De (9), on tire une suite décroissante de sous-fibrés a fibre
variable de S"T* ® E :

(13) gt e cg®S"T*QE.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



12 H. GOLDSCHMIDT

On pose
gV =S"T*®E e gP=S"T*®E pour m<k.

THEOREME 1 (théoréme de prolongement). — Soit Ry, = J,,, (E), I = 0, une famille
d’équations différentielles. Supposons que Ry, ,,; = (Ryy)s+1, pour 120, et que
Ter1 ¢ Riyrem — Ryy S0it de rang constant, pour I, m = 0. Alors il existe des entiers my = k,
ly = 0 tels que :

(i) Iéquation R dans J,, (E) soit formellement intégrable;

(ii) le r-iéme prolongement de R soit égal @ R(®, et a

motr
Moo +r (Ro)s ou R, =IlimR,,,
—
Démonstration. — Nos hypothéses impliquent, d’aprés 1’exactitude des suites (11)

et (12) que RY, g, | et AP sont des fibrés vectoriels pour m = k. Démontrons d’abord le
Lemve 4. — RO, <« RY),, pour 120, m= k.

Démonstration. — On a =, (RY, ) = RY; d’autre part D (%i141) S T* ® B
d’ou D (2P, ) =« 7* @ ZV et le lemme.

Revenons maintenant a4 la démonstration du théoréme 1. Le lemme 4 implique que
3(gmr) = T*® gpy-

D’aprés [2], il existe donc un entier /; = 0 tel que

) _ LU
Em = gml)

Comme (9) est une suite décroissante de fibrés vectoriels, il existe un entier /, = /; tel que

pour m=k+1, 1=1,.

RP =R  pour [=1I,.
Comme dans [2], on démontre par récurrence sur m 1’égalité
(14) RO =R  pour I1=1,, m=k,

et la surjectivité de m,, : R{9, — R, pour m > k. De ce dernier fait et de I’inclusion
R < (RU?), ; donnée par le lemme 4 on déduit d’aprés le théoréme de prolongement
de Cartan-Kuranishi I’existence d’un entier m, = k tel que

Rfrio-r)1 =Ry pour mz=m,
(¢f- [2] et [7]). Démontrons maintenant que
(15) R, =R),,  pour m = m,,
par récurrence sur r; si (15) est vrai pour r—1, on a
l 1 1
Rf.f"l, = Rfrf?l?(r—l)+1 = (anqi?(r—l))+1 = ((Rr(nO))+(r—-1))+1 = (an°))+r

puisque R _ est un fibré vectoriel. Les relations (10), (14) et (15) nous donnent le
résultat cherché.

4e SERIE — TOME 7 — 1974 — ~No 1
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Remarque. — On a démontré que =, : R®, | — RY est surjectif pour / = Iy, m = k,
c’est-a-dire

(16) =0  pour I=1,, m=k.

Si Ryy; = (R4, pour / = 0, le théoréme 1 est précisément le théoréme 1 de [2].

Supposons que Ty, ; : Ryyiom — Riy; soit de rang constant pour /,m = 0. D’aprés
le lemme 4, le complexe de Spencer nous donne par restriction un complexe

D D D
0- RV 5 T*RQAY_ | AN T*QAY , .. . >N T*QAP , -0

dont on note H); ) la cohomologie en A/ 7* @ 2 .. De la relation (2), on déduit I’exis-
tence de morphismes

8: ANT*@hP > AT T*e AP,
pour m = k+1, de fibrés vectoriels tels que
S(o@u)=(—1)oAdu

pour @ € AV T*, ue h) et tels que le diagramme

0 0 0 0
! 1 i !
D D D
05> RV S T*QALUY S AN T*QAUY 5. . 5 A" T* 2D 50
! ! ! 1
D D D
a7 0—2P —-IT*QAY , - N T*RQAY , >... 5> N'T*RAY_, >0
1 ! ! l
- =) -3
0—h)—T*QhP | — A T*RhY , »...5> N"T*@hP , >0
1 1 1 !
0 0 0 0

soit commutatif, pour m = k+n; les lignes de ce diagramme sont des complexes.
A T’aide des suites exactes (11) et (12), on obtient le diagramme commutatif et exact

0 0 0
! 1 1
0 guit’ = g1 = hihs
be Lo L
0 RUED = RY, - 0 =0
Lom  lmm o
0->RUFD_LRO_Lp0_0
! . ! i L
N e a—y L
! ! 1
0 0 0

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPETIEURE



14 H. GOLDSCHMIDT

pour m = k; on en tire la suite exacte
I+1 1 1 1+1
(18) 0"’gfn+1)—’gr(n)+1"’hr(nlr1“’hp(n )50

pour m = k. On vérifie facilement que le diagramme

0 — g1 P gl —— 0 —— BT 0
(19) ls s ls ls

0-T*RgI Vs T*RgP > T* WP > T* TP 50

est commutatif pour m > k.

m

m < k et N = 0 pour m < k. Considérons les fibrés gradués

Posons MY = g% pour m = k+1 et N = hD* pour m = k, et MY =0 pour

M(I) = @ Mg)s N(l) = @ Nt(rf)’

m=0 m2k+1
NO(-1)= @ NO(-1,,
mz0
ol N¥ est la composante de degré m de N¥ et N (—1),, = N¥_,. D’aprés le para-
graphe 2, M®, N® N® (—1) sont des ST-modules; la suite exacte (18) nous donne la
suite exacte

(20) 0 ND (1) 5N o MO 5 MY 0

de ST-modules gradués, oli les applications sont de degré zéro. Le ST-module M(" quotient
de ST ® E* est borné; en effet, comme MV est un fibré vectoriel pour tout m, le polyndme
de Hilbert de M{" est indépendant de x. D’aprés (16), on a N¥ = 0 et NV (—1) =0
pour / = I,. Démontrons que N est un ST-module borné par récurrence descendante
sur I C’est trivialement vrai pour / = [,. Si NU*D est un ST-module borné, alors
NU*+D (1) D’est aussi. Dans la suite exacte (20), les ST-modules N¢*V (—1), M®,
M@+ sont donc bornés; il en est donc de méme pour NV d’aprés le corollaire 1.

Considérons le diagramme commutatif -

0 0 0 0
l ! ! !
-8 -3 -3
080 —T*@g) — A T*QgM  —...o A"T*R3g4 .y =0
ls ls le ls
D D D
05 RP  —T*QAY >N T*RAY | ».. >N T*QAD_,,, -0
} m m-1 L mm-2 L mm-n
D D D
0—RP——T*QAL 5N T*QAY_ ,».. - A" T*R@2AD ,—0
! . ! . I . !
0—hP —T*QhP | - ANT*RhL , »...— AN"T*QhP., —0
! ! 1 l
0 0 0 0
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PROLONGEMENTS D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES 15

pour m = k+n. D’apreés la proposition 1, il existe un entier m; = k+n tel que la premiére
et la derniére ligne de ce diagramme soient exactes pour m = m, et / = 0. On déduit que

Ty

J, (D) Js (1)
j H 51— Hy 2

/

est un isomorphisme pour m = my, I 2 0. Pour / = l,, d’aprés le théoréme 1, H); 9 est
égale a la cohomologie de Spencer de I’équation différentielle R{)® = J, (E). De méme,
le diagramme (17) nous donne un isomorphisme

j» 1+1) =, (> ()
Hy == Hy s

pour m 2 my, ce qui montre que la cohomologie H/;“) est indépendante de / et de m,
pour / = 0 et m = m,. On obtient donc :

THEOREME 2. — Soit Ry, = J,,(E), I = 0, une famille d’équations différentielles.
Supposons que Ry, ;.1 < (Ryi)sq pour 1 =20 et que m o, : Ryyyrm— Ry, Soit de rang
constant pour I,m = 0. Alors il existe un entier m; = k+n tel que pour m = m, la coho-
mologie Hj,_; du complexe

D D D
0> Ry > T*R By >N T*Q Ry = ... > N'T*QR,y_, — 0

en NNT* ® R,_; soit isomorphe au groupe de cohomologie de Spencer H/ (R{Y) de
I’équation diﬁ’érentzjelle formellgment intégrable Rﬁn’g) < J,,, (E) donnée par le théoréme 1.
De plus m,_;:H)_;.— H, _; est un isomorphisme pour m = m;.

Nous avions démontré ce résultat lorsque R,,, = (R,); (proposition 8 de [2]).

Remarque. — Du fait que M® soit un ST-module borné et de la proposition 1, on voit
qu’il existe un entier my = k tel que la suite

d 1
0-g0 > T*®g,” > A’ T* ® g2,

soit exacte pour m = my. On en déduit, a I’aide de la surjectivité de =,, : R%) — R0
pour m = k et de linclusion RU9 < (R%), que (15) est vrai pour r = 1 (cf. § 5).
En fait, le théoréme de Cartan-Kuranishi se démontre par le méme raisonnement.

4. Cohomologie de Spencer et fibrations

Soit Y une variété différentiable de dimension m dont on note T\, le fibré tangent. Soient
p : X — Y une submersion surjective et V le sous-fibré intégrable de T = Ty des vecteurs
tangents aux fibres de p. Alors

P
0-VoTop 'Ty—0

est une suite exacte de fibrés vectoriels sur X. Soient E et F des fibrés vectoriels sur X et Y
respectivement et ¢ : E— F un morphisme de fibrés vectoriels sur p. On dira qu’une
section s de E sur U < X est o-projetable si ¢ s(a) = ¢ s(b), pour a, be U avec

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



16 H. GOLDSCHMIDT

p (a) = p (b). Alors la section ¢ s de F sur p (U), qui & y € p (U) fait correspondre o s (a),
ol ae U vérifie p (a) = y, est bien définie. On notera &, le faisceau de sections de E qui
sont @-projetables et J, (E; ) = J, (E) le fibré a fibre variable des k-jets de sections
de &,; si ¢ :E— p~ ' F est surjectif, c’est un fibré vectoriel. Si J, (F;Y) est le fibré
des k-jets de sections de F sur Y, on a une application

21 90 JL(E; 90— J(F;Y).

Si K est le noyau de ¢ : E— p~! F et si cette application est surjective, alors J, (K) est
le noyau de l’application (21).

Soit F; (E) = F; (E; 9) le sous-fibré a fibre variable de A T* ® E formé des éléments
ue AT* ® E tels que ¢ (u) appartienne & p* (A'T¥) A A T* ® F. On écrit
F/(E) = F{(E; ¢) = F;(E; ) n (A T*®E)
et on obtient une filtration décroissante de AT* ® E :

AT*QE=F,(E)>F,(E)>...2F,(E)>F,.,(E),

ol F§ (E) est le noyaude ¢ : E—F, et F,,, (E) = AT* ® F} (E), et F{ (E) = F/, , (E)
si j<i. On pose F;(E)=F,,,(E) si i =m+1.
On vérifie aisément que la suite

@) 0= FL(B) > i/ (B) > AV V* @ A' T ©x 9 ()= 0
est exacte pour j = 0, ou ¢ envoie u € Fi*/ (E) dans I’élément ¢ u de
ANV*@p ' (ANT{®F)
donné par la formule
(Qu)E A ... AE@MA... A =0 A ... AE;AN AL AY)

avec &, ...,§;€V, g, ...,m;eT et n=pMm)eTy, pour 1 £I/<i Si :E—F
est de rang constant, alors F:*/ (E) est un fibré vectoriel pour i, = 0.

Si ’application ¢ : E— p~! F est injective, alors F,,,; (E) = 0. Si E est le fibré trivial
de rang un sur X et si cette condition est vérifiée, on écrira F/ = FJ (E; ¢) et on notera p
Papplication Fi*/ — AJV* @, A'T¥; on vérifie facilement que
(23 p(@AB)=(a | A'V)ApB
pour a e A'T*, BeFi*/.

On note (A'T* ® &), le faisceau de sections ¢-projetables de Fi(E; ¢); on a une
application

9: ANT*®8),~>NTiRF.
La dérivée extérieure dy y le long des fibres de p est un opérateur différentiel d’ordre 1 :

dyyy 1 NV*@Fx-> N v*@ Fy,
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PROLONGEMENTS D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES 17

ol Fy désigne le faisceau de sections du fibré p™* F sur X. Siu est une section
de A’V*® p~ ! F sur X, alors pour yeY, la restriction de # & p~! () est une forme
différentielle de degré j & valeurs dans F, sur p~* (y) et la restriction de dy, u & p~' ()
est la dérivée extérieure de cette forme différentielle. Si & est une section de V, on écrit

E.u=<E dyyuy pour ue%Fy,

et ’on obtient la formule

CEA L. /\&j+1, dX/Yu>
j+1

= T (DM BB A AR A

=1

+ Y (DG BIAE A ABA L ABA L A, U

15k<lgj+1

pour &, ...,&;41 €7, ue NV ¥* ® Fy. On a la suite exacte
dx/y dx/y

24 0-p ' F o Fyx—V*Q@Fx—.. o NV*QFx— N V*QF—. ..,

oll & est le faisceau de sections de F sur Y. On voit donc que u € Fi (&; ¢) appartient
a (AN'T*® 6), si et seulement si dy,y (¢ u) = 0.

PROPOSITION 2. — On a d(F1) = Fi*! et le diagramme
d
971:+j__ Firitt
e e
ax/y

ANY*QNTHx— ANy * @ (N THx
est commutatif.
Nous omettrons la démonstration de cette proposition.

On considére I’application (21) et les sous-fibrés a fibre variable F; (J, (E; ¢); o) et
Fi{ (J, (E; 9); ¢) de AT* ® J, (E) et AV T* ® J, (E) que I’on note F;(E; ¢), et F/ (E; o),
respectivement. La suite exacte (22) nous donne la suite exacte

) . . . q’ . :
(25) 0 Fii{(E; o) = Fi"/(E; 0), » A/ V* @x (A'TY ® J (F; Y)).
PROPOSITION 3. — Si ¢ : E— p~ 1 F est surjectif, on a
(26) D(F/(¢; 9)) = FI*1(&; 0)e-1

et le diagramme
FIY (85 o) — A9 ® (A T2 @ T (F; V))x
@ v v ome
| ARART N0 N 5 NV * QN TR i1 (F; V)i
est commutatif.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE 3



18 H. GOLDSCHMIDT

Démonstration. — Montrons que
(28) D(F}+1(¢; 9)) = FiLi(6; -1
Puisque F/ , , (E; ), est engendré par les sections u de A’ T* ® J, (E) de la forme
u=00Q j/s),
ol o est une forme de degré j et s une section de E vérifiant ¢ s = 0. Puisque
Du = do ® ji-1(s),

d’aprés la formule (2), on a I’inclusion (28). Il reste a démontrer ’assertion (26) avec j = i
et la commutativité de (27), ce que 1’on fera simultanément par récurrence sur i.
D’abord (26) est vrai pour i = 0 puisque J, (E; ) = J,_, (E; ¢), pour k > 1. Vérifions
que (27) est commutatif pour i = 0. Si u est une section de A’ T* ® J, (E; ¢) de la forme

u=0Qj/s),

ou  est une section de A/ T* et s une section de &, alors on a d’aprés (2) et la propo-
sition 2 :

(29) ¢Du =p(dw) ® j, -1 (9ps) = (dX/Y PW) ® ji—1(s) = (dX/Y ®Mm_1)Qu.

Comme A/ T * ® J, (€; @) est engendré sur R par des sections de la forme v, on a
¢ D = (dy;y ® m_) 0. Si le diagramme (27) est commutatif pour i, d’aprés les suites
exactes (25), on voit que I’inclusion (26) est vraie pour i+1 et j = i. Il s’agit maintenant
de voir que (27) est commutatif pour i+ 1. Le faisceau F:{/*! (&; ¢), est engendré sur R
par les sections de AI*/*1T* ® J, (E; ¢) de la forme

u=0® j(s
et

ul = ml ®jk(sl)a

ol ® est une section de FiT{*', ®' une section de A'*/*!T*, et s, s des sections de &,
avec ¢ s’ = 0. On a d’aprés (2) et la proposition 2, les relations (29) et

@Du’ =0=(dg)y ®m—1)Qu’.
Donc ¢ D = (dy,y ® M) 0.
PROPOSITION 4. — Si ¢ : E— p~ ' F est surjectif, alors :

() Si ueFi(&;0) on a m_ uec(NT*QJ_(6;0), si et seulement si
DueFiI1(&; 0)_;-

(ii) Si ue (A'T* @ I, (€;9)), on a Due (A" T*® J,_, (6 9)), et
¢ Du =Dou.

Démonstration. — Du diagramme commutatif (27) avec j = O et de la suite exacte (26)
avec j = 1, on déduit que si u € F}(&; ¢), alors m,_; ue (A" T* @ J; (€; 9)), ou, ce qui
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est équivalent (dy,y ® m_;) @ u = 0, si et seulement si Due Fitl(&; @)—1, d’0u ().
Le faisceau (A' T* ® I, (6; 9)), est engendré sur R par les sections de A'T* ® I, (E; )
de la forme

u=p*o®ji(s)
et
u' = (DI ®Jk (sl)’
ol o est une section de A’ T§ sur un ouvert de Y et o’ une section de A* T* et s, s’ des
sections de &, sur un ouvert de X avec ¢ s = 0. D’aprés (2), on a
Du = p*do ® ji-1(5),
Du' = do' ® ji-1(s")

et
¢Du=do®ji-1(9s) =D(0®ji(¢s) =Dou,
oDu' =0=Dou/,
d’ou (ii).
De la proposition 4, (ii), on déduit 1’existence du diagramme commutatif
Jx D D . D
064> 363 9) > (T*®J-1(E; 9= . > (N T* @, _i(6; 9))p—- ..

(30) le le le le

Jx D D D

0->F 5T (F;Y) > TERL_(F;Y) >...o> AT ERT,_(F;Y)—. ..

dont la premiére ligne est un sous-complexe de (1); on verra plus tard que c’est en fait
une suite exacte.

Nous supposerons désormais que ¢ : E— p~ 1 F est surjectif. Soit R, = J, (E; ¢)
une équation différentielle d’ordre k dans E. Puisque J, (E; ) ; = J,., (E; 9), le -iéme
prolongement R, ., de R, est contenu dans J,,, (E; ¢). On définit

F{(Rk+l) = (AjT*® Res) 0 F{(E! O +15

FiRes) =(AT*®@Ry4) nFi(E; @iy
et
(Ajy*®=@k+l)q) = (Ajf*@ '@k+l)n(l\jg'* ® 311 (85 0))y

La premiére ligne de (30) nous donne par restriction un sous-complexe

D D D
(€29) 0- (ﬂk+z)¢‘“’ (9—* ® ‘%k+l—1)¢'—" . ~‘*(A]9—* ® g?k+l—j)q: ...

de (4), dont on note HJ (Ry);+,—; la cohomologie en (A/ T* ® Ay, ;),- On a évidemment
H(Op (R =H°(RY) pour [=0.

DEFINITION. — Une équation différentielle R, d’ordre k dans E est ¢-projetable (ou
projetable) si

() R, = J, (E; 0);

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



20 H. GOLDSCHMIDT

(ii) pour tout 1 = 0, Ry, est un fibré vectoriel ;

(iii) pour tout 1 = 0, il existe une équation différentielle R;,, = J,,,(F;Y) telle que
¢ (Rk+l,x) = RZH,p(x) pour tout x € X.

Supposons que R; soit @-projetable. Soit R;,, le noyau de ¢ : Ry, — R}, ,, qui est
donc un fibré vectoriel. Sous ces conditions, @ : (% 1)y, « — %y11, 5(x) €St surjectif pour
x e X et d’aprés la proposition 4, (i) on voit que

D(Zi41+0) T3 ® Bisy pour [z=0;
comme m,,;(R{,,,,) = R/,, ona
Ritie1 = R4 41 pour [=0.
Comme R; est un fibré vectoriel, on a

R =y K)n T (RY)
=J i (K)nJ T (KN (Ry)

=L+, (K)n ], (RY)
=R+
Le diagramme
0 0 0
! ! !
D D
0—Rhs1— T * @ Riy1-1—> . — N'"T*® Ry -y 0
! ! l
P D
(32) 0— (‘%k+l)q> -(7*® %k+1—1)¢ - >ANT*® '%k+l—n)¢p -0
le lo le
D D
0— By —— T Y@ Biyj-1— . . — N' Ty @ By _y—0
! ! : !
0 0 0

est commutatif et ses colonnes sont exactes. On pose R,,; = J, ., (E; 9) pour / <O,
de sorte que I’on a ici pour / < 0, R{,; = J, ., (F) et R, = J,.,; (K), ou K est le noyau
de 9 :E—F. Si H (R)/,,- ; est le groupe de cohomologie de la derniére ligne du
diagramme (32) en AV 7§ ® %/, ;, le diagramme (32) nous donne la suite exacte

(33) cee > Hj(R:'{)kH - Hi(Rk)k+l - Hj(Rk);:+z - H/*! (Rl’c)k+l—1 >

Si on prend R, = J, (E; ¢), alors Ry, = J, ., (K) et R, = J,,, (F;Y). L’exactitude
du complexe de Spencer (1) et de (33) nous montre que la premiére ligne du dia-
gramme (30) est exacte.

LEMME 5. — Si les applications my ., iRy ;01— Riyp Myt RY ., — Ry, sont de
rang constant pour I, r = 0, alors il existe un entier 1, = 0 tel que
Ttg * Hi(Rk)k+1+1 - pr(Rk)kH

soit un isomorphisme pour | = I,.
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Démonstration. — Le théoréme 2 de [2] et le théoréme 2 nous donnent l’existence
d’un entier /; = 0 tel que :

Tty * H Re+1+1 = H’ Rk+15
Terr 0 H Rgsr41 = H RY4ps

soient des isomorphismes pour / = /;. Du diagramme commutatif et exact

..o HT! Ri+1+2 Hj(RI::)k+l+1 - H:;(Rk)k+l+1 - Hj(Rk);c’+l+1 BERE
l"k+l+1 l“k-ﬁ-l l"k-l-l l”k*"l
..o H/T Rk 41+1— H Ry, — H:)(Rk)kﬁ‘_’ H/ R+ —- ..

on déduit le résultat voulu.

Remarque. — On peut remplacer dans ce lemme I’hypothése «m, .;: R}, ., — Ri,,
est de rang constant pour /, » = 0» par « R, = (Ry),; et m; : R, = R/, est
de rang constant pour / = 0 ».

La suite exacte
0> AIT* ®R;,— F::+j(Rk+l) - Féﬁ ®xRi4; =0

nous montre que les F} (R, ) sont des fibrés vectoriels.
Posons
Zb (), = {ueFi* (&,) | DueFi5i* (#,-))}.

Si r <0, ona Z:(#), =F.*/(2,). Posons
B2 (), = Z2 (R (ZEE 3 (R, + DZIZ I "2 (R),4),
Alors E57(2,), est isomorphe au faisceau de sections de
E5I(Ry), = FI* (R,)/FLL{ (R)).
D’aprés la suite exacte (22), on a un isomorphisme canonique
(34) E57(Ry), = ATV* @x (A'TS ® R)).
L’opérateur D, d’aprés la proposition 3, induit un opérateur différentiel
D: Fy#,)-Fi(&,-))

et donc un opérateur différentiel

do : Egj(gzk)p - E% it ('%k)p—l
qui est égal a dx,/v ® m,_; en employant les isomorphismes (34). Le faisceau

Ei (%0, = Z5 7 (R),[Fii} (2,)+ DF 7 (By41)

est isomorphe a la cohomologie du complexe

do

do s e
E:'j it ('%k)p+ 17> Ez)’ J(‘(%k)p - EB i (‘%k)p— 1
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On a une application

Ty i EP (R, B (R)p-1
Pour j > 0, I’application

np—Z : Ei’j(%k)p - Ell, j('%k)p—z
est I’application nulle. En effet, siue AV ¥* @ (A' T ® R, _5)x est de la forme m,_, v’
avec ' e NN V* @ (AT % ® &)y et (dyy ® m,—;)u’ =0, on peut écrire, grice A la
suite exacte, (24) u = (dy;y ® T,_,) v, avec ve AV V* Q@ (A'T§ ® Z,_,)x. Donc
pour j >0 on a

(35) npzi,j(%k)p+2 = Fii:{('%p)+DFii+j_1(*%p+ -
THEOREME 3. — Supposons que ¢ : E — p~' F soit surjectif. Soit R, = J, (E) une équa-
tion différentielle @-projetable.

(i) Simey; i Ripiy1 — Ryy, est de rang constant pour | = 0, il existe un entier py = k
tel que I’application

(36) H} Ry, ~> H'(R)),
soit surjective pour p = p,.

(i) Simey; :Ripyp1 — Riyp msy t Ri . — Ry, sont de rang constant pour I, r = 0,
alors il existe un entier p, = k tel que I’application (36) soit injective pour p 2 p,.

(iii) Avec les hypotheses de (i) et (ii), il existe un entier p, = k tel que
H{;; (Rk)p ~ H/ Ry
et tel que I'on ait une suite exacte
(37) s HTYRYY L > H/ (R > H/(RY) > HI (R, —. ...

pour p 2 p,.
(v) Si mey Ry = Rigy M PRy = Ruys Tewy PR, — R, sont de
rang constant pour I, r = 0, alors il existe des entiers my, my = k, ly = 0 donnés par les

théorémes 1 et 2 tels que les équations différentielles R\ = J, (K), R4 = J (F;Y)
soient formellement intégrables et vérifient

H’(R}) ~ H/ (R,%),
H/(R,),; =~ H/ (RS
pour p = m, et tels que I’on ait une suite exacte
(38) o= B R S HI(RY) » H/ (R » HFT R >

Démonstration. — (i) Soit py = k un entier tel que m, : H/ (Ry),+; — H/ (R,), soit
un isomorphisme pour p = p,. Prenons p = p,,j > Oet ue A/ T* ® %, avec Du = 0;
il existe donc ' € AV T* @ R,42;+, tel que Du’ = O et m,u" = u. D’aprés (35), on peut
écrire :

Ty =v+Duw,
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o ve FJ (Zy41) et weA ' T*® R,,,, avec Dp = 0. La proposition 4, (i), nous dit
que m,ve (A T* @ A,),. On a donc

u= 1'cl,v+Drcl,+1 w,
ce qu’il fallait montrer.

(ii) Soit p; = k+I;+2n—1, ou /; = 0 est Ientier donné par le lemme 5. Prenons
pZk+l, j>0 et ue(NNIT*Q Ryi25-1), Vérifiant Du =0 et u=Dv avec
ve AT T* Q@ R, ;. 11 s°agit de montrer que la classe de cohomologie [u] € H) (#4421
de u est nulle. D’aprés (35) il existe we FIZ] (#,.,), w e N >T* Q@ R,., tels que

Ty =w+Dw'.
Pour j = 1, on prendra ici w = v et w’ = 0. Alors
Dw="m,,;ue(ANT*Q &, 1)y
Donc, d’aprés la proposition 4, (i), on a
T WeN ' T*Q Rpir)y
et la classe de m,u dans H{; (#)), est nulle. Donc [u] = 0 d’aprés le lemme 5.
(iii) Soit p, un entier = sup (po, p;) tel que
H(R)), ~ H' (R},
H’ (Rk)p ~ H’/(Ry)
pour p = p,—n. La suite exacte (33), (i) et (ii) nous donnent le résultat voulu.

(iv) Les théorémes 1 et 2 et la suite exacte (37) nous donnent les conclusions de (iv).

Remarques. — (i) On peut remplacer I’hypothése «m,,; :R},,,,— Ry, est de rang

constant pour /, r = 0» par « R{,; = (R});, et ., : R, — Ry, est de rang constant
pour / = 0».

(ii) Si X, Y sont des variétés analytiques réelles, E, F des fibrés vectoriels analytiques
¢ :E—F, p:X—Y des applications analytiques, et R, une équation différentielle ana-
lytique, et si I’on considére les groupes de cohomologie de Spencer HZ obtenus & partir
des sections analytiques des fibrés, alors H, (R{!?) = 0 et la suite exacte (38) nous montre
que I’application

o H(?) (Rk)x - Hg (R::l((f()))p (x)

est surjective pour tout xe X.

5. Des exemples

Supposons que ¢ : E— p~! F soit surjectif et de noyau K. Fixons x € X; notons pour
le moment T*, T§, E, F, K les fibres de ces fibrés vectoriels en x ou en p (x), et consi-
dérons T¥ comme un sous-espace de T* via l’inclusion p*. Soit

ANT*Q@S*T*®E), = (A'T*® S*T* @ K) +(A' T ® S* T ® E),
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le sous-espace de A’ T* ® S* T* ® E, de sorte que ’on a des suites exactes

. . (P
0-AT*QS'T*QK > (A T* Q@ S* T*® E), » A T{ @ S“ T @ F - 0
telles que le diagramme

0 0

i . !
ST*@ K —-T*® S 'T*®K

! . !

(S*T*®B),~» (T*® S ' T*® B),

leo le
s"T$®F—:T$®s"‘1T;“®F

! !

0 0

soit commutatif.

Soit g, un sous-espace de S* T* ® E; notons (g;),;, le premier prolongement de g,
le sous-espace de S¥*!' T* ® E tel que 8 ((g)+1) = T* ® g, et tel que la suite

0—’(gk)+1—S’T*®gkiA2T*®Sk_lT*®E
soit exacte. On a (S**'T* ® E), = ((S* T* ® E),)4;. Si g est un sous-espace de
(S*T*® E),, on pose g, =(S*T*®K)nge et g =o(g) = S*Ty®F.
Fixons k 2 1; pour tout / > 0, soit g, un sous-espace de (S**! T* ® E),. Supposons
que g 4141 < (8+)+1, pour I = 0 et posons g,_; = (S*7' T* ® E),, pour / > 0. Alors
Givrr1 © (@aDd+1 €t &lhnr < (&4)+1> OU (gh4) 41 © Skt T{ ® F. Le diagramme

0 0 0 0
! S ! !
5 5 5
0 ghs1+1 - T* ® g+ A*T* ® Zsi-1 - A>T* ® gr+1-2
! i) ! i)
5 5 5
(39) 0= grsr41 "’T*®gk+t—’ AZT*®gk+l—1 - AsT*®gk+l—2
! ! i)
5 5
0 gisre1— T*®gllc,+l - A?T* ® gr+1-1
! ! l
0 0 0

est commutatif et ses colonnes sont exactes. On note H(g');4,+1-; la cohomologie de
la premiére ligne en A'T* ® g;,,41-; €t H (&)+1+1-; la cohomologie de la seconde
ligne en A'T* ® gri141-s
D’abord, nous avons le lemme suivant dont nous laissons la démonstration au lecteur.
LEMME 6. — Pour k =1 :
Sk+1T$ — (T* ® Sk T¢) A Sk+1T*,
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oit SK*1TE, SK*1T* er T* @ S* T3 sont considérés comme des sous-espaces de T* ® S* T*,
les deux premiers grdce aux applications injectives & :S**'T¥—>Ti® SKTE et
8 S T* o T* @ SFT*.

Le diagramme commutatif
s s
n

0- g1 —’T§(k®gllc'+z - 1\2T$®gk+l—1
! ! !

5 5
0 g1 — T*® g1 A*T* ® 8r+1-1

nous donne une application de la cohomologie H' (g”),,, de la premiére ligne en T§ ® gy,
dans celle de la seconde en T* ® gy, ,. Le lemme 6 implique que cette application, qui est
visiblement injective, est en fait un isomorphisme. En effet, si ue T* ® g;,, satisfait
a du = 0, alors

ue(T*@S*"'"TEQF) N3 (S ' T*® F),

d’olt u = v, avec ve S*"'*1 T§ ® F. Donc v appartient & (gy, )+, et ue Ty ® g1,
avec du = 0. Le diagramme (39) nous donne donc

LEMME 7. — Pour | = 0, on a une suite exacte

0-H' &+~ H' (@k+1— H' @&+~ Hz(g’)k+l—l'

On a giyi41 = (8+1)+1 sl €t SCUI?ment si H' ()41 = 05 8i erra1 = (8k41)+1 POUT
tout / = 0, on écrira H (g)r4+; = H ()41

COROLLAIRE 2. — Si g, ;pq = (84 )+1 €f H? (8)ks1-1 = 0, alors gei1v1 = (8k+D)+1
si et seulement si g/, 1 = (& +D+1-

Si 'on prend g, = (8**'T* ® E),, alors g;,, =S*"'T*®@K et g/, =S*"'"T{ ® F.
Dot H' (g1 = H? (&)41-1 = H' (") =0 pour /20 et

COROLLAIRE 3. — Pour k 2 1, ($**' T* ® E), = ((*T* ® E)p)+ 1.
Revenons maintenant aux fibrés sur X et Y. On a donc un sous-fibré (S* T* ® E),
de S*T* ® E tel que le diagramme

0 0
) i)
L4
(S*T*®E), » S TY®F
le le
[
Je(E; @) — J (F; Y)
lnk_l l"k—[
L]
Je-1(E;0) = J, 1 (F; Y)
! )
0 0

soit commutatif et exact.
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Nous montrons maintenant comment on peut obtenir des équations différentielles
vérifiant les hypothéses du théoréme 3.

PROPOSITION 5. — Supposons que ¢ : E — p~ ! F soit surjectif. Soient R, ,, = J, ., (E; ¢),
Ri,, © 3,1 (F;Y) des équations différentielles pour [ = 0.

(i) Supposons que @ (Ryyy,x) = Ry, oy pour 1 =0 et tout xeX. Soient
R, © Ny (K) Péquation différentielle noyau de ¢ : R, — R}, et g = S*T*® K
le noyau de m, : R, — J,_y (K). Alors si Ryij11 < Res)sr, 00 a

‘ Ritir1 © Rixds1s
? Rit1+1 < RE D 41-

Si Repr1 © Ry i1 Riyy = R4y ef H* (g)is -1 = 0 pour tout 1 2 0 et si R est
formellement intégrable et @, : R, — J,_; (K) est surjectif, alors R, est formellement inté-
grable et R, = (Ry),; pour tout ] = 0 si et seulement si R est formellement intégrable
et R, = (R});; pour tout 1 = 0.

(i) Si Ry p1 © (RE Dy et si Ry < 3y (E; @) est Pimage inverse de R),, par
Papplication ¢ : Ji 1y (E; @) = Vi (F5Y) pour tout 1 2 0, alors ¢ (Riy;, ) = Ry 10
pour tout xeX et Ry ;11 = RiyD+1- De plus, R, est formellement intégrable et
Riyi = (R, pour tout 120 si et seulement si R] est formellement intégrable et
R, = (R)) 4, pour tout 1 = 0.

(40)

Démonstration. — (i) Si Ry;,41 = (Rey )41, des suites exactes

®
(41) 0 - '%;, x> ('%p)w, x> (‘%;)p(x) - 0
(p =k et xeX) et de la proposition 4, (ii), on déduit (40). Ecrivons R}, =73, (K),
R, =17J,(E;0), R, = J,(F; Y) pour p < k. Notons g/, g,, g, les sous-fibrés a fibre variable
de SPT*® K, (S?T*® E)q,, S?T{ ® F noyaux de =, : R’p—vR’p_l, n,:R,—R,_,,
T, : R, — R _,; respectivement. Des suites exactes
9

0->R,>R,»p 'R;>0

et de la surjectivité de m,,, : Ry, > R}, ,_, pour / = 0, on déduit I’exactitude de la suite
®
0-g,>g,—p 'g,—0

pour p = k. Supposons que Ry, ;41 = (Riy )15 @lors gy vy < (8i+1)+1 et le diagramme

0 0

! 1
0= grrr+1 = (Guad) 41

le le
0o Ryppir = Res)rs

l"k+l l"k'*l

0— Ry — Ry —0

est commutatif et exact. Si m,,,:R,,;, — Ry, est surjectif, on voit donc que
Risir1 = (Ryp)4q si et seulement si goi;41 = (ge+)+1. Donc R, est formellement
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intégrable et R,,, = (R),; pour / =0 si et seulement si Ry,;;; < (Rey)sss
Grii+1 = (@)1 ety t Ry 1 — Ry est surjectif pour tout / = 0. On a évidemment
des critéres analogues pour les R;,, et les Ry, ,. Si m,, : R, ,.; — R}, est surjectif,
alors mey, @ Ryyppq — Ryy, est surjectif si et seulement si m,., : Ry, — R/, est
surjectif. Le résultat suit maintenant grice au corollaire 2.

(ii) Sous ces hypothéses, on a R, = J;,, (K) pour tout / et g; = S* T* ® K. D’aprés
la proposition 4, (ii) et I’exactitude de (41), on a R, ;,; = (R, ) +. On voit facilement
que les autres conditions de (i) sont remplies et alors (i) implique (ii).

Sous les hypothéses de (i), si R, est formellement intégrable et R, ., = (R,),, pour/ = 0,
le théoréme 3 et la suite exacte (38) nous donnent une suite exacte

...oH®R)-HRY)-H®R)->H"R)-....

En particulier, si les hypothéses de (ii) sont aussi vérifiées, ona H® (R}) = o et H/ (R}) = 0
pour j > 0. Si ¢ : E— p~ ! F est un isomorphisme, alors ¢ : J, (E; 9) — p~ ! J, (F; Y)
I’est aussi et on a des isomorphismes

Hj (Rk)x l) Hj (RZ)p(x)
pour j = 0 et tout xe X.
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