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APPLICATION
DE LA

FLEXION CIRCULAIRE DES LAMES ÉLASTIQUES
AU TRACÉ DES ARCS DE CERCLE,

PAR M. H. RESAL,
MEMBlUS DE L I N S T I T U T .

Quelles que soient les conditions auxquelles doit satisfaire le tracé
d'un arc de cercle, on peut toujours, soit graphiquement, soit par le
calcul, fixer la position de trois points par lesquels on est ramené à
faire passer cet arc.

Mais si le rayon est très-grand et la corde relativement petite, la dé-
termination du centre laisse à désirer au point de vue de l'exactitude;
il faut , en effet, avoir à sa disposition une table de dessin d'une grande
étendue; de plus, l'intersection des perpendiculaires, menées aux mi-
lieux de deux cordes, ne donne qu'approximativement la position du
centre, position que l'on ne fixe définitivement qu'à la suite de tâton-
nements plus ou moins longs et fort ennuyeux. Enfin l'emploi de
compas de grandes dimensions, ou de règles à pivot munies d^un
crayon ou d'un tire-ligne, laisse aussi à désirer sous le rapport de la
précision. C'est ce qui explique pourquoi, dans la confection des map-
pemondes, on trace par points les parallèles voisins de l'équateur et la
plupart des méridiens.

M. Tchébychef, si je ne me trompe, a eu le premier l'idée d'éluder
ces difficultés en construisant un instrument qui se compose en prin-
cipe d'une lame élastique; un mécanisme particulier permet de faire
fléchir cette lame de telle manière que, quelle que soit la flèche, son
profil ait (suivant M. Tchébychef) huit points communs avec un arc de
cercte auquel on peut substituer ce profil par approximation.
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Si une lame élastique est encastrée par ses extrémités dans deux
pièces mobiles à volonté autour de deux axes fixes parallèles, il est
facile de voir qu'en faisant tourner en sens inverse ces encastrements
d'un même angle, le profil de la lame affectera la forme d'un arc de
cercle; car, en raison de la symétrie, les encastrements ne donnent
lieu qu'à des couples égaux et de sens contraire.

I/instrument représenté par la jig. i réalise à très-peu près cette
conception théorique.

Fig. T.

Chacun des encastrements de la lame est formé d^une traverse hori-
zontale CC' pouvant tourner autour d'un axe vertical U; au-dessous de
cette traverse, vers ses extrémités et à égale distance de l'axe U, se trou-
vent deux roulettes identiques dont les axes sont verticaux. On en-
gage la lame entre les quatre roulettes après avoir réglé la position
relative des encastrements, comme nous Fincliquerons plus loin. Les
axes U sont maintenus dans une pièce horizontale AA, au-dessous de
laquelle se trouvent les encastrements, et qui repose sur trois pieds.
Aux extrémités supérieures de ces axes sont adaptées deux rones
dentées identiques B, B, engrenant avec une vis sans fin VV dont l'axe
passe entre les deux roues et au moyen de laquelle on fait fléchir la
lame.

Les guides de la vis sans fin sont maintenus sur le support ÂA par
des vis de pression qui permettent de la désembrayer lorsque Fon veut
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régler la position des encastrements avant la mise en place de la lame;
il suffit, à cet effet, de faire en sorte que les quatre galets soient tan-
gents à une règle disposée en conséquence; on engrène ensuite la vis
sans fin, puis on serre les vis de pression.

Si l'angle formé par les rayons des roulettes intérieures menés en
leurs points de contact avec la lame ne dépasse pas une certaine limite,
la courbure des portions de la lame comprises entre les deux couples
de roulettes est très-faible e"t peut être négligée, ce qui revient à con-
sidérer le profil de chacune de ces portions comme se confondant avec
la tangente commune aux profils des roulettes correspondantes.

Si l'on fait abstraction du frottement, les réactions sur la lame des
deux roulettes extérieures, comme celles des roulettes intérieures, sont
normales et égales entre elles en vertu de la symétrie. Les réactions
d'un couple de roulettes étant censées parallèle^ entre elles, d'après
ce que nous avons dit plus haut, sont de sens contraire et ont néces-
sairement la même valeur; car autrement les réactions des quatre
roulettes auraient une résultante qui ne ferait équilibre à aucune force
extérieure. On voit donc que, au degré d^approximation convenu, les
réactions des roulettes forment aux extrémités de la lame deux cou-
ples identiques de sens contraire, et que, par suite, le profil de la lame
est circulaire entre les roulettes intérieures.

Nous allons chercher maintenant à pousser plus loin l 'approximation^
en déterminant les modifications apportées à la forme circulaire par la
courbure de la lame dans les encastrements, puis par les frottements.

i° Influence de la courbure de la lame dans les encastrements. —
L^-fig. a représente la section faite par le plan perpendiculaire aux
axes des roulettes qui contient la fibre moyenne de la lame.

Soient
p, le moment d^élasticité de la lame;
Co, Ci les centres des roulettes intérieure et extérieure de l'un des en-

castrements;
AO, Ai les points de contact de celle de leurs tangentes intérieures avec

laquelle la lame viendrait coïncider en faisant tourner dans un sens
convenable la roulette C< autour du centre Co;

Oo, a^ les points de contact de la lame avec les roulettes Co et C^ ;
Annales de l'École Normale. 2e Série. Tome IV« ^5
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/ la longueur connue A o ? Ai ;
R le rayon de chacune des roulettes;
fxN, la réaction de la roulette C, sur la lame dirigée suivant G» a, en

nésdiseant le frottement;
0 0

5o, £^ les angles Ao Co <%o» Ai C^ <^.
î^. 2.

.'C' l/
••T— .4-'

V

Nous prendrons le point Ao pour origine des coordonnées, la direc-
tion de Ao A, pour celle de l'axe des oc, et le prolongement au delà
de Ao d e C o A o pour partie positive de l'axe des y. Nous désignerons
par D , a le rayon de courbure et l'inclinaison de la tangente sur Ao^
au point m du profil ̂  Oo dont les coordonnées sont oc etj.

On a
.r==—Rsineo, 7==--R(i—coseo), a== £0, pour le point ^o,
^ = = Z — R s i n e i , y== R ( i — cossi), « == - ei. pour le point a,,

et l'équation de la portion âo^ de la lame élastique est

i ==Nt cos5i ^-~ Rsinsi—^) -+- Ni sinêi [7 — R ( x — cos£i )].
P

Comme a décroît constamment à partir de è^ nous devons prendre
1 .== _ f^, ̂  étant l'élément d'arc, d'oùfp ds

(i) - ^==Ni{(Z-Rs inÊt -^ )cos£ .4 - (y—R[î -coS£i ] s ine , | .
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Si Fon difïérentie cette équation en remarquant que cosa=:-^?
d'vsina == /-5 on obtient la suivante :

rf2^ -, / ,
-y^-==Ni cos(a -4-61).

Multipliant par c?a, intégrant et remarquant que l'équation (i) donne
doc i . . ,,- === o pour le point a^ ou pour a = — s,,, on trouve

, ^ l da2 — . , .
(^) - , . = N . s m ( a 4 - £ , ) ,2 dsï

d'où

par suite

^==-

c/̂ : :

dy=~

i rfa
\/2. Ni \/sin(a --h- Si

i ces a dos.
</2Nt \/sin(a -h £1)

i sin a rfa
^/2 Ni ^/sin(a -d- £ 1 )

Si l'on intègre ces dernières équations entre les points <a?o eta^ on ob-
tient les suivantes :

(3)

, „. , . . . T F60 cosy.dcc< ~ - n ( s i n 5 ( — s m e o ) ==-,==1 ( —======—". ->
yaNi J—.^ \/sin(a 4- £ i )

ï /beo sinarfa
K ( 2 — C O S £ , — C O S £ o ) = = — — ^ 1 ——==-===

^Ni J—^ v8111^ "^ e l )

qui permettront de déterminer éo et $1 en fonction de N < . Si on les
ajoute après les avoir multipliées respectivement par sins^ et coss^
puis par cose^ et ~ sinsi, on trouve

(4)
^sîne, — % R | cos2^0-'^ — cose, ]==——— f 0 ^sm^-hel)' da,^sîne, — % R | cos2^0-'^ — cose, ]==———L 2 J v^Ni

' „ - . - . . . . a
<T~

t

L 2 J v^NiJ—^

?cos£i + R [ s i n ( £ o + £ i ) — 2smsi]= ——=\/sin(6o - + - £ > ) ?V a N i
. -25.



ÎC)6 H. BESAL.

et. la solution du problème ne dépend que d'une intégrale elliptique de
seconde espèce.

Supposons que £o et ^, par suite a, soient assez petits pour que nous
puissions en négliger, devant l'unité, les puissances supérieures à la
seconde, nous aurons

/>£(, ___________________________ /t £g ? _____________ , _5_-g • '

/ ^sin^-h £i)ûfa== \ \\/oc+£t——(ûc+e,)2

J—e, J—e,L I2 J

=|(^+£tf[ï~^(£o-l-£02].

^/sin(6o+€<~) === \/^ -+- e. ï — ̂  (eo -4- Ê. )2 ?

et dans ces valeurs nous pourrons négliger les termes du second ordre,
non-seulement parce qu'ils sont déjà supposés petits, mais encore parce
qu'ils sont affectés de petits coefficients; il vient ainsi

^(x~^;)»R[s^^^.)-]=^(^^^^^

,(,-^Kl(,.4-^J_.,(,_^,^^
(5)

Si nous négligeons maintenant les termes du second ordre et si nous
admettons que R soit assez petit pour que l'on puisse considérer les
rapports -f, —e ̂  £1 ) comme étant de cet ordre de grandeur, nous
aurons

(6)

d'où

(7)

'^S^^^^^^6-7

l==———\/e^+7,;
V2Ni

£» == 3 £(,

•Ni/^ôe,.

Si l'on désigne par ^No la réaction delà roulette C<> et si l'on trans-
porte les forces/xN<, p. No parallèlement à elles-mêmes au point A»,
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on reconnaît, en continuant l'approximation ci-dessus, qu'elles se rédui-
sent à

i° Une force Y == ^.(No — N,), dirigée suivant Agj';
2° Une force X= — ^ . (No£o-<-N, 61), dirigée suivant Ao^- ;

3° Un couple ^N( /=-=

Soient

6^LÊ(

~T""

S le sommet de la portion de la lame comprise entre les roulettes inté-
rieures ;

Io, Ï, les intersections de la normale en ce point avec les prolongements
de OoCo et<^ G( ;

a la longueur Ao Io et y l'angle Ao IS qui sont considérés comme des
données de la question.
Pour déterminer la forme de la courbe a^S, prenons respectivement

pour axes des x' et des y la tangente et la normale en S.
Les deux groupes de forces Y et X se faisant équilibre sur la lame

entre les deux roulettes intérieures, on a, en projetant surSIo,

(a] ( N i — N o ) c o s y == (N060+Nie i ) s in y,

d'où
N^N^.1^^"6^,ï + 2£i tangcp
Y _ S N i C i t a n g y _ i S e î t a n g c p
[j. i -•{- 261 lang<p "" ^(i -t- 2£ i langq?)

ï—^—^^iL— —^ __l8.6?___
p. i + 21 £1 tang (p ~~" Z2 (i -\- 2£i tangcp}

Les composantes des forces /JLN^ ^-No parallèles aux axes Sy, Sa?', ab-
straction faite du facteur ^, ont, par suite, pour expressions

y,_ ^sj^siny — cos^)
/2 ( x + 2 £iiang9)

ï S e 2 -
(8)

X^ /1 [cos 9 ( i -+- 2 Êi lang y )]

Si donc nous désignons pary^ l'ordonnée du point Ao et par y l'angle
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que forme la tangente au point (</) avecSo^? nous aurons

(9) ^ = T(asmv - ̂ ) - X^/o -y) ̂  6^.

On tire de là
—.Ï == X7 sin y — Y'cosy,cis

et, en multipliant par d^ et intégrant,

(10) ^ ^2 ==----X'cos y—Y's in y 4-C,

C étant une constante que l'on déterminera en exprimant que les équa-
dstiens (9) et (10) donnent la même valeur de -j- pour le point S ou pour

x' == o, y = o, 7 = o ; d'où? en remarquant que X', Y' sont du second
ordre,

C=X' -4- ^ (ï ^siny -XY, -l- ^y^X'+xS^.
2 \ A / t

L'équation (10) devient, en y remplaçant X^ Y'y C par leurs valeurs et
désignant par p le rayon de courbure,

-L

[ ( ^ _ cosv')"!2

sin y ( cos y •— sin 9 ) — •——-—-u |1 _ ^7 -^ ^61 „„__—____L-___cosy 1
p ^ / ' i - h a c i t a n g y J

Pour que le profil Oo S dliïère peu d'un arc de cercle, il faut que, entre
y == o et 7 == y — s ou 7 ===<p, le second terme entre parenthèses, nul
avec 7, reste une petite fraction; en admettant qu'il en soit ainsi, sauf
à déterminer ultérieurement les conditions qui doivent être remplies
à cet effet, on peut prendre

| sin y ( cos 9 — sin 9 ) -— ^———^.1 |T __ dy_6si j ^ r ' v ' T / cosy |
p ds l L. 2 i-l- 2 Si tangcp J9

d'où

, | s i n y f c o s c p — s î n o ) — • i — — — — / / |/ , ds | i ' * T ï / cosy |
I I ) p =: — l --. - ——————————————————————————-î-—— | .' dy | -3s i"4-2 61 tangcp J



APPLICATION ÛE LA FLEXION C I R C O L A i n E DES LAMES ÉLASTIQUES, 199

Soit

[ , , , . y—s'my"]

L Ç d = ^ i- l̂it00^ "l81^^
¥ Jo p ? ~~" 6 £1 x ~ ' '"" 2 ? ("ï + 2 £i tang y ) J

( l 3 ) '6== "~ I p i^w —— /„ g JL . - . -—. . -———.-——__. . . . . .
yJo bei L 2 y ( ï + 2 £ i t a n g y )

le rayon de courbure moyen; nous aurons

p — ^_ i r ( i — c o s ( p ) ( c o s y — s i n y ) , tan g 9
x- '~~ 2 ( 14- a ̂  tang 9) L ' " ? ' y

( ï3) i . / . , i — cosy~]— — sin y ( cos co — sin <p ) -i- —cosy ' ' ' coso J

Posons
( i -— cosy)y? == sin y ( ces y — sin y cos y

Supposons d'abord que y soit inférieur à 45 degrés; si l'on fait croître y
a partir de zéro, ^ d'abord nul croîtra, puis décroîtra et s'annulera pour
la valeur de y donnée par l 'équation

•y
tang1- := cosy (cosy — siny).

Cette valeur ne correspond à un point de l'arc a^ S que si elle est in-
férieure à y — £ o ? ûu si l'on veut à y, ce qui n'a lieu que si y est au moins
égal a 3s degrés environ. Le maximum ^ correspondra à la valeur de y
donnée par

tangy==: cosy (cos y — siny),

et ne sera admissible que si cette équation donne pour y une valeur
au plus égale à y, ce qui suppose que ce dernier angle ne soit pas in-
férieur à 24° sS'. Ce maximum sera

y/ ̂  —— [ ̂ /7T- cos^y (cos^— si1[Ty~)'2 — i].

Pour de plus grandes valeurs de y, celle de ri deviendra négative, et sa
plus grande valeur absolue correspondra à y -==: y et sera

/ / , . / . , ( i — - cosy)( 14 ) sin y ( sin y — cos y ) -î~ -——•—— ^
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il est facile de reconnaître que, entre y === 24°25' et y = 45°, elle est su-
périeure au maximum -y/.

Si y< 24° 25', la plus grande valeur de ^ sera donnée par l'expres-
sion (i4) changée de signe; la même expression donne la plus grande
valeur de —^ pour y > 45°, limite a partir dé laquelle ri reste con-
stamment négatif.

Il résulte de cette discussion que la plus grande valeur absolue du
rapport ( i3) correspond à 7== y et qu'il croît avec y. Cette valeur est

i f • , / i - — c o s c p . \ tan^cp ~]————————r (cosy — s in<p) ————'- — smç ) -h- —D-)- — i •
2( i - i -2e , t angy) L \ • ? 7 9 J

En y faisant
„ o,345<p=6o% on trouve ,^3^0^

Q •== 5o°,

9 == 45°,

<p==4o%

<p=3o°,

0,209
i4- 2,38ei

o, i36
1+2 E i 5

0,083

I~{- 1 ,6761

o,oo4
i 4~ i , 55 f f i

On voit, d'après ce tableau, que pour que l'instrument que nous élu-
dions donne un tracé suffisamment exact, il faut que rangle a<p des nor-
males aux extrémités de la partie utile de la lame ne dépasse pas 80 de-
grés, comme nous le supposerons dorénavant; mais alors, en raison du
degré d'approximation adopté, nous pouvons négliger 2^ tangy devant
l'unité, et les équations (11) et (12) se réduisent respectivement aux
suivantes :
, / v ds î r . , . , ( j t — c o s e p H )(n') p ===—== î — - smy(cos9 — s incp)— ^————•t-/ 9t dy ^L t cosy J )

(12^) ï,:^— I—-L (î-. cosy ) (coscp— s în®)— ? ^ - s m 9 ^^b£i 29 L' •" T T / coscp J j

II nous reste maintenant à déterminer la valeur de C correspondant
à un angle y donné.
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Nous avons dx' === dscos^, dy1 = cfesmy, et en remplaçant ds par
sa valeur donnée par Inéquation ( i i ^ ) , puis intégrant entre les limiteso
et y, on trouve

, l F . siny ( cos®—sinç ) . y sinayl.'=^[smy-^-i-^——îl^y-4-^+-g-7J,

, r sm'7 . . , 1, < | . , y a i . , y , . . (cos (P — sin cp) . |
^-^L^^^œ^-r111^^0089"51^^ 8——"^^J"

II ne faudra pas perdre de vue que dans chacune de ces expressions
l'ensemble des termes qui suivent le premier est de l'ordre de r\.

Pour le point Oo? on ,"a, aux termes du second ordre près en ^ et^,
en désignant par^ l'abscisse du point Ao,

x ' == x\, y =:/y, y =: 9 — go == 9 — 2 Si;

et, par la substitution de ces valeurs, les deux équations précédentes
permettront de déterminera etjo; mais il nous suffit de considérer
seulement la première, qui fait connaître £ < , la seule quantité qui entre
dans l'expression de p. En négligeant les termes de l'ordre r^, on
trouve

( i \ /cosç»—sinç\ . „ cp sinaîpsin cp ï — ——— ) — ——J———1 sin2 © -!- 7—'— -î- ——'
^ ^ ̂  __I...,...^.,,,,,2^0^^^^^^^_4 / ' 4 0 0 8 9 8 .

— 4- 2 COS 9

Soient 0 l'angle dont on a fait tourner les porte-roulettes, ou l'incli-
naison de la droite C< Co sur Sx'\ oo l'angle connu que forme Ci Co avec
Ai Ao; on a

<p — co == 90° — ^,
d'où
(16) 9 == 90° + oo—0.

Si û? est la distance connue, à Sy, de Faxe de chaque porte-rou-
lettes, on aura

cl == - cos (0 + &>) -4- oc\,

Annales de V École Normale. '2e Série. Tome IV, ^6
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d'Où

( ï7 )
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3c\ ==d— -cos(0-t- co)

Si l'on met les formules (i^) et ( i5) sous la forme

(i0 ^ = H - ^ (ly) £1==—^—.
£1 ^o , i >

——— H- IL)

on a
H=o,i6o9, A=03i692, B===i ,969 poury=: io 0 ,

o,i58i, o,3326, 1,819 » 20°,
0,1637, o^?20? ï,';33 » 3o°,
0,1719, 0,5574? i,532 » 4û0-

»'.•
A l'aide de ces données et des formules (ï^), (i5'), (16), (17) , il

sera facile de construire pour chaque instrument une table donnant les
valeurs de ^ correspondant à des valeurs de 9 suffisamment rapprochées
les unes des autres; Fangle Q pourra d'ailleurs être indiqué par un
système d'aiguilles et de cadran disposé en conséquence.

2° Influence die frottement. — Soient

p le rayon des axes des roulettes ;
/ le coefficient da frottement des roulettes sur leurs axes;
à le coefficient du frottement de roulement des roulettes sur la lame ;
pTo, ^1\ les composantes tangentielles des réactions des roulettes Co

et C^ sur la lame.
Nous négligerons les termes de Fordre/Si ou/^o? ^t nous pourrons

aussi supposer que les forces fiTo, fJ-T^ sont dirigées suivant la tan-
gente A o A i commune aux deux roulettes. Les conditions d'équilibre
des roulettes donnent

( x 7 ) To==Nofr , T.=NJr,

en posant, pour abréger, k == î3-—7-^.
Au degré d'approximation adopté, l'influence des forces p-To, p-I\ sur

la courbure de la portion a^ do de la lame est né-gligeable. Le frottement
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de roulement, résultant, comme on le sait, de ce que les points d'appli-
cation des réactions p-N^, fxNi sont portées en avant et à la petite dis-
tance à de Oo et a,, n'influe pas non plus d'une manière sensible sur
la forme de a^ 0,09 de sorte que les équations (6) et (7 ) peuvent encore
s'appliquer dans les conditions actuelles.

Au lieu de l'équation (a), nous avons la suivante :

(N, — N o ) c o s c p = = ( N o £ o - + - N i £ i ) s m < p = p : / f (No •4"Ni)sin(p,

en prenant le signe — ou le signe + selon que l'on tend à augmenter
ou a diminuer la courbure de la lame.

Pour fixer les idées, nous considérerons le premier cas; le second
s'en déduira en changeant le signe de À\ L'équation précédente donne,
aux termes du troisième ordre près en F ( , k, en ayant égard aux for-
mules ( 7 ) ? /^

No==^1 [ i—(3ei—2/ f ) lang<y] ,

et l'on voit que l'on peut prendre To = ï\ == Êl^i>
II résulte deJ là que la déformation de la lame ^oS, due au frotte-

ment^ est produite par les forces la ^^tangy, 12 e—^, respective-
ment dirigées suivant Co^o ou CoAo et A o A < , en négligeant le frotte-
ment de roulement qui ne peut pas avoir une influence sensible sur la
forme de la courbe.

Le moment des forces précédentes par rapport à un point quelconque
de ^oS peut être évalué, en continuant l'approximation adoptée
comme si cet arc appartenait au cercle de rayon ^; de sorte que, si l'on
appelle p1 le rayon de courbure au point ci-dessus, en réservant la
lettre p pour désigner le rayon de courbure au même point dans le cas
où l'on néglige le frottement, on a

^ ^ _ ^:i2 ejr " j — sin(y -— 0)tangcp -+• [x— cosfcp -- 0 ) ]L

d'où

p'—p=: i%£i / r ~ pp' js in(y— 0) tango— [ t—cos (cp --0)]|,

26.
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ou encore, en remplaçant ̂  par o2,

p'—p===i2£^- |sm(y-0) tang(p-[ i -cos(9-e)] | .

/••(p
Si nous appelons ï.' la valeur moyenne de p ' ou- ( p^ç>, l'équation

w «/o
précédente donne par l'intégration

, ^k r * ,
t, -fc=i2—^(tang(p-y),

ou, en vertu des formules (lY') et (i5'),

^-^-I-T ^'^n^————•==ffL l - r + D î
^ \ ; /

en posant, pour abréger, L = 12tang(p ~ y H2.
Si l'on fait le calcul on trouve que l'on a

L= 0,0201 pour (p==;io°,
0,0391 B 20°,
0,0710 » 3o°,
0,1292 » 400-

Or, tout en satisfaisant à des'conditions convenables de solidité de
l'instrument, on peut donner &p une valeur telle que k soit au plus

_ /_
e^ ^277; étalon —î tout en croissant avec la courbure, restera tou-
jours une petite fraction dans les limites de y que nous avons admises;
en d'autres termes, le frottement n'a pas une influence sensible sur la
forme de la lame, et c'est ce que nous nous proposions d'établir.


