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APPLICATION DES TECHNIQUES L2

A LA THÉORIE DES IDÉAUX
DTNE ALGÈBRE DE FONCTIONS HOLOMORPHES

AVEC POIDS

PAR HENRI SKODA

INTRODUCTION. — Dans son article, L2 estimâtes and existence theorem
for thé à operator, Hôrmander démontre des théorèmes d'existence remar-
quablement précis pour l'opérateur ^ dans un ouvert pseudoconvexe û
de G". Sa méthode est de considérer l'opérateur ^ comme un opérateur
non borné dans des espaces L2 avec poids. Dans l'article qui suit, on montre
comment la méthode d'Hôrmander pour l'opérateur à peut se transposer
à l'opérateur de multiplication

p
(hi, hî, ..., hp) H^V gi hi,

z==l

où les hi et les g, sont des fonctions holomorphes dans t2. On considère
cet opérateur comme un opérateur linéaire continu, opérant dans des
espaces de fonctions holomorphes du type L2 avec poids. On obtient par
cette méthode des théorèmes d'existence très précis dans des espaces L2

avec poids. Ces théorèmes permettent de retrouver des résultats antérieurs
d'Hôrmander, Cnop, Kelleher et Taylor sur les idéaux dans les algèbres
de fonctions holomorphes avec poids et d'obtenir des résultats nouveaux
dans la théorie de ces idéaux (cf. proposition 4, corollaire 5, remarque 4,
§ 4).

Dans le paragraphe 1, on ramène le problème de la subjectivité de l'opé-
rateur de multiplication par les gi à la démonstration d'une estimation
a priori. Cette estimation n'utilise que les formes différentielles de degré 1
et 2.
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Dans le paragraphe 2, on démontre cette estimation.
Le début du paragraphe 3 est consacré à la démonstration du

théorème 1 qui est notre résultat principal; si une certaine intégrale

/ f P \ g \~~20iq~2 €rAJ ^À est finie, c'est-à-dire si f est suffisamment petite
^ïî
là où les gi sont petites, alors f appartient à l'idéal engendré par les g;,

P •
il existe des hi tels que f ̂ .^ gi hi et qui vérifient l'estimation suivante :

i==i

Ç A | 2 1 g |-^y e-^ dÀ < + oo.
^Q

Les paragraphes 1 et 2, la démonstration du théorème 1 s'inspirent
directement des méthodes d'Hôrmander [4]. La principale nouveauté
semble être le rôle joué par le hessien de la fonction Log | g . A la différence
de [6], [2] et [7] nous n'utilisons pas le complexe de Koszul, car il semble
techniquement difficile de récupérer le théorème 1 par la méthode du
complexe de Koszul.

Comme les constantes de l'estimation (3.2) du théorème 1 sont indépen-
dantes du nombre de générateurs p dès que p > n, il est aisé de traiter
le cas d'une suite infinie de fonctions g,, comme limite du cas fini.

Nous appliquons ensuite le théorème i à l'algèbre A..L des fonctions
holomorphes /*, telles qu'il existe des constantes Ci et Ça :

| f (z) \ ̂  Ci exp [Ça ^ (z)], avec z e ̂ ,

où ^ est une fonction positive plurisousharmonique sur û. Plus générale-
ment, à une famille $ de fonctions poids plurisousharmoniques, on associe
une algèbre de fonctions holomorphes A^.

On suppose que l'algèbre A,L (resp. A<i>) peut être décrite par des conditions
de type L2 avec poids, de sorte que le théorème 1 s'applique. On retrouve
les résultats d'Hôrmander sur les générateurs de l'algèbre A.i, et on les étend
au cas d'une « infinité dénombrable de générateurs de A.^ ». La proposition 3
montre qu'un idéal 3 de A^ est séquentiellement dense dans A.^ si et seule-
ment si cet idéal contient une « infinité dénombrable de générateurs »,
c'est-à-dire une suite (g^eN? S1^-^ telle que toute fonction f de A.L soit

de la forme f ==,^, gi hi, A/€A,^. Le corollaire 4 donne une caractérisation

de la racine de l'idéal Ji engendré par gi, g.j, . . ., g^eA.i/, c'est un « Null-
stellensatz global » précédemment démontré par Cnop d'une part, Kelleher
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et Taylor d'autre part. Suivant Kelleher et Taylor, on introduit l'idéal Ja
des fonctions / telles que | f\ ̂  Ci | g \ exp (€2 ^). On a trivialement
J iCJa . Il existe un entier k tel que J^'C^i et on cherche le meilleur
entier k possible. Le corollaire 5 donne k == Inf (n 4- 2, p + 1), ce qui
n'est pas encore complètement satisfaisant, mais améliore déjà le résultat
antérieur de Kelleher et Taylor k = Inf (2 n 4- l? 2 p — 1). L'obtention
du meilleur résultat possible k = Inf {n -\- 1, p) nécessite un second théo-
rème d'existence qui fait l'objet du paragraphe 4. Nous reprenons une
idée de Kelleher et Taylor relative au cas n = 1.

Le paragraphe 5 donne une application à certaines équations de convo-
lution : il est surtout destiné à donner un exemple d'une situation où il
est naturel de travailler dans des espaces L2 avec poids.

Une partie des résultats de cet article a été annoncée dans une Note
aux Comptes rendus [15].

1. PRÉLIMINAIRES D'ANALYSE FONCTIONNELLE. — Soient H|, H^, H;}

trois espaces de Hilbert. On désigne par (x, y ) , le produit scalaire de deux
vecteurs x et y de H, [i = 1, 2, 3), on désigne par || x \\i la norme d'un
vecteur x de H,. On considère la situation suivante :

HI ——> I~L
T^

H

Tî est un opérateur linéaire continu de Hi dans Ha, son adjoint T^
envoie Hj dans Hi.

Ts est opérateur linéaire non borné, fermé, à domaine dense, de Hi
dans H^. On désigne par Dom T^ le domaine de l'opérateur Tj. On renvoie
à Dunford-Schwarz [3] (chapitre XII) ou à Martineau [13] pour l'étude
détaillée d'un tel opérateur. Rappelons seulement qu'on peut définir
l'adjoint Tî de Tj. T^ est un opérateur fermé à domaine dense de Ha dans Hi.
On a (Tî)* == T^. L'équation T^ x == y est équivalente à

(x, Tî z)\ = (y, z)-.i pour tout zçDom Tî.

En particulier, x appartient à Ker T^ (noyau de Ta) si et seulement si

(x, T? z)i == 0 pour tout z ç. Dom Tî.

Soit G 2 un sous-espace fermé de H2, contenant l'image de Ker T^ parTi :

Ti(KerTQcG,.
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On a la proposition suivante :

PROPOSITION 1. — On a Ti (Ker T^) = G^ si et seulement s^il existe
une constante c > 0 telle que
(\ 1 \ II T* /r -L. T* T II ^ r 1 1 T 1 1\ï- • l/ 1 1 -1 i ̂  "T" 1 2 «^î H l ===: c II wa ] J 2

pour tout Xi G G2 ^ tout x;i € Dom T^.
Pour tout n^eGs, ^ ^15^ alors x^ç Ker Tj ̂  çue

(1.2) T, .r,=^ ^ H ^ l l . ^ j l ] ^ I I " .

Posons Gi = Ker Ts. Comme Gy est un sous-espace fermé de H/ et que
TiGiCG'j, on a Ti Gi == G2, si et seulement si
(1.3) T* .̂ 11.̂ ^ ^ 1 1 ̂  lin. ^€G.,.

C'est un résultat standard pour l'opérateur de Gi dans Gj induit par
Ti, si on remarque que le dual de Gj peut être identifié à Gj et que Gi
peut être identifié à Hi/G1.

Comme Gi est le noyau de l'autre opérateur T.j, l'image de T^ est dense
dans Gi, on obtient donc la condition de la proposition 1 :

1 1 T* /y. i T* /y 1 1 ^ | ] n \\ /y. Il /r c. C-r T <= FinTY» T*[ ] 1 i X'î -y- 1 .̂  X;} | ] | —^ 1 1 ^ 1 ] JL-i [ ] « , JL^ ç: vj-2» ;̂i :̂ -L'Uni 1 .^.

On décrit maintenant la situation concrète à laquelle on appliquera
la proposition 1. On reprend les notations d'Hôrmander [6]. û désigne
un ouvert de C", d\ la mesure de Lebesgue sur G". Si 9 est une fonction
réelle continue sur û, L2 (û, y) est l'espace des fonctions de ccrré inté-
grable sur û pour la mesure e~^ c?X.

Hi (i2, 9) désigne l'espace des formes y, de bidegré (0, 1), à coefficients
dans L2^, ?) :

IL

v =^ Vk dzk,

1 ^ 1 — S ^\\
k==l

v ||5 == I | y |'2 e-? d^.
^Q

On aura également besoin de l'espace Lo% (û, y) des formes de bidegré (0, 2),
à coefficients dans L2 (t2, ç) :

v = V ï^ c?^ A ^/»y =
i^-</^7z

|= f |p ' -e -=d} ,= f ^ |
J" JQ^/^

y |]î == / | y '- g-? dÀ = / y, 1 1 ^ |2 e-^- d^.
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On considère l'opérateur à comme un opérateur non borné T :

T: L2 (Î2, op.) -> L^ (̂ , cp0,

f^~àf,

fe Dom T si et seulement si ïf calculé au sens des distributions appartient
à L^i (tî, (pi). On considère de même l'opérateur à opérant sur les formes
de bidegré (0, 1), on désigne par S l'opérateur non borné associé :

S: L^(^,cpO^L^(^,(pO,

v € Dom S si et seulement si au calculé au sens des distributions appartient
à U% (ii, y,).

On prend pour Hi la puissance p16"16 de L2 (û, (pi), un élément h de Hi
est donc un système de p fonctions de L2 (t2, 91) :

h = (hi, hz, . . . , hp), avec T^eL2 (Î2, cpi).

On prend pour Ha l'espace L2 (û, ç^), (pi et 92 seront précisées plus tard.
Si gi? g2, . . ., gp sont p fonctions holomorphes dans û, on leur associe

l'opérateur Ti :
T,: [L^cpOp-^L^cpO,2 ^

/?

(hi,h^, .. .,hp)\-^^gihi.
1=1

Pour que Ti soit continu, on va supposer û borné et les fonctions <pi, «ps et gi
définies dans un voisinage de û. On prend pour Ha l'espace [L^i (t2, (pi)p,
un élément y de H est un système de p formes dans Lo2^ (iî, 91) :

v = (Ui, y.2, ..., Vp), avec ^-eL^ (^2, cpi),

n

Vi =^.Uikdzk.
Â:=l

On prend pour Ts la puissance p161"® de T :

T,: [L2^,^)?-^^^^,^)^

A = (Ai, /la, . . ., hp) h> (5/ii, 3/Î2, ..., àhp),

où AeDomTs si et seulement / i^eDomT pour i === 1, 2, . . . , p .
Ker Ï2 n'est autre que le sous-espace des fonctions holomorphes dans

[L2 (û, <pi)p et Ti envoie Ker Ts dans le sous-espace Ga des fonctions
holomorphes de L2 (û, (pa).

ANN. ÉC. NORM., (4). V. —— FASC. 4 72
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Pour que toute fonction holomorphe f dans L2 (û, ©2) puisse s'écrire :
p

f =2 ̂  hif

i=i

où les hi sont holomorphes et dans L2 (û, (pi), il suffit de savoir démontrer
l'estimation de la proposition 1.

2. ESTIMATIONS L2. — Afin de pouvoir utiliser les estimations
d'Hôrmander [6], on suppose l'ouvert tl pseudoconvexe, borné, à frontière
de classe C00. On suppose (pi et 92 définies et de classe C2 dans un voisinage
de û. On pose y == «pa — Ci. Pour h = (/ii, h^y . . ., hp) on pose

| / ^ | 2=|^ | 2+|^ | 2+. . .+ |^ | 2 .

On fait l'hypothèse g | > 0 dans un voisinage de û, c'est-à-dire que les gi
n'ont pas de zéros communs dans un voisinage de û. On calcule T^ u
pour u€L 2 (û, 92) :

/^ p _____
Ç^gihiue-^d^ = ̂  V hi (gi u e-^) e-^ d\ avec ^€L2 (^2, cpi),
^L.

c'est-à-dire

(2.1)
(T,/î,u)^=(A,T;u)^;

TÎ u = ( î u e-®, ^2 u e-^ ..., 9p u e-°).

Soit y^eDomT*: y == (^i, u 2, . . . , y ^ ) , on a
T? y = (T* Pi, T* ̂ , ...,T*^).

Et l'inégalité (1.1) s'écrit :

(2.2)
Tî u + Tî u i|? =^ [| ^ u e-^ + T* ^ ||̂  ̂  C2 [| u Ij^

avec u € Gs et Vi € Dom T*.
On a
(2.3) [ [ T* u + Tî u ||2 = I I Tî u ||î + 2 Re (TÎ u, T? u), + \\ T? v ||2.

Évaluons séparément chacun des trois termes :

(2.4)

(2.5)

Tî u |[2 ==V f | gz u e-^ |2 e-^ d^ = f ^ |2 | u 2 e-2®-^ dÀ,
^^û ^Q

yo

2 Re (TÎ u, T? y), = 2 Re^ (^ u e-î, T* p.)ç,.
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Comme u est holomorphe, on a

T (g, u e-^) = à (g, u e-?) = u à (g, e-^);

donc ~gi ue~^ appartient à Dom T et on peut transposer dans (2.5) :
p __

(2.6) 2 Re (T* u, TÎ u), = 2 ReV (" ̂  ̂ )» ̂

==2Re22^"i^e-?)^^ldÀ
;=1 A=l

(2.7)
/? n

= 2Re fu W^- (y, e-î) ̂  e-?1 dï.
Jo \ ̂ — -̂ " ^^k \

Utilisons l'inégalité 2 ab ̂  - a2 + a &2 où a est un nombre ^ 1, on

obtient
(2.8) 2Re(Tîu,T?^^- 1 f ] ^ 2 | u 2 e-^-^dt

a^Q
/? /i

/^ rï

- ^ J \ g I-2 2 2eî ̂  ̂ e-î)t;tt e-îl d^1=1 *=i
Évaluons maintenant || T^ y ||^ en utilisant l'inégalité fondamentale

d'Hôrmander ([6], p. 104, th. 2.1.4 et p. 100, prop. 2.1.1) :

(2.9) ||T*^|]^+||S^|||,=i Cy^^l^-u.tU.ie-^di, Vi e Dom T* n Dom S.
JQ ̂ ^ ^^k O^l

On obtient

\Tîu^+^\\Sv,\\^f^-^——v^e-^dï,(2.10)
i=l i,k,l

avec 1 ̂  i ̂  p, 1 ̂  k, l ̂  n.

Combinant (2.3), (2.4), (2.9) et (2.10), il vient
p

TÎU+T?I^ +^ II S Vt |]2,

(2.11) ^(l-^N"r-e——^

+f^&vlkvil-^~î ^^(lte^^vtk l^-^
Li'k,l i,k J

avec u € Ga, y^ € Dom T* n Dom S, a ̂  1.
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Choisissons
cp = Log 1 g 2 = Log (| ̂  2 + I g. I2 +... + gp I2),

cpi = ̂  + (3 Log | g \\

où ^ est de classe C2 et plurisousharmonique, et où p est une constante > 0
à déterminer de façon qu'on ait

à2

(2.12) P ̂  ——— (Log ] g p) ̂  ̂  ̂  a | ̂  - ^ e? — (^ ̂ ) ̂^-J ̂  6^/ àz^1'
î, k, l i,k

Dans tous les calculs qui vont suivre, seuls les indices k et l varient de
1 à M, tous les autres indices varient de 1 à p. Un calcul facile montre
qu'on a

2a-3i,<Logi,i,,,,.,,,--221-à2

' àzk àzi
à^] « I 2 1 1 V 7, . àcljVik

V - ^Qi
ï9i-&vtk 'àzk g | 4 1 ̂  •" àz,

k,l Jf^

S,CT(^l»l•)...„=l,l->^2l»..• 2ê"''- ̂ "ï. à Q i

k,l L/,m k j , k

Vik

Appliquons l'identité de Lagrange :

^ajbj 2+^ | dm h -a,bm |2 =^ | dm |2 1 b, |2.
m <7 y, in

II vient

(2.13) ^——(^ê\g\î)^va=\g\-^ ^(g.à2

l <^ ̂
, àg, àg^\ |2
m^-ff;^;l'tt

"»</1 *À:,/

D^autre part, on a

à , . à ai à(û àqi i , o / v^ - àg,eî^^e- î)=i-^^=^£-^|^ (2^^<?̂ wl
^àzk àzk "' ^

'̂  - / o'ffi o'y1/^ „ ^S'/'= ( 7 7 (?7 O'/ —- — Cil ——1 ' / 1 ^!/M»/^, î"^,^ •"^t,

(2.14) 2e.^(,.^)./=|,|- 2^(^Ï-^>"2

îU iJ,k

LEMME 1. — Soit q == Inf (n, p — 1), on a Vinégalité

V a/ (a/ bik — ai b j k ) Cik -=q a[2 ̂  ^ (ûm bjk — a/ &mÀ-) c^ ;
i , j , k i, m <y k(2.15)

a^,bik,CikçC, l^i,J^P, l^Â-^n, | a |2 =^ | a;
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Supposons le lemme démontré et appliquons l'inégalité (2.15) avec
, àqih àffibik == ̂  ?

OZk
a] == 9 h bik = .- î Cik == Vik,

tenant compte de (2.14) et de (2.13), on voit qu'on peut prendre (î = a q
dans l'inégalité (2.12) et d'après (2.11), on obtient la proposition suivante :

PROPOSITION 2. — On a Finégalité suivante :
p

T î u + T î y | | 2 +2 II s ̂

(2.16) 1 - 1 ) f u ^ e-^d-k + f V -^ ^ ̂ , e-^ dÀ;a / JQ Jo "— ̂ ^^ ^j^^
-u^

1, q = Inf(n,p - 1), pi = ^ + a q Log | ^ |2,
?2 = ^ + (aç + l)Log ^|2, y,eDomT*nDomS, u€F2.

Démontrons maintenant le lemme 1. Appliquons l'inégalité de Cauchy-
Schwarz, à deux reprises :

^ aj (a/ bik — di bjk) Cik ^ \ a |2^ ^ (a/ bik — di bjk) Cik
ij,k ] \ U

^ (p — 1) 1 a |2^ ^(a; bik — di bjk)> Cik
j,i \ k

(comme le terme correspondant à i = j est nul, il n'y a que p — 1 termes
dans la sommation sur i). L'inégalité (2.15) en résulte trivialement avec
q = p - 1.

L'inégalité (2.15) avec q = n est moins aisée à démontrer.
On considère la forme hermitienne positive sur C7', qui, aux vecteurs

X === {xj) et Y = { y j ) (j=l, 2, . . ., p) associe

H (X, Y) = ̂  (dm X j — dj Xm) (dm U; — dj y m).

On désigne par BA (k = 1, 2, . . ., n) le vecteur de C^ de composantes
bi/fy &2/f? • • • ? bpk.

On va montrer qu'on peut toujours se ramener au cas où les B/, sont
deux à deux orthogonaux pour la forme H. Considérons la restriction
de H au sous-espace V de C^ engendré par les B/c. Il existe une base de V
orthogonale pour H. Rajoutant éventuellement à cette base des vecteurs
nuls, il existe donc n vecteurs B[ €V (l == 1, 2, . . ., n) et des nombres
a/,/€=C tels que

B^ ==^a^B/.
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On a donc

Posons

II vient

bjk=^^kib'ji, où j == 1, 2, .. .,p,
/

^ bjk Cik =^ b'ji /^ a^/ ak\.
k l \ k )

C'a =^aÀ•/ Cik,

k

^bjkCik =^b'^c'n.

L'inégalité cherchée s'écrit

^ dj {dj b'n - ai b'ji) c'n ^ n a |2 ̂  ^ (a,^ b'^ - a/ b'^) c'a
i,m<^j\ l

On peut donc supposer les B/c orthogonaux pour H. On a alors

(2.17) V ^.(dm b j k — a/ bmk) Cik ==^îî(Bk, Bi) dk Ci, ïk, B/) dk eu
m<7 | À: k,i

=^H(B,,B,)k, Dk) Cik

(2.18) V V (dm b j k — Cij bmk) Cik = ̂  ûm b j k — Cij bmk |2 C^ [2.

m</ I ^ À-, m </

D'autre part, d'après l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

(2.19) ^ aj {aj bik — ai bjk) Cik -= n^ ^ aj {aj bik — ai bjk) aj {aj bik — ai Ojk) Cik
ij,k

D'après (2.19) et (2.18), il suffit de démontrer l'inégalité

Vfly (dj bik — ai bjk) Cik ^ a |2 ̂  | a,n bjk — a; bmk |2 | c^- ]2.(2.20)

Posons
i,m</

A == ^ dj (dj bik — ai bjk) ik — ai bjk) Cik

Permuttant les rôles de i et j, on obtient

. I lA = ^ ̂  (dj bik — ai bjk) {aj dk — ai Cjk) ,
ij

A = V (a.j bik — ai bjk) Çj Cik — Oi Cjk)
i<J
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On applique l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

555

A ̂  ( V a/ bik — di b ik — di b j k ^ (a/ c^ — a, Cjk
^i<J

Utilisant l'identité de Lagrange :

v^ -
Z_, CL] Cik — di Cjk

i<J
^ 1 c^

\ i

^ di Cik

On obtient

A ^ / ^ l d, b^ - di b^ H | d l2^ cik \'\
\^<7 / \ i /

ce qui n'est autre que l'inégalité (2.20). Le lemme 1 est donc démontré,
et nous disposons maintenant des moyens techniques pour démontrer
des théorèmes d'existence.

3. LE PREMIER THÉORÈME D'EXISTENCE. — Rappelons que SÎ

g = (gi, 92 , . . . , g?)

désigne un système de p fonctions holomorphes sur t2, on pose

9\ ^I^+I^P+.-.+I^I2)1/2.

On envisage également le cas d'une suite g = (g^eN de fonctions holo-

morphes telles que la série de fonctions Y [ g; 2 converge uniformément
i=ï

sur tout compact de ti, on pose alors

</ i=(2^ i
1/2

THÉORÈME 1. — Soit û un ouvert pseudoconvexe de G71, ^ une fonction
plurisousharmonique dans û. Soit gi, g^y . . ., gp [resp. (gi);eN] un système
de p fonctions holomorphes dans û (resp. une suite de fonctions holomorphes).

Soit a > i et q Ventier Inf (n, p — 1) (resp. q = n).

Alors, pour toute fonction f holomorphe dans û et telle que

C\f\^\g -^-^-^< +00,
^0
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il existe p fonctions hi holomorphes dans û [resp. une suite {hi)içy\ telles
que

p . ao \
(3.1) f=^gihi (resp.f=^g,hA

i=i \ i=i /

(3.2) f | h 2 g l-2^ e-^ d^ ̂  —— f f 2 g 1-2^-2 e-\ ̂
JQ. a ~ 1 ^Q

La série ^, gi hi converge uniformément sur tout compact de t2.
i=i

On commence par démontrer le théorème avec les restrictions très
fortes faites pour démontrer la proposition 2.1 : û borné, pseudoconvexe,
à frontière de classe C00, la fonction ^ de classe C2 et définie dans un voisinage
de û, les fonctions gi sont en nombre fini, elles sont définies dans un voi-
sinage de ti, on a | g \ > 0 sur û. En utilisant ensuite les procédés exhaus-
tifs d'Hôrmander, il sera facile de lever toutes ces restrictions.

D'après la proposition 2, on a l'inégalité
p

Tî u + Tî v II? +2ll s y-111^ (1 - t) f^\ u I2 ̂  dÀ-
p

Siisp,
î'=i

Soit encore d'après (2.2) :
p p

2 il ̂  "e-î + T*vt 1 l 1 - +2 ils vt 11^ ̂  (1 - ï) f i " i2 e-?'dÀ ;
v ' / i=ï î=l

ueGa et i^eDom T*nDom S.

Comme Ker S est fermé, il existe ^ eKerS et ^€(KerS) 1 tels que

Vi = V', + U"i .

Comme ST = 0, on a Im T C Ker S, u", est donc orthogonal à Im T,
il en résulte donc que T* v\ = 0, on a donc

T* v, = T* v\ et S v\ = 0.

Appliquons l'inégalité (3.3) aux v'^ il vient
p P

(3.4) ^ II gi u e-^ + T* Vi |||, =^ || ^ u e-? + T* v\ \\ ̂  (l - ̂ V | u |2 e^ dÀ.
f=l î==l Q

Soit encore

(3.5) jl|T;^Tî,||^(.-^)/^|.^,A

avec ueGï et ^ € Dom T* n Dom S.
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DomT*nDomS contient en particulier l'espace (Q\^ (û) des formes
de classe C1, de bidegré (0, 1), à support compact dans t2. Démontrons
que T* [0!\^ (û)) est dense dans Im T*, en utilisant le théorème de Hahn-
Banach. Si /*€L2 (û, y,) est orthogonal à T* (d3^ (û)), cela entraîne
àf = 0 d'après la définition même de la dérivation au sens des distributions,
on a donc

T/*=0,
(T /, v) = (/, T* u) = 0, pour v e Dom T*,

f est orthogonal à Im T*.
L'inégalité (3.5) est donc vraie pour toute yçDom T^, la proposition 1

entraîne alors le théorème 1.
Commençons par éliminer l'hypothèse de finitude sur le nombre des g,;

on suppose qu'on a une suite (gi)içy de fonctions holomorphes, toutes
p

définies dans un même voisinage de û. Comme [ g > 0 sur t2, on a ̂  g,• 2 > 0

sur iî, pour p assez grand. Appliquons le théorème 1 à (gi, ga, . . ., g p ) ,
il existe une suite (hi,p),çy) de fonctions telles que^^P/if.

hi,p = 0 pour i > p ;
p

^ hi,p,(3-6) f=l>^,

(3.7) f^ h^^^\g^\ \-^^^f r^l^2) ^ ^-^À.
; \î==l / il \i=i /

Soit encore
__ / p \ —ay—i(3.8) j^^ /ï^n^-^^^^^y-iy.p/^i^i^ ^^

D'après le théorème de Lebesgue sur les suites monotones, l'intégrale

de droite converge vers -^z-\ f /T 1 ë -2a<7-2 ̂  d\ quand p -> + oo.

L'intégrale de gauche est donc bornée par une constante indépendante
de p; il en résulte aisément, en utilisant les propriétés de moyenne de la

fonction plurisousharmonique ^ | /^p[2 , que ^\hi,p\2 est bornée sur
i i=ï

tout compact indépendamment de p (cf. Leiong [il], théorème 3', p. 22).
Par le procédé de suite diagonale, on peut donc trouver une suite

extraite pjn, telle que pour tout i, h^p ̂  converge uniformément sur tout
compact de (î vers une limite hi quand m -> + oo.

ANN. ÉC. NORM., (4). V. —— FASC. 4 73
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Pour tout entier r et tout compact K de û, on a
—ay—i

(3.9) ^f\h^\î\g \-^ e-4- dÀ ̂  ̂  /J /" I2 ( 2 ^ I2 ) e-+ dÀ-
î=l K " Q \;=1 /

Faisant tendre m vers l'infini, pour r et K fixé, on en déduit :
/•

(3.10) V f\h^\g |-2^ e-^ d-h ^——— f\f\2\g -2^--2 6-^ dÀ.
î=îJK — Q

Cette inégalité est vraie pour tout r et tout KCÛ, on a

(3.11) f h I 2 ^ l-2^ e-^À ̂  -^— Ç\f\SL\g\-^-îe-'Jd^
^iî a — l J^

Remarquons que, d'après le théorème de Lebesgue, on a

r f °° \(3.12) lim / 1( V | h, |2 ) | g -^ e-^ d-k = 0.
^^A^i )

II résulte aussitôt de (3.12) et des propriétés de moyenne des fonctions

plurisousharmoniques que la série Y | hi 2 converge uniformément sur
;==i

tout compact de û. Il reste à montrer que f=^,gihi dans û; pour cela,
;=i

il suffit de démontrer que la série ^ , g i hi,p converge uniformément sur
i=i

tout compact de û et uniformément en p; or, on a

+00 / ^ M /2 / 4 - 0 0 \ 1 / 2 / ao M / 2 / 4 - 0 0 4/-2

2^^^(2^i2) (2^) ^(2i,d2) (Si71..

et d'après (3.8), V, /i;,^ 2 est borné sur tout compact par une constante

indépendante de p et, par hypothèse, la série ̂  g, 2 converge uniformé-

ment sur tout compact. Ceci achève de lever l'hypothèse de fimtude
sur les gi.

Supposons maintenant que la fonction ^ est définie dans un voisinage
de û mais n'est plus nécessairement de classe C2. D'après Hôrmander ([5],
p. 93, théorème 4.4.2) on peut trouver une suite décroissante ^n de fonc-
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tions plurisousharmoniques de classe C°° telle que ^ = lim ^. Pour
n-^4- oo

tout M, on peut trouver des fonctions hi,n telles que

f=^g,hi,n

et

f 21 ̂  2 1 ^ 1~2^ e-k rfÀ ̂  -̂ T f 1 f I2 ^ -2ay-2 ̂ n ̂^0.— a — l - / Q

^o——lj^l2 ^l-2^-2^^.

Comme la suite ^ est décroissante, cette inégalité montre que la suite
n ^-> hin reste bornée sur tout compact, on peut donc extraire une sous-
suite TZA telle que pour tout i, h,^ converge uniformément sur tout compact
quand k -> + °0? vers une fonction hi.

Répétant des arguments semblables à ceux de (3.10), on en déduit
aisément :

f=^h,

et

f V | h, 2 g |-2^ e-^ d^ ̂  ——— f p | g \-^--- e-^ d^.
^Q ""• a ~ 1 JQ.

Supposons maintenant l'ouvert û pseudoconvexe quelconque, il existe
une suite d'ouverts Un telle que

^c^i et \^J^n=^
n==i

û^ est borné, pseudo-convexe, à frontière de classe C00. Pour tout n, il
existe des hi,n holomorphes sur fin telles que

f==^,gihi,n sur^

et

( 1' h,,n |2 | g \-^ e-^ dÀ ̂  —a Ç \f\sl\g |-2^-2 ̂  dÀt7^. i a — 1 J^^

a

^— o c - 1 ^

-^.x^oT^T f l^2 ^-2a^-^.a "- 1 ^n

Pour n > p , la suite n H^ A,^ reste bornée sur tout compact de ûp, on
extrait une sous-suite n/, telle que /^ converge uniformément sur tout
compact de fî vers une fonction limite A,. Nous laissons les détails au soin
du lecteur.



560 H. SKODA

Éliminons enfin l'hypothèse | g \ > 0 sur û. Considérons l'hypersurface
Xi : gi {z) = 0, et appliquons le théorème à l'ouvert pseudoconvexe
û i = = û \ X i . Il existe donc des fonctions hi holomorphes dans ûi
telles que /'-s^

i

et

f 1 P 1 9 l"20^ e-^ dÀ ̂  a f 1 P 1 ^ l-20^-2 e-^ dÀ.^ a — 1 J^

Comme ^ et [ g sont bornées supérieurement sur tout compact de û, et
que Xi est de mesure nulle, les fonctions hi sont de carré intégrable sur
tout compact de tl, il en résulte que les fonctions hi se prolongent en des
fonctions holomorphes dans û, en vertu du lemme suivant :

LEMME 2. — Soit û un ouvert de C^, X une hypersurface de û et f
une fonction holomorphe dans û \^ X telle que pout tout compact K de û

f [ /*|2 d^ < + °°- Alors f se prolonge en une fonction holomorphe dans û.
^R

II suffit de démontrer le lemme, au voisinage d'un point régulier Zo de X.
Par un isomorphisme analytique local, on se ramène au cas où Zo = 0
et où X est défini par l'équation

^-0.

Écrivons le développement de Laurent de f :
-+- ao

f(zf,Zn)= ̂  ^<2')^

avec
Z' •== (Zi, Z.2, . . ., Zn-ï) et Z = (2', Zn).

Il existe r > 0 tel que

f \f(zf,Zn)\2d^(z)< +00.

|^|<r
l--n|</'

D'après le théorème de Fubini, pour presque tout 7! tel que | z' [ < r, on a

(3.13) f f (Z\ Zn) |2 ̂  (Zn) < + 00.

\^-n\<r

Or, un calcul élémentaire montre que
T.2/C-4-2 __ c.2Â:-+-2

y | /-(Z', Z^) î dï (Zn) = 2 71 «._, (Z') |2 Log ^ + 7T ̂  û, (Z') |2 rîk^ ̂  ̂

e<|î»K'- /.7=—i
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Tenant compte de (3.13), on en déduit a/c (z7) = 0 pour k < 0. f est donc
holomorphe au voisinage de 0. La démonstration du lemme 2 et par suite
celle du théorème 1, est terminée.

Remarque 1. — En prenant gi (z) = Zi: (i = 1, 2, . . ., p; p ^- n), on
voit qu'on ne peut améliorer beaucoup la constante aç, sinon la fonction
[ g \~^(l~{l serait localement sommable et toute fonction holomorphe f
appartiendrait localement à l'idéal engendré par les Zi, ce qui est absurde.
La seule amélioration serait a == 1. On examinera le cas a == 1 dans le para-
graphe 4.

On donne maintenant toute série d'applications du théorème.
Dans tous les corollaires qui suivent, on suppose l'ouvert û pseudo-

convexe, les fonctions ^ plurisousharmoniques et on suppose éventuelle-
ment qu'on a choisi a > 1. Lorsqu'on ne précise pas, la sommation sur i
peut être indifféremment finie ou infinie.

COROLLAIRE 1. — S'il existe des constantes Ci et Ça telles que
exp(-C^)^ g ^exp(C^),

alors pour toute fonction holomorphe telle que

f\f\2exp(-C^)d^< +00, C:3+Ci(2a^+2)^0,
^Q

il existe des fonctions hi holomorphes telles que

f=^^

et

f h |2 exp (- G ̂  ̂  ̂  ——— f | / - | 2 exp (- C, ̂  dÀ,Ja a — l jç.^ uc ~ 1 ^Q
avec

C4 = 63 + 2 Ci + 2 a q (Ci + 6.2).

Dans le paragraphe 5, nous donnerons un exemple où nous aurons
besoin précisément de théorèmes d'existence dans des espaces L2 (û, ^).

En particulier, lorsque ^ est constante, on obtient le résultat suivant :

COROLLAIRE 2. — S'il existe c et M telles que M ̂  g ^ c > 0, alors,
pour toute fonction holomorphe f dans L2 (il), il existe des fonctions holo-
morphes hi telles que

f==\g,hi et f 7 ^ | 2 d À < +00.
'— ^Q

et
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Le « Corona Problem » {cf. [1] et [14]) consiste à chercher, lorsque f est
bornée et lorsque les hypothèses du corollaire 2 sont vérifiées, des fonctions hi
bornées telles que

p
f-^^,.

Si û est borné, le corollaire 2 montre qu'à défaut de fonctions bornées,
on peut trouver des fonctions hi dans L2 (û) solution du problème.

Nous allons maintenant appliquer le théorème 1 à certaines algèbres
de fonctions holomorphes. Soit ^ une fonction plurisousharmonique
positive sur ti. Considérons avec Hôrmander [6], l'algèbre A.i, des fonctions
holomorphes f telles qu'il existe des constantes A et B :

\f(z) ^Aexp[B^(z)] pour ze^.

Supposons, comme dans [6], qu'il existe des constantes Ki, Ka, K.3, K.4
telles que

zeî2, ÇeC-, | z - Ç | ̂  exp [- Ki ^ (z) - K,],

entraîne
Çe^ et ^ ^ ) ^ K ^ ( z ) +K4.

Supposons de plus que A,^ contient les polynômes. D'après Hôrmander ([6],
lemme 3), f appartient à A^ si et seulement s'il existe C ̂  0 telle que

f /"pexp^ C + ) d À < +00.
^o

Ceci nous amène à considérer plus généralement un ensemble ^ de fonctions
plurisousha.rmoniques, ayant la propriété de stabilité suivante : si yi
et y^G^, Sup (yi, 92) et 91 + ÇsG^. On associe à ^E> l'algèbre A$ des fonc-
tions holomorphes f pour lesquelles il existe y € 3> et une constante C ̂  0 :

|/ '(z)|^Cexp[cp(z)], ze^.

On supposera seulement que A<î> contient les polynômes et que A$ possède
la propriété suivante :

feA<ï> si et seulement si il existe cpe^, / | f\2 c-? dÀ < + oo.
^û

Autrement dit, on peut décrire A$ par des inégalités L2.
En particulier, si on prend pour 3> l'ensemble des fonctions C ̂  avec

C > 0, on obtient l'algèbre A,i/.
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Kelleher et Taylor ([7], définition 2.10) donnent des exemples d'algèbres
qui sont du type A$, mais qui ne sont pas du type A.^. On obtient alors,
comme conséquence immédiate du théorème 1 et du corollaire 1, le résultat
suivant d'Hôrmander [6], avec une condition (iii) plus faible sur les g,.

COROLLAIRE 3 (Hôrmander). — Pour des fonctions g, dans A<ï>, les trois
propositions suivantes sont équivalentes :

(1) (g^ ë^ • • • ? g p ) est un système de générateurs de l'anneau A(I);
(n) il existe une constante A et une fonction y € $ : g \ ̂  A exp ( — ç) •

(iii) il existe a > 1 et une fonction y € < & tels que

f |^|-^exp(-9)rfÀ<+oo.
^ô

Hôrmander {cf. [6]) démontre l'équivalence de (i) et de (ii). Le fait que (i)
entraîne (ii) est élémentaire, comme leA^; il existe des A,eA$ tels que

pi=^>^-
II en résulte i -=\ g . A | ̂  C | g \ exp (y) pour une certaine constante C
et une certaine fonction y€$.

Remarque 2. — D'après le théorème 1, si on a une suite {g^çy telle
que

A exp (91) ̂  g \ ̂  A' exp (- cp.,), c^, ̂  € ̂ ,

il existe une suite (A,);^ ^ll6 q116

f =^ g, h, et | h ^ K" exp (cp,), où 9:3 € 0.
i=i

Autrement dit, le résultat d5 Hôrmander s'étend au cas d'une « infinité
de générateurs ».

Nous décrivons maintenant une situation dans laquelle une telle suite
(ë^eN de fonctions apparaît naturellement. On munit l'algèbre A^ de sa
topologie naturelle de limite inductive. On suppose de plus que pour tout i,
l'ensemble û, == { z € û | ̂  (z) < i } est relativement compact dans û.

Soit 3 un idéal de A^ séquentiellement dense dans A.i, il existe donc
une suite fj, de fonctions de cT, telle que f/, converge vers 1 uniformément
sur tout compact quand k -> + oo et telle que

1 fk (z) | ̂  Ci exp (C.2 ^ (z)) pour z € i2,

Ci et Cs étant indépendantes de /c€N.
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Comme fj, converge vers 1 uniformément sur tout compact, il existe
une fonction /^ telle que

I^IA.^)!2^! Pour zç^.

Posons

On a

g^e-1^,

9 I 2 -1; 1 gi I 2 ̂  (1; e-A Cl exp [2 C. ^ (z) ].
i=ï \i=l }

D'autre part, pour tout jz€Û, il existe i €N tel que

i - 1 ̂  ^ (z) < i.
On a

g I2 ̂  I gi 2 = e-211 A. 00 I2 ̂  | e-2^ ̂  Ç e-2-^).

Il existe donc des constantes A, B, A', B' telles que

A e x p ( + B ^ ) ^ | ^ ^A / exp(—B / ^) .

Réciproquement, si on peut trouver gi^3 vérifiant Finégalité qui précède,
il résulte aussitôt de la remarque 2 que l'idéal engendré par les gi (et par
conséquent 3) est séquentiellement dense dans A^. On a donc la proposition
suiva.nte :

PROPOSITION 3. — Soit ^ une fonction plurisousharmonique positive
telle que pour tout c > 0, O^c = (z€Û ^ (z) << c) soit relativement compact
dans û. Un idéal 3 de Valgèbre A.^ est séquentiellement dense dans A^ si
et seulement s9 il existe une suite (gi);eN ^e fonctions de 3 et des constantes
A, B, A', B', telles que

A exp (B ^) =^ | gi |2 ̂  A' exp (- B' ̂

Ce critère semble assez théorique. Kelleher et Taylor (cf. [8]) donnent
un critère plus pratique pour que 3 soit séquentiellement dense dans A.^. Ils
ramènent le problème à la construction de certaines fonctions plurisous-
harmoniques et donnent des conditions suffisantes pour qu'un idéal libre
soit séquentiellement dense.

Nous donnons un exemple concret où s'applique la proposition 3.
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Soit p un multiindice p = (pi, p^ . . ., p^eN". On définit fp {z) comme
un coefficient de Fourier :

1 /^ ^2îT
//? (2) = (2^ J '" j exp (- f < z9 ty) exp (- l <P9t» dt'

n fois

pour zç.^ et ^€R^.

Un calcul immédiat montre que
n

f (7\ -Tl 1 -exp(-2f7r^)
^W-ll 2i7r(z;+p,) •

7=1

D'autre part, utilisant la formule de Parseval, on a

2 ^i^T™ r"-r^xp(2im<z,Q)^,
^ (27r)JO Jo

2 1 f ^ 1^ - 1 n exp (4 TT Im ̂ ) - 1
\hW\ -Ti^ïïll————îin^————'l p w } -(4^11————îm27

/.eN71 7=1

Lorsqu'on utilise la proposition 3, il en résulte que l'idéal engendré
par les fp est séquentiellement dense dans l'algèbre A^, avec

^ = Imz | +Log(l + |z|).

Remarquons qu'il y a toujours des zéros communs à des fonctions fp
en nombre fini.

On examine maintenant le cas où les fonctions gi, gs? . . . , g^€A$
ont des zéros communs. On désigne par X l'ensemble des zéros communs
aux gi. On appelle 3\ l'idéal de A$ engendré par gi, §2? . . .5 g p ' Si f appar-
tient à la racine de <3i, il existe un entier k et des /i;€A^ tels que

p
(3.14) /•*=2> A,.

î==l

II en résulte :

(3.15) \f\k^\ g\.\h\^A ^[exp(cp) , avec cp€<I>.

Inversement, supposons qu'il existe /c€N, A > 0 , ç€$ tels que

(3.16) | /- |^A|<7|exp((p);

alors, appliquons le théorème 1 à la fonction fk[q~Jrï\ en choisissant a de

sorte que l < a ^ l + - e t en choisissant convenablement ^ € $ ; on
voit que f^2^^.
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On a donc le résultat suivant dû à Cnop [2], Kelleher et Taylor [7] :

COROLLAIRE 4 (« Nullstellensatz global »). — Pour qu'une fonction f
de V algèbre A$ appartienne à la racine de V idéal engendré par gi, ga, . . ., gp,
il faut et il suffit qu'il existe /c€N, A > 0 , yG^ tels que

\f\k^A\g\exp(^

Remarque 3. — Si f s'annule sur X, l'application de la formule de Taylor
montre que pour tout compact K de û, il existe une constante c telle que

\f(z)\^c,d(z,X) pour zeK

[d (js, X) désignant la distance de z à X]. D'après l'inégalité de Lojasiewicz
(cf. Malgrange [12]), il existe une constante ^2 et un entier k tels que

|ff(z)|^c^(z,X).

On a donc
\f(z) ^cfc,1 |(7(2)|.

D'après le corollaire 3, f est localement da.ns la racine de l'idéal engendré
par les g;. Le corollaire 3, joint à l'inégalité de Lojasiewicz entraîne donc
le Nullstellensatz classique.

Soit ^2 l'ensemble des fonctions j feA^ telles qu'il existe A > 0 et ç€$:

| f(z) \ ̂  A | g (z) | exp [cp (2)], pour zç. Î2.

<?2 est manifestement un idéal de A$, et d'après (3.14) et (3.15), on a

l̂ C ̂ 2.

En général cïi ̂  «^2 (pour un contre-exemple, voir Kelleher et Taylor [7]),
mais, d'après le théorème 1, fq+2e3^. On a donc le résultat :

COROLLAIRE 5. — On a ^ iC<^2 et 3^C^i, avec q == Inf (n, p — 1).
Kelleher et Taylor dans [7] ont démontré que ^C<ïi avec

/c == Inf (2 n + 1, 2 p — 1), nous obtenons ici k = Inf (n + 2, p + 1).
Il est facile de se persuader que la meilleure valeur possible pour k est
k = Inf (n + 1, p), ou encore que ^+1 C<?i (en général). C'est la constante
a > 1 du théorème 1 qui nous limite à J^C^i, nous avons donc été
amené à chercher un autre théorème d'existence qui fera l'objet du para-
graphe 4 et qui correspond à a = 1.

Remarque 4. — D'après le théorème 1, on a une condition suffisante
pour que <3\ = ô ^ y il suffit qu'il existe a > 1 et ç€3> tels que

F [ g [-2ay g-cp rf^ < + oo.

JQ.
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C'est une condition très forte, elle n'est jamais vérifiée lorsque n = 1 et

X 7^ 0; elle est localement vérifiée si la matrice —11est de rang p, auquel
cas X est une sous-variété de Iî.

Remarque 5. — Nous avons travaillé avec une algèbre A$ du type
limite inductive. On pourrait également travailler avec une algèbre A^

du type limite projective. On suppose alors que pour toute ye^^yeS»,

y ̂  0. On définit A$ comme l'ensemble des fonctions holomorphes /*,
telles que pour toute ç€$, il existe c > 0 : | f {z) \ ̂  C exp [y (z)], pour
z € û. On suppose que A^> contient les polynômes et que f € A$ si et seulement
si pour toute y€^, on a

f | f |2 e-^ dÀ < + oo.
^ô

On a alors un énoncé analogue au corollaire 4, en remplaçant la condition
sur f par la condition suivante : il existe un entier k et une fonction plu-
risousha.rmonique V tels que [ f f | g -1 ̂  ̂  et tels que pour toute y € ̂
il existe C : e^ ̂  C exp (y). Bien sûr, la fonction V dépend de k et de /*.
On a des énoncés analogues aux corollaires 3 et 5.

4. LE SECOND THÉORÈME D'EXISTENCE. — Suivant une idée de Kelleher
et Taylor [7], on se propose de démontrer un théorème d'existence corres-
pondant à a = 1 dans la. proposition 2. Ce théorème nous permettra d'en
déduire J^1 C à i moyennant des restrictions supplémentaires assez
faibles sur A$. Pour a == 1, la proposition 2 nous fournit l'inégalité sui-
vante :

p
(4.1) II Tî v + Tîu ||î +2 II s ̂  1 1 ^ ̂ f 2 ̂ ^ ̂  ̂  ̂ -?1 ̂ ,

^w,
avec

u € Ga, ^ e Dom T* n Dom S;
avec

^ == Inf (n, p - 1), épi == '̂  + ^ Log | g \ ^ = ^ + (g + 1) Log | ̂  |2.

Comme Hôrmander (cf. [5], théorème 4.4.2), remplaçons ^ par
^ + 2 Log (1 + | z |2) et supposons ^ plurisousharmonique, il vient

(4.2) H TT iz + T; . ||^ +^ II S „ ||̂  ̂  2 f V .^ I2 e— ̂
^ ^Q ^ V1 -t- | ^ | ;

avec
cpi = ^ + q Log | ̂  |2 + 2 Log (1 + | z |2), cps = ?i + log g \
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u e Fa, Vi e Dom T* n Dom S.

On va en déduire un théorème d'existence pour un système de formes
différentielles de bidegré (0, 1).

Soit w = (Wi, w^ . . . , u ^ p ) un système de p formes différentielles Wi
de bidegré (0, 1) :

n

Wi =^Wikdzk,

w îi"'.
i=ï

2 ==21^ l'-

On suppose qu'on a

f | w |2 (1 + 1 z I2 )2 e-^ dl < + oo
JQ

et

On a alors
^)Wi = S Wi = 0 (au sens des distributions).

(4.3) \(w,v)^\^\

p
(W, U)^ =^(Wi, Vi\, =^ j

i=l i,k °

w [2 (1 + | z |2)2 e—1 d^

Wik Uike-^1,

u\2 (1 + \z\2)-sie-::id^\

D'après (4.2), il vient

( p \
M ^ l(^)?J2^1ffl^l2(l+ ^l2)2^^^) lITTu+T^llï+^IIS^III,),(4-4) ^vû / ^ 7

avec ueGa, y;;€ Dom T* n Dom S.

En particulier, lorsque y^Dom T* H Ker S, on obtient
1 / r v/2

\{w,v\,\^—[ \ \w l̂ + |z | 2 ) 2 e-^dÀ) [| T* u + T? u [^
V À \JQ /

(4.5)

Si y^ê Dom T*, on décompose Vi sous la forme Vi = v\ + ^ avec ^ € Ker S
et v'[ orthogonal à Ker S, on a alors T* v[ == 0 et (w, y^ ==0; il en
résulte que l'inégalité (4.5) est vraie pour toute yiGDomT*.

L'application du théorème de Hahn-Banach, montre qu'il existe un
système de p fonctions h = (Ai, h^ . . ., hp) €[L2 (û, (pi)]^ tel que
(4.6) (w, v)^ == (h, T* u + T? y)i, avec iz e G.2 et u e Dom T; ;

(4.7) Ç\h\^e-^Sk^\ f 10^(1 + \z ̂ e-^dl.
JQ. "^o.
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(4.6) est équivalente aux conditions :

Ï2 h = w;
(Ti h, 0)2 = 0, avec u € G^.

Soit encore
àhi = Wi

et
/ p \

/ (2^ lïi ) ue~^ï d^ =0 pour tout u holomorphe €L2 (Î2, 92)./^ v^

On a donc la proposition suivante pour laquelle on fait les mêmes hypothèses
de régularité que pour la proposition 2.

PROPOSITION 4. — Soit w = {w^ w^ . . ., Wp) un système de p formes
différentielles de bide gré (0, 1) telles que

au),:= 0 et f | w 2 g |-̂  e-^ (Tk < + oo, q = Inf (n, p --1).
•^û

7^ existe p fonctions hi telles que

(o) àhi = Wi;

r ( p \-(b) j (2^ îli ) u e~^î d'>. =0 pour toute fonction holomorphe ueL2 (^2, 92),
/^ v^

avec
^=^+(q+l)Log\g 2 +2Log( l +\z 2);

(c) f /î 2 | g |-̂  (1 + z I2)-2 e-^ c?À ̂  1 f | w | 2 1 g \-^ e-^ dÀ.
^Q ^JQ

Soit /* une fonction holomorphe ; cherchons des fonctions holomorphes hi
telles que

p

/•=2>^
;=i

On a
p

(4.7) f=^h'i, avec h, =/^-<
i=l 1 " 1

Posons
w, == J/î;..

Un calcul immédiat donne

«.s) ,.,=f,-.^,,(,,^_,,^y,..
ii k



570 H. SKODA

On cherche à appliquer la proposition 4 aux w^ on a

(4.9) f \ w | 2 1 g -^ e-^ d^^f \f\2\g |-2^ | g I-4 g;^ - g^2 e-^
i j , k

(on a utilisé l'inégalité de Cauchy-Schwarz).
Un calcul facile montre que

(4.10) lA(Ug|,|,-i;^(Log|,,r)»^,l-2 l't-^'-\ ôzk àz/,
k=ï i , J , k

De (4.9) et (4.10), on déduit :

(4.11) f \ w |2 | g \-^ e-^ dl ̂  1 f | f 2 g |-2^-2 A (Log | g 2) e-^ dÀ.
o'û z ^Q

D'après la proposition 4, il existe des fonctions h", telles que

(4.12) àK[ =w,,

(4.13) f /y^ /^ue-^dÀ ==0, avec uçG\
^ V . 7

(4.14) f | h' 2 1 ^ 1-^ (1 + I z ]2)-2 c-'̂  ̂  ̂  f w 2 1 ^ I-2'7 e-'̂  dÀ.
JQ ^Q

Posons
A = A ' -A", hi==h', -h[.

D'après (4.12), on a
àhi = àh'i — àh'i = Wi — ~àh[ = 0.

Les fonctions hi sont holomorphes.
(4.13) s'écrit encore

(Ti h\ u).2 == 0, avec u e Gs.

Utilisant (4.7) et (4.13), on a
(Ti 7î, u), == (Ti A' - Ti A', u).. = (Ti h', u).. = (f, 12)2.

Soit
(T^ A — /, u)-2 == 0 pour tout u € Ga.

Comme h et f sont holomorphes, Tih — f est holomorphe et on peut
prendre u == Ti h — /*, il en résulte :

/?
T\/i=^,A,.=/-.
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H ne reste plus qu'à estimer A; utilisant (4.7), (4.14) et (4.11), il vient

f h' - h" 2 [ g |-̂  (1 + [ z 2)-2 e-^d-^^2 f\f\2 g |-2^ (1 + z 2)-2 e-^ dl
^û JQ

+ \ f 1 f I'2 ^ -27-2 A (Log | ̂  2) e-^ d^
Soit encore

(4.15) f\h |2 | ^ |-̂  (1 + \z |2)-2 e-^ dÀ.^2 f [ /T | ̂  -^(l + ALog| g\)e-^d^
J i.2 J^

On a donc le théorème suivant :

THÉORÈME 2. — Soit û un ouvert pseudoconvexe de C^, ^ une fonction
plurisousharmonique dans û. 5o^ gi, g-,, . . ., gp [resp. {gi)içjf,) un système
de p fonctions holomorphes dans Q (resp. une suite de fonctions holomorphes).
On pose q = Inf (n, p — 1) (resp. q = n). Soit X l'ensemble des zéros communs
aux fonctions gi. Pour toute fonction f holomorphe dans t2, telle que

f \f\î ^I-^O + A L o g | ^ )e-^À<+oo,
«^QK X^^x

il existe p fonctions hi holomorphes dans û [resp. une suite {hi)içy] telles
que

p , ao \
f =^ g, ht ^ resp. f =^ g, h, )

;=l \ i=l )
et

f \h\î\g -^^ +\z 2)-2e-^À^2 f | f |2 ] g |-^-9 (1 + ALog | ^ |) e-^À.
^û ^ x

En fait, le théorème 2 n'est démontré qu'avec les hypothèses de régularité
très fortes de la proposition 2 (û régulier borné, ^ de classe C2, | g > 0,
etc.), mais il est facile, en procédant comme pour le théorème 1, de supprimer
toutes ces restrictions.

Remarque 6. — En utilisant, au lieu de 2 Log (1 + [ z [ 2 ) , la fonction

(1+ a) Log (1 + | z 2) - Log [2 + Log (1 + | z |2)] (a > 0),

on peut substituer le poids (1 + z 2)-l-a a.u poids (1 4- | z |2)"2 et une
constante C (a) ne dépendant que de a, à la constante 2.

Remarque 7. — Si la fonction ^ est strictement plurisousharmonique,
de classe C2, et si c désigne une fonction continue sur tî, strictement
positive, telle que

2 ~à7~k.À/ ̂  ̂  c | À |2 pour tout ^ € G,
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on peut remplacer l'estimation du théorème par la suivante :

f [ h |2 | g i-^ e-^ d^ ̂  2 f \ f 2 | g -^-2 f l + ^ A L o g g \\ e-^ dÀ.
^Q «A} \ c )

II suffit de raisonner comme Hôrmander ([5], théorème 4.4.1) et de faire
les modifications qui s'imposent dans la proposition 4.

L'énoncé suivant résulte trivialement du théorème 2.

COROLLAIRE 6. — Soit y et ^ ̂  0 des fonctions plurisousharmoniques
sur û telles que

f A (Log | ^ | ) e-'^ d^ < + oo,
^Q\x

f ̂  C | g ̂  e? et

il existe des hi tels que

f = V g, h, et f \ h |2 | g \-^ e-2^ (1 + z |2)—-3 dÀ < + oo.
. JQ

Reprenons les notations du corollaire 5. Le corollaire 6 entraîne aussitôt
le résultat suivant :

COROLLAIRE 7. — S^il existe çG^ telle que

f A (Log | g \ ) e--? dÀ < + oo,
Jç\ \ \^û\x

on a
^r'c^i.

Lorsque n == 1, on obtient le résultat de Kelleher et Taylor [7], J^C^i.
Ce sont Kelleher et Taylor qui eurent l'idée d'introduire une condition
portant sur le laplacien de Log g [cf. [7], congenial ring).

Comme on va le voir tout de suite, cette condition est peu restrictive.
Comme Log g | est sousharmonique, il s'agit en fait d'estimer les « masses »
d'une fonction sousharmonique, ce qui relève de méthodes classiques en
théorie de potentiel, et dans l'étude quantitative des zéros d'une fonction
holomorphe.

Désignons par V la fonction sousharmonique Log g par ). (V, 0, r)
la moyenne de V sur la sphère de rayon r, par o" la mesure positive
A Log | g [. Posons

enfin

(r) = Ç da (z) et v (r) ==
\z\<:r

M (r) = Sup | g (z) \.

)̂
p2n—2 5
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Le théorème de Gauss {cf. Leiong [9], p. 382, ou [10], proposition 7.4.2)
donne la relation

(4.16) f ^dt == c. À (V, 0, r) - Cn À (V, 0, fo), r > r, > 0,
^r, L

où Cn est une constante ne dépendant que de n.
Comme V est plurisousharmonique v {t) est une fonction croissante de t

(cf. Leiong [10]), on a donc

(4.17) . (r) ̂  F ̂  dt ̂  F '(0 dt == Cn-k (V, 0, er) - Cn ^ (V, 0, fo),
17 r ^ro

(4.18) ,(r)=^^c.LogM(er)-c^(V,0,ro) pour r > fo > 0.

Supposons les fonctions g, d'ordre au plus p, pour tout £ > 0; il existe
donc d'après (4.18) une constante C (s) telle que

(4.19) ^S^C(£)rP- r>7 ,

II en résulte que pour tout £ > 0, l'intégrale suivante converge :
..+-

(4.20) / ^-2^+i-p-s y (^ dr< +00.
^/ •o

Intégrons par parties, il vient

(4. 21) f ^-2^2-p-£ ̂  (^ < + 00.

^/•o

Soit encore
(4.22) C | z -^+2-p-£ ̂  (̂  < 4- oo.

\z\>r,

On a donc l'énoncé suivant :

LEMME 3. — Si g est d'ordre au plus p, pour tout £ > 0, on a

C A (Log | g (z) | ) (1 + | z | ̂ -^-P-5 dÀ (z) < + oo.
c"\x

Comme l'algèbre A^> contient les polynômes, le lemme 3 entraîne le
corollaire suivant :

COROLLAIRE 8. — Si û = œ et si g [ 6^ d'ordre fini, on a

^r'c^i.
ANN. ÉC. NORM., (4). V. —— FASC. 4 75



574 H. SKODA

Autrement dit, la condition sur A Log [ g [ est toujours vérifiée quand
on travaille dans C^ avec des algèbres de fonctions entières d'ordre fini,
du type A<i».

L'inégalité (4.18) permet de traiter éventuellement le cas d'algèbre A$
de fonctions entières d'ordre infini.

Envisageons maintenant le cas d'un ouvert û borné, à frontière de
classe C2. Soit Zo un point de û tel que V (^o) > — oo, soit G (z, ^o) la fonc-
tion de Green de l'ouvert û pour le laplacien, avec pôle au point Zo. On
désigne par d {z) la distance au bord. Comme û est régulier, il existe des
constantes ï], Ci, Cs > 0 telles que pour d (z) <; ïj, on ait

(4.23) Ci d (z) ̂  G (zo, z)^C,d (z).

Nous dirons que la fonction g est d'ordre inférieur ou égal à p, si pour
tout £ > 0, il existe une constante C (s) telle que

(4.24) V (z) = Log | g (z) | ̂  C (s) d (z)-?-5.

Pour 0 < t <; ï], appliquons la formule de Green à la fonction sousharmo-
nique V dans l'ouvert û^ = { z \ G (z, Zo) ̂  t}, on obtient

r[G(z,Zo)-<]^)+V(zo)=1- f ^G(z,Zo)V(z)dz.
^Qt un^ôQ,an

Sn désignant l'aire de la sphère unité, -^ la dérivée normale. Comme la
1 ^* r)

dérivée normale est ̂  0 et qu'on a — / .- G (z, Zo) dz == 1. On en déduit :
sn ^ôQ.t

(4.25) [ [G (z, zo) - t] ̂  (z) ̂  - V (^o) + sup V (z).
.^Qt zç.cAït

Tenant compte de (4.23) et (4.24), il existe une constante C (s, Zo) telle
que
(4.26) f [G (z, z,) -t] dcr (z) ̂  C (s, 2o) ^-P-5.

^o.

Pour tout £ > 0, on a donc

(4.27) f' \f^ [G (̂  ^o) - t] àa (2)1 /P-145 d/ < + oo.-

On minore (4.27) en sommant seulement sur û^ — û^, il vient

(î [G (z, Zo) - ^] ^-1+£ rfo- (z) dt < + oo.
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Intégrant en t, on obtient

C [G (z, Zo)?-^ dcr (z) < + oo.
G(z,Zo)<'n

Soit encore d'après (4.23) :

(4.28) f d (z)P-^- d^j (z) < + oo.
^Q

On a donc le résultat suivant :

LEMME 4. — Si û est borné, à frontière de classe C2, si [ g [ est d'ordre
^ p, pour tout £ > 0, OTZ a

f A (Log | ^ (z) ) d (z)^- dl (z) < + oo.
^n\Y^\x

II en résulte que le corollaire 7 s'applique par exemple à l'algèbre A.^
avec ^ = — Log d { z ) , et à un ouvert û régulier et borné, tel que la boule
euclidienne de C71.

Le résultat J^C^i ne peut être amélioré comme le montrent les
contre-exemples qui suivent.

Prenons pour g, les fonctions g, {z) = zf (i = 1, 2, . . ., p; p -=n} et
/* (z) = Zi Z2 . . . ̂ . On a

| /" (z) | = [ Zi Z2 ... Zp \ ̂  Sup Zi \P ̂  \ z, P + 1 ^ |^ +. . . + 1 Zp \P,
i

f appartient donc à l'idéal J^. Si /^-i appartenait à Ji, il existerait des
fonctions hi telles que

p
(z,z, ... z^-1 = .̂ (z) 2f,^1 ^2 ... ̂ ^ ——^lli \Z) ̂ ,

i=i

or cette égalité est déjà impossible dans l'anneau des séries formelles.
Pour p = n + l? on combine le contre-exemple précédent et celui

de Kelleher et Taylor [7] relatif à n == i. On considère deux fonctions f^ f^
entières de type exponentiel, ne dépendant que de Zi, sans zéros communs
et qui n'engendrent pas l'anneau des fonctions entières de type expo-
nentiel. On se place dans l'algèbre des fonctions entières de type expo-
nentiel. On choisit

g, = f^\ g, == f^\

^•00-^-Y 0*=3, ...,n+l).

On prend pour f la fonction fi (z,) /a (;Si) ^2 . . . Zn, f appartient à Ô^
Supposons qu'il existe des hi de type exponentiel telles que

(4.29) (f, f, z, ... z^1 == h, /T1 + h, /T1 + h, ̂  +... + ̂ ,, z^\
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Multiplions (4.29) par la forme différentielle

^ (z) = (z., . . . ^)-n-l dz^ A . . . A dzn

et intégrons sur le produit des cercles y défini par | z, = 1 (i = 2, . . ., n).
On obtient
(4.30) (f^^n^^f^ +^/T1,

avec
K, (z,) == (2 TT v^)-^1 /\. (^, ̂ , . . . , zn) o) (z) (j = 1, 2).\—/i-+-l

; ^7 '
^i/v

AI et /i^ sont de type exponentiel. Comme /i et /s n'ont pas de zéros com-
muns, il résulte de (4.30) que f[ divise /i, et f^ divise ^, on a donc

h',=f!h", et h\=f;h'[,

îi[ et ^ étant encore de type exponentiel. On a
(4.31) 1 =7^+7^.

Ce qui est contraire à l'hypothèse que /i et f^ n'engendrent pas l'anneau
des fonctions entières de type exponentiel.

5. APPLICATION AUX ÉQUATIONS DE CONVOLUTIONS. —Soient T/ € &1 (R^
des distributions à support compact dans R" (j = 1, 2, . . ., p). On cherche
une condition nécessaire et suffisante pour que les Ty engendrent l'anneau
de convolution ê' (R71), autrement dit pour que, quel que soit Yeê' (R"),
il existe des XyÇê' (R77) tels que

p
Y-(5.1) ^Ty*X,=Y.
7=1

Utilisant la transformation de Fourier-Laplace, (5.1) est équivalente à

(5.2) ^t,Xy=Y.

D'après le théorème de Paley-Wiener, l'a.lgèbre &' (R") est transformée
en l'algèbre A,^ avec

^ = Log (1 + 1 z ) + | Im z .

Les T/ engendrent ê' (R") si et seulement si les T/ engendrent A.L. D'après
le corollaire 3, la condition cherchée est donc l'existence de constantes
C, N et A telles que

p
(5.3) ^|§y ^ C ( l + z )-" exp (- A [ Im z ).
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Supposons la condition (5.3) réalisée. On va montrer que le corollaire 1
permet de préciser le support et la régularité des distributions Xy solutions
de (5.1).

On a besoin d'une variante du théorème de Paley-Wiener, qui montre
que la transformée de Fourier-Laplace d'une distribution à support
compact, et dans H~' (R"), est dans un espace L2 (û, y) bien précis. Le
résultat suivant est bien connu :

LEMME 5. — Une fonction entière f est la transformée de Fourier-Laplace
d'une distribution dans H~' (R71), s ̂  0 et à support dans la boule de rayon A,
si et seulement si pour tout A7 > A on a

(5.4) f | f(z) |2 exp (- 2 A' | Im z \ ) (1 + z 2)-5 dÀ (z) < + oo.JQH

Le lemme 5 est, en fait valable pour s < 0, mais seul le cas s \ 0
est intéressant en vue de l'application du théorème 1, car il nous faut
des fonctions poids plurisousharmoniques.

THÉORÈME 3. — Soit TyEê^R71) des distributions à support compact
telles qu'il existe des constantes Ci, €2, Ai, As, 5i, s^ ̂  0 telles que

p
Ci exp (Ai [ Im z \ ) (1 + I z )^ ̂ ^ ty (z) | ̂  C, exp (- A, \ Im z | ) (1 + | z | )-^ .

7=1

Pour toute distribution Yeê' (R") à support dans la boule de rayon A et
dans H-' (R71), pour tout £ > 0 et tout a > 1, il existe des distributions
Xy€ê' (R^) telles que

p
^T; * X; = Y et X;eH-5 (R71), s ' = s + s, + a q (s, + s.);L ; X ^j =

7=1

le support des Xy est contenu dans la boule de rayon A' avec

A' = A + Â2 + a q (Ai + Aa) + £, avec q = Inf (n, p — 1).

En particulier, si Si == s^ = 0, on peut trouver des Xy€H~'.

D'après la proposition 5, on a

^^^[^(A+OlImzlKl + z ^-^(zX +00.
J^n

On applique le théorème i, avec gj = T/, f = Y,

^ = = 2 [ ( a g + l ) A 2 + A + £ ] Im2 | + [(a g + 1) ̂  + 5] Log (1 + |z |2) .
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On obtient des hj tels que
p
V^. h, = f et f l ^ / l 2 ! ^ |-2^ e-'̂  dÀ < + oo.
^ ^û
/=!

Soit encore

(5.5) f /!, ^-^d^ +00,
^Q

avec
d/ = 2 [(a q + 1) A^ + A + £ + a q AJ | Im 2 |

+ [(a ^ + 1) s, + s + a ^ s,] Log (1 + | z |2 ).

Appliquant à nouveau la proposition 5, il existe des Xy€ê' (R") tels que

h^±,:

Les propriétés des Xy résultent alors de (5.5).
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