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A L’OMBRE DE LOEWNER

Par Marcer. BERGER

1. InTRODUCTION. — Cet article fait suite a [2]; dans [2] étaient étudiées
des généralisations éventuelles du théoréme de Pu et le cadre était celui
des espaces projectifs (projectifs réels, complexes, quaternioniens et plan
projectif des octaves de Cayley). Le présent article a le méme but, mais
le cadre principal est celui des tores. Le théoréme de Loewner en effet
(cf. 10.7), est au tore de dimension 2 ce que le théoréme de Pu est au
projectif réel de dimension 2.

Aprés des paragraphes de rappels sur les tores plats (i. e. munis d’une
structure riemannienne localement euclidienne), ’homologie de ces tores
et la réalisation dans une variété compacte de la dualité de Poincaré, soit
par des formes différentielles (c¢f. 5.2), soit par des sous-variétés qui sont
des noyaux de morphismes (c¢f. 5.5), on définit dans le paragraphe 6 les
différents carcans et quotients d’une variété riemannienne compacte
orientée et plus particuliérement pour les tores. On calcule alors un carcan
des tores plats : 7.1; la méthode est la méme que pour les projectifs
(cf- [2], § 7), & savoir celle de Wirtinger : utiliser une forme différentielle
fermée convenable.

Un autre résultat de cet article est la proposition 10.3, qui est la généra-
lisation en dimension plus grande que 2 d’une formule due en dimension 2
a Accola et Blatter (voir références a la fin du paragraphe 8). On montre
dans le paragraphe 10 comment cette formule permet de retrouver les
résultats de Loewner 10.7 et de Blatter 10.8. De 10.9 &4 10.15 on trouvera
quelques remarques pour l'utilisation éventuelle de la proposition 10.3.

2. NoTATIONS.

2.1. Toutes les variétés considérées seront supposées connexes, compactes
et orientées. Les sous-variétés d’une variété seront supposées compactes
et orientées, mais non nécessairement connexes. Les difféomorphismes
entre variétés devront préserver les orientations.
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2.2. Une variété riemannienne est un couple (M, g) formé d’une variété
C” M et d’une structure riemannienne g sur M; deux variétés riemanniennes
(M, g) et (M, g’) sont dites tsométriques s’il existe un difféomorphisme f
entre M et M’ qui transporte g’ en g i.e. f*g’ = g. Une variété riemannienne
posséde une mesure canonique, notée ¢,. Le volume de (M, g) est la masse
totale de ¢, notée -

vol (M, g) = f D
M

En fait, puisque M est orientée (c¢f. 2.1), (M, g) posséde donc une forme
volume canonique, notée w,, et 'on a

vol (M, ¢) = f g
M

Comme une structure riemannienne s’induit par restriction sur les
sous-variétés, si N est une sous-variété de la variété riemannienne (M, g),
on pourra encore définir son volume, a savoir vol (N, g|N).

2.3. Soit E un espace euclidien de dimension a et V un sous-espace
vectoriel, orienté, de dimension b, de E. On appelle forme volume canonique

b
de V, et note wy, U'unique élément de A E*, défini par la condition :

si {eili— .. est une base orthonormée de E telle que {e;}i—. .,
soit une base orthonormée directe de V, alors wy =¢ A ... A e}
(ou {e }i—, .. désigne la base de E* duale de la base {e; },—, .
de E).

La forme w, vérifie la :

2.4. ProprIETE. — Quel que soit W, sous-espace vectoriel orienté de
dimension b de E et quelle que soit la base orthonormée directe {e;},—, .,
de W, on a wy (ey, ..., e,) = 1; et en outre wy (e1, ..., ) = 1 st et seulement

st V=W et avec la méme orientation.

b b
2.5. Soit E un espace euclidien; les A E et les A E* (b=0,1, ..,
a = dim E) possédent des structures euclidiennes canoniquement attachées

a celle de E; pour les normes et produits scalaires correspondants, nous
emploierons les notations (. | .) et |.|. St E est de plus orienté, rappelons

que l'opération classique % : /\ E* — /\ E* posséde les propriétés sui-
vantes :

g * 1 = wg, % o % = (— 1)tle+t)id, [ xa =|a] Va,

2.6. a—
laA%B=8AKa=(|B.op si 2efE* et BN EX
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Exemple. — Soient E, F deux espaces vectoriels orientés, de dimensions
respectives a, ¢ et f: E - F une application linéaire surjective; on suppose
en outre que le noyau V = f~' (0) est orienté par E et F en sorte que la
réunion de 'image inverse par f d’une base directe de F suivie d’une base
directe de V forme une base directe de E. Alors :

‘ * * o ¢
2.7, &)v=%l‘)? Vae /\F*—'{O}.
3. Tores. — On note T“ le tore de dimension a, considéré d’abord

seulement comme variété C”, c’est-a-dire le quotient T* = R“/Z* de R"
par le réseau Z* formé par les points dont toutes les coordonnées sont
entiéres; en outre, T* est muni de Porientation induite par celle de R“.
Quand besoin est, on ne distingue pas entre T® et une variété déduite
de T par un difféomorphisme.

3.1. Contrairement au cas des projectifs (¢f. [2], 3.5), les tores ne
possédent pas de structure riemannienne canonique; ils possédent cepen-
dant des structures riemanniennes distinguées, dites plates, que I’on obtient
ainsi : soit A un réseau quelconque de R c’est-a-dire un sous-groupe
discret de R* de rang maximum a. Alors R’/A est difféomorphe a T* et,
s1 g, désigne la structure riemannienne canonique de R?, g, passe au quotient
R/A parce que g, est invariante par toutes les translations de R® en parti-
culier par celles de A. D’olu sur R?/A une structure riemannienne g,/A,
soit une variété riemannienne (R¢/A, g,/A), appelée tore plat. On posera
alors par abus :

R/A, go/A) = (T4, A).

Ces différents tores plats ne sont pas isométriques en général; précisé-
ment :

3.2. Propritt. — (T A) et (T, \') sont isoméiriques st et seulement
st il existe une tsométrie o de Uespace euclidien R telle que o (\) = A'.

3.3. Pour calculer vol (T% A), rappelons que (c¢f. par exemple [4],
p- 10 ou [8], p. 23) que deux bases directes { €=y .. {[i}i=1,...0 de A
se déduisent I'une de I’autre par une application linéaire de déterminant
égal a 1, donc det (ey, ..., e,) est indépendant de la base directe considérée.
Cette valeur commune est notée det (\) et est appelée le déterminant de A.
On a alors :

3.4. vol (T, A) = det (A).
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Noter encore que, pour toute base {e;}, on a

det(\) =|el /’\---/\eul

avec les notations 2.0.

3.5. On peut, plus généralement, introduire toutes les notions précé-
dentes en remplagant R“ par un espace ecuclidien orienté quelconque E.

Soit p : R* - R“/Z* la projection canonique.

3.6. Dérinttion. — Une sous-variété 7. de T est dite un sous-tore de
dimension b de T“ s’il existe un sous-réseau de rang b, soit E, de Z* tel que, st
¢ (E) désigne le sous-espace vectoriel de dimension b de R® engendré 'par E,
on ait

Z=v(E)n2 et Z=p(@(E)).

Alors Z s’identifie au quotient ¢ (£)/E; on devra en outre (¢f. 2.1) munir
Z d’une orientation.

3.7. Norarion. — Pour une sous-variété 7 de T, on notera
Z ~ T’ (dans T“) le fait que Z est un sous-tore de dimension b de T

Le résultat ci-dessous, classique en géométrie des nombres (¢f. par
exemple [8], theorem 5, p. 21) sera utile dans la suite.

3.8. LEmme. — Quel que soit Z comme en 3.6, toute base de E peut étre
complétée en une base de Z°.

3.9. Soit (T“, A) un tore plat et Z ~ T" (dans T“) associé, comme
en 3.6,a E et ¢ (£). A cette situation on attache une forme volume canonique
vy, ainsi définie : ®, est la forme différentielle de degré b sur T, qui est
invariante par translations ct dont la valeur v, (p (0)) en lorigine p (0) €T
n’est autre que

3.10. ’ oz (p(0) = 0@

ou w,z, est la forme volume canonique du sous-espace vectoriel ¢ (E)
de R, comme définie en 2.3; on a utilisé dans 3.10 de facon implicite
I'isomorphisme canonique R" ¢t Pespace tangent en p (0) a T“. Noter
que w; est fermée : dw, = 0, comme plus généralement toute forme
différentielle sur T“ qui est invariante par translations.
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4. Homorogie. — Pour une variété X, de dimension a, on notera

H, (X, R) = béiao H,(X,R), H,(X, Z)= béi, H,(X, 2),

H* (X, R) =bé§0 H'(X,R), H*(X, Z)=be:;0 H' (X, Z)
les homologies et cohomologies réelles et entiéres de X. D’apreés 2.1,
H. (X, Z) et H* (X, Z) sont canoniquement isomorphes a Z; le générateur
correspondant est appelé la classe fondamentale de X; le 5" nombre
de Betti de X est noté (3, (X) = dim H, (X, R) = dim H’ (X, R); il est
fini d’apres 2.1.

4.1. Pour X=T¢ on a B, (T = (Z) Plus précisément H, (T, Z)
ll N\
est canoniquement isomorphe a A (Z*) comme suit : soit {e |;—. .

la base canonique de R“ et Z, , le sous-tore de T* associé au b-uple
{€y e, | (I <...<iu). Alors DI’ensemble des classes d’homologie
des sous-variétés Z, , fournit l'isomorphisme en question. On notera
que H, (T Z) est un réseau de H, (T, R) et aussi que tout sous-tore

b
Z ~ T" (dans T“) a une classe fondamentale qui, dans H, (T, Z) = A (Z),
b

est un b-vecteur décomposable du Z-module A (Z).

b
4.2. Proprifté. — Pour b =1 ou b =a — 1, tout élément de )\ (Z")
est décomposable.

Il n’y a matiére a démonstration que si b = a — 1; dans ce cas on
peut procéder comme dans les espaces vectoriels grice au lemme 3.8.

4.3. Norations. — Soit Y une sous-variété de la variété X; on notera
classe (Y) sa classe d’homologie dans Hy (X, Z). S¢ Y, Y’ sont deux sous-
variétés, on écrira Y ~ Y’ pour classe (Y) = classe (Y'). On écrira
Y ¢ 0 (dans X) pour classe (Y) = 0. Enfin Y ~ T" (dans T“) signifiera
qu'il existe Z ~ T" (dans T") tel que Y ~ Z.

4.4. Lemme. — S1 b=1 ou b =a — 1, quelle que soit c€eH, (T, Z)
il existe n€N et Z ~ T (dans T¢) tels que ¢ = n.classe (Z).

Avec l'isomorphisme du 4.1 et 4.2, il existe e, ..., e, EZ* tels que
c=-¢e N...NA\ e; soit E le réseau Z‘N(R.e; +...+ R.e)) et {fi, ..., [u]

—

une base de E. Alors
e Ao Ne=n(fi A...Afs) avec neN

et donc ¢ = n.classe (Z) si Z est le sous-tore associé a E.
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5. DuariTE.

5.1. Toutes les variétés seront dorénavant sans lorsion; en particulier
on pourra identifier Hy (X, Z) & un sous-cnsemble de H. (X, R) et
H* (X, Z) a un sous-ensemble de H* (X, R), sous-ensembles qui sont
en fait des réseaux.

La dualité de Poincaré aflirme que, si X est une variété de dimension a
(¢f. 2.1) alors, pour tout b, H, (X, R) et H*" (X, R) sont canoniquement
isomorphes, de méme H, (X, 2Z) et H" (X, Z) : ¢f.[7], 26.6; on notera
»: Hy (X, R) - H" (X, R) cet isomorphisme et

2 He (X, R) > H, (X, R)

son image réciproque. On peut préciser cette dualité de deux facons.
Pour tout b le théoréme de de Rham fournit un isomorphisme canonique

entre H” (X, R) et F’ (X, R)/B’ (X, R), ou F’ (X, R) est I’ensemble des
formes différentielles de degré b sur X qui sont fermées et B’ (X ,R) celui
de celles qui sont des différentielles extérieures de formes de degré b — 1.
Pour 2€F’ (X, R), on notera classe (2) son image dans

F (X, R)/B’ (X, R) = H' (X, R).
Les éléments de F’ (X, Z) sont par définition les formes a périodes entiéres,
1. e. foz €Z pour toute chaine entiére ¢ de X; en particulierfa €Z
pour Ltoute sous-variété de dimension b de X. On a (cf. 5.1) : Y
H (X, Z) = F (X, Z)[F* (X, Z)n B! (X, R).
La premiére facon de réaliser la dualité de Poincaré est la :

5.2. Proprifiti. — Sotent a€F" (X, Z) et Y une sous-variété de dimen-
ston b de X. Alors (classe (2))% = classe (Y) st et seulement si

V 3eF (X, R): fﬁ:f@z/\@.
Y X

Ceci résulte du théoréme de de Rham et des définitions (24.19) et (26.6)
de [7]. Pour la deuxiéme réalisation de cette dualité, donnons d’abord la :

5.3. Dirinition. — Une sous-variété 7 d’une variété X est dite sous-
variété noyau s’il existe une variété Y, un morphisme f: X — Y et une valeur
réguliére z de f telle que Z = ' (z).

5.4. Une sous-variété est noyau si et seulement si son fibré normal
est trivial; et on peut toujours prendre alors pour Y une sphére : [9], p. 19.
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En particulier toute sous-variété de dimension 1 ou de codimension 1 est
une sous-variété noyau, d’aprés 2.1. Autre exemple : tout Z ~ T’ (dans T*)
est une sous-variété noyau. Ceci posé, on a la dualité ci-dessous :

5.5. Prorosrrion ([9], § 4, p. 31). — Soient X, Y deux variétés, f: X - Y
un morphisme, c la classe de cohomologie fondamentale de Y et z une valeur

réguliére de f telle que f~' (z) % O. Alors :
(f* of = classe (f~* (2)).
Suivant encore [9], p. 31, nous emploierons la :

5.6. Derintrion. — Une classe c€H’ (X, Z) est dite sphérique st
existe une variété Y de dimension b, un morphisme f: X — Y tel que c = f* d
ot d est la classe de cohomologie fondamentale de Y. Une forme 2. € F’ (X, Z)
est dite sphérique s’il existe Y, f : X > Y comme ci-dessus et en
outre BE€F’ (Y, Z) tels que classe (3) =d et f* 8 = a.

5.7. ExempLEs. — Toute 2 € F' (X, Z) est sphérique; en effet on fabrique
une application f, : X — S' dans le cercle ainsi : on fixe z,€X et pour

tout z€ X on considére foc ou ¢ est un chemin de z, 4 2. Comme

c

a€F' (X, Z), ses périodes sont entiéres, donc, si ¢’ est un autre chemin

de z, a x :fot —foteZ, ce qui prouve que l'image f. () =foz dans

R/Z = S' ne dépend bien que de x et non de c. Toute classe c€ H*! (T, Z)
est sphérique; en effet, grace a4 4.2 et 4.1, on peut écrire c =c¢; A\ ... A\ ¢
ou c;€H' (T Z) pour tout 1t =1, ..., b. A 'aide de formes quelconques,
u; telles que classe (%) = ¢;, on fabrique, suivant le premier exemple,
Papplication produit f= (f., ..., fs,) dans (S')". Bien prendre garde
a ce qu’en général une forme a€F* (T, Z) n’est pas sphérique.

6. Carcans. — Suivant [2], § 5, on introduit, pour toute variété rieman-
nienne (X, g), de dimension a et tout entier b (0 < b < a), les :

6.1. Carcans et quotients :

carc, (X, g) = inf { vol (Y, ¢ Y): Y sous-variété de dimension b de X et Y < 0},
carc, (X, ¢) = inf | vol (Y, ¢|Y): Y sous-variété noyau de dimension b de X et Y < 0},
quot, (X, g) = (vol (X, 9))’/ (carc; (X, g))*

quot; (X, g) = (vol (X, g))"/(carc; (X, g))".

ANN. EC. NORM., (4), V. — FAsC. 2 33
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On a

‘ pour tout b: quot, (X, ¢) = quot, (X, g¢),
6.2. quot, (X, ¢9) = quot| (X, ¢),

l quot,—, (X, 9) = quot,_, (X, g) (a = dim X).

La derniére résulte directement de 5.4. Pour les tores riemanniens

on introduit en outre aussi :

( carcy (T, g) = inf { vol (Y, g Y) : Y ~ T? (dans T") |,

6.3.
[ quot;, (T<, g) = (vol (T4, g))’/(carc;, (T, g)).

6.4. Méme s1 b =1 ou a — 1, le lemme 4.4 n’entraine pas nécessaire-
ment care, (T g) = carc, (T, g); il se pourrait en effet que la borne
inférieure carc, (T% g) correspondent & des sous-variétés Y telles que
classe (Y) = n.classe (Z), avec Z ~ T’ (dans T“) mais n > 1. On verra
au 7.2 que ceci ne peut pas se produire par contre si (T¢ g) est un
tore plat.

7. CarcanNs DES TORES PLATS. — On voudrait calculer les carc, (T, A)
d’un tore plat (c¢f. 3.1) (T% ). On a seulement la :

7.1. ProrositioN. — Pour tous a, b (0 < b < a), \ :
carcy (T¢, \) = inf { vol (Z, \ | Z) : Z ~ T? (dans T*) |.

Soient Y ~v T” (dans T*) et Z ~ T (dans T“) telles que Y ~v Z. Soit w,
la forme volume associée & Z (cf. 3.9); elle est fermée, doncf w, =fwz.
Y Z
Mais, d’apreés 3.10 et 2.4 :

fwz —vol(Z, A|Z) et fmzévol (Y, A | Y).
Y

Z

Comme, pour lui-méme : Z ~ T" (dans T), la proposition est démontrée.

7.2. CororLraire. — Si b=1oua— 1, 0na

carc, (T¢, A) = carc, (T% A) = carc;, (T, \).

On applique le lemme 4.4 : classe (Y) = n.classe (Z), n€N* et Z ~ T*

(dans T%), d’ou
mez=nle§fL.0)z.

7.3. Notation. — On pose

b ) b ] ., l
Adee \ = 1| :e N\ A :Zdécomposable j.
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La formule 3.4 et ce qui la suit permettent de reformuler 7.1 en :

7.4. CoroLLAIRE. — Pour tous a, b(0 < b <a), A :

b
carc) (Te, \) = inf { |£]:Z€ A qwh — {01 ].

Pour terminer 1’étude des carc, (T, A), il n’y a plus qu’a introduire
les :

7.5. NoraTioNs ET DEFINITION. — Soit A un réseau de R“ ou, plus
généralement, d’'un espace euclidien de dimension a. On pose, pour tout entier
b(0<b<a):

. b 1)e.
s (4) = (det 1)/ (inf {2]:2€ Awck = (0}])
Pour tous entiers a et b (0 < b < a), on pose

U, = inf { u, (A) : A réseau de Re }.

Un réseau A de rang a est dit b-critique st w, (A) = uq,.

Les u, (A) et les u,,, sont bien connus en géométrie des nombres : dans [4],
u, (A) est noté A, = F (A) page 202 et w,,, est noté I'., page 332; on
introduit aussi, page 332, le réel v, tel que v, = (I'.,) ™", qui est appelé
la constante d’Hermite. Dans [8], Y. est noté de la méme fagon page 294
et u, (A) est noté Y. (||.|l, A) page 290.

On sait que, quel que soit a, il existe des réseaux 1-critiques : [4], p. 142
ou [8], p. 133; en particulier w,,, > 0 pour tout a. Mais la valeur de u.,
n’est connue explicitement que pour ¢ =1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 : [4], p. 332
ou [8], p. 317-318. Pour a = 2, il n’y a qu’un réseau 1-critique a une simi-
litude pres, c’est le réseau de R* engendré par (1, 0) et <%, %3), ce qui
justifie la : ‘

7.6. DérFinitioN. — Un tore plat (T?, A) est équilatéral s A est 1-critique.
De 7.2 et 7.4 on déduit donc la :

7.7. Proposition. — Quel que soit le réseau A de R*, on a
) fpe Py V3 , V3
quot, (T2, A) = quot; (T2, A) = quot| (T3, A) = 5 et quot, (T?, A) = 5

st et seulement si (T*, A) est un tore plat équilatéral.

Les w.1 (2= b= a — 1) ne semblent pas avoir été étudiés; on a les
deux résultats élémentaires :

7.8. Proposition. — Pour tous a et b ! u., > 0.
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Il suffit d’appliquer la formule det (A) > wu,.%s (A)... A, (A) sur les
minimums successifs 4; (A) du réseau A : [4], p. 205. Par définition des

hi (A) (cf. [4], p- 201) il existe une base { e; |,—, ., de A telle que | e; | = 7%; (A).
Alors le sous-tore Z, engendré par {e, ..., e, | est tel que

vol (Zoy A |Zp) < e, | ... €| =h(A)... (A).
Done

w (A) = % (A) ... d (A).
Comme, par construction, A, (A) =...=Z %, (A), on a
(@ (A = O (A . (o (AT = (A -+ . (ha (A))P = (o)~ (det (M),
d’ou quot, (T% A)>>u,, Ceci ayant lieu pour tout A, on a bien
Ua,b _é (ua,i)b > O.
Je ne sais pas s’il existe toujours, pour b > 1, des réseaux b-critiques.
Sauf pour b =a — 1 & cause de la dualité :
7.9. ProrositioN. — Pour tout a : Us a1 = Ug,1.
7.10. Rappelons d’abord que, pour un réseau A de R“ on appelle
réseau dual de A, et note A*, le réseau de R* défini par
Cette notion est aussi valable pour un réseau d’un espace euclidien
quelconque. Alors (cf. [4], p. 24 ou il est dit réseau polaire au lieu de dual) :
7.11. det (A).det (A%) = 1.
7.12. Lemme. — Soient {e;}—, .. une base de A et {e |i_, . la

base duale de R* (pour Uidentification de R* avec son dual par sa structure
euclidienne). Alors, pour tout i :

det (A) =]e, Ao A& A... A ealll €.

Soit en effet e, le vecteur orthogbnal A €1y ovuyCiny Civty o ..,y €t tel
que (¢, [e) =1; on a |e |=|[¢] [ parce que (¢ |e;) = (e [e;) =0
pour tout j#i donc e, = Aef, mais (e |e;) = 1, donc |¢ |.|ef | = 1.
Puis

det(A) = e Ae A eal=le Ao NG A .. Aeal. el ]

parce que e, est orthogonal a tous les e; (j 7 i).
Démontrons maintenant 7.9. Soit d’abord A un réseau tel que A*
soit 1-critique et soit = le réseau de rang a — 1 tel que

(det (A))—t = (det (). ta_y (A).
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Soit {e; ;- . une base de A telle que {e;}—,. ,_, soit une base de E
(cf. 3.8). D’aprés le lemme : det (A) = det (E)/| ¢%|. Comme A* est cri-
tique, on a, pour tout i : det (A*)/| e |* < us (A*) = u,,., en particulier
det (A*) = | e |.uq,1. D’ou (cf. 7.11) :

(det () _ (det (A))s— det (A*)
toot = et @) T (@t () (G et = ten

Réciproquement, soit, pour tout &> 0, un réseau A tel que
Uar (A) = w1 + 5 soit A* le réseau dual et { e; },—, ., une base de A
telle que det (A*) = u, (A*) | e} |*. Soit Z le réseau de rang a — 1 engendré
par es, ..., €. Alors

(det (A))*

-((Tét—(i))—“ = Uay (A) = Ug, a—1 +¢

et lemme (7.12) ¢ det (A) = det (E)/| ¢} |. En remplacant :

(det (A))=—t  det (A%

Ug o + &8 = o = s = W (A%) > U
=G @y [ap - e - ()=t

ceci ayant lieu quel que soit ¢, on a bien wq .1 > Uq,.
Enfin reformulons la définition des u,,; et le corollaire 7.4 en la :

7.13. Scorte. — Pour tous a, b, A : quot, (T% A) > u,, et P'égalité a
liew sv et seulement si A est b-critique.

8. Asserrions. — Comme dans le paragraphe 8 de [2], nous introdui-
sons ci-dessous des assertions, relatives d’abord a une variété quelconque X
de dimension a (¢f. 2.1), puis au cas X = T* :

- 8.1. NoTAaTIONS :

«P X, b) » [resp. « P" (X, b)»:3k>0 tel que V g : quot, (X, g)> k [resp.
quot; (X, g) = k],

« P (a, b) » [resp. « P’ (a, b) », « P” (a, b)»] : A k > 0 tel que V g: quot, (T?, g) > k [resp.
quot; (T, g) =k, quoty (T%, g) = kI,

«I(a, b) » [resp. « I' (@, b) », « 1" (a, b)»] : ¥V g : quot, (T ¢g) > u,s [resp.
quot;, (T% g) = up, quot, (T4 g) > u.u],

« IC (a, b) » [resp. « IC' (a, b) », « IC”" (a, b) »] : « I (a, b) » [resp. « I’ (a, b) », « 1" (a, ) »]
et quot, (T, g) = u,, [resp. quoty (T% ¢) = .., quoty (T?, ¢) = u,s] entraine :
(T2, ¢) est isométrique a un tore plat (T2, A) ot A est un réseau b-critique.

Bien siir 6.2 et 7.2 entrainent que certaines de ces assertions sont iden-
tiques. A notre connaissance, au sujet de toutes ces assertions, les seuls
résultats connus sont, outre « P (X, 1) » pour X le projectif réel de dimen-
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sion 2 (cf. [2], 8.3, théoréeme de Pu) : le théoréme de Loewner « IC (2, 1) »
est vraie (voir 10.7) et le théoréme de Blatter : « P (X, 1) » est vraie pour
toute variété X de dimension deux (voir 10.8). Le seul résultat que nous
ayons pu obtenir est une relation entre les quot, (X, g) et les normes des
formes différentielles sur (X, g), relation qui n’est autre qu’une générali-
sation de la technique d’Accola et Blatter, cf. [1], lemma 3 et [3], Satz 1.
Les paragraphes 9 et 10 ci-dessous sont consacrés a 1’établissement de
cette relation.

9. NoRMES DES FORMES DIFFERENTIELLES. — Sur la variété X de dimen-
sion a, notons Q" (X) 'espace vectoriel des formes différentielles de degré b.
Supposons dorénavant que (X, g) soit une variété riemannienne; alors
Q" (X) devient un préhilbert pour le produit scalaire global et la norme
associée :

9.1. | <°"5>a=fx(“|6)avg’ ’”a”;:‘flal;vg’

ou le produit scalaire ponctuel (2|3), est celui défini en chaque point
z€X comme en 2.5 & partir de la structure euclidienne que g induit
sur I'espace tangent en z a X. Noter que 9.1 a un sens parce que X est
compacte (c¢f. 2.1) et que ¢, est la mesure introduite en 2.2. Comme X
est orientée (cf. 2.1) on déduit des operatlons * ponctuelles introduites
en 2.5 les opérations
K @ (X)— Qb (X).
De la formule 2.6 on tire alors

9.2. <a,ﬁ>=£a/\*ﬁ,

formule ou I'on a supprimé l'indice g, ce que I'on fera chaque fois qu’il
n’y aura pas d’ambiguité possible.

Sur une variété riemannienne (X, g) une forme Q° (X) est dite harmonique
si « et % o sont fermées : do =0 et d (k2) = 0. Il est classique que,
quel que soit b et quelle que soit la classe

ceH (X, R) = F (X, R)/B’ (X, R),
il existe une w&c et une seule telle que

|| =inf{||a|:xec],
et que cette forme ® est harmonique. On posera

#* (X, R) = { w2 (X) :  harmonique },
st (X, Z) = st (X, R)n F* (X, Z).
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- Les éléments de I’ (X, Z) sont les formes harmoniques a périodes
entiéres. Exemple : sur un tore plat, les formes harmoniques sont exacte-
ment les formes invariantes par translations. Les applications

F' (X, R)>5 (X, R) > H* (X, R), F* (X, Z)>x (X, Z) > H' (X, Z)

sont des isomorphismes; en particulier les #’ (X, R) sont des espaces
vectoriels de dimension finie, euclidiens, de dimension égale a (3, (X),
le b*™ nombre de Betti de X; noter que ¢’ (X, Z) est un réseau de
Pespace euclidien #¢” (X, R).

La structure euclidienne sur J¢’ (X, R) en fournit une sur H’ (X, R)
qui lui est canoniquement isomorphe, d’olt maintenant un isomorphisme
canonique entre H’ (X, R) et H, (X, R); la dualité de Poincaré (¢f. § b)
fournit donc un isomorphisme entre (X, R) et #“” (X, R). La pro-
priété 5.2 et la formule 9.2 montrent que cet isomorphisme n’est autre

que
% % (X, R) > s (X, R),

qui a bien un sens parce que @ harmonique entraine % ® harmonique.
Bien prendre garde a ce que, en général : x (#’ (X, Z)) = #" (X, Z).
Par contre, on a entre ' (X, Z) et &K' (X, Z) la relation suivante :

Paccouplement [z, 3] — f a A\ 3, associé au cup-produit, est tel que
X .

foc N BE€Z dés que 2€F’ (X, Z) et €F“ (X, Z). On en déduit donc
Jx
Pinclusion :

9.3. * (3¢ (X, Z)) c (3 (X, Z))*,
ou D’étoile de gauche est 'opération % sur les formes différentielles et
celle de gauche désigne le réseau dual du réseau #H“* (X, R) de I'espace
euclidien #“* (X, R) : ¢f. 7.10. En général, 'inclusion 9.3 sera stricte,
Iégalité étant garantie par le lemme banal :

9.4. LEmme. — % (#" (X, Z)) = (# " (X, Z))* st et seulement s,
pour toute forme « €F* (X, R), on a 2 €F" (X, Z) dés quefa A BEZ quel

X

que soit BeF" (X, Z).

Cette condition est purement topologique et relative a X, elle ne fait
pas intervenir la structure riemannienne g.

9.5. LEmMEe. — La condition du lemme 9.4 est satisfaite st : (a) X = T%;
(b) X est de dimension égale a 2; (c¢) X est un espace projectif P}, avec v = 2
(projectif complexe), 1 = 4 (projectif quaternionien), i = 8 et a = 2 (plan
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projectif des octaves de Cayley); (d) X = S“X 5, carré de la sphére de dimen-
sion a.

La condition du lemme 9.4, aprés usage du théoréme de de Rham,
est équivalente, pour les classes de cohomologie, a

VceH (X,R), VdeH*"(X,Z): (cud)[X]€Z entraine ceH! (X, Z),

ou .U . désigne le cup-produit et « [X] la valeur de « sur la classe fonda-
mentale d’homologie de X. 51 X = T il résulte du 4.2 que H’ (T¢, R)
b

est isomorphe & A (R)* et, sous cet isomorphisme, le cup-produit devient
le produit extérieur dans I’algébre extérieure; en outre, H” (T% Z) n’est

b b
autre que A (Z)*C A R9)*. Si {e - . .. est la base canonique de
R on a
et N...A\e)[T] = 1.
Soit

c= 2 Gy € N N € avec ¢, . ., €R;
iy oensip

appliquant la condition d’intégralité avec d=e¢;  A...A €, ou
Uity - - -5 Lo sOnt tels que { iy, ..., | est une permutation de {1, ...,a|

on en déduit bien
(cud)[T] =+ c¢,...;, €2

S1 X est de dimension 2, c’est une surface de genre v (¢f. 2.1); 1l est
classique qu’il existe alors une base de H' (X, Z) de la forme {e;{,—, .y
telle que tous les (e;Ue;) [X] = 0 sauf (esiyUes) [X] = 1. Ceci montre
bien que la condition du lemme est satisfaite. Si X = P;, il existe (cf. [2], § 4)
¢, € H' (P}, Z) telle que, quel que soit b, ¢, soit un générateur de H" (P, R),
et en particulier (¢!) [P{] = 1. Alors si ¢ = % ¢,, A€R, on aura bien L €2Z
parce que ((Ac,)Uc,")[P{] = »€Z. Enfin, pour S*XS% la base banale
de H“ (S*x S Z), soit {c, d|, vérifie

(cue)[S* xS ] = ([dud)[S*xS]=0 et (cud)[S*xS]=1.

Maintenant, pour toute variété riemannienne (X, g), on peut parler
de det (#" (X, Z)) pour tout b compris entre 0 et a = dim X, au sens
de 3.5 appliqué au réseau ¥’ (X, Z) de l’espace euclidien #’ (X, R).
En ce sens on a la :

9.6. Prorosition. — Pour toule structure riemannienne g, on a :

(a) st X est de dimension 2 : det (JC' (X, Z)) =1;

(b) det (5" (Sx S, Z)) = 1;
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(c) det (3" (P, Z)).det (3" (P;, Z)) =1 pour tous b (0 < b < a),
en particulier, st a est pair : det (K" (P}, Z)) = 1;
(d) pour tous a et b (0 < b < a) : det (H° (T<, Z)).det (5¢~" (T, Z)) = 1,
en particulier det (3 (T, Z)) =1 si a est pair.

Résulte directement des lemmes 9.4, 9.5, de la formule 7.11 et de ce
que, d’aprés 2.6, % : I (X, R) - H" (X, R) est toujours une isométrie
donc conserve le déterminant des réseaux.

10. CARCANS ET NORMES DES FORMES DIFFERENTIELLES. — Soit
c€H’ (X, Z) une classe de cohomologie entiére et sphérique (cf. 5.6)
de la variété riemannienne (X, g) de dimension a; posons la :

10.1.’NOTATION :

carc’ (¢, g9) =inf{vol (Y, ¢/ Y): Y sous-variété noyau de X telle que classe (Y) =
Puis la :
10.2. NoraTION :

M'g = inf{f[ algg:a€c et a sphérique;.
- X

10.3. Prorosition. — Sotent (X, g) une variété riemannienne de dimen-
ston a, b tel que 0 < b < a et c€H" (X, Z) une classe de cohomologie sphé-
rique de X. Alors : ‘

care’ (c, 9) = |¢|s-

Montrons d’abord que E(;,_A__carc’ (¢, g). L'idée est une intégration
sur les fibres. Soit donc f : X — Y une application telle que a = f* 8,

ou { est telle que f@ — 1. En z€ X, on a o (x) = (f* 8) (z) = 0 implique,

soit que 3 (f(x)) = 0, soit que = est un point critique de f. C’est-a-dire,
si W désigne I’ensemble des valeurs y de Y réguliéres pour f, que o ne

. . PN . N
s’annule jamais sur f~' \WNsupp (3)/; et en outre f, restreinte a supp (%),
est une submersion. On a donc, par la formule d’intégration sur les fibres

(cf. [5], 16.24.8) :

10.4. f I*—/\v—-/ <f , T’%‘)@
supp ( B) y esupp(ﬁ S=1(») N supp (&)
ANN. EC. NORM., (4), V. — FaAsc. 2 34
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Mais Y — W est de mesure nulle dans Y d’aprés Sard et, comme on I'a

. A
vu, « ne s’annule pas sur /' (y) st y€ Wnsupp (3), donc :

Jo () e o
N ~ ]al _f S~ SHy) l * I @
y€supp(B) \ S 3)Nsupp (%) resupp(BiNW

D apreés 2.7 la forme TT, restreinte 3 f~' (y), n’est autre que la forme

volume de cet f~* (y), donc, d’aprés la définition de carc’ (¢, g) et vu 5.5,
on a

f ’Fﬁ = vol (f~' (), g | f~* (y)) = carc’ (¢, g)
=1(y)

puis :
f < f *—) B > carc’ (¢, 9) f = carc’ (¢, 9) f B = carc’ (c, 9).
o~ v f—1(y) l l Y
y€supp(BiNW supp(ﬁ

Par ailleurs, d’aprés 2.6 :

oSV AN |a*ve

[ o] o]

y[ %_ _/’lﬂm_fmug

supp( ) supp (Oﬂ

= |a| v

En conclusion f || v, > carc’ (c, g); cette formule étant wvalable
X

pour toute x€c sphérique, on a bien

Ei ¢ = carc’ (¢, g).

Montrons maintenant que Elé_écarc’ (¢, g). Soit, pour tout ¢ > 0,
Z une sous-variété noyau telle :que

vol ((Z, g1 Z) < carc’ (¢, 9) + 5-

Considérons le voisinage tubulaire U, riemannien de rayon v de Z dans
X; comme le fibré normal de Z est trivial (¢f. 5.4), il existe un difféomor-
phisme F : U, — B (0, 7)) X Z, ou B (0, 7)) est la boule de rayon v, dans R®,
e = dim X — dim Z. Choisissons 7 assez petit pour que, quel que soit
y€B (0, 1), on ait

Vol (F (19 {x2), ¢ | F (1§ | x2) Zvol (Z, g 2) + -
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Et prolongeons la composée avec la premiére projection
U, B (0, ))xZ B (0, v)
[ou Von considére B (0, 1) comme dans S°] en une application f: X — S°.
Enfin, soit 3 une forme de degré maximum sur S, telle que /(3 =1

'8

et supp (3)CB (0, n). La formule 10.4, appliquée ici a a = f* (3 donne :
Jratoe= [ EXpa= [ vol(t— @ glf@)8
X o Yy €B(o,7)

Ay

= (carc’ (¢, g) + ¢) f B = carc’ (¢, g) + «.

B(0,7)

Ceci ayant lieu pour tout ¢, la définition de EL montre que E;é carc’ (c, g).

10.5. Remarque. — La formule 10.4 s’apparente a la coarea formula

de [6], theorem 3.2.11.

La proposition 10.3 nous semble un lien intéressant entre ’analyse
sur X et ses carcans. Cependant, nous n’avons pas pu en déduire un
résultat géométrique vraiment satisfaisant en dimension plus grande que 2,
¢’est-a-dire une des assertions du 8.1. Dans le cas b = a — 1, on déduit

de 10.3 et de 5.7 la :

10.6. ProrositioNn. — Soit (X, g) une variété riemannienne de dimen-

swon a; alors :
1

quot.— (X, g) = -
inf{f[ai;fvg:aeF' (X, 2) — go;}(
X

En particulier « P (X, a — 1) » serait une conséquence de

inf { f | o |¢ vy : g structure riemannienne sur X, 2 € F' (X, Z)— (0 } < o0

X

1 suffit de remarquer que, par dualité, lorsque ¢ parcourt F' (X, Z),
sa duale ¢* parcourt H,._, (X, 2Z) et d’appliquer I'inégalité de Holder :

fx|“|g”gé<£|“|§”g'> <fxvg> s
qui entraine bien 10.6 : v '
(vol (X, g))**

1 .
<f[“!g”g> fl“lgvg
X X
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Montrons d’abord comment 10.6 redonne les théorémes de Loewner
et Blatter :

10.7. TutortmEe (Loewner, non publié). — « IC (2, 1) » est oraie, c’est-
a-dire que, quelle que soit la structure riemannienne g sur T?, on a

3 /3 . .
quot, (T3, g)é\/;) et quot, (T? g) =&2§ st et seulement sv (T?, g) est

\

isométrique & un tore plat équilatéral.

D’aprés 9.1 et 10.6 :
\ 1
ot (0 ) = pr s raem (152 — 10]]

D’apreés le paragraphe 9 :
inf {22 :2eF! (T2, Z) — (0]} =inf||o|2:aede (T2, 2) — {0} }.

Comme J¢' (T2, Z) est un réseau de J¢* (T2, R), espace vectoriel euclidien
de dimension 2, d’aprés le 7.5 et la proposition 9.6 (d), on a

inf{‘ai;:aezei(Tz,Z)_go;;é.dl_=1
2,1

V3

Si I'égalité est atteinte, c’est nécessairement d’abord dans 10.6, donc
dans l'inégalité de Schwarz, ce qui implique que la fonetion |« |, : T* -~ R
doit é&tre constante sur T?; soit k la valeur de cette constante. Il en est
de méme de |k 2|, =k, d’aprés 2.6. Comme on est en dimension 2
et orienté, 'opération % n’est autre que la rotation d’angle =/2 et on a
donc g=Fk (2@ 2+ (x 2) ® (kx 2)). Cest dire que la structure rieman-
nienne g est plate, car « et ko étant fermées sont de la forme
locale « =dz, *xaxa=dy, g=k((dx)*+ (dy)’). Le fait que cette
structure est plate entraine que (T2, g) est isométrique au tore plat
(E/A, go/A), ou (E, g,) est I'espace euclidien E = #¢*' (T?, R) et A le réseau
a' (T*, 2Z) de &' (T*, R) = E. Enfin ce tore plat est équilatéral parce
que A doit &tre 1-critique si I'égalité est atteinte (¢f. 7.7).

10.8. Tutorime (Blatter [3]). — « P (X, 1) » est ¢raie pour toute X
de dimension 2, plus précisément :

1
Vg: quot, (X, g) > (Uay,1)Ts
st Y désigne le genre de X.

On procéde comme pour 10.7 mais ic1 &' (X, R) est un espace vectoriel
de dimension égale a 2 v; le réseau J¢' (X, R) vérifiera

1

(nf{lal;:aca (X,2) — {0} )=
27,1

.
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. Quant a D'égalité, elle ne se produit jamais si Y > 1 car si, sur X, une
forme harmonique était de norme constante, (X, g) serait comme on I'a
vu un tore plat et donc pas de genre y > 1. On ne sait pas, semble-t-il,
si

1
inf { quot, (X, g) : g structure riemannienne sur X | = (u.y,,)".

10.9. Sil’on veut pouvoir utiliser, pour une variété X de dimension > 3,
la propriété de minimum des formes harmoniques au lieu de 10.6, on
remplacera Holder par Schwarz :

</X|a|gvg>2éfxla|§vgfxvg=Vol(X, YKL

d’ott

(vol (X, g))= $ (vol (X, g))+1 ,

(frtese)" iz cvor 0% gF

X
puis :
(vol (X, g)) *_
qUOta—-l (Xs g)émf{ H P “g T (X, Z) — { 0 } }7
et enfin :
10.10. quot,_; (X, g) > (uﬁ:(xm)_ﬁrx) (vol (X, 9)) *

det (3¢ (X, Z))E ¥
Donec « P (X, a — 1) » découlerait de

§ 3 k > 0 tel que, quelle que soit ¢ structure riemannienne sur X :

10.11. a—2 _a_
1 (vol (X, ¢)) 2 > kdet (3¢ (X, Z))8:X ?

10.12. Si, par contre, 'on veut utiliser 9.6 (b) ou (d) et la propriété
de minimum des formes harmoniques pour démontrer « P’ (X, a/2) »,
on se heurte a la difficulté suivante : avec 10.3, Schwarz, 5.5 et
pour X = T“ (a pair) ou X = $*X S on trouvera bien :

a
3

) 1 :
10.13.; quotg X, 9) = <inf { [l & ||z + « sphérique et classe () 5= 0 §> ’

mais on ne saura pas si

10.14. inf{| «||? : sphérique, classe (2) 20} =inf { ||« [2:2€5* (X, Z) — {0} ?
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parce qu’une forme harmonique ne sera pas nécessairement sphérique.
Il faudrait en outre une relation telle que

3 k << oo tel que, quelle que soit g structure riemannienne sur X :
10.15. inf { [| « ||2 : « sphérique, classe () 2 0 |

kelint {2 aesd (X, Z)— (0],
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