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PROBLÈMES AUX LIMITES POUR LES ÉQUATIONS
AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE

A COEFFICIENTS RÉELS;
THÉORÈMES D'APPROXIMATION;

APPLICATION A L'ÉQUATION DE TRANSPORT

PAR CLAUDE BARDOS.

INTRODUCTION.

Les problèmes du type

(i) { ̂  àxtt=i
^0,-^+K^/,

IL y ==o,

où A = (ai, 03, . . ., dm) désigne un champ de vecteur réel sur û ouvert
771

borné de R7^, 2L l'ensemble des points de ail tels que ̂ ,ai{x)ni{x) < o
i=l

[où (ni, ^2, • . ., rim) est la normale extérieure à au] et où K désigne un
opérateur linéaire par exemple borné dans L^û), ont été abordés par
un grand nombre d'auteurs, en particulier au sujet de l'équation de trans-
port, cf. Jorgens [10] ou Reed ([2l], [22]); il n'existe cependant pas à
notre connaissance des résultats aussi généraux et aussi précis que ceux
que nous nous proposons d'exposer dans ce travail.

Pour aborder le problème (i) on peut soit utiliser, comme cela est fait
dans Jorgens [10], les caractéristiques du champ A, soit les méthodes
développées par Lax et Phillip [43] ou Friedrichs [9] au sujet des opé-
rateurs symétriques du premier ordre.
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Dans les deux cas les difficultés proviennent du fait que le champ A
in

peut dégénérer et en particulier du fait que la forme ̂ .a^ peut changer
i=ï

de signe sur à^î.
Ces difficultés sont levées, d'une part du point de vue « caractéristiques »

en utilisant le théorème de Sard {cf. de Rham [7]) pour montrer que les
caractéristiques de A qui sont tangentes à àiî forment dans û un ensemble
de mesure nulle; et, d'autre part, du point de vue « opérateurs symétriques
du premier ordre » e.n montrant que si u est solution de (i) et appartient
à L°° (û) il 'existe une suite Uo, telle que u?, |s__ == o, nulle dans un voisi-
nage de la frontière de IL dans ^Û, telle que Ua converge vers u dans L2 (û)
tandis que Au§ converge vers Au dans L^û) faible.

Au chapitre 1 on rappelle des résultats sur les semi-groupes qui seront
fréquemment utilisés dans la suite.

Au chapitre II dans les paragraphes 1 et 2 on explicite le semi-groupe
associé au problème (i) à l'aide des caractéristiques du champ A, on
démontre que ce semi-groupe opère dans L^(û); ce qui permet de résoudre
des problèmes non linéaires, puis on caractérise le générateur de ce semi-
groupe en utilisant le théorème de Sard.

Au paragraphe 3 on se propose de rapprocher ce point de vue de celui
des opérateurs symétriques, et on montre que le générateur du semi-
groupe opérant dans L^Q) introduit au paragraphe 1 n'est autre que la

m

fermeture de l'opérateur ^ j^^~ défini sur l'espace des uçcV(ft) tels
î==l

que u ^__== o. Ceci permet au paragraphe 4 de traiter des problèmes
non homogènes et de préciser des théorèmes de traces.

Au paragraphe 5 on étudie les valeurs propres de l'opérateur
ni

u --> ^^-y-7 de domaine
i =1

! 1 m \

D(A,)= uç^W V^eL^)^^:=o .
1 ^" 'J^i \

Enfin au paragraphe 6 on montre comment on remplace le problème ( i )
et le problème d'évolution associé

i j n
[ un ^ an ,,, ,.
^t-^L^àœ^1^^

(2)

/ ^|^-X]0,T[=0,

| u (,-r, o) == ?/o(^')

par différents problèmes dont l'approximation numérique est « standard »,
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Le chapitre III est consacré à l'application de certains résultats du
chapitre II à l'équation de Transport. En particulier, on considère comme
dans Reed [22] le cas où l'ouvert û se déforme avec le temps.

Je tiens à remercier M. Lions qui, par ses encouragements et ses conseils,
m'a permis de mener à bien ce travail ; ma reconnaissance va également
à M. Malgrange qui, à la lecture d'une première rédaction, a bien voulu me
suggérer certaines améliorations.

CHAPITRE I.

RAPPELS SUR LES SEMI-GROUPES.

1. NOTATIONS ET GÉNÉRALITÉS. — Soit B un espace de Banach sur G;
on désigne par [ la norme dans B et on note L la norme dans l'espace
de Banach ^?(H) d'un opérateur L linéaire continu dans H. Enfin on dit
qu'une famille Le d'opérateurs linéaires continus converge fortement
vers un opérateur L si pour tout u € B on a :

lim [ L^u— Lu \ == o.
£>0

Soit G(t) un semi-groupe fortement continu dajis B, on sait qu'il existe
deux constantes réelles M et (D(M^i) telles que pour tout ^^o, on ait

(l.i) \G(t)\^Mewi.

Inversement, soient M et co deux constantes réelles (M^i), on désigne
par g(B; M, co), où g(M, co) (c/1. Kato [12]) l'ensemble des opérateurs A
(bornés ou non) dans B, de domaine D(A) tels que — A soit générateur
infinitésimal d'un semi-groupe fortement continu vérifiant (l.i).

DÉFINITION 1.1. — On dit qu'un opérateur L de domaine D (L) domine
fortement un opérateur A de domaine D(A) et on note L > A si :

(1.2) D(L)CD(A) ;
(1.3) Pour tout S > o il existe C(â)^o tel que l'on ait

\Au\^ô\Lu +C(ô) u\, V^€D(L) .

Du théorème 2.7 (chap. IX, § 3 de Kato [12]) on déduit alors immé-
diatement le :

THÉORÈME 1 . 1 . — Soient L€g(i, ^>) et A€g(i, ^') si L domine forte-
ment A, pour tout £ > o, l'opérateur sL + A de domaine D(A) appar-
tient à g(l, £Cjû 4- co/).
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En particulier, si L€g( i , co) et si M est un opérateur borné, L + M
appartient à g(i, co).

Soit maintenant H un espace de Hilbert, on note ( , ) et [ | le produit
scalaire et la norme sur H et g(i, co) l'ensemble des opérateurs A non
bornés dans H tels que — A soit générateur d'un semi-groupe fortement
continu à contraction dans H. On dit qu'un opérateur A de domaine D (A)
est co-positif (où plus simplement positif si co == o) s'il existe une cons-
tante réelle co telle que, pour tout ueD(A) , on ait

(1.4) Re(A?/, u) 4-ûl)|^^|2^o.

Aussi l'opérateur A + co est-il positif et admet-il des extensions maxi-
males qui {cf. Lions [14] ou Phillips [20]) appartiennent à g(i, co).

Si A appartient à g (M, co) il en est de même de son adjoint A* e t — A *
est générateur infinitésimal du semi-groupe (exp—(A)*. Muni de la

norme du graphe (( u|2 + | A*u [2)12), D(A*) est un espace de Hilbert
contenu algébriquement et topologiquement dans H, dense dans H. On a
donc les injections usuelles : D(A*) C HC (D(A*))' et comme A* est
linéaire continu de D(A*) dans H, son adjoint (A*)* est un opérateur
linéaire continu de H dans (D(A*))', qui prolonge A, on le notera égale-
ment A.

Soit o < T < + o o , pour tout couple (uo, f) € H X L^o, T; H) l'appli-
cation t}->u{t) définie par

r 1
(1.^) u(t)==exp(—tA) UQ-{- (exp— (f-s)A)f(s) ds

^0

est l'unique solution ueL^o.T.-H) du problème

(1,0) (i) Ï+u=-f ^I^^T; (D(A*)y) ;

(ii) u(o)=zuo.

On remarque que de (1.6), (i), on peut déduire, comme dans [14] que u
appartient à (3(o, T; (D(A*))') et donc que (ii) a bien un sens. A posteriori
il résulte en fait de (1.5) que u appartient à C3(o, T; H). Enfin on sait
{cf. [12]) que si Mo appartient à D(A) et si f appartient à (^(o, T; H), on a

^ee^T^A^n^^TîH).

2. APPROXIMATIONS DE SEMI-GROUPES ET DE SOLUTIONS D'ÉQUATIONS

D'ÉVOLUTIONS. — Soit toujours g(M, co) l'ensemble des opérateurs A
(non bornés) dans un espace de Banach B tels que — A engendre un semi-
groupe fortement continu vérifiant (l.i).
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THÉORÈME 1.2. — Soient A, Â£€g(M, co) et A. l'opérateur de domaine D(Â)
défini par

(1.7)
D ( Â ) == [ uç nD (Ag)/limAe^ existe L

£^0

Â^==limA^^.
£-^0

On suppose que A. prolonge A. et vérifie
(1.8) A = Â .

Alors pour tout X, réel X > a) et tout /*€B, (X 4- Ae)"1/' converge dans B
(W5 (X4-A)-1/'.

Démonstration. — Comme la famille d'opérateurs (X 4- As)""1 est uni-
formément bornée, il suffit de montrer que (X 4- Ae)"1/' converge vers
(X 4- A)~1/* pour /* appartenant à une partie dense de B.

D'après (1.8) on peut choisir / * = = ( X + A ) u avec u€D(Â). Comme
f^D(A3)cD(Â), on a

^
(1.9) (À -h Ae)-i/- (7 + A)-*/= (À + A,)-i[ (À + A) u - (À + A,) u]

=(^+Ae)- l(AM-A^M);
et ainsi

(1 .10) |(A+Ae)- l/-0+A)-\/|^———|AM-AeM|.
À — CO

Ce qui démontre le théorème 1.2.
A l'aide du théorème 5.2 (p. 5o2 de Kato), on déduit facilement le

théorème suivant qui est dû à Trotter [26].

THÉORÈME 1.3. — Sous les hypothèses du théorème 1.2 le semi-groupe
exp — tA.s, converge fortement vers exp — (A uniformément sur tout inter-
valle borné.

Des théorèmes 1.2 et 1.3 on déduit alors à l'aide du théorème 1.1 le

COROLLAIRE 1.1. — Soient L € g ( i , ^ ) et Aeg( i , ^ ' ) si L domine
fortement A et si D(L) est dense dans D(A) ( A ) alors d'une part, pour tout
X >> (o, (X -4- sL + A)~1 converge fortement vers (X 4- A)~1 et d'autre part
exp—((£L4-A) converge fortement, uniformément sur tout compact vers
exp — (A.

THÉORÈME 1.4. — Soit H un espace de Hilbert : As, A € g ( i , o o ) ,
o < T < 4 - o o ;

( ^ / ) e H x L ^ ( o , T ; H ) ,

(1) Bien entendu, muni de la norme du graphe.
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Us, solution du problème :
( l . i i ) (^+A^^

( ?/,£(0) ==^/0,

alors si exp — tAg converge fortement vers e x p - — ^ A , uniformément sur
tout intervalle borné, u^ converge dans (3(o, T; H) vers u solution du problème

( - 1 . 1 . 2 )
( ?//+A?/==/,
( u. (o) = i/^.

Démonstration. — u^ est donné par la formule

u-^t) = ( e x p — ^ A , ) ? / o + [ ( exp— ( t — s ) A^) f (s) ds.
J0

Par hypothèse, ( e x p — ^ A ^ U o converge vers (exp — (A) Uo uniformé-
ment sur [o, T]. Ensuite, si f appartient à (S(o, T; H) l'ensemble des
points [f{t) |^€[o, T]} est un compact K de H. Comme exp — tAe
converge fortement vers exp — tA uniformément sur [o, T], il résulte du
théorème de Banach-Steinaus que (exp — tA,) Ç converge vers (exp — tA.)^

C1
uniformément pour tç[o, T] et ^GK, donc que f ( e x p — ( t — s ) A ^ ) f { s ) d s

0

r 1
converge uniformément pour t € [o, T] vers f (exp — (t — s) A) f(s) ds.

^0

Comme (3(o, T; H) est dense dans L^o, T; H), on en déduit que pour
C1

tout yeL^o, T$ H) ^ (exp — {t — s)A^) f{s) ds converge uniformément
J o

vers ^ (exp — (( — s) A) f{s) ds.
^ 0

Et ainsi du corollaire 1.1 et du théorème 1.4 on peut déduire le

COROLLAIRE 1.2. — Soient H un espace de Hilbert, A e g ( i , û L > ) ,
L€g( i , <^). On suppose que L domine fortement A, alors pour tout couple
{uo, f) € H X L^o, T$ H), Us solution du problème

( l . i3) ( ^+(£L+A)^=/ ,
( ^.(O) =UQ

converge dans C(o, T; H) vers u solution du problème

(1.14) ( u'-^-Au=f,

{ u(o) ==^/o.
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CHAPITRE II.

1. LE SEMI-GROUPE E N G E N D R É PAR UN CHAMP DE VECTEURS A SUR UN

OUVERT iî DE R". — Dans ce paragraphe on se propose de montrer qu'à
tout champ de vecteur A défini sur l'ouvert û on peut associer un semi-
groupe exp — (A opérant dans l'espace des fonctions mesurables sur û.
Pour tout p, i^p^+ °o, ce semi-groupe définit par restriction à 1^(0)
un semi-groupe d'opérateurs bornés dans ^(L^û)) et pour p < + oo ce
semi-groupe est fortement continu.

!7l

Soit û un ouvert de R'7^ et A==^y,a,.—un champ de vecteurs réels
i^ï

défini sur £i, les fonctions ai étant dénvables, bornées ainsi que leurs
dérivées. On suppose [hypothèse (H.I)] que le champ A peut se pro-

1 1 1
longer en un champ A = = ^ a t ^ — défini sur un ouvert X de R'" tel

î=l

queûcX, les fonctions a, étant de classe C1, bornées ainsi que leurs
dérivées sur X.

En introduisant une fonction réelle 9 indéfiniment dérivable égale à i
sur Q et à zéro dans le complémentaire de X on voit que l'on peut pro-
longer A en un champ de classe C1 sur R'", nul en dehors de X. On notera
également A ce prolongement.

Pour tout point rcçR^, il existe une unique application de classe C1

de R dans R"', t i-> e x p — t K x (aussi notée e~/Ax) solution de l'équation

(^ . i ) d^e-IAœ=-\\e-l^x)

et vérifiant en outre :

(2.2) e-^x /,o==^.

La courbe e~tAx est appelée caractéristique ou trajectoire du champ A.
Pour tout couple t^ t^ on a

(2.3) ( e x p — ^ À ) ( ( e x p — ^ À ) . ^ ) == ( exp— (t,+t,)A)^-.

Enfin pour toute fonction oecOÇR 7 " ) , on a

( ^ . / l ) ? (^ / Â ^) == ^ ( • / • ) -— /A © (.f) -f- ^ A2 9 (^- O A ^) ,

où Oe[o, t] dépend de y, x et t.
Ann. Éc. Norm., (4), III. — FASC. 2. 26
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On définit alors un semi-groupe d'opérateurs dans l'espace des fonc-
tions mesurables sur û en posant

(3.5) (e-'^wH^1^ s!<'-7Aep-' VT ' o=v=l ^
[ o sinon.

Il est évident que si f appartient à L^û), il en est de même de e~/Af
et que l'on a alors

C2^) I^V'IL^^I/L^).

Remarque 2.1. — e x p — t A définit ainsi un semi-groupe à contraction
dans L°°(û), mais ce semi-groupe n'est pas fortement continu.

PROPOSITION 2.1. — Sous l'hypothèse (H . I ) , si ^GL^Û), e'^f appar-
tient à L^û) et on a

(2.7) ^VW^exp/^ sup D(^n.|/|,
V ^f-iî )

/' "i \
>ù D {x) désigne la divergence du champ A au point x ( i. e. D \x) == V —IL {x) ).où D {x) désigne la divergence du champ A au point x ( i. e. D \x) == V —IL (x)

\ ^™ O^i f
\ i=i /

Démonstration. — Pour t fixé, l'application x^{exptA)x est un
difîéomorphisme de R/" sur lui-même de classe C1.

Calculons son jacobien J t { x ) . On pose y(t , x) == (exp^A)^; alors on a

. __ Ô^ ÔQ A ^^

J / - ^ A ^ A • • • A ^•

Comme

(2.8) ^=-A(C?) '

on a

^ ^â)=M^â.

où M (y) désigne la matrice —^ ? i^/c^m, i^-l^irn.
L ̂ 'z'/ J

(2) On notera également e x p — t A l'opérateur e-^.
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Et ainsi
,, . d - d àv) , ÔQ , , O^
<- 2 - 1 0 ) ^=^A<^A•••Ari„

à^ , d ô^ , , ()^
-4- _-L. A _ _T- A A - T

ÔX, A ̂  ÔX., A ' ' ' A ^//,

^îp ^cp ^ ^CP
+ 7)x, A ̂  A • • • A ~dt ̂

., à^ , à^ , , ô^
=MàÏ-^^.^••^^

()(Q . ... ÔQ , , Ô^
+ ^ A M ^ A • • • A < ^ . + • • •

à(D ()(Q . . .... ^9^ ^ Â ^ Â - ' - Â ' 1 ^
=trace(M)^A^A:..A^=D(,(.,.))J. ,

Comme Jo (^ )= i , on a

( 2 . 1 1 ) J,(^)==exp r D(cp(^, T))^,
^u

et donc

( 2 . 1 2 ) J^)^^

où
(2.i 3) c.)v=siApD(.r).

.rex

Ainsi si f appartient à L^û), en désignant par f la fonction obtenue
en prolongeant f à R'71 par zéro, on a

(2.i4) f (^V)^-) dx^Ç\j\e-^x}\dx^Ç |/(j) J, (j) ^y
^ Q ly X •y R"»

=f ^"^I/O') ^y^c'^l/lL.iU).e "l ^ ( y ) | ay ^-e "i yir^^,
/ R"1i/ p»t

Cette inégalité est en fait valable pour tout ouvert XDÎÎ aussi, comme
la fonction D{x) est continue, on a e~iAf\^^^ewl\f\^^, où co désigne
la borne supérieure de la fonction D(x) sur Q.

Ainsi e~iA définit un semi-groupe d'opérateurs dans L^û) vérifiant (2.7) .

COROLLAIRE 2.1. — Pour tout p^i et tout fç. L^û) e'^^f appartient
à L^û) et vérifie

(2.i5) \e-lAf\^^^\f\u^
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La démonstration de ce corollaire est immédiate, soit en procédant
directement comme ci-dessus, soit en utilisant le théorème de Riesz
(cf. M. Riesz [23]).

PROPOSITION 2.2. — Sous V hypothèse (H.l) et pour tout p, i ^- p < 4- oo,
le semi-groupe e~1^ est fortement continu dans L^(û).

D'après 'l'inégalité (2. i5) il suffit de vérifier que, si f appartient à
^3(û), e~^f converge vers f dans L^û) lorsque t tend vers zéro. De (2.4),
il résulte qu'en tout point xç.^1 (e-<A/1) {x) converge vers f{x)'y comme on
a e~l^f\^^^\f\^^ on déduit du théorème de Lebesgue que

(2.i6) lim / \e-lkf—f\Pdx•.
" ^Û

2. GÉNÉRATEUR DU SEMI-GROUPE e~tA DANS L^û) ( 1 ̂  p << + 00 ) ;

APPLICATIONS. — Pour î^p<^-}-c0y e~1^ définit un semi-groupe forte-
ment continu dans L^û); on se propose de caractériser le domaine de
son générateur infinitésimal et d'appliquer cette caractérisation à la
résolution d'équations aux dérivées partielles du premier ordre, linéaires
ou non.

Dans ce paragraphe ainsi que dans les suivants, on supposera [hypo-
thèse (H. II)] que la frontière à£l de l'ouvert t2 est de classe C1 par mor-
ceaux, c'est-à-dire qu'elle est localement C1 isomorphe à une portion de
polyèdre de R^. Sous cette hypothèse, n=(n^^ n^ . . . , n^) normale
extérieure à ail est définie en presque tout point de ^û. On note ^ l'en-
semble des points de ail où la normale extérieure n'est pas définie, et on
désigne par S .̂, 2o? S- les ensembles suivants :

^e^2\% v^J^<^^> ^€^2 2
^e^\% ^a^<o^ (3 ) .

PROPOSITION 2.3. — Uensemble des trajectoires de A qui rencontrent
SoU% forme un ensemble négligeable [de mesure nulle).

Démonstration. — II est d'abord évident que l'ensemble des trajectoires
qui rencontrent ^ forme un ensemble de mesure nulle, pour démontrer
que l'ensemble des trajectoires qui rencontrent 2o forme un ensemble

(3) ^+, ^- et ^o désignent respectivement l'ensemble des points de ôQ où le champ cX
est sortant, rentrant ou tangent, ces propriétés demeurent invariantes par difîéo-
morphisme.
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de mesure nulle on va utiliser le théorème de Sard Çcf. par exemple
De Rham [7], § 1, chap. 1).

^
On considère l'application {x, t) ^->e~tAx de ^ÛXR dans R7".
Soit, pour tout point xçàC^\y^ (^, ^, . . ., ^n-i) un système de coor-

données locales de x, on dira que e~^x est un point caractéristique de
l'application ^ si le jacobien de ^{x, t) par rapport à (^i, ^j, . . ., ^rn-iy t)
s'annule. (Bien entendu cette définition est indépendante du choix des
coordonnées locales.) D'après le théorème de Sard, l'ensemble des points
caractéristiques de ^ est de mesure nulle. Aussi pour démontrer la propo-
sition 2.3 suffit-il de prouver que les assertions

(i) Jac^(^, t) = o et (ii) xçïjo sont équivalentes.
Pour cela, on remarque que ^{x, t - } - s ) = e~tA^{s, x) et donc que

Jac^(a;, t] = J(.Jac^(.r, s) {cf. la démonstration de la proposition 2.1) ;
on sait que J^^ o, aussi en faisant tendre s vers zéro, on voit que
Jac^(rp, t) = o équivaut à Jac<p(o;, o) = o. Enfin on transforme par un
difïéomorphisme local un voisinage U de xçàSî en un voisinage de zéro
dans R772"1 X R, V, manière que UH^Û soit appliqué sur VHR'71"1.
Le champ A se transforme en le champ A==(ai , 03, . . . , am) et on a
Jac^(.r,o) = Om(o) ; ainsi J a c ^ ( ^ , f ) = o équivaut à Sm(o) = o donc à
^G^o. Ceci termine la démonstration de la proposition 2.3.

On introduit ensuite les notations suivantes; pour tout xçil, on pose

(2 .17 ) t(x) =inft>o e-^ei2; ï(^) ^.e-^^^x (4) .

Bien entendu ^Çx) appartient à ^û; et d'après la proposition 2.3 on a

(2.18) mesE = mes { xç.^ \ T (^) ç ^ o U ^ j == o.

Pour tout t > o, on désigne par

(2. IQ) i2i ( t ) = {.r(=^\E tels que t (.x) > t }

et par

(2.20) ^(t) = { ^ € ^ \ E tels que t{x) < t } .

Comme l'application x}^->e~tKx est continue, ûi(^) et û^t) sont des
ouverts ; d'autre part, comme l'ensemble des x tels que t{x) = t est de
mesure nulle, on a
(2 .21 ) mes(^-(^(^)n^.2W))==o.

(4) t (x) peut être éventuellement égal à + oo.
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THÉORÈME 2.4. — Soit e x p — t A p le semi-groupe fortement continu
dans L^û) ( i^p<+oo) défini par le champ de vecteur A vérifiant
sur V ouvert û l'hypothèse (H.I) , — Ap son générateur infinitésimal de
domaine D(A^); alors si û vérifie l'hypothèse (H. II) on a

Ht \

(2.22) D(A/,) ==• uçL^(^), V ai—'- çL? (^î) vérifiant de plus a ^_=o\.
i=ï l )

On remarque que si u vérifie

j n

(2 .23) ^L/-(^), 2^'IÈ ÇL ' ( i 2)-

on peut en localisant, et en faisant un changement de coordonnées,
définir u ^ dans L^(2) et ainsi l'expression

(2.24) ^ l s_=o

a bien un sens. |

Démonstration du théorème 2.1. — On va établir que si u vérifie (2.23)
et (2.24), on a

^0(.r,/)

(2.25) (e-'^u) (œ} —n.\x) =— Kn\e-^x}ch,
" 0

où 0(.r, t) = inf(^ t{x))-, il en résultera alors que

r 1
(2.26) (^- /A / /) (.T) -n(x) =- < A/, (exp- (tA^) n) ch

^ o

et donc que u appartient à D(A^). Il est d'abord évident que si u appar-
tient à (^(R^) on a

(2 .27) (f(e- /x^) — i i { œ ) =— f \u\e-"^œ)(h.
^ o

On en déduit, par densité que (2 .27) reste vrai pour presque tout xçîV
si on suppose seulement que ueL^R77') et que AueL^R'"). D'autre
part, d'après la proposition 2.3, il suffit de prouver que (2.25) est vrai
pour presque tout xçil^t) U Û ^ ( ^ ) .

Si xçSî^t), il existe un voisinage ouvert U de x tel que l'ouvert
v= U e-TA(u) solt strictement contenu dans û. Soit alors ye(33(ii)

O^T^:/
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égale à i sur V; pour prouver (2.25) il suffit d'établir que

(2 .28) (e-^^n) {x) —(<^).(^) ==— f A(cpM) (e-^)xd^\
t/ Q

niais comme la fonction u obtenue en prolongeant u par zéro en dehors
de û vérifie ueL^R7^ et AuêL^R7"), on déduit (2.28) de (2.27) .

Si x€Û,( ( ) , on utilise l'inclusion Û^C^-"^ (E, T)e2-xR}; et en
introduisant ^i, ^25 . . ., Em-i coordonnées locales du point ï(^) == e~ f ' ( ' v } A x
et ^,n== ^ - T À (^ l? ^2? • • • ? ^m-i) on remplace la démonstration de l'équa-
tion (2 .20) par celle de l'équation

[^m à
(2.29) ^Œl^ "^Ïm)= ^li^^^ • • - ^-1^ T) ch-

t7() -5

Comme on a

?/€Ï^(R; L/^R7"-1)), -^eL/^(R; L^(R7"-1)) et ? / . (Ç , , Ç,, . . ., ^-i, o) =o,
^F^,//^

on démontre (2.29) en utilisant la méthode du lemme 2.1 (chap. III de
Lions [14]). Ceci termine la démonstration de la première partie du
théorème.

Montrons maintenant que D(A^) C { u € L^(û), AueL^(Q), u\^_=o}', '
d'après le corollaire 2.1 et le théorème de Hille-Yosida, on a

(2.30) D(A,,) =(À+A^- ' (L/-(I2)) (^ < ̂ j.

Si f appartient à 0)(û), on déduit de la formule

( 2 . 3 1 ) ^=:(À4-A^-V= f e-^(e^-(lA,)f)cl
^0

que
/'. / (.̂ ^

(2.-32) u (.rr) == ^ c-^y^-^^) di
^o

et donc que u vérifie :
///

(2.33) ^-S^âl

et

(2.3^) ^|s-==o.

Maintenant, pour /*€ L^Çti) quelconque, on considère une suite ^€Û?(û)
convergeant vers /* dans L^ÇÛ); alors u ,=(X 4- A^)"1/'^ converge dans L^(tl)
vers u == (X + A,,)"1 f et A^u, converge vers ApU dans ^'(û); en remar-
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quant que l'application u->u^ est continue de l'espace des uçLP{iî)
/il

tels que^a,^ eL^(û) dans L^(2L), on en déduit que

(2.3F))

Applications. — Soit A = ( a j , a^, . . . , a^) un champ de vecteurs sur
un ouvert û de R7^ ; on suppose que A vérifie l'hypothèse (H. I ) et que û
vérifie l'hypothèse (H. II). D'autre part, soient œ = sup — DÇx), K un
opérateur linéaire continu dans L^û) (5) et A tel que

(2.36) R e ^ > ç- + | K ^(L/ -^ ) ) .

I. De la proposition 2.2 et du théorème 2.1, il résulte (6) alors que,
pour tout /*€ 1-^(0), il existe un unique uçL^iî) vérifiant

( ni

1 V ^l/ T

^^L^^^^-f-

II. On déduit de même que, si f appartient à C^o, T ; 1^(12)),
(o<T < +oo) et si Mo vérifie

(2.38) ^eL^),ya,^eL/-(i-2), ^o|^_=o.
^^ OXi

II existe un unique u{x, ^eC^o, T; L^(i2)) vérifiant

(2.39)

au Y-» ^^ _-
^ ̂ L^-^^f-

u{œ, o) =i/,(a'),
Ht

^Ui-^n\x, t)ç 1^(12),
;•==:!

?^(.^, ^) |S_XIO,TÎ=O.

En particulier si K appartient à ^(L2^)), pour tout couple (uo, f)
appartenant à L2 (û) x L2 (o, T ; L2 (û)), le problème (2. 3g) admet une unique

(5) I ̂ ?< + 00.

(c) En utilisant par exemple le théorème 1.1.
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solution faible. Si de plus, K appartient à .^(L^û)) cette solution appar-
tient à C(o, T; L^(i2)) dès que (uo, /) el^(t2) X L/^o, T; L^(û)).

III. Soient p, p ' ^+^^i , KeJ?(L ^ (û ) )n^(L^(û) )n^L^(û) ) et

— A le générateur du semi-groupe exp — t(A 4- K) dans L'^û) (A est
défini par

D(A) ^ j^eL2^), A^-eL2^); u\^_=o}, (Aîz=zAu-[-Ku).

On désigne par Ay la fermeture de l'opérateur A restreint à
D(A) H (L'^û) H L/'(û)) et considéré comme opérateur non borné de
L'^nL^Û) dans L'(û) + L^û). Comme le semi-groupe exp — t(A.+ K)
définit par restriction à L2 (il) 0 L^(t2) et par prolongement à L2 (û) + L7' (^)
des semi-groupes fortement continus, A est un opérateur V-régulier
{cf. Bardos-Brézis [4], Définition 1.1, § 1), et Ay est défini par

(2.4-o) D(Ay) ^^eL^^nL/^) l A ^ ç L 2 ^ ) -t-L/^Q) ; u\^_=o}',

(2 .41 ) AV ̂  = A ?/ + K u.

Donc (c/1. Bardos-Brézis [4]) si M est une application de L^t^nL2^)
dans L^ (il) + L2(û) de type M, coercive et bornée (strictement mono-
tone), pour tout /*€ L^(û) 4-L ^ (û) , il existe un (unique) u € D ( A y )
vérifiant

ni

(2.42) ^ a,^ + Ku + Mu=f.
i = l

Par exemple, pour tout ^eL^ (û) 4" L^û), il existe un unique ueD(Ay)
vérifiant :

m

(2.43) ^^^+K^+|^/ -2^=/ H.

3. RELATION ENTRE LE GÉNÉRATEUR DU SEMI-GROUPE e~t^ DANS L2 (û)

ET LES EXTENSIONS COi POSITIVES MAXIMALES DE L'OPÉRATEUR DIFFÉ-

RENTIEL

A=2ai -,—àx,

Dans ce paragraphe on désignera par ( ; ) et par [ [ le produit scalaire
et la norme dans L^û). Au champ de vecteurs A on associe l'opérateur
non borné dans L^^A0 défini par : D(A°)=(^(Û) et A ° u = A u .

(7) Cf. proposition 2.2 et théorème 1.1.
Ann. Éc. Norm., (4), III. — FASC. 2. 27
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On vérifie que A° est un opérateur (Oi positif (^i = w = ï- sup ' D ( x ) } ;
\ 2 2 a-çQ / ?

il admet donc des extensions maximales positives. On se propose de
montrer que le générateur du semi-groupe e~1^ défini aux paragraphes 1
et 2 n'est autre que l'unique extension maximale positive « locale » de
l'opérateur A° et qu'il est égal à la fermeture de l'opérateur A1 défini par

D(A 1 ) == ;^ç^(î2); u s_=oj,

^u=^a,
àu_
àxi

On remarque d'abord que, pour tout couple (i6, v) de fonctions de W (û)
on a la formule de Green :

VO,^ (^

/ m \

(2.44) (A^ r) - (^ A^) = f ( y^ai.n^u.^h,
^^o \ '~

où A* désigne l'adjoint formel de A : A* = = — ^ ^ a , . On retrouve

ainsi, en faisant dans (2.44) u = ̂ et0(û), le fait que l'opérateur A°
est co^ positif, et on va en déduire que toute extension positive « locale »
de A° est contenue dans As générateur du semi-groupe exp — tA
dans L^û), plus précisément on a la

PROPOSITION 2.4. — Soit dans un owert û de W vérifiant Vhypo-
thèse (H. II) un champ de vecteur A vérifiant V hypothèse (H.l) et A un

m

opérateur (o positif (^ < + oo ) de domaine D (A) défini parAu=Va,-^
^ *̂ (jOC'' f

[bien entendu' au sens des distributions, ce qui entraîne que

D ( A ) c i ^ e L 2 ( ^ ) [ A ^ ç = L 2 ( ^ ) }],

alors, si A est un opérateur local [c'est-à-dire si yu€ D(A), V^e^(û)
et uç. D(A)], on a

D(Â)nrr(^) =.; uçw (î2) \u s-=oj.

Démonstration. — Si ueD(A)nH 1 (û ) n'est pas égal à zéro sur 2_
il existe, d'après l'hypothèse (H. II), un ouvert 0 arbitrairement petit
de 2L tel que

xs«ini | n |2 ch ^- a < o.

(s) Pour la définition de l'espace H'(û), cf. par exemple Lions [14].
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A l'aide d'un changement de carte, on peut alors construire une suite cpg
de fonctions de (J?(û) à valeurs réelles telles que

o^Çps^) ̂  l , V^€^, ^nsuppCpsC^-, 9 e ( . r ) = = T , V ^ ç O ,
limmes (suppo^) •==- o.
£ >-(»

On a alors, pour tout co > o,
îii

lim(Acp3?/, î p ï ^ )—^ \ r D^ ï / . . ï^\ ^ f'un u 2 dv ̂  a <^ o.
£-^0 " ^ ^ "^^i

Et donc pour £ assez petit :

(Acpe?/., <P£^-) — co | cpg//. |'2 •< o ;

ainsi A ne peut être à la fois (o positif et local s'il existe ueD(A)^H l (û )
dont la restriction à SL ne soit pas nulle.

THÉORÈME 2.2. — Soit û un ouvert de V vérifiant V hypothèse (H. II)
et A === (ai, 02, . . ., drn) un champ de secteurs défini sur û vérifiant Vhypo-
thèse (H.I); on suppose^ de plus, que (hypothèse H. II I) ^2_ frontière de

(^-=^^e^\%; ̂ a.i{x) /?,(^)<o

dans à£l est assez régulière, par exemple réunion finie de sous-variétés de
classe C1 et de dimension m — 2, alors le générateur du semi-groupe exp — tA
dans L2 (û) est égal à la fermeture dans L2 (û) de l'opérateur — A .i défini par

D (A1 ) =\u ç. d) {îï) ; /// [^_= o ;,
ni

i i V ^l{

^^i^^.-

Soit — A.j le générateur du semi-groupe e x p — t A ; comme

D(A,)=:S^eL2( i2), AuçUW', ^ [s_==o} ,

As prolonge l'opérateur A\ comme A.j est maximal positif, il est fermé
et ainsi : A^ 3 A1 ; pour montrer que A ^ ^ A ^ il suffit donc de montrer
que A1 est dense dans Aa ; pour cela on va utiliser les méthodes de régu-
larisation de Lax et Phillips [13] (et également Friedrichs [9]). Cependant,

dans [13] on suppose que la forme ^Ya^ ne s'annule pas, ce qui n'est
î=l

pas le cas ici, aussi procèdera-t-on en deux étapes en commençant par
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montrer que l'on peut « écarter » les points de û situés au voisinage de la
frontière de S_ dans àtl.

Démonstration du théorème 2.2. — II suffit d'établir que si, /'ed3(Q),

u=Ç>. + A^)"1/^ > ^ ) appartient à la fermeture, ou même seulement
\ 2 /

à la fermeture faible de A1.
On remarque que si u vérifie

(MS) 11= (À 4-A,)-1/,

avec /'e^(û), d'après (2.6) u appartient à 1^(12); plus précisément, on
/-» 30

déduit de la relation u== e~/te~tAfdt que
17 0

(MO) | U I.(Q)^ ^| / |L-/-(Q).
A

D'autre part, soit OR une suite de fonctions de (^(R7") " à valeur réelle
bornée dans (SVR7"') vérifiant

(2.47)
( O f ^ ? R ( ^ ) f ^ i , V^eR^,
( ^^ ( lr) ̂  I si •r [ < R^ ?R (^) =0 si 1 ̂  | > 2 R ;

^
,a,la suite y^u converge vers u dans L^û) tandis que la suite ^ai.—(^u)

i=ï
}} i

converge vers ̂  a; .— dans L2(û) et on a

?R^ ^-==0,

|?R^ L-(Q)^^|/ |L.(Q).

On est ainsi ramené à montrer que toute fonction u appartenant à
D(A2)nL°°(û) , à support compact, appartient en fait à la fermeture de A1,
ce qui résultera des deux lemmes suivants :

On désigne par d{x) la distance d'un point^eR^ à l'ensemble ^_u%-
Comme <^u% est contenu dans une réunion finie de sous-variétés de
dimension m — 2, il est possible de construire une suite de fonctions
©ôEC^R^) bornées ainsi que leurs dérivées premières, possédant les
propriétés suivantes :

(^'W c p ^ ( ^ - ) = o s i ^ ( ^ ) < ô , ^ (^ )= i s i ^ ( ^ ) > 2 < ^

donc

(MO) Mes ( supp(g radc^ (^ ) )n{^ x ^R j ) ^C (R) ô2,
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où C (R) est une constante dépendant de R mais non de o, ainsi que :

(2.5o) sup gTadcp^(^) ]^C| ^.
.x-GR^ Ô

LEMME 2.1. — Soient uç D(As) H L^û), à support compact, et 90 ^^
suite de fonctions vérifiant les propriétés (2.48), (2.49), (2.5o), alors <po.u
appartient à D(A2)nL°°(û) ^ lorsque § tend vers zéro foU converge vers u

m m

dans L2 (û) fort, tandis que ̂ . ai . «po u converge vers ̂  ai -j— dans L2 (t2)
;==:! ;=1

/ai&?e.

Démonstration. — II est d'abord évident que lorsque S tend vers zéro ^?,u
converge vers u dans L^û); d'autre part,

ni JH fn

y <^ V1 au•. y ^9o
(2.5i) • l^^^^^l^^.^^Z^^'f, ^- (/^,

;=1 ;=1 ;'==!

Le premier terme du second membre de (2.5i) converge lorsque S
m

tend vers zéro vers ^^ii"- 5 quant au second, comme u est à support,a
i=l

borné, il vérifie les inégalités suivantes :
ni 2

(2.52) M V a , ' 0 ^/^supi 6^|tx(Q). gradçpô]f2(û)
•^— UXi ,àxifUDi i
i=ï L2(Q)

m'2 sup | ai u ÉQC (Q) . [ grad (p^ £°o (Q) . mes (supp u Ç\ supp (grad cp^ ) )

^ C | u ^(Q) -^ G (R) à'2 ̂  G (K) | ̂  [L<(Q)

d'après les inégalités (2.49) et (2.5o).

LEMME 2.2. — La fonction Uo=^oU [u€ DÇAa) ^LSO(Û), à support
compact, 90 € (32 (1^) définie ci-dessus et vérifiant en particulier les inéga-
lités (2.49) et (2.5o)] appartient à la fermeture de A1.

Démonstration. — Pour établir ce lemme, il suffit de montrer que, pour
une partition de l'unité convenable (6^), les fonctions Ô^Ur; appartiennent
à la fermeture de A1. On se donne donc un recouvrement ouvert (Ua)

de û composé d'un ouvert U+ tel que U+n^ûC^+U^o (intérieur de

S^uSo dans au), de l'ouvert Uo tel que Uô^rreR"1 d(x)<^-\[d{x)

('') Dans la suite G désignera différentes constantes.



204 C. ÈARDOS.

désignant toujours la distance de x à ^S__U/J et d'une famille d'ou-
verts Ua tels que :

( 1 ) UaU^CÏ-;

(2) Par un difîéomorphisrne Ma on puisse transformer l'ouvert U a H Û
en l'ouvert M a ( U a U Û ) CR^'^ { ^ | Em > o } et vérifiant

Ma^an^cR^-^iS ^=o j .

Soit (0.^ 0^, Oa) la partition de l'unité subordonnée à ce recouvrement
ouvert ; pour démontrer le lemme 2.2, il faut successivement établir les asser-
tions suivantes : (i) 6oUôeD(A 1 ) ; (ii) O+u.eDÇA 1 ) et (iii) u^= O^e D(A 4 ) .
Comme Uo est nulle sur le support de 60, (i) est évident. Pour établir (ii),
on suppose (on peut toujours se ramener à ce cas par translation) que
o^û; soit alors p-^ une suite de fonctions positives appartenant à ^(R"')

régularisantes, c'est-à-dire telle que ^ p.^ {x) dx = i, supp p-^ C[x, x [ < ï]}

et soit w^ la restriction à û de la fonction p^Q+Uo (1 0). Pour ïj assez
petit le support de w^ est strictement contenu dans U+ et comme

U+n^ûC^+U^o , Wr, appartient à D(A1). Lorsque ïj tend vers zéro Wr,
converge dans L^û) vers 9 + U o ; d'autre part, d'après le théorème sur les
« mollifiers » de Friedrichs [9], p ^ * A 9 + U ô — A p . ^ * 9 + U o tend vers zéro
dans L'^û); enfin, d'après le choix de pr,, on a

(2.53) (p^*A'07^) ^:=(p-^ÂOT^) ^.;

ainsi Kw-r, converge dans L^û) vers A9+Uo== A^O+Uo , ce qui démontre (ii).
Comme Uan^C£_, le champ A ne s'annule pas sur UaH^Û, et comme A
est de classe C1 on peut, en supposant l'ouvert Ua assez petit, admettre
que A ne s'annule pas sur Ua; aussi en composant éventuellement le difféo-
morphisme Ma avec un second changement de cartes [et en notant tou-
jours Ma le difféomorphisme produit et (^i, ^2, . . . . ^) les nouvelles
variables] peut-on, comme dans le théorème 2.1, § 2, se ramener au cas

où sur M a ( U a H Û ) le champ A est donné p a r . — - Comme U a € D ( A ^ )
°^nt

on a

et

^oM^cL-^R^ L^R^-')), à (^aoMa^eL^R^ L^R—1))
^C^in

/ /a0 M-1 (^, ^, . . . , ^_.j, 0) == 0.

(10) Pour toute fonction v définie sur û, on désigne par v la fonction obtenue en prolon-
geant v par zéro en dehors de iî, •
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II en résulte qu'il existe une suite ^3 de fonctions appartenant cO(R^)
convergeant vers Ua°Ma 1 dans L^R^) tandis que -^—^g converge

^C,fn

vers „- (ua° Ma1) dans L^R^). On en déduit que Ua appartient à la
O^in

fermeture de l'opérateur Ai, ce qui termine la démonstration du lemme 2.2
et donc en utilisant les lemmes 2.1 et 2 .2 celle du théorème 2.2.

Remarque 2.2. — II résulte de la proposition 2.4 que l'opérateur A^ :
D(A,)) = [ uç. L^û), u€ L2^), u s_= o }, A^u = Au est l'unique exten-
sion maximale CD positive et locale de l'opérateur défini par u -> Au
sur ci)(t2); néanmoins, on peut donner des exemples d'extensions maxi-
males co positives de cet opérateur qui ne soient pas locales ; en voici un :

on désigne par û l'ouvert ]o, i[ de R et par A), l'opérateur défini par
D ( A , ) = j u e L 2 ( o , i^^eL^o, i ) ; u{o)=^u{i) (o^X^i), A,u= ̂ ;

A-^ est un prolongement maximal positif d e , - ? mais bien entendu, pour
X ^z o ce n'est pas un prolongement local.

4. PROBLÈMES AUX LIMITES NON HOMOGÈNES. — Dans ce paragraphe
on va énoncer et résoudre un problème aux limites non homogène pour

à
^-j- •l'opérateur A == ̂  ai .— •

On désigne par W(A) l'espace de Hilbert des fonctions ueL'^ti) telles
que AuçîL^U) muni de la norme U l u l l ^ ^ u L^Q)+ Au ^(Q).

On a remarqué que si u appartient à W(A) on peut définir la restric-
tion de u à IL et 2+; u |^_ et u s .̂ appartiennent respectivement à Lfoc(2L) et
à LL(2,).

D'autre part, pour toute fonction u€^(û),.on a la formule de Green :

(2.54) 2Re ^ Au.ud^
J Q.

/•» r* [
; f ^u.~ddx 4- / ( ^JQ M±l

^a;
1 ^.y^ . | (/. '2 dx == I {Y^'^^^V^

li '2 < (̂7;

néanmoins, on ne peut en général déduire de (2.54), comme cela est fait
dans un cas particulier par Baouendi et Grisvard [2] ( J i ) que u i;_(resp. u|^J
appartient à l'espace L^(2_) [resp. L/2 (2+)] des fonctions u mesurables
sur 2_(resp. sur 2+) telles que

L
m

^ai.n,
i=î \ -^-t-

/
/ r

u |'2 d<j << + oc; ( resp. j
\ *7y

iii
^Ui.Hi

i=ï

?/ | '2^(7<4-OC ).

( l l ) Dans [2] c'est essentiellement le fait que les caractéristiques du champ A soient
perpendiculaires à ()Q qui permet de démontrer à l'aide d'une symétrie un théorème
de trace.
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Voici un contre-exemple : on considère l'ouvert û

de R2 et A l'opérateur Au=x^—/-—-Ç^-*
J - i , i [ X j o , i [

0 OC-^ (J ûC \

Pour a compris entre — 1/2 et —3/4 la fonction u= (^2+ ^Y appar-

tient à L2^), A u = o ; mais la trace de cette fonction sur {x^=o]r\^
et sur [x^=o]r\^+ n'appartient pas aux espaces LJ (IL) et LJ(IL).

^ \a

Les méthodes du paragraphe 3 permettent cependant de démontrer la
proposition suivante :

PROPOSITION 2.5. — Soit A un champ dç vecteur de classe C?i sur û;
on suppose que les hypothèses (H. I ) , (H. II) et (H. III) sont vérifiées; soient
vçû^Çiî) et u € D ( A 2 ) , alors u-{-v ^ appartient à LJ(I^) et on a Végalité

(2.55) .Rerfv^.^^Y(<7^)^ .+.|̂
«A} \ — ^^ / J(A ̂ à^ /

//^

X „. 2"..^•.^• | ^ + ( ' I ' 2 d7
--U

ainsi que ^inégalité
in

(2.56) [A(^ - f - ^) |f^})+ (i+c,j) [ M4-( ; |^22(^)4- / Va; . /^ ]^ 2 ^o-
J^_ •'—

/^

^ f ^ ^z. ' l i \U-^V |'2 ^0-.

En effet, d'après le théorème 2.2, il existe une suite {u,} C D(A.j) nci)(û)
telle que u^ converge vers u dans L'^û) tandis que Au, converge vers Au
dans L^û).
Comme Uz-\-v appartient à C^(û), d'après la formule de Green on a

(2.57) ^ef(^^^).(^)d.^f(^)\^,^!.
^Q \ ~ ôxi ] Jil\ ̂  à Xi ]

\i=l / \i=ï /

Ht 1 1 1

-+-/ ^^.lii ^^Ch^ ^6//.//J^-1-C|^/0-;

on en déduit que u^-}-v ^ reste borné dans LJ (ï^) lorsque c tend vers
zéro; comme u,+c ^4- converge dans Li^(^+) vers u + v |̂ , il en résulte
que u, + ^ converge dans L^2 (1+) faible vers u + ^. On en déduit (2.55)
en passant à la limite dans (2.57); enfin (2.56) résulte immédiatement
de (2.55).
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THÉORÈME 2.3. — Sous les hypothèses (H.I) , (H. II), (H. III ) , soit K

un opérateur linéaire dans L^û), X tel que ReX>^( jû4 - K|^,,^, alors

pour tout couple (u, f) ç L^ (2_) X L2 (û) il existe une unique fonction u € W(A)
telle que

(2.58) Î̂ H-^^
i-==.\

De plus, u ̂ . appartient à LJ (£+) et on a Vinégalité

C2-^) G { /L(Q)4- \u LÎ(^_)}^ ^ I^(Q)+ ^l^if.î(^)

où C désigne une constante indépendante de f de u.

Il est d'abord évident que si 14 et u.j vérifient (2.58) U i — u ^ appar-
tient à D(Â2) et vérifie

(2.60) / (Ui — if.i) + A.^ (^i — u.^ — K (zY.i — u.i) = o, donc que u^ = u.^

Ensuite, d'après l'hypothèse (H. II) on peut construire une suite P£ de
fonctions de CV{iî) telle que ^ ^j_ converge vers u dans LJ(IL).

On désigne par u^ la solution de l'équation

/^t ^ \ X71 ulf^. T ^ /- / V^ ^(^ ^(-2.6l) Zj^' T7 + K^£+ Â?/£=:/ — ( ^^ -—— + Àc;À(\+ K^ 1 •
•̂ "̂  (.) tï' ̂  \ •^—— (.} tf ̂
i=\ \i=i

(2.02) /^ 1^-== °-

D'après la proposition 2.5, on a en posant w^= u^-j- ̂

(2.63) ( / — - ' - ^ — I K ) sv£|ï2.(Q)4-
\ '2 / i>

'c |r2- (Q) + y ^ ̂ </<., | sv, |'2 d'J^ \ j ^(Q)

^+ ;•==!
/ / /

4- ^ y^-^-l u^ d(J

il en résulte que lorsque Ug s- converge vers u on peut de la suite w^
extraire une sous-suite, encore notée w^ convergeant dans W(A) faible
vers un élément u vérifiant (2.58). Enfin (2.59) peut être obtenu en pas-
sant à la limite dans (2.63).

Remarque 2.3. — En utilisant des méthodes analogues, on peut montrer
que si ^eW(A) et vérifie u |^_€ Lj (IL), alors u ^_,_€L^(2+) et pour

Ann. Éc. Norm., (4), III. — FASC. 2. 28
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toute fonction ^éiVÇiî) on a la formule de Green

( 'fi \ / m \r Y à u \ ^ c / \^ à \ ,
/ Zj^T"^ }dx-^ ; ^ /-v ,^—<^ \dx^ ^ àxi ) M ̂ ^ /

( /// \ / /// \

= Va;. ̂ , p/.c 6/0-4-/ ( V^-./z; p/.t^cr.
«^y "̂  / .yy \ •̂ J /
"- i=ï / ^\i=ï /

5. VALEURS PROPRES DE L 'OPÉRATEUR — A^ G É N É R A T E U R DU SEMI-

GROUPE exp — tA. DANS 1^(0). — L'étude des valeurs propres pour les
opérateurs différentiels du premier ordre de la forme A + K a surtout
été faite dans des cas particuliers, essentiellement pour l'équation du
transport (cf. chap. III et pour les valeurs propres Albertoni et
Montagnini [l], Ukai [27] et la bibliographie de ces travaux). Ici nous nous
limitons au cas K = o, mais pour l'opérateur A^) :

! m \

D(A,)= ^eL^.Q); V^ -^€L• 2 ( ^ ) ^ | ^_=o , A.^=Va^
A- OXi 1 - ^ (j^^

nous énonçons un théorème général décrivant l'ensemble des valeurs
propres.

Voici .d'abord quelques exemples :

Exemple 2.1. — Soit û l'ouvert ]o, i[

D(A,)==, , ,eL^(o , i ) ^eL^(o , i); u(o)=o\, A.^=^
a-c \ - dx

il est alors évident que A_> n'a aucune valeur propre.

Exemple 2.2. — Soit û l'ouvert ]— i, + i[,

D(A,)==L^L^(J-i, +i |) ;^^eL.(|_^ +, | )L \,u=.r^.
{ ctx ) " dx

Pour que X soit valeur propre, il faut et il suffît qu'il existe u € D ( A , ) ,
u^o solution de l'équation

(2.64) x ——À?/==o.dx

Les solutions de (2.64) sont de la forme u = C x / et elles appartiennent

à D(Aa) si R e X < I .
2

Exemple 2.3. — Soit toujours Û = = J — i, -|-i[

D(A,)^L.e^(j-i,+i[),(i-^)^eL^(]-i, +i[)L A,^(i-^)^.
^ Mlx/ ) a^
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Pour que À soit valeur propre, il faut et il suffit qu'il existe u^o,
ueD(Â2) solution de

(2.65) ( i — ^ 2 ) (ù{- 4-^==o.dx
\

( ^ _ ^\^
Les solutions de (2.65) sont de la forme u = C — — — ) 5 elles appar-v / I + X ) ± l

tiennent à D(Aa) sous la condition — i < ; R e X < < i .

Exemple 2.4. — Soient o<<r<R<<-l-0 0 et û l'ouvert du plan (n/'i,^,»)

^=i (^ ^) |r<^+^<R};

D(A^j^L^) -^——^eL-(.Q)j;

. i / on ou \
\ i l ——— ______________ 1 /y _____ ___ /yi _____ 1
i l .) 1 1 —— ., ., 1 iA^ | -. iX/ »» , " |

X\ + .^2 \ ^•^'•2 " ox\ )

En utilisant des coordonnées polaires (p, 0) on voit que toute fonction
propre u, pour la valeur propre X doit être solution de

(2.66) ^+^:=o.

Les solutions de (2.66) sont de la forme u ^ C ^ p ) ^ 0 [où C(p ) est une
fonction dépendant de p mais pas de 0] pour que u solution de (2.66)
soit de période 271 on doit avoir \=in[nç.Ï}.

Remarque 2.4. — L'opérateur — A a de l'exemple 2.3 est en fait géné-
rateur infinitésimal d'un groupe unitaire, aussi d'après le théorème de
Stone (Yosida [3l], p. 203) iA'_ est un opérateur auto-adjoint, ce qui
justifie le fait que toutes ses valeurs propres soient imaginaires. Mais,
inversement, en modifiant un peu cet exemple, on peut construire un
opérateur A.j ayant les mêmes valeurs propres mais qui ne soit pas géné-
rateur d'un groupe unitaire, c'est l'exemple suivant :

Exemple 2.5. — Soit dans le plan (rri, x^) l'ouvert suivant :

^2 = { (œ^, œ^ \ r < x\ + x\ < R ; u j (^'i, ^••2), H ̂  Jc\ + x\ < R', o < x^
—a<^,<4-aj. ('•2).

On pose
i2j = { (^,, ̂ ) | /• < x\-^ x\ < H } ;

^,= { (x,, x.i), R < x\ + x\ < R' | x,~> o | — a < .v,< a ;

( J 2 ) o< r< R< R'<+ ^; o< a < + oc.
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et As l'opérateur défini par

D(A^=L^L^(^) /—- l -_^^_.^^^çL9 - (^) ;^ [ . =o\{ / ^ ï + ^ 2 \ àx^ àx^l v / î ^Qn{a'2=-a}

. A 1 / (^ ^M \et A 2 ̂  = ———7 ^i -»— — x^ -»— •x\ + ^2 \ .̂2 ' àx^ f

L2^) = L^Û^OL2^); et le semi-groupe exp — ^Aa s'écrit à l'aide
des coordonnées polaires (p, 6) :

[(exp-^^O)^^6-^ -.(P^-^
o sinon,

aussi exp — tA^ opère-t-il séparément dans L^ûi) et L2^) $ si u est vecteur
propre de A^ il est aussi {cf. Yosida [31]) vecteur propre de exp — tA.^ et
comme pour t assez grand, on a :

(2.67) (exp — tA.,) (L2 (^,)) = { o } ,

on est ramené, pour la détermination des valeurs propres, au cas de
l'exemple 2.5.

Voici un théorème généralisant les observations faites sur ces exemples.

THÉORÈME 2.4. — Soient il un ouvert borné de R^ et A = (ai, a^, . . ., a,,,)
un champ de vecteur de classe (21 sur û. On suppose que Vhypothèse H.I
est vérifiée^ et soit — A^ le générateur du semi-groupe exp — t^ dans L^û),
alors si X est valeur propre ReX ̂  o il en est de même de tout nombre complexe
vérifiant ReA'== S ReÀ (§€ [o, i]).

Compte tenu des exemples précédents, il résulte de ce théorème que
l'ensemble des valeurs propres de — Â2 est, soit vide, soit contenu dans
l'axe imaginaire, soit formé d'une bande parallèle à l'axe imaginaire et
contenant cet axe.

Démonstration. — Soit u € D ( À 2 ) vecteur propre correspondant à la
valeur propre À, u est [cf. Yosida [32]) vecteur propre de l'opérateur
exp — (As; et on a
(2.68) (exp — ^A,) u =. e-^i/.

D'autre part, pour tout $€C, tel que

(2.69) o^Re^i,

la fonction \u\ï (13) appartient à L^û).
Comme

/ / . < ^ x , v ( uÇe-^^œ) si e-^^e^, VT , O^T.^,((exp—^A.,)^) (^) = / , . v , _ _ ,
( o sinon,
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on a
(2.70) ( e x p — ^ A , ) u\^=\ (exp — ^A. : , ) / /1^ ( J 3)

et de (2.68) on déduit que

(2.71) ( e x p — ^ A ^ I ^ . r^-^^l^.

Ainsi on a

(2.79.) l i n i ^ K e x p — ^ A o ) ! / / ^ — u ^ = — ^ R e À [ / / " ^
l -> 0 l

Ce qui démontre que [u ^ appartient à DÇA.^) et est vecteur propre
pour la valeur propre ÇRe^.

Remarque 2.4. — Dans le cas des opérateurs de la forme A ^ + K la
situation se complique beaucoup et je ne connais pas de résultats géné-
raux. Voici un exemple assez pathologique :

Exemple 2.6. — Soient û l'ouvert du plan (^1,^2),

^ == { (^, ^) | r < x\ + x\ < R }

et As l'opérateur de l'exemple 2.4; soit p^ une suite croissante de points
de l'intervalle [r, R], [^n une suite de nombres réels croissante bornée,
et t\-^b(t} une fonction définie sur l'intervalle [r, R] strictement crois-
sante sur les intervalles de la forme jps^+i , p2n+2[ et égale à y^n sur les
intervalles de la forme [p^, p^+i]. Les valeurs propres de l'opérateur
A 2 + & ( ^ î + ^ ) ^-^t alors les nombres complexes de la forme

^ == in — ^_n {n € Z).

6. THÉORÈMES D'APPROXIMATION POUR LA SOLUTION D'ÉQUATIONS AUX

DÉRIVÉES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE. — On se propose de montrer
comment on peut ramener l'étude numérique de la solution d'une équa-
tion aux dérivées partielles du premier ordre à l'approximation numérique
de problèmes « standards » du type « Dirichlet » ou « mixte ». Ensuite on
montrera comment par une formule de Trotter du type

/ t t \'1exp — t (Ai + A^ ) ==. lim ( exp — - A.i. exp — — A^ ) ;
/ i > o o \ n - n -/

on peut simplifier le calcul direct de la solution d'une équation aux
dérivées partielles du premier ordre, 'et en particulier se ramener à des
problèmes où ne figurent des dérivations que par rapport à une variable.

(13) Si Reç = o on pose | u(x) [^ = o dès que u(x) = o.
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Soient û un ouvert de R"1 et A un champ de classe (31 sur û, on suppose
que les hypothèses (H.I) , (H. II) et (H. III) sont vérifiées, et on désigne
par V l'espace des uGH^Û) tels que u ^ _== o. V est dense dans 1^(0)
et en identifiant L^û) à son dual on a les injections usuelles VcHcV.
Soit L l'opérateur de V dans V défini par la forme sesquilinéaire continue
coercive

fii/ T x r v ^u ^ j(Lu, c) = Z,-r~ -T- dx'^
JO —— ()œi ̂/Q ̂ J à Xi à Xi

on note également L l'opérateur non borné défini en restreignant L à L'^û)
i.e. D(L) == {ueV/LuçL2^)}; on a alors « formellement »

D(L)=

uçL2^),
uçL2^),

ou
an ^vs_~ '

Lu ==— A?/.

Soit — A s le générateur du semi-groupe e x p — f A dans L^û) et K
un opérateur linéaire borné dans L^û). Il est évident que l'opérateur L
domine l'opérateur Â2+ K; d'autre part, d'après le théorème 3.2, V est
dense dans D(Â2+ K) = D(As), et comme D(L) est dense dans V
(cf. Lions [14]) du corollaire 1.1 et du corollaire 1.2, on déduit la

PROPOSITION 2.6. — Soient û un ouvert de IV, A ==(01,03, . . . , o^ )
un champ de secteur sur û, on suppose que les hypothèses (H. I ) , (H. II)
et (H. III) sont vérifiées, et on désigne par K un opérateur linéaire continu
dans L2^); soit enfin X tel que ReA > ^ + [ K ^(^(Q))? alors :

( i ) Pour tout yeL^Û), ^ solution du problème

1 m

^ , . - A , , V - ̂-̂  A V c/t/c T-À ? / £ — zl\u^-\-^ai—— -}- K?/£==/,^— sa?/£4- ̂ cii-
i=l(2.78)

i/e\^=o,
Ôl^
^ S+uS-

cowerge dans L^û) lorsque £ tend vers zéro vers u solution du problème

i in
I , V-l OU^+y^+K^^(2.74)

^|s_==o.
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(2) Pour tout couple (uo, f) € L^û) X L^o; T; L-^û)), ^ ^^OM ^
problème d'évolution

^ ^* -YI W. .,-sA^+^,^+K^=y,^ c ' ̂  'àxi
i=l

.(2.75) ?/ (^ o) = ̂ /o (^) ^^' ̂ ,
^£ ISL-XM^ 0,

^ |

on (S__USo)X]0,T[

converge dans (3(o, T; L^û)) ^r^ u(^, ^) solution du problème
j n

\ ̂ ^S^^ + K ^ = = / d a n s ^ x 1 o , T f ,
(2.76) < .=i

?/ (^, o) = M.o (^) sur i2,
\ ^(-^ ^) |^_XJO,TI==O.

On se propose de montrer maintenant que lorsque £ tend vers zéro Ug
solution du problème de Dirichlet

4 ^ v< àif^ T-
—— £ I\U. —— À ^e + 7 , Ui ———'- + K l ( . == /,

^J ,r. " v
(2.77)

converge dans L2^) vers u solution du problème (2.74). On remarque
que l'opérateur L défini par D (L) = {u € H; (îi) ('^/Au € L2 (û)}, L u == — Au
domine fortement l'opérateur As + K de domaine D(Â2) , mais comme D(L)
n'est pas dense dans D(Â2) on ne peut utiliser le corollaire 1.1 et c'est
pourquoi on va faire une démonstration directe, basée sur le principe du
maximum et utilisant des méthodes dues à Oleinik [19].

On dira que l'ouvert il vérifie l'hypothèse (H. II)' si au est localement
isomorphe (par un difîéomorphisme de classe C1) à un polyèdre convexe
de R^

On sait que cf. Kaldec [11] et aussi Bony [6] que sous l'hypothèse (H. II)' Ug
solution de l'équation

( ni
\ •\ V (^{z r

-S^+^+^^=^

i~-'

\ ^Uî=°

appartient à e ^ ' ^ Ç S l ) (espaces des fonctions deux fois continûment déri-
vables sur û uniformément bornées sur û ainsi que leurs dérivées pre-

(u) H;(û) est l'espace des u çW(Q) vérifiant u \à^ == o.
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mières et secondes et dont les dérivées secondes sont uniformément
lipschitziennes d'ordre a sur û) dès que f appartient à C?0^^) (espaces
des fonctions uniformément lipschitziennes sur f2).

PROPOSITION 2.7. — Soient li un ouvert borné de TK11 et A un champ de
secteurs sur û on suppose que les hypothèses (H.I), (H. II)' et (H. III) sont
satisfaites et que de plus (hypothèse H. IV) la frontière de 2+ est contenue
dans une réunion finie de sous-variétés de dimension m — 2 et de classe C1

de ^î. Soit X tel que X > ^co, alors, pour tout /'eL^Q), u, solution du
problème

-s-X^+^a à̂u^ -, .
^7^ +À^==- /(-2.78)

converge lorsque £ ^nrf ^r^ ^ro vers u solution du problème
/ ni
\ ^ v au^\u Cli

(^.79) àxi

\ if-\^=o-

Démonstration. — Désignons, comme ci-dessus, par L l'opérateur défini
par D ( L ) = { u e H ; ( t 2 ) , A^eL^Û)}, Lu=-Au.

Comme la famille d'opérateurs (sL+Aa)"1 vérifie

[ (SL4-A,)-1|^(Q^ Re À — GJ

il suffit de montrer que la proposition 2.7 est vraie pour f dans un sous-
espace dense de 1^(0); on supposera pour simplifier /*ec0(û).

On remarque d'abord que la suite u^ reste bornée dans L^û) n L°°(i2),
on peut donc en extraire une sous-suite, encore notée u^ convergeant
dans L^û) faible et dans L^tl) faible * vers un élément u.

Pour démontrer que u^ converge vers u dans L2^) faible il suffit donc
de prouver que, pour tout y e D ( A ^ ) [A^ adjoint de A^ dans 1^(0)], on a

(/.//, A;cp) 4- ( À ? / , 9) :=(/, 9)

(2.8o)
( AÏ est défini par : D (A:) r= ^ c p ç L2 (.Q), V a ^ e L 2 ^ ) cp[^=:o^
\ 1 '*" oxl \\ \ ;=i ;

A^=-^
0^

1 à x,
V àai

< ^^,
^ àai
^ àx.

En échangeant les rôles de !;+ et de 2L dans la démonstration du théo-
rème 2.2 et en particulier dans le lemme 2.1, grâce à l'hypothèse (H. IV),
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on voit que l'espace des cpeo)(l2) H D(A^) nulles dans un voisinage
de ^2+U)^ dans û est dense dans D(A^) il suffit donc de montrer (2.80)
pour une telle fonction y. On multiplie donc (2.78) par y€^(ii) H D(A^)
nulle au voisinage de ^H+Uy et on obtient

/ m \
(2.8i) -s(^, ̂ )+("--•-^^^^<'iy) )+ (^• / •û )=( .A& )+ f£^•o^ ',^.(^))+(-.>.,)=(.A9)+^3^

.=1 / k?

où K^ désigne un compact de 2_USo-
Pour démontrer la convergence faible de 165, vers u il suffit donc main-

tenant d'établir le lemme suivant :

LEMME 2.3 :
(2.82) lim f ^(h^Q(h=o.

^J^ an •

Pour prouver (2.82) on va montrer qu'il existe une constante C telle que

(2.83) sup ^(^) ^ G

xç.^ on ^/3

Soit ^€K^, comme x^y, par un changement de carte on se ramène au
cas où x est l'origine des coordonnées et û le demi-espace R^== [x, Xm > o}.
On note x les m — i premières coordonnées d'un point x de R^î.

/ Ht \

L'opérateur différentiel — As== £Â — ( ^,01— + À ) s'écrit alors

^•2 ^ ô \ ^ àA /V oî V 0 \ V^ 6r ^

-A^s 1^7^^.+^^^^ -^Z^^.-^-^.-^z^^, )^Lai^
\ i . j i / i

/V ()î Y ^ \
-£ i^îjï^^l^^. ;

\ <••/ î /

est un opérateur fortement elliptique sur R^. Comme en tout point de K^
le champ A est, soit rentrant, soit tangent et que cette propriété se converge
par difféomorphisme on a

(2.84) a,//,(^ o) ^o, v^eR7^-1.

On considère l'ouvert 63 = \ x \ < p, p > o fixé; o << Xm<. y 2 ( e^ ^a

k3C,n

fonction : w^= e ^ — i, k > o,

(2.85) A^=^^ L,^Â-2- v/F^- a^ - ̂ 1 + À ;
L v3 J

Ann. Éc. Norm., (4). III. — FASC. 2. 29
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d'après (2.8g) on a sur 9g :
(2.86) a/,(^.r,,)^Co\/£

(où Co est une constante indépendante de s), aussi

(2.87) pL,/̂  / 2 — V/£ ̂  À- — a^—— — À =, ̂ nm A2 — V/t ̂  À- — CQ À- — À
y £

et comme [L^^^ ^ > o, on peut choisir k assez grand pour que le second
membre de (2.87) soit positif, alors on a

(2.88) As.^s^À.

Ensuite, on introduit la fonction ^(â) € (^(R7""4) telle que

/^)^o, V^,

(2.8g) ^ (^ )==o pour |^- < ̂
I i ,. y\ \ i /\ i^ ^ (^') == — i pour [ x I == p.

On pose /is== Ci^ + C^Wg, où Ci et C*j sont constantes positives que
l'on va déterminer de manière à avoir

(2.90) / /£±^£^o dans Oe, V £ > o.

Pour établir cela on commence par choisir Ci et €2 de manière à avoir
h^-\-u^^o sur ()Q^ frontière de Q£, ensuite on utilise le principe du
maximum

— SUr Xm= 0, U^= 0, ^ ̂  0;

— sur \x = p, ^ = — i et comme UZ\L^(^)^=^ | / * | L ^ ( Q ) ? en choi-

sissant C^^ . | /'IL^Û) on a

Â£± ^£^—— Cl±^£^—— .|/|L^(Q)± ^£^0;

— sur Xm= \/£, W£== e"71 — i aussi il suffit de choisir €2 telle que :

C2=^_1^ ^ 1/^(0); et alors

//£ ± ^£ == C i ̂  + Co W£ ± ̂ £^ — y | / |L°° (Q) ± ̂ s^ 0-

Enfin d'après (2.88), en augmentant encore éventuellement 62 on obtient

A,(/^±:^) ==CiA^4-C.A£^±/^o.

Et comme l'opérateur — As est fortement elliptique, d'après le prin-
cipe du maximum on a h^ ̂  Uç.^- o en tout point de 9e.
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Comme pour Xjn= o, h^— u,= o, on a grad u^(o) ^ grad/^(o) et
comme au voisinage de l'origine la fonction ^ est constante, il vient

(2.91) | 2:rad^(o) | ̂  C-^Tadw^o) ^ € 2 — = = — ;
V £ V 3

ce qui démontre le lemme 2.3 et établit ainsi la convergence de la suite u^,
vers u dans L2^) faible.

On désigne ensuite par JIX l'espace vectoriel engendré par les fonctions
uç. D(A.j) HCD(û) vérifiant u{x)^o,\/ xç û et on remarque que {k-\- A^) {DU)
est dense dans L^û) ( l r ) ) , aussi pour établir la convergence forte peut-on
supposer que f= (X 4- A^)u, où u € D (A^Oû^û) et est positive sur û.

On considère alors la fonction Ug— u qui est solution du problème de
Dirichlet :

( — 3 A (/// — i^) 4- A (u — ?/c) -+- À (?/. — ̂ ) == s A ?/,
(^-O ^ ^ -. ^

( ?/ —— ^£ () Q == l{^ °-

Posons C = Au L°°(Q)? d'après le principe du maximum appliqué au
problème (2.92), la fonction u — Ue+ ^C est positive et converge vers
zéro dans 1^(0) faible *. Comme û est borné, on a

(2.98) lim jlim f u — ii^ 4- £ G dx == lim <^ u — ^s + £ C, l ^> === o.
£ > 0 JQ ^ > 0s > ° t/Q

Aussi de la suite u — u^-\- &C peut-on extraire une sous-suite encore
notée u — u^-\- sC qui converge vers zéro en presque tout point de û
{cf. Rudin [24], théor. 3.12, p. 67). Comme cette sous-suite est bornée
dans L°°(û) et comme û est un ouvert borné, à l'aide du théorème de
Lebesgue on déduit qu'elle converge vers zéro dans 1^(0) fort pour tout
P <+ 00-

Enfin par un argument classique on montre que non seulement la suite
extraite, mais également la suite u — u,+ ^C toute entière converge
vers u dans 1^(0) fort pour tout p < + °° et en particulier pour p == 2.
Ce qui termine la démonstration de la proposition 2.7.

Soient Ke^L2^)) et À tel que X > ^ + | K |, les opérateurs

(>, ^- sL + A^)"' et (I + K (A + £L + A^)"1)"1 sont tous deux unifor-
mément bornés et convergent fortement respectivement vers (X + A.j)"1

et (I 4- K ( X + A,)-1)-1; aussi {cf. lemme 3.38 de Kato [12], p. i5i)

(^ + gL 4- Aa+ K)-1^ (À + eL + A^)-1 (I 4- K (À + sL + A,)-1)-1

(18) II suffît pour cela d'utiliser le théorème 2.2.
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converge fortement vers (X 4- A.j+ K)~1; aussi en utilisant en particulier
le théorème 2.16 (chap. IX de Kato [12], p. 5o2) et le corollaire 1.2, on
déduit de la proposition 2.7 le •

COROLLAIRE 2.1. — Sous les hypothèses de la proposition 2.7, soit
KeX^L^Û)), alors :

(i) Pour tout /'eL^Û), M£ solution du'problème

(2.94)
\ V (fu~• 1 i /» / - i^

''ÔXi
-sA^+^a^ +À?/£+K^=/ ^>

;=i
?/^ [^Q == o

K l .̂(L^Q))

converge dans L2 (û) /brt vers u solution du problème

2 ài(
"+ "••jï;4-1'"'"7'

/=i(2.9^)
U v == 0.

(2) Pour ^oi^ couple

(^o.^eL2^) x L 9 - ( o , T ; L 2 ( ^ ) ) ,

^(a;, ^) solution du problème

(-2.96)

/̂.c . V^ ^^£ T -̂-^-sA^+^^+K,/^/,
;'=:!

^(.C, ^ ]^Qx]0 ,TI==0 ,

?^ (^, o) == ?^ (^) S t ' r ' ^

converge dans ^(o, T; L^tî)) ^r5 u solution du problème

àu_
Tt

V uu ^ ^^«,^+K.=/,
;=1

^1:_X]0,T[= 0,

^(.y, o) == i/o'

Remarque 2.5. — La mise en œuvre des calculs numériques des solu-
tions des problèmes (2.g4) et (2.96) de types « Dirichlet » est beaucoup
plus simple, en général, que celle des solutions des problèmes (2.73)
et (2.70) de type « mixte » mais bien entendu au voisinage de S+ les résultats
seront moins bons.

Remarque 2.6. — La méthode de démonstration de la proposition 2.7
permet de prouver directement (sans utiliser les caractéristiques du
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champ A et le théorème de Sard) que si /*€<®(û), il existe uç. L^il) nL°°(i2)

vérifiant : \u +^1alJM- '==- f(^ > ^ O J ) ? ^ s-= o; alors on en déduit en
utilisant les lemmes 2.1 et 2.2 que u appartient à la fermeture de

}H

l'opérateur A1 (c/*. § 3) et donc que la fermeture de l'opérateur u ->^^ai-^~
i=ï

défini sur l'espace des u€â5(û) tels que u [s_ == o est maximal - oo
positif. On procède ainsi dans Bardes [3].

Voici enfin une troisième méthode d'approximation de la solution de
l'équation

(^97)

On v^ On „
^+2Jft•^,=/'

i=i

11 S—a-JO, Ti=: 0^

\ u(x, o) =;/o(^)

pouvant conduire à des calculs numériques.

On remarque que l'approximation numérique de l'équation (2.97) a
été faite par de nombreux auteurs Yanenko [29], Yanenko et Chokin [30],
Lascaux [32], en particulier le cas où m == i ; (2.97) s'écrit alors :

(2.98)

au, à IL „
^+ff^=-• /'
lt, ^X]0, T^^ 0^

u\x, o) =n^{x) ,

L'étude de (2.98) est beaucoup plus simple que celle de (2.97) en par-
ticulier parce que dans la discrétisation de la variable d'espace, il est
beaucoup plus facile de tenir compte de la condition aux limites.

Pour ramener la discrétisation de l'équation (2.97) à celle d'équa-
tions du type (2.98) on utilise la méthode des « pas fractionnaires »
{cf. Marchouk [15], Temam [25] et Yanenko [30]).

in
On considère toujours un ouvert 12 et un champ de vecteurs A ===^a, .—

;=i
défini sur û; oji suppose que les hypothèses (H. I ) , (H. II) et (H. III)
sont satisfaites, et on se donne o < T <; +00. On introduit un entier N

/ T\destiné à tendre vers l'infini ( k == ^r ) et m fonctions U j , u.j, . . . , u,n

définies de proche en proche sur l'intervalle [o, T] comme les solutions
sur des intervalles de la forme ]r/c, (r + i) k[ (r entier, o ^ r ^ N — i)



m
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(•2.99)
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( à i i i au,
~àt + ai ̂  =•/"

\ ^i ^_(i)x]rk,(r+i)k[== °.

où ^-(i) désigne l'ensemble des points de ^û\y tels que a,n,< o avec
les conditions initiales

( ^-i ( ( / ' + i ) Â • — ) si < > i ,
C2 '100) ^ ( ^ + ) = = \ ^ m ( / ' Â — ) si / = j et / •>o ,

( i / o (^) si /= i et /'== o.

Enfin on suppose que les fonctions fi appartiennent à L^o, T; L'(û))
et vérifient

( 2 - 1 0 1 ) 2/^/.
où f est une fonction donnée dans L^o, T; L^(û)) .

Comme les fonctions i^, sont continues sur les intervalles ]r/c, (r 4- i) A'[,
les expressions u,{rk +) et u , ( ( r+ i) /c —) qui dans (2. io5) désignent
leurs limites à gauche et à droite aux bords de cet intervalle ont bien
un sens.

in
PROPOSITION 2.8. — Soient Î2 un owert de R^ A =^^i-/- un champ

de secteurs sur û [on suppose que les hypothèses (H . I ) , (H. II) et (H. III)
sont satisfaites]. Soit T réel, o < T < 4- oo. Alors, pour tout couple

(^,/)€L^) xï^(o, T; I^(.Q)),

les fonctions Ui(f) définies par les algorithmes (2 .Q9) - (2 .101) convergent
lorsque N tend vers l'infini, uniformément sur [o, T] vers u solution de (2.97).

On désigne par exp — tK\ le semi-groupe engendré par le champ

— al^. dans L-^û) et on remarque, par exemple en adaptant la démons-

tration du théorème 1.4, que pour montrer la proposition 2.8 il suffit
d'établir que l'on a

exp - ̂ A,=^nn^exp - ̂  A;. exp - ̂  A ; . . . exp - ̂  A^Y (-),

où exp — tA^ désigne le semi-groupe engendré par —Yi^j- dans L^û)

( l( i) la limite étant prise au sens de la convergence forte et étant uniforme en /pour /
dans un intervalle borné de R^.
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et exp — (Al1 le semi-groupe engendré dans L^iî) par — a , , — - Ceci va
résulter d'un théorème un peu plus général.

THÉORÈME 2.5. — Soient û un ouvert de R77', Ai, A^ . . ., A.,, q champ
7

de secteurs sur û et A le champ défini en posant A =^At; on suppose
i=l

que V ouvert û et les champs A, vérifient les hypothèses (H . I ) et (H. II).
On désigne par exp — tA^ et par exp — tA.\ les semi-groupes engendrés
dans L^û) par les champs — A. et A,.

Alors, pour tout çeL^Û), on a la formule

(2.102) lim | exp — t A.^ — ( exp — A.i .exp — -A;;. . .exp — - M) cp |L^Q)= o,
/( ^- t>0 \ ïl îl 1i " j

cette limite étant uniforme en t dans un intervalle borné de R+.

La formule (2.102) est dite formule de Trotter [cf. Trotter [27] et
Nelson [17]); [27] et [17] donnent des conditions suffisantes de validité
d'une telle formule et en particulier supposent pour démontrer la relation

exp — t G == Km ( exp — - D. exp — - E )
n-^^\ l n L n )

que l'opérateur C est égal à la fermeture de l'opérateur D 4- E défini
sur D ( D ) n D ( E ) ; ce qui n'est en général pas réalisé dans les hypothèses
du théorème 2.5.

Aussi va-t-on donner une démonstration directe de (2. 102) en utili-
sant exp — tA et exp — tK^ groupes de transformation associés aux
champs — A et — A, {cf. § 1).

Démonstration du théorème 2.5. — On remarque d'abord que les opé-

rateurs exp — tA^ et (exp — t- h.\ .exp — ^ A:. . .exp — t- M} sont
\ '<• fl ~ Tt ~ j

bornés dans L^Q) indépendamment de n et de t (pourvu que t reste borné) ;
il suffit donc de prouver (2.102) en supposant y€ri?(û).

On remarque ensuite que les fonctions

(exp — ^Aa) cp et ( exp — - A.^. exp — - A ^ . . . exp — - A^ ]c?

sont uniformément bornées dans L00 (û) et que leurs supports sont contenus
dans un compact indépendant de n.

i

Pour xçQ fixé on introduit la suite x ^ 7 ' (r entier, o ̂  r ̂  n) définie
en posant

^^(exp-^A,).'-——
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avec les conventions suivantes :

'•+7
X f! =.œ''^' X^=X

et on note T[^).x la courbe « brisée » passant par les points x ^ ^

définie par r^(ï) x = (exp — ÇT A,) x^^T. Si T appartient à l'intervalle
U^i—1/^ rk+l-k\.
J q ? ^ l .

L'introduction de la courbe Tn(^)-x permet d'expliciter l'expression

exp — — A.î. exp — - A ̂ . . . exp — - A^ ) cp .
< // " 1 // - T n ' / '

On a

(^. io3) | (^exp - / A: .exp - / A J . . .exp - t- ^{X cp | (^)
| \ /'. /^ I L j J

___p( r , (^ )^ ) s i r , (T )^ç^ , v T e [ o , ^ ,
( o sinon ;

on sait (c/1. Bony [5]) que lorsque n tend vers l'infini la courbe r^(ï)^
converge uniformément vers la courbe e~i^x. Pour terminer la démons-
tration du théorème 2.5 il suffit maintenant d'en déduire que pour
presque tout x

[( e x p -^A l• e x p - -^A^•• e x p - -^A Î) / ^ ? | ^')

converge vers (exp — ^ A ^ y ) (x) uniformément en t. On en déduira (2.102)
à l'aide du théorème de Lebesgue.

On peut supposer [cf. § 3 (2.2o) et (2. 21)] que x appartient, soit à i2j (<) ,
soit à Û2( t ) .

— Si x appartient à 12 j \t) il existe un voisinage U de la courbe e"^^,
T€=[o, T] strictement contenu dans û et donc, pour n assez grand I^(^) x
est contenue également dans U, donc dans û et on a :

[^P- ^A^ ( 'XP-^A;. . .exp-^A^ cp(^) ==o(I\(^)

qui converge uniformément en t vers ©(e"^) == [(exp — tA^) ç] (.r).

— Si x appartient à û_,(^), e'^^eR^X^Û et donc pour n assez grand
on a d'après (2.109)

exp-" . . ^ • ^ P — ; 7 A ^ . . . e x p — _-A^ (.r) =0= (exp—tA,^ (./-).I " ' I / ( ^

Ce qui termine la démonstration du théorème 2.5.
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CHAPITRE III.
EQUATION DE TRANSPORT.

1. ÉQUATION DE TRANSPORT DANS UN DOMAINE FIXE. — Soient û UI1

ouvert de R'" et Y un espace localement compact plongé dans R^ muni
d'une mesure positive d\^{y) {y étant le point générique dans Y); on étudie
l'existence et l'unicité d'une solution forte du problème :

ou
~0t ^yi jï,4- cru + /K ('^y' }'r) u (^ y^ t ) d^(yf) =^

(3.i)
u{x^ y, t) =o si (^ y , t) €^^^Y^]o, ï[ et si V^j;<o ( n ) ,

u^x.y, o) r=^o(^,j).

(3. i ) est appelée équation de transport et est utilisée en particulier pour
décrire la distribution des neutrons dans un corps û (Y désignant alors
l'espace des vitesses) (c/1. [29] et [10] ainsi que la bibliographie de ces
travaux).

On supposera, que l'ouvert û est borné dans R^ et qu'il vérifie
l'hypothèse (H.II) ' , alors pour tout champ de vecteur constant

^= (Jnj2, ...,J/0

le couple (û, A) vérifie les hypothèses (H. I ) , (H. III) et (H. IV) (c/1. § 2).
On désigne par H l'espace de Hilbert L^Y; L2^)) = L^ûxY) des

fonctions réelles mesurables pour la mesure dx d\^[y) telles que

r i/(^j)i^4W.
J 0^ Y

muni de la norme et du produit scalaire naturels.
Pour tout î/eY on désigne par A.^{y) l'opérateur non borné dans L^û)

définie par
m \

D(A,(J))= ^e^(^),^j,^e^(t2)^ 2_o.)==o (^),
i=:l l )

j n

.A.(J)«=^J.^

(1 7) ni. Ha, . . ., n,n coefficients de la normale extérieure à àQ.
{ \ m }(is) s-(y) == ^e^û\^;^^^< o[.
( / î= l )

Ann. Éc. Nom., (4), III. — FASC. 2. 30
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et par Al(î/) l'opérateur défini par
771

D(A|(j))=H;(a)nIP(i2), A|(j)=-£A4-^j,^ (1!1).
i=l

Soit A l'opérateur défini par

^ . ( D (A) == ; ̂ € H/^ (j) ç D (A,, (j) ) pour presque tout y et A,_ (j) ^ (j) <= H j ,
( (A^) (^y)=(A,( j)^(. j )) (^)

et A5 l'opérateur défini par

,3 g. ^(A^L^Hi^nïP^)),
( (A^) (^ , j )=(A|^( . , j ) ) (^).

Comme A| (y) est un opérateur positif et comme d[f.(y) est une mesure
positive, A5 est positif. Soient A > o, /*€ H et z^eL^Y; L2^)) définie par

(3.4) ^(j)=a+Ai(j))-v(j).
Pour tout î/€Y, on a

(3 -5 ) I^(J))|L-(Q)^^|/(J)|L-(Q).

De plus, la fonction u,{y) est cîa(î/) mesurable ( 2 0 ) ; ainsi u, appartient
à H et vérifie d'après (3.4)

(3.6) j ^€D(A- ) ,
v (À+A^s^^/.

Ainsi — A6 est générateur d'un semi-groupe fortement continu à contrac-
tion dans H.

THÉORÈME 3.1. — Soient il un ouvert borné de R^ vérifiant Vhypo-
thèse (H. Il)' et Y un espace localement compact plongé dans B/" muni
S une mesure positive [JL, alors :

(1 ) l'opérateur A (2 1 ) défini par (3.2) est maximal positif dans H;
(2) lorsque £ tend vers zéro, le semi-groupe exp — (A5 converge fortement

vers exp — <A, uniformément sur tout intervalle compact.

(ly) A désigne le laplacien en les variables Xi, x^, ..., Xm.
(20) Pour le voir, il suffit de remarquer que si f est continue de Y dans L2^), il en est

de même de iz^.
m

(•21) D(A) est bien entendu égal à l'espace des U € H tels que V ̂  àn e H vérifiant
i=i

ni

u{x^ y ) \oiî=- o' des que ^y^.^<o.
1=1
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Démonstration. — II est d'abord évident que A est un opérateur fermé
et positif il suffit donc de montrer que, pour X > o, X 4- A est surjectif.
Pour tout yeL^Y; L2^)), on désigne par u(y) la fonction définie pour
presque tout y par

m

(3.7) ^^^^(^y)=f(y).

^(•^j) IS-CD^O-

Pour montrer que u{x, y) appartient à D(A) le seul point délicat à
établir est la mesurabilité de u, or ceci va résulter du lemme suivant :

LEMME 3.1. — Lorsque £ tend vers zéro, u^ = (X 4- A2)"1/' converge
dans H fort vers u.

En effet, lorsque £ tend vers zéro, d'après la proposition 2.7 pour
presque tout y ,
(3.8) ^(^^a+AKj))-1/^)

converge vers u(y) [défini par (3.7)].
On a, d'autre part :

(3.9) |^(J)|L.(Q)^]/(J)|L^)

ainsi, d'après le théorème de Lebesgue, le lemme 3.1 résulte de (3.8)
et de (3.9).

Enfin le point (2) du théorème 3.1 se déduit également du lemme 3.1
à l'aide du théorème 2.16 (chap. IX de Kato [12], p. 5o2).

Soit K{x, y , y ' } une fonction mesurable sur û X Y X Y telle que

(3 .10) f[K(^j,y) [^(y)^À-;
.VY

( 3 . 1 1 ) f-K(^j,y)|^(j)^^
JY

où k et k1 sont deux constantes indépendantes respectivement de (rc, y )
et de [x, y').

Pour tout p l'opérateur Ku == ^ K{x, y , y } u{x, y ' ) d\^{y} appartient

à L^ûxY).
En effet, d'après l'inégalité de Holder (si p < 4- °°) ( 2 2 ) ?

(3.i2) Ku{x,y)\P^\ f|K(^j,y)|^(y) \ 1 f|K(^j,y)[. u{x,y')\Pd^(y).
| Jy J t/y

(22) Si p = + oo, la démonstration est évidente d'après 3.io).
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Soit, d'après (3.io),

( 3 - 1 3 ) \Ku(x,y)\P^kP-^ f[K(^j,y)|.|^(^y) Pd^{y)
t/Y

et ainsi

(3 .14 ) f K^(^j) Pd^(y) f |K(^j,y) [ . [ ^(^V) [^(V)
^Y ^Y

^kP-^k' I \u(x,y) \Pd^(y)
JY

d'après le théorème de Fubini.
D'autre part, soit o- une fonction mesurable bornée sur ÛXY, du théo-

rème 3.1 il résulte que l'opérateur de transport défini par

D (T) == D (A) , ï =. A. 4- o- - K

est maximal positif aussi pour tout couple (uo, f) € HX L^o, T; H)
existe-t-il une unique solution u€ L^o, T; H) H <3(o, T; H) du problème :

-^ ̂ S^' ̂  + Œ" -^K (^ ̂  ^/) ^ (^' ^^ ^ ̂  (^) =/(^' ^. t) ^àt- ^Jl àxi
i=-l

(3.i5)
j u\x^ y^ t) I ^QxY^ 0 siyjï^< o,^i J ï t / } \àL

i=i

u^x.y, o) =uo(x, y ) .f

De plus,

THÉORÈME 3.2 (23). — Sous les hypothèses du théorème 3.1 si o- est une
fonction mesurable bornée sur ûxY et si l'opérateur intégral K est défini
par une fonction K{x, y, y') vérifiant (3.io) et (3.n), alors

(i) pour 2 ̂  p < + oo, exp — <(A + cr — K) se restreint en un semi-
groupe fortement continu dans L/^ûxY);

(11) pour p = +00, exp — t (A + a- — K) se restreint en un semi-groupe
d'opérateurs bornés dans L°°(ûxY), mais ce semi-groupe nest pas continu :
c'est-à-dire que si

(u,, /) eL°° (^ x Y) x L- (0, T; L- (^ x Y ) ) ,

u{t) solution de (3.i5) appartient à L°°(o, T; L°°(ûxY)) ma^ pa^ /brce-
me^ à Ê(o, T; L^iîxY));

(iii) pour ï ̂  p < 2, exp — ( (A + cr — K) ^ prolonge en un semi-
groupe fortement continu dans L^û X Y) $

(^) On trouvera des résultats analogues dans le cas d'un domaine en forme de pavé
dans Douglis ([8], th. 4.1 et 9.1); cf. aussi Nimal [18].
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(iv) dès que K(;r, y, î/) est une fonction positive exp — t (A 4- Œ — K)
laisse invariant le cône des fonctions positives de H; et si Uo et f sont posi-
tives il en est de même de u solution de 3.i5).

Démonstration, — On sait {cf. chap. II, § 2) que, pour presque tout
y € Y, on a pour X > o

(3.i6) a+A,(j))-'/(y) L.(Q)^|/(J) |L.(Û)

dès que f appartient à L/'(Y; L^tl)) (i^p^-[-00)- On en déduit immé-
diatement que si f appartient à L^Y; L^û)) il en est de même de
u = (X + A)"1/' ^ que l'on a

(3. I?) 1 0 +A)-l/|L,(QxY)^ ^ |/|LP(QXY).

Comme Œ — K est un opérateur continu dans L^^xY) on déduit
de (3.17) qu'il existe une constante Xp (dépendant de p, Œ et K) telle que
pour X > \p l'opérateur (X -(- A -|- cr — K)~1 appartienne à ^(L^ûxY))
et vérifie
(3. i8) (7 + A + ̂  - K)- ]^/^^ ——y- .

A — A/,

on en déduit immédiatement (i), (ii) et (iii); de même, comme le semi-
groupe engendré par —As^) , (y fixé) opère dans le cône des fonctions
positives de L2 (û) le semi-groupe engendré par — A opère dans le cône
des fonctions positives de L^ûxY). D'autre part, o" et — K sont des
opérateurs bornés dans L^ûxY) on a donc, d'après la formule de
Trotter [27],

/ ( f ^ \ ' i
exp — t (A. -h <7 — K) == lim ( exp — - (T. exp — -A . exp - K ) ;

n n n7^o

il suffit donc de montrer que exp — t(J et exptK opèrent dans le cône
des fonctions positives; et en effet on a

exp — tfj.u== e-10^ u (œ) et exp^K==V I (^;K^.
i
^

q=Q

Comme K opère dans le cône des fonctions positives, il en est de même
de K'7 et donc du semi-groupe exp^K. On a ainsi prouvé (iv).

2. EQUATION DE TRANSPORT DANS UN DOMAINE VARIABLE. — AU para-

graphe précédent on a considéré l'équation de transport

^S^' à^,+ (7U ~fK (^y 'y ) " { œ ' y ' ' t ) ̂ (y) =fau, v^ au
Tt
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dans un domaine de la forme ûxYx[o, T],(il étant donc indépendant
du temps), aussi en particularisant le rôle de t on a pu étudier cette équa-
tion comme une équation d'évolution de la forme

( U ' -t- A Li + (T U — K U = /,

( u(o) ==?/o;

on a montré que — A était générateur infinitésimal d'un semi-groupe
fortement continu dans L^Y; L2^)). Dans ce paragraphe on va faire
jouer le même rôle aux variables (î, x^ ^2, . . . , ^), ce qui permettra
d'après le paragraphe 4 du chapitre II, d'obtenir des résultats dans le
cas où l'ouvert û se déforme avec le temps.

Soit Q, un ouvert de R^xR^ de frontière ^Q, sous-variété de dimen-
sion (m — i) et de classe (31 tel que pour tout (€R l'intersection de Q,
avec l'hyperplan : H^= {( . r , ï)/T = t] soit un ouvert û^ non vide et
borné de R^ on dit alors que Q, vérifie l'hypothèse (H.V).

On désigne par Q^ l'ouvert Qï== [ {x, t) € û,/o < t< T } (o < T < + oo) ;
QT vérifie l'hypothèse (H. II).

Comme au paragraphe précédent on considère un espace localement
compact Y plongé dans R^ muni d'une mesure positive et bornée d[f.{y).

Pour tout î/eY, on désigne par A( l'opérateur différentiel

in

À / \ ^ V ^^y^à-t^y1^.
i=l

on note HT l'espace de Hilbert L^Y; L'^Qï)), et on désigne par A^ l'opé-
rateur non borné dans Hj défini par

! m
T\ t t \ 1 T ^ii V^ ^lf TTD(A,)= .eH,;^+^,^6lI,;

î=l

u{x, t\ y ) == o en tout point de ^Qi ou

ni . j n

2 /^ / i an ^\ au.
J..".+^<o (") A^= ̂  +2^^-

i=l ] i=l

En appliquant à l'ouvert QT et à l'opérateur A,, les méthodes du para-
graphe 1 on obtient la

(24) ni, n.2, . . . , n,n et n/ désignent les coefficients de la normale extérieure à QT dans
T{m x Rz. Et comme sur ûo on a

( /Z i , n.^ . . ., n,n, r i t ' ) = (o, o, . . . , < ) , —i ) , u{x, Y, o) |̂  = o.
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PROPOSITION III. 1. — Si on suppose que V ouvert Q^ vérifie Vhypo-
thèse (H.V) F opérateur — A j défini ci-dessus est générateur infinitésimal
Sun semi-groupe fortement continu à contraction dans HT= L2 (Y, L2 (Qi))-

COROLLAIRE 3.1. — Soit aÇx, y, t) une fonction mesurable bornée sur
Y X QT ^t K(^, t, y, y') une fonction mesurable sur QT X Y X Y telle que
Von ait

(3.19) f\\\\x^t,y,y') ^(y)^Â-;
J Y

(3.20) f |K(^ t , y , y ' } \d^{y) ̂ k,
JY

où /c et /c' sont deux constantes respectivement indépendantes de [x, t, y)
et de {x, t, î/') alors sous les hypothèses de la proposition 3.1, pour tout
/'€HT il existe un unique u G H j solution du problème

m

— 4-^Jî —— + vu — j K (^, t, y , y ' ) u (œ, t, y') d^ (/) =f dans QT,ôt t ^ J l ôœi
i—i

u\x, t, y ) [c,QT==o si ^J^4-/^<o

avec en particulier u[x, o, y) == o sur tîo.
La démonstration de ce corollaire se fait en remarquant que l'opérateur

u— ((7—K)u=a-u— j K(.r; t, y , y ' ) u\x, t, y ' ) d[j.(y')
JY

est linéaire continue dans HT et en posant

u {x^ t^ y ) == e ' - ' v (.a?, ^ y ) (À >> o assez grand)

de manière à se ramener à une équation de la forme

^D(AT) ,
AT^ +0"^ — K(^ + À(-' =f.

( 3 .21 )

Ceci résoud le problème de l'équation de transport pour des données
initiales nulles; nous allons maintenant étudier le cas des données initiales
non nulles.

Pour y€Y, on désigne par W(î/; Qr) l'espace des u vérifiant

^eL^Qr),
(3.22) ^ ()u OU - , „ ,

2^^+rf7eL2^
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et par W(Y, Q^) l'espace L^Y; W(y, Q^)); bien entendu,
^j^L^Y; L^QT)),

W(Y,Q,)= „ ^ ^
2^^.+- jF€ L 2(Y 'L 2(W)•

Enfin, pour o ̂  ^ ̂  T, on désigne par ^ l'espace
^C^L^Y; L2^,)) zrrL^Yx ^).

THÉORÈME 3.3. — Sous les hypothèses de la proposition 3.1 et du corol-
laire 3.1, pour tout couple

(u^ /) eL2 (Yx ^o) x L2 (Y; L2 ( Q T ) ) ,

il existe une unique fonction u appartenant à W(Y, Qr) telle que

( m

-^+2^^ -+-<7U- FK(^ t , y , y ' ) u { x , t, y') d^y') =f dans QT ( 2 3 ) ,
(3.23) ^i ' Y

^(^,J, ^) \^-=o,
u {œ, y , o) = «o (^, j) ^/- ^o.

D'autre part, il existe une constante C indépendante de Uo, f et de tç[o, T]
telle que Von ait

(3.24) f l^, ^j) ^ d x d ^ y )
^YxQt

( r
= 1 ^(^ lâe^^^ 1 Mo|^(YxQo)+ / |/(^, ^ j) -^/aO') r/^ dt

{ ^YXQ,

L'unicité de la solution de (3.23) résulte par exemple du corollaire 3.1;
pour montrer l'existence dé la solution de (3.23) ainsi que l'inégalité (3.24)
on utilise les méthodes du chapitre II, § 4 (propos. 2.5 et théor. 2.3).

On commence par montrer que pour y fixé, d'après le théorème 2.2,
în

l'espace des uç^Ç^) tels que u\^,, == o dès que Vî/,.n, 4- ni < o

est dense dans l'espace des uç'W{y) tels que u\^ =o dès que
jn

^^.^+ ^<0.

Il en résulte que L^Y; H^Q^) n D(^) est dense dans D(AT). Ainsi
en supposant ueL^Y; H^QT)) H DÇA^) et en utilisant la formule de

(25) On désigne par ^- l'ensemble des points de ()Q^ n { (x, t)/o ̂  t ̂  T } vérifiant
ni

Vy;.n,+ n.t< o.
i == 1
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Green, puis en passant à la limite peut-on montrer que si u appartient
à D(A,) et si ^eL^Y; H^Q^)) est nulle sur 2L on a

(3.25) u (t) + v (t) ^ ̂  e^ 1 c (^ o, j) i^vxûo) + ^J< — (ff + c) + ô (^ 4- c)
L2 (Y X QT) 7

On introduit alors une suite ç^eL^Y; H^Qr)) nulle sur 2L telle
que ^ IYX^O converge vers Uo dans L^YxQr).

On désigne par Un la solution du problème

^ Ç D ( A T ) ,
(3.26) . / „ ^ \

AT^+ o-^— K^=:/— ( o-('„-+- ^ r , —/; — K^ .
\ -̂ "" ^•^'î /

On déduit de (3.20) (en modifiant éventuellement la constante (3) que
Wn=Un-{-^n vérifie :

( r* \

(3.27) \wn(t) \^^e h-'//(^ o, r ) |2^Yxa)+ / |/(^, t , y ) ^^-(r) ^ ^ 5

( ^XQ, ' )

ce qui permet de conclure que Wn converge dans W(Y, Q^) vers une fonc-
tion u solution de (3.23) vérifiant (3.24).

Remarque 3.1. — Dans ce qui précède on a introduit des données aux
limites non homogènes que sur la « base » de l'ouvert Q-r, ce qui corres-
pond à des conditions initiales non nulles, mais en modifiant un peu la
démonstration du théorème 3.3 on peut également considérer le cas de
conditions aux limites non homogènes sur 2_.
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