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PROBLEMES AUX LIMITES POUR LES EQUATIONS
AUX DERIVEES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE
A COEFFICIENTS REELS;

THEOREMES D’APPROXIMATION;
APPLICATION A L’EQUATION DE TRANSPORT

Par Cravpe BARDOS.

INTRODUCTION.

Les problémes du type
m dIL i .
Eai—xi +Ku .__j,
i=1

(1)

ulg_—=o,
ou A = (ai, as, ..., an) désigne un champ de vecteur réel sur Q ouvert

borné de R™, X_ l'ensemble des points de 0Q tels que zai(x)ni(x) <o
i=1

[ou (ni, R, ..., ny) est la normale extérieure a 0Q] et ou K désigne un
opérateur linéaire par exemple borné dans L?(Q), ont été abordés par
un grand nombre d’auteurs, en particulier au sujet de I’équation de trans-
port, cf. Jorgens [10] ou Reed ([21], [22]); il n’existe cependant pas a
notre connaissance des résultats aussi généraux et aussi précis que ceux
que nous nous proposons d’exposer dans ce travail.

Pour aborder le probléme (1) on peut soit utiliser, comme cela est fait
dans Jorgens [10], les caractéristiques du champ A, soit les méthodes
développées par Lax et Phillip [43] ou Friedrichs [9] au sujet des opé-
rateurs symétriques du premier ordre.
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Dans les deux cas les difficultés proviennent du fait que le champ A

m

peut dégénérer et en particulier du fait que la forme Zaini peut changer
de signe sur 9Q. -

Ces difficultés sont levées, d’une part du point de vue « caractéristiques »
en utilisant le théoréeme de Sard (c¢f. de Rham [7]) pour montrer que les
caractéristiques de A qui sont tangentes & dQ forment dans Q un ensemble
de mesure nulle; et, d’autre part, du point de vue « opérateurs symeétriques
du premier ordre » en montrant que si u est solution de (1) et appartient
a L”(Q) il ‘existe une suite u;, telle que u;ly_ = o, nulle dans un voisi-
nage de la frontiere de £ dans 0Q, telle que u; converge vers u dans L*(Q)
tandis que Au; converge vers Au dans L?(Q) faible.

Au chapitre I on rappelle des résultats sur les semi-groupes qui seront
fréquemment utilisés dans la suite.

Au chapitre II dans les paragraphes 1 et 2 on explicite le semi-groupe
associé au probléme (1) a l'aide des caractéristiques du champ A, on
démontre que ce semi-groupe opere dans L?(Q); ce qui permet de résoudre
des problémes non linéaires, puis on caractérise le générateur de ce semi-
groupe en utilisant le théoreme de Sard.

Au paragraphe 3 on se propose de rapprocher ce point de vue de celui
des opérateurs symétriques, et on montre que le générateur du semi-
groupe opérant dans L?(Q) introduit au paragraphe 1 n’est autre que la

, ’ m 9 ’ . , .
fermeture de l'opérateur ZaiE:_- défini sur I'espace des ue®(Q) tels
i=1

que uly_=o. Ceci permet au paragraphe 4 de traiter des problémes
non homogeénes et de préciser des théoremes de traces.

Au paragraphe 5 on étudie les wvaleurs propres de 1'opérateur

Jdu .
u -~ Zalg— de domaine
()(lr'l'
i=1

D (A,) _—_{uEL?(Q) /Eaig—%eL?(Q), wly_=o;.

i=1
Enfin au paragraphe 6 on montre comment on remplace le probléeme (1)
et le probléme d’évolution associé
0w~ Ou :
W +2ai6E —i—KII.:f,
(2) ‘ =t
’ u !E_X]o,'r[: 0,

u(ar, o) =u,(x)

par différents problémes dont 'approximation numérique est « standard »,
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Le chapitre III est consacré a l'application de certains résultats du
chapitre II a I’équation de Transport. En particulier, on considére comme
dans Reed [22] le cas out Pouvert Q se déforme avec le temps.

Je tiens & remercier M. Lions qui, par ses encouragements et ses conseils,
m’a permis de mener & bien ce travail; ma reconnaissance va également
a M. Malgrange qui, a la lecture d’une premiére rédaction, a bien voulu me
suggérer certaines améliorations.

CHAPITRE L

RAPPELS SUR LES SEMI-GROUPES.

1. NoTATIONS ET GENERALITES. — Soit B un espace de Banach sur G;
on désigne par | |la norme dans B et on note || la norme dans I’espace
de Banach £(H) d’un opérateur L linéaire continu dans H. Enfin on dit
qu’'une famille L. d’opérateurs linéaires continus converge fortement
vers un opérateur L si pour tout u€B on a :

lim | Leu— Lu|=o.
>0

Soit G(t) un semi-groupe fortement continu dans B, on sait qu’il existe
deux constantes réelles M et w(M>x1) telles que pour tout t>>o0, on ait

(1.1) |G (2) | = Mevt,

Inversement, soient M et ® deux constantes réelles (M >>1), on désigne
par g(B; M, w), ou g(M, w) (¢f. Kato [12]) I’ensemble des opérateurs A
(bornés ou non) dans B, de domaine D(A) tels que — A soit générateur
infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu vérifiant (1.1).

DeriniTion 1.1. — On dit qu’un opérateur L de domaine D (L) domine
fortement un opérateur A de domaine D(A) et on note L > A si :
(1.2) D(L)cD(A);
(1.3) Pour tout ¢ > o il existe C(3)>>0 tel que 'on ait
[Au|Z0|Lu|+C(d)|u], VueD(L).

Du théoreme 2.7 (chap. IX, § 3 de Kato [12]) on déduit alors immé-
diatement le :

Tutorime 1.1. — Sotent L€ g(1, ) et A€g(1, ©') st L domine forte-
ment A, pour tout > o, Uopérateur cL + A de domaine D(A) appar-
tient a g(1, cw + ). :
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En particulier, st L€ g(1, w) et si M est un opérateur borné, L + M
appartient a g(1, o).

Soit maintenant H un espace de Hilbert, on note ( , ) et| |le produit
scalaire et la norme sur H et g(1, w) I'ensemble des opérateurs A non
bornés dans H tels que — A soit générateur d’un semi-groupe fortement
continu a contraction dans H. On dit qu’un opérateur A de domaine D (A)
est w-positif (ot plus simplement positif si w = o) s’il existe une cons-
tante réelle w telle que, pour tout u€D (A), on ait

(1.4) Re(Au, u) +o|uxo.

Aussi 'opérateur A 4 w est-il positif et admet-il des extensions maxi-
males qui (¢f. Lions [14] ou Phillips [20]) appartiennent a g(r1, ).

St A appartient 4 g(M, w) il en est de méme de son adjoint A* et — A*
est générateur infinitésimal du semi-groupe (exp —tA)*. Muni de la
norme du graphe ([u]“ 4- |A*u|“‘)?7>, D(A*) est un espace de Hilbert
contenu algébriquement et topologiquement dans H, dense dans H. On a
donc les injections usuelles : D(A*)cHC (D(A*))" et comme A* est
linéaire continu de D(A*) dans H, son adjoint (A*)* est un opérateur
linéaire continu de H dans (D(A*))’, qui prolonge A, on le notera égale-
ment A.

Soit 0o <T < + «, pour tout couple (u,, f)€H X L*(o, T; H) I'appli-
cation ¢~ u(t) définie par :

(1.5) u(t) =exp(—tA) uo—i—f (exp— (£t —s)A) f(s) ds
est 'unique solution u€L?(o, T; H) du probléme

dt

(i1) u(0) = u,.

(1.6) %(i) @—q—u:f dans L2 (o, T; (D (A%))");

On remarque que de (1.6), (1), on peut déduire, comme dans [14] que u
appartient a (o, T; (D(A*))’) et donc que (i1) a bien un sens. A posteriort
il résulte en fait de (1.5) que w appartient a C(o, T; H). Enfin on sait
(cf. [12]) que si u, appartient & D(A) et si f appartient & C*(o, T; H), on a

uec€(o, T; D(A))ne (o, T; H).

2. APPROXIMATIONS DE SEMI-GROUPES ET DE SOLUTIONS D’ EQUATIONS
p’tvorLuTioNs. — Soit toujours g(M, ®) Dlensemble des opérateurs A
(non bornés) dans un espace de Banach B tels que — A engendre un semi-
groupe fortement continu vérifiant (1.1).
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Tutorime 1.2. — Soient A, A.€ g(M, ») et A Uopérateur de domaine D(A)
défini par
D(A) ={ue nD (A:)/limA.u existe },
(L.7) o

Au=IlimA.u.
£>0

On suppose que A prolonge A et vérifie

. (1.8) A=A.
Alors pour tout A, réel A > w et tout f€B, (A + A.)"'f converge dans B
vers (A4 A)7'f.

Démonstration. — Comme la famille d’opérateurs (A + A.)™* est uni-
formément bornée, il suffit de montrer que (A4 A.)~'f converge vers
(A4 A)~'f pour f appartenant & une partie dense de B.

D’aprés (1.8) on peut choisir f=(A+ A)u avec u€D(A). Comme
(\D(A:)cD(A), on a

(1.9) A+A)f— A+ A) =+ A)T[(A+A)u — (b + A u]

= (A+A) " (Au—Au);
et ainsi
(1.10) | (A7 — A+ M) = = | Au— Acu|.

Ce qui démontre le théoréme 1.2.

A Taide du théoréme 5.2 (p. 502 de Kato), on déduit facilement le
théoréeme suivant qui est di a Trotter [26].

Tutortme 1.3. — Sous les hypothéses du théoréme 1.2 le semi-groupe
exp — tA. converge fortement vers exp —tA uniformément sur tout inter-
valle borné.

Des théorémes 1.2 et 1.3 on déduit alors a 'aide du théoréme 1.1 le

Cororraire 1.1. — Sotent Leg (1, w) et A€g (1, w) st L domine
fortement A et st D(L) est dense dans D(A) (*) alors d’une part, pour tout
A>w, (A4eL.4 A)™* converge fortement vers (A4 A)™* et d’autre part
exp — t(eL + A) converge fortement, uniformément sur tout compact vers
exp — tA.

Tutorime 1.4. — Soit H un espace de Hilbert : A., A€g(1, w),

o< T<+w;
(uo, f)eH x L2 (0, T; H),

(1) Bien entendu, muni de la norme du graphe.
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ue solution du probléme :

A1) w: + Agu.— f,
us (0) = u,,

alors st exp —tA. converge fortement vers exp —tA, uniformément sur

tout intervalle borné, u. converge dans C(o, T; H) vers u solution du probléme

( w4+ Au=f,
{ u (o) = u,.

(1.12)

Démonstration. — u. est donné par la formule
.
ws (8) = (exp — tAg) uy —|—f (exp — (£ —$)A¢) f($) ds.
0

Par hypothese, (exp —tA.) u, converge vers (exp —tA)u, uniformé-
ment sur [o, T]. Ensuite, si f appartient & C(o, T; H) I'ensemble des
points {f(¢) [t€[o, T]} est un compact K de H. Comme exp —tA.
converge fortement vers exp — tA uniformément sur [o, T], il résulte du

théoréeme de Banach-Steinaus que (exp — {A.) & converge vers (exp — tA)E
12

uniformément pour ¢€[o, T] et €K, donc que‘f (exp — (t — s)A.)f(s) ds
converge uniformément pour t&€fo, T] vers f (exp — (t —s)A) f(s) ds.
Comme C(o, T; H) est dense dans L*(o, T; H), on en déduit que pour

i

tout feL?(o, T; H) f (exp — (t —s)A.) f(s) ds converge uniformément

vers f (exp — (t— s)A) f(s) ds.

Et ainsi du corollaire 1.1 et du théoréeme 1.4 on peut déduire le

Cororraire 1.2. — Sotent H un espace de Hilbert, A€g (1, w),
Leg(1, w). On suppose que L domine fortement A, alors pour tout couple
(wo, f)€H x L*(o, T; H), u. solution du probléme

(.13) { w: + (eL+A)u.=/,

t:(0) = u,
converge dans C(o, T; H) vers u solution du probléme

5 u+Au=Ff,

| w(o)=u,.

(1.14)
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CHAPITRE II.

1. LE SEMI-GROUPE ENGENDRE PAR UN CHAMP DE VECTEURS A SUR UN
ouverT  peE R". — Dans ce paragraphe on se propose de montrer qu’a
tout champ de vecteur A défini sur 'ouvert Q on peut associer un semi-
groupe exp — tA opérant dans I'espace des fonctions mesurables sur Q.
Pour tout p, 1 =~ p -+ o, ce semi-groupe définit par restriction a L?(Q)
un semi-groupe d’opérateurs bornés dans £(L7(Q)) et pour p <<+ o ce
semi-groupe est fortement continu.

m

Soit Q un ouvert de R™ et AzZ(JLii un champ de vecteurs réels
d.Z'i
i—1
défini sur Q, les fonctions a; étant dérivables, bornées ainsi que leurs
dérivées. On suppose [hypothese (H.I)] que le champ A peut se pro-

o n _ 0 ) .
longer en un champ A:Zaidfh défini sur un ouvert X de R™ tel
i=1
que Qc X, les fonctions a; étant de classe C!, bornées ainsi que leurs
dérivées sur X.

En introduisant une fonction réelle 6 indéfiniment dérivable égale a 1
sur Q et & zéro dans le complémentaire de X on voit que 'on peut pro-
longer A en un champ de classe C' sur R”, nul en dehors de X. On notera
également A ce prolongement.

Pour tout point z€ R”, il existe une unique application de classe C*
de R dans R™, {+>exp — tAx (aussi notée e *x) solution de I'équation

(2.1) %e*’l‘w:—J\_(c”“‘;zr)

et vérifiant en outre :

(2.2) e~ =

La courbe e ““z est appelée caractéristique ou trajectoire du champ A.
Pour tout couple t,, {, on a

(2.3) (exp — 6,A) ((exp — 4 A) 2) = (exp — (& + 1) A) .
Enfin pour toute fonction y€® (R™), on a
(2.4) o(e M)y =9 (r)—t\o(r)+ l; Ao (e 040,

ou O€lo, t] dépend de o, x et t.
Ann. Ec. Norm., (4), 11I. — Fasc. 2. 26
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On définit alors un semi-groupe d’opérateurs dans |’espace des fonec-
tions mesurables sur  en posant

Sflem"hr) sie"'el, Vr, o=t (%),

(2.5) (e="f) (z) =

o sinon.

Il est évident que si f appartient & L”(Q), il en est de méme de e "*f
et que 'on a alors

(2.6) Lem N f =] f -

Remarque 2.1. — exp —tA définit ainsi un semi-groupe a contraction
dans L*(Q), mais ce semi-groupe n’est pas fortement continu.

Prorosition 2.1. — Sous Uhypothése (H.1), st feL'(Q), e ‘*f appar-
tient a L'(Q) et on a

(2.7) [em A f = exp(l sup ])(J’,’)).]‘fl,
. rel)
ot D (z) désigne la divergence du champ A au point x <i. e. D(@) =M 32’ (x)>
i=1
Démonstration. — Pour t fixé, Papplication a+> (exptA)x est un

difféomorphisme de R™ sur lui-méme de classe C'.

Calculons son jacobien J,(z). On pose o(t, ) = (exp tA)x; alors on a

_J9 , Jo 99
3= g N g N A g

()‘rlll

Comme

‘ do
9 T —_ A(«
(2.8) . ar = A(9),
on a

d [ do Jdo

9 P95 — Moy L2
(2.9) dt<()xA>—“W)dx;c’

ou M(g) désigne la matrice [?]a 1=—k=m, 1=l m.
X

(?) On notera également exp —t A Dopérateur e—‘4,
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Et ainsi
2o =G G NGEN A
+%/\%%)A /\()();)//L
/\dq)/\ /\([lltdiqju
:M()CP/\()L)/\“'/\()(?I?,,L
+%ANI%A /\()(fj,,,

Ao*’A /\\ldm
_Lrace(M)d /\J‘QA /\ _D(clo(a:,t)).l[.

Comme J,(z) =1, on a

(2.11) .ll(Jf):exl)f,l)(cp(w, 7)) dr,
et donc
(2.12) Ji () =",
ou |
(2.13) T = sup D ().
xeX

Ainsi si [ appartient 4 L'(Q), en désignant par f la fonction obtenue
en prolongeant f a R™ par zéro, on a

(2.14) f(;|(e—mf) () |(1‘L'éf|f(e—“‘x) Idaféf [FO) 130 (y) dy
Q X R

= e
R n

I(l) ‘

() Ly Z ™| [l

Cette inégalité est en fait valable pour tout ouvert XD aussi, comme
la fonction D(z) est continue, on a |e”“f|. o="e"'|f
la borne supérieure de la fonction D(x) sur Q.

w@y ou © désigne

Ainsi ¢7** définit un semi-groupe d’opérateurs dans L'(Q) vérifiant (2.7).

Cororratre 2.1. — Pour tout p>1 et tout f€LP(Q) e "*f appariient
a LP(Q) et vérifie

(2.15) Iefl"‘fh/'(&l)é eT’U"L/'(Q)-
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La démonstration de ce corollaire est immédiate, soit en procédant
directement comme ci-dessus, soit en utilisant le théoréme de Riesz

(¢f. M. Riesz [23]).

Prorosition 2.2: — Sous Uhypothése (H.1) et pour tout p, 1=—p < + =,
le semi-groupe e '* est fortement continu dans LP(Q).

D’apres Tinégalité (2.15) il suffit de vérifier que, si [ appartient a
A (Q), e “*f converge vers f dans L?(Q) lorsque ¢ tend vers zéro. De (2.4),
il résulte qu’en tout point 2€Q (e~ “*f) (x) converge vers f(z); comme on
a e "fl<|flq on déduit du théoréme de Lebesgue que

(2.16) Iim | |e= A f— f|P dx = o.
>0/ ()

2. GENERATEUR DU SEMI-GROUPE e * pans LP(Q)(1—p <+ o) ;
appLICATIONS. — Pour 1==p <+, ¢ * définit un semi-groupe forte-
ment continu dans L?(Q); on se propose de caractériser le domaine de
son générateur infinitésimal et d’appliquer cette caractérisation a la
résolution d’équations aux dérivées partielles du premier ordre, linéaires
ou non. :

Dans ce paragraphe ainsi que dans les suivants, on supposera [hypo-
these (H.II)] que la frontiére 0Q de 'ouvert Q est de classe C*' par mor-
ceaux, c’est-a-dire qu’elle est localement C* isomorphe & une portion de
polyédre de R". Sous cette hypothése, n =(n,, n,, ..., n,) normale
extérieure a dQ est définie en presque tout point de dQ. On note y I’en-
semble des points de 0Q ou la normale extérieure n’est pas définie, et on
désigne par X,, X, X_ les ensembles suivants :

ne
Zaini>0 R 2= rxed y
i—=1
m
N ,
Zaini<o; *).

= { xre€dN\ g

m
-
2 ain;=o

i=1

i=1

— { xr €Iy

Prorosrrion 2.3. — L’ensemble des trajectoires de A qui rencontrent
X,V forme un ensemble négligeable (de mesure nulle).

Démonstration. — Il est d’abord évident que I’ensemble des trajectoires
qui rencontrent y forme un ensemble de mesure nulle, pour démontrer
que Pensemble des trajectoires qui rencontrent X, forme un ensemble

(®) ¥4, X_ et X, désignent respectivement I’ensemble des points de J2 ou le champ &
est sortant, rentrant ou tangent, ces propriétés demeurent invariantes par difféo-
morphisme.
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de mesure nulle on va utiliser le théoréeme de Sard (c¢f. par exemple

De Rham [7], § 1, chap. 1).

On considére I’application (z, ¢) %o g de 9QXR dans R™,

Soit, pour tout point x €9Q\ v, (£, &sy ..., Eny) un systéme de coor-
données locales de x, on dira que e "z est un point caractéristique de
Papplication ¢ si le jacobien de {(z, t) par rapport a (£, &, ..., Emy, ©)
s’annule. (Bien entendu cette définition est indépendante du choix des
coordonnées locales.) D’apres le théoréeme de Sard, ’ensemble des points
caractéristiques de { est de mesure nulle. Aussi pour démontrer la propo-
sition 2.3 suffit-il de prouver que les assertions

(i) Jacd(z, t) = o0 et (i) z€Z, sont équivalentes.

Pour cela, on remarque que ¢(z, t+s) =e (s, x) et donc que
Jacd(z, t) = J,.Jacd(x, s) (¢f. la démonstration de la proposition 2.1);
on sait que J,5% o0, aussi en faisant tendre s vers zéro, on voit que
Jacd(z, t) = o équivaut a Jacd(z, o) = o. Enfin on transforme par un
difféomorphisme local un voisinage U de 2 €0Q en un voisinage de zéro
dans R™*' X R, V, maniére que UNJQ soit appliqué sur VNR™ .
Le champ A se transforme en le champ A =(@i, @, ..., @) et on a
 Jacy(x, 0) = @n(0) ; ainsi Jacy(x, ) =o0 équivaut & &.(o)=o donc a
z€X,. Ceci termine la démonstration de la proposition 2.3.

On introduit ensuite les notations suivantes; pour tout x €2, on pose

(2.17) t(z)=inft>o0|leAxel; t(x) e !@Aa (%),
Bien entendu <t(x) appartient a 0Q; et d’aprés la proposition 2.3 on a
(2.18) mesll —mes{xeQ|t(r)eZ,uyl=o.

Pour tout ¢ > o, on désigne par

(2.19) Q () ={xeQ\E tels que t(z) >t}
et par
(2.20) Q, () ={xeQ\E tels que t(x) <t}

Comme l’application z > e ‘*z est continue, Q,(t) et Q.(f) sont des
ouverts ; d’autre part, comme ’ensemble des x tels que ¢(z) =1t est de
mesure nulle, on a

(2.21) mes (2 — (2, ()N (¢))) =o.

(*) t(x) peut étre éventuellement égal & + oo.
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TutorimMe 2.4. — Soit exp — tA, le semi-groupe fortement continu
dans Lr(Q) (1= p <-+4x) défini par le champ de vecteur A vérifiant
sur Douvert Q Uhypothése (H.I), — A, son générateur infinitésimal de

domaine D(A,); alors si Q vérifie Uhypothése (H.1I) on a

m
Jdu

(2.22) D(A)) :{I’EL"(Q% 2 o e Lr(Q) vérifiant de plus wul|s_=o .

i=1

[On remarque, que si u vérifie
(2.23) uelr () Z s eL’ (Q)
*e g s b 7 3

on peut en localisant, et en faisant un changement de coordonnées,

définir u |v_ dans L

loe

(X) et ainsi I’expression
(2.24) uly_=o

a bien un sens.J

Démonstration du théoréme 2.1. — On va établir que s1 u vérifie (2.23)
et (2.24), on a
0w, 2)
(2.25) (e "*u) () —u(x) :—[ Au(e"*z)dr,

0

ou O(z, t) = inf(t, t(x)); 11 en résultera alors que
(2.26) (e="ru) (2) —u(x) :~f A, (exp — (tA ) w)dr

et donc que w appartient & D(A,). Il est d’abord évident que si u appar-
tient & M(R™) on a

{
(2.27) ’ u(e "e) —u(x) =— / Au(e="Aa) dr.

On en déduit, par densité que (2.27) reste vrai pour presque tout x €R"
si on suppose sculement que u&€L’(R") et que Aue€Lr’(R"). D’autre
part, d’apres la proposition 2.3, il suffit de prouver que (2.25) est vrai
pour presque tout x €€, (1)U Q,().

Si z€Q,(t), il existe un voisinage ouvert U de x tel que Pouvert
V= U e "*(U) soit strictement contenu dans Q. Soit alors 9€®(Q)

0=T<1
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égale & 1 sur V; pour prouver (2.25) il suffit d’établir que
(2.28) (emtou) (x) — (9u).(z) —_———f A(gu) (e7" M)z dr;

mais comme la fonction w obtenue en prolongeant u par zéro en dehors
de Q vérifie ueL?(R") et Au€L?(R"), on déduit (2.28) de (2.27).

Si x€Q,(t), on utilise I'inclusion Q,(t)C {e " E| (5, z)€X_XR}; et en
introduisant %,, £, ..., £, , coordonnées locales du point <(z) = ¢ "'g
et £,=e "%, £y ..., Emy) on remplace la démonstration de 1’équa-
tion (2.25) par celle de I’équation

3
. B "0 ) ) )
(2.29) w(Eiy Eay ooy E) :f == U (Ey By ooy By, T) dr.
0

Zm
()gm

Comme on a

J ; ,
bE vel.(R; L» (R 1) et (i, sy oy Bneyy 0) =0,
Sm

ue L/; (R, Lp (RmAI))7

on démontre (2.29) en utilisant la méthode du lemme 2.1 (chap. III de
Lions [14]). Ceci termine la démonstration de la premieére partie du
théoréme.

Montrons maintenant que D(A,)C{uel?(Q), AueLr(Q), uly =o};
d’aprés le corollaire 2.1 et le théoréeme de Hille-Yosida, on a

(2.30) D(A,) = (h+ A, (L7 (L)) <,S: < )\>.

Si f appartient & @(Q), on déduit de la formule

(2.31) = (h+ f'\,,)“f:f e (exp — ((A) f)d
que
yaeal

(2.32) w () :f e flem Ay di
et donc que u vérifie :

by I: Jdu
(2.33) Aju=N “ o,

i=1

et
(2.3%) uls_=o.

Maintenant, pour f€L?(Q) quelconque, on considére une suite f; € ®(Q)
convergeant vers f dans L?(Q); alors u;= (A 4 A,)~" fi converge dans L?(Q)
vers u =(A -+ A,)"" f et A,u; converge vers A,u dans L?(Q); en remar-
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quant que l’app]ioation uw—>uly  est continue de lespace des uelr(Q)

tels que 2 a; 5— ) ELI’(Q) dans L{ (X ), on en déduit que

i=1
m

) O Ju
J - O
(2.35) Aju= 2& a; O S,

Applications. — Soit A =(a,, as, ..., an) un champ de vecteurs sur
un ouvert  de R™; on suppose que A vérifie 'hypothese (H.I) et que Q
vérifie I’hypothese (H.II). D’autre part, soient © = sup — D(z), K un
opérateur linéaire continu dans L*(Q) (°) et % tel que

(2.36) mz>;+¢mmmm

I. De la proposition 2.2 et du théoréme 2.1, il résulte (°) alors que,
pour tout f€Lr(Q), il existe un unique u€L’(Q) vérifiant

m
- Ju B
: A+ Z a; = f,
(2.37) dx; ’
i=1

|y _=—o.
II. On déduit de méme que, si f appartient a C'(o, T; Lr(Q)),
(0<T < + ) et s1 u, vérifie

m

(2.38) w, €L (2), Y a

i=1

u
Wy €LV(R), s =,

Il existe un unique u(z, t)€C'(o, T; Lr(Q)) vérifiant

Jdu
m+y’) +Ku=/,

u (a?, 0) = u, (),

(2.39)

m

Ea[) w(x, t)yelr(Q),
i=1

w(x, t) s _cpm=o.

En particulier si K appartient a £(L*(Q)), pour tout couple (u,, f)
appartenant a L*(Q) x L*(o, T'; L>(Q)), le probléme (2.39) admet une unique

() 1=Zp<<+ oo
(°) En utilisant par exemple le théoréme 1.1.
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solution faible. Si de plus, K appartient & 2 (L”(Q)) cette solution appar-
tient a C(o, T; L7(Q)) dés que (u,, f)€Lr(Q)x L' (o, T; Lr(Q)).

I1I. Soient p, p',% +j§ =1, Kef(L2(Q)nL(Lr(Q)nLLK(Q) et
— A le générateur du semi-groupe exp — t(A 4+ K) dans L*(Q) (A est

défini par
D(A) ={uel?(Q), Auel2(Q);ulx_=ol, (Nu=Au—+Ku).

3

On désigne par A, la fermeture de I'opérateur A restreint a
DA)N(L*(Q)NL7(Q)) et considéré comme opérateur non borné de
L*(Q)nLr(Q) dans L*(Q) + L¥(Q). Comme le semi-groupe exp —t (A 4 K)
définit par restriction a L*(Q) N L?(Q) et par prolongement a L*(Q) + L' (Q)
des semi-groupes fortement continus, A est un opérateur V-régulier

(cf. Bardos-Brézis [4], Définition 1.1, § 1), et Ay est défim par
(2.40) D(Ay) ={uel(Q)nLlr(Q) |Auel? (Q) + LV (Q); uly_=o};

(2.41) Avie=Au-+ Ku.

Donc (cf. Bardos-Brézis [4]) si1 M est une application de L?(Q)nL?*(Q)
dans L#(Q) + L*(Q) de type M, coercive et bornée (strictement mono-
tone), pour tout felr(Q) 4 L*(Q), il existe un (unique) u€D (Ay)
vérifiant

m

(2.42) Zai%—i— Ku + Mu = /.
i=1 ¢

Par exemple, pour tout f€ L? (Q) 4 L*(Q), il existe un unique uw&€ D (Ay)
vérifiant :

n
0

(2.43) Zl’iy;_hi—Ku—i—[u [r=2u=/f (7).

i=1

3. RELATION ENTRE LE GENERATEUR DU SEMI-GROUPE ¢ '* pans L?(Q)
ET LES EXTENSIONS ®,; POSITIVES MAXIMALES DE L OPERATEUR DIFFE-
RENTIEL

m

O J
A—_Zai oz
i1

Dans ce paragraphe on désignera par ( ; ) et par| |le produit scalaire
et la norme dans L*(Q). Au champ de vecteurs A on associe I'opérateur

non borné dans L2(Q) A° défini par : D(A’) =R (Q) et A'u=Au.

(") Cf. proposition 2.2 et théoréme 1.1.
Ann. Ec. Norm., (4), ITI. — Fasc. 2. 27
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On vérifie que A° est un opérateur w, positif (w,: g = ;sup D(fc)>;
EZ=10)

il admet donc des extensions maximales positives. On se propose de
montrer que le générateur du semi-groupe ¢ ‘* défini aux paragraphes 1
et 2 n’est autre que l'unique extension maximale positive « locale » de
Popérateur A® et qu’il est égal a la fermeture de 'opérateur A' défini par

DAY ={ued(Q); uls_=ol,
m d[,
Alu _Eai()—;i-
i=1
On remarque d’abord que, pour tout couple (u, ¢) de fonctions de H' (Q) (*)
on a la formule de Green :

(2.44) (Aw, 0) — (u, A*¢) :/ <2(/,~.ni> u.v do,
) = 1

0Q .
LU

ou A* désigne l'adjoint formel de A:A*:—Z-a%ai. On retrouve
i=1

ainsi, en faisant dans (2.44) u=v€®(Q), le fait que Popérateur A°
est w, positif, et on va en déduire que toute extension positive « locale »
de A" est contenue dans A, générateur du semi-groupe exp — (A
dans L2(Q), plus précisément on a la

Prorosition 2.4. — Soit dans un ouvert Q de R™ vérifiant Ihypo-

thése (H.11) un champ de vecteur A vérifiant Uhypothése (H.1) et A un
opérateur w positif (v < +) de domaine D (A) défint par Xu:Zai %

[bien entendu au sens des distributions, ce qui entraine que
D(A)cjuel?(Q)|Auel?(Q) 1],
alors, si A est un opérateur local |c’est-a-dire si ou€D(A), Vo€ ®(Q)
et u€eD(A)], on a
DA) AT (Q) ={uell' () |uly_=o].
Démonsiration. — Si u€D(A)NH'(Q) n’est pas égal a zéro sur X_

il existe, d’aprés I’hypothése (H.II), un ouvert 0 arbitrairement petit
de X_ tel que

m
f 2”""’"‘ ulPde Za<<o.
0
i=1

(*) Pour la définition de I'espace H'(Q), cf. par exemple Lions [14].



léQUATIONS DU PREMIER ORDRE A COEFFICIENTS REELS. 201

A l'aide d’un changement de carte, on peut alors construire une suite o,
de fonctions de ®(Q) a valeurs réelles telles que

o=y (x) =1, VreL, 02N suppg.CX_, v: (x) =1, Vael,

limmes (suppo:) = o.
>0

On a alors, pour tout w > o,

nm

lim (Kc?su, cpsu) + | u |’éf E(xini JuPdo = a<<o.
0 Q

i

E>0
i1

Et donc pour ¢ assez petit :
(K%u, cpau) + |91 ]P<<o;

ainsi A ne peut &tre a la fois @ positif et local s'il existe u€D(A)nH' (Q)
dont la restriction & £ ne soit pas nulle.

TutorimE 2.2. — Soit Q un ouvert de R™ vérifiant I'hypothése (H.II)
et A= (ai, as, ..., a,) un champ de vecteurs défint sur Q vérifiant Uhypo-
thése (H.1); on suppose, de plus, que (hypothése H.III) 0X frontiére de

m

I_={xed\y; Za[(m) ni(x) <o

i=1

dans 0Q est assez réguliére, par exemple réunion finie de sous-variétés de
classe C' et de dimension m — 2, alors le générateur du semi-groupe exp — tA
dans 1.2 (Q) est égal a la fermeture dans 1.*(Q) de Uopérateur — A" défini par

DAY ={ued(Q); wls —=oj,
L m ai)}i

T d l().l’i.
i=1

A1

Soit — A, le générateur du semi-groupe exp —tA; comme
DA)={uel?2(Q), Auel2(Q);ulg_=ol,

A, prolonge Popérateur A', comme A, est maximal positif, il est fermé

et ainsi : A, D A'; pour montrer que A'= A,, il suffit donc de montrer
que A' est dense dans A,; pour cela on va utiliser les méthodes de régu-
larisation de Lax et Phillips [13] (et également Friedrichs [9]). Cependant,

m
N .

dans [13] on suppose que la forme }_Jaini ne s’annule pas, ce qui n’est
i=1

pas le cas ici, aussi procédera-t-on en deux étapes en commencgant par
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montrer que 'on peut « écarter » les points de  situés au voisinage de la
frontiere de X dans 0Q.

Démonstration du théoréme 2.2. — 1l suffit d’établir que si, f€®@(Q),
u:(l—]—Ag)"‘f()\ > %) appartient a la fermeture, ou méme seulement

a la fermeture faible de A'.

On remarque que st u vérifie
(2.45) w= (2 -+A)""/,

avec f€®@(Q), d’aprés (2.6) u appartient a L”(Q); plus précisément, on
déduit de la relation u:/ e e "*fdt que

(2.46) [t e 1=

D’autre part, soit ¢, une suite de fonctions de @(R™) a valeur réelle
bornée dans C'(R™) vérifiant

(2.47) { oZo¢p(x) =1, VxeR"
.07 '\ Dr (I) —1 sl ]I‘; <R7 YR (;1)) — o0 sl !Ll > 2]{;

m

la suite g u converge vers u dans L*(Q) tandis que la suite zai(%i(qol{u)

i=1
m

du
converge vers Ea"?ﬁ dans L*(Q) et on a
x; :
i=1

CPRU, |E_: o,

I
[ orte |im == 3 [/ e -

On est ainsi ramené a montrer que toute fonction w appartenant &
D(A,)nL7(Q), a support compact, appartient en fait a la fermeture de A',
ce qui résultera des deux lemmes suivants

On désigne par d(z) la distance d’un point' x €R™ 4 ’ensemble 0X_Uy.
Comme 0XUy est contenu dans une réunion finte de sous-variétés de
dimension m — 2, il est possible de construire une suite de fonctions
0;&€C*(R™) bornées ainsi que leurs dérivées premiéres, possédant les
propriétés suivantes :

(2.48) 95 (x) =o sid(x) <9, o3 (x) =1 si d(x) > 20,
donce

(2.49) Mes (supp (grado; (z))n{z, |z | =ZR}) = C(R) 62,
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ou C (R) est une constante dépendant de R mais non de ¢, ainsi que :

(2.50) sup |gradg; () ]éC% ),
xrERM
Lemme 2.1. — Soient u€D(A,)NL"(Q), a support compact, et ¢; une
sutte de fonctions vérifiant les propriétés (2.48), (2.49), (2.50), alors ¢;.u
appartient & D(A,)NL"(Q) et lorsque ¢ tend vers zéro v;u converge vers u

m m
Jdu

dans L*(Q) fort, tandis que Zait%cpau converge vers Zai()x.dans L2 (Q)
fatble. = =t

Démonstration. — 1l est d’abord évident que lorsque ¢ tend vers zéro o;u
converge vers u dans L?(Q); d’autre part,
9 5 ‘ : J o — o Z @ Jdu. < w 03
(2.51) Zai()TL?l-%l,’_ ‘02‘ za;i—l*llE "oz,
i1 i=1 i=1

Le premier terme du second membre de (2.51) converge lorsque ¢

m

, du : .
tend vers zéro vers Za"ﬁ;; quant au second, comme u est a support
i
i=1

borné, il vérifie les inégalités suivantes :
n
.
uz a;
i—1

= m?sup| a;u|f .| grad 9; |f=(q). mes (suppu N supp (grad ¢z))
i .

(2.52)

929; ) )
‘(P < m?sup| azu |i=(Q).| grad ¢z |is (0
dx; i

2
L2(Q)

:/; (j ] i [L”(i)) %i (,: (l)\) 62 é C (l{) i 42 IL“(L!)
d’apres les inégalités (2.49) et (2.50).

Lemme 2.2. — La fonction u;=q¢;u [u€D(A:)NL"(Q), & support
compact, ¢;€ C*(R™) définie ci-dessus et vérifiant en particulier les inéga-
lutes (2.49) et (2.50)] appartient & la fermeture de A'.

Démonstration. — Pour établir ce lemme, il suflit de montrer que, pour
une partition de I'unité convenable (0,), les fonctions 0,u; appartiennent
a la fermeture de A'. On se donne donc un recouvrement ouvert (U,)

s
de Q composé d’un ouvert U, tel que U,NoQC X, UL, (intérieur de

X, UL, dans ¢Q), de Pouvert U; tel que U;= %xER’” |d(z) < g; [d(z)

(") Dans la suite C désignera différentes constantes.
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désignant toujours la distance de x a 90X _Uy| et d’une famille d’ou-
verts U, tels que :

(1) UpnoQ cX_;

(2) Par un difféomorphisme M, on puisse transformer 'ouvert U,nQ
en Pouvert M,(U,NQ)CR” = {£|f, >0 et vérifiant

M, (Uyn0Q) cR*—'— {£5, =0 .

Soit (0., 05, 0,) la partition de 'unité subordonnée a ce recouvrement
ouvert; pour démontrer le lemme 2.2, il faut successivement établir les asser-
tions suivantes : (1) u;€D(AY); (11) 0, us € D(A') et (i11) uo= 0, u; € D(A").
Comme u; est nulle sur le support de 0;, (i) est évident. Pour établir (i1),
on suppose (on peut toujours se ramener a ce cas par translation) que
o€ Q; soit alors g, une suite de fonctions positives appartenant a @ (R™)

régularisantes, c’est-a-dire telle quefp.n(x) dv =1, suppe,Clz, |o| <7

et soit w, la restriction a Q de la fonction p, %0, u; (). Pour v assez
petit le support de w, est strictement contenu dans U, et comme

PR SN

U,noQcX Uk, w, appartient a D(A'). Lorsque 7 tend vers zéro w,
converge dans L*(Q) vers 0,u;; d’autre part, d’aprés le théoréme sur les
« mollifiers » de Friedrichs [9], ¢, % Al u;— Ag, %0, u; tend vers zéro
dans L*(Q); enfin, d’apres le choix de g,, on a

(2.53) (pr % AT | = (o % A0 0t3)

ai

ainsi Aw, converge dans L*(Q) vers A, u;= A,0,u; ce qui démontre (11).
Comme U,NoQ CX | le champ A ne s’annule pas sur U,NdQ, et comme A
est de classe C' on peut, en supposant 'ouvert U, assez petit, admettre
que A ne s’annule pas sur U,; aussi en composant éventuellement le difféo-
morphisme M, avec un second changement de cartes [et en notant tou-
jours M, le difféomorphisme produit et (&, &, ..., £,.) les nouvelles
variables] peut-on, comme dans le théoreme 2.1, § 2, se ramener au cas

ou sur M,(U.,NnQ) le champ A est donné par 9. Comme u, €D (A.)

dim.
on a
uzoMy' € L2 (R, L (R"—1)), d.‘; (g0 Mz') € L2 (R, L2 (Ru—1))
et
oo M=V (84, Eay vy Sy, 0) == 0.

('*) Pour toute fonction v définie sur ©, on désigne par v la fonction obtenue en prolon-
geant v par zéro en dehors de Q. -
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Il en résulte qulil existe une suite ¢. de fonctions appartenant @®(R”)

convergeant vers u,oM;' dans L*(R”) tandis que P
d — 9 m ’ . i . \

Versf(uaoMof) dans L*(R}). On en déduit que u, appartient a la

v converge

fermeture de opérateur A,, ce qui termine la démonstration du lemme 2.2
et donc en utilisant les lemmes 2.1 et 2.2 celle du théoréme 2.2.

Remarque 2.2. — 1l résulte de la proposition 2.4 que 'opérateur A, :
D(A,)={uel*(Q),uel*(Q),u|y_=o0l, Asvu=Au est Punique exten-
sion maximale w positive et locale de lopérateur défini par uw—Au
sur @M (Q); néanmoins, on peut donner des exemples d’extensions maxi-
males w positives de cet opérateur qui ne soient pas locales; en voici un :

on désigne par Q louvert Jo,1[ de R et par A; Popérateur défini par
D(A‘A):;uEI_ﬁ(o, 1);%6L2<07 1); u(O):Xu(U;(Oé)\éI), Au— du

ox’

. Cep d . 5
A; est un prolongement maximal positif de ——» mais bien entendu, pour

A£0 ce n'est pas un prolongement local.

4. PROBLEMES AUX LIMITES NON HOMOGENES. — Dans ce paragraphe
on va. énoncer et résoudre un probléme aux limites non homogeéne pour

, ' n ()
Popérateur A ZZaiBZ'
i=1
On désigne par W(A) I’espace de Hilbert des fonctions u€ L*(Q) telles
que Au€L?(Q) muni de la norme [|u||*=|u|po+ At
On a remarqué que si u appartient & W(A) on peut définir la restric-
tionde w a X_et X,;uly_ et uly, appartiennent respectivement a Ly, (X_) et

a L(Z,).
D’autre part, pour toute fonction u€®(Q), on a la formule de Green :

) 3 NL‘ dal ' ‘ ” n .
(2.54) QI{eﬂ)f\l/.udx —1—f()<2()xi>,|u|1dw: )“<Za[.ni>[u|-do;
- ¥4 1 ) [

i= i=—=1

néanmoins, on ne peut en général déduire de (2.54), comme cela est fait
dans un cas particulier par Baouendi et Grisvard [2] (') que u|y_(resp. u|y,)
appartient a DPespace L;(X_) [resp.L;(X,)] des fonctions u mesurables
sur X_(resp. sur X,) telles que

lu ]"(/a<+oc>.

/
f |w]?do <-+oc; (rcsp.f
»w by
2t

(') Dans [2] c’est essentiellement le fait que les caractéristiques du champ A soient
perpendiculaires a JQ qui permet de démontrer a l’aide d’une symétrie un théoréme
de trace.

m

m
E (2780}

i=1

Zdi.ili

i=1
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Voict un contre-exemple : on considére l'ouvert Q =]—r1,1[ X ]o, 1]
du du

de R* et A Popérateur Au=m 5 — -
2 1

Pour o compris entre — 1/2 et — 3/4 la fonction u = <a“ ?‘> appar-

tient a L*(Q), Au=o0; mais la trace de cette fonction sur {z,=o0o/NX._
et sur {x,=o0}NX, n’appartient pas aux espaces L;(X ) et L;(X,).
Les méthodes du paragraphe 3 permettent cependant de démontrer la

proposition suivante :

Prorosition 2.5. — Soit A un champ de vecteur de classe C, sur Q;
on suppose que les hypothéses (H.1), (H.11) et (H.II1) sont vérifiées; soient

ve®(Q) et ueD(A,), appartient a L;(X,) et on a Uégalité

+

m

(2.55) zl{e/‘<20,~()($—jp)>.<u+«') d.x —+—f<23;li>]u + ¢ [P de
Q\ ad Q i

i=1 =1

m
:f Zai.ni lu-+v¢rds
Z_uXs i=1
.. ye e,
ainst que Uinégalité
n
) ) TN ,
(2.56) [A(w+v) |+ 0+0)|ut+y iﬁg(il)—}—J Zui,,,i|p|.(/g
»_ -

m

_Af >al nglu—+v|*da.

=1

En effet, d’apres le théoréme 2.2, il existe une suite {u.}CD(A.) ncD(ﬁ)
telle que u. converge vers u dans L*(Q) tandis que Au. converge vers Au
dans L*(Q).

Comme u,+ ¢ appartient a @(Q), d’aprés la formule de Green on a

(2_57) 2]{6f<? M) (1/—|—(>d1—|— <‘\::))”l>|u+c *da
Q

= i=1
n

+[ >al/l,1(1(lo-:f Zu,n,]u + ¢ |*do;

i Ti=1

2

on en déduit que u.+ ¢|u, reste borné dans L;(X,) lorsque ¢ tend vers
zéro; comme u.+ ¢y, converge dans L, (¥,) vers u—+ ¢y, 1l en résulte
que u.+ ¢ converge dans L;(X,) faible vers u+4¢. On en déduit (2.55)
en passant & la limite dans (2.57); enfin (2.50) résulte immédiatement

de (2.55).
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TutorimME 2.3. — Sous les hypothéses (H.1), (H.1I), (H.III), soit K
un opérateur linéaire dans 12(Q), L tel que Rek > éw—]—[K[me», alors

pour tout couple (u, f)€L; (X_) X L*(Q) il existe une unique fonction u€ W (A)
telle que
ru +Zai% +Ku=/,

i=1

(2.58)

uly —u.
De plus, uly, appartient & L; (X)) et on a Uinégalité

(2.59) CHlS e+ Tl e f =l e g+ ey

+iif(\-‘«+)
ot C désigne une constante indépendante de [ de u.
Il est d’abord évident que si u, et u, vérifient (2.58) u, —u. appar-

tient a D(A,) et vérifie

(2.60) Ay — ) + Ay (0 — ) + K (e, —u,) = o, donc que ;= u,.

Ensuite, d’aprés ’hypothése (H.II) on peut construire une suite ¢ de
fonctions de @ (Q) telle que o,

v_ converge vers u dans L;(X.).

R

On désigne par u. la solution de I’équation

n m
du, : e, .
2 E i+ Kue+dvu.=— [ — E i = A= Ko )
(2.61) aiy Kug+ du.=f < a; o, 2y Ky > ;

A

i—1 i—=1

(2.62) ] e |y_—=o.

-

D’apreés la proposition 2.5, on a en posant w.= u.+ ¢.

5 e . , , \ \
(2.63) </- - 5(0"l1\|>|% [mszﬁ—fv Zamil“’e Pdr = [f

=+ i=

n
N ,
+f Z aing | ug |*do;
-

i=—=1

il en résulte que lorsque u.|y converge vers u on peut de la suite w.
extraire une sous-suite, encore notée . convergeant dans W(A) faible
vers un élément u vérifiant (2.58). Enfin (2.59) peut étre obtenu en pas-
sant & la limite dans (2.63).

Remarque 2.3. — En utilisant des méthodes analogues, on peut montrer
que si u€W(A) et vérifie uly_€L; (X)), alors uly €L;(Z,) et pour
Ann. Ec. Norm., (4), II1. — Fasc. 2. 28
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toute fonction vG‘cD(ﬁ) on a la formule de Green

ﬁ<2a,d >dJ+f<l( —al>d1
= i=1 i=1
e <Zal n,> w.y do —|—f <2a, nl> u.vds.

= \i=1 i=1

5. VALEURS PROPRES DE L OPERATEUR — A, GENERATEUR DU SEMI-
¢roUPE exp —tA pans L*(Q). — L’étude des valeurs propres pour les
opérateurs différentiels du premier ordre de la forme A 4 K a surtout
été faite dans des cas particuliers, essentiellement pour Iéquation du
transport (c¢f. chap. IIl et pour les valeurs propres Albertoni et
Montagnini [1], Ukai [27] et la bibliographie de ces travaux). Ici nous nous
limitons au cas K=o, mais pour 'opérateur A, :

D(Az):{uelﬁ(ﬁ); Za,—d—eL ()uly_=o > ,u_Za,ﬂ,
i=1 ()
nous énoncgons un théoréme général décrivant I’ensemble des valeurs
propres.

Voict d’abord quelques exemples :

Exemple 2.1. — Soit Q I'ouvert Jo, 1]

. . du _ o, ‘ R « _ du
D (A,) ={wel?(o0,1), P L2 (o, 1); (o) =0 (" ANy = Tr
il est alors évident que A, n’a aucune valeur propre.
Exemple 2.2. — Soit Q T'ouvert |— 1, + 1,
A el (] du _ | IN——
D(A.l)»_lueL (]—1, + 1[),LLd € L2(] 1,+|[)5a ,\211_.pdx

Pour que % soit valeur propre, il faut et il sullit qu’il existe u€ D(A,),
u o solution de I’équation

(2.64) ;—[[i—l—)\u:o

Les solutions de (2.64) sont de la forme u=C|z|" et elles appartiennent

a D(A,) si Rek <
Exemple 2.3. — Soit toujours Q= |—1, 4 1]

D(Az)zguelﬂ(j—[, 1)), (I—L)d_"eL’(J ,+1[)i/, f\,ll_(l—x);{;
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Pour que A soit valeur propre, il faut et il suffit qu’il existe u3z%o,
u€D(A,) solution de

. du
2.1 2 3 — 0.
(2.65) (1 J,)dx—l—)u 0
Iy

i)z, elles appar-

Les solutions de (2.65) sont de la forme uzC(i__'_

tiennent & D(A,) sous la condition —1<<Rek <1.

Exemple 2.4. — Soient o <r <R <+ et Q Pouvert du plan (z,, x.)

Q="{(z, &) | r<ai+az;<<Ri;

D (A)) :%ueL‘-’ () le()d—al; —J«z‘()*;% e L*(Q) %;

I du Ju
M= —F—— 2 — —2y=— )
X+ 2 da, dx,

En utilisant des coordonnées polaires (g, 0) on voit que toute fonction
propre u, pour la valeur propre A doit étre solution de

ou

(2.66) 5

—}—7;1{:0.

Les solutions de (2.66) sont de la forme u= C(p)e" [ou C(p) est une
fonction dépendant de ¢ mais pas de 0] pour que w solution de (2.66)
soit de période 27 on doit avoir A = in(n€2Z).

Remarque 2.4. — L’opérateur — A, de Pexemple 2.3 est en fait géné-
rateur infinitésimal d’un groupe unitaire, aussi d’aprés le théoreme de
Stone (Yosida [31], p. 253) tA, est un opérateur auto-adjoint, ce qui
justifie le fait que toutes ses valeurs propres solent imaginaires. Mais,
inversement, en modifiant un peu cet exemple, on peut construire un
opérateur A, ayant les mémes valeurs propres mais qui ne soit pas géné-
rateur d’un groupe unitaire, c¢’est I’exemple suivant :

Ezemple 2.5. — Soit dans le plan (x,, ) ouvert suivant :

Q ::<wlv 1’1)|’<$%+15<H§Uf(‘1n w',’)v Hé.Lf+.Z‘::<R/, 0<(L‘1,
<<l ().
On pose
Xy, &) | r<<ait+ax;<< Rl
x, &), | R<zi+ai< K]z, >o| —a<<a,<<a

—_~ o~

(M o< r<R<R <+ »;0< a4 .
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et A, lopérateur défini par

N ! NN PR !
D(Az)_tu,eL (L) . 110;1".2 Zy 5 eL2(Q); u| =0

z, 0Qn{m=—a) {
1 Ju Jdu
et Asu= Z—f——x(x‘d? _x207|>.
L2 (Q)=L*(Q,) P L*(Q,); et le semi-groupe exp —tA, s’écrit a l'aide
des coordonnées polaires (p, 0) :
w(p, 0 —1t) si (p,0—1)eQ,
(8]

sinon,

[(exp —tAy) u] (p, 0) ,—{

aussi exp — tA, opere-t-il séparément dans L?(Q,) et L*(Q,); st u est vecteur
propre de A, il est aussi (¢f. Yosida [31]) vecteur propre de exp —tA, et
comme pour ¢ assez grand, on a :

(2.67) (exp — tA,) (L2 (Ly))={0},

on est ramené, pour la détermination des valeurs propres, au cas de
Iexemple 2.5.

Voict un théoréme généralisant les observations faites sur ces exemples.

TutorEmE 2.4. — Sotent Q un ouvert borné de R" et A = (a,, as, ..., a,)
un champ de vecteur de classe C' sur Q. On suppose que Uhypothése H.1
est vérifiée, et sott — A, le générateur du semi-groupe exp — tA, dans 1.>(Q),
alors si h est valeur propre Rek £ o il en est de méme de tout nombre complexe
périfiant Re’’= ¢ Relk (S € [o, 1]).

Compte tenu des exemples précédents, il résulte de ce théoréme que
Iensemble des valeurs propres de — A, est, soit vide, soit contenu dans
laxe imaginaire, soit formé d’une bande paralléle & 'axe imaginaire et
contenant cet axe.

Démonstration. — Soit u€D(A,) vecteur propre correspondant a la

valeur propre A, u est (¢f. Yosida [32]) vecteur propre de l'opérateur
exp —tA,; et on a

(2.68) (exp — tA) u=eMu.

D’autre part, pour tout £€G, tel que

(2.69) oRe: 1,

la fonction |uf* (**) appartient a L2(Q).

Comme
(exp — tA ) (2) =| (@) sl @€ Vr 0mr sty

| 0 sinon,
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on a

(2.70) (exp — tAy) |u = (exp — tA) u [t (1%

et de (2.68) on déduit que

(2.71) (exp — tA,) || =e BB |y |F,
Ainsi on a
(2.72) ]im%[’(exp —tA) Juff—|uf | =—ERed|u s
(>0

Ce qui démontre que |u[* appartient a D(A.) et est vecteur propre
pour la valeur propre £ ReX.

Remarque 2.4. — Dans le cas des opérateurs de la forme A,+ K la
situation se complique beaucoup et je ne connais pas de résultats géné-
raux. Voict un exemple assez pathologique :

Exemple 2.6. — Soient Q Pouvert du plan (,, 2.),

Q= (), &) |r<ai+ xR}

et A, opérateur de I'exemple 2.4; soit p, une suite croissante de points
de Pintervalle [r, R], 1., une suite de nombres réels croissante bornée,
et t+— b(t) une fonction définie sur l'intervalle [r, R] strictement crois-
sante sur les intervalles de la forme Jpani1, Panio| €t égale & W, sur les
intervalles de la forme [p.,, 2ni1]. Les valeurs propres de l'opérateur
A.-+ b(z;+ x;) sont alors les nombres complexes de la forme

=in— pa, (n€Z).

6. THEOREMES D’APPROXIMATION POUR LA SOLUTION D EQUATIONS AUX
DERIVEES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE. — On se propose de montrer
comment on peut ramener I’étude numérique de la solution d’une équa-
tion aux dérivées partielles du premier ordre & 'approximation numérique
de problémes « standards » du type « Dirichlet » ou « mixte ». Ensuite on
montrera comment par une formule de Trotter du type

exp — ¢ (Al + A3) = lim (exp - £A;.exp — £A§> ;

n>ow n n
on peut simplifier le calcul direct de la solution d’une équation aux
dérivées partielles du premier ordre, ‘et en particulier se ramener a des
problémes ou ne figurent des dérivations que par rapport a une variable.

(**) Si Ref = o on pose |u(x)[t=o dés que u(x) =o.
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Soient £ un ouvert de R™ et A un champ de classe C* sur Q, on suppose
que les hypotheses (H.I), (H.1I) et (H.III) sont vérifiées, et on désigne
par V l'espace des u€ H"'(Q) tels que u|y =o. V est dense dans L*(Q)
et en identifiant L?(Q) 4 son dual on a les injections usuelles VCHcC V",
Soit L l'opérateur de V dans V' défini par la forme sesquilinéaire continue
coercive

du Iy
(L, ¢) —L Z dx; ()xl

on note également L I'opérateur non borné défini en restreignant L a L*(Q)
i.e. D(L)={ueV/LueL*(Q)}; on a alors « formellement »

uwel?(Q),
el
D(L) = “e f)f,z),
=0 Gl g T
Lu=— Au.

9

Soit — A, le générateur du semi-groupe exp — (A dans L*(Q) et K
un opérateur linéaire borné dans L*(Q). Il est évident que l'opérateur L
domine Popérateur A, -+ K; d’autre part, d’aprés le théoreme 3.2, V est
dense dans D(A,+ K)=D(A,), et comme D(L) est dense dans V

(cf. Lions [14]) du corollaire 1.1 et du corollaire 1.2, on déduit la

Prorosition 2.6. — Sotent Q un ouvert de R, A = (ai, as, ..., m)
un champ de vecteur sur Q, on suppose que les hypothéses (H.I), (H.II)
et (H.III) sont vérifiées, et on désigne par K un opérateur linéaire continu

dans L*(Q); soit enfin X tel que Ren > ('EJ + | K g 2y @lors :

(1) Pour tout f€L?(Q), u. solution du probléme

m

A — sAug_—e—Za, —+—KuE_f
i=1

e |s_=—o,

dn

(2.73) (

PINRVR I

conyerge dans L*(Q) lorsque ¢ tend vers zéro vers u solution du probléme

mw Jdu .
(2.94) 11‘+Z(‘i}ﬁ;+klt*'f’
i=

wly =o.
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(2) Pour tout couple (u,,[)€L?(Q)xL*(0o;T;L*(Q)), u. solution du
probléme d’évolution

| m
[ du. du. .
——“~£Au=—|—2a~—‘ Ku.—=
(]t = l()xi -+ € ‘/’
i=1
(2.795) u(x, o) =uy(x) surf2,
7 Ue |2, 1= 0,

Jdu
— —=o0

! In =y

converge dans C(o, T; L*(Q)) vers u(x, t) solution du probléme

ot~ du .
N —'—Za"d_xi + Ku=jf dans & x]o, TJ,
(2.76) i=1
u(x,0) =uy(x) surQ,

\ w(x, t) |$_ s, =0.

On se propose de montrer maintenant que lorsque ¢ tend vers zéro u.
solution du probléme de Dirichlet

m

Jdu; ;
s — e Au.+ hus+ jui St Ku.—f,
(2.77) I 2‘ r 4

i
i=1

e, Q=0

converge dans L?(Q) vers u solution du probleme (2.74). On remarque
que opérateur L défini par D(L)={ue H,(Q) (*")/AueL?(Q)}|, Lu=— Au
domine fortement opérateur A, + K de domaine D(A,), mais comme D (L)
n’est pas dense dans D(A,) on ne peut utiliser le corollaire 1.1 et c’est
pourquoi on va faire une démonstration directe, basée sur le principe du
maximum et utilisant des méthodes dues a Oleinik [19].

On dira que 'ouvert Q vérifie 'hypothése (H.II)" si 0Q est localement
isomorphe (par un difféomorphisme de classe C') a un polyedre convexe
de R™.

On sait que cf. Kaldec[11] et aussi Bony [6] que sous ’hypotheése (H. IT)" u.

solution de I’équation
n
du.
— s Auz—+ hu, Em——‘:
‘ 1z~ ity -+ b /s

( i=1
U lgo=o0

\

appartient & C**(Q) (espaces des fonctions deux fois contintiment déri-
vables sur Q uniformément bornées sur Q ainsi que leurs dérivées pre-

(**) H}(Q) est ’espace des ueH'(Q) vérifiant u|yQ = o.
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miéres et sccondes et dont les dérivées secondes sont uniformément

lipschitziennes d’ordre o sur Q) dés que [ appartient a €"*(Q) (espaces
des fonctions uniformément lipschitziennes sur Q).

Prorosition 2.7. — Soient Q un ouvert borné de R™ et A un champ de
vecteurs sur  on suppose que les hypothéses (H.I), (H.II)" et (H.I) sont
satisfaites et que de plus (hypothese H.IV) la frontiére de X, -est contenue
dans une réunion finie de sous-variétés de dimension m — 2 et de classe C*

de 0Q. Soit L tel que ) > éw, alors, pour tout f€L?(Q), u. solution du
probléme

m

- 3Au€—|~2a,~g—§ +hu=f

=1

(2.78)
uslyn=o0

converge lorsque ¢ tend vers zéro vers u solution du probléme

m

Jdu
hu Ew—: .
. -+ ldxi ,/
i=1

wly _—=o.

(2.79)

Démonstration. — Désignons, comme ci-dessus, par L 'opérateur défini
par D(L)={ueH;(Q), AueL*(Q)}, Lu=— Au.

Comme la famille d’opérateurs (¢L 4 A,)™"' vérifie

(L A o=
il suffit de montrer que la proposition 2.7 est vraie pour f dans un sous-
espace dense de L*(Q); on supposera pour simplifier f € @(Q).

On remarque d’abord que la suite u. reste bornée dans L*(Q)NnL"(Q),
on peut donc en extraire une sous-suite, encore notée u. convergeant .
dans L*(Q) faible et dans L”(Q) faible % vers un élément u’'.

Pour démontrer que u. converge vers u dans L*(Q) faible il suffit donc
de prouver que, pour tout €D (A]) [A] adjoint de A, dans L*(Q)], on a

(' AJo) + (hu, 9) = (f, 9)

/ m
(A; est défini par : D (A}) =< 9oeL?(Q), 2“"%.6 L2(Q)¢|s, =0
(2.80) o

i—=1

. - Jdy ]ilw da;
Az‘P——E“l‘ﬁ-i—< o@«,‘>‘f’>'
i=1 =1

En échangeant les roles de X, et de X_ dans la démonstration du théo-
réme 2.2 et en particulier dans le lemme 2.1, grace a I’hypothése (H.IV),
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on voit que Pespace des o€®@(Q)AD(A]) nulles dans un voisinage
de 0X, Uy dans Q est dense dans D(A]) il suffit donc de montrer (2.80)

pour une telle fonction 9. On multiplie donc (2.78) par e €@(Q)ND(A])
nulle au voisinage de 0X, Uy et on obtient

S J : du,
2. — &, Ag Sl = (18 @ hO) = v Rl
(2.81) (wz, Ag) +<~-, > Py (m?)> (s 29) = (f; ‘)+f.;, o ¢ e

i=1

ou K, désigne un compact de L_UZ,.
Pour démontrer la convergence faible de wu. vers u il suffit donc main-
tenant d’établir le lemme suivant :

Lemme 2.3 : )
(2.82) lim sgisodvy:o.
K on’

E>0

Pour prouver (2.82) on va montrer qu’il existe une constante C telle que

(2.83) sup Jus

xEK

()]4

. Soit x€K,, comme x€7y, par un changement de carte on se rameéne au
cas ou x est l'origine des coordonnées et Q le demi-espace R = {z, x,, > o].
On note & les m — 1 premiéres coordonnées d’un point z de R,

m

) - sy
L’opérateur différentiel — A.= A — <E“iﬁ + A> s’écrit alors

i=1

0?
_A3:€<ZI ()a",()l, . J'()1,>+Za’) — 4

i.j
N 0?2 J

o “<2{ Pij dr;da; +2v,~ ()_1',>’
ij i

est un opérateur fortement elliptique sur R’;. Comme en tout point de K,
le champ A est, soit rentrant, soit tangent et que cette propriété se converge
par difféomorphisme on a

(2.8%) am (2, 0) =0, VW 2ZeR".

On considére Iouvert 0, = ||&| < o, p > 0 fixé; 0 < &< ye! et la

kam

fonction : w.=e V¢ —1, k> o,

Lr,,

(2.85) Aewsze [‘U.,,,,,Jl ——\/v Yo —

1111 k

- —7\] -+ A3
a3

Ann. Ee. Norm., (4). IT1I. — Fasc. 2. - 29
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d’apreés (2.89) on a sur 0, :

(286) A (27 xm) éCO \/E

(ot C, est une constante indépendante de ¢), aussi

aln

(2 87) Mrnm A2 — \'/E vk — TA‘ — = Monm A2 — \/E vk — Coh — 24

<

et comme 4, 3 > o, on peut choisir k assez grand pour que le second
membre de (2.87) soit positif, alors on a

(2.88) Acowe .
Ensuite, on introduit la fonction ¢ (Z)€C”(R"™") telle que
Y (Z) <o, V2,
(2.89) s Y@ =o pow [2]<i,
V(@) =—1 pour | 2] =p.
On pose h.= C,¥ + C,w., ot C; et C, sont constantes positives que
'on va déterminer de maniére a avoir
(2.90) o+ u:=o dans Og, ¥ &> 6.
Pour établir cela on commence par choisir G, et C, de maniére a avoir

h:+ u.= o sur d0, frontiere de 0. ensuite on utilise le principe du
maximum

— sur &,= o, u.= o, ¥ = o;
— sur |Z]=p¢, Y= —1 et comme 'uelw(g,é%]ﬂw(g,, en choi-

. I
sissant C, > 5 [f e on a
hetueZ — G ugZ — % | flLe @ == ve=0;

— SUr a,= \/s, w,= e~

Cox> —;(_,—) %]f[w(g); et alors

(—

— 1 ausst 1l suffit de choisir C, telle que :

fe= .= Cib + Cyw+ u;é—— % [ f Lo @ == u=o.
Enfin d’apres (2.88), en augmentant encore éventuellement C, on obtient
Ao (et us) =CiA Y + CoAcwe = 0.

Et comme l'opérateur — A. est fortement elliptique, d’aprés le prin-
cipe du maximum on a k.4 u.=~ o en tout point de 0.
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Comme pour x,= o0, h.— u.= o0, on a |grad u.(o) | = | grad h.(o) | et
comme au voisinage de I'origine la fonction ¢ est constante, il vient

(2.91) |gradus(o)]é|C._,gradw€(0)]éC2i: G

ViR

ce qui démontre le lemme 2.3 et établit ainsi la convergence de la suite u.
vers u dans L*{Q) faible.

On désigne ensuite par I 'espace vectoriel engendré par les fonctions
u€D(A,) N D(Q) vérifiant u(x) >0, ¥ z€ Qeton remarque que (k4 A,) (IN)
est dense dans L*(Q) (**), aussi pour établir la convergence forte peut-on
supposer que f = (A 4+ A,)u, ou u€D (A,)ND(Q) et est positive sur Q.

On considere alors la fonction u.— w qui est solution du probléme de
Dirichlet : '

5 — A —u) +A(w—w) +h(e—u) =:Au,

( U — Ug|yQ=u>>o0.

(2.92)

Posons C = | Au |, d’aprés le principe du maximum appliqué au
probléme (2.92), la fonction u — u.+ cC est positive et converge vers
zéro dans L"(Q) faible x. Comme Q est borné, on a

(2.93) limf{u—~ue+eC|(lx:lim<u—u3—|—3C, 1>=o.
) c>0J0 >0

Aussi de la suite u — u.+ ¢C peut-on extraire une sous-suite encore
notée u — u.+ ¢C qui converge vers zéro en presque tout point de Q
(¢f. Rudin [24], théor. 3.12, p. 67). Comme cette sous-suite est bornée
dans L7(Q) et comme Q est un ouvert borné, a I'aide du théoréme de
Lebesgue on déduit qu’elle converge vers zéro dans L?(Q) fort pour tout
p <+

Enfin par un argument classique on montre que non seulement la suite
extraite, mais également la suite u — u.+ =C toute entiére converge
vers u dans L7(Q) fort pour tout p < 4 o et en particulier pour p = 2.
Ce qui termine la démonstration de la proposition 2.7.

Soient Ke £(L*(Q)) et A tel que A > § + | K|, les opérateurs
(M4 L+ Ayt et (I 4+ K (& 4 cL 4 Ay)™')™" sont tous deux unifor-

mément bornés et convergent fortement respectivement vers (A 4 A,)™*

et (I 4+ KA+ A,)™")"; aussi (¢f. lemme 3.38 de Kato [12], p. 151)

A4+eL+A+K)t'=A+c:L+A) I+ KA +ceL+A,)H!

(%) 11 suffit pour cela d’utiliser le théoréme 2.2,
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converge fortement vers (A + A,+ K)™'; aussi en utilisant en particulier
le théoreme 2.16 (chap. IX de Kato [12], p. 502) et le corollaire 1.2, on
déduit de la proposition 2.7 le -

Cororratre 2.1. — Sous les hypothéses de la proposition 2.7, soit
Ke 2 (L*(Q)), alors :
(1) Pour tout f€l.*(Q), u. solution du probléme

— A lﬁ-AAI: r>2 1>
2.94) u; +Za +hug+ Kue=f <>2+[XIL(L(Q))

converge dans L*(Q) fort vers u solution du probléme

m
~  Jdu .
s u —(—Zui — +Ku=Ff
(2.95) , ~ da;

uls _=o.
(2) Pour tout couple
(o, fE€L2 () > L2 (0, T; 12(L)),

u:(x, t) solution du probléme

g sy, Qﬂ"i K=/,
(2.96)
e ue (x, t)loszxw,Tt’O’

e (zy 0) —=u, () sur Q

converge dans C(o, T; L.*(Q)) vers u solution du probléme

()u —1—2 Ld —|—Ku:f7
i=1

WS scy0, 1= 0,

w(x, o) = u,.

Remarque 2.5. — La mise en ceuvre des calculs numériques des solu-
tions des problemes (2.94) et (2.96) de types « Dirichlet » est beaucoup
plus simple, en général, que celle des solutions des probléemes (2.73)
et (2.75) de type « mixte » mais bien entendu au voisinage de X, les résultats
seront moins bons.

Remarque 2.6. — La méthode de démonstration de la proposition 2.7
permet de prouver directement (sans utiliser les caractéristiques du
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champ A et le théoréme de Sard) que si f€®@(Q), il existe ue€ L*(Q) N L"(Q)
vérifiant : Au +Za"d—Zi = f()\ > gm>, uly_= o; alors on en déduit en
utilisant les lemmes 2.1 et 2.2 que u appartient a la fermeture de

) , ) m 0 ,
Popérateur A* (cf. § 3) et donc que la fermeture de 'opérateur u »2 a; d—;

i=1

w

N =

défini sur espace des u€®(Q) tels que uly = o est maximal

positif. On procéde ainsi dans Bardos [3].

Voici enfin une troisitme méthode d’approximation de la solution de
Péquation
m
du N du
i —+ 5] ()Tl —*,/7
(2.97) =t
WU[S_zp, 1= 0,

u(x, 0) =u,(x)

pouvant conduire a des calculs numériques.

On remarque que 'approximation numérique de I'équation (2.97) a
été faite par de nombreux auteurs Yanenko [29], Yanenko et Chokin [30],
Lascaux [32], en particulier le cas o m = 1; (2.97) s’écrit alors :

ou. . du —f
ot "oz

1 ]¥ <0, (= 0,

(2.98)

w(x, 0) =u,(x).

L’étude de (2.98) est beaucoup plus simple que celle de (2.97) en par-
ticulier parce que dans la discrétisation de la variable d’espace, il est
beaucoup plus facile de tenir compte de la condition aux limites.

Pour ramener la discrétisation de I’équation (2.97) a celle d’équa-
tions du type (2.98) on utilise la méthode des « pas fractionnaires »

(¢f. Marchouk [15], Temam [25] et Yanenko [30]).

0

On considere toujours un ouvert et un champ de vecteurs A =Z @i 5
i

défin1 sur Q; on suppose que les hypotheéses (H.I), (H.II) et (H.ILI)
sont satisfaites, et on se donne o < T << 4. On introduit un entier N

m

destiné a tendre vers linfini <k=N et m fonctions w,, u,, ..., u,

définies de proche en proche sur l'intervalle [o, T] comme les solutions
sur des intervalles de la forme Jrk, (r + 1) k[ (r entier, o =Zr == N — 1)
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de probléemes du type

du; —u du; —
(2_99) ()( ¢ dxi U0
Ui S 1, 1) k(== O,

ou X_(1) désigne I’ensemble des points de 9Q\ 7 tels que a;n;<< o avec

les conditions initiales
iy ((r=+1)k—) sl (>1,
(2.100) u (rk +) :l wy (rk —) st (=1 el r>o,

w, () si (=1 et r=—o.

Enfin on suppose que les fonctions f; appartiennent a L*(o, T; L*(Q))
et vérifient

(2.101) Zj;.:f,
=1
ou [ est une fonction donnée dans L*(o, T; L*(Q)).

Comme les fonctions u; sont continues sur les intervalles Jrk, (r 4+ 1) k[,
les expressions u;(rk +) et w;((r 4+ 1) k —) qui dans (2.105) désignent
leurs limites & gauche et a droite aux bords de cet intervalle ont bien
un sens.

Prorosition 2.8. — Soient  un ouvert de R", A :Zaib%- un champ
de vecteurs sur Q [on suppose que les hypothéses (H.1), (H.11) et (H.I1l)
sont satisfaites]. Soit T réel, o < T < + . Alors, pour tout couple

(g, /el (Q) x L2 (o, T; L2(Q)), .
les fonctions w;(t) défintes par les algorithmes (2.99)-(2.101) convergent
lorsque N tend vers Uinfint, uniformément sur [o, T] vers u solution de (2.97).
On désigne par exp — tA), le semi-groupe engendré par le champ

7} 2 : <
— iy dans L*(Q) et on remarque, par exemple en adaptant la démons-

tration du théoréme 1.4, que pour montrer la proposition 2.8 il suflit
d’établir que I'on a
exp — tA, = lim <ex1)— ! \J.exp — /, Aj.. . exp— ! .r\f,">n (')
i} N ¢ N : N 7 ’

N>

)

‘ o . ’ m () .
ou exp — tA, désigne le semi-groupe engendré par ——2 a; 5 dans L*(Q)

=t

(%) la limite étant prise au sens de la convergence forte et étant uniforme en ¢ pour ¢
dans un intervalle borné de R+,
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et exp — tA} le semi-groupe engendré dans L*(Q) par — aidix-' Cect va

résulter d’un théoreme un peu plus général.

TutorimEe 2.5. — Soient Q un ouvert de R" A, A, ..., A, ¢ champ

q .
de vecteurs sur Q et A le champ défint en posant A :2Ai; on suppose
que Uouvert Q et les champs A; vérifient les hypothéses (H.I) et (H.11).
On désigne par exp — tA, et par exp — tA} les semi-groupes engendrés

dans L*(Q) par les champs — A et A,
Alors, pour tout o€ L*(Q), on a la formule

. 4 t ., 14 "
(2.102) lim |exp —t A,0 — <exp — Ajiexp— — Al exp— - Ai_{) 9 |2y = o0,
n>» n n - n ’

celte limite étant uniforme en t dans un intervalle borné de R,.

La formule (2.102) est dite formule de Trotter (c¢f. Trotter [27] et
Nelson [17]); [27] et [17] donnent des conditions suffisantes de vahdité
d’une telle formule et en particulier supposent pour démontrer la relation

. R AAX
exp —tC = 31;2(6“) — ’—lD.exp — ﬁb>
que lopérateur C est égal a la fermeture de Vopérateur D + E défini
sur D (D)nD (E); ce qui n’est en général pas réalisé dans les hypotheéses
du théoreme 2.5.

Aussi va-t-on donner une démonstration directe de (2.102) en utili-

sant exp — tA et exp —tA;, groupes de transformation associés aux

champs — A et — A; (c¢f. §1).
Démonstration du théoréme 2.5. — On remarque d’abord que les opé-
rateurs exp — tA, et <exp - %A’ .exp — ng ..exp — %A’._{)n sont

bornés dans L? (Q) indépendamment de n et de ¢ (pourvu que ¢ reste borné);
il suflit donc de prouver (2.102) en supposant g€ @D (Q).

On remarque ensuite que les fonctions

¢ Ly ‘o,
(exp —tA;) 0 et <exp — ;ZAQ .exp — ;A;. eexp — ;’\/L><?
sont uniformément bornées dans L™ (Q) et que leurs supports sont contenus
dans un compact indépendant de n.
Pour z€Q fixé on introduit la suite a7 (r entier, o =~ r = n) définie

en posant . . '
1'+—’ t ,»_,_l__l
x T=(exp— N
n
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avec les conventions suivantes :

P
x T =zt 2=z

et on note I'(x).z la courbe « brisée » passant par les points a' "7
définie par T',(t)x = (exp —q=A,)2" 7. Si = appartient a lintervalle

]rk + ’——q-k rk - qk[

L’introduction de la courbe I',(7).2 permet d’expliciter I’expression

. [4 t t
exp — —Al.exp — —A2. . .exp — — A7 )o.
< \P " 2 \I) ” s 3 \l) n £ 2 q?

ex "Aleap— Lz SV HCD- (@)
xp — — Allexp — — A2 exp — — @
i 1 nte Ml no? I nt) T

_{ (. (t)x) sil, () xe, Yre]o, t],

o sinon;;

on sait (cf. Bony [5]) que lorsque n tend vers l'infini la courbe I',(7)z
converge uniformément vers la courbe e *z. Pour terminer la démons-
tration du théoreme 2.5 il suflit maintenant d’en déduire que pour
presque tout x

n

[(exp — gA?z.exp — %AI ...exp — %A’_Z) 9| (x)

converge vers (exp — tA.9) () uniformément en {. On en déduira (2.102)
a l'aide du théoréme de Lebesgue.
On peut supposer [cf. § 3 (2.20) et (2.21)] que & appartient, soit & Q,(¢),
soit & Q,(¢). ,
— Si x appartient a Q,(¢) 1l existe un voisinage U de la courbe e™"*a,
t€Jo, T] strictement contenu dans Q et donc, pour n assez grand 1',(<) »

est contenue également dans U, donc dans Q et on a :
. Ly . tya t q " T
exp — ;;1\2 Lexp — ;:\2. ..exp — ;;—\2 9(x) =9, () x)

qui converge uniformément en ¢ vers ¢(e ‘*z) = [(exp — tA.)¢] ().

— Si x appartient a Q,(t), e "*2€R"\ Q et donc pour n assez grand
on a d’apres (2.109)

exp — i_\;.exp ! Al exp — ! Ao | (7)) —mo=(exp — A, ().
i " " n 7 .

Ce qui termine la démonstration du théoreme 2.5.
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CHAPITRE III.

KEQUATION DE TRANSPORT.

1. EQUATION DE TRANSPORT DANS UN DOMAINE FIXE. — Soient Q un
ouvert de R™ et Y un espace localement compact plongé dans R™, muni
d’une mesure positive di.(y) (y étant le point générique dans Y); on étudie
Pexistence et 1'unicité d’une solution forte du probléme :

i N 0
PR
i=1
(3.1) ) m
wu(z,y,t)y=o s (x,y,1)€dQLxzYxo, T[ etsi Zn,y,-<o 7,

i=1

Oz,

“ su —}-f]{(.zr, Y,y ulx, y,t) du(y') =/,
i Yoo

u(z,y, o) =uy(x,y).

(3.1) est appelée équation de transport et est utilisée en particulier pour
décrire la distribution des neutrons dans un corps Q (Y désignant alors
Pespace des vitesses) (cf. [29] et [10] ainsi que la bibliographie de ces
travaux).

On supposera, que l'ouvert Q est borné dans R™ et qu’il vérifie
Phypothese (H.II)’, alors pour tout champ de vecteur constant

A:(.yhyi’ cees Yn)
le couple (Q, A) vérifie les hypothéses (H.I), (H.III) et (H.IV) (¢f. § 2).
On désigne par H l'espace de Hilbert L*(Y; L*(Q)) = L*(Q2XY) des
fonctions réelles mesurables pour la mesure dz dp.(y) telles que
f) |f (2, ) | dae dpp. () <~ o0
Q<Y
muni de la norme et du produit scalaire naturels.

Pour tout y €Y on désigne par A,(y) opérateur non borné dans L*(Q)
définie par
. J
D (A:(y)) :{uem(ﬂ), Qi ‘ozuie“ (£2), u Iz_m:o} **),
m () ,
Ay (J’)uzz)’i d_alj,

i=1

(') ny, ny, ..., n, coefficients de la normale extérieure a JQ.

(**) 2-() ={x609\x/2ymz< 0}'

i=1

Ann. Ec. Norn., (4), I1II. — Fasc. 2. ' 30
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et par Aj(y) Popérateur défini par

D(AS (y)) =H}(Q)nH2(LQ), A;(y):—gA+2yi£: (19).

Soit A Popérateur défini par

D(A) ={ueH/u(y)eD (A, (y)) pour presque tout y et A, (y) u(y)eH},

-2) (Au) (2, y) = (A2 () u (. ¥)) (x)

et A® lopérateur défini par

{ D (Af) =12 (Y; Hy (2) nH* (L)),

3.3
(3.3) (A (@, y) = (Asu( . , 7)) ().

Comme Af(y) est un opérateur positif et comme dy.(y) est une mesure
positive, A® est positif. Soient A > o, f€ H et u.€L?(Y; L*(Q)) définie par

(3.4) ue () = (A + A3 (NS ()-
Pour tout y€Y, on a
(3.5) e () he = 31/ (0) i

De plus, la fonction u.(y) est du(y) mesurable (*°); ainsi u. appartient
a H et vérifie d’apres (3.4)
(3.6) { us€ D (A),

A+ Afu.—f.

Ainsi — A® est générateur d’un semi-groupe fortement continu a contrac-
tion dans H.

TratorimME 3.1. — Soient Q un ouvert borné de R™ vérifiant I’hypo-
théese (H.11)" et Y un espace localement compact plongé dans R™ muni
d’une mesure positive |, alors :

(1) Uopérateur A (*') défint par (3.2) est mazximal positif dans H;

(2) lorsque e tend vers zéro, le semi-groupe exp — tA® converge fortement
pers exp — tA, uniformément sur tout intervalle compact.

(') A désigne le laplacien en les variables x;, s, ..., Zm.

(?°) Pour le voir, il suffit de remarquer que si f est continue de Y dans L2(Q), il en est
de méme de u:.

m

(2Y) D(A) est bien entendu égal a l'espace des ueH tels que Zyi%eﬂ vérifiant
(]

i=1
m

u(z,y)la=o0" dis que Z}’i-”i<0'

i=1
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Démonstration. — 11 est d’abord évident que A est un opérateur fermé
et positif il suffit donc de montrer que, pour A > o, A 4 A est surjectif.
Pour tout feL*(Y; L>(Q)), on désigne par u(y) la fonction définie pour
presque tout y par

m 0
e+ Y yi—u( ., y)= ,

@) %y d (N =T
u(z,y)|g—py=o.

Pour montrer que u(z, y) appartient & D(A) le seul point délicat a
établir est la mesurabilité de u, or ceci va résulter du lemme suivant :

Lemme 3.1. — Lorsque & tend vers zéro, u.= (L + A)"'f converge
dans H fort vers u.

En effet, lorsque ¢ tend vers zéro, d’aprés la proposition 2.7 pour
presque tout y,

(3.8) us(y) = (A += A0SO
converge vers u(y) [défin1 par (3.7)].
On a, d’autre part :

(3.9) ue () b= 51/ 0 i@

ainsi, d’aprés le théoréme de Lebesgue, le lemme 3.1 résulte de (3.8)
et de (3.9).
Enfin le point (2) du théoréme 3.1 se déduit également du lemme 3.1

a l'aide du théoréme 2.16 (chap. IX de Kato [12], p. 502).
Soit K(z, y, y') une fonction mesurable sur Q X Y XY telle que

(3.10) fIK(x, Yy ) L dp(y) = ks
.
3.1 J Ky, () =K,
Y
ou k et k' sont deux constantes indépendantes respectivement de (z, y)
et de (z, y').
Pour tout p lopérateur Ku =fK(x, ¥, y') u(z, y') dn(y’) appartient
Y
a L?(QxY).
En effet, d’aprés 'inégalité de Holder (s1 p < 4 ) (*?),

B.12) [Ku(e,y) Ipé[flli(w,y,y’)ldH(y’)J”lflK(x,y,y’)l-lu(sv,y’)l"dMy).
Y Y

(*») Si p = + o, la démonstration est évidente d’aprés 3.10).
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Soit, d’aprés (3.10),

(3.13) 1K u(z, ) 1Pékﬂ—1flK<x, ¥y ) (s ) P ds ()
Y

et ainsi

3. Ku(z, y)|rd K(z, v, ') .| ulz, y) |7 du(y

(3. 14) fyl w(z, y)| H(y)/YI (@, 3, ') L] u (e, ') 17 ds (')

kK j (e, y) P dis ()
Y

d’aprés le théoréme de Fubini.
D’autre part, soit ¢ une fonction mesurable bornée sur QX Y, du théo-
réeme 3.1 il résulte que 'opérateur de transport défini par

D(T)=D(), T=A+c—K

est maximal positif aussi pour tout couple (u,, )€ HxL?*(o, T; H)
existe-t-1l une unique solution u€L?(o, T; H)NnC(o, T; H) du probléme :

[
du Ju ) / - N
St D ou— | Kl w0 dn () =@ 0, 0,

i=1

(3.15) -
u(x, y,t) [jQxy=0 siZyi n;<o,
L u(zyy, 0) =ue (2, ). -
De plus,
TatorimE 3.2 (**). — Sous les hypothéses du théoréme 3.1 st ¢ est une

fonction mesurable bornée sur QXY et st Uopérateur intégral K est défini
par une fonction K(z, y, y') vérifiant (3.10) et (3.11), alors

(1) pour 2 = p < 4 o, exp — (A + a — K) se restreint en un semi-
groupe fortement continu dans 1LP(Q X Y);

(1) pour p = + o, exp —t(A + o — K) se restreint en un semi-groupe
d’opérateurs bornés dans L™ (QXY), mats ce semi-groupe n’est pas continu :
c’est-a-dire que st

(o, [EL=(Q < Y) x L= (0, T; L* (2 xY)),

u(t) solution de (3.15) appartient & L*(o, T; L*"(QXY)) mats pas forcé-
ment & C(o, T; L"(QXY));

(iii) pour 1 =p <2, exp—1t(A 4o — K) se prolonge en un semi-
groupe fortement continu dans LP(QXY);

(**) On trouvera des résultats analogues dans le cas d’un domaine en forme de pavé
dans Douglis ([8], th. 4.1 et 9.1); cf. aussi Nimal [18].
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(iv) dés que K(z, y, y') est une fonction positive exp —t(A 4+ ¢ — K)
laisse tnvariant le céne des fonctions positives de H; et si u, et f sont posi-
trves 1l en est de méme de u solution de 3.15).

Démonstration. — On sait (¢f. chap. II, § 2) que, pour presque tout
y€Y, on a pour A > o
(3.16) | A+ A )™ ) T 5 1/ () o

des que fappartient a Lr(Y; Lr(Q)) (1 p4—|— ©). On en déduit immé-
diatement que st f appartlent a Lr(Y; Lr(Q)) il en est de méme de
u=(h+4+ A)'f et que 'on a

(3.17) [ (A +A) " flirosn < % ]f[LP(QXY‘)-

Comme o — K est un opérateur continu dans LZ(QXY) on déduit
de (3.17) qu’il existe une constante A, (dépendant de p, o et K) telle que
pour A > %, Popérateur (A + A 4- ¢ — K)* appartienne a 2(L7(QxY))
et vérifie

I

(3.18) [(A+ A+ —K)™ o) iﬁ

on en déduit immédiatement (1), (ii) et (ii1); de méme, comme le semi-
groupe engendré par — A,(y), (y fixé) opére dans le céne des fonctions
positives de L?(Q) le semi-groupe engendré par — A opere dans le cone
des fonctions positives de L?(QXY). D’autre part, ¢ et — K sont des
opérateurs bornés dans L*(QXY) on a donc, d’aprés la formule de

Trotter [27],

exp—t(A +o—K) = lim <e‘<p— icr exp — —/\ exp I\>”
>

il suffit donc de montrer que exp — to et exptK opérent dans le cone
des fonctions positives; et en effet on a

exp—to.u—e"Wu(x) et exptK :2 EIT (£)7.K7.
qg=0

Comme K opére dans le cone des fonctions positives, il en est de méme
de K7 et donc du semi-groupe exptK. On a ainsi prouvé (iv).

2. EQUATION DE TRANSPORT DANS UN DOMAINE VARIABLE. — Au para-
graphe précédent on a considéré I’équation de transport

mn

e +au—fK<xy,y>u<xy’ 0 dp () = f

i=1
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dans un domaine de la forme QXY X[o, T] (Q étant donc indépendant
du temps), aussi en particularisant le rdle de ¢ on a pu étudier cette équa-
tion comme une équation d’évolution de la forme

j W+ Au—+ocu—Ku—=Ff,

I\ u(0) = uy;

on a montré que — A était générateur infinitésimal d’un semi-groupe
fortement continu dans L*(Y; L*(Q)). Dans ce paragraphe on va faire
jouer le méme réle aux variables (f, x4, @., ..., #n), ce qui permettra

d’apres le paragraphe 4 du chapitre II, d’obtenir des résultats dans le
cas ou l'ouvert Q se déforme avec le temps.

Soit Q, un ouvert de R™XR’ de frontiere dQ, sous-variété de dimen-
sion (m — 1) et de classe C' tel que pour tout ¢€R l'intersection de Q,
avec ’hyperplan : H,={(z, 7)/t =t} soit un ouvert £, non vide et
borné de R™; on dit alors que Q, vérifie I'hypothese (H.V).

On désigne par Q 'ouvert Q,={(z, ) €QJo <t < T} (0 <T < 4 »);
Qq vérifie ’hypothése (H.II).

Comme au paragraphe précédent on considére un espace localement
compact Y plongé dans R™ muni d’une mesure positive et bornée du(y).

Pour tout y€Y, on désigne par A, I'opérateur différentiel

0~ 0
—a—ﬁzﬁzﬁ,
i=1

on note H; espace de Hilbert L*(Y; L*(Q)), et on désigne par A, Iopé-
rateur non borné dans H; défini par

m

Jdu ? ()

D (Ar) ={ueHy; 5 o €I

u(z, t; y) = o en tout point de 9dQ, ou

m

. ‘ ’ du < Jdu.
Z)’z-"i"" ne<<o (**) < A= ot —|—EJ’1 ox;

i=1 i=1

En appliquant a 'ouvert Q; et a Popérateur A; les méthodes du para-
graphe 1 on obtient la

(?*) ny, ns, ..., Ny et n, désignent les coefficients de la normale extérieure & Qr dans
R” xR,. Et comme sur Q, on a

(Ryy Ny oovy Ry ) = (0, 0, vy 0, —1), w(x, y, 0)|Q,=o.

pL
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Prorosition III.1. — St on suppose que Uouvert Q. vérifie U'hypo-
thése (H.V) Uopérateur — Ay défini ci-dessus est générateur infinitésimal
d’un semi-groupe fortement continu & contraction dans Hy= L* (Y, L*(Qy)).

Cororraire 3.1. — Soit a(x,y,t) une fonction mesurable bornée sur
YXQp et K(z,t,y,y") une fonction mesurable sur QXY XY telle que
Pon ait

(3.19) f| Kz, ¢, v,y [ du()") < k;

Y

(3.20) f{ K (a, ¢, y, v') | du(y) = &,
Y

ou k et k' sont deux constantes respectivement indépendantes de (z, t, y)
et de (=, t,y') alors sous les hypothéses de la proposition 3.1, pour tout
f€H, il existe un unique u € Hy solution du probléme

m
du du d ! ! I —
E*‘Zy’d_;v,-Jr”““fYk(x’ 6y, )y u(e, t,y") dp(y') =f dans Qr,

i—1
m

u(z, t, y) lsgn=0 si Eyln,—i— n,<<o

i=1

avec en particulier u(x, o, y) =o sur €Q,.
La démonstration de ce corollaire se fait en remarquant que I'opérateur

u— (a—K)u_—_a'u—fK(x,' Ly, ) ulx, b,y du (")
v :

est linéaire continue dans H; et en posant

w(x, t,y) =e'v(x, t,y) (A > o assez grand)

de maniére a se ramener 4 une équation de la forme

{ v€D(Ar),

3.2
(3-21) Ao +av — Ko+ he=f.

Ceci résoud le probléme de I’équation de transport pour des données
initiales nulles; nous allons maintenant étudier le cas des données initiales
non nulles.

Pour y€Y, on désigne par W(y; Q) I'espace des u vérifiant
uel?(Qr),
3.22 du  du
B D g 5 €L Q)

i=1

m
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et par W(Y, Q,) lespace L*(Y; W(y, Qq)); bien entendu,
u(z, y)€ls(Y; L*(Qr)),

W (Y, Qr) = du du _ . -
Vi g, ge €1 (G 1A(Qn).
izt

Enfin, pour 0o =t =T, on désigne par &, l'espace
J, =L (Y; L2 () = L2 (Y < Q).

TutoreME 3.3. — Sous les hypothéses de la proposition 3.1 et du corol-
lavre 3.1, pour tout couple

(w, ) €12 (Y > o) < L* (Y5 L2 (Q1)),

il existe une unique fonction u appartenant & W(Y, Q) telle que

‘3—?%—2%%—%01(——[1{(@ Ly, yYu(z, t,y') du(y) =) dans Qr (*),
@ﬁ)( =1 '

w(z, y, t) ]E__: o,

w(z, y,0) =ue(x,y) sur .

D’autire part, il existe une constante C indépendante de ., f et de t€[o, T]
telle que Uon ait

@) [ ule o pded)
Y <Q,
=|u(t) l‘?,aé@§ | 4 lﬁet\'xﬂo)‘l‘f | [ (2, t, y) Pdu(y) dedt ;.
JY<Q,

L’unicité de la solution de (3.23) résulte par exemple du corollaire 3.1;
pour montrer I'existence de la solution de (3.23) ainsi que 'inégalité (3.24)
on utilise les méthodes du chapitre II, § 4 (propos. 2.5 et théor. 2.3).

On commence par montrer que pour y fixé, d’apres le théoréeme 2.2

m

Pespace des ue(D(QT> tels que ul,y = o deés que Eyi.ni—l— n,<<o

est dense dans Despace des u€W(y) tels que uj, =o des que

Zwm+m<a

i=1

I en résulte que L*(Y; H'(Qq)ND(A;) est dense dans D(A;). Ainsi
en supposant u€L?(Y; H*(Q;))nD(A;) et en utilisant la formule de

(%) On désigne par X_ I’ensemble des points de 0Q,n{ (x, t)fo =<t < T} vérifiant

m

N
Zyz.ni +n,<o.

i=1
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Green, puis en passant a la limite peut-on montrer que si u appartient
a D(Ay) et st p€L*(Y; H'(Qq) est nulle sur X_ on a

2 \

m P 0
27 g 0 g e

i=1

(8.23) [u(t) +¢(t) |30, = c§| 0, 0, 7) ooy +

L2 (Y < Q’r)}

On introduit alors une suite ¢,€L*(Y; H'(Qy)) nulle sur X_ telle
que ¢nlyco, converge vers u, dans L*(Y X Q).

On désigne par u, la solution du probleme

u, € D ( /\T) 5

(3.26) S o R
. Aqtip+ocu,—Kuy,—f— | v+ ¥y — — Ky, ).
T ¢ '/ Z) dxl-

i=1

On déduit de (3.25) (en modifiant éventuellement la constante C) que
W, = U, -+ v, vérifie :

(3.27)  [wa(?) [, =€

\( o (2, 0, ) |E”\\'/\’Qo)+f ]/(r;, 6HY)
( Y <Q,

ce qui permet de conclure que w, converge dans W(Y, Q,) vers une fonc-
tion u solution de (3.23) vérifiant (3.24).

*du(y) dx dt ;»

Remarque 3.1. — Dans ce qui précéde on a introduit des données aux
limites non homogénes que sur la « base » de 'ouvert Q,, ce qui corres-
pond a des conditions initiales non nulles, mais en modifiant un peu la
démonstration du théoréeme 3.3 on peut également considérer le cas de
conditions aux limites non homogénes sur X _.

BIBLIOGRAPHIE.

[1] S. ALBERTONI et B. MoNTAGNINI, On the spectrum of neutron fransport equation in
finite bodies (J. of Math. Anal. and applic., vol. 13, n° 1, 1966, p. 19-48).

[2] M. BaouenDi et P. GRISVARD, Sur une équation d’évolution changeant de type (J. Funcl.
Anal., vol. 2, 1968, p. 352-367).

[3] C. Barpos, Sur des problémes aux limites homogénes dans L2(Q), pour des équalions
aux dérivées partielles du premier ordre a ccefficients réels (C. R. Acad. Sc., t. 268,
série A, 1969, p. 590-592); Sur des problémes aux limifes non homogénes pour les
équations aux dérivées partielles du premier ordre a ceefficients réels (Ibid., p. 637-639).

[4] C. Barpos et H. Br¥zis, Sur une classe de problémes d’évolution non linéaires (Journal
of Diff. Equations, n° 6, 1969, p. 345-394).

(5] J. M. Bonvy, Principe du maximum et inégalités de Harnack pour les opérateurs ellip-
tiques dégénérés (Séminaire DBrelot-Choquet-Deny, 12¢ année, 1967-1968, no 10,
Paris, I. H. P., 1968).

Ann. Ec. Norm., (4), 11I. — Fasc. 2. 31



232 C. BARDOS.

[6] J. M. Bony, Sur la régularité des solutions du probléme de Dirichlet pour les opérateur
elliptiques dégénérés du second ordre (C. R. Acad. Sc., t. 267, série A, 1968,
p- 691-693). ,

[71 G. pE Ruawm, Variétés différentiables, Hermann, Paris.

[8] A. DoucLis, The solution of mullidimensional generalized itransport equation and
their calculation by Difference Methods. Numerical Solution of Partial Differential
Equations, edited by J. H. Bramble A. P., New York, 1966.

[9] K. FrIEDRICHS, Symmelric positive systems of Differential Equations (Comm. Pure
App. Math., vol. 7, 1954, p. 345-392).

[10] K. JorGENS, An Asymplotic expansion in lhe theory of Neutron Transport (Comm.
Pure App. Math., vol. 11, 1958, p. 219-242).

[11] KarpEc, The regularity of the solution of the Poisson problem in a domain whose boun-
dary is similar to that of a convex domain (Czech. Math. J., vol. 89, 1964, p. 386-393).

[12] T. KaTo, Perturbation theory for linear operators, Springer Verlag, t. 132.

[13] P. Lax et R. S. PuirLuips, Local Boundary conditions for Dissipative symmelric ope-
rators (Comm. Pure App. Math., vol. 13, 1960, p. 427-455).

[14] J. L. Lions, Problémes aux limites dans les équations aux dérivées partielles, Univer-
sité de Montréal.

[15] G. I. MARCHOUK, M¢éthodes numériques (en russe), Novosibirsk, 1965; a paraitre en
francais.

[16] C. MiranDA, Equazioni alle derivate parziale del typo ellitico, Springer Verlag, 1955.

[17] E. NevLsoN, Feynmann Integral and the Schrodinger Equation (J. Math. Phys., vol. 5,
ne 3, 1963, p. 332-343).

[18] J. C. NimaL, Thése, a paraitre, Paris, 1968.

[19] O. OLEINIK, Linear equations of second order with non negative characteristic form
(Math. Sb., vol. 69 (111), 1966; Amer. Math. Soc. Trans., vol. 65, 1967, p. 167-200).

[20] R. S. PHiLLIPS, Semi-groups of coniraction, C. I. M. E. Equazioni differenziali astratte,
1963, Edizioni Cremonese, Roma.

[21] K. W. REED, On a problem in neutron transport theory (J. Math. Anal. and App.,
vol. 10, 1965, p. 161-165).

[22] K. W. REED, On weak and strong solution for the neutron transport equation (J. Anal.
Math., vol. 17, 1966, p. 347-368).

[23] M. Riesz, Sur les maximas des formes bilinéaires et sur les fonctionnelles linéaires

(Acta Math., vol. 49, 1927, p. 465-497).

[24] W. RupinN, Real and Complex analysis, Mac Graw Hill, New York.

[25] R. TemaMm, Sur la stabilité et la conv..., Annali di Mat. Pura ed. App., 79, 1968,
p. 191-380.

[26] H. F. TRoTTER, Approximation of semi-groups of operators (Pacific J. Math., vol. 8,
1958).

[27] H. F. TROTTER, On the product of semi-groups of operators (Proc. Amer. Math. Soc.,
vol. 10, 1959, p. 545-551).

[28] S. Uxkai, Eigenvalues of the Neutron transport operator for a homogenous finite mode-
rator (J. Math. Anal. and App., vol. 18, 1967, p. 297-314).

[29] G. M. WinG, An introduction lo transport theory, John Wiley and Sons Publishers,
New York.

[30] N. N. YaNENKO, Méthode des pas fractionnaires pour la résolution numérique des
problémes de la physique mathématique, Novosibirsk, 1966; en frangais chez Dunod,
Paris, 1968,



EQUATIONS DU PREMIER ORDRE A COEFFICIENTS REELS. 233

[31] N. N. Yanenko et J. I. CHOKIN, Méthodes d’approximation des équations du premier
ordre el approximation par des schémas aux différences avec viscosité (en russe),
Novosibirsk, 1968. .

[32] K. Yosipa, Functionnal analysis, Springer Verlag, vol. 123. -
[33] P. Lascaux, a paraitre.

(Manuscrit re¢u le 21 décembre 1969.)

Claude BARDOS,
31, rue Descartes,
75-Paris, 5e.




