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112 A. GRAMAIN.

INTRODUCTION.

Les travaux de S. Smale sur les immersions différentiables (1959) ont
permis d’établir la classification des immersions, ¢’est-a-dire de caractériser
Iensemble des composantes connexes de I’espace Imm(V, M) des immer-
sions de V dans M. A P’aide de ces résultats, on a pu résoudre, c¢’est-a-dire
ramener a un probléme d’homotopie, le probléme de I’extension des immer-’
sions. Il s’agit du probléme suivant : soit W*** une variété de bord dW,
a quelle condition une immersion de dW dans une variété M"*? est-elle
la restriction d’une immersion de W ?

Le seul cas échappant a la méthode est celui de la codimension ¢ = 1.
Ce probléeme d’extension des immersions de codimension 1 n’est pas
dépourvu d’intérét : sa solution dans le cas particulier ou dW est la
sphére S? permettrait de résoudre le probléme de Poincaré en dimen-
sion 3 (c¢f. [22]). Le seul cas actuellement résolu est le probléme de I’exten-
sion au disque des immersions du cercle dans le plan. Le probléme, qui
avait été formulé autrefois par H. Hopf, vient d’étre résolu (1967) par
S. Blanck (c¢f. [22]). La complexité et la nature de la solution dans ce cas
laissent penser qu’'avec des données moins élémentaires on ne peut donner
que des solutions partielles.

Il nous a semblé qu'un premier pas dans I’étude du probléme général
d’extension était la caractérisation & homotopie réguliére prés des immer-
sions prolongeables. On a oublié la variété W et on s’est posé le probléme
sutvant (*) : soit f: V*— M"*! une immersion, & quelle condition I'immer-
sion f est-elle régulierement homotope a la restriction au bord dW =V
d’une immersion g: W—> M ? La variété M est une variété sans bord,
compacte ou non; on suppose toutes les variétés orientées, et on exige
que V soit le bord orienté de W et que g soit une immersion orientée
(de codimension o). Le résultat principal de ce Mémoire est une caractéri-
sation, lorsque V est stablement parallélisable, des classes des immersions
bordantes de V dans M.

Pour obtenir cette caractérisation, on a procédé par étapes. La premiére
(chap. III) consiste a calculer toutes les classes d’immersions de S*
dans R"' qui possédent une extension (classes bordantes). On calcule
en méme temps les classes des immersions bordantes de S* dans S™**,

() Dans [27], R. Wells, en utilisant les travaux de R. Thom ([25]) et la classification
des immersions, a calculé les groupes de cobordisme des immersions de codimension ¢
dans R”+7. La relation de cobordisme est moins fine que celle qui se déduit de I’extension
des immersions : une immersion est cobordante a o si elle est le bord d’une immersion
dans M X[o, 1].
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Lorsqu'on a identifié convenablement (classification des immersions)
Iensemble 7, (Imm(S?, S***)) a =,(S0), 'ensemble des classes bor-
dantes est le noyau de I’homomorphisme stable de Hopf- Whitehead
J, : 1,(8S0O) — II,.. Lorsqu’on a identifié =, (Imm (5*, R"**)) a 7, (SO (n 4 1)),
Pensemble des classes bordantes, st n > 2, est 'image réciproque de ker(J,)
par 'homomorphisme de stabilisation. La comparaison des deux résul-
tats, en considérant R"** comme le complémentaire d’un point de S"**,
est assez surprenante pour n > 2 : une immersion de S* dans R™™* qui
est bordante dans S"**, est réguliérement homotope dans R*** & une immer-
sion bordante. Ceci se généralise aux immersions d’une variété stable-
ment parallélisable quelconque (chap. V, th. 1).

La seconde étape (chap. V) consiste & construire, pour toute variété
stablement parallélisable V*, une application J, de m,(Imm/(V?, M**))
dans un certain ensemble attaché a M. Le résultat précédent permet de
démontrer, s1 n>> 2, que I'ensemble des classes bordantes est I'image
réciproque J7'(0) d’un certain point O. C’est la caractérisation cherchée.

Pour la clarté de I’exposition, on a d’abord donné (chap. IV) la cons-
truction de Jy dans le cas particulier ou V= 5" L’application J, posséde
dans ce cas une propriété d’additivité qui la rend plus maniable. Il en
résulte en particulier, lorsque M est simplement connexe, que I’ensemble
des classes bordantes est un sous-groupe de w,(Imm(S*, M)) pour la loi
de composition induite par la somme connexe. D’autre part, on a donné
au chapitre V, a la suite de ’étude de J, dans le cas général, des propriétés
des variétés stablement parallélisables qui découlent a la fois de cette étude
et des résultats du chapitre III sur les immersions de S* dans R™**,

Tout ceci a nécessité 'examen soigneux des conséquences de la classi-
fication des immersions dans le cas de la codimension 1. Le chapitre II
est consacré a cela ainsi qu’a 1’étude des opérations de somme connexe.
Enfin, on a utilisé des conditions nécessaires pour qu’une immersion soit
bordante qui s’expriment a ’aide du degré normal. Le degré normal d’une
immersion de codimension 1 dans l'espace euclidien a été étudié par
H. Hopf. On a généralisé la définition & une variété d’arrivée M quel-
conque (chap. I). La nouvelle définition, un peu technique, utilise la
classe de Thom du fibré tangent T (M). Le degré ainsi défini est un
reste mody (M) qui posséde des propriétés analogues a celles du degré
classique : on a, en particulier, un théoréme de curvatura integra (*).

(?) Les théorémes 1 et 2 du chapitre I ont fait I’objet de deux Notes a I’Académie
des Sciences (C. R. \Acad. Sc., t. 266, série A, 1968, p. 1129-1131 et p. 1223-1225). Les
théorémes 1 et 2 du chapitre III et le théoréme 1 du chapitre V ont été annoncés dans une
Note au Bulletin of the A. M. S. : Bounding immersions of codimension 1 in the euclidean
space (Bull. A. M. S., vol. 76, 1970, p. 361-365).
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I m’est donné ici pour la premiére fois ’occasion de remercier mes
professeurs, MM. Robert Désescaut, Gilbert Péronny, Henri Cartan et
Nicolas Bourbaki. IlIs m’ont enseigné les mathématiques et m’ont donné
le golit de m’y consacrer. Qu’ils trouvent ici le témoignage de ma recon-
naissance.

Je tiens & remercier, au début de ce Mémoire dont I’élaboration doit
beaucoup a ses encouragements, mon ami Valentin Poenaru.

Qu’il me soit permis d’associer a ces remerciements MM. André Haefliger,
Jean Cerf et René Thom qui ont accepté de faire partie du jury de
cette these.

CHAPITRE I

DEGRE NORMAL D’UNE IMMERSION DE CODIMENSION I.

Soit V une variété différentiable compacte connexe orientée sans bord,
de dimension n, et soit M une variété connexe orientée sans bord, compacte
ou non, de dimension n 1. Si f: V— M est une immersion, on va définir
le degré a(f) de cette immersion.

Lorsque M est I’espace euclidien R™*, on définit classiquement le degré
normal de P'immersion f comme le degré de Brouwer de l’application
gaussienne ¢:V — S" qui, a chaque point z de V, associe le vecteur
normal unitaire & f(V) en f(z). Le théoréme de la curvatura integra
(H. Hopf [9]) affirme que, lorsque n est pair, le degré de toute immer-
sion f est égal a la moitié de la caractéristique d’Euler-Poincaré y (V)
de la source.

Le degré qu’on va définir, lorsque M est arbitraire, est une généra-
lisation de la curvatura integra. Cependant, il n’est défini que pour les
immersions f telles que ’homomorphisme H*(f) : H*(M) - H"(V) soit nul.
De plus, si M est compacte, le degré «(f) n’est défini que modulo y (M)
(caractéristique d’Euler du but). On retrouvera néanmoins un théoréme
de curvatura integra comme conséquence du théoréme suivant :

TrtorEME 2. — St W est une variété compacte connexe de dimension n - 1
a bord dW=1V, et g: W—> M une tmmersion telle que f= g|V, alors :
a(f) =y (W) st M n’est pas compacte;
a(f) =y (W) mody (M) si M est compacte.
Pour établir ce théoréme, on a besoin d’un résultat concernant la carac-

téristique d’Euler des variétés & bord. La démonstration de ce résultat
fait ’'objet du premier paragraphe.
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1. CrassE DE THOM ET CARACTERISTIQUE D' EULER POUR LES VARIETES
A BorD. — Soit W une variété différentiable compacte connexe orientée
de dimension n 4 1 4 bord non vide V= dW (pas nécessairement connexe).
On note T (W) son fibré tangent, T (W)® le complémentaire de la section
nulle et UeH"* (T (W), T(W)°) la classe de Thom compatible avec
Porientation de W. Soit s: V= T (W)° une section sortant de W, c’est-
a-dire un champ sur V de vecteurs tangents & W et sortant strictement
de W. De méme, soit r: V- T(W)° une section rentrant dans W, et
soit o (resp. p) : (W, V) - (T(W), T(W)°) une section du fibré tangent
a4 W qui prolonge arbitrairement s (resp. r). Il existe évidemment de tels
prolongements (partition de 'unité).

Trtorime 1. — Si z€ H™*(W, V) est la classe fondamentale entiére, on a
(1) *(U) =y (W).5,
(2) P*(U):X(W7 V).z:(-—1)"+10'*(U),

o x (W) [resp. x (W, V)] est la caractéristique d’Euler de W [resp. du
couple (W, V)] (®).

1.1. L’espace des sections de T(W) est convexe; il en est de méme du
sous-espace de celles dont la restriction au bord V est strictement sortante.
L’application

o*: H*(T (W), T(W)) —H* (W, V)
ne dépend donc pas du choix de la section 6. On démontrera le théoréme 1
avec une section ¢ particuliére.

Munissons V d’une métrique riemannienne. Soit C un voisinage tubulaire
de V dans Wet ¢: C — VXJo, 1] un isomorphisme tel que ¢(V) =V Xx{o}.
On munit W d’une métrique riemannienne qui prolonge la transportée
sur C par ¢=' de la métrique produit de VX[o, 1]. On prend pour
s: VT (W)° la section normale sortante de longueur 1. Soit 7:[o, 1] [0, 1]
une fonction dérivable telle que
(3) { T(0) =o, (1) =1, (1) =o,

o<<t(t) Lat pour t€]o,1].

<Par exemple 7(t) = sin (t—;>> En un pomnt z€(, le vecteur o(z) est

par définition le vecteur sortant normal a la variété ¢=*(y.) de longueur
1 — 7(y2), ou on note ¢ () = (y1, ¥»). En un point € C, on prend o (z) = o.
On a ainsi défini un champ de vecteurs différentiable possédant au bord
la propriété demandée.

(®) La démonstration qui suit s’inspire de celle de J. Milnor (Lectures on characteristic
classes, Notes by Stasheff, Princeton University) pour le cas ou W est sans bord.
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Si ¢ est un vecteur tangent en z & W, on note exp(z, ¢) 'extrémité
de I’arc de géodésique issu de z tangentiellement a ¢, de longueur égale
a celle de ¢; pour que le point exp (z, ¢) existe, il faut évidemment que la
longueur de ¢ soit assez petite pour que 'arc de géodésique ne sorte pas
de la variété a bord W. Montrons que, pourvu que € > o soit assez petit,
le point exp(z, (v — a(x))) existe pour tout couple (x,¢) ou ¢ est un
vecteur tangent en x & W de longueur |¢| 1. Si € W — (, la distance
géodésique de x au bord V de W est strictement plus grande que 1; en outre
o(z) =o0; dés que e 1, on a |ep| L1 < d(x, V), d’ou Pexistence du
point exp(z,c(v — o(x))) €W — V. 51 2€C(, alors d(z, V) =y,. De la
relation (3), on déduit que |o(z)| > 1 — 2 d(z, V); la composante normale
sortante du vecteur ¢(¢v — o (z)) est donc au plus égale a 2ed(x, V). Dés

que &< é, le point exp(z, (v — a(x))) est défini; 1l n’est dans V que
st z€V.

St B(W)c T (W) est le fibré des vecteurs tangents de longueur |¢| 1,
on définit une application continue h : B(W) — WX W en associant a tout
couple (z, v) € B(W) le couple (z, exp(z, (v — a(z)))) € WX W (01‘10 <e< é)
L’application h envoie la fibre de  dans B(W) dans la fibre de  pour la
projection pr,: WX W — W. D’autre part, si ¢ est assez petit, Papph-
cation ¢ > exp(x, e(y — a(x))) est injective pour tout z : c’est bien connu
pour les variétés sans bord et on le démontrerait sans peine ici 4 cause de
la forme particuliere de la métrique au voisinage de dW. On supposera
désormais que ¢ satisfait & cette condition supplémentaire. L’application &,
qui est alors injective, est un homéomorphisme sur son image.

Notons S(W) le fibré des vecteurs tangents de longueur 1.

Lemme 1. — L’application h : B(W) - WXW induit une appli-
cation du couple (B(W —YV), S(W—YV)) dans le couple (W— V)XW,
(W—=V)XW—A(W —YV)) qut, en cohomologie (et aussi en homologie),
donne un isomorphisme
B H(W—V) < W, (W—=V) x W—A(W—V)) > (BW=V), S(W_V)).

En effet, le point (z, ) € WX W est I'image par & du point

(z, v =0 (x)) € B(W).
Comme |o(z)| << 1 pour z€V, I'image h(S(W — V)) ne rencontre pas la
diagonale A(W — V).
Comme (W) = k™' (A(W)), Papplication étudiée se factorise en
(B(W—V), S(W—V)) > (B(W—V),B(W—-V) —a(W—V))
P (A(B(W = V), A(B(W —V)) — A(W—V))
T (W—=V)x W, (W—=V) x W_—A(W—V)).
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L’application o est une équivalence d’homotopie car il existe dans
B(W — V) une rétraction par déformation (fibrée) du complémentaire
de la section a(W— V) sur S(W — V). L’application 3 est la restriction
de ’homéomorphisme h. L’application v est une excision car hA(B(W —V))
est un voisinage fermé de A(W — V) dans (W — V)X W.

s(w)
B(W, ’
v (/), W S vrls AW
s
WxW
Fig. 1.
Considérons le diagramme
H* (B(W — V), (W —V)) «—>— 1 (B(W), S(W))

A
N‘h
HY (W—V) < W, (W=V) xW_—-AW— V))«——H*(WXW W< W— A(W))

(i< i)*

H (W — V) < W, (W—V) x V) 2" 1 (W< W, Wx V)
et mnotons weH"'(WXW,WxV) l'image de la classe de Thom
UeH™* (B (W), S(W)). Cet élément w jouit des propriétés suivantes :

(4) la classe w est dans U'image de Uapplication

HA+ (W< W, Wx W —A(W)) —>Hr+ (W—=V) < (W, V) <= H (W< (W, V)),

(5) st x est un point intérieur & W, la classe w induit dans la ﬁbre
{21 X (W, V) de WX (W, V) la classe fondamentale z€ H*** (W, V) puisqu’on

a choisi U compatible avec l'orientation de W,

6) par la diagonale A : (W, V) > (WXW, WxV), la classe w induit
A* (w) = ¢*(U) dans H** (W, V) puisque A = hoa.

1.2. On va maintenant démontrer le théoréme 1; comme il n’y a pas
de torsion dans H*** (W, V), il suffit de démontrer les formules (1) et (2)
dans la cohomologie a valeurs rationnelles. Soit («;) une base homogéne

de H*(W;Q) ou figure «,=1€H*(W)

, et (B;) une base homogéne
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de H*(W, V; Q) ou figure 3,=z€H"*(W, V). Alors («,®f;) est une
base de H*(WX W, WX V) et I'on peut écrire w =Zaijoci®(3j. Il résulte
i’i

de Passertion (6) que o*(U) =2aijot,~.ﬁj (ot . désigne le cup-produit).

Soit b: HW, V; Q) - Q I'homomorphisme coordonnée sur 3,, et notons
i=b(2;.0;). Comme ¢*(U)eH** (W, V), on a

(7) 0*(U)=<Za,~jb,-,~>z.
19

L’algébre H*(W) opére par cup-produit sur chacun des facteurs de
H*(Wx (W, V)). St ue H*(W), ces deux opérations sont respectivement le
cup-produit interne par 1 Q u = pr, (u) € H*(WX W) et par u @ 1 = pr; (u),
ou pr, et pr, sont les deux projections de WX W sur W. Ces deux opérations
coincident sur les classes qui proviennent de H*(WX W, WX W — A(W)).
En effet, en considérant le diagramme commutatif suivant :

K (B(w-v), 5 w—v)) — > B(w-v))-q\ - (pl‘| 0/7)
e -

~

| H ((W-V)x W, (W-v) x W~ A (w-v)) »H((w- x(W, v)) SLll H*(w-v)

~

H*(WxW,WxW-A(W)) H*(WX(W,V)) <———P—— W (w)

on voit qu’il suffit de démontrer que (pr,oh)*= (prych)*. Mais
prich(z, v) =x et prao 2 (x, v) —exp(x, e(v — o (2))),

et en multipliant ¢ par un parameétre t€Jo, 1] on obtient une homotopie
entre ces deux applications.

1l résulte de ceci et de I'assertion (4) que

(ax@1).w =(1Qar).w,

(%@1). <2ai,a®f3,>_(x®ak> <Zaua®ﬁj>’

L7

soit

soit

D i (ar.2) @ Bj= Y, (— 1) 8% a0, @ (ox.B),

i,j i

d’ou, en prenant les valeurs des deux membres par ’homomorphisme id ® b,

aooak:Z (— I)deg“ideguk(liibjkai

ij
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car b(3;) est nul sauf pour 8;= (3, et car a;, = o pour i £ o [puisque «, est
le seul élément de degré o de la base («;)]. Il résulte de l’assertion (5)
que ao = 1, et, comme (;) est une base, il vient

Noaybp=o0 s ki
(8) ’
Zaiibﬁ: (— l)degai.
j

Les relations (7) et (8) prouvent que

o (U) :2(—— 1)de8% z —y (W).z.
i

Ceci démontre la formule (1) du théoréme 1.

Les formules (8) prouvent que la matrice ((— 1)***a;;) est 'inverse de
la matrice (b;),.d’ou

2 (— I)degaidgjbit: 1

1

et, comme dega;+ degB;=n -1 si b;50, on a

7

Dby (—ayt Y (= 0)esbi= (=g (W, V),
47

Pour démontrer la formule (2), choisissons la section p symétrique de la
section o par rapport a origine de chaque fibre; on a alors o* (U) = o* (0),
ot U est la classe de Thom cbtenue a partir de U par la méme symétrie.
Comme U = (— 1)*** T, la formule (2) en résulte.

1.3. Remarques. — 1l résulte des formules (1) et (2) que
(9) ’ " (U) —p*(U) =% (V) .z.

On peut démontrer directement cette relation. Pour chaque composante
connexe V; de V, soit z;€ H*(V) la classe fondamentale dont le cobord
est z€ H*** (W, V), soit T(V;) le fibré tangent et soit T'(V;) la restriction
a V; de T(W). La classe de Thom U induit dans H™*(T'(V,), T'(V,)°)
la classe de Thom U,.

Prorosition 1. — Pour tout v;€ H*(T'(V;)°) tel que Sv;= U,, on a

s (0) — r*(v) = (V1) 3.
Ann. Ec. Norm., (4), III. — Fasc. 2. 17
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La relation (g) résulte de la proposition et du diagramme commutatif
suivant :

He (T (W)0) —5 Heekt (T (W), T (W)0)

ls*’,vk 0‘*")*
. Y
(V) ——» Hevt (W, V).
Démonstration. — Le résultat ne dépend pas du relévement ¢; choisi

car s* et r* sont des rétractions :
o—>H" (V;) = H" (T (V;)?) — Hr+1 (T (Vy), T (V;)°) —o.

Choisissons ¢, dans le noyau de r*; alors ¢; est dans l'image de
H*(T"(V.)°, T.(Vi)°) [ouw T,(V:) est constitué des vecteurs tangents ne

r

sortant pas de W] a cause de la factorisation de r par
Hr (T (V;)°) —> He (T, (V)0) =~ Hn (V).

Par projection, le couple (T'(V,)°, T, (V;)°) se déforme en (T(V)), T(V,)),
la section s en la section nulle et ¢; en la classe de Thom de T (V) (fig. 2).
On a donc

% (Vi) 3= 8" (0;) = 8" (vi) — 1" (v1).

Remarquons aussi que la démonstration du n® 1.2 est valable quand on
remplace Q par n’importe quel corps K. Il en résulte en particulier qu’a
condition de se placer en cohomologie modulo 2, le théoréme 1 est encore
valable pour les variétés non orientées.

Lid (V/')

Fig. 2.

Enfin, le fait que la matrice (b;;) soit inversible montre que, pour tout
corps K, I’application bilinéaire b(—.—): H*(W; K) ® H*(W, V; K) - K
est non singuliére. En particulier, si n 4+ 1 = 2k, elle met en dualité H*(W)
et H*(W, V). Il en résulte que le rang ¢ de I’application bilinéaire

b(—.—):  HE(W, V) @ HE(W, V) > K

est égal a la dimension de I'image de I’homomorphisme
j HE(W, V) — HE(W).
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En considérant la suite exacte

0—>HO (W, V) > Ho (W) ...—» He=1 (V) > HE(W, V) > Im (j) —> 0

on voit que la dimension de Im(j) est la somme alternée des dimensions
des autres espaces qui figurent dans la suite exacte. De la dualité,
il résulte que

dimHY (W) = dim H2~ (W, V),

d’ou, en notant la semi-caractéristique

2 (V; Ky = 2 dimHi (V; K),
0LiLhk—1

la relation

(10) p=y (W) + (V) (mod2).

Cette relation est surtout utile lorsque o= o (mod2). Cest le cas
lorsque k est impair et K de caractéristique différente de 2. Dans H(W, V),
on a alors .y = — y.z, et la forme bilinéaire est antisymétrique; donc
symplectique et de rang pair. Lorsque K = Z/(2), la linéarité du cup-carré
et la dualité prouvent que z.2 = ¢,.x (€ H*(W, V)) ou ¢, € H* (W) n’est
autre que la £*"° classe de Wu de W. Si celle-ci est nulle, on a

2 (W) =" (V) (mod2),
toujours parce que la forme bilinéaire est symplectique.

2. DEFINITION DU DEGRE.

2.1. La condition homologique. — Soient V" une variété compacte
connexe et M"*' une variété compacte ou non, connexe, orientées I'une
et 'autre. Pour une immersion f: V— M, on ne définit le degré que si
I’homomorphisme H”(f) : H*(M) — H"(V) est nul (en cohomologie entiére).
Cette condition est équivalente & la nullité de 'image dans H,(M) de la
classe fondamentale d’homologie [V]. En effet, la condition H"(f) = o est
équivalente a

Vee (M), {f*(c),[V]> = o,

= VeeH M), <o, f.([V])>=o,

< tout homomorphisme H,(M) —Z s’annule sur f, ([V]) (d’aprées le théo-
réme des coefficients universels),

< f.([V]) est de torsion,

< f.([V]) = o car la torsion de H, (M) est égale, par les coeflicients univer-

sels, a celle de H™**(M) qui est nulle.
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Il en résulte que la condition homologique est satisfaite lorsque f est la
restriction au bord V= dW d’une immersion g : W*** - M. De plus,
la condition est satisfaite par toute immersion f si H*(M) est de torsion,
ou, par dualité de Poincaré, si H,(M) est de torsion, en particulier si =, (M)
est de torsion (i. e. tout élément est de torsion).

Comme ces conditions sont trés larges, on n’essalera pas de définir un
degré modulo I'image de H*(f) lorsque celle-ci n’est pas nulle.

2.2. Définition du degré : cas de M non compacte ou de y (M) = o0 et M
compacte. — Soient T’(V) 'image réciproque par f de T (M), et U, la classe
de Thom de T(M). L’immersion f induit un homomorphisme des suites
exactes de Gysin :

o—-> H?*(M) —» H? (T (M)°) — H»+' (T (M), T (M)°) —>o0
\‘[/O:H"(f)

o—>H" (V) — H~ (T (V)?) — H»+' (T (V), T'(V)°) —>o.

S* ,Q
Y Y

Les variétés V et M étant orientées, le fibré normal de I'immersion f
est trivial et on peut choisir une section normale sortante s : V- T'(V)°;
deux telles sections sont homotopes. Pour tout relévement ¢, € H*(T (M)°)
de la classe U,, ’élément f*(v,) € H*(T'(V)’) ne dépend pas du choix
de ¢, puisque H"(f) est supposé nul. Si z’ € H*(V) est la classe fondamentale
on définit le degré o(f) par la formule

(1) so f*(vy) = a(f).5.

L’entier relatif ainsi défini ne dépend pas du choix de la section s, mais
uniquement de ’homomorphisme f*. Si deux immersions f et f’ sont régu-
litrement homotopes, les applications tangentes sont homotopes et f* = f'*.

Proposition 2. — Deux immersions réguliérement homotopes ont méme
degré.

Supposons maintenant que M = R***.

Prorosition 3. — Le degré a(f) d’'une immersion f: V- R** est égal
@ la curvatura integra.

On a en effet, d’'une maniére canonique,
T(M):R”‘HXR”'“ et T(M)‘):R"‘HX (R”‘H—{O}).

St Ton choisit pour s la section normale sortante de longueur 1, on a
s*of*=09* : H*(R"* —{0}) > H"(V) ol ¢ est l'application gaussienne.
L’entier «(f) est le degré en cohomologie de dimension n de
¢: V> R™ — {o}, c’est-a-dire tout simplement le degré de ¢.
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2.3. Définition du degré : cas de M compacte et y (M) £ 0. — Pour toute
section ¢t : M - T (M), 'homomorphisme t* : H*(T(M)) - H* (M) est un
isomorphisme. Dans la suite exacte de Gysin :

0 —> Hr (M) — > Hr (T (M)?) —» Hot (T (M), T (M)0) —» Hvt (T (M),

on a t*oA(Uy) = ¢ (M).u, ot u est la classe fondamentale de cohomologie
de M qui définit I’orientation compatible avec la classe de Thom U,. L’appli-
cation A est donc injective et on ne peut pas appliquer la méthode du n° 2.2.

Si z€M est un point hors de I'image de f, 'immersion f se factorise par
la variété non compacte M — { z }. La classe U, induit la classe de Thom U,
de T(M — {=z}), et la suite exacte

o—>H"M) —>HM—{2}) —H+(M,M — {2z}) —>H* (M) —>o0

prouve la nullité de H*(f,) : H*(M — {2 }) - H*(V). On peut donc définir

le degré de 'immersion f, : V> M — {z }.

ProrositionN 4. — Si x et y sont deux points de M — f(V), alors
a(fe) =a(fy) [mody(M)].

DerintTioN. — Le degré de U'immersion [ est le reste modulo y (M) [indé-

pendant de x€M — f(V)] de Ventier a(fs).

Soient y un point de M, D un voisinage de y difféomorphe a une boule
fermée de centre y et t : M — T (M) une section qui ne s’annule pas sur D.
La section t trivialise le fibré T(M)|D en ce sens qu’il existe une trivia-
lisation pour laquelle la section ¢ est constante. On a alors un isomorphisme

t: H+(T(M)Y, T(M—{y})?) —Hrt (D, D—{y})

obtenu par la composition

excision )
He+t (T (M), T(M — {y })?) —>H=+1 (T (D)°, T(D —{y})°) —>H=+(D,D—{y})
A
Y /
Hm+1(S2 < (D, D —{y 1))

Lemme 2. — St v, € H*(T(M — {y })°) est un relévement de la classe de
Thom U, de TM — {y}), par Vapplication composée

He (T (M — { 3 })0) 5 Hrst (T (M)?, T (M — {  })*) —5 He+1 (D, D — { }),

son image est t,08,(v,) = — L (M).u,, ot u, est le générateur local de cohomo-
logie en y.
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Démonstration du lemme 2. — Le diagramme suivant est commutatif (*) :
o A (T, TM—{y D),
(T — (1)) : yHe (DD — ()
N (PO, T ()
et on va montrer que t,08;(vy) = — . (M).u,.

Considérons le diagramme commutatif
Heee1 (T (M), T (M)?) —» Hres (T (M), 'T(My"{ (D) —> I (TM — {y ), TM —{y )°)

6,\\ /,;
H* (T (M —{y})°)

ou la composée des fleches horizontales est un isomorphisme qui envoie U,
sur U,. Par hypothese 8(¢,) = U,, donc 8,(¢,) = j(U,) 4+ a ol a provient
d’un élément o’€ H***(T(M), T(M — {y})). Comme ioj(U,) =0, on a

tr0) (Uo) = tioioj(Us) =o,

d’olt t,08,(vy) = t,(a) qu’on va calculer.
Du diagramme commutatif

w1 (T 00))

t O (T(M), T(M-{y)) ——> 1" (T(m))
~ |t ~ &
~ t 3'_-‘n+1 (M,M-{y}) _L..)H”"'] (M)

Hn+l (D»U‘{.Y})

il résulte que t,(a) = t;(a’), et, pour démontrer le lemme, il suffit de
démontrer que t*ok(a) =— y(M).u. Or on a ’

tok(a)=t'ok(3,(y) —j(Us)) =— trokoj(Us) = — ok (Uy) = — % (M) .

Démonstration de la proposition 4. — L’immersion [ se factorise par la
variété M — {z, y}. Solent j, et j, les injections de M — {z} et M — {y}
respectivement dans M — {z, y }. Soient ¢, et ¢, les reléevements des classes
de Thom U, et U,; alors j(vs) et j,.(v,) sont deux relévements de la classe
de Thom U,,, dont on va calculer la différence.

(*) Les fléches notées {; sont induites par t.
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Avec les notations du diagramme suivant :

N 4
HA (T (M — {y })*) ————> H=1 (T (M)°, T (M — { y })*) ——» H*+ (D, D —{ y })

\i; ~ | excision :l

[} Y to ¥
H*(TM — {2, y })°) —> H*(T(M — {2})°, T(M — {2, y })*) ——H"+ (D, D — {y})
on a
0402 (9x) =0 puisque ¢ ,eH"(T(M—{x})°),
90 050 (vy) = t10 01 (vy) =— (M) .u, d’aprés le lemme 2.

D’ou

800 00 (2 (v2) — /5 (vy)) = (M) .uy.

Considérons le diagramme commutatif suivant :

He (M — | 2)) H2 (T (M — 2)°)

H'(M —{z,y}) i >He (T (M — {2, y})")

q ) 0o

Hett (M — {2}, M — (@, ¥ |) —> Hor (T (M — {2 )0, T(M — { 25 y })9)

o 0.

Comme j(vs) et j).(vy) sont deux relévements de la classe de Thom U, ,,
on a jy(vz) —ji(¢y) = p(d) ou d€H*M — {=,y}). Comme ¢ est une
section non nulle au voisinage de y, l'application ¢, est une inverse
de la fleche horizontale du bas et on a, en identifiant par excision
M —{z}, M —{z,y}) et (D,D —{y}), tyedyop =g¢. Il en résulte que
qg(d) =y M).u,. Dot d=0>b+y(M).c ou ¢g(c) =u, et b provient de
beH"(M — {=}).

Pour le calcul des degrés,

H? (M= {x,y}) —> H”? (T(M-{x,y})°)
l“p("x,y) l f:,y
H(V) ————> 1 T(v)°
T
on a
\ (a(fe) —a(fy))-5'=5" fa,y (Ju(vz) — ] (vy) =H"(fo,y) (d)

puisque s* est une rétraction. Mais H"*(f,,,) (b) = H*(f.) (') = o puisque
H"(fz) = 0. On voit alors que la différence des degrés est un multiple
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de 7 (M) :
(@ (fe) — @ (fy)) &= (M) Br (o) ().

Remarque. — La proposition 2 vaut encore dans le cas de M compacte
puisqu’une homotopie réguliére peut se décomposer en une suite d’homo-
topie réguliéres telles que, pour chacune d’elles, 'image évite un point
de M : il suffit alors d’appliquer plusieurs fois la proposition pour les
variétés non compactes.

3. IMMERSIONS BORDANTES, THEOREME DE curvatura integra.

TutoriME 2. — Si W est une variété compacte connexe orientée de dimen-
stonn + 1, & bord dW =V, et g: W — M une immersion telle que f = g|V,
alors :

a(f) = x (W) st M n’est pas compacte;
a(f) = (W) mod ¢ (M) st M est compacte.

L’immersion g: W— M de codimension o est supposée compatible
avec les orientations de W et M. On dit que I'immersion f: V—> M est
bordante, ou, plus précisément, qu’elle borde 'immersion g. Le théoréme 2
est valable si V n’est pas connexe avec une définition appropriée du
degré (n° 3.3). Comme application de ce cas, on démontre le théoréme
de curvatura integra.

3.1. Le cas de M non compacte ou de (M) = o. — Si f se factorise par
une immersion g: W— M qui préserve 'orientation, la classe U, induit
la classe U de T (W) et g*(¢,) est un relévement de U. Soit ¢ : W — T (W)
une section qui prolonge la section sortante ios: V- T'(V)"—T(W);
le diagramme commutatif

Hr (T (W)?) —2» Hr+ (T (W), T (W)0)

J(M lm

He (V) — 2 5 Hort (W, V)

montre que G*o080 g*(v,) = Sos*oi*o g*(v,), soit o*(U)= «(f).3z. 1l
résulte alors du théoréme 1 que a(f) = % (W).

3.2. Le cas de M compacte et y(M) £ o0. — Soit g: W—> M telle que
f=gl|V, et soit z&€M — f(V). Puisque W est compacte, 'image réci-
proque g*(x) est constituée d’un nombre fini de points isolés (y;) de W.
Soit v€ H*(T(W)®) un reléevement de la classe de Thom U de W. D’apres
le théoréme 1, on a o*(U) = y(W).z,d’ott 6% 8(p) = 8os*oi*(0) = % (W).02/,
soit s*eo1*(¢) = (W).z'. Le degré de f, : V> M — {z} est défini par
s*of*(vz) = a(fs).z". D’aprés la définition du degré de f [modulo % (M)],



IMMERSIONS DE CODIMENSION 1. 127

il suffit de démontrer que s*oi*(¢) et s*of*(y,) différent d’un multiple
de y (M). Cette démonstration, comme celle de la proposition 4, est une
simple vérification, compte tenu du lemme 2.

Supposons que D est une boule fermée de centre x dans M assez petite
pour que son image réciproque g *(D) soit une réunion de boules fermées
disjointes (D;) de centres y;. On note g, : W — (y;) > M — {z} la restriction
de getj: W— (y;) > W I'injection; on va calculer j*(¢) — g, (v,). Dans le
diagramme :

H*(T(M ‘— {x}])%) —> Hr (T (M), '|T(M —{a})’) —= H+' (D, T)— {a})

¥ Y Y
H(T(W — (1)) —> H+ (T (W), T(W — (3:)*) —> @:H+ (D}, D; —{y:})

I'image de ¢v,€ H*(T(M — {z})°) dans H"**(D,D — {x}) est, d’apreés le
lemme 2, égale & — y(M).u,; son image dans @;H"*(D;, D, — {y;}) est
donc — y(M).2u,,.

Considérons maintenant le diagramme

He (W) He (T (W)o)

|

HY (W (1)) ————— HA (T (W — (y1))°)
q

Y
@:H+ (D, D — {yif) =H=* (W, W — (y:)) —> H=1 (T(W)°, T(W — (5:))°)

0.

Par g, (rvesp. j), U, (resp. U) induit la classe de Thom de T(W — (y))).
Par suite, j*(¢) — g.(vs), différence de deux reléevements de cette classe
de Thom, provient d’un élément d€ H*(W — (y;)). D’apres le calcul qui
précede, on a q(d) =—y(M).Zu,; d’ou d = b+ y(M).c ou b provient
de b'€ H*(W).

Comme pour la proposition 4, dans

K (w) — 17 (W= (y,)) —> W (T(W" (/) )o)“
0 W (V) ‘\:i/; H”(T’(v)°>

s*o1*(¢ — g, (vz)) est 'image de d; c’est un multiple de 7 (M) parce que b
donne o dans H"*(V).
Ann. Ee. Norm., (4), III. — Fasc. 2. 18
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3.3. Euxtension au cas de V non connexe. — Supposons que V soit union
disjointe d’une famille finie de variétés compactes connexes orientées de
classes fondamentales z;€ H*(V;). On note k: H*(V) >Z la somme des
coordonnées sur la base (z;).

Soit f: V- M une immersion telle que I’homomorphisme composé
ko H™(f) : H*(M) - H"(V) — Z soit nul. S1 M n’est pas compacte, I'entier
a(f) = kos*of*(¢v,) ne dépend pas du choix de ¢,; c’est, par définition le
degré de f. Lorsque M est compacte, la proposition 4 est encore valable,
d’ou un degré modulo y (M). '

De méme, tous les raisonnements des n% 3.1 et 3.2 restent valables
ainsi que le théoréme 2.

Notons f;= f| V;; il résulte de la définition du degré qu’on a :

Prorosition 5. — St pour tout ¢ Utvmmersion f;: V;—~M a un degré,
alors f: V—> M a un degré et Uon a

a(f) =2Z;a(fy) [mody (M) éventuellement].

En particulier, si ’on note — f: — V— M la méme application que f,
la variété — V étant munie de 'orientation opposée a celle de V, et si
Pon applique le théoréme 2 & 'immersion g: VX I — M d’un voisinage de
Pimmersion f, on obtient le résultat suivant :

Prorosition 6. — Soit f: V> M une immersion telle que H*(f) = o,
on a
a(f) +a(—f)=x(V) [mody (M) éventuellement].

Mais on peut calculer directement a(— f) :

Prorosition 7. — Sous les mémes hypothéses que la proposition 6, on a
a(—f)=(—1)"a(f) [mody (M) éventuellement).
En effet, si r: V- T'(V)" est la section opposée a s, on a
a(—f)=—korof*(v).

Mais la symétrie par rapport a l'origine dans chaque fibre de T’(V) trans-
forme s en r, f*(v,) en (— 1)"**f*(v,) et induit 'identité sur H*(V). Comme
corollaire, on a :

TukoreME 3. — Si n est pair, pour toute vmmersion f: V — M telle que

H'(f) = o, on a a(f) = (3)2(V)
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Soit maintenant W™** une variété dont le bord est I'union disjointe de
deux variétés V et — V’; on dit alors que W est un cobordisme de V a V'.
Soit g: W — M une immersion et soient f et — [’ ses restrictions a V
et —V’; on dit alors que I'immersion [ est cobordante & I'immersion f’.

Prorosition 8. — St (g, f, — ') : (W, V, — V') -~ M est une immersion
orientée d’'un cobordisme, et si H"(f) = o, alors H*(f')=o0 et lon a
st n est pair :

W) = () (/)= (3) (V) +2 (V)3
st n est tmpair :

L (W) =a(f) —a(f) [mody (M) éventuellement].

(C’est une conséquence immédiate des propositions 5, 6 et 7 et du théo-
réme 2.

3.4. Compléments. — Lorsque n est impair, on peut obtenir des résultats
partiels sur le degré en utilisant les remarques du n° 1.3

Proposition 9. — Si n={4s+ 1, et st f: V—> M est une immersion

bordante, on a a(f) = »*(V) (mod 2).

C’est une conséquence de la formule (10) du n® 1.3 et du fait que y (M)
est pair si M est compacte. '

Sin=4s—1 et si W est stablement parallélisable (c’est le cas s1 M
Pest), la classe de Wu de W est nulle. Supposons que y (M) est pair si M
est compacte. D’aprés un analogue du théoréme 2 a coeflicients Z/(2), on a

a(f)=y(W,2Z/(2)) (mod2), d’ou a(f)y=y"(V,2Z/(2)) (mod2).

M. Kervaire ([11] et [13]) a démontré que, si n est impair, pour toute
immersion f : V- R*™ on a a(f) =y*(V) (mod2) pourvu que n soit
différent de 1, 3 ou 7. D’apres ce qui précede, la parité du degré des immer-
sions bordantes est aussi déterminée dans ces cas exceptionnels.

Les résultats qui précédent s’adaptent facilement lorsque W est un
cobordisme d’une variété V & une variété V'.

Ezemple. — Soit f: S* - S? une immersion générique (auto-intersection
transversale aux points doubles). Il n’est pas difficile de voir que le
reste mod2 du nombre des points doubles est différent du degré «(f).
Si f est bordante, elle a donc un nombre pair de points doubles.
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CHAPITRE 11

LA CLASSIFICATION DES IMMERSIONS.

En 1959, S. Smale ([23]) classifiait les immersions de la sphére dans
I’espace euclidien a4 homotopie réguliére pres. Plus précisément, 'invariant
de Smale ¢(f) €m,(V,,,) réalise une bijection entre I’ensemble des compo-
santes connexes de I'espace Imm,(S? R?) des immersions basiques (dont
le jet en un point-base est fixé) et le groupe m,(V, ;) de la variété de Stiefel.
En utilisant cette classification ainsi qu’un théoréme de fibration,
M. Hirsch ([7]) a démontré un théoréme général de classification des
immersions d’une variété V dans une variété M, et méme caractérisé le
type faible d’homotopie de l'espace Imm (V, M). En outre, le théoréme
de fibration permet, en général, de résoudre le probléeme de I’extension
d’une immersion donnée sur une sous-variété. Ceci ne vaut pas pour
Pextension & W*** d’une immersion de V = dW dans M**'.

Dans le paragraphe 1, on explicite la classification des immersions dans
le cas de la codimension 1 et de la codimension o, et notamment dans
les cas particuliers ou la source est stablement parallélisable, ou méme
une spheére, et ou le but est une sphére ou l'espace euclidien. Dans tout
ce paragraphe, on ne s’intéresse qu'aux classes d’homotopie réguliére libre
(c’est-a-dire sans point-base). Au paragraphe 2, on envisage les classes
basiques; puis au paragraphe 3, on étudie le comportement comparé de
ces deux sortes de classes vis-a-vis du probléme de P'extension. Enfin le
paragraphe 4 est consacré a la définition et aux propriétés de I’opération
de somme connexe de deux immersions. On calcule en particulier le degré
d’une somme connexe. On établit aussi que, dans un certain nombre de cas,
la classe de la somme connexe ne dépend que des classes des immersions
de départ. Ces cas sont particulierement intéressants car 'ensemble
T, (Imm (V, M)) recoit alors une structure algébrique qui sera utile dans
la suite.

1. LA CLASSIFICATION DES IMMERSIONS.

1.1. Soit V une variété compacte (avec ou sans bord) de dimension n
et M une variété sans bord, compacte ou non, de dimension p. Rappelons
qu’une application différentiable f: V- M est une tmmersion si I'appli-
cation tangente T(f):T(V)—T(M) est injective dans chaque fibre.
On note Imm (V, M) 'ensemble des immersions de V dans M; c’est une
partie ouverte de I'espace C'(V, M) des applications différentiables muni
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de la topologie C' puisque la condition de rang maximal n pour T (f) sur
la variété compacte V est une condition ouverte.

Une homotopie réguliére (libre) entre deux immersions f, et fi est un
chemin continu ¢ — f, dans l'espace Imm (V, M); c’est donc une appli-
cation continue F: VX I — MxXI telle que la restriction

Ji=F(—,t) : Vx{t}>Mx{t}

soit une immersion. D’apreés le paragraphe 1 de [20], si f, et f, sont de
classe C"(1 ZZr =), tout chemin entre f, et f, est homotope a un
chemin pour lequel I'application F est de classe C; I'application F est
alors une immersion.

Des propriétés analogues pour les cubes singuliers de I’espace Imm (V, M)
prouvent que les injections canoniques des espaces C'(V, M) (r > 1)
dans C*(V, M) induisent des injections des espaces Imm (V, M)nC"(V, M)
des immersions de classe C" dans Imm (V, M) qui sont des équivalences
d’homotopie faibles.

Lorsqu’on s’intéresse aux groupes d’homotopie des espaces d’immer-
sions, 1l n’est donc pas besoin de préciser le degré ¢(r =~ q —w) de diffé-
rentiabilité ni la topologie C'(1 =~ r =~ ¢ =~ ) choisie. De plus, Imm (V, M)
étant ouvert dans C'(V, M), c’est un espace localement connexe par arcs
et ’ensemble de ses composantes connexes est ’ensemble 7, (Imm (V, M))
de ses composantes connexes par arcs.

1.2. Notons R(T(V), T(M)) I’espace des applications fibrées de T (V)
dans T(M) qui, dans chaque fibre, induisent un monomorphisme, et
T : Imm (V, M) - R(T(V), T(M)) 'application de dérivation. Le résultat
essentiel de [7] (voir aussi [20]) est le

TutoriMe (d’équivalence d’homotopie faible). — Si dimV < dim M,
Vapplication
T: Imm(V, M) >R (T(V), T(M))

est une équivalence d’homotopie faible. En particulier, elle induit une bijection
entre les composantes connexes.

Ce résultat est encore vrai pour dimV = dimM si V est une variété
connexe a bord non vide. Le théoréme se démontre en « grimpant sur le
squelette » de V & I'aide du théoréme suivant ([23], voir aussi [25]) :

Tutoritme (de fibration) (Smale). — Soit N une sous-variété de V;
st dimV < dimM, Papplication de restriction Imm (V, M) - Imm (N, M)
est une fibration de Serre (lorsque les espaces sont munis de la topo-
logie C7, r > 2).
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Ce résultat est encore vrai pour dimV = dim M pourvu que V soit obtenue
a partir de N en n’ajoutant que des anses d’indice inférieur a n — 1. Il est
en revanche bien connu que l'application Imm (V”, M") - Imm (dV, M)
n’a pas la propriété du relevement des homotopies. Ce sont précisément
les codimensions o et 1 que nous étudions dans la suite.

1.3. Immersions de codimension 1. — Supposons que la dimension p
de M est égale a n + 1; supposons aussi que V et M sont orientées et que
leurs fibrés tangents sont munis d’une structure riemannienne.

Si o€ R(T(V), T(M)), on définit un monomorphisme fibré
W0 T(V) > T(M) en envoyant le vecteur de base du fibré trivial 0

en z €V sur le vecteur normal unitaire au n-plan orienté ¢(T,(V)) dans la

fibre de T(M). Il est clair que I’application
v: R(T(V), T(M)) >ROPT(V), T(M))

obtenue est une équivalence d’homotopie.

Supposons maintenant que V soit stablement parallélisable et soit
c: 0P T (V) - VXR*™ une parallélisation stable. On en déduit un isomor-
phisme

¢ RO@T(V), T(M)) >R (V< R, T(M)).

Ce dernier espace est l’espace des applications de V dans 'espace fibré
Tni1 (M) des (n + 1)-repéres tangents & M [qui se rétracte par déformation
sur le fibré principal T(M) de groupe SO(n -+ 1) tangent a M.

Prorosition 1. — St V* et M™' sont des variéiés orientées, et st
c: 0P T (V) > VXR"! est une parallélisation stable, Uapplication

¢ovoT: Imm(V, M) —>Hom(V, T (M))
est une équivalence d’homotopie faible. On a en particulier une bijection
T(e): m (Imm (V, M)) [V, T(M)].
Lorsque V= S", on choisit pour ¢ la trivialisation de 0 @ T(S") induite

par le plongement ordinaire p : S*— R™"*, le fibré trivial 6 correspondant
au vecteur normal sortant.

Prorosition 2. — St M est une variété orientée de dimension n -+ 1,
on a un tsomorphisme

7 7 (Imm (S7, M)) —[ S7, ’T‘(M)]

par lequel I'image du plongement de la sphére comme bord d’un petit disque

dans M est o €[S, T(M)].
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Lorsque V= D", on a, par rétraction homothétique sur le centre, une
parallélisation canonique de D~

Prorosition 3. — L’application

T,: Imm (D", M) —T (M)

qui assocte & une tmmersion son jet en O est une équivalence d’homotopre
fatble. En particulier Imm (D", M) est connexe si M est connexe.

1.4. Lecas de M = R™*'. — C’est le cas originalement traité par S. Smale.
Soit f: V*— R"* une immersion; I’application T(f) se prolonge comme
aun° 1.3 4 0@ T(V). En composant avec la projection de T(R"**) sur la
fibre en o, on obtient la différentielle ¢(f) : 6 P T(V) - R**. 1l en résulte
qu'une variété qui s'immerge en codimension 1 dans R*** est stablement
parallélisable; la proposition 1 s’applique alors en remarquant que

~

T(Rr+1) = R+ x 80 (n -+ 1).

Prorosition 4. — Soit V une variété orientée de dimension n; il existe
des immersions de V dans R™* si et seulement si V est stablement paralléli-
sable. Soit ¢ une parallélisation stable, application

. © c¢ot: Imm(V, R™') > Hom (V, SO (n +1))

est une équivalence d’homotopie faible. On a en particulier une bijection
o: 7 (Imm (V, Re+1)) [V, SO (n +1)]. -

De méme, si V= 5" et si ¢ est choisie comme pour la propositic')n 2:

Prorosition 5. — On a un isomorphisme
T: T (Imm (S, R*+)) —[S7, 8O (n +1)]

par lequel U'vmage du plongement ordinaire est o.

Soit maintenant W une variété connexe a bord, de dimension n + 1.
5’1l existe une immersion g de W dans R*** (de codimension o), la variété W
est parallélisée par t(g) et de ce fait orientée. On suppose désormais W
orientée et on ne s’intéresse qu’aux immersions qui respectent I’orientation.

Prorosition 6. — St W™ est une variété connexe orientée a bord qui
soit parallélisable, Uapplication g+ t(g) de Imm (W, R™**!) dans lespace
des trivialisations de T(W) est une équivalence d’homotopie fatble. St C est
une trivialisation particuliére, on a une bijection

Cot: m(Imm (W, R+1) > [W, 8O (n +1)].
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1.5. Voici une autre interprétation qui est parfois commode. Si T, (V)
[resp. T,(M)] est I'espace des n-repéres tangents a V (resp. M), I'espace
R(T(V), T(M)) s’identifie a I’espace des applications équivariantes
sous Gl(n) de T,(V) dans T,(M). L’application ¢ de Homg,, (T, (V), T.(M))
dans l’espace des sections du fibré de base V, de fibre T,(M), associé
a T,(V) [fibré principal de groupe Gl(n)], qui, a ¢ : T, (V) — T,(M), associe
la section z > (¢, ¢(¢)) [pour un ¢ quelconque de T,(V) au-dessus de z],
est un homéomorphisme. L’application inverse associe & une section s
Papplication équivariante ¢ > w s1 (v, w) €T,(V)XT,(M) est un repré-
sentant de s(z). _

Si f est une immersion, on note T'(f) 'application équivariante corres-

pondant a T(f).

Prorosition 7. — L’application

goT': Imm(V,M)—=S(T,(V)<auwT,(M))

est une équivalence d’homotopie faible.

Dans ce qui précéde, on peut, si T(V) et T(M) possédent une structure
riemannienne, prendre les fibrés des n-repéres orthonormés et rem-
placer Gl(n) par O(n). Si M™** est orientée, le fibré des n-repéres ortho-
normés tangents & M s’identifie canoniquement par adjonction d’un

premier vecteur au fibré T(M) des (n + 1)-repéres orientés orthonormés,
dans lequel SO (n) opére a gauche comme le sous-groupe de SO (n + 1)
formé des rotations qui laissent fixe le premier vecteur. De méme, s1 V
est orientée, le fibré T, (V) est I'union de deux exemplaires du fibré T (V)
principal de groupe SO(n). On a alors

T (V) xgomT (M) =T, (V) X Ta(M).

1.6. Le cas de M = S"*'. — Considérons la fibration k : SO (n + 2) — S"*+!
qui, & un repére de R"*?*, associe le premier vecteur. La fibre au-dessus du
point x€S™*" est le groupe des rotations du plan tangent en z & S***;
en particulier la fibre au-dessus du pole nord (z,= 1) s’identifie canoni-
quement au groupe SO (n + 1) des rotations de R"*'= {0} X R"*!. Cette
fibration est donc la fibration principale de groupe SO(n -+ 1) tangente
a Sn+1'

Le fibré T(V)XgowSO(n + 2), o SO(n) opére comme le sous-
groupe de SO (n -+ 2) qui laisse fixes les deux premiers vecteurs, n’est
autre que le fibré principal de groupe SO (n + 2) associé a T(V). Ses
sections correspondent aux trivialisations de 6°@ T (V). Si ¢ est une trivia-
lisation particuliére, si p€ Hom (V,SO(n -+ 2)) et si ¢'=p.¢, on note
e =c*(¢").
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Prorosition 8. — Soit V une variété orientée de dimension n; il existe
des tmmerstons de V dans S™*' si et seulement st V est stablement parallé-
lisable. Soit ¢ une trivialisation de 0@ T (V), Uapplication

togoT: Imm(V, S*1) - Hom(V, SO (n+ 2))
est une équivalence d’homotopte faitble. On a en particulier une bijection
B mo(Imm (V, S#+1)) [V, SO (n + 2)].
De méme, si V= 5" et si ¢ est le stabilisé de ¢ = ¢(p) :

Prorosition 9. — On a une bijection
B: m (Imm (S*, S*+1)) —[S*, SO (n +2)].

Les rapports entre les bijections o (prop. 4) et ., lorsque la trivialisation ¢
est la stabilisée de ¢, sont donnés par la proposition suivante :

Prorosition 10. — Soit v: R** — S"*! la projection stéréographique de
centre le péle sud (z, = — 1), le diagramme

7o (Imm (V, Re+1)) —2> [S, SO (n +1)]
.| |
.,‘\L

¥
7o (Imm (V, Sr+1)) ——i->[V, SO (n +2)]

s

[ou s est induit par l'injection SO (n -+ 1) - SO (n + 2)] est commutatif.
En particulier, le diagramme

7o (Imm (S, R+1)) AN [S?, SO (n +1)]
|
z;i/ !s
g Y
7o (Imm (S», S»+1)) —>[S7, SO (n + 2)]
est commutatif.

Démonstration: — Appliquons d’abord la proposition 7 a M = R™*".
Le fibré principal tangent a R™*' est R"'X8O0(n 4 1); linjection
i : R*** - S"** envoie la fibre en o sur la fibre au pdle nord : le sous-
groupe SO(n + 1)CSO(n + 2). La trivialisation ¢ et la proposition 7
donnent une bijection

w'=my(c'ocoT): 7 (Imm(V, R**)) [V, SO(n+1)].

Si 'on remplace o par o', le diagramme est commutatif du fait que ¢
est la stabilisée de c.

Montrons maintenant que ® = w’. Par définition, on a t(f) = o (f).c.
D’autre part T(f): T(V) - T(R*") donne T'(f): T(V) - SO (n + 1) telle
que T'(f) = o'(f).c¢’, ou Plapplication équivariante ¢’ correspond a la
trivialisation ¢. D’ou le résultat.

Ann. Ec. Norm., (4), I1I. — Fasc. 2. 19
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Remarques. — Lorsqu’on est dans les hypothéses de I'une des propo-
sitions 1, 2, 4, 5, 8 ou 9, on note f I'image de la classe d’homotopie régu-
liére d’une immersion f par I'une des bijections < (c), T, ®, v, = ou 3. Le plus
‘souvent, on considére ces bijections comme des identifications et I’on parle
de la classe f de I'immersion f. De plus, comme SO(n) est un groupe
commutatif, ’ensemble [S?, SO (n)] est canoniquement isomorphe au groupe
commutatif 7, (SO (n)); on démontrera plus loin une propriété d’additivité

des bijections f et Y (n® 4.5).

2. Points-Bases. — Dans tout ce paragraphe, les variétés V* et M
sont orientées et V posséde une parallélisation stable c.

2.1. Soit D un petit disque de dimension n plongé dans V avec pour centre
un point ¢€V. L’application de restriction r : Imm (V, M) - Imm(D, M)
est une fibration (théoréme de fibration) dont la fibre Imm,(V, M) est
I’espace des immersions dont la restriction 4 D est fixée.

D’aprés la proposition 3, ’application T, : Imm (D, M) - T(M) qui
donne le jet au centre de D est une équivalence d’homotopie faible. On en
déduit que Pespace Imm,(V, M) a I’homotopie de ’espace des immersions
dont le jet en ¢ est fixé. De plus, tous les espaces Imm, (V, M) ont la méme
homotopie puisque I’espace Imm (D, M) est connexe par arcs.

D’apres les propositions 1 et 3, on a I'isomorphisme suivant entre suites
exactes :

m (Imm (D, M)) —> 7, (Imm, (V, M)) —> 7, (Imm (V, M)) —>o

R

‘To | Toe) ) LT
¥

. ¥ M
m (TM) —— [V, TM)|o ——— |V, T(M) |

>0

ou la ligne du haut est la suite exacte de la fibration r, et ou [V, T(M)],
est 'ensemble des classes d’homotopie basiques, les points-bases étant v €V
et le jet j€T (M) en ¢. L’isomorphisme 7,(c) provient de la restriction
Imm, (V, M) — Hom,(V, T(M)) de I’équivalence d’homotopie de la propo-
sition 1. Les composantes connexes de Imm, sont les classes d’homotopie
réguliere basiques (respectant le jet-base).

En particulier, pour V= 5", on a le diagramme suivant :

7 (Imm (D, M)) —> m, (Imm,, (S*, M)) —> 7, (Imm ($*, M)) —> o

| s |

Y
s <T‘(M)> E— T[ll(T(NI)) ______+[Sn’ T(M)]

>0

et la fleche 1'(1<T(N£))—>Ttn('i‘ (M)) est Popération habituelle du groupe
fondamental en j€T (M) sur le n®™ groupe d’homotopie basé au méme
point.
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Considérons la suite exacte d’homotopie
™ (SO (n +1)) —‘»m("f‘(M))->7rl(M) —>o0
de la fibration T (M).

Prorosition 11. — L’image de =,(SO(n + 1)) dans n, (T (M)) opére
trivialement dans =,(T(M)).

On pourrait donner une démonstration « algébrique » directe. On va
donner une démonstration « géométrique », c’est-a-dire utilisant l'inter-
prétation en termes d’immersions. Pour n >> 2, soit p le générateur de
7, (SO (r 4 1)); on va construire un représentant ' de p.f et montrer
qu’il est basiquement réguliérement homotope a f. Soit p,(¢€[o, 1]) la
rotation d’angle 27t autour d’un (n — 1)-plan de R”. Si on appelle pole
nord le point-base de S*, on identifie & 5" *X[o, 1] la couronne tropicale
(voisinage de I’équateur). Soit ¢ 'automorphisme de S* qui est constant
hors des tropiques, et qui, sur la couronne tropicale S™*X|o, 1], est défini
par o(z, u) = (ps—u(2), u). On peut supposer qu’on a rendu ¢ différentiable
au voisinage des tropiques; ’application composée ¢of est alors un repré-
sentant de p.f. Si I'on repousse la zone tropicale vers le péle sud, on voit
que ¢ se déforme en l'identité dans ’espace des automorphismes qui sont
I'identité au voisinage du pdle nord. Il en résulte une homotopie réguliére
basique entre f et @of.

Pour n = 1, la démonstration est la figure suivante :

B 03 5
€3 =3 3

Fig. 3.

ProrositioN 12. — On a des suites exactes :

(M) — 7, (Imm, (S, M)) —» o (Jmm (S, M)) —> o0

T X)

T (M) —— n,l('f‘ (M))——————> [S", T (M)]

> 0.
2.2. Considérons maintenant la suite exacte d’homotopie de la fibra-
tion T (M) : )
s (M) —> 7, (SO (. +1)) —> 7, (T (M)) > 70 (M) —=> 7,y (SO (n +1)).
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Prorosition 13. — Une application continue basique f: S*— M est bast-
quement homotope & une immersion si et seulement st 3[f] = o, c’est-a-dire

st f*(T(M)) est trivial.

En faisant le quotient par l'action des groupes fondamentaux, comme
7,(SO(n 4 1)) opére trivialement sur m,(SO(n + 1)) et sur ,(T(M)),
on obtient :

Prorosition 14. — La suite

(2) T (SO (n + 1)) — S, T (M) ]—> [ S, M]

est exacte.

On donnera plus loin une interprétation géométrique de ’action 1
P P g q

de 7,(SO(n + 1)) sur I'ensemble [S", T(M)] des classes d’immersions de S"
dans M.

2.3. Remarque. — Supposons que M soit simplement connexe. On a
alors une surjection m,(SO(n + 1)) - =,(T(M)). Comme =,(SO(n -+ 1))
opére trivialement dans [V, 8O (n 4 1)], puisque SO(rn + 1) est un groupe
connexe, il en résulte que =,(T(M)) opére trivialement dans [V, T (M)],.
La surjection 7, (Imm,(V, M)) - 7, (Imm(V, M)) est donc un isomor-
phisme.

3. ImmersioNs BorRDANTES. — Si W est une variété orientée de dimen-
sion n+ 1, de bord dW, si j: V> dW est un isomorphisme (orienté)
et si g: W— M est une immersion (orientée), alors f= goj: V> M
est une immersion bordante, et ’'on dit que la classe d’homotopie réguliére
de f est une classe bordante (que ce soit la classe libre ou la classe basique).
Il est clair que la classe libre d’une classe basique bordante est bordante.
Réciproquement :

Prorosition 15. — Toute classe basique au-dessus d’une classe libre
bordante est elle-méme bordante. Autrement dit, st f,, fi € Imm,(V, M) sont
librement homotopes et st f, est bordante, f, est basiquement homotope & une

vmmerston bordante f’.

S1 V= 19", on a une démonstration facile en utilisant le fait (propo-
sition 12) que les classes basiques de f, et f, différent par opération
d’un élément de =, (M).

Dans le cas général, on désigne par I': I - Imm (D, M) le lacet parcouru
par le jet en ¢ dans ’homotopie libre entre f, et f;. On va construire un
chemin d’origine f, dans Imm(V, M) dont '’extrémité f’ soit bordante
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et dont la projection I" dans Imm (D, M) soit un lacet homotope a I :
ceci assure que [’ est basiquement homotope a f,.

Notons y: I - M la restriction de I' au centre o de D. On remplace y
par une immersion qui lui soit homotope. Puis, on déforme I' en conser-
vant v de sorte que sur [0, 1 — ¢] la tangente en t€1 & y soit transversale
au plan image de D par T(I') et orientée comme son vecteur normal.
Puis, dans [1 — ¢, 1], on déforme y en un chemin ¥, dont I'image reste
au voisinage du point-base m = f,(¢), en lui faisant faire assez de tours
sur lui-méme pour que la propriété précédente reste vérifiée. Il est clair
qu’une immersion g: W > M de bord f, peut suivre cette déformation I';
d’ou le résultat.

4, SOMMES CONNEXES.

4.1. Soient V" et V' deux wvariétés sans bord, et f:V > M
et f’: V' M deux immersions. On obtient une somme connexe de ces deux
immersions de la maniére suivante : soit V# V' la somme connexe de Vet V’
obtenue en Otant de V (resp. V') un petit disque D (resp. D’) voisinage
d’un point €V (resp. 2z’ €V’) et en recollant (avec orientations compa-
tibles) V—D a V' — D’ a l'aide d’un cylindre S** X1 (qu'on appelle
le lien). Si Yy est un chemin dans M d’origine f(z) et d’extrémité [’ ('),
qui, en ses extrémités, est normal (normale sortante) a f(V) et f'(V'),
on note f+ f': V4V’ — M Pimmersion obtenue en recollant (avec arron-
dissement des arétes) f|V— D, f'|V'— D’ et une immersion de S** X1
comme petit tube d’ame v (fig. 4).

vV’
Fig. 4.

L’immersion f -+ ' dépend des choix de z, 2,y et de I'immersion
de S** X1 : c’est pourquoi on parle d’une somme connexe. La figure 5
ci-dessous montre deux immersions de S' dans le plan privé de deux
points a et b et deux choix pour leur somme connexe qui ne sont pas
homotopes.
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)

Fig. 5.

4.2. Degré d'une somme connexe. — Il y a cependant des propriétés
communes a toutes les sommes connexes. Pour énoncer la premiére,
rappelons (chap. I) que f: V— M est cobordante a f': V' M si 'immer-
sion fU—f": VU— V'—> M (ou le signe — désigne le changement d’orien-
tation) est une immersion bordante.

Prorosition 16. — Une somme connexe f -+ ' est librement homotope
d une immersion qui est cobordante a Uunion fUf’.

Prorosition 17. — Si deux des trois tmmersions f, ', et f + [’ ont un
degré, la troisiéme en a un et l'on a

a(f+f)+1=a(f)+a(f) [mody (M) éventuellement ).

Fig. 6.

Démonstration. — En déplagant un peu f 4 f’ le long des normales
sortantes a f(V) et f’(V’), on obtient une immersion de la réunion
—VU—V'U(V#V') qui est le bord d’une immersion de la variété N
(hachurée sur la figure 6) union de VX I, de V' X1 et du petit tube DX I
voisinage de v; d’ou la proposition 16.

La premiére assertion de la proposition 17 résulte alors de la propo-
sition 8 du chapitre I. D’autre part, la variété N a le type d’homotopie
de la somme connexe topologique de V et V', d’ou, par Mayer-Vietoris,
LIN) =y (V) + (V) —1. Si n est impair, on a % (V) =y (V') = o,
donc % (N) = — 1. La formule résulte alors de la proposition 8 du chapitre I.
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Si n est pair, on a a(f) =a(—f) = <1>x(V) (chap. I, th. 3 et prop. 7)

2
I

et, de méme, a(f') =a(—f') = <§>X(V/) d’ou la formule cherchée d’aprés
la proposition 8 du chapitre I. '

4.3. Sommes connexes d’tmmersions bordantes.

Prorosition 18. — Si fet [’ sont deux tmmersions bordantes, toute somme
connexe  + f' est bordante.

C’est évident : 1l suffit de coller au cobordisme N (prop. 16) les deux
immersions que bordent f et f’.

Prorosition 19. — St f et f' ont des classes bordantes, toute somme
connexe [ + ' a une classe bordante.

D’aprés la proposition 15, I'immersion f est basiquement homotope
a une immersion bordante. Si ’on choisit comme point-base le point 2€V,
il existe donc une homotopie réguliére, fixe sur le petit disque D de centre x
dans V, entre f et une immersion bordante f;. Il en est de méme pour f’
avec le petit disque D’. Comme ces homotopies réguliéres sont fixes sur D
et D', elles se recollent avec I'immersion du lien pour donner une homotopie
réguliére entre f - f’ et une somme connexe f, + f, qui, elle, est bordante
d’aprés la proposition 18.

4.4. Le cas o M est simplement connexe. — La somme connexe V#V’
dépend des choix de z, 2’, D et D’. Mais deux plongements du disque D"
dans V sont isotopes. Il en résulte entre deux sommes connexes un isomor-
phisme ¢ qui induit d’une part 'identité sur le lien; il induit d’autre part
un isomorphisme de la variété trouée V— D correspondant & une somme
connexe sur la variété trouée V — D, correspondant a l’autre somme
connexe, qui est la restriction d’un automorphisme de V isotope a I'identité.
A Paide d’un tel isomorphisme ¢, on peut comparer deux sommes connexes
d’immersions [+ f’ construites avec des données z, z', D, D’ distinctes.

Lemme. — Sotent (V#V’) et (V#V'), deuxr sommes connexves et
o : (V#V') = (V#V') comme ci-dessus. St (f + )1 : (V#V')y > M est une
somme connexe construite avec %y, x,, Dy, D', alors (f + f)ico: (V# V') > M
est réguliérement homotope & une somme connexe (f+ f'):(V#V') > M
construite avec z, ', D, D',

Ce lemme est évident. Dans ce qui suit, on n’aura donc besoin de consi-
dérer qu’'une somme connexe V#V’.

Prorosition 20. — Sotent f: V> M et f': V' > M’ deux immersions.
St (M) = o, deux sommes connexes [ -+ ' sont réguliérement homotopes.
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Soient D, un disque de centre z contenu dans D et D) un disque de

centre 2’ contenu dans D’. On note C et C’ les couronnes D — D, et D’ — D).
Soient (D,, D;) une décomposition de la sphére S* en deux hémisphéres
et p: S*— M un plongement de la sphére comme bord d’une petite boule,
et tel que p|D,=f|D (si I'on identifie D et D,). On note f': V' =M
Pimmersion définie de la maniére suivante : sur V' — D’, les immersions f’
et f' coincident; la restriction | C’ est égale & Pimmersion du lien S**x I,
et la restriction f'| D) est égale & p|D, (aprés identification de D, et D,).

£
,’ ————
/ P Vv-D’
(/\
‘-’ 7
\ -,
\\s_—”
Fig. 7.

La somme connexe V#V’ étant isomorphe & la réunion de V— D et V' — D),
la couronne C’ est identifiée au lien, et la somme connexe f 4 f' est égale

afsur V— D etaf sur V — D). Enfin, par rétraction du lien le long du

chemin vy, on obtient une homotopie réguliére, fixe sur V'— D’ entre f7
et f'. '

Soit alors (f 4 f’), une autre somme connexe pour laquelle z, 2’, D, D’
sont les mémes que pour f - f’. Les immersions associées /' et f, sont
réguliérement homotopes a f’, donc réguliérement homotopes entre elles.
Elles coincident sur D;,. Comme M est simplement connexe, elles sont

basiquement homotopes d’aprés le n® 2.3. Par recollement a f[V—— D,
on obtient une homotopie réguliére entre f -+ ' et (f + f')..

Prorosition 21. — St M est stmplement conneze, la classe d’homotopie
réguliére de f+ [’ ne dépend que des classes de f:V—~M et f': V' - M.

Soit f 4+ f’ une somme connexe, et soient (f.), (f,) (t€[o, 1]) des homo-
topies réguliéres. Si 'on a choisi D assez petit, la déformation f,|D est
la restriction & D d’une déformation p, qui, & chaque étape, est le bord
d’une petite boule. D’aprés le théoréme de fibration (n° 1.2), il existe
une déformation f, de f’ dont les restrictions a D, et V' — D’ soient respec-
tivement p,| D), et f,| (V' — D’). L’immersion f, coincide avec f, sur V/'— D/,
et elle est régulierement homotope a f, (par I'intermédiaire de f[').
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Il résulte alors du méme raisonnement que dans la proposition précédente
que 'immersion h: V4V’ > M qui, sur V— D, coincide avec f,|V— D

et, sur V'— D, coincide avec f, est réguliérement homotope a toute
somme connexe f; -+ f;.

4.5. Somme connexe avec une immersion de S". — La somme
connexe V#S" est isomorphe & V. On trouve un tel isomorphisme
U:VsS* >V qui soit l'identité sur V— D en identifiant un petit
disque D, de centre z contenu dans D 4 S*— D’, et la couronne C = D — D,
au lien S"* X I. L’isomorphisme étant ainsi fixé dés qu'on a z, 2’, D, D’,
et compatible avec les isomorphismes ¢ du n® 4.4, sif+ h: V§S"—>~ M
est une somme connexe des immersions f: V— M et h: S*— M, on notera
aussi f + h 'immersion (f 4 hA)o ¥ :V - M.

En particulier, si V= S, il résulte du n® 4.4, lorsque M est simplement
connexe, une loi de composition sur 'ensemble 7, (Imm (S*, M)) des classes
d’immersions. Munissons ’ensemble [S7, T (M)] de la loi de composition
habituelle (provenant du fait que S” est une suspension) qui en fait un
groupe commutatif (méme pour n = 1 puisque c’est le quotient du =,
par P’action du =,).

Prorosition 22. — St M est simplement connexe, la bijection
7 1 (Imm (S?, M)) —>[S", T(M)] (cf. prop. 2)

est additive. La somme connexe des classes est une lov de groupe commutatif
sur m,(Imm (5%, M)) dont Uélément neutre est la classe du plongement comme
“bord d’un petit disque.

Scient f, h: 8"~ M, f+ h une somme connexe et p et h comme dans
la proposition 20. Par définition, <(f) est la différence entre voT(f)
et voT(p); par conséquent, ©(f) vaut o sur ’hémisphére D. De méme,

7 (k) = < (h) est la différence entre voT (k) et voT(p) et vaut o sur D,.
Par définition de ’addition dans [S*, T(M)], la somme =<(f) + (k) est la
différence entre voT(f 4 h) et voT(p) puisque (f+ h)|D =h|D et
(f + h)|Ds=|Ds. -

CororraiRe. — En particulier, les bijections
v: 7 (Imm (S?, R*+)) — 7, (SO (n + 1)),
B: m(Imm(S?, S*+1)) — m, (SO (n +2))
sont des isomorphismes de groupes. '

Remarque. — 1l ne faut pas croire que opposée de la classe f soit la

classe (— f), comme c'est le cas en codimension strictement plus grande
Ann. Ec. Norm., (4), III. — Fasc. 2. 20
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que 1. La proposition 17 montre en effet que I'application f+> a(f) — 1
est un homomorphisme du groupe 7,(Imm (5*, M)) dans le groupe des’
entiers relatifs [mody (M) éventuellement]. Si n est impair, on a

a(f) = — a(— f) (chap. I, prop. 7) d’ou ac(f—l- (17)) = — 1 (prop. 17).

4.6. L'opération i: 7,(SO(n -+ 1)) - [S", T(M)]. — On est maintenant
en mesure de donner une interprétation géométrique de l’application i
du n° 2.2. Rappelons que ¢ provient du passage au quotient par les groupes
fondamentaux de I’homomorphisme i’ : 7,(SO(n 4 1)) - =, (T (M)) de

la suite exacte de la fibration T (M). L’application i est donc un homo-
morphisme de groupes.

Soit B"** un disque ouvert plongé dans M, on identifie par y le groupe

7, (SO (n + 1)) et 7, (Imm (S* B)). On identifie par < le groupe [S?, T(M)]
et ,(Imm (57, M)). .

Prorosition 23. — St 0€7,(SO(n + 1)), la classe i(p) est la classe de
Uvmmersion h(p) composée d’un représentant de p dans Imm (S*, B) et du
plongement de B dans M.

On peut supposer que SO (n -+ 1) est la fibre de T (M) au centre o de B.
Le résultat est alors évident puisque vo T (k) est homotope a sa projection
sur la fibre de o et que vy et 7 sont définis a ’aide de la méme trivialisation ¢

de 0D T(S).

Prorosition 24. — St p€7,(SO(n + 1)) et st h(p): S"—> M est comme
dans la proposition 23, on a =+ h(p) = o.f pour toute f& Imm (S*, M).

Méme si M n’est pas simplement connexe, une somme connexe f - h
ne varie pas lorsque h varie dans une classe d’homotopie réguliére pourvu
que I'image de h soit contenue dans un disque ouvert contenu dans M.
En effet, une telle immersion A est réguliérement homotope 4 une immersion
d’image dans un disque B fixé et dont la classe dans Imm (S*, B) ne dépend
que de la classe de h dans Imm (S*, M) puisque tous les choix de la fibre
base de T (M) donnent la méme application de m,(SO(n + 1)) dans

B T (M)] (prop. 11). Soit alors f + h une somme connexe, par homotopie
réguliére, on peut supposer que le lien touche f(S") au voisinage d’un
point = fixé, sans pour cela déformer h. En raccourcissant le lien, on voit
que f -+ h est réguliérement homotope & une somme f - A’, ou &', homo-
tope & h, a son image dans un disque B fixé contenant z ainsi que le lien.
La démonstration de la proposition 20 s’applique alors aux sommes connexes
de lien contenu dans B avec des immersions contenues dans B; de méme,
la démonstration de la proposition 21 s’applique aux homotopies régu-
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lieres h, d’image contenue dans B : en effet, les immersions A’, d’image
contenue dans B, sont régulierement homotopes dans B, car homotopes

-4 h dans M.
Pour démontrer que f+4 h(p) =p.f, il suffit de démontrer que

fF ' =p.f, avec B’ comme plus haut. C’est la'démonstration de la propo-
sition 22 qui est encore valable puisque I'image de A’ est contenue dans B.

Remarque. — 51 M n’est pas simplement connexe, il n’y a pas de résultat
analogue aux propositions 20, 21 et 22; pour s’en convaincre, il suffit de
se reporter au contre-exemple du n® 4.1. Cependant, on vient de démontrer
que, si I'immersion h:S"— M a son image contenue dans un disque B
contenu dans M, la proposition 20, la proposition 21 et la premiére assertion
de la proposition 22 sont valables.

CHAPITRE III.

CLASSES DES IMMERSIONS BORDANTES DE 9"
panNs Rt ou St

Dans ce chapitre, on détermine les classes d’homotopie réguliére des
immersions de la sphére S* dans l'espace euclidien R"** et dans la
sphére S"** qui sont bordantes. Si 'on a identifié =,(Imm (S*, R"**))
a m,(80(n 4+ 1)) et w, (Imm(S”, S**')) a =,(SO) par les isomorphismes Y
et B (voir II.1), et si Pon note J,: 7,(8O) — II,[= 72,2 (S"*?)] ’homo-
morphisme stable de Hopf-Whitehead, les résultats s’énoncent ainsi :

TutoreEME 1. — Pour'tout n, l’ensemble des classes des immersions bordantes
de S™ dans 5™ est le noyau de J,.

TutoriME 2. — Pour tout n > 2, ’ensemble des classes des immersions
bordantes de S™ dans R est le noyau de J,°s.

1. LE DEGRE NORMAL.

1.1. Soit f€ Imm (57, R***), le fibré normal de f est trivial. Il en résulte
une trivialisation ¢ (f) : 0 @ T (S”) - R"** ou 0 est le fibré trivial de rang 1
de base S™ Si I'on note ¢ la trivialisation ¢(p) induite par le plongement
ordinaire, il existe un unique élément p€,(SO(n + 1)) tel que t(f) soit
homotope a p.c.

Prorosition 1. — Avec les notations précédentes, on a

p=r
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Cela résulte immédiatement de la définition de I'isomorphisme y car
I’élément de R(T (5”), T (R"*")) qui correspond a ¢.c est homotope a T (f).

1.2. Soit k: 7, (SO (n + 1)) - 7,(S") > Z 'homomorphisme obtenu par
l'opération de SO (n 4 1) sur S :

ProrosiTion 2. — Le degré normal de f&€ Imm (5", R**") vaut
a(f)_—_l—l—k(f).

D’aprés la proposition 1, le degré normal «(f) est le degré de I'appli-
cation qui, & z€S", associe f(z).x€S; mais k(f) est le degré de ’appli-
cation z > f (). ,.

Pour n pair, 'homomorphisme k est nul et on a «(f) =1= %X(S”)-

Pour n impair 3£ 1, 3 ou 7, 'image de k est I'idéal des multiples de 2 et 1l y a
des immersions de tout degré impair. Pour n = 1, 3 ou 7, ’homomorphisme k
est surjectif et il y a des immersions de tout degré.

Toute immersion f’:S"— S*** étant régulierement homotope a une
immersion de la forme tof, on en déduit que, pour n impair, le degré o
(mod2) n’est atteint dans Imm(S*, S**') que pour n=1, 3 ou 7

~ (chap. I, n°® 3.4).
2. VARIETES STABLEMENT PARALLELISABLES.

2.1. Soit W une variété de dimension n -4 1 compacte connexe de
bord dW = S" (c’est-a-dire qu’on s’est donné un isomorphisme de S"
sur dW) et soit g: W — R""' une immersion (orientée). L’application
tangente T (g): T(W) - T(R"*) donne, par projection sur la fibre, une
parallélisation de W qui induit au bord une trivialisation de 6 & T (S").
D’aprés la proposition 1, cette trivialisation est homotope a f.c, ou f = g|S".

Réciproquement, il résulte de (II, prop. 6) la proposition suivante :

Prorosition 3. — Soit W une variété a bord munie d’'une parallélisation

P )
il existe une tmmersion g: W — R™* (ou n 4 1 = dim W) qut induit une
parallélisation homotope & la parallélisation donnée.

Si dW = S", la classe f de f= g|S™ ne dépend que la trivialisation
de 6 @ T(S") induite par la parallélisation de W.

2.2. Sur l’ensemble des triples (W, t,j) ot W est une variété a bord
de dimension n - 1, t une trivialisation de T (W) et j : S* > dW un isomor-
phisme, considérons la relation (W, ¢, j,) ~v (W,, 15, j,) s’il existe un
isomorphisme h: W, - W, tel que j;"choj, soit un automorphisme de S”
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isotope a l'identité et ¢, T (h) soit une trivialisation de T (W,) homotope
a t;. C’est clairement une relation d’équivalence et on note B,,, 'ensemble
quotient. (Dans la suite, on oubliera souvent j et on écrira seulement
dW = S")

Avec cette définition, on voit que, dans le n® 2.1, on a construit une
application b:B,., - 7,(80(n 4 1)) dont l'image est constituée des
classes de toutes les immersions bordantes de S* dans R+,

Fig. 8.

Dans le disque D = D"** de bord S?, notons C, le demi-disquefsupé-
rieur, C, le demi-disque inférieur, D, leur frontiére commune, D, et D,
les hémisphéres supérieur et inférieur de S*. Etant donnés deux triples
(Wy, ti, ji) pour © = 1, 2, considérons deux plongements g;: C; > W; tels
que ¢;(D;)CcdW;. En déformant j; par isotopie, on peut supposer que
¢:|Di=j:|D; et en déformant ¢; par homotopie, on peut supposer
que t;2T(¢) = C|C;, ou C désigne toujours la trivialisation canonique
de T (D). Il est alors clair que les variétés a coins W; — ¢;(D;) se recollent
le long de ¢;(D,) par g.cq;" en une variété W dont le bord est isomorphe
a 5", I'isomorphisme j: S*— dW s’obtenant en recollant j,|D, et j,|D,.
De plus, les trivialisations ¢, et t, se recollent en une trivialisation ¢.
La classe dans B,,, du triple (W, ¢, j) ne dépend que des classes des
triples (W, t1, j.) et (W, ¢, j2) comme on pourrait le voir facilement.

On a ainst défini sur B,,, une loi de composition dont on peut démon-
trer sans peine qu’elle est associative et commutative. Le disque D mumi
de la parallélisation C en est I’élément neutre. On la nomme somme connexe
au bord. Pour cette loi B,,, n’est pas en général un groupe.

Remarquons qu’on peut aussi définir B,,, en considérant les variétés W’
sans bord de dimension rn - 1 parallélisées sauf en point. La somme
connexe au bord des variétés W correspond a la somme connexe ordi-
naire des variétés sans bord W’.

Notons, en abrégé, W, et W, deux éléments de B,,, et W, + W, leur
somme connexe au bord. La proposition 3 leur fait correspondre des
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Immersions g, g, et g. D’aprés la définition de W, + W,, on peut choisir,
pour g, la somme connexe des immersions g, et g, qu’on obtient en immer-
geant un petit tube joignant les bords de g, et g,; il en résulte que la
restriction de g au bord de W, 4+ W, est la somme connexe f, + f. des

S\

Fig. 9.

immersions f; = g;|dW;. On déduit alors de ’additivité de I'isomorphisme y
(voir chap. II, prop. 22) la : v

Proposition 4. — L’application b : B, — 7,(SO(n+ 1)) est additive. Son
image est un sous-monoide de T,(SO(n 1)) constitué de toutes les classes
bordantes.

2.3. Notons, comme dans [17] (part. II) (voir aussi [26]) A,,, le groupe
de cobordisme des variétés presque stablement parallélisées de dimen-
sion n 4+ 1 : deux variétés sans bord, munies d’une trivialisation stable
de la restriction du fibré tangent au complémentaire d’un point, ont méme
classe dans A,,, s’il existe un cobordisme qui les relie, muni lui-méme
d’une parallélisation stable sur le complémentaire d’un chemin joignant
les deux points exceptionnels du bord et induisant au bord les paralléli-
sations données. L’ensemble A,,, est un groupe commutatif pour la somme
connexe définie comme dans B,,,. En associant a4 une trivialisation la
trivialisation stable qu’elle définit, on obtient un homomorphisme
S:Bnii > Ay, car deux trivialisations homotopes sont cobordantes.

Soit W’ une variété sans bord et W la variété de bord S* obtenue en
Otant un petit disque de centre p€ W'. Comme W a le type d’homotopie
d’un complexe de dimension n, il y a correspondance biunivoque entre
les classes d’homotopie de parallélisation stable de W et de trivialisation
de 0 6 T(W). En outre, toute trivialisation de 0 @ T (W) est homotope
a une trivialisation provenant d’une trivialisation de T (W). D’ou, d’une
part :

Prorosition 5. — L’homomorphisme S est surjectif.

D’autre part, I'obstruction a étendre en p une trivialisation stable
de T(W'— { p}) est un élément de =, (SO (n 4 2)) qui ne dépend que de la
classe dans A,.;. On voit sans peine qu'on définit ainsi un homomor-
phisme a: A, > 7,(SO(n 4 2)).
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Prorosition 6. — Le diagramme

Buvi—> 7, (SO (n + 1))

I !

Ap—2s 7, (SO (n 4-2))

s

est commutatif.

Si I'on remplace b par la fleche b ou b (W, t)€n,(SO(n -+ 1)) est
I'obstruction a étendre la vraie trivialisation ¢ & la variété fermée
W = Wu D il est clair que le diagramme est commutatif. La propo-
sition résulte alors des formules suivantes :

(I) b(W7 t):b,(W7 t)—b,(D,C),
(2) : s(¥ (D, C)) =o.

Prenons pour disque D I’hémisphére supérieur D, de la sphére S***,
alors b’ (D, C) est I'obstruction a étendre a I’hémisphére inférieur D, la
parallélisation C de I’hémisphére D, ou, ce qui revient au méme, sa restric-
tion & I'équateur S" [qui est la trivialisation ¢ de 6 @ T (S")]. De méme,
b" (W, t) est I'obstruction a4 étendre & D, la restriction de t & S*=dW,
qui, d’apres la définition de b est égale & b(W, t).c; d’ou la formule (1).
La formule (2) est une conséquence du fait, bien connu, que la sphére S*+*
est stablement parallélisable.

2.4. Btant donnée une variété W de bord S” munie d’une parallé-
lisation stable, il peut y avoir plusieurs vraies parallélisations qui lui
correspondent, donc plusieurs éléments de B,.,. On va démontrer dans
un cas particulier qu’ils ont méme image par b. Ce résultat est en réalité
toujours vrai, comme on le verra plus loin.

Prorosition 7. — Soit W une variété de bord S* et t une parallélisation
telle que sob(W, t) = o; pour toute parallélisation t' stablement équivalente

at,onab(W,t)=b(W,t).

Soit W’ la variété sans bord obtenue par recollement de W et d’un
disque et p€ W’ le centre de ce disque. D’aprés Phypothése so b (W, t) = o,
la parallélisation stable T de W provenant de ¢ se prolonge & W’. La seule
obstruction a trouver une vraie parallélisation de W’ sous cette parallé-
lisation stable est un élément v € H™* (W', 7,(SO(n 4 1))) = 7,(SO(n 4 1)).
Cette obstruction peut se concentrer en p : pour toute parallélisation #’
de W' — {p} qui est en dessous de T, ’obstruction au prolongement en p
est u = b" (W, t'). Mais, d’aprés la formule (1) ci-dessus, on a

b'(W, ¢) = (D, C) +b(W, ¢).
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Cect a lieu pour tout ¢’, d’ou
b(W,t) =b(W, ).

2.5. La suite exacte de Kervaire-Milnor. — D’apres [16] (voir aussi [26]),
la fleche a se place dans une suite exacte : :

In

A s, (SO)

>I,——A,. ..,

ou II, est le groupe stable d’homotopie des sphéres =, y(SY) et
Jn: 1, (SO (n 4 2)) = Tapys (S™?) 'homomorphisme de Hopf-Whitehead. On
sait que cette suite exacte n’est autre que la suite-exacte d’homotopie
du couple (G, SO) (ou G est la limite par suspension de la suite des
espaces G, des applications de degré 1 de la sphére S7* sur. elle-méme).

Considérons le diagramme commutatif suivant :

B,l+1—b> T, (SO (n +1))

ls s
Y

¢ > T, (SO) —J"—>Hn

La surjectivité de S implique que I'image de b est appliquée surjecti-
vement par s sur le noyau de J,. En conclusion de ce paragraphe, on peut
énoncer :

Prorosition 8. — L’ensemble des classes bordantes de Imm (S*, R***)
est un sous-monoide de 7,(SO(n 4 1)) contenu dans le noyau de J, o s et rencon-
trant toutes les fibres de Uapplication s contenues dans ce noyau.

Le noyau de J, est assez bien connu depuis les travaux de J. Adams ([2]);
I’homomorphisme s est bien connu suivant les valeurs de n depuis les

travaux de R. Bott ([4]), de M. Kervaire ([15]) et de J. Adams ([1]).

3. LE NoYAU DE s.

3.1. Avant de commencer une étude détaillée suivant les valeurs de n,
on va donner des résultats généraux sur le noyau de s.

Soit u€n,(SO(n + 1)) le bord du générateur de =,.,(S™*!) dans la
suite exacte d’homotopie de la fibration SO (n 4 2)/SO(n 4 1) = S*** :

Tongs (S71) — L5 7, (8O (1 4-1)) ——> 1, (SO (n 4+ 2)) — > o.

Cet élément u = d(i,,,) engendre le noyau de s.
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Prorosition 9. — On a :

»

(1) uw=10b'(D, C) (avec les notations du paragraphe 2);
(i1) Si (W, t)€B,iy et si b (W, t) = o (autrement dit si t est une paralléli-
sation qui s’étend a la variété sans bord W') alors b(W, t) = u.

Les deux assertions sont équivalentes d’aprés la formule (1) de 2.3.
On va démontrer la seconde.

Soit W’ la variété sans bord associée & W en recollant un disque de
centre p. Si b'(W,t) = o alors ¢ est la restriction d’une parallélisation
de W'. Si p = b(W,t), la trivialisation p.c de 6 P T (S*) se prolonge au
disque « extérieur » D. Ceci suffit & caractériser p car deux parallélisations
de D sont homotopes; on va calculer p sur un exemple.

Lemume 1. — Soit r une symétrie de R*** par rapport a un n-plan, alors ¢.c
est homotope & la trivialisation composée

roco(—id@id): 6@ T (S") — 0@ T (S7) —» R+t R,

Soit D, I’hémisphére inférieur (z, o) de S***, orienté comme S**'.
L’équateur S* est le bord d(— D,) du disque D, muni de ’autre orien-
tation (obtenue par projection sur le plan horizontal z, = o). La triviali-
sation canonique G sur D, donne sur — D, la trivialisation roC, d’ou,
au bord, roc: 0 @ T (S") - R™* ou 0 est la normale sortant de D,. Il ne
reste plus qu’a changer l'orientation de 6 par —id: 6 — 6 pour obtenir
la trivialisation de 6 @ T (S") qui se prolonge au disque extérieur.

Pour achever de montrer que p=wu, 1l suffit de montrer que
u.c=r.c.(—1id @1id). Cest une conséquence du lemme suivant :

LeMME 2. — On a r.u.c = c.(— id @ id), c’est-d-dire que le diagramme

0@ T (S) — S Re+t
—id | id rou
Y o
0P T (S?) — Sn < R+t
est commutatif.

Pour construire un représentant de u, 1l faut construire une application
de D™* dans SO(n 4 2) dont le bord soit dans SO(n + 1) et dont la
classe module SO (n 4 1) donne le générateur i,,, de m,.,(S**) quand on
identifie le bord de D™** en un point.

Prenons pour disque D*** ’hémisphére supérieur de la sphére de rayon 2
de centre (— 1,0,...,0) dans R"?. On note T l'image réciproque
dans D™** par la projection verticale sur le plan horizontal R*** du repére
canonique T, de R"*. Ceci définit une parallélisation de D™*!. Soit

Ann. Ec. Norm., (4), 1II, — Fasc. 2. 21
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¢: D" — S"** la projection radiale horizontale. L’application ¢
envole dD™* au podle sud. A tout point z&€ D™**, associons le repére orienté
positivement (¢ (z), T, (T)) qui, aprés orthogonalisation, donne un élément
de SO(n + 2); modulo SO(n + 1), on obtient le générateur i,,, de
T (S*1). Déplagons cette application par une rotation R autour d’un
n-plan de R*** de sorte que I'tmage de dD"** modulo SO (n 4 1) soit le
péle nord : ainsi, le point-base de D""* va au point-base de SO(n + 2)
et notre application représente u.

Fig. 10.

Soit r = R|R""*; c¢’est une symétrie. Le représentant de u est I'appli-
cation 5" - SO (n + 1) qui, & tout € S" = dD™**, associe la transformation
linéaire Ty > roTe,(T). Mais, au bord de D"**, le repére To,(T) est obtenu
a partir de T, par symétrie par rapport au plan tangent & S* en z. Cette
symeétrie n’est autre que ’application (— id @ 1d) : 0 P T (S*) - 0 P T (SM).

Si la trivialisation canonique ¢ est définie a ’aide de T,, on a donc
w(Ty) =roco(—id@id) oc(Ty),
d’ou le lemme 2.

Si on appelle plongement retourné de la sphére S* dans R*** le composé
du plongement canonique p et d’une symétrie r, il résulte du lemme 2
que u est la classe d’immersion du plongement retourné. D’autre part,
il résulte de ’assertion (1) de la proposition 9 que u est I'obstruction a
une parallélisation de S**'. Enfin, comme il existe pour tout n des
variétés W’ de dimension n + 1 qui sont parallélisables, par exemple
S*X 8" (voir [11]), la classe u est une classe bordante. Si W’ est parallé-
lisable, on a ¥ (W’')=o, et a(u) = 7 (W) vaut 1 si n est pair, — 1 s1 n est
impair. Résumons cela en une proposition.

Prorosition 10. — Le générateur u de ker(s) est la classe du plongement
retourné; c’est obstruction a la parallélisation de S™*; ¢’est une classe bordante

de degré a(u) = (— 1)"
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3.2. Application d¢ Imm (S*, S**).

Prorosition 11. — Pour une immersion f:S5"— R*™, les assertions
sutvantes sont équivalentes :

(1) La classe de v o f: 5" — S"** est une classe bordante.

(ii) Jnos(f)=o.
(it) Il existe un entier relatif g tel que f -+ qu soit la classe d’une immer-
ston bordante (dans R™**).

Toute immersion de S* dans S*** étant régulierement homotope a une
immersion de la forme tof, il en résulte le

TutoriME 1. — Pour tout n, U'ensemble des classes des immersions bor-
dantes de S" dans S™** est le noyau de J,.

L’équivalence entre (i1) et (i11) est une conséquence évidente de la
proposition 8 et du fait que u engendre le noyau de s.

Montrons que (i) entraine (i). Si J,os(f) = o, il existe d’aprés la propo-
sition 8 une immersion f’: S"— R™* bordante et telle que s(f)= s(7).
L’immersion tof’ est bordante et réguliérement homotope a vof.

Montrons enfin que (i) entraine (ii1). Supposons que I'immersion tof
soit réguliérement homotope & une immersion bordante qu’on peut
supposer de la forme 7o f’.

LemMe. — St 1o f est réguliérement homotope (dans S***) a 1o f" alors
f=F+ qu on geZ.

Une homotopie réguliere dans S*** se décompose en une suite d’homo-
topies réguliéres dans R**' séparées par un certain nombre de passages
au pdle sud (point & l'infini de R"**). Pour chaque traversée ou le pdle
sud se déplace relativement a 'image de f dans le sens opposé au vecteur

’

Fig. 11.

normal, I'opération sur f est équivalente & la somme connexe avec une
sphére centrée au pdle sud, c’est-a-dire, d’aprés la proposition 10 avec
une immersion de classe u. Une traversée en sens inverse revient donc a
soustraire u a la classe de f. D’ou le lemme,



154 A. GRAMAIN,

Soit maintenant g': W— S**' un prolongement de iof’. L’image
réciproque du pdle sud est composée d’un nombre fini de points a;. Consi-
dérons des chemins ¢; disjoints entre eux qui joignent chaque a; au bord
de W. Il existe une isotopie de plongement de W dans W, constante sauf
au voisinage des images des chemins ¢;, d’origine id (W) et dont l’extré-
. mité ait une image qui évite les points ¢;. En la composant avec g’, on
voit que iof’ est réguliérement homotope & une immersion tof” qui
borde une immersion g’ de W dont I'image est contenue dans i(R"?),
D’aprés le lemme, on a [/ =" + q'u, d’ot f=F"+ (g+¢) u et [ est
une immersion bordante dans R™**.

4. ETUDE DETAILLEE (SUIVANT LES VALEURS DE n)

4.1. Pour n impair, 'image de k,: 7,(SO(n + 1)) - 7,(5") contient
les multiples de 2 car k(u) = a(u) — 1 = — 2 (propositions 2 et 10).
L’application k, est surjective si et seulement si la sphére S* est
parallélisable, c’est-a-dire si n=1, 3 ou 7 ([14]). Le noyau de
dnst T, (S") = T,y (SO (n)) est égal & 'image de k,. Il en résulte que le
noyaude s, ; : T, ,(SO(n)) > 7, ,(SO(n 4+ 1)) est égal & o ou Z/(2)
selon que 5" est parallélisable ou non.

Pour n pair, 'homomorphisme J, est injectif ([2]); on en déduit les résul-
tats suivants :

n=2 ou 6, 1,(80) = o ([4]) et 7,(80(n 4 1)) =o0. Il n'y a qu'une
classe d’itmmersion de S™ dans S*™*' comme dans R™, elle est évidemment
bordante.

n pair #2 ou 6, m,(SO)=o0 pour nz£8k, T.u(SO)=2Z/(2) et
ker(s) = { o, ul. Il n’y a qu'une classe bordante dans S"*'. Elle provient
de deux classes dans R™**', bordantes toutes deux : celle au plongement cano-
nique et celle du plongement retourné.

4.2. Pour n impair, du fait que k,(u) =— 2, on déduit que u est un
élément d’ordre infini de 7, (SO (n + 1)). Le noyau de s est infini cyclique
et k ’envoie bijectivement sur les entiers pairs. Autrement dit, dans ker(s),
tous les degrés sont impairs, et tous les degrés impairs sont atteints.

Prorosrtion 12. — Pour n tmpair £ 1, toutes les classes de ker(s) sont
bordantes.

Il en résulte le :

TutoriME 2. — Pour tout n > 2, l’ensemble des classes des immersions
bordantes de S* dans R™* est le noyau de J, o s.
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Démonstration du théoréme 2. — Pour n pair, ¢’est le résultat du n° 4.1.
Pour n impair, I’ensemble des classes bordantes est un sous-monoide
de ker(J, o s) contenant un point dans chaque fibre de s (proposition 8)
et contenant la fibre de o en entier (proposition 12) : il est donc égal

a ker(J, o s).

Démonstration de la proposition 12. — Comme les classes bordantes
constituent un monoide, il suffit de montrer que u et — u sont des classes
bordantes. Pour u, c’est la proposition 10. La classe — u est, dans ker(s),
la classe de degré a(— u) =1 + k(u) = 3. Soit (W, t) €B,.s, pour que
b(W, t)€ker(s), il faut et suffit que la parallélisation ¢ s’étende en une
parallélisation stable de W’. Mais alors, la seule donnée de W’ stablement
parallélisable suffit & déterminer b(W, t)€ker(s), car ¢ (W) =y (W') — 1
est égal au degré qui suffit, dans ker(s), & déterminer la classe (comparer
avec la proposition 7). Dire que — u est une classe bordante, c’est donc
dire qu’il existe une variété sans bord stablement parallélisable dont la
caractéristique d’Euler soit 4. Pour n £ 1, on peut choisir W’ = §? x §**,
Pour n = 1, on sait bien qu’il n’en existe pas. Dans ce cas, on a :

TratoriME 2'. — L’ensemble des classes bordantes de S* dans R? est
Uensemble des classes de degré impair au plus égal d 1.

En effet, 7, (SO) = Z/(2) et J, est injectif. Dans S?, seule la classe de
degré impair est bordante. La classe de u est bordante et celle de — u
ne l’est pas.

CoroLrLAIRE. — Pour tout n, Uensemble des classes bordantes forme un
sous-groupe de 7, (Imm (5", S"**)). Pour n>2, Uensemble des classes
bordantes forme un sous-groupe de m,(Imm (5", R***)).

5. DEs REPRESENTANTS POUR CHAQUE CLASSE BORDANTE. — On a déja
donné explicitement des représentants d’éléments de B,,; qui bordent la
classe u (§ 3) et la classe — u (§ 4). Par somme connexe, on obtient des
représentants qui bordent tout élément de ker(s). Le noyau de J, est nul
sauf pour n = 4 k — 1 (voir [2]); dans ce cas, on a m,(SO) = Z; notons j,
Pentier qui engendre ker(J,). On trouve le calcul (presque complet) de j,
dans [2]. Dans ce cas, on va construire des représentants au-dessus du
générateur de ker(J,).

5.1. Supposons d’abord n <3 ou 7. L’application k, n’est pas sur-
jective; il en résulte que toute immersion de S” dans R"*! est de degré
impair. Pour tout relévement m € 7, (SO (n 4 1)) du générateur de =, (SO),
Ientier k(m) est pair. Comme k(u) = — 2, on peut choisir m pour que
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k(m) = o. Le couple (u, m) est une base du Z-module libre =,(SO (n + 1))
et on a k(x.u+ y.m) =— 22.

Si maintenant n = 3 ou 7, I'application k est surjective, et pour tout
relévement m du générateur de m,(SO) Dlentier k(m) est impair. Choi-
sissons m pour que k(m) = 1. On a encore une décomposition directe
de m,(SO), mais on a k(z.u 4+ y.m)=— 22+ y. Comme j,= 24 et
J2 = 240, toutes les classes bordantes ont une coordonnée y paire donc
un degré impair.

5.2. Soit W une wvariété de dimension n + 1 = 4k de bord S* munie
d’une parallélisation stable T et soit W’ la variété sans bord corres-
pondante. Calculons Pobstruction a(W, T) a la stable parallélisation

de W'. D’apres le lemme 2 de [16], on a
(W) =xar(2k—1)! a(W, T),

ou px(W’) est la valeur de la classe de Pontrjagin sur la classe fonda-
mentale de W', et oul a,= 1 ou 2 selon que k est pair ou impair. D’autre
part, comme W’ est stablement parallélisable, la classe p, est la seule
classe de Pontrjagin non nulle et la formule de la signature ([8]) s’écrit

B
(3) 7 (W) =2 (3%~ — 1) o5 e (W),
D’ou
(4) (W) == 22/‘—1(22"—'—1)ak%a(w, T).

Ceci prouve que a(W, T) ne dépend pas de la parallélisation stable T
mais seulement de la signature ¢ (W) = o(W’) qui est un invariant topo-
logique de W.

Soit ¢ une vraie parallélisation compatible avec T, et notons
z.u+y.m=>b(W,t).
Alors on a
y=a(W,T),

(5) x (W) =1+k(b(W, ) =1—22 si n3our7,
=1—2x+Yy si n=3ou7y..

La classe b(W, ¢) ne dépend donc que de ¢(W) et de ¥ (W) qui sont des
invariants topologiques de W. Ceci généralise la proposition 7.

Prorosition 13. — Si n= 4k — 1, la classe b(W, t) ne dépend que
de a(W) et v (W). Elle est donnée par les formules (4) et (5).
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5.3. Notons P,,, le groupe de cobordisme stablement parallélisé des
variétés dont le bord est une sphere d’homotopre. La signature o (invariant
de cobordisme) définit un homomorphisme dans Z. Pour n = 4k — 1 3£ 3,
cet homomorphisme est injectif et son image est 1'idéal des multiples
de 8 ([17]). On démontre cette derniére assertion en considérant la
variété W, obtenue par plombage selon le diagramme de E, de huit exem-
plaires du fibré en boules fermées tangent a S**. On vérifie que o(W,) = 8
et que dW, est une sphére d’homotopie (n = 3).

Si 0, est le groupe des n-sphéres d’homotopie modulo h-cobordisme
(i. e. modulo difféomorphisme car n > 6), la suite (évidente)

Api—> Py —0,

est exacte ([17], Part. II). La formule (4) montre que la fleche A,y - Py
se factorise par a. Notons

B; .
or=ck 2%~ (221 1) g Tk‘lk'

C’est la signature d’un élément de A,,,. En conséquence, une variété
stablement parallélisable de signature o, de bord une sphére d’homotopie
a pour bord la vraie sphére et définit un élément de A,,, dont 'obstruc-
tion a (W) engendre ker (J,).

Soit W, la somme connexe au bord de %]‘- exemplaires de W,. On a

a(W,) = or. La variété W, a le type d’homotopie d’un bouquet de huit
sphéres S, donc % (W,) =9 et % (W,) = 1 +.04 Il résulte alors des
formules (5) que

b(wo):—%u—i—jk.m si n3£3oury,
b(W,) =8u+ 240.m si n=m.

5.4. Pour la dimension n =3, on a emprunté le présent exemple
a [19]. Soit W’ une surface algébrique sans singularité, de degré 4,
dans P;(C). On va montrer que o(W’) = — 16 et y(W’') = 24. De plus
la variété W de bord S°® obtenue en pergant un trou dans W’ est stable-
ment parallélisable. On en déduit que b(W) = 24.m.

La famille de tous les mon6mes de degré 4 en quatre variables définit
un plongement de P, dans P;; de telle sorte que W’ en soit une section
hyperplane (cf. [10]). D’aprés le théoreme de Lefschetz, on a donc
1, (W) = 7, (P;) = o.

Notons ¢ : W — P, l'inclusion, n le fibré normal de ¢ et u€H?*(P;)
le générateur canonique. Comme W’ est de degré 4, on a

(et (ur), w'h=qut, i (W) =4.
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La classe d’Euler ¢, (n) du fibré normal est la restriction & W’ de la classe
de Thom UeH*(T, bT), ou T est un voisinage tubulaire de W’ dans P;.
Si on note p la projection de T et [W’] la classe fondamentale de cohomo-
logie, le cup-produit UU p*([W']) induit dans P, la classe fondamentale u?
(isomorphisme de Thom). Il en résulte que U induit dans P; la classe duale
(Poincaré) de i, (w’) et par suite que ¢, (n) = 41*(u).
Ecrivons que T(W) @ n = T(P;)| W/, on a
(144 6) (1+ 41 (u)) = (1+ u)h.

D’ou ¢, = 0 et ¢c,= 61*(u?), ou ¢, et ¢, sont les classes de Chern de W'.
On en déduit que 3 (W') = {cs w' > = 24 et que
(W)= %p, (W = %(cﬁ— 2Cy, W' > —=—16.
Il reste & voir que W est parallélisable. On démontre ceci en remar-

quant que W a I’homologie d’un complexe de dimensicn 3 et que les classes
caractéristiques de T (W) sont nulles.

CHAPITRE 1IV.

CLASSES DES IMMERSIONS BORDANTES DE S
DANS UNE VARIETE DE DIMENSION n - I.

Soit M une variété connexe orientée sans bord, compacte ou non, de

P
dimension n 4 1. On note MXR"' le compactifié d’Alexandroff de
M X R™*. On définit dans ce chapitre une application J de =, (Imm (S, M))

/\ . . F) .
dans I’ensemble [MXR"“, S"“]o des classes d’hemotopie basique d’appli-
cations, et on démontre le théoréme suivant :

TatoreME 1. — Pour tout n > 2, l'ensemble des classes des immersions
bordantes de S* dans M est le sous-ensemble J~* (o) de m,(Imm (S, M)).

Lorsque M = R"**, le théoréme 2 du chapitre III constitue un cas
particulier du théoréme 1 ci-dessus. Ce cas particulier est utilisé de fagon
essentielle dans la démonstration du théoréme 1. g

P . . , . ’
L’espace M X R*** étant une suspension, il en résulte une loi de compo-
.t . /\ . . ' . .
sition sur [MXR"“, S"”]o. L’application J est additive (pour la somme

connexe des immersions) et 'on a :

TrEorEME 2. — Pour tout n > 2, si M est simplement conneze, I'ensemble
des classes des immersions bordantes de S* dans M constitue un sous-groupe

de =, (Imm (", M)).
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1. LA CONSTRUCTION DE L’APPLICATION J.

1.1. La construction de Thom-Pontrjagin. — Soit f: 3" - M une immer-
sion et n(z) (z€ 5" un champ normal sortant. St on identifie M & la sous-
variété MX{o} de MXR"! I'immersion f donne lieu &4 une immersion,
encore notée f: S* > MXR"', qui posséde un (n + 2)-champ de vecteurs
normaux (n(z), ¢.(x), ..., ¥ass (), OU ¢4, ..., ¢¥ory sont les vecteurs de
‘base de R**'. La dimension 2n + 2 de M X R*** est suffisante pour que,

\

n(x)
5<>~

Fig. 12.

d’aprés les théorémes de plongement de Whitney ([28], [6]), 'immersion f
soit voisine d’un plongement [’ : 5"~ MXR"*. 8i I'on choisit le plonge-
ment [’ assez voisin de f, le (n 4+ 2)-champ (n(z), v, (), ..., ¢ups(2)) est
encore transversal & f’ et définit donc une trivialisation du fibré normal
du plongement f’. Si on réalise ce fibré normal par un voisinage tubulaire
fermé U de f'(S"), la trivialisation donne une application

t: (U, fl(U)) > (Dn-a-z’ S’H‘l),

Composons Papplication t avec la projection de D"** sur $*** qui envoie o
au pdle sud S et le bord au péle nord N. L’application ainsi obtenue, qui
est constante sur la frontiere de U, se prolonge sur le complémentaire
de U par Papplication constante d’image le pdle nord pour donner une
application continue F’:MXR™! - §"**, L’image réciproque du péle
sud par F’ est la sous-variété f'(S").

En raison de la compacité de U, I’application F’, qui est constante

hors de U, définit une application F du compactifié d’Alexandroff M/><\R”“

de MX R*** dans §"** qui envoie un voisinage de 'infini au péle nord.
Remarquons qu’il aurait suffi de prendre M X R" pour faire cette cons-

truction : c’est dans la suite qu’on utilise la dimension de M X R"+*.

1.2. Montrons que la classe d’homotopie de I'application F avec points-

N
bases c € MXR**"* et N€S*** ne dépend que de la classe d’homotopie
réguliére de f et d’aucun des choix faits au cours de la construction.
Ann, Ec. Norm., (4), III. — Fasc. 2. 22
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D’abord, si U’ est un autre voisinage tubulaire de f’(S"), le théoréme
d’isotopie des voisinages tubulaires ([5]) nous donne une isotopie de
M x R***, constante sur f’(5"), qui transforme U en U’ en respectant les
trivialisations. Il en résulte une homotopie entre les applications F’ corres-
pondantes. Comme on peut supposer que I'isotopie est constante au voisi-
nage de I'infini, on a une homotopie a point-base entre les applications F.

D’autre part, si, au lieu de f’, on choisit un autre plongement f, voisin
de f, la dimension 2n 42 de MXR"' est suffisante pour qu’il existe
une petite isotopie de plongements h : S"X I - M X R*** X I entre [’ et f,.
Si cette isotopie est assez petite, le (n 4 2)-champ (n(z), 0, (2), ..., .01 (2))
est transversal au plongement h, et trivialise son fibré normal. On en
déduit wune application T : (X, fr(X)) — (D", S**), ou X est
un voisinage tubulaire de h&; par construction, cette application
induit ¢ (resp. t,) sur le voisinage tubulaire U= XNn(MXR"*"'X{o})
[resp. U= XN(MXR**'X {1})]. L’application H': MX R***x I - §"**
obtenue en prolongeant T par une constante hors de X, réalise donc une
homotopie entre les applications F’ et F,. Pour la méme raison de compa-
cité que précédemment, H' induit une homotopie H entre F et F,, préser-

. P . /\
vant le point-base a I'infini de M X R"*".

Soit enfin h:S*X1 — MXI une homotopie réguliére libre entre deux
immersions f, et fi, et soit N(z) un champ normal a kA qui soit parallele
aux fibres de la projection sur I. L’immersion composée de h et de I'injec-
tion canonique de MXI dans MXIXR"*' posséde un (n + 2)-champ
normal (N (z), ¢, (2), ..., #»s1(x)). Elle est voisine d’un plongement A’
dont la restriction & S*X { o } (resp. 5" X { 1 }) est un plongement f; (rvesp. f,)
dans MX{o}XxR"* (resp. MX{1|XR"") voisin de l'immersion f,
(resp. f1). On en déduit comme précédemment, & I’aide d’un voisinage
tubulaire de A, une homotopie entre les applications F, et F,.

1.3. On vient ainsi de définir une application
N
J: m(Imm (S?, M)) — [Mxﬁn+l’ Sn+2]0'

N
L’espace M X R"*, espace de Thom du fibré trivial de rang n + 1 de
base M, est égal a la (n 4 1) suspension E™*(M) du compactifié

d’Alexandroff M de M; si M est compacte, I’espace M est I’union disjointe
de M et d’un point.

Soit 7 : m, (Imm (8", M)) — [S", T(M)] I'isomorphisme défini en (II,
prop. 2). On a donc une application

Jor1: [Sn, T (M)] — []V[/><\Rn+1, Sn+2:|0_
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En particulier, lorsque M = R, on a M/><\R"+‘= S22, Iapplication
C Jet (SO (R A1) = Tyngs (S742)
est alors égale a (— 1)"J,0s, ou
Tt (SO (1 —+2)) — Toupe (S2)

est ’homomorphisme stable de Hopf-Whitehead. On démontre cela par
comparaison entre la construction du n° 1.1 et la construction de

M. Kervaire ([12], p. 349).

2. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.
2.1. Immersions bordantes.

Proposition 1. — Si f:5"—> M est une immersion bordante, alors
J(f)=o.

Soient W une variété compacte de bord dW = 5%, et g: W— M une
immersion telle que f= g|dW. Soit C un voisinage tubulaire de dW
dans W et ¢ : S*X[o, 1] > C un isomorphisme tel que ¢|S*X {1} soit
I'identification de S" et de dW. On identifie M au bord M X { o } X R***
de la variété M xR, x R**"'.

Considérons I'immersion g, : W — M X R, X R"** définie par

gl)(l'.):(gl(‘%)also) Si -Z‘E\V—C,
o {

So(x) = <#'o(?<y, I— (:os<7rt§>>, sin<7rg>7 0> si x=o0(y, t)eC.

ARy

N(x)

n(x)
-

Fig. 13.

Cette immersion possede un (n -+ 2)-champ normal (N (z), ¢, (2), ..., 9014 (z))
avec, N(z) = v,, vecteur de base de R,, s1i 2&€ W — C, et

N («) :wocos<n%> +n(y,t) sin<7rg> sl x=9(y,1),
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ou n(y,t) désigne le vecteur normal en y€S* de I'immersion S*"— M
définie par y > go q:(y, 1 — cos<‘n é)) En outre, les restrictions de g,

et de son (n -+ 2)-champ normal au bord S* de W sont I'immersion
f:S">MX{o} X R**" et son (n+ 2)-champ normal (n(z), v, ..., ¢ni1);
‘il y a de plus transversalité de g, -au bord.

La dimension 2 n 4 3 de MX R, X R""* est suffisante pour que g, soit
voisine d’un plongement g’ : W > MXR,XR" qui envoie I'intérieur
de W dans MXRI X R™*** et dW dans M X { o} X R™*'. A I'aide d’un voisi- -
nage tubulaire compact de g’ dont la projection sur R, est contenue dans
un segment [0, a], on construit alors une homotopie (M X R"**) X[o, a] > S***
entre I'application F associée a f et 'application constante.

h\pt

Fig. 14.

On pourrait démontrer d’une fagon analogue le résultat un peu plus
fort suivant :

Prorosition 1. — St f, f': 8"~ M sont deux itmmersions cobordantes.

alors J(f) = J(f").
2.2. Réciproque de la proposition 1 (pour n>> 2).

Prorposition 2. — Soit f: S"—> M une immersion telle que J(f)=o,
alors, st n>> 2, f est réguliérement homotope & une immersion bordante,

P
Soit H : <M>< R"“)XI — 5™** une homotopie & point-base entre ’appli-
cation I' associée a [ et l'application constante d’image le péle nord.

En « décompactifiant » (MXR"“>><I, on obtient une application H' :
MXR,xXR*"" - §*** qui envoie le complémentaire d’un compact au
pdle nord, et qui, sur MX{o}XR"", coincide avec l’application F’

du n° 1.1.
On peut supposer I’homotopie H telle que sa restriction 8 MX R X {1t}

soit égale 4 F pour o =~ té%- Sans la modifier au voisinage de l'infini,
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ni au voisinage de MX {o | X R, on peut alors remplacer H’' par une
application différentiable. Choisissons un point Q€ S*? sur lequel la
* nouvelle application H’ soit transversale; I'image réciproque H'™*(Q)
est une sous-variété W' de dimension n + 1 de MX R, X R**', compacte,
avec un bord (éventuel) dW’ qui est I'intersection transversale de W’ et
de Mx {o} xR

Si on a choisi le point Q assez voisin du poéle sud S, alors dW’ est une
variété assez voisine de F'~*(8) = f'(5"), c’est-a-dire que dW’ est l'image
d’un plongement f” de S* qui est assez voisin de f’ (et en particulier isotope
par une petite isotopie). L’image réciproque par la dérivée de H’' d’un
(n + 2)-repére tangent a 5"*° en Q est un (n -+ 2)-champ transversal
a W’ dans Mx R, X R™*; sa restriction & dW’ est un champ transversal
dans MX {0} X R™*'. On peut supposer cette restriction assez voisine du
champ (n(x), ¢1, ..., ¥ns1) pour lui étre homotope : pour cela, il suffit
de choisir un repére en Q assez voisin du repére en S image de
(n(x), 1y vy Yni1)-

Si ’on note W la composante connexe de W’ qui contient le bord, on
a donc les données suivantes : une variété W connexe compacte de bord
dW = 5", un plongement g” : W - M X R, X R*** avec un (n 4 2)-champ
transversal tels que la restriction de g” au bord 5" soit un plongement f”
dans M X { o } X R™** et que la restriction du champ soit (n (), vi, ..., ¢¥ne1).

Lemume 1. — Il existe une tmmersion g : W — M telle que 1o g soit régu-
liérement homotope a g” (ou 1: M - M X R, X R*** désigne le plongement
canonique id X0 Xo).

Une telle immersion g est homotope a la composée p : W— M de g”
et de la projection sur M. D’aprés le théoréme de classification des immer-
sions (votr chap. II, n® 1.2), il existe une immersion g homotope a p si
et seulement si Dapplication p est couverte par une injection fibrée
de T(W) dans T(M); de plus, to g est régulierement homotope a g” si
et seulement si l'injection fibrée T (i) o T(g): T(W) - T (M xR, x R"**)
est homotope a T (g”).

Traduisons le probléme en prenant les images réciproques par p des
fibrés de base M. Le plongement g” et son (n 4 2)-champ normal donnent
lieu & un W-isomorphisme

Ui T(W) @ o+ p* (T(M)) @ O+

et il s’agit de montrer que ¢ est homotope & un isomorphisme de la forme
e@id(0*?) [ou ¢ : T(W)— p*(T(M)) correspondra a I’application
tangente de I'immersion g cherchée]. Les obstructions & une telle homo-

topie sont dans les groupes H'(W; ;(SO(2n + 3)/SO(n + 1)). Ces
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groupes sont tous nuls car, pour : =~ n,ona (SO (2n + 3)/SO (n+1)) = o
et, pour ¢t > n + 1, la cohomologie H (W) est nulle puisque W est une
variété de dimension n 4 1, connexe et a bord.

La restriction f,= g|dW de I'immersion g: W M n’est pas néces-
sairement réguliérement homotope & f. Cependant, en tant qu’appli-
cations continues, f et f, sont homotopes car homotopes a ¢ = p |5
D’aprés I’exactitude de la suite (£) (chap. II, prop. 14), leurs classes régu-
licres f et f, dans [S7, T(M)| différent par Popération d’un élément
€T, (SO (n + 1)). '

LemME 2. — On a f = p_f:, ot PET,(SO(n 4 1)) est tel que s(p) = o.

Explicitons d’abord ¢. En complétant I'application tangente a f, par
un champ normal, on obtient un isomorphisme ¢, : 6 @ T (S") - ¢*(T (M))
qui est précisément la restriction de 0 a T(W) [ 8"= 06 P T (5"). De méme [
donne un isomorphisme vy : 8P T(8") - ¢*(T(M)), le champ normal
étant n(z). L’élément o s’obtient en transportant par une trivialisation
du fibré ¢* (T (M)) automorphisme ¢,' oy [ce qui ne dépend pas de la
trivialisation choisie puisque 7,(SO(n 4 1)) est commutatif].

Lorsqu’on stabilise y en ajoutant un fibré trivial 0"** de fibre
(V05 15 «++5 ¥ns1), ON obtient un isomorphisme

""@ d: 0 @ T(S"’) @ n+2 (]*(T(l\i)) 69 n+2

qui est homotope a la restriction de ¢ a S”: 1l suffit en effet de déformer
par rotation le 2-champ (n(z), v,) en (— ¢,, n(z)) pour obtenir ¢ |S"
D’autre part, comme 9,= ¢ |S", le stabilisé de ¢, est aussi ¢|S" Il en
résulte que p est stablement homotope a l'identité, donc que

s(0) =0€m, (SO (n—+2)).

2.3. Fin de la démonstration de la proposition 2. — Pour démontrer
la proposition 2, compte tenu du lemme 2 et du fait que f, borde 'tmmer-
sion g (lemme 1), il suffit de démontrer la proposition suivante :

Prorosition 3. — Pour n > 2, st f: 5" — M est une immersion bordante,
et st Uélément o €7,(SO(n + 1)) est dans le noyau de U'homomorphisme s
de stabilisation, la classe p.f est la classe d’une immersion bordante.

Pour démontrer la proposition 3, on construit explicitement une immer-
sion f’ bordante de classe f’ = p.f de la fagon suivante. Soit h: §" > R"+!

une immersion dont la classe A€, (SO (n + 1)) soit égale a e. D’apres
le théoréme 2 du chapitre I1I, comme s(g) = o, on peut, st n> 2, choisir
pour k une immersion bordante. Si on identifie R**' & un disque ouvert
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dans M, I'immersion h donne une immersion A’ : 8" -~ M qui est bordante.
Soit f" une somme connexe de f et de &', "immersion f’ est bordante. Comme
Papplication A’ est homotope 4 o dans M, 'opération de somme connexe
avec h’ consiste, pour la classe f, 3 modifier I'injection fibrée T (f) :
T (8") - T (M) au voisinage d’un point de 5" par 'opération de p concentrée

sur un disque (voir chap. II, prop. 24); par conséquent [ = p.f.

Fig. 15.

Le théoréme 1 est la réunion des propositions 1 et 2. L’hypothése n > 2
intervient par l'intermédiaire de la proposition 3. Lorsque M = R"*!,
I'interprétation de J (n° 1.3) montre que le théoréme 1 est équivalent
au théoréme 2 du chapitre III. De plus, le théoréme 2’ du chapitre III
montre que I’hypothése n > 2 est nécessaire.

3. ADDITIVITE DE J ET APPLICATIONS.

P N
3.1. Additivité de J. — On a Mx R** = E**(M) et en particulier, on
/\ V/\ . o .
a MXR"' = E(MXR"). Il en résulte une loi de composition, notée -+,

sur [MX R, S"”Jo-

ProrosiTion 4. — Sotent f, fi : S" > M deux vmmersions et f -+ f, une
somme connexe; on a J(f—}— fi) = J(F) + J(f).

Construisons d’abord une application F, : M X R"' — §"** qui repré-
sente la classe J(f) 4 J(f.). Soient F’ et F, les applications de M x R
dans S**? qui correspondent (n®1.1) a fet fi. Si (z, y, 2) EMXR"XR, on
définit F| par les formules suivantes :

(2) Iy (z,y,5) =¥ (2, y, Log(s)) si 5> o0,
:FQ(J")’»—LOg(—';)) si 5 <o,
= N (poéle nord) sl 5=—o,
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Il est clair, aprés contraction en un point des points a l'infini, que F,
est obtenu a partir de F et F, par la comultiplication

e ) ()

L’application F, représentant J(f) 4 J(f.) s’obtient donc par la cons-
truction du n° 1.1 appliquée simultanément aux deux immersions f et f;.
Or on sait (chap. II, prop. 16) que la somme connexe f + fi est cobordante
a l'union fUf’. En raisonnant comme pour la proposition 1’, on voit done

que F, est dans la classe d’homotopie J(f—i— fl)

D3

Fig. 16.

Lorsque M est simplement connexe, la somme connexe fait de
7, (Imm (S*, M)) un groupe (chap. II, prop. 22). Du théoréme 1 et de la
proposition 4, il résulte alors :

TutoriME 2. — Pour tout n > 2, st M est stmplement connexe, 'ensemble
des classes des immersions bordantes de S* dans M constitue un sous-groupe

de 7, (Imm (5", M)).

3.2. Les tmmersions homotopiquement triviales. — Considérons la suite
exacte ‘
(2) 7, (SO (1 + 1)) —— [ S7, T (M) |—>[S?, M.

Si p est un élément de 7,(SO(n + 1)), on obtient un représentant h(p) :
S"— M de la classe ¢(p) en prenant une immersion h:5"— R de

\

classe o et en identifiant R"** 4 un disque ouvert dans M (chap. I, prop. 23).

Proposition 5. — St n>2, et st J,os(p) =0, alors Joi(p) = o.

On peut en effet choisir A (p) bordante (¢f. démonstration de la propo-
sition 4).

Inversement toute immersion f : S*"— M homotopiquement triviale
(homotope a o en tant qu’application continue) est dans une certaine
classe i(p).
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Proposition 6. — Supposons M stablement parallélisable; soit [ une
immersion homotopiquement triviale, de classe { = 1(p), sv [ est bordante,
alors J,o s(p) = o.

‘Sotent g: W— M un prolongement de f et T’ une trivialisation de
T(M) @ 0; la composée T'o(T(g)Pid) : T(W)PH b - R est une
trivialisation stable T de T (W). Sa restriction & 5" est une trivialisation
stable, To= T (T(f) @ 1d) de 6 P T(S") qui s’éerit T,= 1o (c P id)
[ou ¢ est la trivialisation canonique de 6 T(S")]; comme ,(SO) est
commutatif, g est indépendant du choix de T’ |f(S"). En particulier,
si on choisit la trivialisation associée & I’homotopie de f & o, on voit que
= s(p)- |

Avec les notations du chapitre III, § 2, on a p = a(W, T), donc
(chap. III, n° 2.5), J,(p) = o.

Remarque. — D’aprés (III, prop. 7 et 13), la donnée de W et de T
détermine de fagon unique (°) un élément ' = b(W, T)€ 7, (SO (n 4 1))
qui est la classe de la restriction f, = g,| 5" de 'unique immersion de W
dans R**! qui induise la trivialisation stable T. On a s(p) = s(p’). On note f’
et g’ les immersions dans M obtenues & partir de f, et g, en identifiant R**'
a un disque ouvert dans M.

ProrositioN 7. — Si M est parallélisable, et si f, de classe f= t(p)
borde g : W — M, alors [ est réguliérement homotope au bord ' d’une immer-
ston g': W— M qui se factorise par un disque ouvert dans M.

Fig. 1.

Dans la démonstration de la proposition 6, on remplace T, T' et T,
par de vraies trivialisations ¢, t" et ,. Il en résulte que p = b(W, t), d’ou
(¢f. remarque), p = p’.

Exemple (fig. 17) : M =5'X8', W=M — D?, g=1d (M) | W.

(°) On verra (chap. V, n° 2.3) que la donnée de T est superflue.
Ann, Ec. Norm., (4), I1I. — Fasc. 2, 23
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3.3. Conséquences de I'additivoité de J. — Soit M une variété stablement
parallélisable. On suppose que n > 2. Soit «€[S", M] une classe d’homo-
topie et I(a) I’ensemble des classes d’immersions de classe d’homotopie o.
5’1l existe une immersion bordante f dont la classe soit dans I(x), toute
immersion de I(x) a une classe égale a f4 i(p) (pE€T,(SO(n + 1))) et -
on a J(f+i(p)) = Joi(p), en raison de l'additivité de J. Des propo-
sitions b et 6, il résulte que la classe f 4 i (o) est bordante si et seulement
s1 J,os(p) = o.

En particulier, st M est parallélisable, on a
[$2, T(M)]=[S", M]x m, (SO (n +1))

et, dans une famille I(«), la donnée d’une immersion bordante f (s’il en
existe) établit une bijection entre I(«) et 7, (SO (n 4-1)) = 7, (Imm (S*, R**'))
par laquelle les classes des bordantes se correspondent entre elles.

CHAPITRE V.

LES VARIETES STABLEMENT PARALLELISABLES.

On se propose principalement d’étendre aux immersions de codimen-
sion 1 d’une variété stablement parallélisable quelconque les résultats
obtenus aux chapitres I1I et IV sur les immersions de la sphére S* dans
lespace euclidien R"™', dans la sphére S*™' ou dans une variété
quelconque M"*'. Pour cela, on utilisera de fagon essentielle les résultats
du chapitre IIL

Tout d’abord, on démontre (§ 1) le théoréme suivant :

Tutorime 1. — Soit f: V*— R*™" une tmmersion. St n>>2 el st iof
est une immersion bordante (dans S™**), alors f est réguliérement homotope

\

(dans R™') & une tmmersion bordante.

Dans le paragraphe 2, en utilisant les résultats du chapitre I1I sur les
immersions bordantes de S*™* dans S”, on donne des critéres pour qu’une
variété stablement parallélisable V" soit parallélisable.

Enfin, dans le paragraphe 3, on généralise la construction du chapitre 1V
ct on obtient une application

N
Jv . Too (Imm(V”, Mn—H)) > [ﬁx Rll+l, Sn+2:|0
dont ’ensemble des zéros est ’ensemble des classes bordantes. On a vu

que, lorsqu’on identifie convenablement =,(Imm/(S”, 5"*')) et =,(SO),
lapplication J. est au signe prés égale & I’homomorphisme de Hopf-
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Whitehead, J, : 7,(SO) —» 7,(G). 1l s’agit la d’une circonstance tout a
fait particuliere.

On montre en effet que, lorsque V n’est pas la sphere 57, application
naturelle jy : [V, 8O] — [V, G] n’est pas nécessairement égale a I'appli-
cation qu’on obtient a partir de J, par des identifications convenables.
De plus, les noyaux sont différents et l'application j, ne peut servir a
caractériser les immersions bordantes.

1. Immersions pans R™' et S*"'. — Dans ce paragraphe, V désigne
une variété compacte connexe sans bord, de dimension n, et
c: 0T (V)—> VxR une trivialisation du stabilisé du fibré tangent T (V).
A Paide de ¢, on a construit (chap. II, § 1) des bijections

w: 7 (Imm(V, R*+1)) [V, SO (n + 1)]
et ‘
P T (Imm(V, S*+1)) — [V, SO (n + 2)]

de telle sorte que le diagramme
i (Imm (V, R#+1)) =5 [V, 8O (n +1)]

Sy

’ Y
7o (Imm (V, $+1)) —25 [V, 8O (n + 2)]

soit commutatif (chap. II, prop. 10).

1.1. Soient f: V- R**' et h : S"— R"™*' deux immersions; on a vu
(chap. II, prop. 21) que toutes les sommes connexes f -4 h sont dans la
méme classe d’homotopie réguliére, notée f -+ h. On définit ainsi une opé-
ration du groupe m,(SO(n + 1)) dans 7, (Imm(V, R*')). De méme,
pour les immersions dans S**', on définit une opération du groupe
7,(SO (n 4 2)) dans 7, (Imm (V, S**')). Les applications ¢, sont compa-
tibles avec ces opérations.

L’application sy :[V,80(n + 1)] > [V,80(n 4 2)] est un homo-
morphisme surjectif (toute immersion de V dans S"*' est réguliérement
homotope & une immersion dont I'image évite le pole sud). On va montrer

que I’application & — f 4 £ induit une bijection de ker(s) C =, (SO (n + 1))

sur la fibre de sy au point o f.

Prorosition 1. — Sotent f et f' des immersions de V dans R"*'. St i o f

est réguliérement homotope a i of", il existe un entier relatif q tel que f = ' + qu.
St n est impair, un tel q est unique. St n est pair 7 2, 6, la parité de q est
détermindée.
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On a démontré ce résultat lorsque V= 5" (chap. III, n° 3.2, prop. 11).
Dans le cas général, la démonstration de Iexistence de ¢ est analogue &
celle du cas particulier V= 5" (chap. III, n° 3.2, lemme). Inversement,
si f=f"+ qu, les trivialisations de 0 @ T(V) correspondant a [ et f’
sont stablement équivalentes. Leur déviation est un élément

peker (s) €, (SO (n+1))

localisé en un point; et il est clair (¢f. chap. 11, prop. 22) que 0 = qu €ker(s).
Ceci démontre la proposition.
Lorsque n est impair, on peut démontrer géométriquement I'unicité

de g. Il résulte, en effet, de (II, prop. 17) et de (III, prop. 10) que la rela-
tion f=f"+ qu implique g = a(f’) — «(f).

.2. Tutorime 1. — Soit f : V— une immerston. St n e
1.2. T 1 Sott V —> Rt St n>2 et
st i1of est une itmmersion bordante (dans S"*'), alors f est réguliérement

\

homotope (dans R™"') & une vmmersion f' qui est bordante (dans R™*).

On démontre d’abord, comme dans (chap. III, prop. 11), que i o f est
réguliérement homotope & une immersion t o f”, ou f” est une immersion
bordante. De la proposition 1, il résulte que f= f” 4 qu. Mais, d’aprés
(I11, th: 2), si n > 2, la classe qu est la classe d’une immersion bordante.
Il résulte alors de (IT, prop. 19) que fest la classe d’une immersion bordante
(dans R™'), d’ou le théoreme.

1.3. Degré d’une tmmersion f : V- R*™'. — Rappelons que, si n est
pair, on a a(f) = (é)x‘(V) (chap. I, th. 3). D’autre part, M. Kervaire

a démontré ([11]et[13]) que, si n est impair 1, 3 ou 7, on a
a(f) =y*(V) (mod 2) (¢f. chap. I, n° 3.4).

2. ConNsTRUCTION D’IMMERSIONS DANs R""'. — Dans ce paragraphe,
W’ désigne une variété compacte connexe, sans bord, de dimension n + 1
qui est stablement parallélisable. On note W la variété de bord S” obtenue
en Otant & W’ un petit disque D de centre pe W'.

2.1. Pour toute parallélisation stable T’ de W’, la parallélisation
stable T induite sur W est homotope & une parallélisation stable prove-
nant d’une vraie parallélisation ¢t de W. Soit g: W — R™' une immersion
correspondant a ¢ (chap. II, n® 1.4), et soit f: 5" — R la restriction
de g & dW = S On a alors f= b(W, t)€ker(s) (¢f. chap. III, no 2.2).

Supposons que f= 0€m,(SO(n + 1)). Cest dire que f est régulié-
rement homotope au plongement ordinaire de S* dans R"*!. Cette homo-
topie réguliére se reléve en un chemin dans Iespace des pseude-immersions
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(d’apres [21]) de W dans R**'. A DPextrémité de ce chemin, se trouve une
pseudo-immersion g, : W — R™** dont la restriction f;, au bord est le plon-
gement ordinaire de S* dans R"*'.

On rappelle qu’une pseudo-immersion d’une variété a bord W dans une
variété M"** est une application différentiable g : W — M dont la restric-
tion au complémentaire d’un voisinage tubulaire C de dW est une immer-

“sion (respectant les orientations). On suppose en outre que, dans C, iden-

tifié & dWX][o, 1], I’ensemble X(g) des points singuliers est une sous-
variété dWx {a,, ..., a,| et qu'en ces points, g est un pliage. Les
sous-variétés dW X {a;| s’appellent les plis de g et p le nombre des
plis de g.

Si W’ est une variété sans bord, et p un point de W’, on appellera pseudo-
immersion de W’ dans M une application différentiable g': W' - M
dont la restriction & un petit disque fermé D de centre p est une immer-
sion (respectant les orientations) et dont la restriction au complémen-
taire W de l'intérieur de D est une pseudo-immersion avec un nombre
pair de plis.

Avec ces définitions, on voit que, dans la situation précédente, la
pseudo-immersion tog,: W — 5""' se prolonge en une pseudo-immersion
G: W — S"*'. Le nombre des plis est pair car, au voisinage de p, et hors
d’un voisinage de dW dans W, Papplication G est une immersion préser-
vant les orientations. Cette pseudo-immersion G a un degré topolegique
égal & 1. En effet, le point p€ W’ est le seul point de I'image réciproque
du pdle sud, et 'ovientation y est préservée.

Supposons maintenant que [ = u€n,(SO(n + 1)). L’immersion f est
réguliérement homotope au plongement retourné de S* dans R*** (chap. III,
prop. 10). Il en résulte que g est régulierement homotope a une pseudo-
immersion g, : W -> R*** dont la restriction f, au bord est le plongement
retourné. On en déduit, par recollement d’un disque, une pseudo-immer-
sion g’ : W — R, ou, ce qui revient au méme, une pseudo-immersion
G: W' — 5" dont I'image évite le pole sud. L’application G a donc un
degré topologique nul.

2.2, Soit G : W' — S*' une pseudo-immersion; on va construire a
partir de G une immersion G’ : W' — R"**. Pour cela, on plonge S"*!
dans R™** de la maniére ordinaire, avec le champ normal N(z) = z.
Soit ¢ : D' > W’ un plongement du disque tel que ¢(0) = p et tel
que ¢ (D) contienne tous les plis de G. On suppose de plus que les 2¢ plis

de G sont les images par ¢ des sphéres de centre o et de rayon e

(21 =2q+4 1). Si y€¢ (D), on note r(y) la distance a ’origine de ¢ (y).
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On pose alors

G () =G ‘ si. yeW'—o(D),
7 - - . i K 1
m VGO =046 i yeed) e r() = i
‘\ G'(y):[1+scos<§ (gqt?:f{)_‘”my) i yeq) e ()=t

Il est facile de vérifier que G’ est une immersion. On dira que G’ est
I'immersion associée a la pseudo-immersion G.

&
g7+l
Fig. 18.
Prorosition 2. — Soit G’ : W — R™? 'tmmerston associée a une pseudo-

immersion G : W' — S"*'. Le degré o (G') est égal au degré topologique de
Papplication G.

Soit W: W’ §"** l'application gaussienne de G’ (vecteur normal).
Le degré topologique de W est égal a «(G’). Les applications G et W coin-
cident dans W' — ¢ (D). Dans ¢ (D), les points G(y) et W (y) ne sont jamais
diamétralement opposés. Il en résulte que G et W sont homotopes, d’ou
le résultat. C’est ici qu’intervient la parité du nombre de plis de G : avec
un nombre 1mpair de plis, G(p) et W (p) seraient diamétralement opposés.

Prorosition 3. — Pour que W’ soit parallélisable, il faut et il suffit qu’il
existe une pseudo-tmmersion G : W' — S**' de degré o.

S1 W’ est parallélisable et si ¢ est une parallélisation de W qui s’étend
a W, onab(W,it) =u (chap. III, prop. 9). L’existence d’une pseudo-
immersion de degré o résulte du n°® 2.1. Inversement, si G est une pseudo-
immersion de degré o, 'immersion G’ associée (n® 2.2) a un degré normal
nul (prop. 2). Or Papplication gaussienne W est couverte par une appli-
cation fibrée de T (W’) dans T (S**') injective dans chaque fibre (voir [18]),
d’ou la trivialité de T (W’).

2.3. Si n est impair, on a y (W) =y (W) — 1 = «(f).

On a vu (chap. III, n° 4.2) que la classe f = b(W, t) ne dépend ni
de ¢ n1 de T, mais seulement de y (W). En particulier, si ¥ (W’) = o, on a
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f=u, et, si 7 (W) =2, on a f= 0. Dans ces deux cas, il existe donc des
pseudo-immersions de W’ dans S"** de degrés respectifs o et 1. Inverse-
ment, Dexistence de telles pseudo-immersions donne

2 (W) =2a(G') =2deg(G)
(n° 1.3 et prop. 2). D’ou :

ProrosiTion 4. — St n est impair, il existe une pseudo-tmmersion
G: W' —5*" de degréo (resp. 1) st et seulement si y (W') = o[resp. x (W) = 2].

Si n est pair, la classe f = b(W, t) est soit o, soit w€m,(SO(n + 1)).
Pour n =2 ou 6, on a u = o et il existe des pseudo-immersions de W’
dans S"*' de degré o et 1. Si n>%2 ou 6, il existe une pseudo-immersion
G: W' - S"** de degré o ou 1. Mais, d’apreés le résultat de M. Kervaire cité
aun® 1.3, si G est de degré d, alors G’ aussi et ’'on a donc d=7y*(W’) (mod 2).

ProrositioN 5. — St n est pair £ 2 ou 6, il existe une pseudo-immer-
ston G : W' — S de degré o (vesp. 1) st et seulement st 7 *(W’') = o (mod 2)
[resp. % *(W') = 1 (mod 2)].

Des propositions 3, 4 et 5, 1l résulte :

Prorosition 6. — Soit W' une variété stablement parallélisable de dimen-
ston n + 1. Pour que W' soit parallélisable, il faut et il suffit que :

— st n est tmpair, on ait Y (W') = o;

— st n est pair et différent de o, 2 ou 6, on ait y*(W’) = o (mod 2).

St n = o, 2 ou 6, W est parallélisable.

On a aussi le résultat suivant :

Prorosition 7. — Soit W une variété stablement parallélisable de bord
dW = S*. La classe b(W, t)€n,(SO(n + 1)) ne dépend pas du choix de

la parallélisation t.

C’est ce que 'on vient de voir pour les parallélisations ¢ qui s’étendent
en une parallélisation stable T’ de W’. Cette condition équivaut a
s(b(W, t)) = o. Elle est toujours réalisée si n < 4k — 1 car J, est alors
injectif. Pour n =4k — 1, on a déja démontré le résultat (chap. III,

prop. 13).

3. ImmERsIONS BORDANTEs. — Soit M une variété connexe orientée
sans bord, compacte ou non, de dimension n 4 1 et soit V une variété
compacte connexe orientée sans bord, de dimension n. On suppose V
stablement parallélisable et on note ¢: 0 T (V) -~ VX R*™*' une trivia-
lisation. On a construit (chap. 1I, prop. 1) une bijection

t(c): m(Imm(V, M)) [V, T (M)].
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3.1. L’application Jy. — Au chapitre IV, on a construit une application
PO
J: 7w (Imm (S, M)) — [M =< R+t S"“]o

qui permet de caractériser les classes des immersions bordantes. La méme
construction (chap. IV, § 1) s’applique de fagon analogue aux immersions
de la variété V dans M; il ne serait méme pas nécessaire de supposer V
stablement parallélisable. On obtient ainsi une application

X S
Jy: 7w (Imm(V, M)) —}[MX Rr+1) S’l"‘?](,

et P'on a J=J,
De la méme maniére qu’en (chap. IV, n® 2.1), on démontre la nullité
de Jy(f) si f est une immersion bordante. On a méme :

Prorosition 8. — Sotent f: V> M et f': V -~ M des immersions;

st f est cobordante a f', alors I (f) = J.(f).

PR
Utilisant la loi de composition de [MXR"“, S””]o qui provient du

. N . « g, e e, .
fait que M X R"** est une suspension, on a la propriété d’additivité suivante :

Prorosition 9. — Soient f: V> M et f' : V' -~ M des immersions el
f+ 1 : V#V' — une somme connexe, alors

Jvgv (f:}/) = JV<f> -+ J\"(f')-

On voit en effet, comme dans (1V, 3.1), que Jy(f) + J..(f") est égal
a Jyyv (fUf’). 1l résulte alors de la proposition 8 et du fait (chap. II,
prop. 16) que f-f' est cobordante a fUf’, I'égalité de la proposition 9.

On va maintenant démontrer le théoréme suivant :

TatorEME 2. — Pour tout n > 2, l'ensemble des classes des immersions
bordantes de V dans M est le sous-ensemble J3'(o) de m,(Imm(V, M)).

Soit f: V— M une immersion telle que J,(f) = o. Il suffit de montrer
que [ est réguliérement homotope & une immersion bordante. C’est ici
qu’intervient le fait que V est stablement parallélisable. Comme pour la
- proposition 2 du chapitre IV, on coustruit une immersion g : W— M
dont la restriction f, 3 dW =V satisfait & f = p.f,, ou p€[V, SO (n + 1)]
est tel que sy(p) = o. Pour achever de démontrer le théoreme 2, 1l suffit
donc de démontrer la proposition suivante :

Prorosition 10. — Pour n > 2, st f: V— M est une tmmersion bordante,
et st élément o €[V, SO (n 4 1)] est dans le noyau de I’homomorphisme sy
de stabilisation, la classe ¢.f est la classe d’'une immersion bordante.
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On a vu (prop. 1) que, lorsque M = R"*!, la classe p.fest la classe de
la somme connexe f--h, ot h : S — R"! est une immersion dont la
classe T est dans ker(s). Ainsi, si n > 2, on peut choisir pour / une immer-
sion bordante (chap. III, th. 2). Notons encore h la composée de h et d’un
plongement de R"** dans M. Il est clair qu'une somme connexe f - h
a pour classe p.f~. Comme f et h sont bordantes, la classe p.fest une classe
bordante. :

3.2. Le cas de M = §"*'.- — Soit G la limite par suspension de la suite
des espaces G, des applications de degré 1 de S7' sur elle-méme. On a
une application j : SO — G qui est la limite des applications évidentes
de SO(q) dans G,. L’espace G est un H-espace connexe et, pour tout
espace V, I’ensemble [V, G| est naturellement un groupe. On a de plus
un homomorphisme de groupes j, : [V, SO] - [V, G]. En particulier
(pour V = S"), le groupe 7,(G) est canoniquement isomorphe au groupe
stable II, = 7, (3""*) (voir [3]). Avec cette 1identification, I’homo-
morphisme ji donne lieu & I'homomorphisme de Hopf-Whitehead
J, 1, (80) —~ II,.

S1 V est une variété de dimension n, I’homomorphisme naturel
[V, 8O (n 4 2)] —[V, SO] est un isomorphisme. On identifiera ces deux
espaces par cet isomorphisme.

Prorosition 11. — Soit p €[V, SO] un élément tel que jy(p) =o. Si
f: V= S"" est une tmmersion bordante, la classe o.f est la classe d’une
immersion bordante.

On va en réalité montrer que, si1 f est bordante, o7"'. f est une classe
bordante. Soit r : VX 8" — SY (o N > n - 2) une application qui repré-
sente p. Comme p&ker(jy), il existe une homotopie & : IXVXS¥— SY
entre h,=pr, : VXS"— S" et h, =r. On peut supposer que 1’homo-
topie h est une application différentiable et que c’est une homotopie cons-
tante au voisinage des extrémités du segment I. On peut enfin supposer
que le pole sud S€S" est une valeur réguliére de h. On note (¢4, ..., vy)
un N-champ tangent a S¥ en S.

L’image réciproque U = h~' (S) est une sous-variété de dimension n -+ 1
sans bord relatif de IXVxSY Elle posséde un N-champ normal
(w;) = T (h)™*(v;). Son bord dU est constitué de deux parties dU, et dU,.
La premiére dU,, contenue dans {o}XVXSY est 'image difféomorphe
de V par lapplication ¢, définie par ¢,(z) = (o, , S). La restriction
a dU, du champ normal (w,) induit le N-champ constant (o, (v;)) normal
é\ dU, dans {o} X VxS La seconde partie dU,, contenue dans

1| X VXSY, est 'image difféomorphe de V par Papplication ¢, définie

Ann. Ec. Norm., (4). 1II. — Fasc. 2. 24
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par @, (z) = (1, z, p(z)7*(S)). Le N-champ normal & dU, dans { 1} X VX S"
‘induit par (w;) est I'image (o, p(z)7'(v:)) par ¢~* du champ constant.

Comme V et S sont stablement parallélisables, il en est de méme
de IxXVxXSY™ Soit ¢ : 6 T(V)—>R* wune trivialisation et
c: 0 T(SY) -~ R la trivialisation qu’on obtient par le plongement
ordinaire de S" dans R™. On en déduit pour IXVxS' la paralléli-
sation stable

(t,c): T(IxV) < (0@ T(SY)) > R+t s R¥,

D’autre part, grace au N-champ normal a U, on a I'égalité
T (U) @ 0¥=T (I Vx S%)| U.

Notons T’ : T(U) @ 0™ — R x R¥' la restriction a U de (¢, c).
Lorsqu’on identifie dU, & V par o¢,, la restriction de T’ & dU, est égale a

t@id: 0@ T (V)@ 0% 5 Rett @ R+,

Lorsqu’on identifie dU, a V par ¢4, la restriction-de T' & dU, est égale a
t@pet: 6PT(V) P N+ — Rt RN+,

Cette derniére trivialisation est homotope a p™*.(t P id).

On vient de construire une variété U, dont le bord est isomorphe a
— VUV par 9,Uq,, et, sur cette variété une parallélisation stable T’
qui induit sur la premiére composante du bord ¢ @ id et sur la seconde
et (¢ Pid).

Supposons maintenant que f: V — S*** soit une immersion bordante :
il existe donc une variété W de bord dW=YV et une immersion
g: W— 5" telle que f= g|dW. Par image réciproque, on a une trivia-
lisation stable T de T (W); on peut supposer que c’est la stabilisée d’une
vraie trivialisation dont on note ¢ : 6 & T (V) -~ R™* la restriction au
bord. Soit W, la variété obtenue en recollant W et U en identifiant dW
et dU, par l'intermédiaire de ¢,. Les parallélisations stables T et T’
(construites a partir de t) se recollent en une parallélisation stable T,
de W,. Mais on a vu que T, induit au bord V = dW, la trivialisation
o' (t @id). 11 existe donc une immersion g, : W, - S*** dont la restric-
tion f, au bord a pour classe f, = ¢~*.f.

3.3. Comparaison de Jy et j,. — Lorsque M = R™™*, on a
NI/X\R"'H: S2n+2 et [m::+17 Sn+2:[0: Tants (Sn+2) .
Soient f: V— R*** et h : S* - R"**'. Il résulte de la proposition 9 (addi-

tivité de Jy) que Jy (f?ﬁ) = Jy(f) + J(%). D’aprés la proposition 1,
I’application
Jv i mo(Imm (V, R*H) ) — my,,, (S7+2)
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est constante sur les fibres de 1’application
i, ¢ 7 (Imm(V, R*+1)) — 7y (Imm (V, S7+1))

puisque J(u) = o. L’application Jy se factorise donc par une application

Jv: mo(Imm (V, S#+1)) ~>'7~:2,1+2 (S+2)

qui est additive et telle que I’ensemble des classes bordantes soit égal
a Jy' (o). ,

Pour tout choix d’une trivialisation ¢ de O @ T (V), on obtient (chap. I,
prop. 8) une bijection

g (Imm (V, S#1)) [V, SO (n + 2)].

On note Jy : [V, SO] — II, lapplication Jyo . On va la comparer
ajy: [V, s0] - II,.

Lorsque V= S", s1 ¢ est la trivialisation canonique, on a vu (chap. IV,
n°1.3) que Jy=(— 1)"J,= (— 1)*jy. Dans le cas général, le résultat
n’est pas aussi simple.

D’abord, pour que Jy(o) = o, il faut et il suffit que ¢ soit la trace sur
V = dW d’une parallélisation d’une variété W. On suppose dorénavant
que V posséde une telle parallélisation stable, autrement dit qu’il existe
une immersion bordante de V dans S"*!, et on la choisit pour ¢. Avec un
tel choix pour ¢, la proposition 11 montre que Jy s’annule sur le noyau
de ’'homomorphisme j,. On va cependant montrer sur un exemple qu’en
général les noyaux de jy et Jy ne coincident pas.

Soit ¢ : V— S* 'unique (4 homotopie prés) application de degré 1.
Elle induit des homomorphismes

0, : m(S0)—>[V, SO],
90 m(G) —[V, G]

Considérons le diagramme suivant :

J?
n

1, (s0) —2— 1,

N
l 1 / l‘fz
J
[v,s0] — "V 5 [V,6]
Si ce diagramme était commutatif (au signe pres), les noyaux de jy

et Jy seraient identiques.

Prorosirion 12. — Soit p€7,(SO) tel que J,(0) = o, alors o, (p) est
une classe bordante.
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En effet, jy(9:(p)) = 92(js-(p)) = 0. Donc Jy(i(p)) = o d’aprés la
proposition 11.

ProrosiTion 13. — On a Je = Jyo0,; autrement dit, le triangle du
haut est commutatif. '

Soit pE€m,(SO); on veut montrer qu’il existe un cobordisme stable-
ment parallélisé entre S* munie de la parallélisation stable p.c et V munie
de la parallélisation stable o, (¢).c.

Fig. 19.

Soit W une variété de bord dW = V munie d’une parallélisation C qui
induise ¢ sur V. Identifions S* & une petite sphére plongée dans W comme
bord d’une petite boule D***. On note W’ le cobordisme W — D. Soit y
un chemin différentiablement plongé dans W’ dont 'image joint le point
Se€S” au point z = ¢ ' (S)€V qu'on peut supposer unique puisque @
est de degré 1. Soit T un voisinage tubulaire de v dans W’. On peut
supposer que p€T,(SO) est localisé a l'intérieur de TNS" (c’est-a-dire
constant au dehors). On considére alors ’automorphisme o du fibré trivial
de base W’ qui est 'identité hors de T et qui, dans T, est égal a p étendu
le long de y par image réciproque de la projection T — T NS Alors W’
muni de la parallélisation ¢.C est un cobordisme stablement parallélisé
entre S” munie de p.c et V munie de 9, (p).c.

3.4. Un exemple. — Soit V= 5'X5'. On a vu (Appendice) que
[V, SO] = Z/(2) XZ/(2). Rappelons que w,(G) = Z/(2), que 7,(G) == Z/(2)
et que I’homomorphisme naturel =, (SO) — m,(G) est un isomorphisme.
Si I'on reproduit pour [V, G] le raisonnement utilisé dans I’Appendice
pour calculer [V, SO], on voit qu’il y a une suite exacte

0—~[V,80]->[V, G]>2Z/(2) -»o.
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Dans ce cas, 'application j, est injective; or on sait qu’il y a quatre
classes bordantes dans w, (Imm (V, S*)). Les noyaux de jy et de Jy sont
distincts dans ce cas.

APPENDICE.

IMMERSIONS DES SURFACES DANS R°.

Les variétés compactes, connexes orientables de dimension 2 (surfaces)
sont caractérisées par leur caractéristique d’Euler qui est un entier relatif
impair et inférieur & 1. On note T, la surface de caractéristique d’Euler
v (Tp) = 1 — 2 p et on dit que c’est la surface de genre p ou tore a p trous.
La surface T, de genre o est la sphére 5%, surface T, est le tore S*XxS*;
la surface T, est la somme connexe de T, , et de T,.

1. CrassiricaTiON DEsS IMMERSIONS DE T, pans R’. — Tout d’abord,
les surfaces sont stablement parallélisables. Pour le voir, 1 suffit de vérifier
qu’il existe un plongement de T, dans R®. Il est inutile de traiter le cas
de T, = S% Pour T,==S'xS", on a le plongement f, : T, > R* défini par

I I

Si (0, 0,) = <<1 —+ 3 00562> cosf,, <1 -+ 3 c0562> sinf,, %sin(iz)'-

On obtient un plongement f, : T, -~ R® en effectuant une somme connexe
du plongement f, , et d’'un plongement obtenu a partir de f, 4 'aide d’une
translation convenable.

On sait (chap. II, prop. 21) que la classe de f, dans 7, (Imm (T,, R?))
ne dépend pas des choix qu’on fait pour construire les sommes connexes.
La trivialisation stable t(f,) : 0 T (T,) > R* permet de définir
(chap. II, prop. 4) une bijection

.

w(t(fp)): mo(Imm(T,, R?))—[T,, SO@3)].
Rappelons aussi (chap. II, 2.3) que, dans ce cas, I'injection
Imm, (V, M) — Imm (V, M)

induit une bijection des ensembles de composantes connexes.

Pour calculer [T,, SO(3)], on va montrer que ’homomorphisme naturel

m: [T, 8O(3)]—Hom (m (T,), n, (SO (3)))
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est un isomorphisme de groupes. Cela résulte du fait que =,(SO(3)) = o
et de la proposition suivante :

Prorosition 1. — Soit H un H-espace connexe par arcs tel que ©, (H) = o.
L’homomorphisme naturel

m i [Ty, H]—Hom (m (T,), m (H))

est un tsomorphisme de groupes.

Rappelons d’abord que le groupe =, (T,) peut étre présenté par 2 p géné-

rateurs a,, by, ..., a, b, et un relateur a, b,a;' b'. .. apb,a,' b,'. On peut,
en effet, construire topologiquement T, a partir du bouquet G,, de 2p
cercles ai, by, ..., a, b, en attachant & G,, un disque D de dimension 2

par application v : dD — G., définissant le lacet a, b,a;' by"...a,b,a,' b,".

La fleche ©, de I’énoncé de la proposition est bien définie puisque,
H étant un H-espace, 'on a [X, H], =[X, H]. Considérons alors le dia-
gramme commutatif suivant :

[T,, H}y —> Hom (7, (T,), = (H))
! }
[Gap, H]g—> Hom (7, (Gsp), = (H)).

La premiére fleche horizontale est celle qui nous intéresse. Montrons
que les trois autres sont des isomorphismes. La deuxiéme fleche verticale
est un isomorphisme parce que =, (T,) est le quotient du groupe =, (G.))
par le sous-groupe engendré par un produit de commutateurs et que
7, (H) est commutatif. La deuxiéme fleche horizontale est un isomorphisme
a cause de la propriété universelle du bouquet de cercles G,,. Enfin, la
" premiére fleche verticale est surjective d’apres la construction de T, & partir
de G, et du fait que =,(H) est commutatif. Elle est injective parce

que 7, (H)=o.
CoroLLAIRE. — On a des isomorphismes
®((fp) T (Imm(T,, RY)) — (Z/(2))*.
Ils sont obtenus en composant o (¢(f,)) et 'isomorphisme
Hom (7 (T,), Z/(2)) — (Z/(2))*

défini par les 2 p générateurs a,b,...a,b,.

2. SOMMES CONNEXES ET AUTOMORPHISMES. — Considérons 1’isomor-
phisme défini plus haut T,= T, #T,. St a, by, ..., ap_4, b,_, sont les
générateurs de =, (T, ,) et a, b, les générateurs de =,(T,) alors a,,
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by, ..., ap b, sont les générateurs de m,(T,). Avec le choix qu'on a fait
des plongements [, l'opération de somme connexe définit donc une
application

#: m(Imm(Tp_y, R?)) < m (Imm (Ty, R?)) — m (Imm (T, R?))

qui, transmuée par les isomorphismes ® (¢(f,_.)) X (¢(f1) et @ (t(fp),
donne I'isomorphisme canonique

(Z/(2))*r < (Z/(2))*— (Z/(2))*".
Prorosition 2. — La somme connexe définit une application

$: m(Imm(T,, R*)) < m (Imm (T, R?)) — 7, (Imm (T, R?))

qut, transmuée par les isomorphismes o (t(f,))Xw(t(f,) et ®(t(fpiq))s
donne I'ISOMORPHISME canonique

(Z/(2))27 < (Z/(2))*7> (B (2))*0+0.

On obtient ce résultat par récurrence sur ¢, 4 partir de ce qu'on a dit
plus haut pour le cas ¢ = 1, en tenant compte du fait que la classe d’homo-
topie réguliére d’une immersion somme connexe ne dépend, dans ce cas,
que des classes des composantes.

Prorosition 3. — Soit ¢ : T,— T, un automorphisme tel que Uauto-
morphisme =, () induit sur w,(T,) soit Uidentité. Sv f: Tp— R® est une
immersion, elle est réguliérement homotope a fo 9.

(est une conséquence évidente de la proposition 1.

3. DES REPRESENTANTS POUR CHAQUE CLASSE D'IMMERSION DU TORE T,
pans R’. — D’aprés la proposition 2, si on connait des représentants
pour les quatre classes d’immersion de T, dans R®, on peut construire,
par somme connexe d’immersions, des représentants de toutes les classes
d’immersion de T, dans R®.

On note simplement a et b les générateurs du groupe abélien libre =, (T,)
qui sont représentés par les coupes S'X{o} (parallele) et {o}xS*
(méridien). Soit ¢ la parallélisation de T, définie par le produit S*XxS’.
On en déduit (chap. II, prop. 4) une autre bijection

w(e) 1 m (Imm (Ty, R?)) - [Ty, SO(3)];
et, a I'aide de la proposition 1, en utilisant les générateurs a et b, une
bijection _

w(c): m(Imm(Ty, R)) >2Z/(2) XZ/(2).

Soit (¢4, ¢2) le 2-champ défini sur T, par la trivialisation ¢. Si f: T, — R®
est une immersion, l'application tangente T (f) appliquée au champ
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(91, 92) définit une application de T, dans I’espace V,, des couples de
vecteurs distincts de R?. Lorsque l’on compose cette application avec
Iéquivalence d’homotopie canonique de V,, dans SO(3), on obtient
(d’aprés chap. II, n® 1.3) une application de classe w(c)(f).

En particulier, si f est Pimmersion f, définie au n° 1, la classe w(c) (f))
est égale a (1, 1) €2Z/(2) X Z/(2).

Soit ¢: T, — T, Pautomorphisme défini par ¢(6,,0,) = (0,,0, + 0,).
I induit sur =,(T,) I'automorphisme =,(9) (a) = a, =, (9) (b) = a + b.
L’immersion f,o ¢ a pour classe (1, o).

Soit ¢ : T, — T, le revétement défini par ¢ (0,, 0,) = (20,,0,). Il induit
sur 7, (T,) I’hbomomorphisme =,({) (a) = 2a, =,(})(b) = b.- L’immer-
sion f, o a pour classe (o, 1).

Enfin, 'immersion f, o9 { a pour classe (o, o).

Le choix de ces représentants est justifié par le numéro suivant.

4. IMMERSIONS BORDANTES.

Prorosition. 4. — Toutes les classes d’immersion de T, dans R?
contiennent une immersion bordante.

Compte tenu de la proposition 2 et de (11, prop. 18), il suffit de démontrer
ce résultat pour p = 1. Pour cela, on va vérifier que les quatre repré-
sentants décrits au n® 3 sont des immersions bordantes.

D’abord f, est évidemment bordante. Si1 D? est le disque unité, et (r, 0)
les coordonnées polaires, on définit un plongement g, du tore plein S’ x D*
dans R® par

& (0, r, 0)= (\<1+ gCUSO> cos0y, <1 -+ %cos@) sin0,, — %sin@)-

Si 'on 1dentifie le bord d(S'x D?) a S'XxS' par I'isomorphisme o défini
par (04, 1, 0) = (0,, — 0,), la restriction de g, au bord est égale a f,.

De méme, f, o ¢ est le bord de g, lorsqu’on identifie d(S*'x D?*) a S!x 8!
par I'isomorphisme ¢7'o3. On a, en effet,

21| d(S' < D) =fioo=filoooo'og.

Notons ¢’ le revétement de S*Xx D?* défini par ' (0, r, 0) = (20,, r, 0).
En tenant compte du fait que oo =0c0od'|d(S'XD?) et du fait que ¢
et & commutent, on déduit formellement de 1’égalité

grol [ d (S D) = fro g0 /| d (S < D?),
les égalités _
gy [d(S'<xD*) = fiodog

:flofyo'{;o:?_'00'7

qui prouvent que f,o¢ et f,o9od bordent 'immersion g,o ¢’
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