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PROBLEMES AUX LIMITES VARTATIONNELS
DU TYPE ELLIPTIQUE

Par Norio SHIMAKURA.

INTRODUCTION.

Soit  un ouvert borné de R* a frontiére réguliére I' ou bien le demi-
espace Rl={z= (21, ..., 2, €R"; 2,>o0}. Nous traitons un opéra-
teur différentiel elliptique A d’ordre 2m attaché a une condition aux
limites définie par certains m opérateurs différentiels B, (r=ry, rs, ..., 'm;
oZr;j=2m—1). Nous déterminons le domaine M[A] de A comme suit :

(OI) @[A]:{uEHzm(ﬂ);B,.IF:o,r::rl,,,.,r‘m}.

Tous les coefficients de A et des B, sont supposés réguliers. Nous posons
de plus une condition que A soit variationnel, c’est-a-dire, qu’il existe
un P réel tel que l'on ait

(0.2) Re((A+B)u, u) >0 pourtout ueM[A].

Au point de vue de la théorie des opérateurs, cette condition est dite
que A + 31 soit accrétif, ou bien que — (A + BI) soit dissipatif.

Dans la théorie des équations aux dérivées partielles, i1l y a de nombreux
exemples de cette catégorie. Le laplacien — A et les opérateurs du second
ordre a coefficients variables, avec la condition de Dirichlet, de Neumann,
du troisiéme espéce et de certaines dérivées obliques, appartiennent tous
a cette catégorie. Quant aux opérateurs elliptiques d’ordres supérieurs,
le premier exemple est celui des opérateurs fortement elliptiques avec la
condition de Dirichlet, traités par Garding. Il a obtenu l’inégalité

(0.3) Re(Au, u) >c|| ulim@ — ¢ ||«|* pour tout ue H (Q)

avec une constante ¢ positive et une constante ¢’ réelle.
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Quant aux conditions aux limites autres que de Dirichlet, MM. Lions et
Magenes ont traité des problémes (de Vishik-Sobolev) qui se posent comme
suit (votr [7]) : on se donne un systéme au bord {A; {B,}} et une forme
sesquilinéaire a(u, ¢) avec les propriétés :

(a) Pour tous u et ¢ de @[A], on ait

a(u, 0) = (Au, v);

(b) Il existe une constante ¢>o tel que

Rea(u, ) >cl|ul|fn@ pourtout ue®[A].

(’est-a-dire, on suppose, a I'avance, I'accrétivité de A. Donc, les condi-
tions sur A et sur les B, exigées pour cette propriété sont cachées dans
la forme a(u, ¢).

Maintenant, nous proposons un probléme réciproque comme suit
Etant donné un opérateur elliptique A d’ordre 2m, existe-t-il des condi-
tions aux limites {B,} et des constantes réelles ( telles que I’on ait

(0.4) Re((A+B)u, u) >cl||lu|fing pourtout ue®[A]

avec une constante ¢>o ? Plus précisément, il y a deux aspects a ce
probléme. L’un est la détermination des ensembles des ordres des condi-
tions aux limites, et 'autre est la recherche sur les relations algébriques
entre les coefficients de A et des B,.

Nous supposons la forme des opérateurs au bord comme suit :

r—1

o0V~ BCAVEAY

(0.5) Br__ <—()7l> ——IZbﬂ((lZ 3 W><a_;t>,
=0

ou r parcourt un ensemble R des m entiers distincts entre o et 2m —1,
J e o . 0\ .
5, est la dérivée normale intérieure a I', et les by <x'; 55 ) sont des opéra-

teurs différentiels tangentiels d’ordre =Zr—1I. Alors, nous décomposons
le probléme ci-dessus :

(1) Quels ensembles R de m entiers distincts peuvent-ils étre des
ensembles des ordres des conditions aux limites {B,},cx qui font A
variationnels ?

- (ii) Lorsque A est variationnel sous une condition aux limites {B,}, ¢y,
la variationalité est-elle une propriété stable par rapport & n’importe quel
opérateur K d’ordre inférieur ? c’est-a-dire, est-il A variationnel ainsi
que tous les A+ K avec les K d’ordre <<2m ? Sinon, quelle condition
supplémentaire est-elle exigée, d’abord sur R ?

(i11) Dans le point (i1), quelles relations algébriques sont-elles demandées
entre les coeflicients de A et des {B,},ex ?
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(iv) Existe-t-il des problémes aux limites satisfaisant aux conditions (i1)
et (i11) autres que du probléme de Dirichlet ?

La réponse au point (i) est le théoreme 1 et celle au point (i1) est le
théoréme 2 qui s’énonce qu’il n’existe que (m 1) ensembles R

Ry ={o,1, ..., m —1} donnantla condition de Dirichlet,
(0.6) Rj={o,1, ..., m—j—1,m,m+1,...,m+j—1) (1Zj=m—r1),
lR,,,:{m, m—41, ...,2m—1};

satisfaisant & la demande au point (ii).

La variationalité sera donc une propriété assez difficile a caractériser,
parce qu’elle dépend aussi des termes d’ordre inférieur de A, tandis que
la propriété au point (i), nous lappelons la variationalité stable, sera
plus facile, car elle impliquera seulement des conditions sur les parties
principales de A et des B,. Donc, dans cet article, nous cherchons seule-
ment des conditions sur {A; {B,}.ex} (avec R=R;, 1==7=m) pour
la variationalité stable. Evidemment, le probléme n’est résolu que partiel-
lement. Le théoréme 3 est un résultat pour les systémes au bord auto-
adjoints. Les théorémes 4 et 7 donnent des conditions suffisantes pour la
variationalité des systémes au bord non auto-adjoints (celui-la traite le
cas des coefficients constants et du demi-espace R’, celui-ci généralise le
précédent au cas des coeflicients variables et des ouverts bornés Q). Dans
le théoréme 4, ’hypothése suivante joue constamment un role essentiel :

0.7) A — A*=—un opérateur d’ordre << 2am,

parce que ’on factorise A, (la partie principale de A) + A1 comme A}_A%,
pour tout A>o0, que l'on utilise toujours le fait Al = (A})* et que
lon réduit le probléeme a 'estimation de la différence

(0.8) ((Ag+ D) u, w) — [| Al ul?

[On a supposé (0.7) aussi dans les théorémes 1 et 2, mais il est facile de
la supprimer, il suffit seulement de supposer que A soit fortement ellip-
tique.] Dans le théoréme 7, on ne suppose (0.7) que sur la frontiére I
On a posé toujours une autre hypothése que les opérateurs {B,}.ex
recouvrent A -+ A I pour tout A > 0 au sens d’Agmon-Douglis- Nirenberg[2].
Dans le paragraphe 1, nous précisons les définitions et les hypothéses
nécessaires et énongons les théorémes 1, 2, 3 et 4. Nous donnons les démons-
trations des deux premiers dans le paragraphe 2 et du troisiéme dans le
paragraphe 3. Pour démontrer le dernier, nous traitons, dans le para-
graphe 4, des opérateurs différentiels ordinaires a coeflicients constants
définis sur la demi-droite R}. Dans le paragraphe 5, nous établissons le
théoréme 4, citons quelques exemples et appliquons au résultat les théo-
Ann. Eec. Norm., (4), II. — Fasc. 2. 33
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\

rémes d’interpolations dus 4 MM. Lions et Magenes. Dans le para-
graphe 6, nous démontrons le théoréme 7, une généralisation du théo-
réme 4, sous les hypothéses légérement moins fortes qu'aux paragraphes
précédents. Dans I’Appendice, nous démontrons un lemme algébrique qui
est important pour évaluer la différence (0.8).

L’auteur désire exprimer sa profonde reconnaissance & MM. les Pro-
fesseurs Lions et Mizohata qui lui ont suggéré ce probléme. Et l'auteur
remercie vivement M. Aomoto qui ’a aidé pour la preuve du lemme
algébrique.

1. OPERATEURS ELLIPTIQUES VARIATIONNELS
ET STABLEMENT VARIATIONNELS.

Soit R™ l’espace euclidien réel de dimension n et désignons par
Z=(Z4, ..., Zy) son point générique. Soit & un ouvert de R". La fron-
tiere I' de Q soit une variété de classe C* de dimension n — 1. Supposons
que Q soit un domaine borné ou bien le demi-espace R} = {zx€R"; 2,> o}.
Nous allons traiter des opérateurs elliptiques dans le cadre de L*(Q)
(I’espace hilbertien des fonctions carrées sommables dans Q).

Soit
- S0\ _ (d v
(1.1) A_A<x,%>_ Z ay (z) \55>
|v|<Lam
un opérateur différentiel d’ordre 2m (m, entier positif). Les coefficients

{@(2)}jv)22m sont supposés de classe G3(Q), c’est-a-dire, de classe C*(Q)
et bornés ainsi que toutes leurs dérivées d’ordre quelconque.

Soit R un ensemble de m entiers distincts entre o et 2m —1, c’est-
a-dire, soit

(1.2) R={ryli=; oL <l .. <rIrpLam—1;

posons, de plus,

(1.3) S={o,1,...,2m—1 R

I’ensemble complémentaire de R dans {o, 1, ...,2m —1}. S est donc
I’ensemble de m entiers distincts entre o et 2m — 1 disjoint & R. Les élé-

ments de R sont désignés par des caracteéres latins (r, r', s, ...), tandis
que les éléments de S sont désignés par des caractéres grecs (p, o', 3,7, ...).

Nous écrivons une condition au bord {B,}.cx sous la forme

(@) = (5 ) i) —Ebr;a(x’; 5w ) (g @) =0

pES
pour tout 2'€Il; reR,

(1.4)
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\ d r * r_* ’ M O \ . ’
ol - désigne la dérivée normale intérieure a I' au point '€l et

oN 4, . , oL o
b,p<x';%> désignent des opérateurs différentiels tangentiels & I' d’ordre

=r—p a coeflicients de classe ®B(I'), c’est-a-dire, de classe C*(I') et
bornés ainsi que toutes leurs dérivées d’ordre quelconque. Donc, {B,}.cx
est un systéme normal de m opérateurs différentiels au bord dont ’ensemble
des ordres est R.

Nous supposons d’abord que la partie principale de I'opérateur A soit
formellement auto-adjoint, c’est-a-dire, en désignant par A*<x;%>
I’adjoint formel de A, supposons que

A z; 9N\ _ Al z; i soit un opérateur d’ordre =Zam — 1
ox ox

pour tout zxe€ Q—

[H.1]

Ensuite, ’hypothése de ellipticité de A s’exprime comme suit : Soit
A0<x;(—)d;> la partie principale de A, c’est-a-dire, la somme des termes
d’ordre exactement 2m de A, et supposons que
[H.2] C—|E|PmZ Ay (x5 1E) ZC|E*m pour tout (z,§) €Q x Rr,
ou C soit une constante positive indépendante de (z, £)€Q XR™

Nous supposons la condition du recouvrement :

[H.3] Le systéme { B, } & recouvre A + A1 pour tout A>0
au sens d’Agmon-Douglis-Nirenberg [3].
Le domaine ®@[A] de A est, par définition, le suivant :
(1.5) D[A]={ueH> (Q); B,u|r=o0 pour tout reR},
ou H?>"(Q) désigne I'espace hilbertien de Sobolev d’ordre 2m, c’est-a-dire,

Pespace des fonctions carrées sommables dans € ainsi que toutes ses
distributions dérivées d’ordre =Zam.

Cela posé, nous donnons deux définitions.

Derinition 1.1. — Un systéme au bord {A;{B,}.cx} est dit varia-
tionnel, st et seulement s’il existe une constante réelle {3 telle que U'on ait

(1.6) Re (Au, u)>—B[|u]]® pour tout ue M A],

o le produit scalaire ( , ) et la norme || | désignent ceux de L*(Q).

Si le systéme au bord {A;{B,}.cx} satisfaisant & [H.1], [H.2] et
a [H.3] est auto-adjoint du domaine @[A] qui est dense dans L*(Q)
il est alors borné inférieurement [1], donc variationnel.
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Derinttion 1.2, — Un systéme au bord {A; {B,},cn} est dit stablement
variationnel, st et seulement st, pour tout opérateur différentiel K = K<x; 0%)
d’ordre Zo2m —1 & coefficients de classe B(Q), le systéme {A +K; {B,}, <)
du domaine M[A] est variationnel.

Nous introduisons une hypothése sur ’ensemble R :

[H.h], S={em—1—r;reR}.

Si le systéeme au bord {Aj;{B.}cx} satisfaisant a [H.1], [H.2] et
a [H.3] est auto-adjoint, alors ’hypothése [H.4], est remplie. En général,
étant donné un systéme au bord {A; {B,}.cx} elliptique défini par (1.1)
et par (1.4), nous pouvons définir le systéme adjoint {A*; {B),}.cx |
une certaine équivalence prés ([3], [10]), ou { B, }.cr désigne un systéme
de m opérateurs différentiels au bord avec les mémes formes que (1.4)
dont I'ensemble des ordres est R’. R’ est égal, en général, & I’ensemble
{a2m—1—p;p0€S}. Done, l'’hypothése [H.4], signifie que R'=R.

Nous énoncons d’abord le
Tutortme 1. — Si un sysiéme au bord {A; {B,},en} défint par (1.1)

et par (1.4) satisfaisant aux [H.1]~v[H.3] est variationnel, il satisfait

alors a [H.4],.

La démonstration sera donnée dans le paragraphe 2.

Nous introduisons encore deux hypothéses sur R :

[H.h], Pour tout choix de (7, s) €R < R tel que r + s> am,
on ait toujours a la fois » > m et s > m;

L’ensemble R soit I'un des (m <+ 1) ensembles suivants :

[H.4] Ry ={o,1, ..., m—1},
’ R, ={o,1,....m—1—j,mm+1,....m+j—1}, 1=7=m —1,
Ro={m,m+1,...,2m—1}.
Lemme 1.1. — Un ensemble R satisfait a [H.4] si et seulement s’il

satisfait a [H.4], et a [H.4],.
Nous le démontrerons a la fin de ce paragraphe. Nous énoncons le
TatoritmMe 2. — Si un systéme au bord {A; {B,},en} défint par (1.1)

et par (1.4) satisfaisant aux [H.1]~v[H.3] est stablement variationnel, il
satisfait aussv a [H.4].

Tutorime 3. — Un systéme au bord {A; {B,}.cx} auto-adjoint satis-
favsant aux [H.1], [H.2], [H.3] et [H.4] est stablement variationnel. Et de
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plus, étant donné un opérateur quelconque K d’ordre =—om —1 d coeffi-
cients de classe 03(Q), il existe des constantes 3 réelle, et ¥ positive telles que

T lim) L Re (A +K+B)u, w) Zy || ullimg pourtout ue ®A].

Les démonstrations des théorémes 2 et 3 seront données dans les para-
graphes 2 et 3 respectivement.

Ensuite, nous nous bornerons aux systémes au bord {A;{B,}cx}
a coeflicients constants définis dans le demi-espace R} comme suit :

2

1.7) Aa(L)= B w2 =S (- D

|v]i=2m k=0
*(1.8) B,= (— D,,)" — ¥ B (Da) (—D,,)°,  reR,
fes
ou
1 d 1 d
Dr-(wzla;?) D=7 9z

(1.9)  ax (D) : opérateur différentiel tangentiel homogéne d’ordre (2m — k)
a coefficients constants;

(1.10)  Brp(Da) : opérateur différentiel tangentiel homogéne d’ordre (r — p)
a coeflicients constants;

et, de plus, ’hypothése [H.2] nous permet de poser

(1.11) dam (Do) =1,

car 1l est une constante positive.
Soit maintenant £ €R"™*! et soit A>>o0. Nous faisons attacher au
systéme {A; {B.}.cx} des polyndmes

2m

(1.12) A, 5 2) = D ax(E) s+ 25
k=0
(1.13) B,.(g’;z)zz"——EﬁrP(a’)zP, rekR.
fes

Par I’hypothése [H.1], les coeflicients o (£’), qui sont des polyndémes
homogénes de degrés (2m — k), sont réels, et par I’hypothese [H.2], le
polyndéme A(E’, A; z) se factorise comme suit :

A (E, 45 8) =A(E, & 5) A (8, 45 9),

m

Ac® ) = Gc+nE, ),
ot 1

A ks ) =] ] G+=EN),

=1
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ou les {7,(¢,A)}/., sont des fonctions continues de (£’, A) ayant les
propriétés suivantes :

(1.15) {”(ti’, £md) =t7(2,2) pour tous FER, Ao, 3o
I

Imr(E, A) >o0 si |EPm+ 2> o0.

Définissons, pour u(z)€L?(R}), sa transformation de Fourier partielle

Fu(f, @) = f ¢ u(, 2,) de,
Rn—i

et 'inverse de cette transformation, pour ¢(&, z,) € L*(R}),

1

(2m)"—1 fR _16—“0"5' 6(2’7 Z) di"

Avec ces notations, nous définissons les opérateurs A* et A’ :

5”6(90) _=

Alu(z) =F[AL(F, k; — D) Fu (¥, z,)] ('),
(1.16) Au(z)=F[A_(E, d; =D, )Fu(, z,)] (2')
pour u(x)eHm (R;i).

Alors, nous avons

(1.17) Alu(z) = (A})*u(x) pour ueH!(R) etpour A o0;
(1.18) (A4 AN u(x) =A*Alu(x) pour ueH”™(R?) etpour A o.

Les opérateurs A" et A* sont des opérateurs différentiels en z, d’ordre m
a coeflicients des opérateurs pseudo-différentiels en 2.

Supposons maintenant que R=R;(0=j=m), et définissons une
forme bilinéaire @;(A) [u, ¢] pour u, v€M[A] comme suit :

A.19) B () [, 0] =2 (A+ D), )+ (a, (A+N)0) } — (Aku, ALp)

pour u,v€®[A] etpour A>>o.

Il est facile de voir que

(1.20) @B;(h) [, u]=03;(X)[u,v] pour u,ve®[A];
(1.21) Bj(A) [u, u] =Re ((A+ M) u, u) — [|Ahu|? pour u€®[A],

et que la forme @3,(A)=o, parce que, dans ce cas-la, M[A] s’identifie
avec H*"(R7)n H;' (R}). Supposons donc que 1=—1 = m. Il existe alors
une matrice carrée d’ordre j, notée par @3;(E’, 1), telle que 1'on ait
(1.22) @B () [u, v]= Rn_“(V,.)(E’)O?’/ (&, M ;) e,

pour u, v€M[A],
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ou (1/1)(’@") est le j-vecteur défini par
(=Dg)m 5 u(l, +o0)
(1.23) u(f) = (— D)™ 25 u(t, + o)
(— Dy )™ 7F u(t', + o)

et la définition analogue de (\;)(E’).

2m

La matrice @;(t', A) est déterminée par les coeflicients {o.(E)};2,,
{Bre(E) }renspesy €t par A0 et munie des propriétés suivantes :
(1.24) G3; (&', ) est hermitienne : { B; (£, ) '=&; (£, 1) ;
Désignons par (63; (&', 1)),,4 le (p, g)-¢lément de &, (£, 1), alors,
(1.25) pour tous £ €R*!, A>> 0 et > 0, nous avons

(63 (L&), 7 R)) p,q= P71 (B (&' 1)) p,q-

Nous définissons encore une matrice diagonale d’ordre j :

CHEERN O

(1.26) L, )= O (& 2m 4 ;\)2%

2j—1

Epr R
Cela posé, nous faisons une hypothése :
[H.3] Il existe une constante positive C indépendante de £ €R*! et de Ao, telle
que la matrice @; (&', A) — CI; (&, X) soit définie positive si |§' [*"+ A > o.
Nous avons des

Lemme 1.2. — St R=R; (17 m), Uhypothése [PTé] implique
Phypothése [H.3].
Lemme 1.3. — Les matrices 3;(E’, A) pour un systéme au bord { A; {B,},cx,}

—

et pour son adjoint sont identiques. Donc, un systéme au bord satisfait a [ H. 3],
st et seulement si son adjoint le faut.

Les preuves seront données dans le paragraphe 5 (essentiellement dans
le paragraphe 4). Nous énoncons le

TatoriME 4. — Un systéme au bord & coefficients constants { A; {B,},en}
défint par (1.7) et par (1.8) satisfavsant aux hypothéses [H.1], [H.2], [H.4]

(avec R=R;, 1=7=m) et I:H3:l est stablement variationnel. Et de plus,
pour un opérateur quelconque K dordre ——om—1 a coefficitents de

classe 3(Q), il existe des constantes (3 réelles et y positive telles que

v ullim@y<L Re ((A+K+B)u, u) Zy || u|immry  pour tout ued[A].
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La démonstration sera donnée aussi dans le paragraphe 5 (essentiel-
lement dans le paragraphe 4).

Remarque 1.1. — Nous avons les conclusions des théorémes 1 et 2
méme sous une hypothése, beaucoup moins restreinte que les [H.1]

et [H.2], que A soit fortement elliptique uniformément sur Q, c’est-a-dire,
qu’il existe une constante C>o telle que 'on ait

(1.27) C|EPrZLRe Ay (25 iE) Z C|EPm  pour tout (z,£) € =< R,

En effet, dans les preuves de ces théorémes au paragraphe 2, nous
n’utiliserons que cette derniére condition (1.27).

Remarque 1.2. — Soit R=R; (oZj=m —1). Alors, les (m—j)
premiéres conditions aux limites B,u=o pour oZr—=m—j—1
[voir (1.4)] signifient que <;—n>ru[p:0 pour o=r=m—j—1. Donc
le domaine ®[A] [voir (1.5)] est toujours contenu dans Iespace
Her (Q) 0 (@),

Remarque 1.3. — Pour un systéme au bord fixé {A; {B,}cr,; défini
par (1.7) et par (1.8), il existe un %,>o0 tel que la matrice (&', 1) soit
toujours définie positive si A> %, |5’ [*". Nous le verrons dans le para-

graphe 4 (voir le lemme 4.4). Donc, I'hypotheése [H3} est une condition
A

HE

Remarque 1.4. — Nous énoncerons, dans le paragraphe 6, le théo-
réme 7 une analogie du théoréme 4 au cas o Q est un ouvert borné de R”.
Dans ce théoréme 7, nous remplacerons les hypotheses [H.1] et [H.2]
par des hypothéses moins fortes { H.1} et { H.2}.

osée sur G;(E’, A\) pour relativement petit.
P (S s P P

Pour terminer ce paragraphe, nous démontrons le lemme 1.1.

Preuve du lemme 1.1. — Nous démontrons I’énoncé par récurrence
sur m. Pour m =1, I’énoncé est trivial. Soit m> 2. Alors les R; (0 =Zj = m)
définis dans ’hypothése [H.4] satisfont a [H.4], et & [H.4].

Soit, réciproquement, R un ensemble quelconque vérifiant [H.4],
et [H.4],. Nous énumérons les m éléments de R comme

oL < r<...<rp<L2m —1.

Si rp,=m—1, alors R=R,, et si ry=m, alors R=R,. Supposons
donc ry<m=r, et soit h l'indice tel que

1ZhZm—1 et que ra<<mZr,.
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Par [H.4],, on a r,+rp,=2m—1. Comme r, et 2m—1—r, sont
distincts grace a [H.4),, on a r+r,=~2m—2, donc rp,=om— 2,
On voit alors

{rolé—niC{m,m—+1, ...,2m—2}.

D’autre part, on a

{Zm—l———ll@}g Cim,m+1,...,2m—1}.

Si, done, ry>>1, on aurait m entiers distincts entre m et 2m — 2. Ceci
est impossible, donc r, = o. Nous posons alors

ym—1

R={rg.—r gl

L’ensemble R vérifie [H.4], et [H.4], pour m —1 au lieu de m, et par
I’hypothése de récurrence sur m, R doit étre égal & un certain R; ci-défini
(0oLj=m—1) avec m remplacé par m —1. L’ensemble R est enfin

égal a 'un des Ry, ..., R,_4, en effet a R,
C. Q. F. D.

2. DEMONSTRATIONS DES THEOREMES 1 ET 2.

2.1. Premiérement, nous considérons le cas ou

(2.1) Q=R'!={zx= (o, ) €R*; Z€R", z,>0}.

Supposons qu’un systéme au bord {Aj; {B,}cx} soit défini dans R}
et satisfasse aux hypothéses [H.1]~[H.3].

, . . . o7
Désignons par y la derniére variable z, et par y,u la trace d—ylé .
yyo

pour u€H*™(R}) et pour o=j=2m—1. Alors la condition au
bord (1.4) s’écrit '

d
(2.2) Yo (Bru) =y, u(2) — 2 bry (;c’; W) You(a') =o,

p<r
pes

pour tout ' €R"' et pour tout r€R, avec R et S définis par (1.2) et
par (1.3) respectivement. Nous allons, dans ce n° 2.1, obtenir une repré-
sentation des u€®[A], c’est-a-dire, des u€ H*"(R]) satisfaisant a (2.2),
au moyen de leurs traces {Y,u},cs.

Soient, d’abord, o(a’)€L:®*") et J(F)eLi( (R*), et définissons

la transformation de Fourier F' cp(E’) et son inverse 'y (z’) par rapport
aux variables tengentielles 2’

arl N — g ! =& () = ixr & N da'
o) = 7 [N =3E) = [ o) da

c’/qJ(x!) — g [“P(EI)] ‘-P( r) _ Wﬁn_1e_iw.ﬁl¢(£’) dEI.

Ann. Ec. Norm., (4), 11. — Fasc. 2. 34
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Ensuite, nous fixons une fois pour toute deux fonctions auxiliaires «(y)
et B(y) définies pour y>> o0 avec les propriétés :

(2.3) a(y)e@(ﬁl); a(0) =1; al”)(0) o pour 1Zp_om —1;
(2.4) ﬁ(y)e@(ﬁi); B(y)=1 pour oLy _1; B(y)=o0" pour y 2.

Soit maintenant ¢ €S, ¢(2') €@ (R"!) et A>>1 un paramétre, et posons

e " ! J ! ~ el T
@5 wor (@, s ) =BW[ L + X L oo(o 5) |7 Lo @) QA EFFDL
=T

Alors, nous avons une application ¢(z') — w, 1 (2', y; ¢) de 'espace @ (R*™)
dans Pespace C*(R"). ' ‘

Lemme 2.1. — L’application @(z') — w, (2, y; 9) se prolonge comme

Zm—p—f%

une application linéaire continue de H
auz conditions suivantes :

(R*') dans @[A] satisfaisant

1
“Tile (@) | P pour o=S—am;

(2.6) ([ wp (@, 35 @) [mern=ZCA~ 4 gy

9 (z') si T=p,
0 si T€S et T£p;

(2.7) YTWP,)\(‘IJ,O; cp):{

ou la constante positive C ne dépend pas de ¢, s et de h>>1.
Preuye. — Posons, pour le moment,

{ nE, ) =8@E) «(VIEF+12y),

2.8 —
&5 o(@, ) = F [BE ).

Alors nous avons

4 r o\~
(2.9) wor (e 33 @) =B | 2+ X Ly (w5 5 ) | (0.
na-
rekr

Nous allons démontrer, pour p<_k (entier) <<2m, les trois inégalités
sulvantes :

_p1
(2.10) | 5()’))’“’1 (@, 7) ly@e; nprri-e @y = Gk 29 (@) [L‘,:n_e_;w_i)9

(2.11) [B(y)yrn (2, ) “L;(Rs.; 1o (Ri—1)) <= Ck ;\_k— q“ 9 (") “H;\:—g(l\"—')’

‘im—k—1
= CIA’ )\ 2” (P (wl) ““2.171—‘3—

d 2m
2.12 II <—> k‘))\ zla
( ) dy [ﬁ(.}/)y ( -y)] L}(R_L;H!&T?(n"“»—_

;(Rn—l),

ou les constantes Ci C, et C; sont positives et indépendantes de ¢ et
de A1,
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D’abord, nous écrivons

1

— Tk
BONYLE, ») :% VTEE+1)  "8E) B }

b | =

8

o A
><§<Mé"|2+1>‘ YRa(VTEFr1hy)§,

d’ou 1l suit (2.10) et (2.11). Ensuite, nous avons
2N 1840 (2, 2]
dy g A ’

= 3 s OVTEFRD @) e (VTEFF 1),
h+i+j=2m
Ny, >0
f;,i,/. sont des constantes numériques. Done, nous avons

(%)ML[B(y)y"ﬁx(E’, 21

1
2m—hk— =

ZCe " T P 15

ou C

I
<X 1B [OWTETFF) e (VTEF+12) |,
h+i+j=2w

hoi,j>0

il en résulte (2.12).

Maintenant, (2.9) nous donne

Fwo, (@, ) @< Cte] | 3(3) 7o (s ¥) [l@e)

>0
rekR

+ 2 By e’y y) “L}.(Ri; HQ??(R"_‘))],

et
“ WP,)x(w,> )’) I

T2 (RY)

= Cte [ll BNy (s y) @y ngr @)

() 2m o ,
+H<d—y> [Bnata@ NI L

-+ 2 { By o2, y) ”L}(R;; HZ = (R7Y)

d 2m . ,
+“<07> (B 2] L;»(m;n;rew-*))}]'

Les inégalités (2.10), (2.11) et (2.12) impliquent alors
(2.13)

1

Ioa L o .
[[we,n (2, ) H[,e(R_';)éC/x o (2" ”H—g—gmn_,)’
(2.14)

1
, Qlll—p—;
i we (2 y) “H*'"(Rg,)éCl o (x) “H,m-?_.t,

TR’
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avec une constante C>o indépendante de ¢ et de A>1. Donc, par
interpolation, nous avons (2.6), parce que

2m0—p—

1
(2' 15) “ Wp,)\ ($I, )’) ”H’mo(Rf',.)é CA 2 “ @ (x’) ”H’”‘O_?—%(Rn_i) pour o é 0 él.

Nous avons ainsi démontré la premiére partie du lemme et I'inégalité (2.6)
en tenant compte de la densité de @ (R™*) dans I’espace Hm_P_g(R"_’).
Pour voir (2.7), 1l faut seulement vérifier, pour 0o==j—2m —1,
¢ (2") si j=p,
1w (2, 05 9) = b,.p<x’; %>cp (z") si j=reR, r>p,
0 sinon.

C. Q. F. D.

CoroLLaIrE 2.1. — Si Uon fize a(y), B(y) et A>>1, nous avons une
représentation unique pour tout u€ W[A] comme suit :

(2.16) u(z', y) :Z wp,)(w’, Y5 YolU) + U (', ¥),
0ES
ayvec
u,eHy" (R}) = {ueH (RY); yju=o pouro=j=om—1}.

Maintenant, nous démontrons les théorémes 1 et 2.

2.2. Nous traitons aussi, dans ce numéro, le cas ou Q =R].

Démonstration du théoréme 1. — L’hypothése contraire a [H.4], est de
supposer l’existence d’un couple (p, 5)€SXS tel que l'on ait

(2.17) p+ag=2m—1 et p>m>o.

Sous cette hypothese, il faut vérifier que, pour le systéme {A; {B.}.cn},
il n’existe pas de {3 réel tel que I'on ait

Re(Au, u) >— | u|?* pourtout ue®d[A]

Ecrivons 'opérateur A sous la forme

(2.18) A:(—r)’”ao(x’,y)<%>m+ 2 w,Axhy)(%)v(%y,

|V +kzL2m
k<a2m

ol a,(x’, y) est une fonction partout positive. Et considérons un sous-
espace fermé E, de @[A] défini par

(2.19) Ei={ue®[A]; y;u=o,siteSet 10,0}
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Alors, nous avons, par intégration par parties et grice aux majorations
des traces v u(j<<m),

(2.20) ’ (Au, u) = (—1)P" ay (2, 0) Tel, Yol > =+ by (u, u),
A avec
(2.21) [ b1 (u, u) | Z Cte || ], pour ue€kE,,

ou { , > désigne le produit scalaire de P’espace L?(R™*). Maintenant,
nous allons construire une suite {u,},_, de E,, bornée dans H™(R}),
telle que 'on ait

(2.22) Re(Auy, up) ——o lorsque p-—>oo0.
Pour le faire, nous fixons une fonction ¢(z')€®(R"*) telle que
(2.23) {ay (2, 0)0 (), 9(2') >=1,

et construisons des suites {w, (2, y; (— 1) 0) i, et {ws (2, y;9) }r=s
de E, suivant la formule (2.5) pour les ¢ et o satisfaisant a (2.17). Nous
posons alors

P
(2.0 | 4 (@, 0) = DR w4 (@, 5 (= )P - R g (21, 75 9) )

k=1
pour p=—1,2,3, ....

Nous avons ainsi défini une suite {u w__1 de E4 bornée dans H™ (R
Pip ? +/2
parce que l'on a, gréce au lemme 21,

(2.25) [l up [lm@ery
P

LY R w15 (= 0P 7) ey + A7 [ w0,k (5 @) (lamarey )
k=1

P 3
= E 2 Y % 3
_Ck g jl e [IH"'_Q_?(R"—‘)+ le “H"““‘?(R"—IH
=1

r : s 3
éCq,Ek_§}< C?Zk_5j<+oo,

k=1 k=1

o C;>o0 ne dépend pas de p. D’autre part, nous avons

P
S Yelp (2, 0) = (— 1)9_1+"1Cp,p9 (=), Cp,ﬁzz ke—m=t,
(2.26) k=1

P

( Yollp (', O):Cq,p@(l”), Cc,p:Zko’—-m—i.

k=1
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Par ’hypothése (2.17) sur (p, ), C,,, diverge vers oo lorsque p -0,
tandis que C,,, converge vers un nombre positif. Par la condition (2.23)
sur ¢ et par la formule (2.20), nous avons

(Aup, up) =—Cy , Co, =+ b1 (1p, up),

w

ou la suite {bi(u,, u,)}{,—, des nombres complexes reste bornée lorsque
p >, grice aux (2.21) et (2.25). Nous avons ainsi (2.22).

‘Voila la démonstration du théoréme 1 au cas : Q =R,

Démonstration du théoréme 2. — Soit {A; {B,{.cx| un systéme au bord
satisfaisant aux [H.1]~ [H.3] dont 'ensemble R satisfasse a [H.4], mais
ne satisfasse pas a [H.4],. (Il est facile de voir que ces deux hypotheéses

sont indépendantes 'une 'autre si m>~2.) L’hypotheése contraire a [H.4],
est de supposer I’existence d’un couple (p, 5)€SXS tel que 'on ait

(2.27) o+oZ2m—2, o>xm et c—m—a.

Sous cette hypothése, il faut vérifier Pexistence d'un opérateur

J 9 ; . . "
K= K<w’, Y550 5)—/) d’ordre = 2m —1 & coeflicients de classe @B(R))
tel que A 4+ K ne soit plus variationnel.

Ecrivons Popérateur A sous la forme

(A = A+ A,

2m

(2'28) . k=p+06+1
., 0 d \*
A1:Zak<x,) H Zi;> <W> 9
=0

ou les a; sont des opérateurs différentiels tangentiels d’ordre —Z2m —k

a coeflicients de classe 33(R?). Et nous considérons un sous-espace fermé E,
de W[A] défini par

(2.29) E;={ue®[A]; y;u—o,sit€Sett£p, o}

Nous avons alors, par intégration par parties et grice aux majorations
des traces v,u(j<m),

(2.30) | (Avu, u) | = Cte[|u |3, pour u€kE,.

D’autre part, il existe un opérateur différentiel tangentiel T<x';d—i—,)
d’ordre <—2m —p —c —1 a coefficients de classe B(R"™) et une forme
sesquilinéaire b, (u, u) tels que I’on ait

(2.31) (Aou, u) =T (you), You >+ by (u, u),
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avec
(2.32) [ by (u, u) | ZCte || u|, si uek,.

Posons alors
B 0 J g \e+o+1

\

ol % soit une constante positive a choisir plus tard. Alors, nous avons

(2.34) ((A+K)u, u) = (T =) ypu, You >+ b (u, u),
avec
(2.35) | by (u, ) | <ZCre ||, si ue€k,.

Maintenant, nous allons construire une suite {¢,}, -, de E,, bornée
dans H™(R?), telle que 'on ait

(2.36) Re((A —t—’K) Vpy Pp) —> —0 lorsque p-—>oo.

Pour le faire, nous fixons une fonction ¢(2') € ®(R"*) telle que

(2.37) 19 (@) e m—y=T1,

et posons
{) .

(2.38) op (& ) :Z {Rem =t wo i (2 y5 @) + KT wo i (2, 5 9) }
k=1

pour p=—r1,2,3, ....

Nous avons ainsi défini une suite {¢,},_, de E,, bornée dans H™(R]).
[La majoration de la norme ||¢,|u~m:; est analogue & celle de u, dans
Pinégalité (2.25).] D’autre part, nous avons

p
K Yo¥p (25 0) :ZI{P—’"—’ o (2) =G, p0(2),
(2.39> ( k=1

P

Yovp (2, 0) :Z ko—m—1o (') = Cq, 0 (2'),

k=1

ol nous remarquons que, grice a l’hypothése (2.27) sur (p,0), la
somme G, , diverge vers 4« lorsque p -, tandis que la somme G, ,
converge vers un nombre positif.
Comme o(z')€®(R™™), nous avons une constante C>o telle que
Pon ait
[<T ('), ¢ (2') >] < Cte || ¢ [lnm—e—s—s e || @ [lus mr— = C.
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Grace a ’hypothese (2.37), nous avons donc

Rel (T —x) ¢ (2), ¢ (2') >=C—x
Choisissons alors x de sorte que C—x<<—1. Nous avons

Re (T —2)Y9ps Yovp » <— Cp,p Cg, p>—0 lorsque p—>—+oo.

nm(RgL)}::“ (234) et de (235),

En tenant compte de la borne de {|¢,
nous obtenons (2.36).

Done, la démonstration est terminée au cas ou Q =R

2.3. Soit maintenant {A; {B,}.cx} un systéme au bord satisfaisant
aux [H.1]~[H.3] défini dans un ouvert borné Q de R* a frontiére I’
de classe C*. Les démonstrations des théorémes 1 et 2 sont effectuées sur
les mémes principes que ceux dans le cas de Q=R/. Nous avons besoin
seulement de quelques modifications. Nous allons maintenant les esquisser.

Comme la frontiere I' de Q est une variété de classe C* a dimension
n —1, chaque point P de I' admet une carte locale U au voisinage de P
avec les propriétés suivantes : U s’applique par un difféomorphisme W
de classe C* 4 un voisinage U’ de lorigine O de R’ de sorte que
T (UNT)=U'NR*" et que la direction normale intérieure a I' corres-
ponde a la direction y>o. Nous choisissons encore deux voisinages W,
et W, de P tels que W,&W,CU et désignons par W, et W, leurs

images par ¥ dans R’.

Quant au théoréme 1, nous écrivons 'opérateur A sous la méme forme
que (2.18). La définition du sous-espace E, de @W[A] est la méme que (2.19).
Nous prenons une fonction ¢(z') de 'espace @ (W, NTI) satisfaisant aussi
a (2.23). La définition des {u,},_, est donnée par (2.24,) mais nous
prenons les fonctions u,(x’, y)=1vy (2, y) u,(2', y) au lieu des u,(z', y),
ol (', y) soit une fonction de classe @ (W,) telle que 7 (2, y)=1 sur W,.
Alors, la suite { %, {,_, joue complétement le méme role que celui de {u,},_,
dans le cas de R}. Nous avons ainsi localisé toutes les situations, et il
n’y a rien 4 modifier dans la suite de la démonstration.

Quant au théoréme 2; nous écrivons A sous la forme de (2.28). L’espace E,
est défini analoguement. Nous prenons comme K un opérateur a coeffi-
cients de classe @(U) qui est égal a opérateur donné par (2.33). Nous
prenons une fonction ¢(z') €@ (W, NT') satisfaisant aussi a (2.37). La défi-
nition des {¢,},_, est donnée par (2.38). On les remplace par les
oo, y) =y (2, y) v,(2', y), ou y(2', u) est la fonction prise ci-dessus.
Alors, on montre (2.36) avec ¢, remplacées par ©,.

Enfin, nous avons complétement établi les théorémes 1 et 2.
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3. DEMONSTRATION DU THEOREME J.

Soit {A; {B,},ex} un systéme au bord elliptique auto-adjoint satis-
faisant aux [H.1], [H.2], [H.3] et [H.4],. Pour le moment, nous ne suppo-
sons pas ’hypotheése [H.4],. Par I'hypotheése [H.2], il existe un [ réel
tel que A 4 B1 soit auto-adjoint strictement positif avec le domaine @[A]
défini par (1.5). Nous désignons cet opérateur par Ag :

(3.1) Ag=A + BI; (Agu, u) > d|lu|* pour tout u€@[A],

ol ¢ est une constante positive. Nous pouvons alors introduire sa racine

1
carrée Aj strictement positive.
Nous allons utiliser quelques propriétés et résultats importants de la
théorie d’interpolation. Alors, nous définissons une série des espaces
d’interpolation suivant la méthode complexe de Calderon [8].

Soient X, et X, deux espaces de Banach avec

(3.2) X, Xy,

ou linjection de X, dans X, est supposée continue. Désignons par
R (X,, X,) I'espace de Banach des fonctions f(z) d’une variable complexe
z=y¢ 41w, a4 valeurs dans z,, holomorphes dans o<<¢ <1, bornées et
continues dans o=v¢="1 et telles que w— f(iw) [resp. w— (14 1w)]
soit continue de R' dans X, (resp. dans X,) et que

(B:3) 1/ e xy== max {sup £ i) [y sup /0 i) [, ] < o2,

muni de la norme définie par (3.3). Désignons, pour o<<0<1, par

(3.4) (Xo, Xy)o={u=f(0); avec une certaine fe € (X,, X;) |

un espace de Banach muni de la norme

(3.5) 22 [loxo, xa0 = Jnf 1/ 1l oo xa-
JE ye (Xo, X1)

Si X, et X, sont hilbertiens, les espaces (X,, X,)s (0 << <1) s’identifient
avec les espaces d’interpolations (des indices 0 correspondants) au sens
des traces ou bien des moyennes (dans le cadre de L.?) introduits par Lions
et Peetre [6].

Maintenant, nous posons X,=L*(Q) et X,=®[A]. Ils sont hilber-
tiens (W[A] est un sous-espace fermé de H*"(Q)). L’espace d’interpo-

. . y . )\ I
lation que nous considérons dans la suite est I’espace correspondant a 6 = -,
2

c’est-a-dire, (L*(Q), D[A]),.

Ann. Ec. Norm., (4), II. — Fasc. 2. 35



274 N. SHIMAKURA.
Nous avons les trois lemmes suivants :

Lemme 3.1. — Nous avons

2

(3.6) (Agu, u) :HA%N

pour tout u€®[A].

LemMme 3.2. — Le domaine (D[Ag] de A§ s’identifie avec Uespace d’inter-
polation (L*(Q), @[A]), algébriquement et topologiquement, c’est-a-dire, il

existe une constante ¢>> o telle que Uon ait

(3-‘7) c! “A‘iéu, “é [l (| @), @ran, < € ” A'%éu ” pour tout uem[Ag].

Lemme 3.3. — L’espace d’interpolation (L*(Q), @[A]), s’identifie avec un
sous-espace fermé )
(3.8) {uel” (Q); B,ulr=o pour tout reR tel que r << m}

de H™(Q) algébriquement et topologiquement, c’est-a-dire, la norme dans
(L*(Q), @[A]), est équivalente d celle de H™(Q).

Le lemme 3.1 est trivial. Quant au lemme 3.2, nous pouvons référer
Lions [6]. Le lemme 3.3 est un cas particulier d’un théoréme d’inter-
polation obtenu par Grisvard [5].

A Taide des trois lemmes, nous avons une inégalité

(3.9) (Agu, u) > 7|

u |

fim(Q) pour tout u€ @[A],
avec une constante Y>> o indépendante de u.

Démonstration du théoréme 3. — Maintenant, nous supposons ’hypo-
these [H.4],, c’est-a-dire, nous allons considérer seulement des systémes
au bord {A; {B,}.ca} satisfaisant aux [H.1]~v[H.4] et auto-adjoints.

Supposer [H.4], a ’ensemble R est équivalente a supposer a ’ensemble
complémentaire S la condition suivante :

(3.10) Pour tout choix de (p, s) €S < Stel quep+o=Z2m — 2,
on ait toujours a la foisp =Zm —1etocZm —1.

(Cette équivalence est a cause de I’hypothese [H.4],.)

Soit alors K = K<x,0%,> un opérateur différentiel quelconque d’ordre

< am —1 & coefficients de classe 3(Q). Et nous allons estimer | (Ku, u)]
pour u€M[A]. ;

L’intégration par parties, la condition au bord (1.4) et I’hypothése (3.10)
nous donnent

(3.11) (Ku, w) =k (u, u) + b (u, u),
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avec
~ : d\* 2 \f
(3.12) k(u, u) = Z‘ </xag(x) (d_x> u, <(—)}> u)L’(Q)’
je+B<a2m
[oc|,|B|ém
3.13 b = T (" J Nolly
(3.13) (v, u) = 2 6o x,% (oly Yol e
P, CES
(;,o‘ém—1

ou k.g(x) sont des fonctions de classe 3(Q), Tp,;({l?’; d%;) sont des opéra-

teurs différentiels tangentiels d’ordre =——2m —p—ag—2 a coeflicients
de classe @3 (I') et

Tou = <%>Pu |r les traces d’ordre p de u.
Nous avons donc
S [ & (uy w) [ = Ce [ [lum@)- | # [fm— 2,
(3.14) ( 16 (1, u) | < Cte 2 [l vp 2 [[fim—e—s -

pES
pLm—1

Alors, pour ¢>o0 donné quelconque, il existe une constante C(e)> o
telle que

(3.15) [k (u, ) |+ ]b(u, u) | ZLe||w|lfma+ C)||u|]> pour ue®[A].

[ 4
)

(SRS

Cette majoration et (3.9) impliquent, en prenant ¢ =

(3.16) Re((Ag+Kyu, u) > % (| [fim@y— C'||«]]* pour tout ue Dd[A],
ou C'> o est aussi une constante indépendante de u. On a enfin démontré
que Ag+ K, donc A 4 K, est variationnel. L’inégalité d’autre sens dans

le théoréme 3 est une conséquence de (3.7).
C. Q. F. D.

Pour la commodité dans la suite, nous allons maintenant éclaircir les
relations algébriques détaillées entre les coefficients de A et ceux de { B, }, ¢y
pour qu'un systéme au bord {A;{B,}.cx} soit auto-adjoint. V

Soit {A; {B,},ex} un systéme au bord elliptique défini dans le demi-
espace R} satisfaisant aux hypotheéses [H.1]~v[H.4]. Nous écrivons A
et {B,}.er suivant les formes de (1.7) et de (1.8) :

2m

(3.17) A= ar(x; Do) (— Dy
k=0
(3.18) B,=(—D,,)"— Z Bro (23 Dy) (—=D,,)¢ pour reR=R; (0 Zj=m),

p<r
pEs
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=
b
TN
-
<
o~ =
Y
N———
U
NIH

9
' dz,

et les o(z; Do) et (B,,(2'; Do) sont des opérateurs différentiels tan-
gentiels d’ordre ——2m —k et r—p respectivement a coefficients de
classe G3(R]) et O3(R**) respectivement. Désignons, de plus, par
%;(z; Do) et par B,(2"; Do) les opérateurs adjoints formels a ay(a; Do)
et & fB,(2"; D) respectivement. Kcrivons par of(z; D,) et par
o, (x; Da) les opérateurs ax(x; D.) et o (z; D) opérés par D] et par
(— D,,)? & leurs coeflicients respectivement. :

L’hypothése que {A; {B,}.cx,} soit auto-adjoint se compose de deux
hypothéses algébriques : la premiére est I'identité entre A et son adjoint
formel A*, et la deuxiéme est I’équivalence entre {B,}.cr, et sa condi-
tion au bord adjointe {B,}.cr. Nous avons un

Lemme 3.4. — Soit R=R;. Alors, un systéme au bord {A; {B,} cx}
défint dans R} par (3.17) et par (3.18) est auto-adjoint, si et seulement si
Uhypothése [H. a-a] suivante est vérifiée :

[H. a-a] :

(1) a (25 Dar) —2( > ;P (@ Do) pour tout o Zk Zom;
k+(—1 !

.. m—1+ ,

(1) Z C m _lp>a2pm+1+p—lc 1 (25 Do) ¢ (2')
p=0

l—1 [—1—p

m— [+
+2 Z < P> “(21]/31+1+p+(/—1 (25 Dar) { Binag, m—k (25 Do) 0 (') }
p=0 qg=0

k—1 k—1—p
M4 q+p g
Y Z (" VBt (@5 Do) { it (a5 D) 9 ()
p=0 q=
=o pourtout ¢ (z')€e® (R*1) et pour tous 1 Zk, 1.

Preuve. — Premiérement 1’égalité A = A* nous donne tout de suite les
relations (i). Donc, nous allons maintenant voir (ii).

L’identité
DL.9.¢—¢.DL, “; <ZD” "/9.D],¢ >

implique d’abord l’existence des formes I'(u,¢) (I=1), ..., n) telles
que l'on ait

L N0 ,
(3.19) A,u.V——u.A&__—EEI‘[(:[,L),
=1
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ou les I';(u, ¢) ne sont pas uniquement déterminées, mais on peut choisir
comme I';(u, ¢) la forme suivante :

(3.20) Lo(uye) = X T, ((—=Du)ru, (—Dy,)70),

pHg<L2m—1

avec \

2m—p—qg—1

O { —
@a Taeh=; X ()b D0 o). 5.

=0
Supposons alors que u et ¢ satisfassent a la condition au bord
B,JI |Ru—l: BrV IRn—-1: o,

pour tout r€R;, ou les B, sont donnés par (3.18). Alors, nous avons

(3.22) T (e, ) |a—0= Z 0,6 (You, Y59,

0, 0ES
ou
7(,“ = ('_’ D.r,,)p” [41-“:07 PE S?

=o si p+o>oam;
=T4.5(9 ) leamot X, Do (Bre @ §) Lo
(3.23) 0,0 (¢, ¥) = ’{‘glfi
’*‘Z I‘p,-c(CPz ﬁsaab) |x":u si pt+o<am.
s>0
sER;

L’hypothése que {A; {B,} x| soit auto-adjoint s’exprime alors

(3.23 bis) 0,,5(9,¥) =0 pour lous 9, bed (R*)
et pour tout (p, o) €S < S.

L’ensemble R étant R;(o=_j = m), nous pouvvons poser
— si (p,0)€ESXS et pFo<2m, >
p=m—Kk, c=m—|{ avec 1=k, L],
— si r€R; et s€R; avec r, s>>m,
r=m-+p, s=m—+q, avec o0Lp, q=j—1.

Donc, nous avons les relations (i) dans I’énoncé, grace a (3.21) et a (3.22).

C. Q. F. D.
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Cororratre 3.1. — Supposons que le systéme {A,{B,|.cy} soit a
coeffictents constants, donc défini par (1.7) et par (1.8). Alors Uhypothése
[H. a-a] s’écrit comme suit :

~(3.28) ar (Do) solent a coefficients réels (o =k =2m);

(=1

(325) Ly 1 —k—1 (DJJ’) -+ Z s e gL (D.r’) (3m+//, m—k (D.L")

qg=0
k—1
N 3 D D) = tous 1=k, =]
-+ @/u+4/,/u—[( ) ai/n+1+r/v/\‘( ) =0 pourtous 1 —»nr, =/
qg=0

Nous remarquons enfin que les relations (ii) dans I’hypothése [H. a-a]
et (3.25) sont automatiquement remplies si R=R, (la condition de

Dirichlet).

Ensuite, pour un systéme au bord {A;|B, || défini par (3.17) et
par (3.18), nous donnons les relations algébriques pour qu’un systéme
au bord {A*; {B, }, x| soit adjoint a {A; {B,|.eg, |, olt nous donnons les
opérateurs {B, ., sous les mémes formes que (3.18) :

(3.26)  B.=(—D,)"— ¥ Ey(@; D) (—D,)?  pour reR=R,.

p<r
ves

Nous ne supposons pas maintenant que A*= A. Nous posons

“(3.27) @A) ={veH> (R}); B, ¢ |gi——o0 pour tout r€R; |},

Lemme 3.5. — Le systéme au bord {A*; (B, |.cn| est adjoint d
{A; {B.},en |, st et seulement si Uon a les relations

k+1—1
m—1I1+p\"
@.a8) ¥ ( oo T Yoty (a5 D) g ()
p=0
l—1 [—1—p /
m—{—+ /
+2 ( m— lp>a(2pn)L+1+p—k—l (xl; DJC’) {6m+q,m~/¢ (x5 DJL') ¢ (xl) }
p=0 qg=o0
k—1 k—1—p
Y m -+ q —+ % - - )
-+ Z Z < m _(|]_ q P>@m+q,m—l (‘I;/) ])-'7') { “§/731+1+//+//—k (‘1:I7 D’l’) CP ('ZJ) }
p=0  g=0

=o pour tout 9 (z') €D (R*") et pour tous 1k, [ Z].
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Preuge. — On considére la différence Au.v — u.A*0 pour u€@[A] et
pour v € M[A*]. Alors, il faut seulement modifier la définition des 0, (¢, ¢).
Au lieu de (3.23), nous posons

o si p+o>~am;

T )+ X Do (Bres )
(3.29) Og6(9,¢) = res;

. o
+2|, T (9, Biod) sLopHo<am.
§ >0
sER; =0
Alors, par un raisonnement tout a fait analogue, nous avons (3.28).
C. Q. F. D.

CororLatre 3.2. — Supposons que le systéme [A, |B,|,.cn| soit d
coeffictents constants et défint par (1.7) et par (1.8). Alors, son adjoint
{A*, {B, |,en,} Vest aussi et (3.28) devient

[—1

(3 . 30) %o nt1—k—1 (I)L’) -+ Z ay net 1+l (l)-l") BIIL—I»/], m—k (Dl")

=0
k—1
+ 2 BII::JHI, m—{ (D-l") Ly +i—k (])l’) =0 pour tous 1 é k7 léj

g =0

4. OPERATEURS DIFFERENTIELS ORDINAIRES
A COEFFICIENTS CONSTANTS.

Le but de ce paragraphe est de donner les explications détaillées sur
les notions, surtout sur la matrice @;(£’, 2), introduites dans le para-
graphe 1 pour préparer I’énoncé du théoreme 4. Nous nous occupons
donc d’étudier des systémes au bord elliptiques d’ordre 2m d’une seule
variable y a coefficients constants définis sur la demi-droite

Ri={yeR;y>o0].

L’opérateur A considéré dans ce qui suit a la forme

‘ 2: . 1 d
(.1) A=AD) =Y u(—Dyt D= @

k=0

2m

avec les {a,|;", constants. Et, la condition au bord y = o s’écrit

(b.2) B,u(0) = (— D,)"u (o) —Z Brpo (— Dy)?u (o) =0 pour tout r€R,

p<nr
pES

les { B, étant constants.
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Nous considérons les constantes o et 3, comme dépendant & un certain
nombre de parameétres réels que nous préciserons dans le paragraphe
suivant. Donc tous les termes dans (4.1) et dans (4.2) sont regardés
comme formant les parties principales de A et des B, respectivement.
De ce point de vue, nous allons interpréter les hypothéses [H.1], [H.2],

[H.3] [H.4] et [\H’g], par rapport au systéme {A; {B,}.cxr}-

D’abord, deux premiéres hypothéses [H.1] et [H.2] deviennent respec-
tivement

[~.1] ap (0 ZLk=Z2m) soient réels;
[~.2] C'(|n|+ 1)”"42 o (—n)kZC(|n]|—+1)* pour tout v réel,
k=0

avec une constante C> o indépendante de .
Nous nous rappelons [H.4.] Soit

R=R,={o, ..

SZS/:{m—J, ..

am—j—1,m, ..., m+j—1} (0Lj=m);

[A.4] {

Lam—1,m-+j, ...,2m—1}.

Si j=o, c’est-a-dire, R=/{o0,1, ..., m—1}, la condition au bord est
celle de Dirichlet. Nous omettons ce cas trivial, et supposons que 1= = m.
Maintenant, pour interpréter les [H.3] et [H. a-a] (voir le paragraphe 3),

nous introduisons quelques matrices carrées : Posons
Lom—1  Lom—2 Lom—j
(-3) (= | T T
Lom—yj — ov e e 052/:1—2/‘+1
[ o o o Ao
o o] Aam Aem—i
(h.4) (@)= . C e e ;
o PLam Lam—j+2
| Jom Aot Lo—j+2  Lam—j41
i ﬁm—{—/‘-l,m—l .Blll+j—1,lll—j -
(+.5) Gr=\ P
5m, m—1 Bm, m—j
[~ gm—1  gm gin+j—2
g2 zlu—{-j——:;
(+.6) =TT
zm—/’ gin—1

Ce sont des matrices carrées d’ordre j. (a); et ((«)); sont réelles symé-
triques (hermitiennes). ¢;(z) est une matrice carrée d’ordre j d’éléments

I

mondmes de z.
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Pour transformer I’hypothése [H.3] en une forme matricielle, nous
faisons correspondre a lopérateur A(D,)-+ 2 (dépendant & un para-
meétre A>>0) un polyndme

2m

(*.7) A(—z)—I—XEZakz"—I— A.
k=0
Pour A>o0 fixé, le polynéme A(—z)+2 a m zéros z=—1(A)

(I=1, ..., m) avec Im=,(A)>o0. On pose alors

m

(k.8) p) =] E+700) = ) s

=1 k=0

m

Nous posons, de plus,

(.9) A,-m:i.fr () 5 — ()] 0 (5) ds,
A

2T

ou I; est la matrice d’identité d’ordre j, Iy est un contour fermé, borné

n

contenant { — 7, (A)},", & son intérieur. On a donc une matrice carrée A; ()
d’ordre j dépendant & un parameétre A >>o. L’hypothése [H.3] est équi-
valente a dire que

[~.3] A, (A) soit inversible pour tout A o.
Si le systeme est auto-adjoint, il satisfait a
[h. a-a] (@)= ((@)); (B);+ (B)] ((2)) ;= 0.

Nous remarquons ici une relation trés importante entre les o, et les s¢(A).

L’hypothése [h.2] nous permet d’abord de supposer

(".10) Ay =1.

Alors, par (4.7) et par (4.8), nous avons

A(—3) +):1);\(E)p)\(5):I:H{5+T1()\)}J [[[{H-n(x) }],
=1

=1

d’ou 'on obtient
R
(h.11) Do () 5 (h) :{

(=0

Aom—t si OékéZm—I,
oo+ A si k=am,

ou 'on a posé s.(A)=o0 si k<o ou k> m.

Nous considérons maintenant la forme bilinéaire (Au, ¢) pour u et ¢
appartenant a
(k.12) @[A]={ueH>(R]); B,u(o) =0 pour tout reR;}.

Ann. Ec. Norm., (4), I1I. — Fasc. 2. 36
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Posons, pour Ao,

m n

Nwﬂ—[h—D+mm»_Z%Huu—vv

(b.13) e
Ame] — Dy 7 (1) =Y sut (1) (— Dy,
k=0
alors nous avons
(.14) A(Dy) + 2= AL (Dy) AL(Dy) = { AL (@)) [P AL(@,).
Désignons par ( , )le produit scalaire dans L?(R}) et par|| | la norme

correspondante.
Nous définissons
@By (1) [uy 0] = (A4 1) u, 0) — (ALu, Ale),
(h.15) @; (W) [u, v]= ;g (A2 u, o) + (4, (A+2)e) | — (Alu, Aly)
pour u, v€@[A] etpour A>>o.
G (1) et B;(1) sont des formes bilinéaires définies dans @[A], plus préci-
sément, ce sont des formes bilinéaires des traces '
(= Dy)m="u(o) (—Dy)m=te(o)
(. 16) | ol | e
(—=Dy)"u(o) (—=Dy)"=¢(0)
Les formules (4.13), (4.14), (4.15) et Dintégration par parties nous
donnent un
Lemme 4.1. — Les formes bilinéaires @BY(0) [u, v] et 03;(A)[u, v] sont

défintes aussi par des matrices carrées d’ordre |, encore notées par 33'()\)
et par 0;()) respectivement, comme suit :

@Y () [u, o] =v".BY (4) .4,
(b.17) 7 b
B (2) [u, 0] =y".B; (3) . 8;
ol
() =2 () + (1), ()]s
(b.18) @; (%) —5‘03‘,-(1) -+ @Y ()"
= -y (1) = (1) (), (3)— (B); ()1,
g (A) ... xij(l)
(’l-.lg)‘ xj()\): IR e e ,
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avec
p—1
(.20) Zpg (1) :2 Sge (X)) Spayi () pour 1Zp,q]J.
=0
CororLratre 4.1. — (i) ®B;(A) est une matrice hermitienne d’ordre j;

(ii) St Pon a Uhypothése [h. a-a], nous avons @B;(h) = @B (L);
(1) En particulier, st U'on pose u=y dans (4.15), on obtient
(k.21) Re ((A+ D) u, u,):||A7+‘1/,H2+(1/:%*.03/(7\).(1/;l) pour ue®|[A].

Ensuite, nous voulons chercher quelques propriétés fondamentales des
matrices (3 () et 3;(2) pour A >~ o. Surtout, nous nous sommes intéressés
si elles sont définies positives. L’introduction de ces matrices semble tres
artificielle, parce que, comme on a déja vu dans le paragraphe 1, Popé-
rateur A! devient, si n>>2, un opérateur différentiel par rapport a w,
mais a coeflicients des opérateurs pseudo-différentiels par rapport aux
variables tangentielles 2'. Pourtant, dans le cas n=1 d’une seule
variable y > o dont nous nous occupons maintenant, la matrice @' (A)
est liée avec la matrice A;(%) définie par (4.9) d’'une maniére trés précise.
Il y a une analogie aussi dans le cas n>>2. Et cette liaison entre @' (1)
et A;(A) nous donnera une information favorable sur la matrice @3;(A).
Et nous verrons ce que signifie I’hypothése [H’g] qui va remplacer [H.3].

Maintenant, nous avons besoin d’introduire encore une matrice carrée
d’ordre j : Posons

so (M) s () . s ()
(fe.29) S, (h) = o So(2) .. 8o (d)

Alors, nous avons un

LemME 4.2. — La matrice a3 (1) est lide avec A;(h) comme suil :
(.23) A (1) =—1((a)),;®y (1) 8; (1)~

Preuve. — Nous allons démontrer la relation

1
h.of S
(b.24) vy

S () ) o () ds=o

Pour cela, introduisons (m —+ 1)-polyndmes auxiliaires et une matrice :
"
(f.25) Gt (5) = Z Sm—i (R) 5h—F pour ok Zm;
h=k
Sm (1) 0 - o

b"/u ()\) f— S (7‘) S ()\) '
.8'1(7\) e - .S',,l(}‘)
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Alors, nous avons

qm—1 (Z) BGgm—1 (Z) . 5/:_’ qm—1 (5)
Si ()\) 9; () = Gin—2 (5) Sq"t.—.&.(.z)‘ 7 Gy (3)

Gm—j (8)  FGm—j (5) . 7 qu;(5)
et
=t i ... g

-7 s N

2/ 8;(R) 9;(5) = p(s)
1 3 5/—!
_‘[ O I; :|Sz/n‘?m(z) Y
b m
" O
Nous utilisons les relations
o i gk s ! si k=/{,
(ll‘26) {27.”"/11)‘1))\(2) gm—1(3) dz {0 sinon
pour tous 1=k, ! Zm.
Donc, nous avons
(%.27) : Lf ) (3) de =S, (M)~ (I=1, ..., m);
2T I
et, de plus,
I

(k.27)’ fF Pr(5)"1 5705 () ds=— S; (1)—1S) (1) S; (1),
A

ami
ol nous avons posé :
S/()\) S/+1()\) e Sej 1 ()\)
S/} ()\) — 81_1()\) S](;\) Sg/'_g()\)

s (A) s () ... s ()
avec s,(A) =o si k> m.
Donc, pour voir (4.24), il faut seulement vérifier

(%.28) #j (A) = ((@));S;(1)7'S; (2).
Pour le voir, il suffit de poser

Foo(d) o (d) ... o, ()7
() ... gia(})

S, ()i Lo ;
O .
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avec
l

oo (A) =1, Za,,()\) sp(d) =o pour 1715 —1.

p=0

Alors, un calcul direct nous donne (4.28). Nous avons donc

(k.29) %i‘/;lp)\(z)—izi 9j(8) ds=— ((@))7"' %; (1) S; (A)~.
(4.27), (4.29) et (4.9) donnent enfin (4.23).

C. Q. F. D.

La premiére importance de la relation (4.23) est la suivante : Les
matrices ((«)); et S;(A) sont toujours inversibles [dét((a));= +1 et
détS;(A) =1]. Donc la matrice ®B(A) est toujours inversible pour
tout Ao, car A;(A) D’est par '’hypothése [h.3]. Donc, si I’hypo-
thése [h. a-a] a lieu, la matrice @3;(A) elle-méme, qui est égale a @' (1),
est toujours inversible.

Ensuite, nous considérons un systéme au bord particulier

(.30) K=(—Dy)m4+1; B,=(—D,), reR,.

Alors, les‘(a)j et (B); forresponda}nt a ce systéme {A, { B, },eni} sont o.
Nous désignons par %; la matrice %;(0) correspondant & ce systéme.
Nous avons un lemme trés important :

S O . P ..
Lemme 4.3. — La mairice %; est strictement définie positive.
L’Appendice sera consacré a la démonstration de ce lemme. Nous

’admettons pour le moment, et démontrons le
p )

LemuME 4.4. — Etant donné un systéme au bord {A;{B.}.cx,} satis-
faisant & [h.1] et & [h.2], il existe un A>> o0 tel que la matrice B;()) soit
strictement définie positive pour tout A A,.

Preuve. — Posons
1
(%.31) V= (A+1)"">o0;
, ag+A)A=2m si k=o,
ar (A) = ( o,k_ ) ., )
b3 o A'E—2m si k=1, ...,2m;
.32
( ) T (M) =7 (AN  pour /=1, ..., m;

sp (A) =se (M) M+ pour k=o, ..., m,
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Alors, les o (1), 7,(A) et les s, (%) sont des fonctions continues de A>o,

et {7,(2)}, tendent vers les racines de I’équation z*”+1=o0 avec les

[=1

parties imaginaires positives, lorsque 4 — 4 . Posons, de plus,

[

O

(h.33) A= ;

v |
(h.34) 5 X:j()-) =NAjn; (M)A, ) - |
L @) =1 \;@; (M)A, @Y (1) =A@ () A
Nous avons donc '
(0.35) @ ()= 1% 1 () — - 5l () =% - N AQA,,
ou

(%.36) Qj

1 '

571 (@) (B); = (B); (@)},

et nous avons utilisé la relation %;+%,=o. La différence #,(A) —%;
et A'A;Q;A; tendent vers zéro, lorsque A —> -4 o . Par le lemme précé-

. . I~ . .
dent, nous pouvons choisir un ¢>o tel que -%;—cl; soit strictement

’ I~
03/@)‘7*1‘

définie positive. Et choisissons un A,>>o0 tel que soit
majorée par ¢ pour tout A>xk,. Donc la matrice @ (i) est strictement
définie positive pour tout 2 > %,. Par conséquent, @; (1) = A"~ A" @ (1) A
Pest aussi.
C. Q. F. D.
Nous posons maintenant, pour Ao,
)\I
2

1

(.37) i/(l): O =11AF, M= (A1),

)\/2/'~1

Alors, nous avons vu, dans le lemme 4.4, qu’il existe deux constantes ¢ > o
et Ao>>0 telles que la matrice @3;(A) —cI;(A) soit toujours strictement
positive pour A >, v
Alors, notre nouvelle hypothése est la suivante :
[5.3] Il existe une constante ¢ > oindépendante de 1> o telle que
la matrice @; (2) — ¢l (%) soit définie positive pour tout A > o.

Essentiellement, c’est une hypothése sur @;(1) pour petit A,
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Nous avons le
Lemme 4.5. — L’hypothése Dz‘?ﬂ implique Uhypothése [h.3].
Preuve. — Soit C€GC/ un vecteur quelconque < o. Alors, nous avons
C®;(1).C=Re[C".®BY (1).C]>0 pourtout >0,
grice a [71‘3] Done, @3, (2) est toujours inversible pour tout A>- o, donc,

par (4.23), A;(A) lest aussi. (La preuve du lemme 1.2 est essentiel-

lement finie.)
C. Q. F. D.

Nous remarquons encore que les hypothéses [h.3] et [h. a-a] impliquent,
grace au corollaire 4.1, [ﬁ] Done, sous ’hypotheése [h. a-a], deux hypo-
theses [h.3] et [773] sont équivalentes.

Voici une estimation a priori :

Lemue 4.6. — Sous les hypothéses [h.1], [h.2], [1.4] et | h.3), nous avons
la majoration

(4.38) [l [[itn @yy= G () { |A w [P+ @, (4) [, u]} pour tout u€ M[A],
avec une constante C(A) > o pour tout A > o indépendante de u.

Preuve. — Comme la situation est la méme pour tout Ao, il suffit
de démontrer, pour A = o, I'inégalité suivante : ’
i
(4.39)  [lullim@mn=Co [[Asu|] +Z | (— Dy)ym~tu(o) | pour tout u€®[A],
(=1
ol nous avons posé A= A,.
Soit { ¢ },ex, €C" un vecteur quelconque donné. Alors, il existe une
seule solution U,(y)€ H>" (R}) du probléme aux limites :

(4.40) AU, (y)=o poury > o; B,U, (o) =9, pourreR,,

avec l’estimation
Py Rl
U+ [fimmey== Ce Y, | 612

reR
Soit, d’autre part, u€®[A] et posons
J)=A.(Dy)u(y)  pour y>o.

Alors, f(y) € H™(R;). Soit f,(y) € H"(R') un prolongement de f(y) & y < o,
c’est-a-dire, f1(y) = f(y), s1 y > o et supposons que

/2 () [limmey== Cre [| £ () [Py
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Et posons, de plus,
Fo=[ Irmeta,  eR,

=5z [ mOAE

Alors nous voyons que ¢(y) € H*"(R*),
A () =/fi(y) =Acul(y)  pour y>o,
et que
U
I V”E[mm)“i‘Zl B,u (o) |* £ Cte <[|A+u W) F+ 2 | (— Dy)™tu (o) |2>.
rER; =1
Nous prenons alors la solution U, (y) du probléeme (4.40) avec ¢,= B, (o)
(r€R;). On a, par l'unicité de la solution du probléme
Acu(y)=S(1), Bru(o)=o (rekR))
dans Pespace M[A], v
w(y)=¢0) = U0,

d’ott 'on a l'estimation (4.39).
C. Q. F. D.

Nous avons ainsi démontré une inégalité suivante :
(&.41) Re(Au, u) >y ullimnmy pourtout u€d[A],
avec une constante Y > o indépendante de u. Cette inégalité joue le méme
role que celui de (3.9), et nous pouvons démontrer la

Prorostrion 4.1. — Un systéme au bord { A; | B, |,ex,} défini par (4.1)
et par (4.2) satisfaisant auz hypothéses [h.1], [h.2], [h.3] et [k.4] est stable-

ment variationnel. Et, de plus, étant donné un opérateur quelconque K
d’ordre = 2m —1 & coeffictents de classe B(R}), il existe des constantes [3
réelle et y positive telles que

T« llimmy= Re (A + K+ ) u, u) Zy | ujimmy pour tout u€®[A].
Ensuite, nous remarquons une chose sur le systéme adjoint au systéme
défini par (4.1) et par (4.2) avec R =R; (1=Z7 < m). La condition au
bord adjoint a (4.2) par rapport & A s’écrit également

(5.42) BLu(o)=(—D,)"u (o) —Zﬁ;.p(— D,)Pu (o) =o pour tout reR=R;.
p<r
pes

ol les { 3, | doivent remplir les relations entre les o et les { 3,, }

(l.43) (@) (@), (B)+ (B (@) =o.

[voir la formule (3.30)].
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Alors, nous avons
(.44) ((2));(B);— (B); (@)= ((2)); (B);— (B ((2)),
car () = («);. Donc, si 'on construit la matrice @3;(A) pour le systéme
adjoint { A*; { B, |,en, | (A*=A), elle est égale & celle du { A; {B,}.cx,}-

Donc I’hypotheése [ﬁ] est la méme pour 'adjoint. Le lemme 1.3 est
ainsi essentiellement démontré.

5. DEMONSTRATION DU THEOREME 4
ET QUELQUES EXEMPLES.

Nous revenons maintenant au systéme au bord { A;{B,}.cr} défini
par (1.7) et par (1.8) dans le demi-espace R} :

2m

(5.1) A=Y (Do) (— D)5
k=0

(5.2) CB= (=D, =6, (Ds) (—=D,)¢  (reR)),
p<r
pPES;

ou les coefficients (a;D,,) satisfont aux hypotheéses

(5.3) ' oo (Do) =13
(3.4) ar (Dy) : polyndme en D, homogéne de degré (2m — k)
a coefficents constants réels;

(5.5) Brp(Dy) :  polynéme en D,, homogene de degré (r — p)
a coefficients constants.

Les définitions des opérateurs A’ et A’ ont été données par (1.16), et
nous avons défini

(5.6) @B; () [u, v] = %{ ((A=2) u, ) + (4, (A+ 1) p) } — (Adu, Alo)

pour uetpe®[A] etpour A>o.

Nous définissons également
(5.7) ®RY (D) [u, v]= (A + D) u, v) — (Alu, Ady) pour u, v€®[A].

La définition de la matrice ®;(E’, A) attachée a la forme @;(A)[u, ¢]
a été donnée par (1.22). Nous pouvons définir également la matrice @, (£, 1)
attachée a @B (A)[u, ¢]. B;(E, 1) et B (%', ) ont des formes analogues
a celles de @3;()) et de ®' (1) respectivement [voir (4.18)]. La définition

Ann. Ec. Norm., (4), 1I. — Fasc. 2. 37
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de la matrice A;(&', A) est aussi analogue a (4.9), ot nous remarquons
Ihomogénéité :

é (A/' (lil’ lgm;‘))p,r]:tq_p_'_/ (A/‘ (E', }‘))p,f/v

(5.8) .
\ pour 1=p,q=y, etpour {(>o0.

Toutes les autres constructions sont analogues a celles du paragraphe 4.
L’hypothése [H.3] s’écrit
(5.9) La matrice A; (£ 1) soit toujours inversible pour tout (&', 1)
tel que '€ R, A>x 0 et que |£' >+ 2> 0.
Preuve du lemme 1.2. — Un raisonnement analogue au lemme 4.5.

Preuve du lemme 1.3. — Voir la remarque finale du paragraphe 4.

Démonstration du théoréme 4. — Dans le paragraphe 4, ’hypotheése [173]
nous a donné l'inégalité (4.41). Nous supposons maintenant [/H‘—é] au
lieu de [m] En tenant compte de I’homogénéité en &', nous pouvons
déduire de (4.41)

(5.10) Re(Au(z), u(z))@n=>C Z ([ Dyw () ([E:@ey pour ue®[A],

[V]=m

o C, est une constante positive indépendante de u. Nous fixons main-
tenant un 3 > o quelconque et écrivons A + 31= Agz. Alors, nous avons

(5.11) Re(Agu, u) @y G, [| ¢ [[im@ry pour tout u€ D[A],

avec une constante C;> o indépendante de w. Cette inégalité a la méme
forme que (3.9). On en déduit le théoréme 4 par le méme raisonnement
a la démonstration du théoréme 3. La majoration de Re(Agu, u)ug

par || U]

5]

imgey €St obtenue par une estimation directe.
C. Q. F. D.

Nous avons donné ci-dessus un critérium pour la variationalité stable.
(était qu’il faut vérifier (sous les hypotheses [H.1], [H.2] et [H.4] essen-

tiellement I’hypothese [H?)] Mais malheureusement, c’est une hypo-
thése assez compliquée. Dans la suite, je me borne a citer quelques
exemples.

ExempLe 1 : Le cas ot ] =1 et m>>1 général. — La matrice @, (&', A)
en question devient scalaire, c’est-a-dire

(5.12) By (B, N) = ImSy (B, N) - I m B (B).

ou

m

(5.13) s (8 A) :21‘1(&’, A)  [voir (1.14)]

=1
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Comme $3,,n1 (") est un polyndme homogéne de degré 1, nous pouvons
Pexprimer comme

n—1

(5' 14) ﬁm,m—1 (E/) :261) Ep) avec : Cp };;% e G,
p=1
Posons
4
(5.15) W)= igl (pP=1,..., n—1), W' = (01, oy Opy),
alors nous avons | ®’| =1. Donc, pour que @, (w’, ) soit positive pour

tout ®’ et pour tout Ao, il faut et il suffit que

(5.16) ]Jmc’]<7inf {ImS, (o, 1) }, ot Imc' = (Imey, ..., Imc,).
>0

Jw =1

Ces conditions au bord vérifient ’hypotheése [H.a-a], si et seulement si

Brm (') + —; %am—1 (E') sont & coeflicients purement imaginaires.

ExempLe 2: Le cas ot ] = m = 2, A =(— A)’. — En utilisant encore '
au lieu de £’, nous avons

T (0, A) =7 (X)) =1, e<§:+0))i7

o nol 1) =) = m LT

ou

(5.18) P VT s eﬂhf:%ﬁui}g, 049x<2--

Posons

- Q) = 51 (@ (BN — EWNI (@) on (@h=]? | ];
5.19

0y (@', 3) = Qil.{ 2y (0, 1) — %5 (', 1)) = (D).

Alors, nous avons

(5.20) ) By (0 2) =13 (2) + Qu (&) 5

o 1 iry, cosfy]
(B.21) N, (A) = 27 cos Oy [—ir)\cosex r2 l,

! ! ! hgnU) !
. a :[ A qz(w>+zlqz<w>]
©:22) R I B O B O N
avec
g1 (') : polynome en o' homogéne de degré 1 & coefficients réels;

(5.23) 7, (@) et g5 (»') : polyndmes en o' homogénes de degré 2 a coefficients réels;

ACHE polynéme en ' homogeéne de degré 3 a coefficients réels.
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Pour que @,(w’, A) soit définie positive pour tout |w’|=1 et L o,
il faut et il suffit que

(5.24) [g1 () | < 2, |gs (@) | <2 pourtout | |=1

et que, en posant y = \/2(1 + r3),

YH2qu(0) =4 {1+ g1 () ]2+ 4{ g () — (o) }y
(5.25) > 4195 (o) + ¢3 ()2 — g1 () g5 (o) }
pour tout |w'|=1 et pour tout y>> 9.

Il suffit donc, de prendre, par exemple,
¢ (@) =¢q;(0) =g, (o) =0>q; (o) >—4 pourtout |o|=1.

Si une telle matrice Q.(w’) est obtenue, toutes les conditions au bord
définies par

s ) B[ 11 |2
(5.26) [ﬁm,m_i(w’) Bz (@) ]—L oJPz(“’)“

n—1

2
o Ewﬂ

rp=1

remplissent I’hypotheése [H.3], ou P.(®") est une matrice a éléments
polyndmes en w’ satisfaisant

(3.27) (P (6) — Pa(6)" ) = Qu ().

(Evidemment (p, g)-élément de P,(w’) doit &tre homogeéne de degré
p+qg—1(1<Zp, g=2).] Parmi ces conditions au bord, celles qui satis-
font P,(w’) + P,(w’)*= o remplissent ’hypothese [H. a-a].

Exemere 3 : A = (— D, )"+ un opérateur tangentiel d’ordre 2 m. —
Dans ce cas, nous avons

(5.28) Ay (w') =13 ar(w')=o0 sitkZam—1; " o (o) >o.

Nous posons
1

(5.29) = (o (o) +2)"> o;
¥, 0
O

(5.30) 'AI.:

Alors, nous voyons que
(5.31) % (@, ) =41R,%,

~
~

~.

-
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‘ou %; est la matrice introduite dans le paragraphe 4 avant I’énoncé du
lemme 4.3. Nous verrons dans I’Appendice que la matrice

I o ~ 2~
U —F =%

est définie positive. Donc la matrice

(3.32) 7 (0 1) = o= (% (o, ) — % (o, 1)*}

20

est toujours définie positive pour |®’ | =1 et A>> 0. En posant

I

(8.33) Qj (@)= —{P; (@) —P; ()}, P;(o)=(();(B())):

21
nous pouvons chercher les Q;(®»’) de sorte que les matrices
(8.34) @j(o'y ) =1, (o', 4) + Q; (')

solent toujours définies positives pour |w’| =1 et A > o0. En effet, il
suffit que la norme || Q;(w’)| soit uniformément petite. Et I'on peut
résoudre deux équations de (5.33). P,;(w’) n’est pas uniquement déter-
minée. Parmi eux, ceux qui satisfont & P;(0’) 4+ P;(w’)*= o vérifient

Ihypothése [H. a-a].

Application des théorémes d’interpolation au résultat. — Soit { A; { B, },cx,}
(0 L] < m) un systéme au bord satisfaisant aux hypothéses du théo-
réme 3 ou du théoréme 4. Et désignons par { A*; { B, },cs | le systéme
adjoint & { A; { B, }, e, |- Alors, { A*; { B, },ep, | satisfait aussi aux mémes
hypothéses. Ecrivons par Ag (resp. Az) Iopérateur A + BI (resp. A*+ B1)
avec du méme domaine, ol {3 est un réel fixé. Nous avons vu qu’il existe
un  réel tel que les produits scalaires

(5.35) ((Agu, o) + (u, Age) } et —;{(Aéu, 0) + (, Ajv) }

I
2
induisent, sur M[A] et sur W[A*] respectivement, les mémes structures
hilbertiennes que celle de I’espace
(5.36) H7 (Q) nHI— (),
désignons-le par K;.

Alors, le complété de D[A] (resp. W[A*]) par cette structure est aussi K;,
car M[A] et W[A*] sont denses dans K;.

Il existe donc un (3 réel tel que 'opérateur Ag (resp. Ag) soit un iso-
morphisme

(5.37) de ®@[A] (resp. D[A*]) sur L2(Q)
et
(5.38) de &; sur son dual K}
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Nous pouvons interpoler deux isomorphismes par la méthode complexe

(voir § 3) :

TutorimE 5. — Sous les hypothéses du théoréme 3 ou du théoréme 4,
il existe un [ réel tel que Uopérateur Ag (resp. Ag) soit un isomorphisme
fde (K;, ®[A])o (resp. (I;, D[A])y)

(8.39) ( sur (JC}, L2 (L))

pour tout o < 0 <1.
Désignons de nouveau

UD(JC}) :{uGLZ(Q);AgueJC'j}

5.4
(8.40) (resp&)*(JC/j):{V€L2(9)§Aé"egcl/'})'

Alors, par un résultat de Lions-Magenes [9], nous voyons que l'appli-
cation u — { Agu; { Biuj e} (resp. v — { Ago; B¢} ,enf) est un iso-
morphisme

(5.41) de @ (X}) (resp. @, () sur 'C’,‘XHH—"‘E(I‘)
I‘GR/'

et

(-42) de @[A] (resp. D[AT]) sur L#(€) < | "),
r€R;

Le théoréme suivant est aussi un résultat de Lions-Magenes :
TutoriME 6. — Sous les hypothéses du théoréme 5, Uapplication
u—{Agu; {Brujren ) (resp. o> {Ajoi{B.oj en})
est un isomorphisme
de (@ (3)), DAy (resp. (B, (K), P|A*])g)

sur (K, L2 (Q)) xH(H""%(r), H 1))y

I‘ER/

2m—r—

(5.43)
pour tout o < <.

6. UNE GENERALISATION DU THEOREME 4.

6.1. Soit { A;{B,}.cn} un systéme au bord défini dans un ouvert
borné Q de R" a frontiére I' de classe C*. Nous allons énoncer et démontrer
un théoréme, analogue au théoréme 4 dans le paragraphe 1, qui nous
donne une condition suffisante pour la variationnalité stable.

Nous avons posé, dans le paragraphe 1, les hypothéses [H.1] et [H.2]
qui ont énormément restreint le type de Popérateur A. Mais elles sont
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trop fortes autant que nous nous bornions aux opérateurs dans les ouverts
bornés Q. Nous pouvons les affaiblir légérement comme suit :

Désignons par A, <x,%> et par A <x,%> les parties principales

de A et de son adjoint formel A* respectivement. Alors, nous rempla-
cons [H.1] par

! d * / d !
{H.1} A0<x;~d;>—Ao <x;d—w>zo pour tout ' €T’
et [H.2] par

{H.2} (O |£|2’“é;ReAO (x; 8) ZCJE]P™ pour tout (z, £) el x R”,

ou C soit une constante positive indépendante de (x, £). Autrement dit,
nous supposons dorénavant que A soit fortement elliptique uniformément
sur Q et que tous les termes d’ordre 2 m de la différence A — A* s’annulent
seulement sur la frontiére I'.

Comme ’ensemble R des ordres des opérateurs au bord { B, |,cx, nous
prenons toujours R; (1=j < m), donc

(1.4} R=R, (1=j=m).

Pour préciser une hypothése { H.3 |, qui se remplace a [H.B], nous
allons construire des matrices @;(P; &', #) a chaque point P€I'. Nous
esquissons le procédé :

Soient P un point quelconque de I', T, 'hyperplan tangent a I' au
point P et np la normale intérieure a I au point P de longueur 1. Soit
z— % une transformation linéaire isométrique de coordonnée R"— R"
telle que P s’applique a l'origine, que T, s’applique a 'hyperplan Z,= o
et que 7o corresponde a (o, ..., 0, 1).

Nous considérons maintenant le systéme{ A, <P; %);{Bo,.<P;£>} . %
reR;

formé du { A; {B,},cr} seulement par les parties principales avec les
coefficients fixés au point P. Nous pouvons le récrire sous la forme de (1.7)
et de (1.8) au moyen de la coordonnée Z, et obtenons un systéme au

bord{A0 <P;%>;%B°’<P;;§>}ren,§ défini dans le demi-espace R}. Les
a;(Dy) et les B,,(Dz) deviennent, cette fois, des opérateurs tangentiels
homogénes d’ordres (2m — k) et (r — p) respectivement a coefficients
constants dépendant du parameétre P et de la transformation choisie
@ — x. Nous suivons les mémes constructions faites au paragraphe 1 et

enfin obtenons une matrice @,(P; &', &) [voir les formules (1.11) ~ (1.25)].
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Alors, pour P €T fixé, la condition [H3] posée sur 63;(P; £, ) (surtout
la constante ¢) est indépendante du choix de la transformation isomé-
trique & — 2. Notre nouvelle hypothése se pose donc

(H.3) A tout point P de T, la matrice 63, (P; £, 1)

satisfasse & [HB] avec une constante ¢ > o indépendante de P.

Les deux constantes positives C et ¢, qui interviennent dans les { H.2}
et { H.3}, jouent un réle trés important dans ce qui suit.

Nous avons les lemmes analogues aux lemmes 1.2 et 1.3.
Le but de ce paragraphe est de démontrer le

Tutortme 7. — Un systéme au bord { A;{ B, |,cx| défini dans Q satis-
faisant aux hypothéses { H.1}, {H.2}, {H.4} (avec R = R, 1] = m)
et { H.3} est stablement variationnel. Et de plus, pour un opérateur diffé-
rentiel quelconque K d’ordre = 2m — 1 & coefficients de classe @ (Q), il existe
des constantes (3 réelle et y positive telles que U'on ait

v e flimy L Re (A -+ K4-8) w, u) v || ulinmg pour tout u€ @[A],

Pour avoir ce résultat, nous devons montrer une inégalité

(6.1) alullimg—clluPLRe(Au, u) Zcs| u|ling pour tout u€®[A],

ol ¢, ¢ et ¢; sont des constantes positives.

Le point essentiel de la démonstration de (6.1) est de vérifier que la
constante ¢; ne dépend que de C et de ¢ dans les hypothéses { H.2 |
et { H.3}, comme elle ’était dans les paragraphes 1 a 5.

Nous commengons par un calcul de la forme (Au, u).

Nous écrivons d’abord l'opérateur A sous la forme

(6.2) a=a(eig)= % o) @ ()t

[l vism

Les coefficients a,, (z) € 3 (Q) ne sont pas déterminés de la maniére unique,
mais en tout cas, nous pouvons fixer une forme de (6.2). Et, nous écrivons
les B, sous la forme

0\ L0\ [ 0\
‘ B,— <E2> ———2 b,wp <x ,d—x,><d—n) ) reP\,»,

p<r
res

(6.3)

ou

ad 9 a \W
bo(# )= B b @) () -

lwl<r—p
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[ d\!
En désignant les traces (d—n> u|p par Yiu, et en remplacant
u par B,u +Eb z'; 9 u
Tr p r re Y ox! YP

p<lr
PES;

pour r€R;, m=r=m 4 j —1, nous calculons (Au, ¢) pour les u et ¢
de la classe 3(Q)nH" (Q) et obtenons

(6.4) (Au, v) =Alu, v] + Blu, ¢] pour u,ve® (Q)nHP—/ (),
avec
d \¥ d\Y
(6.5) Alu, v] = Z agy (@) (== ) u (), —> o ()
2 L G e () o)
J -_
-+ tos| '3 5= ) Ypu (2') yov (&) dS
p,és,- £ ( dx>
0, 0=m—1
et
©.6)  Bluol= ¥ [ (cirra@) @) fa e @) dS

mLrZm—+j—1

.9 —
- 2 frl,n,,(x;W>B,.u(x’).ypv(x)d5,

r€R;, pESi
r+p<L2m—2

ou les t,; et les t, sont des opérateurs différentiels tangentiels d’ordres
< (2m—1—p—a) et = (2m—1—r—p) respectivement, et la fonc-

2m
tion a(a’) est la restriction du coeflicient de (—1)” <(;in> de A surI.

On obtient, en particulier,

(6.7) (Au,v) =A[u,v] pour ue®[A] et pour ve®(Q)nHI/(Q).

La forme Afu, ¢] définie par (6.5) peut étre prolongée contintiment
jusqu’a l'espace

(6.8) K;=Hm"(Q) nHI7(Q).

Donc, lexistence d’une constante c¢;>>o0 dans Dinégalité (6.1) est
démontrée.

6.2. Nous démontrons ensuite un principe d’approximation sous la
forme de la proposition 6.1 ci-dessous.

Nous donnons, de nouveau, un autre systéme au bord dans Q| A; | B, },GRi}
défini également par (6.2) et par (6.3) avec le méme R;, ou les coefficients
sont désignés par a,(x) et par b (2') respectivement.

Ann. Ec. Norm., (4), 1I. — Fasc. 2. 38



298 N. SHIMAKURA.

Nous allons comparer maintenant deux systémes au bord {A; {B,},cx,}
et |A; |B, 2,~enj}. Plus précisément, nous allons comparer deux formes
Alu, u] et Afu, u] définies sur J;, o Afu, u] est définie analoguement

a (6.5).

Posons

(6.9) MO(A, K) = Iullfnfav)T— % sgp | ayy () — ayy () |, s%p | brow (2') — Z’/‘pw(x’) L
paily

sgp l Ay () bru (') — dpy (2) Z"?W (") ‘ § R

c’est-a-dire, la quantité M,(A, A) désigne le maximum des moduli de
toutes les différences entre les coeflicients (ou leurs produits) des parties
principales des deux systémes. Si, donc, M, (A, A) est suffisamment petite,
les parties principales des deux systémes sont assez proches I'une de
Pautre. On pourrait dire alors que les deux systémes au bord sont voisins
dans un certain sens. Nous avons en effet un

Lemme 6.1. — Il existe une constante numérique K >o dépendante
seulement de la géoméirie de T' telle que Uon ait

(6.10) [A[u, u]-K[u,,u]|éKM0<A,K)Hu”ﬁlﬂ—c(A,X)”uH? pour ueik;,

o My(A, A) est la quantité définie par (6.9), et c¢(A, A) est une autre
constante.

Preuge. — Nous écrivons pour le moment :
< 9 \* a1\
(6.11) Afw,u]l—Alu,u]= 2 <Dw(x) <9;) u(z), <b—;> u(x))
wl=1v<m
0 -
-+ 2 ./I:dpc(l”;%>Ypu(x’).\(6u(x’) ds,
S

ou, par (6.5)

K

Dy (2) = ayy () — ayy (x)

(6.12) et
. J —_ /. J " /. J
b\ 5 g ) T leo\ i g7 ) T b\ g )
D’abord, on a évidemment

(6.13) Dy (@) [ZMo(A, A)  si =]y |=m
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Ensuite, regardons de plus prés la formule (6.5). Nous voyons que
" chaque coeflicient des parties principales des opérateurs t,, a la forme
sulvante :

%o

(6.14) ‘ o (') +Z°‘x (z') B (2},

%r=1

ou les a,(2') (oZ%x=%,) sont des combinaisons linéaires des a,(z')
avec |w|=[v|=m, et les [B.(2') (1==%=%,) sont certains b, (2'),
avec |p'|=r—p. Done, chaque coefficient des parties principales

Jd . ‘pp s .
des dpc,(:c';@), qui est la différence entre deux fonctions ayant la

forme (6.14), peut étre majoré, a son module, par M, (A,‘K) multipliée
par une constante numérique dépendante seulement de la géométrie deI'.

En tenant compte de (6.13), la somme de tous les termes principaux
dans le membre & droite de (6.11) est évaluée par

%M°<A’ A) (w3 + Cue [ wlp,

et le reste est au plus une constante fois de | u|n| ¢|m-+. Donc on
a (6.10).

C. Q. F. D.

Nous définissons maintenant « :-voisinage » pour les systémes au bord.

Derinition 6.1. — Etant donnés deux systémes au bord {A; {B,} g}
et {K;{E,}rﬂi} définis dans Q par (6.2) et par (6.3), nous disons que
Pun appartient au c-voisinage de Uautre, si M,(A, A) < «.

Voici un principe d’approximation :

Prorosition 6.1. — Etant donnés deux systémes au bord {A; {Briren}
et 1A;|B, }rert;%’ supposons que le dernier satisfasse a

(6.15) el —cl|lu|P<L ReAlu, u) Zc||u (5. pour tout uexK;

avec certaines constantes ¢, c» et c; positives. Alors, le premier vérifie

(6.16) el —cl|e|PLReAlu, ul Zcesflu|;, pour tout ueX;,

s’il appartient au (ci/K)-voisinage du dernier lavec ¢, =c¢, — KM,(A, A),
si My(A, A) %o

La démonstration est triviale, si I'on utilise le lemme 6.1.
L’inégalité (6.16) est tout a fait équivalente a I'inégalité (6.1) en
question.
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Comme un corollaire de la proposition 6.1, nous avons le lemme 6.2
suivant qui sera également utile pour démontrer le théoréme 7.

Soit a(z)€B(Q) une fonction positive partout sur Q :

(6.17) o <info(x) Zsupa(z) <<oo.
Q Q

Lemme 6.2. — Soit {A; {B.},en,| un systéme au bord satisfaisant
a (6.1) [ou a (6.16)]. Sout «(x)€B(Q) une fonction vérifiant (6.17). On a
alors aussi (6.1) pour le systéme au bord {aA; {B,}.en}, avec ¢, conve-
nablement modifiée. ’

Preuve. — On écrit, pour u€ @[A],

(2(2) Au(z), u(2)) = (A(Va(z) u(z)), Va(z) u(z))
+ ([Va(@)., Alu(x), Va (@) u(=)),

ou la fonction ¢(z) = ya(z)u(x) vérifie la condition aux limites

1

Vo (x)

En posant donc A = A, nous pouvons utiliser la proposition 6.1. Comme

B¢ (z) =\a(2) Br< v(x)) =o pour reR;.

M, (A, K) = 0, nous avons, pour tout o<<c;<<cy,
&e(A(V&— u), Va u,) >0 H Vou I|,2,L—— Cte || Vau Hz pour ue®@[A].

On majore ||y ul| par (supya).|u| et I'on estime
| IVaulls=C(a).[lu]z—Celufr, ,
qui est valable pour u€ H"(Q), a fortiort pour u€ @[A], ou C(x) est une

constante quelconque telle que o< C(a)<<infa(z). D’autre part, pour
e>o0 quelconque, on a

[([Va, Adu, Vau) | =c|lw|z+Ce)||u|f pour ued[A]

On a enfin,
Re(aAu, u) >c [|u|i—Ctelju|* pour wed[A],

m

ou ¢, est une constante quelconque telle que o< c, < ¢, infa(z).

C. Q. F. D.

6.3. Nous nous mettons enfin & la démonstration du théoréme 7.
Ce que nous allons faire dans la suite est une approximation du systéme
au bord donné {A; {B,},cn | par un autre systéme au bord {Q; { B}, ¢y}
Celui-ci dépend d’une partition d’unité de Q, {Ui; @:}}_,, suffisamment
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fine dans un voisinage de la frontiére I, et il satisfait & une inégalité du
type (6.1), ol la constante correspondante a ¢, est indépendante de cette
partition d’unité, elle sera déterminée par les deux constantes C et ¢ inter-
venant dans {H.2} et dans {H.3}. Nous finirons la démonstration en
réduisant la question a la proposition 6.1.

Soit {A; {B,},er,} un systéme au bord défini dans Q par (6.2) et
par (6.3) satisfaisant aux hypotheéses {H.1}, {H.2}, {H.4} et {H.3},
ou les constantes C et ¢ dans les {H.2} et {H.3} seront essentielles dans
la suite.

Nous nous sommes permis de poser a I’avance

(6.18) a(x)y=1 surT' [voir (6.6)].
[En effet, il existe une fonction «(z) € @(Q) de sorte que iéa(x) ~2C

sur Q et que a(z) sur I'. Nous considérons l'opérateur oA au

I
~a(@)
lieu de A. Alors, la fonction a(z’) dans la formule (6.6) devient identi-
quement 1. Et, grice au lemme 6.2, P'inégalité (6.1), démontrée pour
cet opérateur modifié, implique celle pour 'opérateur original. Par cette
modification, les hypotheéses {H.1}, {H.2}, {H.4} et {H.3} restent

invariantes, ou la constante C devient 2C* et la constante ¢ demeure la
méme. Quant a la constante ¢, dans (6.1), son changement dépend seule-

ment de C.]
Nous supposons donc {H.1}, {H.2}, {H.4}, {H.3} et (6.18) sur le

systéme {A; {B;},cs}, et nous démontrons que Iinégalité (6.1) est
vraie et que la constante ¢, est déterminée par C et ¢ dans les { H.2}
et {H.3}.
D’abord, nous définissons une partition d’unité { Us; @xfi—,:

N
(6.19) UU/.-DQ; U, & Q; chaque UpynQ(1Lk<LN), soit difféomorphe

k=0

(de classe C*) a un certain voisinage de l'origine de R7;

% (2) €B(Q); oo (@) =1 surQ;  Supp.[x]cUr (0ZLkZN);

(6.20) : —
Zgo,‘i () =1 sur Q.

k=0

Fixons de plus un point P, de chaque U,NTI (1==k=N).

\

Associée a cette partition d’unité, nous choisissons une famille des
systémes au bord comme suit :

(6.21)° Soit {A°%; {y;/}/%5"} le systéme au bord défini par A"<x; d%) EA(.x; d%)

avec la condition de Dirichlet;
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et, pour 1<k N,
(6.21)¢ Soit { A%; (B jrer;} le systteme au bord défini par A"(x; i> EA(P J >

Jdx k3 Jdz
et par B 2';s ~— ) =B, Ps; — pour r€R;
” ? dx "\"F 9z 7

pour 1=k<N; ou les {A%; {Bll.cs,}] (1=k<N) sont considérés
comme les systémes au bord définis dans R} par les difféomorphismes.
Ils sont a coeflicients constants. Nous pouvons supposer que chaque
difféomorphisme U,NQ - R} (1=—k=N) soit isométrique au point P;
(cette derniére hypothése est posée pour ne pas changer les constantes G
et c).

D’abord, quant au systéme au bord {A°; {y,]/5)'}, nous avons, grice
a un résultat bien connu de Garding,

Re(Arw, w) v | 5 — Tu ([ w[e pour weHp ().

- Done, en posant

(6.22)° Atlw, W)= Z <“P-V(»"«”)(%c)ww(.ac)7 <()%>v w’(x)>

[l lvl<m

pour w, w'eHy () [voir (6.5)],

nous avons

(A%, w') = A w, W]
et
(6.53)0 { You[[ @ 12— | 0 [P ReAT[w, w] Z v || I3

pour weH) (Q),

avec des constantes positives Yoi, Yoo €t Yos, oll Yo. est déterminée seule-
ment par C dans {H.2}.

Quant & chaque {A*; {Bi}cr} (1==k=<N), nous Décrivons terme
a terme comme (6.2) et (6.3). Nous définissons les formes A'[.,.]
et B[., .] analoguement aux (6.5) et (6.6) en considérant Q =R}
et I'=R""' Il satisfait aux {H.1}, {H.2}, {H.4}, {H.3} et (6.18).
Surtout, les constantes C et ¢ sont celles pour {A; {B,}, e }. On obtient
donc
(6.03)0 i [l — Yo |0 = ReA o, 0] Z 1 o

pour ¢e€H™(R")nH!/(R"); 1=kN.
Nous remarquons ici que les constantes Vi (1=Zk=N) ne dépendent
que des C et ¢ grace au résultat obtenu dans les paragraphes 1 a 5. Donc,
les vi (1==k=N) sont indépendantes de k, c’est-a-dire, de la partition
d’unité { Us; 9« fi—,. Nous posons

1= min 1 Y= max Yis el Y= max Ygs.
! oL TH = AT ! Borsnt
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Alors, nous avons, par (6.23)" (o=_k=N),

Yl w =yl [P ReA [w, w]<vm] w|]
pour weHl] (Q);
el —wmlvlP =®ReArlo, o] Zymllef (1 =k=N)
\ pour ¢eH”(R?)nHP/ (R?),

2
m

(6.24)

ol Y, est déterminée seulement par C et ¢, et ne dépend pas de la partition
d’unité, bien que les v, et v le font probablement.

Soit ‘maintenant uw€K;=H"(Q)NH,/(Q). Alors, ¢,(z)u(x) appar-
tient a H{(Q), tandis que chaque ¢x(2)u(z) (1==k=N) peut étre
identifiée avec un élément ¢ de H™(R?)NnH,’ (R!). Nous pouvons donc
considérer les formes A*[¢.u, piu'] (0=k=N) pour u, u' €K,

Posons alors

N
(6.25) Alu, u'] :EAI"[CPHI, 9ru | pour u, u'e€X;.
k=0

Nous appliquons (6.24) pour les @u (0=k=N). Nous obtenons
tout de suite

m

(6.26) %H”Ha —vullu[PLReAu, u] Z || wl pour ueX;,

ou les vy, et i dépendent de { Us; @ {i—.
Associés & la forme @[u, u'], nous définissons maintenant un opérateur
différentiel A et un espace linéaire MW[A] comme suit :

N
(6.27) Au :2 o () AR fop(2) u(x) | pour wueX;nH>"(Q)
k=0

et
(6.28) d[A]={ueX;nH"(Q); A[u, '] = (Au, ') pour tout u'€ &K, .

La signification du membre & droite de (6.27) est claire par les identi-
fications des @,u (1=—k=N) avec les éléments de H>"(R})nH, ' (R]).
L’opérateur & défini sur Q satisfait aux { H.1} et { H.2} (sans changer
la constante C). La définition (6.28) de @[A@] détermine, & son tour, exacte-
ment m conditions aux limites {,},cx, pour ses éléments. Nous allons
les chercher.

Il est évident, d’abord, que

(6.29) Bt =Y, u=—o0 pour reR, r<m siuem[Aal.

Ensuite, en calculant les différences

(AR (gru), quu') — A*[Qpu, gpu' ] pour 1=k <N,
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on obtient une identité suivante [voir (6.6) et (6.18)] -
N

(6.30) Yy (— 1) =" BE (¢ru) Yamay (1) dS
= r

k=1 ) m&£rZm+j—1

o9\ pe T
-+ 2 frtfp<x;7> B (gxu) .y, (grt) dS | =o,

reR;, pES;
r+pL2m—2

pour tout u€@[A] et pour tout u' €XK;.

Cette identité nous donne exactement j conditions aux limites sur les w.
Pour les avoir, prenons les u'€X; telles que y,u’= o pour tout p€S;
sauf un 0€S;, ou ¢ parcourt successivement de m —j, m—j41, ...,
jusqu’a m — 1. Aprés un arrangement, nous avons

B,u=—o0 pour mZr—m-+j—1 etpour u€®[A],
ou

(6.31) N
®Bru 52 or (') B (0r (z) u(x)) + { terme d’ordre < r}.

k=1

Donc, tout élément u € @[A] satisfait & m conditions aux limites B,u =0
pour r€R; d’apreés (6.29) et (6.31). Réciproquement, si 'on remonte le
raisonnement ci-dessus, on voit que chaque u€ H*"(Q) satisfaisant aux
B,u=o0 pour r€R; appartient & @[A]. Ainsi, nous avons

(6.32) R[A]={ueH> (Q); 6, u=—o0 pour reR;},

c’est-a-dire, 'espace M[A] est égal au domaine du systéme au bord
{a3 {Jsr}rERi}°

Nous allons maintenant appliquer la proposition 6.1 a la comparaison
entre deux systémes au bord {A; {B/}cx| et {A; {B.en}. Pour

cela, nous devons estimer la quantité M,(A, Q) [voir (6.9)]. Ecrivons
{@; {B,},en;} sous la forme des (6.2) et (6.3), ou les coefficients

solent ay,(z) et by (2'). On a alors
N
ayy (@) —Gpy (2) =X ap, (@) —ap, (P ]9} (a),
k=1
N
brow (&) — brgw (@) = X { by (2) — by (Pa) | 93 (&),
k=1
et

Apy (&) brpp (2') — Gyy (2) erw (2
N
:Z { @y (@) brgw (@) — ayy (Pr) brop (Pr) } 93 (),

k=1
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pour tous |p|=|v|=m et |p'|=r—p. Donc, M,(A, Q) peut étre
estimée par la finesse de la partition d’unité {Ux; @:fi—, au voisinage
de la frontiére I'. Nous choisissons donc une {Ux; ox}i_, de sorte que
M, (A, Q) soit plus petite que v,/(2K) [voir la proposition 6.1 et I'iné-
galité (6.26)]. Finalement, nous avons l'inégalité désirée (6.1), et la
démonstration du théoréme 7 est terminée.

C. Q. F. D.

- 6.4. Nous ajoutons deux remarques sur le théoréme 7.

Premiérement, la condition {H.3} nous donne un critére pour juger
les variationnalités stables des opérateurs concrets. Par exemple, nous
pourrions chercher des conditions aux limites {B,},ex, qui font (—A)"
(laplaciens itérés) variationnels, comme nous l’avons fait dans le para-
graphe 5.

L’autre remarque est que nous pouvons énoncer les théoréemes 5 et 6
dans le paragraphe 5 sous les hypothéses du théoréme 7.

APPENDICE.

DEMONSTRATION DU LEMME 4.3.

A.1. Le but de ce paragraphe est de montrer la positivité de la

matrice 17'%X; définie avant 1’énoncé du lemme 4.3. Nous répétons la
définition.

Au systéme au bord défini dans R},
(%.30) ADy) = (=Dy)my1;  B.=(—Dy)" (reRy),

nous avons fait correspondre un polyndéme

m m

(A.1) p(3) E]] (5 + 1) 52 Sm—r 3%, avec {——exp ;;—L,
=1

k=0

ou les {—C**}., sont des racines de I’équation A(—z)=o0 avec
ImL**>o0. Alors, nous avons eu les relations

k

A 2 i 1 si k=o ou 2m,
.2 S$18p—1—
( ) 1ot 0 si 1ZkZLam—1,

(=0

Ann. Ec. Norm., (4), II. — Fasc. 2. 39
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avec la convention sy=o0 st k<o ou k>m. Et, la matrice X; a été
définie par

(A.3) { B ... Hy
p—1

ﬁ/fq:ESfiH'Eﬁ-Fr (r=p, g=m).

r=0

D’abord, pour transformer ¢™'%; & une matrice réelle et symétrique,
nous posons

(A.b) or=10%s pour k=o,1, ..., m;
p—1

(A.5) o'prlzz (—1)'Cg4rTpir pour 1Zp,qm,
r=—=0

et considérons la matrice

Tqq e U1]'
0'1‘1 e O'/j
Alors, nous voyons
m m
(A-7) i‘mp(l'z) :Zo‘,n_kzk:]_l (z+§2l——1~m)’
k=0 [=0
d’out I’on obtient
Co=—1I; Opm—k == O pour o<k m;
k
A.8
( : Z(—‘l)lﬂlak—zzo pour 1 ZkZam —1.

=0

La matrice carrée d’ordre j, (d);, ainsi obtenue est réelle. Et, de plus,
nous avons

(A9) Opg=— Tqp = Tm+1—q, m+1—p pour 1Zp, q=m.
Donc (); est symétrique. La relation entre (q); et %; est la suivante :

)
2

(A.IO) l'_1‘}zj':J;~(O')ij, ou Jj: O O
»
Pour vérifier la positivité de i'%;, c’est-a-dire, de (v);, il suffit de voir
celle de la matrice (g),, d’ordre m, parce que (c); est le premier j-mineur

principal de (), et que (o), est réelle. Nous allons donc chercher les
propriétés de ().
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Le premier lemme suivant est facile a voir :
Lemme A.1. — Nous avons

2

(A'II) (a);l1:‘]2(a)lll‘]2$ ou J:Jm: O O

l‘m

Si, donce, A est une valeur propre de (), elle n’est pas nulle, et A\=* est aussi
une valeur propre de (3),.. Nous posons, de plus,

Tir oo Tum

. e R “ e e I —_— *
(aio = = e e

Tmr  «++ Tmm
ol

P—q

ls(—-l) Y si  p + g = pair,

(A.13) Tpg=

I 0 sinon,

pour 1Zp,g=m.

Toutes les valeurs propres de T, qui est réelle symétrique, ont des
A4

formes » ol A sont des valeurs propres de (3),. Donc, nous allons

voir que toutes les valeurs propres de © sont positives.

A.2. La positivité de la matrice 7 sera démontrée en utilisant des théo-
rémes classiques sur les signatures des matrices de Bézout liées avec la
théorie de Sturm sur la séparation des zéros réels des polyndémes a coeffi-
cients réels. La théorie générale algébrique se trouve dans [4] et [11].
Tout le contenu qui suit n’est qu'un extrait du livre de Takagi [11].
Nous nous bornerons a citer quelques constructions et résultats néces-
saires sans aucune démonstration détaillée.

Au polyndme p(z) défimi par (A.1), nous faisons correspondre deux

polyndmes & coefficients réels

]
Jo(z) = 2 (— 1)k gy xm—2k

k=0
— —2 .
= o XM — Gy ™ML

(%] .
YRR —

k=1
=, 2" — gy L,

SN

(A.14)




308 N. SHIMAKURA.

Alors, nous avons
(A.15) p(x)=fo(z) +ifi(2).
Comme un cas particulier d’un théoréme de Hermite-Biehler, nous avons un

Lemme A.2. — Soient {xlie, et {z,}5" les zéros de fo(x) et de fi(x)
respectivement. Alors, ils sont tous réels simples et se séparent l'un de I'autre
comme suit :

(A.16) LT, LX< X< <Ly < X

Nous voyons donc qu’il n’y a aucun facteur commun a f,(z) et a f,(z)
autre que des constants. Nous effectuons ensuite l'algorithme euclidien

par rapport au couple (f,(z), f1(z)) :

Jr1 () = qn(2) o (2) — [ () pour h=1,2,...,7r;
(A.17) deg(fa—1) > deg(fa) pour A=—1, ..., r; Sraa () =05
donc f, () divise f._, (z) et f.(x)z£o.

Nous avons ainsi obtenu une suite des polynémes de degrés décroissants :
(A.18) {folz), fi(®z), ..., fi(x)}.

Solent maintenant f(z) et g(z) deux polyndmes quelconques a coeffi-
cients réels. Posons, pour z réel,

(A.19) o(fs &) (x)zgo si f(z) g(z) > o,

1 sinon.

Posons encore, pour la suite (A.18),

(A.20) V(for /i) (@) =X, 0 (fimss fu) ().

h=1

La valeur V(fo, f1) (x) est égale a la fréquence des changements des signes
au point = dans la suite (A.18). Etant donnés deux réels y, et y,, il nous
convient d’écrire

V(fo, )3:=V (o, /1) (¥o) = V(fo, 1) (1)

et
Vifo, f)T2= .lim V(f%fi);«'?
e
Lemme A.3. — Nous avons
(A.21) V(fo, fi)T2=m.

Nous le démontrons a ’aide du lemme A.2.
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Maintenant, nous considérons les matrices de Bézout. Etant donnés,

en général, deux polyndémes f et g tels que

f(x) =apx"+ a2’ . ..+ a,; Ay 70}

(A.22)
g(x) =box"+ by ...+ by, donc deg(f)>deg(g),

& coefficients réels, nous écrivons

[(@) 80 —f() g(@) _ 2 FR—

xr—y
(A.23) P q=t
done dpy= ¥ (abi—aby). :
s+HI=p+q—1
0Ls<Lp—1

Alors, la matrice de Bézout par rapport au couple (f, g) est définie par

dy d, ... dy,
(A.24) Birg=| & B
dp dpy ... dpn
11 est facile de voir que
(A.25) B(fy, f1) =7 [voir (A.12) ~ (A.14)].
Lemme A.4. — Par un changement convenable de base, la matrice
B(fo, f1) se transforme en
B (g, 1) o o
(A.20) A ;
0 e o B(gm 1)

[voir (A.17)].
La forme concréte de chacune des B(g;, 1) nous montre que
(A.27) La signature de B (gx, 1) = ¢(fa—, f3) 5o pour 1ZhZr,

ou la signature d’une matrice signifie la différence entre les nombres des
valeurs propres positives et négatives. Donc, nous avons le

Lemme A.5. — Nous avons
(A.28) La signature de B(f;, i) =V (/i, fi)T=.
Les lemmes A.3 et A.5 impliquent enfin que

La signature de B(f,, fi) = m,

ce qui achéve la démonstration de la positivité de . On a enfin établi
le lemme 4.3.
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Remarque. — Nous pouvons suivre les raisonnements ci-dessus égale-
ment pour la matrice originale i~*{x;(A) —x;(A)*} définie par (4.19) et
par (4.20) par rapport au polyndéme p;(z) défini par (4.8). La consé-
quence est la suivante : i~'}x;(2) —x%,(A)| est toujours définie posi-

tive pour tout Ao, ou %;(A) est la matrice %;(A) avec ses éléments
remplacés par leurs conjugués complexes. Malheureusement, la différence

%;(A) —x;(A)* n’est pas petite pour A relativement petit. Donc, cette
conséquence ne nous donne pas d’information favorable surla matrice &3;(})
pour A petit.
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