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SUR LA K-THEORIE ALGEBRIQUE

Par A. NOBILE er O. E. VILLAMAYOR.
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En K-théorie topologique on définit les foncteurs K~ en posant
K=(X) = K*(S(X)), ou S(X) est la i"™ suspension de X. En K-théorie
algébrique, ’espace X peut étre remplacé par le spectre premier d’un
anneau A et de dictionnaire usuel montre que K° est le groupe de
Grothendieck de A-modules projectifs. '
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Mais, il n’y a maintenant rien qui puisse étre défini et qui ressemble
a la suspension. Evidemment, méme si X est une variété affine, S(X)
n’est pas une variété algébrique, donc il n’y a pas d’analogue algébrique
de la suspension.

Toutefois, si au lieu de la suspension on considére I’espace quotient Y
de X XR (R étant la droite réelle) obtenue en réduisant a4 un point la
section XX {1} et la section XX{o}, alors Y est contractible a la sus-
pension et K°(Y) est canoniquement isomorphe a K°(S(X)).

L’image réciproque d’un espace fibré sur Y est un espace fibré sur X X R,
trivial dans un voisinage de X X {1 | et trivial dans un voisinage de X X {o}.
Réciproquement, un tel espace fibré définit un espace fibré sur Y.

D’autre part, la donnée d’espaces fibrés isomorphes sur Y n’est pas
une condition suffisante pour qu’on ait des espaces fibrés isomorphes
sur X XR, et les trivialisations sur XX {1} et XX {o} doivent intervenir.

On peut remplacer alors les fibrés sur Y par les triples { P, «, 3} formés
d’un fibré vectoriel P* sur X XR et de deux trivialisations

a: P|Xx{o}—=>XxF, B: P|Xx{1}->XxF

(F fibré) et maintenant on a des objets qu’on peut traduire en des termes
algébriques. Ceci est, essentiellement, 'idée sous-jacente a ce travail.

La théorie peut s’étendre trivialement aux pré-schémas en utilisant le
dictionnaire usuel. ‘ |

Une suite exacte analogue & celle d’espace avec point base est déve-

loppée dans 4.5.

1. Les foncteurs T..

1.1. Notations. — On désignera par N 1’ensemble des nombres
entiers >~ o0, R, la catégorie des anneaux commutatifs & élément unité,
les morphismes étant les morphismes unitaires, @, la catégorie des groupes
abéliens, G la catégorie des groupes et Cat la catégorie dont les objets
sont les catégories et les morphismes sont les foncteurs covariants.

On notera GL(n, A) le groupe linéaire d’ordre n a coefficients dans A,
1. e. le groupe formé des matrices inversibles nXn a coefficients dans A,
muni du produit ordinaire de matrices.

Si B=A[X,, ..., X,] est anneau des polynémes en m indéterminées
a coefficients dans A, et C=A[Y,, ..., Ynu], on désignera par
v, : B—C (e =o, 1) l'application définie par

pEX) =Y, (=i<t), pr(X)=e, pX)=Y, (t<jZm).

Soit D(n, m, A) le sous-groupe de GL(n, A[X,, ..., X,]) formé des
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matrices M telles que p (M)=p, (M) (1==t=m), 1. e. des matrices
(@i ( X4y ..., X,)) telles que

(ai/' (Xh ey Xl—h o, Xl+17 ey Xm)) - (dii (le vy Xl—h 1, Xl+17 IR} Xm))

(t=1, ..., m).

Il est trivial de montrer que les applications A+ GL(n, A) (n entier
fixé) et Ar—>D(n, m, A) (n et m étant des entiers fixés) sont des foncteurs
de R, vers G.

1.2. Les roncTteurs T;. — Le but de ce paragraphe est celui de batir,
par récurrence, une suite de foncteurs T;: R, Cat (1 €N) vérifiant les
conditions suivantes :

(a) Pour tout i €N, il existe un objet zéro, noté o} € ObT;(A).

(b) Il existe des sommes directes et parmi les représentations d’une
telle somme, il en existe une qui est canopique et [P o;=1, pour tout

leObT;(A).
(¢) Pour tout 1€N, il existe une application additive
2;: Ole- (A) — N.
Plus  précisément, ¢, (IPl')=1p;(l) + p:(l'), quels que soient I,
I'€ObT;(A) et si 2 : A — B est un morphisme de R. et ¢;: T;(A ) T:(B)

le foncteur correspondant, pour tout !€ObT;(A), on a ¢;(l) = p:(:(1)),
1. e. le diagramme

Ti(A) 2 T (B)
A
Pt\ N /Pn
est commutatif. La valeur g;(l) est appelée le rang de L.
(d) Pour tout entier n€N, il existe un objet ¢;,€0bT;(A), appelé
Vobjet trivial de rang n, satisfaisant aux conditions suivantes :
(dy) Pour tout t€N, p;(t;,) = n;
(ds) S1 ¢: A -—>B est un morphisme de R. et Z;:T:(A) - T;(B) est
le foncteur T;(¢), alors
Bi(tin) =tin;
(d,) Pour tout t€N, & Pt ' =1t\";
(d,) 1l existe un anti-isomorphisme canonique
3 Aut(gs) =D(n, i, A);
(ds) S1 a€Aut(t;,), B€Aut (L),
oy = X (a) et @IZE(B),
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o 1 o]
o Bi)’
ou P est défini comme étant ’automorphisme composé

o+8
n+im n m n m n4-m
tin > a@tia—>LaPtis—>tin -

alors X(a @) est la matrice

(e) S1 ¢ : A— B est un morphisme de R. et ;= T;(9) : T:(A) - T;(B),
quels que soient [, '€ ObT;(A), on a

LUDN) =) B3l et Fi(o}) =0}

1.3. ConstrUCTION DES FONCTEURS T;. — Le foncteur T,. — Le fonc-
teur T, : R.— Cat donne, pour chaque anneau commutatif A a élément
unité, une catégorie T,(A). Les objets de T,(A) sont les A-modules pro-
jectifs de type fini et de rang constant, les morphismes étant les appli-
cations A-linéaires.

51 C—B-—>A sont des morphismes de R, on identifie, moyennant
des 1somorphismes canoniques,

(l‘) C@LB) ®BA- _’:) I) ®CA7 An@ A/n; AIl+lIL
et
(PO P) QAP RuAD P QA

S1 ¢ : A—DB est un morphisme de R., alors T,(¢) : To(A) - T,(B) est
le foncteur ®,B. Donc, T, : R.— Cat est un foncteur covariant.

Pour démontrer les propriétés (a) a (e), on procéde comme suit : (a)
le module zéro; (b) somme directe de modules dont un représentant cano-
nique est le module des paires; (¢) on définit g,(P) =rang de P; (d) on
prend & ,= A"; (e) triviale.

Les foncteurs T,. — Supposons qu’on ait déja défim les foncteurs T, ,
satisfaisant aux propriétés (a) a (e).
51 A[X,] est 'anneau des polynémes en Pindéterminée X, a coeflicient
dans A, on considere les applications composées
Tt AIX] > A[X /(X)) > A,
T AIX = AX /(X —1) = A,

ou la premiére application est la canonique et la seconde est 'unique
application telle que 'application composée

ASAX BN ((=o,1)

soit I'identité,  étant I'injection canonique.
Soit T;="T, (%) (t=o0,1). On va définir la catégorie T,(A) comme

suit. Les objets de T,(A) sont les triples (I, a,, 2,), ot [€O0bT, ,(A[X,])
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et les a;:%(l)—>¢_,, (t==0,1) des isomorphismes dans T, ,(A).
‘Un morphisme dans T,(A), 0:(l, a, a,) > (', &, «,) est une paire de
morphismes 0= (9, a), ou ¢:l—>10 est un morphisme de T, ,(A[X,])

m

et a:t _, ,—>1",, est un morphisme de T._,(A) de telle sorte que le
diagramme suivant soit commutatif :

,(l) T(l)

ail La; ({=o,1).

m

s, \—*f/ LA

Il s’ensuit trivialement que T,(A) est une catégorie.

Sio: A > B est un morphisme de R., on désignera par ¢(X) : A[X]—B[X]
I’homomorphisme induit par ¢ et par T,(¢):T,.(A)—T,(B) le foncteur
définit par

| T, (9) (4, ay, o) = (Ta (9(X,)) (4), r—1(<P) (20), Trmi (9) (an))

pour tout objet (I, a,, 2,)€0bT,(A). De plus, si (¥, a) est un morphisme
de T,(A), on pose

T, () ($, @) = (T (9 (X)) (), Trmi (@) ().

Donc, T, : R.— Cat est un foncteur.

Démontrons maintenant que le foncteur T, satisfait aux propriétés
(@) & (e).
(@) Si ot est Pobjet zéro de T, ,(A[X.]), alors

T,_(m) (02X =0}, €O0bT,_, (A) (i=o, 1),

une fois que T, , satisfait (e). Donc, «, et «, sont des applications nulles

et ’on peut choisir 'objet zéro de T,(A) comme étant o) = (0}%—, o, o).

(b) On pbse
(1, oy ) P (L, oy, ) = (LD, 2P oy 1, D ).
(¢) On définit
or (4 oy ay) = pr—i (4).
(d) Soit

?,A-—— (tl 1, A[X,] bos Ll)7

ou Tt axy) >ty (£==0, 1) est 'application identique. Les pro-
priétés (d,), (d.) et (d,) découlent immédiatement. Pour (d,), on considére
un automorphisme (4, a) de (¢, \x;, L, 4), 1. . une paire (J, a) d’auto-
morphismes Y €Aut(t , ,x,) et a€Aut(t ,,). D’aprés Ihypotheése de
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récurrence, y fournit une matrice M€D (n, r — 1, A[X,]). Puisque ¢ et a
nous donnent le diagramme commutatif

W)

n n
B a8

m.l lm.

n a n
tr—i, AT tr—1, A

il s’ensuit que %,(¢) =%, (}), 1. e.

Ty (M) =7, (M), donc MeD(n, r, A).

Réciproquement, toute matrice ME€D (n, r, A) fournit un tel auto-
morphisme. L’isomorphisme de groupes Aut(t:,) — D(n, r, A) suit de la
commutativité du diagramme :

Aut (&} ) ————>D(n, r, A)

o | |

Aut(t,’}_i’A[xr]) ——)D(n, r—i, A[Xr])

ou les fleches verticales sont les inclusions naturelles et la fleche horizon-
tale d’en bas est un isomorphisme, d’aprés ’hypothése de récurrence.

La propriété (d;) suit trivialement de I’hypothése de récurrence et de
la commutativité du diagramme ci-dessus. De méme, pour (e).

Lemme 1.1. — Si I, '€O0bT,(A), il existe un isomorphisme cano-
nique Y : LU - UPL.

La démonstration se fait par récurrence sur t. Pour t = o, Y: IPU' -~ I'Pl
est I'isomorphisme canonique de A-modules y(z, ') = (2, ). Supposons
le lemme vrai pour i=r—1. Si (I, a,, a,) et (I', «,, «,) sont deux objets
de T,(A), on a ‘

(la %oy &) & (1,7 aluv o)) = (l@ l, ao@alua (Z,@ 1/1)
et '
(ZI7 aloa a/l) @ (l’ o, dl) — (l/® la a,o@ %o ali EB (11).

Si, maintenant, ¢: @I - 1U'@P! est I'isomorphisme canonique dans
T, (A[X,]) et :

w: G AP A>T A D g
est celui dans T, ,(A), alors (¢, a) est 'isomorphisme cherché dans T,(A).

Lemme 1.2, — Si @,: UL~ et ¢.:1, 1, sont des isomorphismes

dans Ti(A), alors o, @ @2 : L, Dl I, P, est un tsomorphisme dans T;(A).

Démonstration triviale.
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Lemme 1.3. — La matrice de Uisomorphisme h:t. Pt >t Ditra
défini par (z, y) = (y, x) est <(: ;)

En effet, & partir du diagramme (1) on obtient le diagramme commutatif

Aut (&) —————>D(2n, r, A)

l l

Aut (6% x,, . x) —> GL (20, A[X,, ..., X,.])
ou les fleches verticales sont des inclusiohs et
GBhx, . ox—= (A X, o, X))
Le lemme est alors un résultat trivial d’algebre linéaire.
Lemme 1.4. — St (t'_, 4 x5 %, B)€ODbT,(A), il existe des isomorphismes

(LA & B) & (8 apx,, 2B, idy),

(A o, B) & (60—, ax, 1d., Ba 1),

SiA: A—A[X,] est 'inclusion naturelle et T, , () : T, (A) - T, (A[X,])

n

le foncteur associé, on pose 3 =T, ,(1)(3). Puisque B€Aut(t'_, ), alors

BE*AUL(H{—L‘\[X,J)
et, en utilisant le fait que

Tl aixg) = A (i=o, 1),

on a *Tt(,(@ = %,(6): f. La eommutativité des diagrammes

~ ~
%,(8) %(8)

n 0Ny n n 1AL n

r—1, A > l/'—i,A lr—i,A' > t/'—AI,A\
8 lid. a‘ ‘x@-—i

Y Y
I id. 1" " .y
r—t, AT > b, A r—1, A 77 br—1, 0

nous montre que (B3, id.) est le premier des isomorphismes mentionnés.
Le deuxiéme suit de fagon analogue.

2. Les foncteurs K, et P,.

2.1. DEFINIiTION DEs FONCTEURS K;. — Soient A€Ob®R,, 1€N un
entier et G un groupe abélien. Une application g: ObT:(A) - G est
appelée additive si g(lPl) = g(l) + g(I'), quels que soient I, '€ ObT;(A).

Il est facile de montrer 'existence d’un tel g universel, 1. e. d’un groupe
abélien K;(A) et d’une application additive ¢, ,: ObT;(A) > K;(A) telle
que pour tout groupe abélien G et pour toute application additive

Ann. Ec. Norm., (4), 1. — Fasc. 4. 74



588 A. NOBILE ET O. E. VILLAMAYOR.

g: ObT;:(A) - G, 1l existe un unique homomorphisme de groupes abéliens
h: K;(A) > G rendant commutatif le diagramme suivant :

ObT,(A) —£5G
Val
YViga /

/71.
K,

En effet, K; est le groupe abélien dont les générateurs sont les objets
de T;(A) et les relations sont IPI'—1—1l', pour I et I’ parcourant
ObT;(A). De plus, ¢, ,(l) =1 pour tout l€ObT,;(A).

On veut maintenant définir des applications canoniques @, , :
K;(A) > K_,(A[X;]), qui sont des homomorphismes de groupes abéliens.

Pour ¢=o0, on considére I’application rang d’un A-module projectif,
ObT,(A) ~2. Si l'on pose K (A)=2Z, étant donné que l’application
rang est additive, elle définit un homomorphisme de groupes abéliens’
%un t Ky (A) >~ K, (A).

Supposons maintenant ¢ >1. 51 (I, %, %) €ObT;(A), on a

viegaxg () €Kil (A[X:]),  car 7€ObT., (A[X;]).

Ceci induit une application z,,: ObT:(A) - K, (A[X,]) qui est,. triviale-
ment, additive. Il existe alors un unique homomorphisme de groupes
abéliens 9, , : K;(A) -~ K,_, (A[X;]) rendant commutatif le diagramme

ObT;(A) —4 Ki_, (A[X,])
P

Viya

e
/‘F’i,,x
K (A) 7

On remarque que K; est un foncteur covariant défini dans la catégorie R,
a valeurs dans la catégorie ,. En effet, s1 9: A — B est un morphisme
de R. et si 'on pose §;= T;(¢), I'application ObT;(A)-> K;(B) définie
par l—> ¢, ,3;(l) est additive, car :

S.UPI) =3.(1) P3:(L),

l et I’ parcourant ObT;(A). Ceci induit un homomorphisme de groupes
abéliens
Ki(@) @ Ki(A) > K (B).

Toutes les vérifications sont, par la suite, triviales.

Il est aussi évident que l'application A+ K,  (A[X,]) est aussi un
foncteur, qu’on désignera par Q;: R.— &@,. De plus, ¢,: K- Q; est
une transformation naturelle. :
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Pour tout i€N, on pose, pour définition, K;(A)= Ker(¢,,). Etant
donné que ¢; est une transformation naturelle de foncteurs, alors K;
est aussi un foncteur.

2.2. Les roncreEurs P, ET P.. — On veut maintenant définir des
foncteurs P;, P;: R.—> @, et démontrer, ultérieurement, qu’il existe un
isomorphisme maturel P;->K; (cf. 2.3). Cette nouvelle définition de K;
nous permettra de travailler plus aisément avec ce foncteur.

On va, tout d’abord, définir une relation, notée ~, entre les éléments
de ObT;(A). Si I, '€ObT;(A), on dira que [~ 1" s’1l existe des objets
triviaux t, ' € ObT;(A) tels que IPt~I'Pt'.

Lemme 2.1. — La relation ~ est une relation d’équivalence, compatible

avec Uaddition dans ObT;(A).

Que ~ est une relation d’équivalence dans ObT;(A), c¢’est trivial.
Maintenant, si I,~1I, et l,~v1,, il existe des objets triviaux t,, t,, t. et (,
tels que

LplL~l P, Lt~ B,
donc, d’apres le lemme 1.2, on a
(LDt (LB L)~ D) D (LDL).
D’apres le lemme 1.1, on a aussi

LBL) DB~ (LHL) DL DL)

et la condition (d;) nous montre que [,Pl.~1,PI,. Ceci achéve la
démonstration du lemme.
L’addition dans ObT;(A) induit donc une structure de monoide commu-

tatif sur ’ensemble quotient ObT;(A)/~. On note P;(A) = ObT:(A)/~.

TatoriME 2.1. — Le monoide P;(A) est muni d’une structure de groupe
abélien.

Ce théoréme sera démontré en 2.4, mais déja en 2.3 on l'utilise pour
pouyoir comparer P;(A) et K;(A).

2.3. Les roncTEURS P; ET L'1somorpHISME NATUREL P~ K.

Lemme 2.2. — Il existe un isomorphisme canonique K;(A) =>P,(A) P 2.
Désignons par s;: ObT;(A) - P;(A) P'application canonique. L’appli-
cation ObT;(A) > P;(A)@PZ définie par I (s;(l), ¢(l)) étant additive,
induit un unique homomorphisme de groupes abéliens 9 : K;(A) — P;(A) P Z,
rendant commutatif le diagramme ‘
ObTi(A) —> PI(A) B Z
s

Yiya

/
[
KAy 7
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On définit maintenant une application ¢:P;(A)PZ > K(A), en
posant :
b(si(d), m) =i a (D) + (m—0(1) w54 (L n)-

Pour montrer que ¢ est bien définie, il suffit de prendre [P, comme
étant un autre représentant de s;(l). On a alors

v a({@tin) + (m—n—p()) vya(tia)
=oga(l) + wya(tin)+ (m—n—op(l)) via(ts)
=0 a() +noga(tin) + (m—n—p () vya(tia)
=opa(l) + (m—p(0)) via(tin)-

I est maintenant facile de voir que ¢ et { sont des applications inverses
l'une de I’autre. Donc, ¢ est un isomorphisme de groupes abéliens.

Lemme 2.3. — Sotent I, I' € Ob T;(A). Alors, v, (1) =9, (') st et seulement
st, il existe un objet trivial t€ObT;(A) tel que lPt~TP.

Si v, 4(l) =9, (l'), I'isomorphisme ¢ : K;(A) - P;(A) @z entraine que
(s:(D), p (D)) = (s:(£), p (4))-

Done, s;(I) =s;(l') et ceci veut dire qu’il existe des objets triviaux ¢,
t'€O0bT:(A) tels que I|Pt~I"@t. D’autre part, 'égalité o(l) = p(l')
entraine p(t) = ¢(t') et étant donné que les objets triviaux sont déterminés
par le rang, on peut prendre ¢t=1'. Donc, P t~Il'Pt. La réciproque
est triviale.

Lemume 2.4. — L’isomorphisme ¢ : K(A) *P}(A) @D Z envoie K;(A) dans
Uensemble des paires (q, o)€P(A)D2Z. St i>1, g=s:(l, %0, %) et 1l
extste un objet trivial t€O0bT,_,(A[Xi]) tel que Pt soit tsomorphe & un
objet trivial de T, (A[X.]). St ¢ =o0, q parcourt P, (A).

Supposons 1>>1. D’aprés le lemme 2.3, tout élément de K;(A) peut
s’écrire sous la forme ¢, (I, %o, &) — ¢, ,(l', &, ). Le théoréme 2.1 nous
dit qu’il existe un élément (I, «,, «)€ObT;(A) tel que

Si(llv a,(n a/i) -+ Si(l”a 0(’:,, 0(";) =si(t, 1, L),
' done, d’aprés une modification convenable de (I”, «;, «}) et (¢, ¢, ), on
peut écrire
(7, oy, o)) @ (1", o, o) = (& 1, 1).
Si l'on pose .
(‘(”/7 altl),7 ali,) — (17 Loy 0(1) @ (l//a alt/n O(’;),

Vélément ¢, (I, %o, #y) — 0, (U, &, &) de K;(A) s’écrit sous la forme

Vi,A(l/”? altl)l> Ot,.;,) —ua(ty 0 t)



LA K-THEORIE ALGéBRIQUE. 591
et son image par ¢,, est
(si(l”/7 a,(l)l’, aI;,)7 P(t)) — (S[(t, by L)a P(t)) — (Sl'(l”/a a,(l),a al;l)a O)'

Puisque K;(A) = Ker(9,,), alors ¢,_, yx,(I") =9, , 1xy(t) et ceci équi-
vaut a dire qu’il existe un objet trivial ¢€O0bT. ,(A[X,]) tel que
I"Pt'~tPt’ (cf. lemme 2.3), 1. e. tel que I"P " soit trivial.

Réciproquement, si (s;(l, &y, @), 0)EP,(A)P2Z et s’il existe un objet
trivial ' €ObT.,(A[X,]) tel que I ¢ soit isomorphe & un objet trivial
t€Ob T, (A[X]), Pt~ alors

C s (1 oy o) s (L) = 8:(2, Boy Br),
donc
01,4 (9,4 (& Boy Br) — o a (2 15 1)) = (8:(¢, Bo, B1), 0) = (8:({, 0, 21), 0).

Le cas t = o est analogue.

Done, le sous-ensemble de P;(A) formé des éléments s;(l, ap, o)) tels
que, il existe des objets triviaux ¢ et ¢’ satisfaisant [t ~t est un sous-
groupe de P,(A) canoniquement isomorphe a K;(A). On le note P;(A).
Si i = o, on pose P,(A) =P, (A).

2.4. DfmonsTRATION DU THEOREME 2.1. — On dira qu’un élément
o= (a;;) €GL(n, A) est une matrice élémentaire si pour tout i, a;=1 et
s’ll existe une paire unique (r,s), r==s, telle que a;=o0 pour i5£] et
(1, ) (1, s).

Par la suite, on note a,,— b€ A.

Il est évident que 'inverse d’une matrice élémentaire est une matrice
élémentaire. Désignons par E(n, A) le sous-groupe de GL(n, A) engendré
par les matrices élémentaires.

Lemme 2.5. — St a€E(n, A), il existe une matrice «(X) € GL (n, A[X])
telle que (o) =1d. et a(1) = a. ‘

On remarque, tout d’abord, que si a€E(n, A), alors a=o,... oy,
ou les @; sont des matrices élémentaires.

Supposons que « € E (n, A) soit élémentaire, disons

1 b
o= . .
(")
1 bX
cz(X):< "L >
I

Maintenant on voit que si &=, ... %,, ou les ®; sont élémentaires,
alors a(X)=o,(X) ... a,(X) et la matrice «(X)€GL(n, A[X]) satisfait
aux conditions du lemme.

On pose
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Remarque. — Si P'on prend b(1— X) a la place de hX, on démontre
Pexistence d’une matrice o' (X)€GL(n, A[X]) telle que o'(o)=a et
o' (1) =1d.

LemmEe 2.6 (Lemme de Whitehead). — St «, 3€ GL(n, A), alors

<a0ﬁ c:)_:_(Z E>E<ﬁ: ?>E<~0,6 Z‘> [modE (an, A)],

ces congruences étant valables st on les prend toutes & droite ou toutes a gauche

modulo E(2n, A).

La démonstration compléte de ce lemme peut étre vue dans Bass
(cf. [1], p. 10). Toutefois, on va la brosser rapidement afin d’obtenir un
corollaire dont on aura besoin.

p=p—1, '«;:(‘30"‘ =0 E)
T’:C WB“F)’ T‘-’:<:> _aﬁp)’ T"‘:<—.5L'9°< ?>

Si I’on pose

et

alors == 1,(67'1,6)7, €E(2n, A). 1l s’ensuit que yt=2¢. En particulier,

(B: g>eE(zn,A),

(2 9=(2 D0 -0 3) vy

Finalement,

(23)=C 202 (06 D=2 2)  teaenan

Pour les congruences a gauche, il suffit de voir que tous les sous-groupes
utilisés sont invariants par transposition.

On remarque que, dans cette démonstration, si «, €D (n,r, A), les
matrices de E(2n, A[X,, ..., X,]) qui donnent les congruences, sont

dans D (2 n, r, A). Donc,

done

CoroLLalRE. — Si «, B€D(n, r, A), les congruences du lemme de
Whitehead peuvent étre considérées modulo D (2 n, r, A)NE (2 n, A).

_Démonstration du théoréme 2.1. — On sait déja que P,(A) est un monoide
commutatif. Pour achever la démonstration du théoréeme 2.1, il suffit
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alors de démontrer ’existence de l'inverse, i.e. que pour tout objet
l€ObT;i(A), il existe un objet I'€ObT;(A) tel que IPl'=t;, pour
un entier n convenable. La démonstration se fait par récurrence sur i.

Pour ¢=o0, le résultat est trivial, car les objets de T,(A) sont les
A-modules projectifs de type fini et les objets triviaux de T,(A) sont les
A-modules libres de type fini.

Supposons le théoréme vrai pour i =r —1 et soit (I, %), ;) €ObT,(A).
Alors 1€ ObT, ,(A[X,]) et, d’aprés I’hypotheése de récurrence, il existe un
objet m€ObT, (A[X,]) tel que IPm=1t'"_, x;, ol n est un entier
convenable.

Considérons maintenant Papplication ¢;: A[X,]—~ A définie par
#1(X) =] (=0, 1) et soit m="T, ,(3;) (m) (j = o, 1).

S1 T'on considére un objet arbitraire m’'€ObT, ,(A[X,]) tel que
l € m' =1t_, x5, ol k est un entier convenable, alors

L@my~tr_, Pm~=tf

(et, de méme, pour m,). Donc, m=m'@P1t _, ,x, satisfaisant aux condi-
tions suivantes :

(@) l@m~1t_, \x, s étant un entier convenable;
(b) m, et m, sont isomorphes a tho.

En additionnant, au besoin, un objet trivial (¢, t,t), ce qui ne change
pas Pimage de (I, 2, a,) ou de (m, 8,, 8,) dans P/ (A), on peut supposer
que ¢ (I) = grs(m).

Soit p=m@1_, . x On va définir des isomorphismes

B py—>th s (j=o, 1)
tels que (p, B, 3:) D t:* . \x. b t) donne la solution du probléme.
Donnons-nous un 1somorph1sme

0: IPm-—>2E, ax,
et soit 0;=T, ,(¢;)(0) (=0, 1). Si
e mP Ay ax Dm
est I'isomorphisme de changement d’ordre, on notera
| GETE) (@ o,

On a donc des isomorphismes

Tl 0
Po=— (m@t,_1 AX )0_7n0®tl —1, A"_>t1—1 A@’no '}lo@ 77102(1@ m)o -—“)t;‘%ELA

et, de méme, pour p, = £, \.
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Soit 3,=0;(a;"@1)c; (] =o0, 1) et démontrons que
(l Koy 41)@([}, 50’5 )@([,___1 AlX,]s Ly L)—t/ Ay

ce qui achévera la démonstration du théoréme.

Considérons I'isomorphisme

LD pDEE, axa—> 5 ax,
défini par

l@])@tl—l axg—> 1P ("1@51—1 ALX,) @ity Axg—> ({ P m) @tlls—LA[X,?@tﬁfi,A[X,.]

-2k A 1D thy, A[X 1Dk, AN, = LR ALK,
S1 'on pose
l’:]?@t;‘fl\_‘h_‘\[er’ TO:@O®L, ""1: @l@t

et si 'on définit d; par la commutativité du diagramme

(‘eply; ——»t,_m
a,@A,l l_di (j=o, 1),

LT
alors 6@t nous donne un isomorphismc
(4, ooy ar) B (s oy 71) = (& AL Ax do, d)).
Par la suite, on doit montrer qu’il existe un isomorphisme

( z)il A[X dO» dl) - (tlr:£1,A[th L ‘)'

Puisque d, et d, sont des automorphismes de t'%,,, ils peuvent é&tre
identifiés a4 des matrices de D(6k, r — 1, A). On va montrer qu’il existe
une matrice f€D(6k, r —1, A) telle que

dy=f et di=f (modE (6k, A[X,, ..., X, ) ND (64, r —1, A)).
Or les applications d; peuvent étre factorisées par

dj .

tr..1 A t/—iA
07‘@;} lz@9i$z
Y
LD m;@r z5_1,A@(1@rn )P,
L@t/et‘ l.z =]

l@t,_1 A@m,@tr_“\ >l@(1@m/)@t,_“\

’ ’ . A k L
et étant donné que l; et m; sont isomorphes a ¢._,,, en choisissant ces
isomorphismes, toutes ces applications peuvent étre considérées comme
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des automorphismes de ', ,x,, donc comme des matrices de
D(6k, r —1, A). De plus, d’aprés le lemme 1.3, ¢i=c¢,=c. '

En appliquant le lemme de Whitehead, on a

di=0D0;D) (4;H1) D' D) DcBr) (07 D)
=0@cdy) (07D (1;D) (4;D) («7'D) =D cDe

et t@c: est une matrice a coefficients dans A. On peut donc écrire

di=(DcPr)hy, avec h;€eD (64, r—1, A)nE (64, A).

Le lemme 2.5 nous dit qu’il existe une matrice b’ € GL(6k, A[X,, ..., X,])
telle que h,="h; Si 'on pose e= (1P cP)h’, on a les diagrammes -
commutatifs :

t/rf/\—ﬂ, A —Pl”‘ [/r:iu A

d,-l ‘ id. (j=o0,1).

id.

ok 6k
tr—1,A fylr'—hA

Ceci nous fournit I'isomorphisme
(&5 s dosdy) = (5 gxo by t)
et le théoréme est démontré. 7
Lemme 2.7. — Soit (I, %, t)€ObT.(A), r>1. Si | admet un complé-
ment trivial, 1. e. s’il existe un objet trivial t._, \x, tel que
1Bt ax lff_a,A[x,.w,,
k étant un entier convenable, alors
— 8. (0, 20, t) =s,.(I, a7', ).
Etant donné que
8 (1, aoy 1) = 8- ((4, 20, 1) D84,
on peut supposer que ! soit trivial, i. e. que

(l’ o, L) - (t/,?~1,A[X,.]7 607 ‘)'

b
D’autre part,
( ?—*'I,A[X,.]v @07 ") @ (t;'L~—1,A[X,.]> ﬁﬁ“ L) EB (112'11,-‘\[3\',]7 L ‘) — ([}'P—LA(xr]’ 5069 .631 @ Ly L)

— n n h (o] !
et a B,PB,Pr:¢t", >t ", correspond la matrice <§_"1 1>' D’apres le
1]
lemme de Whitehead, cette matrice est équivalente &4 la matrice identité.
La méme méthode utilisée dans la fin de la démonstration du théoréme 2.1

montre que (4", (x;,, BB, @D, ) est isomorphe a (4", yx,5 ¢ ¢). Done,

S (8 s, arx,s Bos ) + 8- (g arx,, B35 1) =o.
Ann. Ee. Norm., (4), I. — Fasc. 4. 75
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Lemme 2.8 (Multiplicativité).
S (8 g Ay %o t) 8 (0 ax, By t) _a, (41 apx,y @By ).
En effet,
S, A aB, 1) = s, (&, A a3yt (8, A b 8)) =8 (G ax, B, ).

Comme précédemment, & 23 correspond la matrice <af (1)>’ laquelle

, . : \ . a o e . . .
est équivalente a la matrice <0 @>- Par un argument similaire a celu
déja utilisé, on montre qu’il existe un isomorphisme

(G w0y 23Dt 1) = (B ax,s 2B, ).
Donc,

Sr( A 23,8) =S (B ax, s a @By t) = s (8 ax,py % t) + S (8 Ay By ).

Lemme 2.9. — Soit (t;_\ xx.y %0, %) €ODbT,(A) et supposons qu’il existe
o(X,)eD(n,r—i1,A[X,.]) tel que ¢ (o) =a, el ©(1)=a,.
Alors
(g arx,] oy %) 2 (4 g apx, by L)
L’isomorphisme
e (X)) 0 A A,

nous donne, d’aprés I’hypothése faite, la commutativité des diagrammes

Gl
' 1,A AR [N
ocj| li(l. (./.:()7 I)'
Y ¥
fa— s
2.5. Le eroure K;(A). — Dans ce numéro, il s’agira d’étudier de

plus prés le foncteur K,. :
L’ensemble ObT,(A) est I’ensemble des triples (P, a,, @), ou P est
un A[X]-module projectif de type fini et de rang constant et

% Pi=P@ixA[X]/(X) =P/XP->A"

et
a: Pi=PQRQumA[X])/X—1)=P/(X—1)P—>A"

sont des A-isomorphismes. On peut encore dire que Ob T, (A) est’ensemble
des triples avec P, A[X]-projectif, P/XP et P/(X —1)P, A-libres et ou
les isomorphismes peuvent é&tre interprétés comme étant le choix d’une
base ordonnée dans chacun d’eux

Un isomorphisme (P, ay, «,) > (Q, B, B:) n’est autre qu’un isomor-
phisme P-%>Q qui envoie, tout en respectant ’ordre, la base choisie
dans P/XP en la base choisie dans Q/XQ (et, de méme, modulo X —1).
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On peut donner maintenant une autre description de K,. Si GL(n, A)
est le groupe linéaire d’ordre n sur A, il existe une inclusion naturelle

ot GL(n, A) > GL (10 1, A)

définie par 7,(a;) = (b;), avec a;=b; pour 1=1i, j=n, bi,a=o0
pour 1=—1-=n et b,y .. =1. Soit

:O Gl (1, A).

=t

On définit une application f,:GL(n, A) > K,(A) en posant, pour
tout a€GL(n, A), _
'f;, (/I) :S([:L.A{X]a a. L).

Puisque, pour tout a€GL(n, A),

fn—H ()\n (”’)) :S([(IHCQ /ll(f’> l) - 5’([0 AIX]y 1 L) +s ([11',A X1y by L)
=St Ay, s 1) = fu (),

alors f,., prolonge f. et les f, définissent donc une application — par
ailleurs, un homomorphisme de groupes — [: GL(A) > K, (A), lequel
est, de toute évidence, surjectif. On veut caractériser Ker(f).

On défimt, tout d’abord, le groupe F,(A) comme étant le sous-groupe
de GL(A) engendré par les éléments ¢ (o) ¢ (1), ¢ parcourant GL (A[X]).
On voit que F,(A) est un sous-groupe invariant de GL(A), car pour tout
a€GL(A),

ag(0) g(n)~a = («9) (0).((«9) (1)) €Fy (A).

On remarque que a9 est le produit dans GL(A[X]), une fois qu’on a
identifié a & son image par ’application canonique GL(A) -~ GL (A[X]).

D’aprés le lemme 1.4 et Plisomorphisme (", @(o), ¢(1))->(", 1, 1)
défin1 par ¢, on a

J(@(0) e ()™) = s, g(0) o), 1) =s(t" ¢ (0), 9(1)) =

Donc, la restriction de f & F,(A) est nulle et, par passage au quotient,
f induit un homomorphisme de groupes f: GL(A)/F,(A) - K, (A) rendant
commutatlf le dlagramme

GL (A) LK, (A)

1 /!
¥ ST
GL (A) /Fo (A)

ou la fleche verticale est canonique.

Nous allons montrer que f est un isomorphisme et, pour ce faire, on
définit une application g : K, (A) - GL(A)/F,(A) en posant g(s(t*,a,!)) = a,
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a étant la classe de @ modulo F,(A). 11 est clair que tout objet de K, (A)
peut étre représenté par un objet de la forme (1", a,)€ObT,(A) et la
chose a vérifier est donc que g est bien définie. En effet, sis(t, a,t) =s(t, b, 1),
on peut supposer que t=1" (car sinon on y additionne un objet trivial),
l.e. que (t, a, 1)~ (t, b, 1). Il existe donc e€GL(A[X]), 9:t->1t, et

d: A" A" tels que les diagrammes suivants soient commutatifs :

An @((})3 An An Q?“); An
a ‘ b i¢|,L lld.
v v .

An d > Au An d 5 Avn

Ceci nous montre que d = ¢(1) et que

b=dag(o)'=o(nag(o)'=9(1)¢9 (o) 'as,
avec
s€[GL(A), GL(A) | =E(A)cF,(A).
Si 'on pose
$(X) =ag(1—X) €GL(A[X]),

on peut écrire
b=aa'g(1)e(o)tas=a (o) d(1) s,

i. e. b=a dans GL(A)/F,(A).

Ezemple. — Soient A un anneau euclidien et A* le groupe multipli-
catif de A. Il existe alors un isomorphisme canonique K,(A) > A™*.

En effet, considérons ’application déterminant d: GL(A) - A*. Alors,
Fo(A)cKer(d), car si a=09¢(0)9(1)™", puisque 9€GL(A[X]), le déter-
minant de ¢ est inversible dans A[X], donc c’est une unité dans A. Ceci
nous montre que d(¢(0)) =d (9 (1)) et, par suite, d(a) =1.

Réciproquement Ker(d) CF,(A), car si d(a)=1, a est un produit de
matrices élémentaires a =3, ... 3. Donc, 9 = [3,(X) ... 3,(X) nous donne

1l

9 (0) =a, (1) =1 et a=9 (o) o(1)'eF,(A).

2.6. Rapports aviEc LA K-TtHEORIE DE Bass. — Dans [1], Bass définit
un foncteur K! (on le notera ici K) et démontre qu’il est isomorphe a
GL(A)/E(A), ou E(A)=[GL(A), GL(A)]. Puisqu’on a un épimor-
phisme GL(A)— K,(A), avec K,(A) abélien, ceci induit un épimor-
phisme B : Ki(A) - K, (A) qui est, de plus, une transformation naturelle
de foncteurs.

D’aprés [2], on dira qu'un anneau commutatif & élément unité A est
un anneau régulier, s’il est noethérien et si tout A-module admet une
résolution projective finie.

Tutorime 2.2. — St A est un anneau régulier, B : K (A) - K, (A)
est un isomorphisme de groupes abéliens.
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Pour le démontrer, on aura besoin de quelques lemmes préliminaires
ainsi que de la définition suivante : on dira qu'une matrice a est unipotente
sl a=1-¢, ou ¢ est une matrice nilpotente. 1l s’ensuit que si a est uni-
potente, alors a € GL(A). En particulier, les matrices élémentaires sont
unipotentes.

Désignons par Un(A) le sous-groupe de GL(A) engendré par les matrices
unipotentes. Il est clair que E(A)CcUn(A) et Un(A) est un sous-groupe
normal de GL(A). Donc GL(A)/Un(A) est un groupe abélien. On note
Ki(A)=GL(A)/Un(A).

Lemme 2.10. — Sotent A un anneau et »: A — A[X] Uinclusion cano-
nique. Alors K[ (1) : K{(A) - K[ (A[X]) est un isomorphisme.
Soit wy : A[X] - A ’homomorphisme de A-algébres défini par =, (X) = o.
On a le diagramme commutatif de groupes abéliens
K; () 20K (A X))
N / :
N K
Ki(A)
Done, K;(A[X])=K(A)H, ou H= Ker(K;(7)). On veut montrer
que H=o.
Si a€GL(A[X]), on peut écrire a =a,+ a, X+ ...+ a,X’, ou les a;
sont des matrices a coefficients dans A. Tout d’abord on montre que

a=b,+ b, X (mod E(A[X])). En effet,

u(® °\_ Uy ..+ as Xt o
“\o 1) 0 1

<uo—|—. o X? X’/—'> <au—|—. o X X”*’) )
- — - —u
o I wy XY 1

et o’ est un polyndéme de degré d —1 dont les coeflicients sont des
matrices & coefficients dans A. En répétant le procédé un certain nombre
de fois, on trouve une matrice b= b,+ b, X et a = b(mod E (A[X])).
Donc, a et b représentent le méme élément dans K (A[X]).

On remarque que b€GL(A[X]) entraine b,€GL(A). D’autre part,
b€ H entraine o = K| (7,) (b) = bs et ceci veut dire que

byeUn (A)ycUn(A[X]).
Done, b=1by(1+¢X) et 14+¢X€GL(A[X]). On va montrer que la
matrice ¢ est nilpotente. En effet, la relation
(14 ¢eX) (dy+d, X ~+.. .+d,'X" —1

entraine ¢ = o. Cecl veut dire que
1+cXeUn (A[X]), donec beUn(A[X]).
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On a ainsi montré que b est un zéro dans K;(A[X]).

Lemme 2.11. — Pour tout objet A de R., on a Un(A)=F,(A).
En effet, si 7;: A[X]— A est 'homomorphisme défini par
X =/ (=0, ).
on en induit ’homomorphisme de groupes abéliens
Ki(m): KIAX])=KIA)  (j=o,1).

Done, K;(m) K| (#) =K () K](#)=1d., ou %:A— A[X] est linclu-
sion canonique. Etant donné que K;(2) est un isomorphisme, alors
K;(r) = K](r,), donc, pour tout ¢ €GL(A[X]), ¢(0) et ¢(1) représentent
le méme élément dans K;(A). Ceci nous montre que 2(0)¢ (1) €Un(A)
et, par suite, F,(A)cUn(A).

Réciproquement, si b =14 ¢, avec ¢ nilpotente, alors b(X)=14¢X
nous donne b(o)=1 et b(1)=0>, 1.e. b€F,(A). Cect nous montre que
Un(A)CF,(A).

CoroLLAlRE. — On a Ki(A)= K (A) et Papplication canonique
Ki(A) > K, (A[X]) est un isomorphisme.

Démonstration du théoréme 2.2. — Dans ([2], th.3 et corollaire), on
démontre, sous les hypothéses du théoréme, que Un(A) = E(A).

2.7. Raprorts ENTRE K,(A) ET MaTRICES. — Les résultats démontrés
dans 2.5 et une partie de 2.6 sont des cas particuliers d’une situation
plus générale.

Fixons un entier r€N. 1l existe une inclusion naturelle
et Dy ryA) >D((n—+r1,r A),
induite par l'inclusion v
GL (12, A| X4, ..., X0 ) > GL(n+1, AIX,, ..., X,])
définie dans 2.5. Notons
D, (A) = U D(n, r, A).

n>o

Considérons 'application

S D,y A) > K (A) définie par  f}, («0) = s (4 x4, 1)

Une démonstration analogue a celle de 2.5 nous montre que

.f;z (“) :,,f;;+‘l ()\u (“) ) 5
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donc les f,, n parcourant N, définissent wune application
f':Dr(A) > K. (A). D’apres le lemme 2.8, f* est un homomorphisme
de groupes. De plus, f": D,(A) - K,.,(A) est surjectif, car

Spy (&, oy 2y) = S (&, dpa3ty L)

Ceci étant, on peut définir le groupe F,(A) comme étant le sous-groupe
de D,(A) engendré par les éléments p(o)¢(1)™", ¢ parcourant D,(A[X]).
On voit que F,(A) est un sous-groupe invariant de D, (A) [la démonstration
est analogue a celle faite pour F,(A)] et s1 a€F,.(A), alors f"(a) =o.
Done, f” induit un homomorphisme de groupes f: D,(A)/F.(A) - K,..(A).
Montrons que f est un isomorphisme.

Désignons par Un,(A) le sous-groupe de D,(A) engendré par les matrices
unipotentes de D,(A) et soit K  (A)=D,(A)/Un.(A). Etant donné
que Un, et D, sont des foncteurs et que l'inclusion Un,— D, est une
transformation naturelle, alors K  :®R.—> @, est un foncteur. Les

lemmes 2.10 et 2.11 peuvent alors étre traduits de la fagon suivante :

Lemme 2.12. — L’homomorphisme K., (A) : K, (A) - K/, (A[X]) est

un tsomorphisme.
Lemume 2.13. — Pour tout r€N, Un,(A) = F.(A).
CororraRe. — On a K,.((A) =K., (A) et Uapplication canonique

K1 (A) > K, (A[X])

“est un isomorphisme.

3. La théorie relative.

3.1. Les roncreurs L, — Désignons par I la catégorie dérivée
de R., 1.e. les objets de JC. sont les morphismes de R. et un mor-
phisme ¢ - 9" dans ., o 9 : A ~Bet ¢ : C— D sont deux morphismes
de R,., est une paire de morphismes (f, g) de R. rendant commutatif le
diagramme

A58

]

c-2.D

g

On va définir les foncteurs K} : 3C.— @, appelés les foncteurs K; relatifs,
et construire, pour tout morphisme ¢:A —>B de R, une suite exacte

reliant K} (o), Ki;(A) et Ki(B).
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Tout d’abord, on définit les foncteurs L;: dC.— Cat. Pour tout objet
¢€0bd,, ¢: A >B, Li(¢) est une catégorie dont les objets sont les
triples (m, «, m’) tels que :

a. my, m€0bT;(A);

b. Zi’A(m) - Zi,,\(m’:l, 01‘1 Zi",\: ?i,A'Vi,A;

c. Si Von pose mB=Ti(¢)(m), «a: mB-—>m'B est un isomorphisme de
la catégorie T:(B). '

Un morphisme (m, 2, m’) - (I, 3, I') de la catégorie L;(9) est une paire
de morphismes (%, 1) de T;(A), 2 :m—1, p.: m"—1', rendant commutatif
le diagramme suivant :

~mB . m'B
usl J;pm'

B—" s

Soit (f, g): 99" un morphisme de JC. et considérons le foncteur
Li(f, 8) : Li(9) — Lu(¢') défini par
Li(fv g) (m, a, ’n,) - (Ti(f)- (m)a T; (g) (), Ti(f) (’n/)),
Li(fs ) (3 ) = (Ta(f) (A1), Tu(f) ()

Il existe une somme dans L;(¢) définie par

(mya, YD (L, B3, 1)=(mPlaPB, mPl)

et celle-ci est une somme au sens catégorie. On peut définir dans Ob L;(¢)
une structure de groupoide en posant

(m, a, 0).({, B, p) = (m, B2, p).

Il est clair que (m, t, m) [resp. (I, 1, [)] est I'identité a gauche (resp. a droite)
pour (m, o, 1), ou t est 'application identique.

On appellera identité tout objet de la forme (m, 1, m) et automorphisme,
tout objet de la forme (m, «, m). Dans le cas d’un automorphisme (¢, «, ¢),
ou t=t;, est trivial, « est un automorphisme de tB =1, donc il peut
étre identifié & une matrice de D(n, 1, B). v

Les groupes K](¢) naissent de cette catégorie, les identités de L;(o)
s’envoyant sur le zéro de K} (¢). L’application canonique Ob L;(2) - K/(%)
étant additive, tout objet (m, «, l) est équivalent & un objet de la forme
(m, 0, ) B (', 1, I') et Von peut donc prendre !’ tel que [P !'=1 soit un
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objet trivial de T:(A). Si 'on pose m'=m@1U, alors (m, «, ) est équi-
valent & (m/, @, t), ol t est trivial. '

3.2. DErormaTioNs. — On notera L;, le sous-ensemble de ObL;(A)
formé d’objets (I, «,t;,), ou 'on pose L;(A)=L;(¢), ¢ étant un objet
de #¢. de source A et de but B.

Soient 6= (m, a, t;,) et a'=(m’, &, ¢},) deux objets de L;,. On dira
que o se déforme en o’ s’ll existe un automorphisme ¢ de i} ., (lequel
peut étre identifié 4 une matrice de D(n, i, B[Xi,)) et un isomor-
phisme 6 : m —m’ de T:(A) tels que :

a. il existe Y€ Aut(t;,), avec YB={(0);

b. le diagramme

<3
mB —>t'y

(2) » 01;‘ Lw)

oo
m'B—— t;:B

est commutatif.

La paire (Y, 0) s’appellera une déformation et I'on notera o->¢’ le
fait que o se déforme en o’

La notion de déformation peut étre interprétée de la fagon suivante :
s1 'on pose

B Xewr) =47 ("B (Xiga)) (0B (X)),

le diagramme

e h B (Xig1) n
mB[ X ] > i, B (X

On(xiﬂ)l B , lay

@' B (Xj+1)

m B[ X, | 225

Ly B X
est commutatif.

Pour X;.,=1, on a le diagramme (2) et pour X;,=o0, on a un iso-
morphisme (m, 3(0), t,) > (m', &', t;

, 1), car ¢(o)=7vB. Donc, I’objet
(m, a, t;,) et la paire (¢, 0) représentent une sorte de déformation homo-
topique d’un isomorphisme.

Lemme 3.1. — St o~a', 1~ et 67", alors 7> ~.
En effet, posons
o= (, a,t), o= (l,a, 1), T=1{(m, 3, ) et = (m, B, 1),
ou ¢t = t.,. Par définition, il existe des isomorphismes

vt U1, Y2: m—>m, 0: I'-m et hos My ottt
Ann. Ec. Norm., (4), I. — Fasc. 4. 76
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dans T,(A) et un automorphisme ¢ € Aut (¢t 4y, .,) tels que ¢(o) = %,B et
les diagrammes
B—2s iy

Y1 B M B
o
I'B—>1y
0B o (1)

m'B iy

Y:B 2B
mB —ﬁ——> 0y
solent commutatifs.
Done, pour
U= (LB(X.)) o (LB(X,))€Aut (t yx) et A= Ik,
la paire ({, %) est une déformation 5->~.
Lemme 3.2. — La notion de déformation induit sur L;, une relation

d’équivalence.

On remarque que 5->g est trivial, car c’est la déformation (id., 1d.).
Si (9, 0):a->a, alors (¢!, 07') : 6’—>0. Finalement, si

! 1

(91, 0) 1 o—=0d et (02, 03) : o=@

"

et si on pose ¢ =0,9, et A =10,0,, alors ({, 1) :5->35".
Lemme 3.3. — Si o= (, 2, 1) et e=(t, B, {) sont deux objets de L. , el
st Uon considére la déformation (9, 1) : e —> (1, 1, t), alors e - > 0.

Il suffit de voir que la déformation (¢, 1) nous donne ¢(0) =1, 9(1)= 3,
done, le diagramme commutatif :

IB—5 ity

id. lqu): B

V [2
b3
By

Lemme 3.4. — Si o= (¢, B, t), BEE(n, B), tl existe une déformation
(@9 I) : O-_;)(ta L t)' )
On prend ¢~'= B(X), ou B(X) a été défini dans le lemme 2.5.

Lemme 2.5, — St 0->3" et ©->7', alors sBr->3'Pr'.

’

En effet, si (9;, Y1) : 3->0" et (py, Vo) : T->7, alors

(CPI@CP'h Y1@Y:) . O’@T—)O"@T’.
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3.3. Les roncreurs K. — Soit G un groupe abélien. On dira qu’une
application f : ObL.(9) > G est additive (resp. multiplicative) si
fle@a’)=[f(a)Df(c’) [resp. f(oa')=[f(2)P[f(s’), ot a5’ est le produit
défini dans 3.1], quels que soient 5 et ¢’ dans ObL,(9). De plus, on
dira que f est invariante par déformation si ¢ >3’ entraine f(a) = f(a’).

On veut construire une paire (A (¢), K)(¢)) formée d’un groupe abé-
lien K?(9) et d’une application A,(9) : ObL,(¢) —~ K?(9) qui soit additive,
multiplicative et invariante par déformation. De plus, la paire (A, (), K2 (¢))
doit résoudre le probléme universel correspondant.

Le groupe K}(¢) est obtenu en faisant le quotient du groupe abélien
libre engendré par ObL,(¢) par le sous-groupe engendré par les relations
c@Po’'—o—a, o6’ —a—3" et a—3 si g >3, g et ¢ parcourant
ObL,(¢). On prend pour A,(¢) 'application canonique ObL.(9) - K} (9).

Si (f, g):9—>¢ est un morphisme de I, on considere le foncteur

L.(f, g : L.(9) > L.(¢’). 1l est clair que
L.(f, &) (e @) =L.(f, &) (0) B L. ([, 8) (),
L.(f, 8) (e¢') = L.(f, &) (@) L.(f, 8) (¢)
et
L./, 8) (9) 2 L. (fs ) (o)
sig->a’, g et o’ parcourant Ob L, (9). Donc, I’application composée
A (9. Lo(fy g) : ObL,(¢) > ObL,.(9") > K! (¢

est additive, multiplicative et invariante par déformation. Elle induit
donc un unique homomorphisme de groupes abéliens

KX (/s g) + KR(e) - K} (o).
C’est trivial de montrer que K!: #,-> @, est un foncteur.

3.4. Le eroure G,(¢). — Dans I'ensemble ObL,(¢), on dira qu'un
objet o = (I, , l') est équivalent a un objet == (m, 3, m’), et 'on note s ~vT,
s'1l existe des identités, z, 2’ € ObL,(¢) et des isomorphistnes

cPs~a = (L, x,l}), @~ = (my, By, m))

tels que a,—>7,. Il est clair que si o~7, alors s~ .

On veut montrer que ~v est une relation d’équivalence et que la somme
directe dans L,(9) induit une structure de groupe dans l’ensemble
quotient Ob L, (¢)/~.

Lemme 3.6. — La relation ~ est une relation d’équivalence dans

Pensemble Ob L, (3).
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St o=(l, 2, I')€O0bL.(¢), on sait qu’il existe un objet m&ObT, () et
un objet trivial t€ObT,(A) tels que ' m =1t. Donc

(La,h @ (m,t,m)=(UPm,aPt, ) et (Ipm,aPu,t)y >(UPm, aP, t)

(¢f. lemme 3.2). Ceci nous montre que c~va, quel que soit s€ObL,(q).
S1 or~va’, alors o’~vag. En effet, s1 o~va’, il existe des identités
z, 2 €0bL,(p) telles que oPz—>a'@Pz. Daprés le lemme 3.2,
Pz ->3@z et ceci nous montre que a'~va.
Solent a~va’ et a'~va”. S1

o= (17 a’ n”')? o-!: (ll) ‘1/, ”I',) et G//: (l”’ a”7 m”)?

Ihypothése entraine 'existence d’identités z;= (hy, \, h;) (1= =_4) et les
1somorphismes '
cDa~g v, IDna~(gn )
dP s~ (g Y, ) et d D> (g, Y, t)
tels que
&0 Eut et (LY ) (81 ).

Dans les notations employées ici, ¢ veut dire un certain i, et t', ¢ ,.
Il est clair que, en additionnant une identité convenable, on peut sup-
poser n=n', donc t=1¢".

Les isomorphismes '@z~ (g, Y1, {) et ' Pz~ (g, ¥, t) entrainent
m' @h.~t et m'Phy,~t Donc, ¢,,(h:)=v,,(h;) et daprés le
lemme 2.3, 1l existe un objet trivial ¢, tel que ho@Pt,~h,Pt;. En addi-
tionnant (4, t, t;) aux quatre objets, s’il le faut, on peut supposer h,=h,,
donc z,=z;. Finalement, s Pz >0 Pz >5"Pz.. Le lemme 3.2 nous
montre alors que s~ g”.

Lemme 3.7. — La somme dans ObL,(9) induit sur Uensemble quotient
G.(¢) = ObL,.(¢)/~ une structure de groupe abélien.

On remarque, tout d’abord, que si 3~a’ et T~ 7', alorsa@Pri~va' Pr'.
Cect suit directement de la définition de la relation d’équivalence ~v et
du lemme 3.5. La somme de ObL, () induit donc une loi de composition
sur G,(¢) par laquelle G,(¢) devient un monoide commutatif. Il suffit donc
de démontrer I’existence de I'inverse.

On désignera par —1 l’automorphisme de i, correspondant a la
matrice — I de D(n, r, B), d’aprés I'isomorphisme Aut(t ;) - D (n, r, B),
ou I désigne la matrice unité de D (n, r, B). Posons t =t , et soit (I, «, t) un
représentant d’un élément de G, (¢).

Soient —a'=a"'. (—1)ets'=(t, —a ', 1). On a

cPhd=0UPt,aB(—a),tPI).
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Puisque IB ~tB, alors « : IB —tB peut é&tre représenté par une matrice,
notée encore «, donc

a@a”:(l@t,(_(;_, z),l@t> et p:<_° Z)GD(zn,r,A).

a—!

On peut écrire n=203,...0, ou les f; sont des matrices élémentaires.
On note w(X)=20,(X)...3(X), les B:(X) ayant été définies dans le

lemme 2.5. Il s’ensuit que la paire ((X), 1) est la déformation
(Ut 1, IPt) > (UDt, 1,iDt).

C’est évident que toutes les identités de ObL,(¢) sont envoyées sur le

zéro de G.(9).
3.5. L'isomorpuisME NATUREL K (9) »> G, (9).

Lemme 3.8. — Soit A.(¢): ObL,(¢) > K2 (9).

(1) Pour toute identité z = (m, t, m), A.(9) (z) = o.

(ii) Pour tout automorphisme o= (m, (3, m) tel que mB=t., et
Be€E(n, B), on a A.(9)(s) =o.

En effet, étant donné que zz=1z et que A,(9) est multiplicative, on a

A (9) (5) = A (9) (53) = Ar(9) (5) + Ar(9) ().

Done, A,(¢) (z) = o.
D’aprés les hypothéses de (ii), il existe un objet & tel que mPh =1t ,.
Donc,
Ar(9) Om, B, m) = Ar (9) ((m, By m) D (2, 1, h)) =A(9) (4,150,

ou t=t., et Y=03P €E(n,B). Mais on sait que (t, 7Y, 1t)->(t¢,1)
et A,.(¢) étant invariante par déformation, il s’ensuit que A,(¢) (m, 38, m) =o.

On peut maintenant construire I'isomorphisme k. (9) : K?(9) - G.(¢).

Soit R.(9): ObL,(¢) - G,(9) I'application canonique. Elle est, de toute
évidence, additive et invariante par déformation. On veut montrer
que R,(9) est aussi multiplicative.

Soient o= (I, «,s) et ¢'==(t, B, m) deux objets de L,(¢). En addi-
tionnant une identité, s’il le faut, on peut supposer que s=1=1,,.
D’autre part, il existe un isomorphisme évident 6~ — ¢ = (I, — a, s). Ceci
étant, on va comparer

oo’ = (I, Ba, m) et — o@D =(UDt, —aPp, tHm).

Si z={(t, 1, 1), on a oc’'Pz= (1Pt BaP:, m@Pt) et I'on peut sup-
poser que mt~¢ ,, n' étant un entier convenable. Maintenant, il
suffit tout simplement de montrer qu’il existe une déformation

—ocPa’->a’' Pa.
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Or, en choisissant les isomorphismes IB —tB et mB —tB, « et § peuvent
étre représentés par des matrices. Donc, —a @[ (resp. faP:) peut
étre représenté par la matrice

(20 e (5]

On sait qu’il existe une matrice p.€E(n, BynD(n, r, B) telle que

(2e 2)=e(%2)

et cect nous montre que (i (X), 1) est la déformation cherchée, ou p.(X)
a été définie dans le lemme 3.7.

On a ainsi montré que R,(9) est multiplicative.

D’aprés la propriété universelle du couple (A.(9), K}(9)), il existe un
unique homomorphisme de groupes abéliens h,(¢) : K (¢) - G,(¢) rendant
commutatif le diagramme suivant :

ObL, (¢) =% G, (o)
N

Arml . /{,@)
/

K2 (9)
Tutortme 3.1. — L’homomorphisme h,.(¢) : K)(¢) - G.(9) est un tso-
morphisme de groupes abéliens. , :
On définit une application &, (¢) : G,(¢) - K} (¢) par
i (9) (R(9) (4, oy m)) = A (9) (4, &, m).
Il suffit de démontrer que cette application est bien définie, car elle est
Pinverse de h.(9).

En effet, si a~vd’, il existe des identités z et z’ et des isomorphismes
cPz~t, ' Pz~ tels que 7->1". Done,

A (@) (0) = A (9) (@ 2) =Ar(9) () =Ar(9) (7)) = Ar(9) (9D 5) = Ar(9) (o).

4. Suites exactes.

4.1. Le roncTEUR Z. — Dans ce paragraphe, on va montrer 1’existence
d’un foncteur X défini dans la catégorie . & valeurs dans la categorle
des suites exactes infinies de groupes abéliens.

Si9o€Ob #., o€ Hom (A, B), on aura une suite exacte de groupes abéliens
2(@) Ko (B) 25 K2 (5) B (A) K, (B)
“HKY (9) —> > KB (9) 5 Ky (A) —> K, (B),

ot les applications o, et B, seront définies par la suite,



LA K-THEORIE ALGEBRIQUE. 609

On doit montrer que cette suite est exacte et que si (f, g): ¢ — ¢’ est
un morphisme de ¥, ¢ :A’—>B’, on a une application X(f, g) :
Z(9) - X(¢') entre suite exactes, 1. e. le diagramme

o,

o> Ky (B) 225 KD (@) LK, (A) —K—"E;K,i(B)

5K, (9) —. ..

lk,.ﬁ ® K2(f8) [, J«h (®) K (fig)
v ¥ v
co.—> K,y (BY) TKB (9") 5 K, (A" =% K, (B T_TKP’—’ () —>. ..
commaute.
4.2. Les apprications f3,. — On rappelle que les objets de L,(¢) sont

les triples (I, «, l'), avec

l, /'eOb Tr (A) y B A (l) = %A (l,)

et a: T, (¢)(l) > T.(9) (') est un isomorphisme.

L’application B3, : ObL,(¢) - K,(A) définie par
Br(lyay 1) = v (D) — vra (1)
est additive, multiplicative et invariante par déformation. Il existe alors

un unique homomorphisme de groupes abéliens §,: K} (9) - K,(A)
rendant commutatif le diagramme

ObL, (9) > K, (A)
N

A (o) /({
/
K? (o)

Un calcul direct de B3,, pour r>>1, peut étre obtenu comme suit : on
considére les isomorphismes &, (¢): K (¢) > G.(¢) (¢f. 3.5) et 6,
K, (A) —~ P.(A) (cf- 2.3) et V'on définit une application B, : G.(¢) - P,(A)
rendant commutatif le diagramme suivant :

K2 (9) —> K, (A)
hr(ep)l 0,
G () 2> P, (A)

Un élément de G, (@) est une classe de triples, parmi lesquelles il existe
toujours une de la forme (I, «, t,), avec z,,(I) =z, (L, 4)-
St s,: ObT,(A) > P, (A) est 'application définie dans 2.2,
s (I)eP, (A)cP,.(A) pourtout /eObT,(A).

En d’autres termes, on doit montrer que si = (I, o, o), 1l existe des
objets triviaux ¢, t' avec l'éPt~t’,
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En effet, de z, ,(l) = z,,A(i,".,A) et en rappelant que ¢ ,= (t; _, \;x, !, 1), 0N @
Or—1, a1 () = 0, a1 (o apx,) -
Le lemme 2.3 nous dit alors qu’il existe un objet trivial ¢ tel que
Pt~ 4 ax P ¢,

et 'on a ce qu’il nous faut.

Un calcul nous montre que s.(l) est indépendant du représentant
(I, &, t.,) choisi, pour un élément de G,(¢). Ceci induit donc un homo-
morphisme de groupes abéliens 3, : G,(9) > P,(A). La commutativité du
diagramme ci-dessus est maintenant triviale.

4.3. Les appLicATIONS &, — Si 2€P,,,, étant donné que P,.,(B) est
canoniquement isomorphe a K, (B), on peut choisir un élément
(& px,1, @, 8) €Ob T,y (B)
de telle sorte que I'on ait
Sr1 (tz'f,mx,‘], a, B) —=Z.
Puisqu’on a fixé des isomorphismes %;(¢: yx,)) = 615 (] = 0, 1), alors
al™ s LGiy—> i
et 'on posera
ar () = Ar (@) (& a5 a5 £70) EKD (9).
11 faut démontrer que @, : P, (B) - K} (¢) est bien définie. Soit
Sra (8 mpx,1y @5 B) = sra (8w, o5 B1).
Etant donné qu’il s’agit de triples triviaux tels que
( rBIX,]s %y 6)@t/+1]——~<t [Xp1y 0(’, ﬁ,>®tf,+1,lh
il suffit de démontrer que
Ar(9) (a5 @375 54) = Ar(9) (t,’l,x@h 6 (@Y BB HaD )
Or, A,(¢) étant additive, on a

Ar(9) (&7 a, a1, 2 4) @ (28 4, 1, th )
= A (@) (U4, 15 L) + An () (€K 4, b B A)
‘—A (CP) (tr Ay 1@—17 tl’,A)v

car A.(9) (%4, ¢, & 4) == 0, une fois qu’il s’agit d’une identité.

Deuxiéme chose & démontrer : si
(t/,B[X o, @) — (t B(X,]s ajﬁ 61)5
alors
"(CP) ({l Ay O‘B"v t"‘l,A) :A (CP) (tr Ay & ,ﬁl—ﬁa tr"l,A)
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En effet, désignons par ({, a) I'isomorphisme plus haut mentionné,

Le U @ tgx,>lhpx, est un isomorphisme rendant commutatif les
diagrammes :

Yo b
thy—>1ty tg—>1U g

a a w
g—>1s Lg—>1p

Il est clair que @' =aa (o)™ et B'=aBd (1), done
(G @B 00 = (s axg (o) () B a™, 4ty).
Il s’ensuit que

Ar(@) (G a, B 82 0) = An(B) (Gha, aa™', 8 4)
4+ Ar (@) (&4, 2B 0 4) + A (@) (814, Y (0)71d(1), R4,

une fois que A,(¢) est multiplicative et que K (¢) est abélien.

n

On voit que A, (9) (¢, aa™, t.,) = o0, car aa =" (identité¢). Montrons

que '
Ay ((1’) (¢ 7 Ay Lri(o)_' L‘b(l), "ﬁ,A) = 0.

En effet, si 'on pose § = ¢ (o) Y€ Aut (s ), le diagramme

()
t;?, 5 %

id. ‘ leu)
Y

id.
thp—> 18

est commutatif et ¢(o)=1d. [donc ¢(0)=YB avec y=1id.]. Ceci nous
montre que (& ,, Y(o)™*d(1), t.,) se déforme en une identité et notre
assertion est démontrée, car A,(¢) est invariante par déformation.

4.4. DEMONSTRATION DE L’EXACTITUDE. — On a ainsi construit une
suite de groupes abéliens

K, 11(9)

o K (A) K, (B) 5 KD (9) 5 K (A) K, (B)
et I'on veut démontrer que cette suite est exacte.

4.4.1. Ezactitude en K.(A)=P,(A). — a. Montrons que
Im (3,) cKer (K, (9))

!

ou encore, K,(¢).8,=o0. Ceci est évidemment équivalent a K;(9).3,=o.
Or, si z€K)(9), z=A,(9) (I, 2, ¢ ,), donc

(K, (9).8)) (2) =K, (9) (s-(!)) = s (IB)).
Ann. Ec. Norm., (4), 1. — Fasc. 4. 77
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Puisque «: 1B — ¢ est un isomorphisme, alors
s, (IB) = s, (¢ ) = o.
b. On va montrer que Ker(K,(¢))CIm(B,). Considérons tout d’abord

le cas r>o. Soit y€K,(A), y=-s,(t;_,rxp %, [) tel que K, () (y)=o.

On a
S"(t;?—ﬂr\[x,.]? 1]3, BB) —= 0.

Il existe alors un objet trivial (', six, b v) tel que
(& wxy 2B @, 5BEBL) o (U g st 1)
Soit 0 cet isomorphisme et prenons
o= (" 2@ BB, 05 (0, xx,0, 1,1)) €0b L (9).
Il est clair que z= A,(¢) (5) € K)(9) et, par suite,
Br(z) =B () =5 (1 s 2@ L BB ) =5 (G pams 2, ) =

S1 r=o0 et si P est un A-module projectif de type fini tel que
so(P)=xz€K,(A), alors K,(¢)(x)=o0 entraine l'existence de B-modules
libres Bf, B* tels que (P®,B)@B~B". Soit 0 cet isomorphisme.
Si l'on prend o= (PP A%, 0, AY), alors z= A, (9) (5) € K{(¢), done

| Bo (3) = Bo (7) = 8, (P P A%) =5, (P) = .

4.4.2. Exactitude en K!(9). — a. Montrons, tout d’abord, que

B..a.= 0. Or, si z€K,,,(B), alors

2= 8r (L nx,0 %, L),
d’aprés le lemme 1.4. Donc,
Brar (@) = Br Ay (9) (05 @ 0) = 0 (G2) — 0 a (6) = 0.
b. Soit ¢ = (I, «, t) € Ob L,(¢) tel que 3, A, (¢) (s) = 0. Alors,
0=0, A (9) () =s-()) — s, (1) =s-()),  car s.(¢) =o.

Il existe alors un objet trivial ¢, vérifiant [Pt =1}, k' étant un
entier convenable. Ceci nous montre que

Ar(9) (L 0) = Ar (@) (4 2, £) @ (24,1, 2h L))
=A(9) (Pt a,a@r, t D)
""A (CP) (tl Ay o trA)*‘L <S/<f/ BX,] o l))
ou 'on pose ' =a.
4.4.3. Ezactitude en K, (B). — a. Si 2€K,.1(A)=P,,(A), z est de

la forme

X = Sppr (8 a(x,0r %, L)
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Alors
o Krps (@) (@) = 2, K, 4 (9) S5 (T ax,py @, t)
=S (Fpx,y 2B, v) = Ar(0) (84, «B, 2 4).
Le diagramme
1>t g

aBl ’ id.
Y

n 3 n
tr,g—> B

étant commutatif, on en déduit que («B, id.) nous donnent un isomorphisme
(tr,}, Ay O(B, t’n’ A) - (tﬁ,Aa L t;‘l, A)> donc AI(CP) (t;l,Aa OtB, t;'l,A = A,(CP) (t'"', A b tr,’l, A) =o.
Ceci nous montre que o, K,.,(9)(z)=o.
b. Soit
)’EKH-l (B), ¥ =S (7, B(X,]s 6) 1),
tel que «,.(y) =o, 1. e. tel que R, (1. ,, B, t.,) =o.
On remarque que si w€O0bL,(9) est tel que R,(w)=o, il existe une
1dentité (m, t, m), un isomorphisme
8
(3) w@ (m’ L m) ~ (trlt,A, Ts tﬁ,A)v
et une déformation
(trIS,A) Y) tIIS,A) ~ (trIS,Aa Ly tl]S,A)'
Mais, si 'isomorphisme (3) est vérifié, il doit étre vérifié pour un m =1t} ,
trivial et

Ro(0@ (254, 1, 80)) = 2 (), car  Spa (8 mx, By 0) B (K nxg L 1) =Y.

Soit z€ K,.s(A). On peut écrire

X == Spi (tllf, A[X,] 0 ) l‘lf_i) )

donc
Y+ K (9) (@) =50 (35 LD P OB, e §Y'B)

et le lemme de Whitehead nous montre que
S (ox s B LD OB, e DY B) =5 (i mixy, (BB V) .07'B, {'B).
D’autre part, la paire (id., ¢ B) nous fournit un isomorphisme
(thnrx, (B@VY.07B, 4 B) & (1 pix,1s 75 1)
comme on peut le voir, d’aprés la commutativité du diagramme

. B
thy—>1t}p

OBl Iq»s
e

N
thp——>tfy
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P
On a donc y+ K.t (@) () = 81 (t 555 Y5 b). De plus,
(t/]f,Aa Y) ttlf,A) _,? (trlf,Aa Ly t,]f’A),

Il existe donc des automorphismes I'€Aut(f.,x,) et A, oc€Aut(t,),
avec 0B =1T'(0) et tels que le diagramme

v
thy—>1tky

2 Bl ‘l‘m
¥

* id. 3
[l', p—> t/', B

soit commutatif. Puisque la paire (I', id.) nous fournit un isomorphisme

(hmx b Y™ > (s, 7' B, A7'B),
alors
Y+ Ko (9) (2) =80 (lzls,B[X,.lv Yo t) =S (tIIE,BlX,-Iv LY')
= Sr41 (tf,B[x,,], p7'B, A7'B) =5, (lrk;BIX,.]’ AB, pB).

Si on pose y' =y + K,.1(9) () et z=s,4(t5 s ;x5 2, ©), alors
Y =K, (0) (3), done y ="' — K,y (9) () €Im (K,,, (¢)).
4.5. LA DEUXIEME SUITE EXACTE. — Les propriétés fonctorielles de X

sont évidentes. Sil’on considére le diagramme commutatif de morphismes

de R,

A—2 5B

N
BN
F

on a, dans ., les morphismes (9,1d.) : p.—& et (id., &) : ¢ > . Ceci
nous donne donc les diagrammes commutatifs suivants :

s Ky (B) =5 K2 () P K, (A) 2B K, (B) —

KDY (id., §) l id.

- ol g oY W
o> Ky (F) — K2 (p) —= K, (A) —= K, (F) —. ..

Kppy (";) K"(i)

* *
e Ky (F) —25 K2 (1) —25 K, (A) K, (F) —. .

id.

K> (@, id.) ’ K, (@) ' id.
Y

3 Y
o K (F) 25 K2 () 25 K, (B) &9

\
K, (F)—...

Si Pon pose 8 =a? ,.B%:K"(E) K>, (), on obtient la suite de
groupes abéliens ’

. o Bt 1 K7 (id., §)
s K, () K (9) ’

K () KD (5) > K2, (9) ...

et on veut démontrer qu’elle est exacte.
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La seule chose a vérifier c¢’est que I’application composée
K3 (9) — K2 () - K2 (®)

est nulle, les autres vérifications de la démonstration étant des conséquences
triviales des deux diagrammes ci-dessus en appliquant la méthode du
« diagram chasing ».

Si z € K)(9), on peut écrire
x = A, (9) (m, 0, m"), done K2 (id., %) (x) = A, () (m, T, (&) (0), m').
Soit
s =K, (9,id.) KR (id., §) () = A, (%) (T, (9) (m), T-(2) (0), T, (9) (m')).
Celui-ci est un triple de la forme (m,, 0, F, m)), donc la paire (9,, id.) nous
fournit un isomorphisme (m., 0, F, m|)>~(m/, 1, m\). 1l s’ensuit que
s= A () (M), 1, m)) =o.
4.6. LA TrRo1SIEME SUITE EXACTE. — Considérons la fibration naturelle ® :
#.-> H,. donnée par ®(1.) = but de 1. La fibre 5} au-dessus de FEOb R,

est une sous-catégorie de #,. dont les objets sont les morphismes de R.
ayant F pour but et, si p, £€ Ob JC!, alors o€ Hom (1, £) si le diagramme

A—2 B

N 7
BN 8
F

est commutatif.

Ceci est exactement la traduction de la théorie des espaces avec
point base.
Si Pon pose KY(A)= Ker(K,()), on a la suite exacte de groupes
abéliens :
Ky (F) > KM () > KE(A) —o.

Donc la commutativité du diagramme

Kypq (F) < Ky (F)

|

K2 (9) — K} (1) K2 (8) —> Ko (9) —>.,.
AN A

‘\\\ JV ) /.'/

i
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nous montre 'exactitude de la suite

o> K2 (9) > K¥ (A) > K3 (B) > KV_, (0) >...,

ou les fléches sont évidentes.
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