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INTRODUCTION.

On sait comme le montre, par exemple, I’étude des homomorphismes
des algébres L*(T) et L”(T) ([8], § 5.7.8, p. 129) que, du point de vue
de I’analyse harmonique, les espaces L'(G) et L?(G) sont trés différents
(p est un réel supérieur & 1, G un groupe abélien localement compact).
Un des buts de ce travail est de montrer que ces différences s’amenuisent
lorsque L*(G) et L#(G) sont respectivement remplacés par les idéaux
fermés I, (E) et I,(E) et lorsque le fermé E du groupe dual est assez
« épais ». [L’idéal I, (E) — resp. I,(E) — est défini comme I’ensemble des
éléments de L*(G) — resp. L?(G) — dont la transformée de Fourier est
nulle sur E — resp. presque partout sur E.]
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Dans le cas d’idéaux fermés de L'(T), on sait méme que I,(E) peut
étre égal a I,(E). Le complémentaire de E s’appelle alors, selon Rudin,
un ensemble A(p) d’entiers et de nouveaux résultats sur ces ensembles
seront obtenus au chapitre IV.

Dans le cas d’idéaux fermés de L*(R), un résultat aussi précis que celui
indiqué par Rudin ne peut étre vrai; la « ressemblance » entre I,(E)
et 1,(E) apparaitra de la facon suivante : beaucoup de convoluteurs
(endomorphismes continus commutant avec les translations) des L’(R),
p>1, qui ne peuvent é&tre définis sur L*(R), « passent » cependant a un
idéal I,(E) quand E a un intérieur. Si E n’a pas d’intérieur, I,(E) se
comporte comme tout L*(R) du point dg vue des convoluteurs. Ceci forme
la matiére des chapitres I et II.

Les techniques employées permettront aux chapitres III et IV de
résoudre d’autres problémes sur les séries de Fourier lacunaires et les
1déaux (changements de phases permettant 4 une suite complexe, de
carré sommable, d’étre celle des coefficients de Fourier, d’indices positifs,
d’une fonction continue; conjecture de Wik sur les ensembles vérifiant
la condition forte de Ditkin). A

M. Jean-Pierre Kahane m’a accordé de nombreux et longs entretiens;
il a lu toutes les ébauches souvent mal rédigées de mes résultats; sans
ses encouragements et sa bienveillante attention, tout ceci n’aurait pas
été écrit. La Faculté des Sciences de Strasbourg et ’Institut de Recherche
mathématique avancée (laboratoire associé au C. N. R.S.) m’ont fourm
une aide matérielle et morale importante.

Un des problémes non résolus dans ce travail vient d’étre élucidé par
Elias Stein; cet auteur m’a honoré de sa confiance en me laissant résumer
ses résultats en une Note aux Comptes rendus de I’ Académie des Sciences [9].
Paul Haskell-Rosenthal fut un amical et lucide conseiller. Enfin, je tiens
a remercler trés vivement M!e Boulanger du soin qu’elle a apporté a la
frappe du manuscrit.

CHAPITRE L

MULTIPLICATEURS TRIVIAUX ET NON TRIVIAUX.

InTrRoDUCTION. — On donne dans ce chapitre une condition nécessaire
et suffisante pour qu’un idéal fermé I de L*(R" X Z™) jouisse de la propriété
suivante : « tout endomorphisme continu de I commutant avec les trans-
lations est défini par la convolution d’une mesure complexe bornée et
des éléments de I ». '

La condition est que le cospectre de I n’ait pas d’intérieur (le cospectre
est 'ensemble des zéros communs aux transformées de Fourier des élé-
ments de I).
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Un idéal fermé I de L'(R"X 2Z™) dont le cospectre n’a pas d’intérieur
se comporte donc, pour le probléme qui nous occupe, comme tout
L*(R"x Z™). Pour le montrer on « approche » au paragraphe 3 le groupe
dual par des translatés de sous-groupes discrets évitant le cospectre de I.
Il devient alors nécessaire de raisonner sur les multiplicateurs et non
plus sur les convoluteurs et de restreindre des multiplicateurs & des sous-
groupes : on obtient encore des multiplicateurs (§ 1, 2 et 3).

Au paragraphe 4, on montre qu'un idéal fermé I de L'(R) dont le
cospectre a un intérieur se comporte, pour le probléme qui nous occupe,
comme le mieux connu des idéaux fermés de L*(R), I'idéal H'(R), formé
des éléments de L' (R) dont la trangformée de Fourier est nulle sur |— 0, 0].

Grace a la méthode générale exposée au paragraphe 2, on construit (§ 4)
des convoluteurs de H*(R) a partir de convoluteur de H*(T) et ’on en
déduit 'existence de convoluteurs non triviaux de I {c’est-a-dire qui ne
peuvent étre définis par convolution avec une mesure complexe bornée).
Ces convoluteurs non triviaux sont cependant des convoluteurs de tous
les L?(R), p>1; on remarque que H'(R), en un certain sens, ressemble
plus aux H?(R), p >1, que L*(R) ne ressemble aux L*(R).

Norarions. — Les notations employées sont celles du livre de Rudin [8].
Le groupe.
G, groupe abélien localement compact;

Lt(G), algébre deBanach des classes defonctionsintégrables pour lamesure de Haarde G;
IM(G), algebre de Banach des mesures complexes bornées définies sur G.

La transformée de Fourier.
r, groupe dual de G;
(x, 7), valeur prise en x(xe€G) par le caractére y de I';
Ffou f: transformées de Fourier de 1’élément f de L'(G);
A(), algebre de Banach des transformées de Fourier ci-dessus;
[l fllar, 1l £1ls, par définition;
B(), algébre de Banach des transformées de Fourier des mesures complexes bornées.

Les idéaux.
I, idéal fermé de L!(G);
FI, idéal fermé de A (I') composé de tous les Ff, f dans I.
Z(1), cospectre de I ou ensemble des points de I' ou s’annulent tous les éléments de FI;

[}_Z(I), spectre de I [le spectre d’un élément f de L'(G) est le support de ﬂ,

E, ensemble fermé de I';

I, fermeture dans L!(G) de I’ensemble des f tels que f s’annule sur un voisinage
de E (ou plus petit idéal fermé de cospectre E);

L, ensemble de tous les éléments de L?'(G) dont la transformée de Fourier est
nulle sur E (ou plus grand idéal fermé de cospectre E);

Jg, ensemble de tous les éléments de I (G) dont la transformée de Fourier est

nulle sur E.
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ConveEnTtION. — 51 E est un ensemble de I, ¢ une fonction, a valeurs
complexes, définie sur le complémentaire de E et f une fonction, a valeurs
complexes, nulle sur E, nous définirons le produit-f¢ comme une fonction,

~

définie sur tout I', valent o sur E et f(y)o(Y) en v, YEE.

1. GENERALITES SUR LES MULTIPLICATEURS.

Derinition 1 (les multiplicateurs). — Un multiplicateur de F1 [1 est
un idéal fermé de L*(G)] est une fonction, définie sur le spectre de 1, & valeurs
complexes, @, telle que

j/'\egl entraine fcpeA(I‘).

La norme de ¢ est celle de cette application, continue grdce au théoréme du
graphe fermé, de F1 dans A(T).

Remarque. — 11 peut paraitre choquant que 'on n’ait pas
\ 9fes]

quand ¢ est un multiplicateur de & I; un multiplicateur définit-il un endo-
morphisme de F1? Ce sera I'un des probléemes ouverts par ce travail;
la réponse est oui si Z(I) est un ensemble de synthése harmonique ou si
les seuls multiplicateurs de F I sont les éléments de B(I') (multiplicateurs
triviaux). '

Deérinition 2 (les convoluteurs). — Un convoluteur d’un idéal fermé 1
de L* (G) est une application linéaire et continue de 1 dans L*(G) qut commute
avec les translations. '

On montre immédiatement la proposition suivante :

Prorosition 1. — A tout convoluteur T de 1 on peut associer un multi-
plicateur de 1 tel que Uon aut
F(Tf)=¢5/
pour tout élément f de I.

\

On montre facilement, en utilisant le fait que les fonctions a support
compact sont denses dans & I, la proposition suivante :

Prorosition 2. — ¢ est un multiplicateur de F1 st ¢ est une fonction,
définie sur le spectre de 1, a valeurs complexes, telle que, pour tout élément |

de 71, of soit dans B(I'). ‘ .
Mais voici un résultat plus intéressant :
Proposition 3. — Si ¢ est un multiplicateur de F1, si E=Z(I), ¢ est

ausst un multiplicateur, de méme norme, de tous les idéaux fermés de
cospectre E.
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La proposition 3 est, en fait, une conséquence du théoréme 1 ci-dessous.
Quelques notations supplémentaires y sont employées.

Appelons G le compactifié de Bohr de G et d% la mesure de Haar sur G.
A une partie quelconque E de I' est associé un idéal fermé T, de L*(G)

A~

composé de tous les éléments f de L‘(G) tels que f(y) =o0 st YEE.

TutoreME 1. — ¢ est un multiplicateur de F1 si et seulement st ¢ est
continue sur le complémentaire du fermé E de I et s1 ¢ est un multiplicateur

~

de 7 I;. (La norme de ¢, comme multiplicateur de F1 est égale a celle de ¢
comme multiplicateur de F 1.)
Enoncons d’abord, sous une autre forme, ce théoréme :

¢ est un multiplicateur de F1 st et seulement si ¢ est continue sur le
complémentaire de E et vérifie la condition suivante : pour une constante K,
K > o, et tout polynéme trigonométrique sur G, P(x), s’écrivant

(1) ' P (x) :26!,, (x, ), YPGBE> a, € G,
1
le polynéme trigonométrique Q(x) s’écrivant

(2) Q@) =D\ a, ¢ (p) (2, )
satisfait & Vinégalité

(3) falQ(w)ldwé f61P<x>ldx

La démonstration du théoréme 1 utilise une série de lemmes dont seul
le premier est puissant.

Lemme 1. — Si p est une mesure complexe bornée, définie sur G, et si
la transformée de Fourier de p. est continue sur I'; alors « y. est concentrée
sur G », c’est-a-dire est U'image d’une mesure complexe bornée, définie sur G,
par Vapplication canonique de G dans G.

La démonstration est faite dans le livre de Rudin ([8], th. 1.9.1).
Le lemme 2 est une autre expression du lemme 1.

Lemme 2. — St 9 est une fonction continue sur I', & valeurs complexes,
et si @ est un multiplicateur des transformées de Fourier des éléments de L*(G),
alors ¢ est dans B(I').
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Sous une autre forme, si ¢ est continue et si, pour tout polyndme trigo-

nométrique P(z) s’écrivant ’
P (@) =Y ap (2, 1p),
1
on a
f1Qw)dr =K [1P(@) a7

quand

Q@) = a9 (1p) (2. 7p).

alors ¢ est dans B(I).

Grace au lemme 3, la norme dans L!(G) d’un polynéme trigono-
métrique P(x) se calcule comme limite de normes dans L'(G) de régu-

larisés de P(z).
LemMme 3. — St F est le filtre des voisinages de o dans T et st, pour tout V
de F, on construit un élément f, de L*(G) tel que

fv(®) >0 surG, fv(o) =1, fv(y) >~o0 surV
et ' ‘ '
fv (Y) =o horsdeV,

alors, pour tout polyndme trigonométrique s écrivant

P () =Y ap (2, 1p)

défini sur G, on a

(%) = [1P(®)|az,
A j‘;

ou la limite est prise suivant le filtre F.

Eapf‘\’ y—7r)

La démonstration du lemme 3 est naturelle; I’existence des fy(z) est
prouvée dans ([8], p. 48, th. 2.6.1). Nous montrons d’abord que, pour
toute fonction presque périodique au sens de Bohr sur G, g(z), on a

(5) . f:g(x)fv(x) <{x+ﬁg(§;) d% (suivant ).
0l [ ,

Puisque flfv(x)ldeI, il suffit de vérifier (5) pour une partie
G

dense de C(G), les polynomes trigonométriques [C(é) désigne l’espace
de Banach des fonctions continues sur G|. La vérification de (5) est alors
immédiate : Pour passer de (5) a (4), il suffit de prendre g(z)=|P(z)|.
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LemME 4. — Si @ est un multiplicateur de F1 et si ¥, appartient au
spectre de 1,

e (0 = ()l (r =10 [l —o
(la limite est toujours prise suivant le filtre F).

Le lemme 4 résulte de ce que @(y) — ¢(Y,) est localement dans A(I),
au voisinage de Y, et nulle en y,. On applique le théoreme 2.6.3 [8].

Passons alors a la démonstration du théoréme 1.

a. Si ¢ est un multiplicateur de F1I et si P et Q sont définis par (1)
et (2), on choisit V assez petit pour que Y,+ V et E soient disjoints
(1=Zp<n). On considére les éléments de FI suivants :

P :zapﬁ’('f —Yp)

et

7(1) =249 (1) s (Y —1p)-

Le lemme 4 nous indique que 'on a

lo()p(Y) —g()|lsmy—o0 (suivant F). ‘

On a, de plus,
e P am=lelllle (1) lam)-

En passant a la limite, suivant &, on obtient (3) avec K=o]|.

b. Si ¢ est continue sur le spectre de I et si (3) est vérifiée, supposons

A

- que [ soit dans L*(G) et f(y) nulle sur Z(I). Pour tout polynéme trigo-
nométrique s’écrivant

P(a) =X a, (@, 1p),
on a

ﬂlf*Pld%éufnlfﬁlm)]dg

et le spectre de fx P est contenu dans celui de I. Alors (3) s’applique
a fxP pour donner

Lreraz =Kl 19 @) 1az

s1

Q@) =X, ¢ (1s) [ (1) (2, %)
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La fonction ¢(Y) f(y) prolongée par o sur Z(I) est continue [|o(y)|=ZK
sur le spectre de I résulte immeédiatement de (3)] et vérifie I’hypothese
du lemme 2. Il existe donc une mesure [ sur G telle que

p=emin e ([pl =Kl
On applique alors la proposition 2 et le théoréme 1 est démontré.

Remarque. — Le théoréme 1 reste vrai si on oblige, de plus, en (1),
les v, & appartenir & un sous-groupe dense de T

Applications du théoréme 1.
Cororraire 1. — La proposition 3.

CoroLraIRE 2. — St ¢ est un multiplicateur de F1 et si E=17Z(I), on a
[ ll=sup(leZ [l

ou le sup est calculé sur tous les éléments g de la boule unité de A(I') ayant
un support disjoint de E. :

COROLLAIRE 3. — Si A est un sous-groupe fermé de T, si ¢ est un multi-
plicateur des éléments de A(I') nuls sur E, la restriction de ¢ aux points
de A hors de E est un multiplicateur ¢ des éléments de A(A) nuls sur E
et Uon a

Teall=lell-

2. RESTRICTIONS DES MULTIPLICATEURS AUX SOUS-GROUPES. — Nous
allons reprendre 1’énoncé du corollaire 3 sous la forme d’un théoréme.
Si I est 'idéal fermé de L*'(G) de cospectre E, appelons M; I'algébre de
Banach des multiplicateurs de I'idéal fermé F1 de A(I') et si A est un
sous-groupe fermé de I', appelons H l'annulateur de A (ensemble des
éléments de G ou tous les caractéres de A valent +1). Enfin J désignera
I'idéal fermé de L!(G/H) composé de tous les éléments de L*(G/H) dont
la transformée de Fourier est nulle sur ENA; si ¢ est un élément de M,
la restriction de ¢ aux éléments de A hors de E sera notée ¢,.

Tutorime 2. — L’application Il définie par
(1) AN
est un homomorphisme de norme égale & 1 de M; dans M;; mais cette appli-
catton n’est pas, en général, surjective.

Pour montrer cette derniére remarque, il suffit, compte tenu du corol-
laire 3 du théoréme 1, de donner un contre-exemple. Posons I'=R?
appelons E le carré défini par

oL x L1 et oLy<L1
Ann. Ee. Norm., (4), 1. — Fasc. 4. 64
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Le sous-groupe y==o0 de I' sera A. Nous apprendrons au paragraphe 4
a construire des multiplicateurs non triviaux de #J si J est un idéal
fermé de L*(R) dont le cospectre contient un intervalle (ici[o, 1]). Mais
si 9(z, y) est un multiplicateur de F I, en appliquant le théoréme 2, on
obtient, par restriction a la droite y= —¢,

“(P(" _8)[|B(R)é|]<(’“, £>o.

Gréice a la continuité de ¢ hors de E, on en déduit (voir, par exemple, [8],
th. 1.9.2) qu’il existe un élément de B(R) ayant la méme restriction
que ¢(z, y) & Pensemble des (, y) vérifiant

|| >1, y=o.

Ainsi llmage de M, dans M; est I’ensemble des multiplicateurs tr1v1aux
de F; et n’est méme pas dense dans M,.

Il devient alors naturel de chercher des conditions, portant sur E et A,
et permettant a I’application (1) d’étre surjective : plus précisément, nous
chercherons a relever M; dans M, par une application linéaire p telle que

Mop=1d. (identité de M;).

On peut, avec raison, penser que dans I’exemple donné ci-dessus, le
groupe A rencontre « trop » la frontiére de E pour que II soit surjective.
Si E est vide, ’application (1) devient l’application canonique de B(I)
sur B(A); si, de plus, I'=R" et s1 A est discret, un moyen de construire p
est de former, pour tout élément (b)), de B(A), la somme

(2) () =Y hA(r—h

reN

qui est définie et convient dés que A est un élément de A(I') dont le
support est assez petit avec A(o) =1.

Posons alors un probléme dont la solution occupera ce paragraphe.
Il s’agit de chercher des conditions portant sur le fermé E et le sous-
groupe discret A de I' et assurant la propriété & suivante :

(2) Chaque fois que ¢(A) est un multiplicateur des éléments de A(A)
nuls sur E, on obtient un multiplicateur ®(y) des éléments de A(I') nuls
sur E par une expression

(3) O () =29 A(y— 1),

rel
AEE

ot A(y) est un élément de A(T') égal & 1 en o et de support assez petit.

Nous allons encore donner des exemples ou (%) est inexacte et indiquer
des conditions suffisantes pour que (Z) ait lieu.



ENDOMORPHISMES DES IDEAUX FERMES DE L1(G). - 509

Le premier exemple n’est pas différent de celui du théoréme 2, mais
il éclaire le second : si =R et si A =2, appelons E le complémentaire,
dans Z, de I’ensemble, F, des points de Z de la forme 2"+ 2™ (n et m entiers
positifs). Il sera montré au chapitre IV que toute suite complexe bornée
définie sur F est un multiplicateur de FJ; cependant il sera prouvé au-

paragraphe 3 que tout multiplicateur de F I est la restriction a UE d’un

élément de B(R). Si le relévement était possible, toute suite bornée définie
sur F serait la restriction & F des coefficients de Fourier-Stieltjes d’une
mesure bornée; c’est-a-dire serait un ensemble de Sidon. Or on sait qu’il
n’en est rien ([2], th. VIII, p. 146).

Dans le cas précédent E est sans intérieur et A rencontre la frontiére
de E. On va donner un autre exemple o A ne rencontre pas la frontiére
de E, ou E est la fermeture de son intérieur, et ou, cependant, (3) ne
fournit pas le relévement souhaité.

On prend encore pour I' le groupe R, pour A le groupe Z et pour E
" la réunion des fermés E,, n>~1, ou E, est la réunion de tous les inter-
valles de la forme

I 1
[22"—5— k— =y Lk + —]
n n

lorsque l'entier k vérifie les conditions
1<k <<a2n, k Z 2P+ 24 (oZp<<qg<nm).
On place, sur les points 2" 27429, 0 == p << ¢ <n, la suite complexe
bornée a,, 4, p>>0, >0 (a,, ne dépend que de p et de ¢ et non de n).
Il sera montré, lors de I’étude des ensembles A(2), que ’on obtient ainsi

un multiplicateur de FJ [J est 'idéal fermé de L'(T) composé des élé-
ments de L*(T) dont la transformée de Fourier est nulle sur E].

Mais en appliquant le théoréme 2 a A=Z—|—'—2l et en régularisant par

des fonctions trapézes, de normes uniformément bornées dans A(R),
égales 4 1 sur E, et & o sur les autres E,, (m>£n), on en déduit 'exis-
tence d’une suite ({n),., de mesures bornées vérifiant les conditions

sup [| pn || <+o0,

frn(2P+29) =ap q.

On fait tendre n vers I'infini pour trouver, par un passage a la limite
faible, une mesure complexe, bornée, p. telle que

4) 2(2P+27) =a,q (0ZLp <<g<+w).

Ceci veut dire que ’ensemble 2”27 est de Sidon : or il n’en est rien.
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Dans ce dernier exemple, les points de A situés dans E étaient encore
trop prés de la frontiére de E. Il devient naturel d’introduire la notion
suivante :

« A pénétre bien » dans E si I'on peut trouver un voisinage ouvert V de o
tel que, st A est & la fois dans A et dans E, le voisinage translaté X + 'V soit
tout entier contenu dans E.

On dira, d’autre part, qu'un élément A de A(T') est « adapté » a un tel
couple (A, V) si le support W de A est contenu dans Uintérieur de V et si
pour tout A non nul dans A, A+ W et W ne se rencontrent pas.

On a alors le résultat ci-dessous (I'=TR" et A est un sous-groupe discret

deT’).

TratoriME 3. — St A pénétre bien dans E et si Uélément A de A(T) est
adapté au couple (A, V) comme il est expliqué ci-dessus, pour une constante A
ne dépendant que de I, A, V et W et pour tout multiplicateur @(\) de
norme | @|| des éléments de A (A) nuls sur E, la norme de

(5) (=N AR—7),

rEA
\gEE

multiplicateur des éléments de A (') nuls sur E, ne dépasse pas A||o||[| Al

Remarque. — La démonstration du théoréme 3 montre en outre que
si V et W sont des boules de centre o et de rayons R et r, la constante A
ne dépend que de A et de R/r. La preuve du théoréme sera donnée
dans le cas typique oli I'/A est compact; elle utilise trois lemmes :

Lemme 1. — St W est un voisinage compact de o, dans I', vérifiant (5),

les deux idéaux fermés 1de LA (G) et 1 de L1(G x G/H) (H, annulateur de A)
composés respectivement des fonctions intégrables a spectre dans A+ W
et WX A sont des algébres isomorphes; sur la partie dense dans 1 formée
des éléments f s’écrivant

(6) f(@) = (@) fila),

reN

o la somme (6) est finte et la transformée de Fourier de f,(x) est nulle hors
de W, Utsomorphisme est défini par

D @M@ > Y (D) Aile)  (1eG/H, 2€G).

reA reA
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La démonstration du lemme 1 résulte trés simplement des lemmes 2
et 3 ci-dessous :

LemME 2. — Pour une constante A et tout élément ¢ de G/H, on peut trouver
une mesure complexe, bornée, p., sur G telle que

[l <A et Pe(y)=(42) st yer+W.

La démonstration du lemme 2 est presque immédiate :

On construit un ouvert U contenant W et tel que {U—=UjnA={o},
puis un élément g de L'(G) vérifiant :

A

Z2(y)=1 sur W,
&(y) =o hors de U;

sup< 2 [g(w+/z)f>4A

h€eH

La mesure |, s’obtient comme produit de la mesure de Haar de H 4z,
et de g (z, est un élément de G dont I'image dans G/H est ¢).

Lemme 3. — St & est un espace vectoriel normé, S un groupe abélien
compact, ds la mesure de Haar sur S et T, une famille d’endomorphismes
continus de & jouissant des trois propriétés suivantes :

) 1T = A

(i1) T T,= Id.;

(i) L’application s+ || T;(X)| est mesurable, sur S, pour tout élé-
ment X de &;
alors, tout élément X de &, on a

A= X[ [T 00 [ ds ZA X
La seconde inégalité est évidente et, pour montrer la premiére, remar-

quons qu’on peut, X étant fixé dans &, trouver au moins un point s de S
ou ait lieu 'inégalité

T 00 (1= [ 1T 00 s

La premiére inégalité se déduit alors de : || X||=ZA | T,(X)|.
Prouvons maintenant le lemme 1. Quand f est de la forme (6), on a,
grice aux lemmes 2 et 3,

A= S lh=

G/H

t Z (¢ 4z, ) fo. (@) | de Z A || f]|:.
¢ re
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Si 'image de z dans G/H est notée ¢, on a
(t+x, &) = (E+ 1tz A)

et en intégrant d’abord en ¢ puis en z, on obtient

A ”vf”1 é
G/H <G

> (1) fiul@)
reA

dodt Z A\l f]],.

Comme I'ensemble des f de la forme (6) est dense dans L' (G) le lemme
est prouvé.

Il ne reste plus qu’a prouver le théoréme 3; on commence par construire
une mesure complexe bornée, v, sur G dont la transformée de Fourter, 9,
satisfasse aux conditions

() =A(y—1) siy—AreW.

v(y)=o ailleurs.

Si f est dans I et si f est nulle hors d’un compact, on définira un autre
élément de I par

(@)= (/%) (@) =Y, (@, 1) gu(2),

reA
ou la somme ci-dessus est finie et ou g (x) est défini par
Hm =40 =n,
ainsi g, est nulle hors de W et le lemme 1 Ig)eut s’appliquer a g(z). On intro-
duit I'élément g(z, ¢) de L'(G X G/H) par
(7) Fla,0) =Y (1, ) g ().
reA

Si A est dans E, griace a (5), g (z) est nulle. Fixons un = dans G et
appelons T, I’endomorphisme de J canoniquement défini par le multi-
plicateur ¢ [J est I'idéal de L*(G/H) formé de tous les éléments dont la
transformée de Fourier est nulle sur E]. On a

(8) | To (F (2, ) luem=Z e [[115 (2, 6) [lLyem-

D’autre part, ’application de G dans L'(G/H), z+ g(z, ) est continue
parce que la somme (7) est finie. Il en est de méme de I'application

x> || T (F (2, ) L em)-

Par intégration de (8) en z, on obtient, compte tenu du lemme 1, le
théoréme 3; plus précisément, on a successivement 1'inégalité

[T (3) (2, ) lue<em=[ 9 1| & (2, €) l@s<em
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qui s’écrit aussi dans le groupe dual
e &r(enllsar<n=2[1En(1)heallsrxa

ou bien, griace au lemme 1,

(2 ev(x)A(:%+Y>>f”<y>
A

[l s

re
rgA

j A(D)
prouvant que 2(9(7\)A(7\ +7v) est un multiplicateur de norme au

AeA
\e&EE

plus [|@||||v]] pour les éléments de A(I') nuls sur E.

3. INTERIEUR DU cosPeEcTRE. — La proposition 3 nous montre que
deux idéaux fermés de L*(G) distincts (non nécessairement inclus I'un
dans I’autre) peuvent définir le méme espace de multiplicateurs. Nous allons
maintenant étendre ce résultat en montrant que l’espace des multipli-
cateurs ne dépend, a un isomorphisme prés, que de l'intérieur de E,
cospectre de I, du moins si I'=R*X T". (La démonstration peut &tre
légérement modifiée pour s’appliquer & tous les groupes compacts I' tels
qu’une suite, A, croissante de sous-groupes finis ait une réunion dense
dans T'.)

Nous traiterons d’abord le cas ou I'=T" en utilisant un lemme trés

N

simple sur les algébres A(Q) de restrictions 4 un ouvert Q de T, de
Palgébre A(T").

On définit A(Q) comme I’ensemble des fonctions ¢ continues sur un
ouvert Q de T, & valeurs complexes, qui peuvent étre prolongées a
tout T* en des éléments de A(T"). Naturellement A (Q) est isomorphe
a A(Q). Nous munissons A(Q) et A(Q) de la méme norme. Si I'; est un
sous-groupe fini de T", nous noterons A(QNT,) [différent de A(ﬁnl‘k)]
I’algebre des restrictions & QNI des éléments de A (I's). On appelle (Ax);o,
une suite croissante de sous-groupes finis de T dont la réunion soit dense

dans T et ’on pose |
I‘k: AkX oo X Ak (n fOiS).

LemMe 1. — Soit ¢ une fonction, & valeurs complexes, définie et continue
sur un ouvert  de T". St l'on peut trouver une suite (Yi)ino de poinis de T",
tendant vers zéro, et telle que les restrictions de Y (t — Yx) & I'x atent, dans
A(QNT}), des normes bornées par K, alors U appartient & A (Q) et sa norme,
dans A(Q), ne dépasse pas K.

Remarque. — 1l est peut-&tre choquant de parler de A (Q) au lieu de A (Q).
Cependant on affaiblirait la portée du lemme 1 en supposant ¢ définie sur Q.
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La démonstration est tout a fait élémentaire : on peut, par exemple,
appeler S;(u) une fonction dans A(T) (on peut prendre une fonction
dont le graphe est un triangle isocéle) telle que

28“({-—})::1, or(0) =1, 0r(2) =o si A€, AZo.
)\El\k

On posera
Ap(8) =3k (81) X ... < 0k (&) si t= (4, ..., L) €T

Appelons ¢, un élément de A (I;) vérifiant les deux conditions

[l =1 — 1) la@nag
be(t) =4 (e —2n)  si teQ2nT

On définit alors, un élément de A(T"), F/(t), par

(1) Fie(t) = X de(y) Bt — ).
vel
On a

” F (t) ”A(Tu)é K.

Mais sur tout compact de Q, F.(¢) converge uniformément vers la fonc-
tion continue §(¢). On en déduit que ¢ (¢) est dans A(Q) et que sa norme
n’y dépasse pas K.

Remarque. — Dans I'exemple de Herz d’un ensemble de synthése har-
monique est utilisée une décompositon du type (1) pour approcher, dans
A(T), un élément de A(T) par des combinaisons linéaires de translatées
de la fonction A ([2], th. VII, p. 124).

On peut maintenant énoncer, si ' =R"X T" le théoréeme suivant :

TuatoriME 4. — Si E est la fermeture de Uintérieur du fermé E, de T,
tout multiplicateur ¢, des éléments de A(I') nuls sur E, se prolonge par conti-
nuité, au complémentaire de E, en un multiplicateur ¢ des éléments de A(T')
nuls sur E.

Démonstration. — On la présentera d’abord si1 I'="T" On appelle F la
frontiére de E,. On forme une suite (Y¢)is, de points de T” telle que

Yr—>0 (k—>—+o) et {1+ T }nF=g¢.

On peut toujours éviter un fermé sans intérieur en translatant légérement
un ensemble fini quelconque : ci-dessus on translate I'x de 7.

Sur le complémentaire Q de F, réunion de I'intérieur de E, et du complé-
mentaire de E,;, on définit, pour tout élément f de A(I') nul sur E, une
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fonction continue, a valeurs complexes, ¢ (¢), par

V() =90 (1) sur [JBi;

U (t) = o sur 'intérieur de E,.

La restriction de ¢ & v, [; est, d’aprés le théoréme 2, un multipli-
cateur, de norme au plus | ¢|, pour les fonctions de A(y:+I%) nulles
sur {Vi+ TijNE; ou sur {yv.+It}AE. Mais la restriction de f a vi+ I
jouit de cette propriété et donc on a

19— ls@nraLlle I lam
On obtient, grice au lemme 1, le théoréme 4.

Démontrons maintenant le théoréme 4 si I'=R"X T™.

On peut trouver dans L'(R*X Z™) une suite (k,),., telle que :

(i) kn=o hors d’un compact K.,;

(1) [[fkkn—flli>0 (n>+wo), VfEL(G);

(ii1) || knls=1.

Le produit ¢k, est, & ce moment, un multiplicateur de 1'idéal fermé
- de A(R"/(¢.2Z)"X T™") composé des fonctions nulles sur E;NK,, si ¢, est
un entier assez grand. De plus, pour tout réel a, a > o, et tout ¢, ¢ > o,
on peut trouver un réel g assez grand pour que, si f est dans A(R") et
nulle hors de la boule de rayon a de centre O, f soit aussi dans A (R"/(qZ)")
et que le quotient des normes dans ces deux algébres ne différe pas de
plus de ¢ de l'unité. .

En appliquant la proposition 4 on en déduit que les ¢k, définissent
des multiplicateurs de norme au plus [|¢] (14 ¢)* pour les éléments
de A(R*X T™) nuls sur ENK,. Ceci, en passant a la limite, démontre
le théoréme 4. On a donc « approché R” » par des tores n-dimensionnels
dont les rayons sont de plus en plus grands.

CoroLLAIRE. — Su le sous-ensemble fermé E de R"X T™ n’a pas d’inté-
rieur, tout multiplicateur d’un idéal fermé de cospectre E est la restriction
au complémentaire de E d’un élément de B(R™*XT™).

Le cas le plus simple de fermé de R avec intérieur est celui d’un inter-
valle fermé. L’étude des multiplicateurs définis hors d’un intervalle néces-
site celle des idéaux fermés de A(R) composés des fonctions nulles sur
un intervalle ou une demi-droite; ce sera ’objet du chapitre II.

4. MULTIPLICATEURS NON TRIVIAUX. — Généralités et idée directrice. —
Si Q est un ouvert de I', appelons B(Q) ’algébre de Banach [isomorphe

a B(Q)] des restrictions & Q des éléments de B(I).
Ann. Ec. Norm., (4), 1. — Fasc. 4. 65

4
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La norme, dans B(Q), d’un élément ¢ est donc définie par
o lmy={inf]| 2 ][] p = g sur 2 -
Une remarque importante : si ' est un ouvert contenu dans Q et si @
est dans B(Q), ¢ appartient a B(Q'), et
¢ llBier =1 ¢ s
Un théoréme de Banach admet pour corollaire la proposition :

ProrositioN 4. — St E est un fermé de I, la condition que tout multi-
plicateur ¢, défini sur le complémentaire Q de E, des éléments de A(T') nuls
sur E, soit la restriction & Q d’un élément de B(I'), entraine U'inégalité

lellba=K( o]

L’idée directrice sera la suivante : pour montrer I’existence des multi-
plicateurs non triviaux, on remplacera Q par €’ plus petit et plus
simple, I(E) par I(E’) plus grand et plus simple et ’on construira une
suite bornée ¢, de multiplicateurs des éléments de A (I') nuls sur E’ telle que

Si I'=R, on prendra pour E’ un intervalle fermé dont I'intérieur soit
une composante connexe de l'intérieur de E et pour Q' une suite (I,),.,
d’intervalles ouverts, disjoints, contenus dans [}E et s’accumulant en

I'une des extrémités de E’. Les normes des ¢, comme multiplicateurs
de F I, sont évaluées grace a des résultats sur les multiplicateurs de & H*
et des calculs élémentaires permettent d’évaluer les normes | 9|z

. Normes de multiplicateurs des éléments de A (R) nuls sur |— =, o].
Hyrorutises. — Les intervalles (Ji)y_r.. intervenant dans Uénoncé du
théoréme 5 sont ouverts contenus dans lo, + [ ont méme longueur, des
centres rationnels et pour un nombre réel a, o >1, Uintervalle «J;., est a
« gauche » de J. (o =k =n —1).
Appelons (fy)o-r.. une suite d’éléments de A(R); supposons que fi(z)
soit nulle hors de J; et posons '

(1) (p,lzsz,
[}

On a, alors, le résultat suivant :

TrtorkME 5. — Avec les notations ci-dessus, pour une constanie A, ne
dépendant que de «, la norme du mulittplicateur ¢, des éléments de A(R)
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nuls sur ]— o, o] ne dépasse pas

(2) Aa<2”fk“3(m> -

L’intérét du théoréme 5 vient de ce que, sans changer 'estimation (2),
Pon peut remplacer les f; par des g ayant des phases assez incohérentes

o=

pour que, dans B(Q'), la norme de Zgh soit de 'ordre de Z[]fk\]Am) mais

cela sera précisé dans un instant. Passons donc & la démonstration du
théoréme 5. ,

Une premiére remarque : les hypothéses et 'estimation (1) sont inva-
riantes par homothétie de centre O. Nous pouvons aussi bien supposer
que les centres n; des J; sont des entiers. On forme, si ! est la longueur
commune des J;, un élément A(z) dans A(R) ayant les propriétés
sulvantes :

a. A(z) est nulle hors de ] —_ %, %[;

b. A(z) vaut 1 sur [— éaj-{];

2

c. |Allsm ne dépend que de o (et non des J;, 0 < k = n).

Les intervalles J; sont, par hypothése, assez bien séparés pour que 'on
puisse appliquer maintenant le théoréme 3 (p. 12) dans la situation sui-

Ia lya
vante : A est le groupe Z, E est [o, + [, W est [———Z—a, —%] et V
l
est ] L Lo [
2 2
Un théoréme de Paley nous apprend que les coefficients de Fourier
d’un élément f de H'(T), évalués en des entiers ny, tels que

nNg>1, Mg AN

forment une suite de carré sommable dont la norme est majorée par C.|| f]:
(ot C, ne dépend que de « et non de la suite des n,) (voir, par exemple, [8],

th. 8.6).

On en déduit aussitdt que, siles fonctions coordonnées sur @ = { — 1, 1}***
sont désignées par X;(w), un multiplicateur de norme au plus A, de & H*(T)
peut étre obtenu en plagant X (w) en ny, 0 << k = n, et o ailleurs.

Par application du théoréme 3, on montre que, pour tout ® dans Q,

D, (0) = E X (0) A (z — ng)

0Lk<Ln

est un multiplicateur de & H*'(R) de norme au plus A..
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En particulier, pour tout élément o de H*'(R), en appelant o, 1'élé-
ment de H'(R) défini par
Gr(z) =6 (2) Az — ny),
on a

(3) 4Aa ol

Z Yy () ok (@)

0Lk<Zn

Lorsqu’on munit  de la mesure dw donnant & tout point la masse 27,
on a, pour toute suite complexe oy, 'inégalité

:zfo Z 2k () o dwé'( Z [a-kl2>T

logk<sn 0LkZn

(votr, par exemple, [8], 5.7.7, (6), p. 128).

De (3), on déduit alors
(391
0=k<Ln

1
Mais l'inégalité de Minkowski écrite, dans L*, pour la somme Z EAk

0<Lk<Ln
1 1
~ O\ 2
< > nakn;> = < 3 w)
0Lk<Ln 0LkZLn

Si maintenant ¢, est de la forme (1), on a les inégalités

o lls-

-~

donne

ol

1

lon(@) ¥ 802 law= X, Ikl lloxll

0<Lkein 0Lk<Ln

é< > ka]]i(n)>§< 2| “)
— 2Aq| [7|l1< Z kaHA(R)>

lZk<Ln

Le théoreme 5 est démontré.
Montrons enfin comment choisir les f; pour que, si Q, désigne la réunion

des intervalles J;, 0 <k=n, la norme dans B(Q)) de 2 fx soit la plus
0oLk<Ln

grande possible. On utilise le lemme ci-dessous ou les intervalles J; sont

seulement astreints a la condition d’étre disjoints.

Lemme. — Sout (fi)rn, une suite quelconque d’éléments de A (R) dont les
supports sont contenus dans des intervalles (Ji)n, deux @& deux disjoints



ENDOMORPHISMES DES IDEAUX FERMES DE L1(G). 519
et soit ¢ un nombre réel strictement positif. On peut alors trouver une suite
réelle (t)i~, telle que, pour tout entier positif n, on ait

n

Yt (@)

0

20— X filsgy  (0=Zk=Zn).

A (V)

La démonstration du lemme est trés simple; une premiére remarque a
faire est que l'on a

f Jrgdx '7

. .

ou le sup est étendu a tous les élémenis g de L!(R) nuls hors de Jy et
vérifiant || g|l.<_1. Par dualité, la vérification du lemme se raméne
a celle-ci : « si les g, sont intégrables, nulles hors de J; et si

[[gkl[mél’

|| /e lla@y=sup

on peut trouver une suite réelle ¢ telle que la transformée de Fourier de

2 8 (x) el

0LkLn

soit uniformément majorée par 1+ ¢ ». Pour le voir, il suffit de remarquer
que g est nulle a l'infini. '

Nous obtenons alors sans peine la construction d’un multiplicateur non
trivial, s1 I'=R. ‘ '

TutoriMeE 6. — St E est un fermé de R d’intérieur non vide, on peut
trouver un multiplicateur non trivial de tous les idéaux fermés de A(R)
composés de fonctions nulles sur E.

" Démonstration. — Appelons ]a, b une des composantes connexes de
Vintérieur de E. Quitte a faire une translation, on peut supposer que

b=o, a<<o

Appelons (Jx)y_;i., une suite de n -1 intervalles contenus dans [o, 1],
dans le complémentaire de E et satisfaisant aux hypothéses du théoréme b.
Soit kh(zx) un élément de A(R) égal a 1 sur [o, 1] et & o sur |— =, a].
Pour tout élément f de A(R), nul sur E, le produit f& est nul sur]— =, o].
Pour appliquer les deux théorémes ci-dessus, appelons A; 1’élément
de A(R) égal & 1 au centre de Ji, & 0o hors de Ji et linéaire sur les deux
moitiés de Jy.

On pose

9n () :Z Ay () ein=,
)
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Le multiplicateur ¢, des éléments de A(R) nuls sur |— o, o] et le
multiplicateur ¢,k des éléments de A(R) nuls sur E ont des normes au
plus égales & A,y/n et A.|k|ly/n, mais la norme de o,k dans B(Q')

r n 14 b 14
dépasse - Le théoréme est prouvé.

Etude du cas général. — Une étape permettra d’utiliser le résultat
précédent. On suppose que I' contienne R comme facteur direct, soit

I‘:r1XR, G:G1XR.

Une hypothése trés particuliére sera faite sur le fermé E de I' : on suppose
que, pour un élément Y, de I',, le produit {y,}X R coupe bien la frontiére
de E au sens suivant : Pextrémité b d’un intervalle {Y,}X]a, b[ dans K
et { Y.} X R est adhérente & Uintersection, avec {Y,|X R, du complémentaire Q
de E (E désigne lintérieur de E).

Prorosition 5. —— L’hypothése qui vient d’étre écrite permet de cons-
truire un multiplicateur non trivial des fonctions de A(I') nulles sur E.

L’idée de la démonstration est d’approcher un ouvert par des réunions
de cylindres ouverts. On utilisera alors le théoréme 7 et le lemme (presque
évident) :

Lemme. — Soit E, un fermé de R, ¢ un multiplicateur de norme | 9|
des éléments de A(R) nuls sur E,.

St p, est la projection de I'y X R sur R, ¢op, définit un multiplicateur
de norme ||9|| des éléments de A(T'y X R) nuls sur I’y X E,.

Démontrons la proposition : on suppose encore que b=o0 et l'on
appelle (z,),., une suite, tendant vers zéro, de points de R, (¢,),., une
suite de réels positifs tels que

St Illz{Yi}X]—ell+ Tny En"‘ x,,[, on ait
i) TejE;

(1) LNL,=9 si n#m;

(111) 0 < 3%py1 <= T, n>>o.

A tout entier N on peut associer un réel ¢, ¢ > o, assez petit pour que,
si 1Zn<LN, on ait

2(Zpa+€) Zxp+ ¢ (o £Ln LN).

[Vue de —¢, la suite (@n),...~ est encore « bien » lacunaire suivant
Hadamard.]

A cet ¢ on associe un voisinage ouvert V de v, dans I', tel que le produit
VXx]a-+¢, —e[ soit un cylindre, ouvert, contenu dans l'intérieur de E.
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Enfin k est un élément de A(I';) de norme au plus 2, qui vaut 1 en v,
et o hors de V. Il est clair que ¢, V et k dépendent de N.

Si f, dans A(T), est nulle sur E, (fk) (y) est nulle sur I'yX]a+¢, — €[
et nous sommes dans les conditions d’application du lemme.

On forme le multiplicateur, des ¢éléments de A(I) nuls sur
I'yX]a+¢, —e[, défini par la composition :

" _1
P20 9n, ou ¢y(z) = <2 el A, (x) > N * (notations du théoréme 6).
0

La suite k(Y) (p2o@y)(Y) des multiplicateurs des éléments de A(I') nuls
sur E est uniformément bornée et ne peut avoir, dans B(Q), des normes
uniformément bornées comme on le voit en se restreignant a {y,}xR.

Nous pouvons maintenant passer au cas général.

TatoriME 7. — Si I'=R*XT", st E est un fermé de I' d’intérieur non
vide, on peut former, pour tout idéal 1 de cospectre E, un conyoluteur non
trivial de cet idéal.

Démonstration. — Le multiplicateur que nous allons construire n’appar-
tient pas, localement, & A(I'). On peut, grace aux isomorphismes locaux
entre A(T") et A(R") se ramener au cas ou I'=R" Nous allons former

une sous-variété D de dimension 1, une « droite » rencontrant E suivant
un ouvert A la frontiére F de E suivant un fermé C et le complémen-
taire de E suivant un ouvert B, tous trois non vides, de fagcon que la
portion de C contenue dans un intervalle de D n’ait pas d’intérieur.
Nous serons ramenés a la situation qui sert d’hypotheése a la proposition 5.

Appelons a un point de GE et b un point de K. Le point a sera pour

origine d’un systéme d’axes tels que b soit le point (1, o, ..., 0). Un point
de R™ sera noté (z, Y), ou z€R, Y = (s, ..., z,) €ER*'. Enfin, pour
tout Y dans R**', Dy désignera I’ensemble de tous les (z, Y) de R
Il existe un voisinage ouvert V de o dans R*™* tel que, si Y est dans V,

D, rencontre a la fois E et GE dans la bande @3 de R définie par :

o=z 1. Nous allons montrer que les Y pour lesquels D, rencontre ®NF
en un fermé avec intérieur, forment un ensemble de premiére catégorie,
au sens de Baire; il y aura donc un Y dans V tel qu’un intervalle de Dy
coupe 'intérieur de E, la frontiére de E et le complémentaire de E, comme
nous le désirons.

Pour vérifier la propriété de catégorie annoncée, appelons K Dinter-
section de F et de 3 et U, ’ensemble des Y tels que KN Dy contienne
un intervalle fermé de longueur n™*'. L’ensemble fermé U, est réunion
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de 2n —2 fermés U, m 1=“m-=2n—2, qui sont les ensembles des Y
tels que DyNK contienne un segment de longueur n~* situé dans la

1 2 r .
bande m — o ZzxZm + v Ces bandes recouvrent 3 : la réunion
des U, m est U,. D’autre part, un segment de longueur n=* dans l'inter-

‘m—1 m—+ 2 . . . m m—1
valle l , ] contient toujours 'intervalle [-—1 ] Donc Uy,
an an an 2n ’

n’a pas d’intérieur, ni U,, et 'ensemble des Y tels que Dy rencontre @ NF
suivant un fermé d’intérieur non vide, est une réunion dénombrable de
fermés sans intérieur.

Remarque. — Dans les démonstrations précédentes, on aurait pu utiliser
le multiplicateur ¢*'*** des éléments de A(R) nuls sur ]— @, 0o]. Si E
est un fermé de R, si [— «, o[ est une composante connexe de l'intérieur
de E et A(z) un élément de A(R) & support conpact, pour une valeur
au moins, non nulle, du réel ¢, ¢“'**A(z) est un multiplicateur des fonc-
tions de A (R) nulles sur E qui ne peut étre prolongé par continuité en o.
Voir[9]. Mais ceci ne nous aurait pas dispensé de notre étude s1 I' = R" X T".

CHAPITRE II.

VARIANTES D'UNE FONCTION DE LITTLEW0OD-PALEY
DANS L’ETUDE DES CLASSES H'.

INnTrODUCTION. — Commengons par rappeler un résultat classique afin
de mieux situer celui obtenu dans ce chapitre : si le réel p est strictement
supérieur 4 1, pour tout élément f(0) de la classe de Hardy H”(T), la
fonction de Littlewood-Paley y(0) est presque partout finie et sa norme

dans L” est équivalente a celle de f(0). | Si la série de Fourier de f(0) est
écrite, formellement, ZA,L(O), ou A,(0) est un polyndéme trigonométrique a

spectre dans [211—1, 271[, nél, et A, (6) = f{\(O), on pose Y(e) =<Z|An(0) 2)2.J

nx0

Quand p =1, des exemples trés simples montrent que, si f(0) est
dans H!'(T), y(9) n’appartient pas toujours a L!'(T). Le découpage de
la série de Fourier de f(0) en blocs A,(0) était trop brutal et Elias Stein [9]
vient de montrer qu'il suffit de remplacer A,(0) par 4,(0), ou :

an—i __q

B,(0) =t,(0) +8,(0) +g,(0) et tn(O)ZE(22*"p—1)f(1))e"/’0,
(1) -~ o

7.(0) = (2 — 27p) f (p) €".
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On remplace la différence A,(0) entre deux sommes partielles par la

différence 4,() entre deux sommes suivant la méthode de De la Vallée
Poussin. On a encore équivalence entre les normes L*! de f(0) et de

?<6>:<Z|5n(e> > q

La méthode employée par E. Stein utilise un résultat de Zygmund
relatif & une variante de la fonction de Lusin et un théoréme de Calderon
étendant aux classes H”, o<<p <<1 des résultats antérieurement connus
st p>1 [9].

Nous prouvons seulement l’existence de deux polyndémes trigono-
métriques t,(0) et ¢.(0), & spectres dans [2"72, 2" '] et [2", 2"*'] tels qu’en
posant

1

B, (0) = £, (0) + A, (0) -+ ga (0),

on ait

i
2

(}E,IAn(ﬁ) |2>

<Al

1

(2)

Notre résultat est inférieur a celui d’E. Stein en deux points : les poly-
ndmes i, et ¢, ne sont pas connus explicitement et il n’y a pas équivalence
entre les normes L' des deux membres de (2); cependant cette précision
supplémentaire est souvent inutile dans les applications que nous avions
en vue en créant le théoréme 1 dont la démonstration est bien différente
de celle que ’on trouvera dans [9].

1. Erupe pes H?(T), p>o.

Tutorime 1. — A fout a, a>1 et & tout p, p>>o0, on peut associer une
constante B, strictement positive telle que, st la suite (ng);., d’entiers
postitifs vérifie la condition

Mgy > 0L Ry, ny>o,

on puisse trouver, pour tout élément f de H?(T), une suite (f;);~, de poly-
némes trigonométriques analytiques telle que

(3) fk(n) _—:f(n) si mpn << Nppyg—1;
%) <2fk<x> |2> =By | /1l
k>0 P
Démonstration. — Elle fait appel aux théorémes de factorisation dans

les classes H,(T), a la structure d’ordre de Z* et aux théorémes de
Ann. Ec. Norm., (4), I. — Fasc. 4. 66
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Littlewood-Paley concernant les sommes partielles d’ordre lacunaire de la
série de Fourier d’une fonction de L*(T) (p>1).

Nous ne ferons la démonstration que si n,= 2, car le cas général se
traiterait de facon absolument semblable.

Si p est un réel strictement positif, on appelle N un entier tel que : pN>1.

A tout élément f de H?(T), on peut associer une suite g, 1=n=N
d’éléments de H”™(T) vérifiant les conditions :

f est égale, presque partout sur T, au produit g, g»...gy, et
(81 Px= 182 Bx=---= e~ [Gx= /1l
(Vour, par exemple [11], p. 275, (7.21).)
Chaque g, peut s’écrire comme somme de trois termes :
En= En ik Sk Sk

ou k est un entier supérieur & N, oll g, est la somme de la série de Fourier

de g, de 0 a 2*"¥—1, g, la somme de la série de Fourier de g, de 2"~
a 2" —1 et enfin g,, la somme de la série de Fourier de g, de 2" a
Pinfini.

On obtient f; en développant le produit g, g.... gy et en y Otant le
produit g «...gy: et tous les produits contenant un g,,. Les vérifi-
cations de (1) et (2) sont immédiates par application des théorémes sui-
vants de Littlewood et Paley : pour une constante A, y, les expressions

l\-la

uplgnil@)| et <“|gnk (@) [

k>0

sont dans I/Y et leurs normes y sont majorées par | g.|~A,x
([12], chap. XV, th. 21, p. 224 et 4.4, p. 231).

(St p=1, on choisit N=12 et de ces deux théorémes, I'un est évident
et Iautre est élémentaire)

De fagon tout a fait analogue on montre le théoréme suivant sur les
classes d’Orlicz (utilisé au chapitre 1V) :

TatorimE 2. — St [ est un élément de H' (T) tel que
1
(3) |/ Qog* [ f])* €L (T),
on peut trouver une suite (f;)iw, de polyndmes trigonométriques analytiques

telle que
(6) ﬁ (n) :_—f(n) Si mpLn << fpyg—1

1

et que, si (2’]"/ >E= g(z), on ait | g| (log*|gl)’ GL1 (T).

k>0
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2. Etupe pes H?(R). — Les théorémes se transcrivent immédiatement
et les démonstrations sont paralléles : on utilise les théorémes de facto-
risation correspondants et les théorémes de Littlewood-Paley du cas
continu (ils se déduisent facilement de ceux du cas discret).

TrutortME 3. — Un nombre réel, a, est strictement supérieur a 1 et A,
est une constante positive ne dépendant que de a. La sutte (t,)_, -, ., de
nombres réels strictement positifs vérifie la condition

o< al,<lilnys-

A tout élément [ de L'(R), dont la transformée de Fourier est nulle sur
]— @, 0], on peut associer une sutte (fn) . .. d’éléments de L' (R) jouissant
des propriéiés suivantes :

ﬁ,(x):o si x Lo,

F@) =Ff(2) si thZx =ty

<Zl.fn(x) 12> ZAallfl

3. CONSTRUCTION DE MULTIPLICATEURS POUR LES TRANSFORMEES DE
Fourier pes ELEMENTS DE H'(R). — En liaison avec ’étude des ensembles
satisfaisant a la condition forte de Ditkin (théoreme 8 du chapitre 1V)
nous allons résoudre le probléme suivant :

Si g4(z) est la fonction caractéristique d’une suite (z,),., de nombres
réels, strictement positifs, tendant vers zéro suivant la condition de
Hadamard, 1l s’agit d’approcher ¢,(z) par une suite bornée de multipli-
cateurs des éléments de A(R) nuls sur |— o, 0]. Plus précisément, on
appellera I I'idéal de A(R) formé de tous les éléments de A(R) nuls
sur |— ®,0] et, si R, est le groupe des réels muni de la topologie dis-
créte, I, sera 1'idéal fermé de A (R,) composé de tous les éléments de A (R,)
nuls sur |— o, 0]. On a alors :

Tutorime 4. — St la suite ()., vérifie les conditions
(1) 0 < &pyy < Ay o< a<I, n>o
et st (@n),~, est une suite complexe bornée, la fonction 9.(x) égale & a, en x,
et & o partout atlleurs est un multiplicateur de 1,. De plus :

(1) Ce multiplicateur est limite simple d’une suite bornée ¢.(x) de multi-
plicateurs de 1;
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(1) Les @i(x) peuvent étre défints, st Uélément g.(z) de A(R) vaut 1
en o et o hors de |-— x;, x4, par

k
(2) 9k () :Zang‘k(of — Z)
et Uon a
(3) lox(| ZBallan]l . [| 85l am-

On peut démontrer le (i) du théoréme 3 par deux procédés; le plus élé-
mentaire semble le plus délicat; il sera trés important pour étudier les
ensembles satisfaisant la condition forte de Ditkin (chap. IV, th. 7).

Premiére preuve de (1). — Elle utilise seulement le théoréme de Paley
(votr [8], p. 213, th. 8.6) suivant sur H*(T) : si la suite d’entiers positifs,
les (ni)zwo, vérifie les conditions

0 < ny; A< Npyy (x>1)

pour tout élément [ de H*(T), on a

DI F ) F<Aall 12

k>0

On en déduit aussitét qu’une suite complexe, bornée par 1 sur les n,
et nulle ailleurs définit un multiplicateur de & H*'(T) de norme au plus A,.
Nous employons des approximations rationnelles précises des =z,
1= n=k, données par le théoréme de Dedekind : a '’entier k on associe
un entier w; assez grand pour que des réels z, tels que
I x’n — Zn l é —_I'.
Wi
vérifient encore (1). On peut prendre les z, rationnels, de la forme Ln
avec 1-¢q=(wy)" On appelle I'; le sous-groupe <é>Z Une fonction
égale 4 a, sur z,, & o ailleurs, est un multiplicateur des éléments de A (')
nuls sur |— o, 0] de norme au plus B.| a.| .. En appliquant le théo-
réeme 3 du chapitre I on obtient un multiplicateur de I de la forme

k
9 (2) = Y angi (z — ),

ou gi(z) est, par exemple, une fonction « triangle isocéle » valant 1 en o

et o hors de ]i, %[ La suite @.(z) ainsi formée vérifie (1), mais les

supports des gi(x) sont difficiles & préciser.
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Seconde preuve de (1) et démonstration de (i1). — On appelle D” le groupe
compact {o,1/N. Un point de D" est noté ® et les caractéres « élémen-
taires » sur D" sont appelés ¢x(w), k>0 [9i(w) ne dépend que de
la k*"° coordonnée de w, vaut 1 si elle vaut o, — 1, sinon)].

Un ensemble E d’entiers est du type A(2) si les normes L' et L? des
polynémes trigonométriques a spectre contenu dans E sont équivalentes.

Un réel de I'intervalle ]o, g[ est appelé s et (fi(2))ix, est une suite finie
d’éléments de L'(R) tels que
fil@)y=o0 s |x|>s.
Le lemme 1 permet d’apprécier la norme L* d’un élément f de L'(R)
s’écrivant
f(x) zzeiw:«fk(x); zi€E, ko,
k>0

ou E est un ensemble A(2) d’entiers.

Lemme 1. — Avec les notations ci-dessus, a; et b, désignant deux cons-
tantes ne dépendant que de E et de s, on a

A . = b

Lt (R)

£

LYR < D~)

ZCPk(w)fk (z)

k>0

D (@)

k>0

¥ o (@) fi (@)

k>0

L{R<D~)

La démonstration du lemme résulte immeédiatement de I’hypothese
que E est du type A(2), du lemme 1, § 2 du chapitre I et de la remarque
sutvante :

Remarque. — Ecpk((o)fk(x) est une norme équivalente a
k>0 LU R D#)
¥
<2m<x> |>
k>0 iL'(R)

Une suite d’entiers, lacunaire a la Hadamard, est un ensemble A(2)
(th. 5.7.7,[8]). La conclusion du lemme 1 est invariante par homothétie

n

et le lemme s’applique donc a des fonctions f s’écrivant }:fk, ou f est
1
un élément de L*(T) dont le spectre est contenu dans [z, — Zn, Tx+ n]

et ou, maintenant, z; est une suite de rationnels tels que x;., <<az, avec
o<a<1. Le lemme 1 s’applique encore si les z; sont réels car on peut
les approcher par des z, rationnels tels que

’ U " U ! ’ / 8
Xy <o x), et [z} — &, &)+ 2| D2 — 20, 22+ 2]
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et on est ramené au cas précédent (a, et b, doivent alors étre remplacées
par a, et b, ne dépendant que de «).

On peut maintenant démontrer le théoréme 4. A un élément f de H*(T),
on peut associer, grace au théoréme 1 du chapitre II, une suite f, d’élé-
ments de H'(T) tels que les transformées de Fourier de f et de f, coin-
cident, sur [, i, Z..1], et que lon ait

(2% (x) |> “ ZA |/l

n>o0

Si Von pose : f,(z)=e"*f,(x), on peut écrire, pour tout entier k,
E an9Qn ((’J)f;z (.:I,‘) éA”f”' ” Qn ”w
0zin<k L (T ><D=)

et, par convolution avec g; dont la transformée de Fourier est g, on a

AN &l (el

Lt (T < D=)

Y (@) (i % E) (@) |

0ZnLk |

ce qui, avec le lemme 1 fournit le théoréme 4.

Compléments sur les multiplicateurs de & H*(R). — Appelons h,, n>>o,
une suite de nombres réels positifs. Posons
) 0> .

et soit t,, n>>0, une suite de nombres réels positifs, tendant vers I'infini
tels que

x
Iy,

A, () :‘sup<1 —

(3) at, = t, ., 1<<a, 0<t,.

Posons enfin

o (x) _—:EA,Z (z —t,).

nx0

On a alors le théoréme :

TutoriMe 5. — (1) St pour un réel ¢, > o, on a, pour tout n :

e L b, L,

alors o(z) est un multiplicateur de tous les & H?, 1=p.

(11) St lon a
lim/2,=o (n——+ x),

alors @(x) n’est pas un multiplicateur de F H'.
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(iii) Si
atnétn-!—'lé btm 1<<a<] b7 hn-Mé bh,

. . . . . h ,
et st hy tend, en croissant vers Uinfini tandis que = tend verz zéro, alors ¢(x)
n

n’est pas un multiplicateur de F H'.
(1v) St atpZty 1 < btn, 1<a<b et st pour un &, €>o0, on a
. h, .
e << . <&,
alors 9(z) est un multiplicateur de FH*.

Remarques. — Le théoréme d’interpolation des opérations linéaires
sur les classes H?, voir par exemple ([12]), th. 3.9, p. 108) montre qu’un
multiplicateur de F H' est un multiplicateur pour tous les FH?, 1Zp.
Le théoréme 4 montre, en gros, que (1) et (1v) sont les seuls moyens de
former un multiplicateur du type ¢ : il n’y a pas de cas intermédiaires.
Enfin (iv) est prouvé dans [9].

Démonstration de (1). — Elle est paralléle a celle du théoréme 4. L’hypo-
thése de (i) entraine l'existence d’un élément g(z) dans L'(R) tel que

|gu(z) | Zg(x) n>o0 st Zu(x) =4, (xr—1,).

On en déduit que, pour toute suite f, d’éléments de L*(R), on a

<}j|fn () |> ”

et I’on raisonne alors comme au théoréme 4.

1
2

H < Dl fakgal? (w))

n>o0

=

1

|5 |1

Démonstration de (11). — Elle résulte du lemme trés élémentaire suivant :

Lemme. — De toute suite (2,),., de nombres réels positifs tendant vers
zéro, on peut extraire une sous-suite (h,) telle qu’on ait

N

S
san A, (x—ty)
Amnd

0

N
(4) > Zlanl

N | o=

A(R)

pour toute suite complexe bornée (an),_,_x.

h,

).

Démonstration du lemme. — Appelons o(x) la fonction de L'(R) telle que

On rappelle que : A,(z) = sup (o, 1 —

& (@) =sup(o, 1—|x])
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Le premier membre de (4) vaut alors

A

et I'idée est de construire une suite E, de parties disjointes de R telle
que E, porte presque toute la masse de k.o (h,2) do mais soit négligeable
pour les autres h,, a(h,z) dv. L’inégalité (4) sera alors immeédiate.

On peut, par exemple prendre pour E, I'ensemble des z tels que
T,Z|z|=T,u, ou la suite hi, hoy ..., ko, Ty, ..., T, est construite
par récurrence de la fagon suivante : ‘

N -
2 anhn,o (h,x) ¢ | dx

0

On détermine d’abord T,.., pour que

Ol
f hpo (hrx) doe = 2™ (o Lk Zn).
T

n+1

Cect est possible parce que h; est fixé par les choix précédents : les masses
des h;c(h.x) ne sont pas « trop loin ». On choisit alors h,., assez petit
pour que

-+ ®
f by 0 (hy ) de> é — g,
T

1

Ceci achéve la démonstration du lemme. Venons a la démonstration de (11).

Si im h,=o0 (n— -+ o, on choisira une sous-suite des h, telle que
Pinégalité (4) ait lieu. On considére la fonction

N
U(x,w)zch,l(w)T(x—tn) pour wef{—1, 1]N=8Q,
ou T(x) est un élément de A(R) égal a 1 sur [4 1, 1], nul hors de ]— 2, 2[.
N

Le multiplicateur ¢ transforme U(z, ©) en Zon(w) A,(x—t,); Ton

i
0

a, grace au lemme, l'inégalité
N

NS e @ =) | Zlel U o) laa

AR)

et, par intégration sur Q, on obtient

N S
3= lellll T (2) [|sm<=yN.

qui est impossible si N est assez grand.
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Démonstration de (iii). — Les hypothéses faites permettent d’associer a
tout entier M un entier N, tel que

2hy <<ty— ty_1 == 2hy .
On a alors la suite d’inégalités :

Ay Py bi— In_y In
L N/ S o=l pHh—1 ~. —1 ) 2
— . o) iy > (2b) ' (1—a) Iy

NP . . 4
Or, lorsque M augmente indéfiniment, il en est de méme pour 71—‘1, donc
M

pour h_i' Ceci montre que la différence N — M tend vers l'infini avec M

(on a supposé que l'on a : h,.,=_bh,) et que les intervalles [t;— hy,
ti+hy], notés I;, M=k N, sont disjoints. Si I'unité de longueur est hy
et si k décrit 'intervalle [M, N] de N vers M, on retrouve la situation de (1).

CHAPITRE III.

APPLICATIONS VARIEES DU CHAPITRE [l.

InTroDUCTION. — Le théoreme 1 du chapitre II concerne les classes H?,
p>>o0; cependant son emploi n’est pas limité a I’étude de ces classes.
(’est ce que nous essayerons de montrer aux chapitres III et IV par
quelques exemples. En voici deux extraits du chapitre III. Rappelons
I’énoncé d’un vieux probléme : « quand une suite de carré sommable de
nombres positifs, les (an),.., est donnée, lui associer une suite ¢, de phase
telle que les a, e soient les coefficients de Fourier d’une fonction continue
et analytique ». Salem a montré que ’on peut toujours trouver des phases
convenables si les a, décroissent trés réguliérement vers zéro mais, d’apres
Paley et Zygmund, si ’on veut prendre ces phases au hasard il faut néces-
sairement que 'on ait

1

2< ) a3>'<+oo ([11], th. 10.1, p. 225 et [2], th. %, p. 73).

k>0 \ 2k < n<2k+t

Nous changeons un peu de probleme et obtenons que si les a, forment

une suite de carré sommable et que si les quantités : Z

ok £ p< 2kt
en décroissant, vers zéro, pour presque tous les choix des phases, on peut
trouver une fonction continue ayant pour coefficients de Fourier d’indices
positifs les nombres a, e%,.

Puisque cette décroissance n’entraine pas la condition (1), on ne pourra,
en général, choisir une fonction continue et analytique.
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Un second probléme résolu au chapitre III a un lien avec le premier :
st une fonction continue analytique a la propriété que ses coefficients de
Fourier soient nuls sur chaque intervalle de la forme [3"+1,2.3"—1],
en résulte-t-il que les coefficients de Fourier @, en 3" et 3, en 2.3" soient
petits par une contagion de la faiblesse qui serait inhérente a la suite des
modules des coeflicients de Fourier d’une fonction continue analytique ?
Il n’en est rien : la suite des «, comme celle des {3, peut étre n’importe
quelle suite de carré sommable.

Ces deux résultats seront utilisés au chapitre IV : le premier pour
montrer que l’ensemble de toutes les différences t,—tn, 0==m=—n—1
n’est pas un ensemble d’interpolation pour les multiplicateurs de & H*
et le second pour construire un ensemble satisfaisant la condition forte

de Ditkin.

1. CONSTRUCTIONS DE MULTIPLICATEURS D IDEAUX FERMES DE A(Z). —
Nous allons, en vue de I’étude des ensembles exceptionnels du chapitre 1V,
définir certains types d’idéaux fermés de L'(T).

Définition des fonctions bi-analytiques. — Soit (ni);~, une suite d’entiers
positifs tels que
ny>o, Ny AN (x>1),

et (I);~, une suite d’entiers positifs vérifiant

b B (s — 1) (o<<B ).

L’ensemble E est la réunion des intervalles [n, n+ U]
Un élément de L*'(T) dont les coeflicients de Fourier sont nuls hors
de E est dit bi-analytique.

Ecriture d’une fonction bi-analytique. — On peut écrire la série de Fourier
d’une fonction bi-analytique f(z) sous la forme

(1) J (@)~ ¥ e fi (),

k>0

ou fi(z) est un polyndéme trigonométrique analytique de spectre contenu
dans [o, l].

Tutoritme 1. — Pour tout réel p, de Uintervalle ]o, 2[, on peut trouver
une constante A, telle que pour tout polynéme trigonométrique f de la forme (1),

on att
1

<Z||fk(x> n;:\)zéAp 1/l

k>0
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Démonstration du théoréme 1. — Le théoréme 1 du chapitre IT permet
de trouver une suite f;, d’éléments de H?(T) telle que l'on ait

\ (Z!ﬂ @)
Fx.0

/

1
2

=G|l /1

et telle que f, ait les mémes coefficients de Fourier que f sur Pinter-

g =N N~ Ny |
valle [ 12 ) . Ay

L’inégalité renversée de Minkowski écrite

z
dans L* donne alors

( A n;fé ol

k>0
Mais les coeflficients de Fourier de f; sont nuls sur les intervalles

Mgy~ Ng
I:—Li:nk[ et ]nk—|—/k,

N+ Npyy
2

dont les longueurs dépassent Al;, ol 4 est une constante strictement posi-
tive. De ce fait, on déduit 'inégalité

Hf/f”/'éBHﬁ‘Hm

ou B dépend seulement de p, « et 3.
En combinant les deux derniéres inégalités on obtient le théoreme 1
et ’on voit que A, ne dépend que de p, « et 8.

CoroLLAtrRE 1. — Pour une constante A et tout élément [ de L'(T)

~

dont la transformée de Fourier f(n) est nulle st n vérifie les conditions :

n>o, ngkE,
on a

YIFow Al sl e P u ) PAL S

k>0 k>0

Si f est un polyndéme trigonométrique, si p est dans Jo, 1, on a

= A [/l

Ei f (n) einr

nx:0

et si f; est un polyndme trigonométrique analytique, on a
o) | <14l

Remarques. — Le corollaire 1 signifie qu’au bord d’intervalles de plus
en plus longs ou ils sont nuls, les coefficients de Fourter d’une fonction
intégrable (ou d’une mesure) sont petits; il y a « contagion de la faiblesse
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des modules ». Il faut cependant observer que cette propriété n’a lieu que
si les intervalles ou les coefficients de Fourier sont nuls sont, au moins,
auss1 importants que les intervalles contigus.

COoROLLAIRE 2. — St (@)~ €t (br)i~, sont deux suttes de nombres complexes
telles que
2£|aklz<+°0 et Elbk|?<+oc,

k>0 k>0

on peut leur associer au moins une fonction continue et analytique F(z)
ayant les propriétés suivantes :

F\‘("k) — Qf,
F e+ ) = by,
ﬁ(n):o si << n<<ng+ i

Démonstration du corollaire 2. — Le corollaire 1 montre, par dualité,
que ’on peut associer, a toute suite complexe (@), de carré sommable
et 4 toute suite complexe (bi);~, de carré sommable, une fonction analy-
tique et bornée, F(z), ayant les propriétés souhaitées et telle que
IF = Allanlla+ ] bell2)-

Si ar et by sont des suites finies on remplacera cet élément F par un
polynéme trigonométrique G déduit de F par le procédé de sommation
de De la Vallée Poussin (on multiplie les coefficients de Fourier par 1
sur [— N, N], par o hors de ]— 2N, 2N[ et par des fonctions linéaires
sur [N, 2N] et [—2N, — N]). Le polynéme trigonométrique G satisfait
a Dinégalité || G|.=Z3A (| axlls+||brl:) et a les mémes coefficients
de Fourier que F sur un assez long intervalle pour convenir au probléme.
Si maintenant a, et b; sont des suites quelconques de carré sommable,
on peut les écrire comme des sommes normalement convergentes dans [*
de suites finies et la somme normalement convergente des polyndmes
trigonométriques G correspondants fournira la fonction continue analy-
tique F cherchée.

Cororratre 3. — St I est Uidéal de L' (T) formé des éléments f de L' (T)

tels que f(n) soit nul si n, entier positif, n’est pas dans E, alors la fonction
caractéristique de U'ensemble des ni ou des ni-+ I est un multiplicateur de F 1.

Extension de ces résultats : fonctions N-analytiques. — Soit ng, k> o,
une suite d’entiers positifs vérifiant les conditions ni,=>3n; et ny>o
et [, une suite d’entiers positifs vérifiant : 20, = n,.

On appelle Ey I’ensemble construit, & partir de ces deux suites et d'un
entier N, de la facon suivante : Ey est la réunion de tous les intervalles
d’extrémités n;, +-...+ n; et de longueur I, ky> ks> ... > ky.
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TukoriME 2. — Pour une constante Ay et tout élément f de L' (T) dont la
transformée de Fourier f(n) est nulle si n vérifie les conditions
n>o, ne&Ey,

on a

=

Zlf<n‘“+' . .—l—nkﬂ>
ki

ot la sommation est étendue aux ki, 1=—1=N, tels que

k> A-?>. ..> Ay
Ce théoréeme doit étre rapproché du théoréme 5 du chapitre IV.

2. ETupe pu puaL pe H!(T). — A toute suite o= (mg)zn, d’entiers
positifs, Jacunaire 4 la Hadamard, nous associons un espace &, qui est
I’ensemble des éléments X du dual de H*'(T) dont les coefficients de
Fourier, (ca),», (définis ci-dessous) ont la propriété suivante : pour toute
suite complexe bornée (ax)in,, la suite d, définie par

dy=arc, s1 m_,=Zn<n

est encore celle des coeflicients de Fourier d’un élément du dual de H'(T).

Une norme naturelle d’espace de Banach peut étre définie sur &.
Dans le dual de H*(T), & n’est pas dense (voir I’Appendice). L’'impor-
tance de &, vient de ce que les éléments du dual de H*(T) dont tous les
coefficients de Fourier sont positifs appartiennent a tous les &,.

Notations. — Un élément X du dual, (H*)*, de H* est une forme linéaire
continue sur H*' et est donc déterminée par la suite ¢, des nombres
complexes (X, "> n>>o.

Nous appelons série de Fourier de X la série formelle

(1) chei"’”.

n>o0

L’élément X peut étre défini par, au moins, un élément F de L™(T) et
la condition

<F,f>:<X,f>:fF(x)f(x) de  (feH).
T

Les ¢, forment alors la suite des coeflicients de Fourier d’indices positifs

de F.

La suite ¢ des entiers ny, k>0 est lacunaire 4 la Hadamard; elle vérifie
la condition

(2) Ry D AN, ny > o, o >1.
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Le théoréme ci-dessous donne des conditions équivalentes pour appar-
tenir a &,.

TrtortME 3. — Pour toute suite complexe (c,),~, et toute suite d’entiers
vérifiant (2), les énoncés (1), (1), (ii1) et (iv) ci-dessous sont équivalents :

(1) Pour tout élément f de H*(T), on a

np—1
2

zf(n)c,,
k>0

np—i

<+ w;

(i1) Pour une constante A et tout élément f de H'(T), on a

ngp—1

Y finye,
k>0

Tf—1

< A1l

(i) Pour toute suite complexe bornée (A;)w., 2)\" A (z) est la série de

k>0

ne—1
Fourier d’'un élément du dual de H* <on a posé Ay(z) = 2 Cn e“””);‘
Tf—1
(iv) On peut trouver des éléments de L™ (T), les A, k> o, tels que A,
et A, définissent la méme forme linéaire sur H' (on écrira Ap~~Ay) et que

D)

Démonstration du théoréme 3.

<+ .

o

(1) entraine (11) grice au théoréme du graphe fermé;

(i1) entraine (i11) de fagon évidente;

(i11) entraine (1) de facon évidente.

Reste 4 montrer 'équivalence de (iii) et de (iv). Avant de montrer
que (1i1) entraine (iv), prouvons le lemme :

LemMme. — St pour toute suite (Ai(x))s~, de polynémes trigonométriques,

on forme le sup noté s des quantités E<A"’ ui »| calculées sur toutes

S
les suites finies (ui)i~., d’éléments de H'(T) vérifiant

<2|uk<x> )| <0,

0 / 1

alors on peut trouver une suite A; d’éléments de L°(T) telle que A; et A,

1
® 2

2l Ai()

0

définissent la méme forme linéaire sur H'(T) et que soit

»

exactement s.
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La démonstration du lemme s’obtient immédiatement par le théoréme
de Hahn-Banach : la suite (A;(2));., définit une forme linéaire notée L,
continue, sur ’espace de Banach des suites u;(z) d’éléments de H!, muni

(21u/.-<x>|2>%

k>0

de la norme ; L se prolonge donc en une forme linéaire

1

continue, de méme norme, sur l'espace L'(T) & valeurs dans [* dont le
dual est L™(T) a valeurs dans [*>. Voila la suite A;, k> o0. On vérifie
que A; et A, définissent, sur H', la méme forme linéaire et le lemme est
prouveé.

Montrons comment (ii1) entraine (iv) dans le théoréme 3.
En appliquant le lemme, il suffit de voir que, pour une constante A

et toute suite finie uy, ..., u, d’éléments de H'(T), on a
i
(3) Ak > | £ <Z|uk<x> 1> :
k>0 k>0 1
Considérons a cet effet 'espace Q= {—1, 1}" muni de la tribu produit

et de la loi de probabilité produit de celle qui donne & — 1 et & 1 les
probabilités %
Les fonctions coordonnées sur  sont désignées par ¢;(w), k> o.
On pose
Uz, 0) =X (@) w(@) et K@) =[U(, o) fum

k>0

On a alors, par échange des intégrations,

D’autre part, grace a ’hypotheése (ii1), et au théoréme du graphe fermé,
on peut écrire, si la suite (Ag)z., est bornée par 1,

) ¢ Sl Ua, 0) \Iéul U(@, ) lum = 1K (0).
<Z )
(La constante A ne dépend que de la suite donnée Ak.‘)

Mais a tout » de Q, on peut associer un choix de la suite A, tel que le
membre de gauche de (4) soit égal a

¥ <A U, ) -

k>0
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On en déduit I'inégalité

(5) 2[<AAA,U(x,w)>|é}\K(w).

k>0

A ce stade, on intégre en w les deux membres de (5). Pour tout k, on a

fQKAk,U(x,m)}jdw:b/s; <A/,-,Zc,’z,l(m)un(x)>

0
<L’inégalité

d&)éi<Ak7 ltk>i.

Dy on(w) ‘

n>o0

> ai| est évidente.>

L1 (Q)
On obtient bien (3).

Il reste & prouver que (iv) entraine (ii1). Il suffit d’appliquer le théo-
reme 1 du chapitre Il : pour tout élément f dans H'(T), on peut former
une suite (f;);., de polyndémes trigonométriques telle que

1

(Zm(x) |ﬂ>'

<ZIA2 () 1)

k>0

o A=A e

= Ba| /1]

On en déduit

DI Ak>}éBaHfl|n'

k>0

*

et EA/;(SC) est la série de Fourier d’'un élément du dual de H*(T).

A>0

3. RELATIONS VERIFIEES PAR LES MODULES DES COEFFICIENTS DE
Fourier pes trLiMENTs DE H'(T). — Le théoréme ci-dessous permet de

déterminer toutes les suites A, de réels positifs telles que Zln‘f(n)l soit
n>o0

finie pour tout élément f de H*(T). Il ne sera pas appliqué au chapitre IV.

TutoriME 4. — Pour une suite A, n>>o0, de réels positifs, les quatre
conditions ci-dessous sont équivalentes :

(a) pour tout élément f de H'(T), on a

Exnlf(n)1<+oo;

n0

(b) la série de Fourier Z)"‘ e"” définit un élément du dual de H*;
st >0
(¢) St Ay(x) = 2: hn€™, on peut trouver une suite A;(z), d’éléments
2k
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de L™ (T), telle que A et Ay définissent la méme forme linéaire sur H'(T)
et que, de plus,

DAk (@) e (T);

k>0

(d) la matrice infine
FYSD As
Ao Ae A

)\n )\n+1 )\n+2
définit un endomorphisme continu de I*.

Démonstration du théoréme 4. — La condition (b) entraine (a), car pour
tout élément
fNE c,en® de HY(T),

n>o0

on peut former un élément F de H'(T).

F ~ E C” eilu:,

tel que B
leal=ZCoy (I Slhi=1F i

Cela résulte de la factorisation d’un élément de H'(T) en produit de
deux éléments de H*(T) et de techniques de séries majorantes. On se sert
alors de ce que les %, sont positifs et ’on a, par convolution avec un noyau
de Fejer, I'inégalité

éxn(l— R )G ZA S

On obtient (a) en faisant tendre N vers U'infini. Par application immé-
diate du théoréme 3, (a) entraine (¢) et (¢) entraine (b). Enfin, 'équi-
valence de (a) et (d) se vérifie facilement en décomposant tout élément
de H'(T) en un produit de deux éléments de H*(T).

Remarques critiques sur le théoréme 4. — 1l serait intéressant de donner
une caractérisation simple, par un procédé de I’analyse harmonique, des
suites A,, n>>o0, de nombres réels positifs intervenant au théoréme 4.
Malheureusement la condition (¢) du théoréme 4 ne fournit aucun rensei-
gnement sur la fagon d’obtenir les A;. En fait, il n’est pas possible d’obtenir
les A; par un moyen de sommation linéaire appliqué a la série de Fourier
de X, XNZA/‘-(LB); c’est-a-dire : on ne peut trouver une suite S;, k> o,

[ N]

Ann. Ec. Norm., (4), I. — Fasc. 4. ) 68
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de distributions « analytiques » telle que
Ai () :Ak(l’)—F(X*SA) (— ).
(Voir ’Appendice.) [On ne pourrait pas plus avoir
Aj(2) = Mg () + (X Sp) ()]

On ne doit donc pas se faire d’illusions sur la portée du théoréme 4 et
cependant il peut fournir des résultats assez fins.

Applications du théoréme 4. — Nous nous intéressons a la situation sui-
vante : une suite I, d’intervalles de Z* est définie par la suite n;, k> o0,
des centres de I, et la suite 2¢;, ko0, des longueurs des I;,. On suppose
que lon a niy>2n, et que les longueurs des I, tendent vers l'infini
avec k de sorte que

ia;? <+ oo.
0

On veut avoir des précisions sur la moyenne g, calculée sur I, du

A

module de f(n) si f est dans H'(T). Soit
(1) 20 8/..:2 ‘f\(n) ’, fell.

nel

Quand I, =[2% 2"'[, on a 20‘,,.<—]-oo d’aprés un théoréeme de Hardy
k>0
et Littlewood ([11], th. 8.7, chap. VII, p. 286), mais il y a lieu de penser
que, sur un intervalle plus petit, la moyenne sera, en général, plus forte.
D’autre part, un résultat de Paley ([8], th. 8.6) nous donne ici dans tous
les cas
(2) 20’}{. < —+ <o.
k>0 )
On peut penser que la suite g, possede d’autres propriétés que d’étre
de carré sommable; ceci est précisé par le théoréme suivant :

TutoriMe b. — Valeurs moyennes des modules des coefficients de Fourier
des éléments de H'(T). .

Avec les notations ci-dessus, on peut toujours construire une suite &,
k>0, de réels positifs ou nuls, telle que

(3) Zsi =+ oo;
k>0 4

(4) :Zsko’ké Al il [ o4 est défini par (1)},

A0

pour tout élément f de H'(T).
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La méthode générale employée dans la démonstration du théoréme 5
montre que, si I, = [2"(1 — k™), 2"], « >0, on peut prendre

er = (log &), Y > év k> a.

Rien n’empéche que ce choix des g, puisse étre amélioré. Des conditions
nécessaires de décroissance des g, seront données mais elles permettent,
dans 'exemple ci-dessus a tous les ¢, de valoir + 1. Les conséquences du
théoréme 5 sont donc provisoires.

Démonstration du théoréme 5. — On définit la suite A, par &= A O
et 'on va construire un élément de L.”(T), g dont les coefficients de Fourier
d’indices positifs, g(n), n>xo0, sont A, si n est dans I; et o si n est positif
et n'est pas dans I,. Pour appliquer le théoréme 3, nous poserons

AZ(:c):X,{Zsinnx et montrerons que Von peut choisir les A, tels que
nel;

Y1Aj(2) e (T).

k>0

Nous utiliserons les majorations suivantes pour 28innx=Sk(x)
n&l;
-y
) [Su(@) = 55
(i) [S(w) | < 2%

- (ii1) |S4(2)| <L (2n,8, 4 1)@ (en majorant |sinnz| par n|z|).

<L C e, .
La somme 2‘7\; Si(z) sera, pour tout x, dans [o, 7] divisée en trois blocs :

Zxksmn 2 hsk<w>+ 2 2t St (#).

N(r)+1 x)+1

Sur le premier bloc, nous ferons la majoration (iii), sur le second, (ii) et
sur le dernier, (i). I s’agit de choisir une constante A et, pour tout z, les
entiers N(z) et M(z) tels que

N(x)

(5) 2 Yaniai=A
0
M(x)

(6) PRI LI ¥

} N(x)+1

() 2, Py

M () +1
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La condition (6) nous invite a prendre g,<_1 pour tout k. La condi-
tion (7) est alors conséquence de

(8) z—? 2 07 ZA.

M (x)+1
Puisque ng > 214 la condition (5) est conséquence des deux conditions
2 o 9
(9) €1 é g Eky Eké I, LZNN (x) é A.
[On a regardé (5) comme une série géométrique : le dernier terme est
alors prépondérant et 'on a éventuellement augmenté A.]

On appellera N(z) le plus grand des entiers k, tels que

x%n}y L m2.
Alors

ot L T

et (8) est conséquence de

+ o
(10) ndes 2,07 ZA.

M-+1

La condition (10) ou 'on choisit pour M la plus petite valeur entiére
possible détermine M comme une fonction croissante de N. On posera
N =9(M) et 'on peut toujours supposer en outre, quitte & remplacer ¢
par une fonction plus rapidement croissante vers I'infini, que les valeurs
en 1 des itérées de 9 : ¢(1), 9(¢(1)), ..., 9™ (1), (*), etc forment une

suite d’entiers tendant vers l'infini.

La condition (6) est conséquence de

oln-+1) (1)

2 ep <1,

em )

Pour résumer il suffit que le choix de la suite ¢, satisfasse aux conditions

2
(11) Skt == 3 83
(12) en = Z | [tn =9 (1)];
Inék<ln+i
(13) - Zen:+oo.
n>o0

. 9 1
Dans certains cas on pourra prendre : & = lorsque k appar-

s —
tient a lintervalle [¢, tni[. Par exemple, si I, =[2"(1 — k™), 2/], « > o,

(1) ¢in) désigne la niéme itérée de ¢.
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on a ¢(p)=oalog.p+ p; au lieu de la suite 9™ (2), des itérées de o,
difficile & apprécier, on utilise une suite #; d’entiers telle que ¢ ()=t
et jouant le méme réle; par exemple, i est la partie entiére de ak (log, k)®,
B>1. Cela donne c; = (logk)™ et cette suite se trouve vérifier (11).
En toute généralité on pourra procéder comme suit : dans lintervalle

k—t
. 2 n .
[tny tnra[, OD pose : g =1 si k=t,, sk=<§> ailleurs.
Conditions nécessaires portant sur la suite des € intervenant au théoréme 5.

. . , 1 ., .
TatoriME 6. — Il existe un réel t, t> 5> avec la propriété suivante :

st une sutte A, de réels positifs est telle que, pour tout élément f de H* (T),'
on ait
~ A
pRArOIE T
nxo

alors
1

f”exp[t<imk<x> I2>2]dwéAz,

0

ak+1—1

Ax () :2 Anein®,
ok

La démonstration est immédiate; comme dans celle du théoréme 3 et
du théoréme 4 appelons X, w€Q, I’élément du dual de H* défini par la
série de Fourier

¥ (@) Ac(@),
alors || X, [\<Z1 et, par application de ([11], th. 2.11, chap. VII), on a

27
f exp| ¢
0

Il ne reste plus qu’a intégrer sur Q en utilisant la convexité de ’expo-
nentielle pour obtenir le théoréme 6.

k(@) A ()

]dxéA.

CoROLLAIRE. — Si les & et les Oy vérifient la conclusion du théoréme b
et st O croit avec k, on a, pour unt>o

1
2T - , sin? (0z ) :
\/0‘ exp[t<28km dx<—|—oo

0



b44 Y. MEYER,

et donc

n
'1< : ! >ex t Ze’ <+
s 6n 6n+1 P k ’
nx.0 0 _
Par exemple, le corollaire montre que si 'on désire choisir ¢, égal a 1
. N . . . . .
pour tout k, la suite ¢, doit tendre assez vite vers I'infini pour que 'on ait
s*(; — N exptyi) <+ ).
did \ O, 6n—+—1 '
n>0
4. ErtmeENTs ALEaTOIRES DU puaL DE H'(T). — Nous avons besoin
d’une condition suffisante permettant & une suite complexe donnée, les c,,
n>>o0, d’8tre la suite des coefficients de Fourier d’une fonction continue.

. 1 .
Si, par exemple, ¢,=o0 pour 2*ZnL2*t et = si n>>1,

né€[2%% 2**']  on sait que la condition (a) du théoréme 4 est satisfaite.
Il en est donc de méme de la condition (c). Mais il est facile de montrer
que, dans ce cas, on ne peut trouver une fonction continue f ayant les ¢,
comme coefficients de Fourier d’indices positifs. Nous allons, outre les
conditions,

np—1

(]) ZI AZ (.Z‘) l2él? Z Cneinx:Ak(x), Ak (.Z) NAZ (1’),

T k—1

indiquer une condition autorisant les ¢, a étre les coeflicients de Fourier
d’une fonction continue.

TatorimMe 7. — St la somme (1) converge partout vers une fonction
continue g, on peut trouver une fonction continue f ayant les c,, n>> o0, comme
- coeffictents de Fourier d’indices posttifs.

Démonstration. — Les hypothéses entrainent que la convergence de (1)
est uniforme. On peut trouver une suite k, d’entiers telle que

km—!—l 2

2|A2(x) 2 o~m (m>o0).

Ky —+1 w

Par application du théoréme 3, on obtient un élément f, de £7(T)
dont la norme est au plus &4 27 et ayant les, mémes coeflicients de Fourier

Kmt
d’indices positifs que E Aj (z).

Fon+1

() La norme est ici évaluée dans gﬂ; .
0
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Cet élément f,, n’étant peut-étre pas continu, régularisons-le (en multi-

pliant f,, par une fonction trapéze) quitte a tripler sa norme, sans changer
les coefficients de Fourier d’indices positifs. La somme uniformément
convergente des f, régularisées donne f.

Application aux séries de Fourier aléatoires.
TrtoriME 8. — Si ¢, est une suite complexe, telle que

et <+ o,

0

1
2
Sn == 2 [ Cy [2 .
an £y L gt

St s, tend, en décroissant, vers zéro, presque toutes les suites (c, @, (®))yw,
représentent les coefficients de Fourter d’indices positifs d’une fonction
continue.

posons

Rappelons que si Q est l'espace produit { — 1, 1 |N muni de la tribu

. ' . 1,
produit et de la mesure produit de celles donnant la masse ; & — 1 et
a 1, les ¢,(w) sont les fonctions coordonnées sur Q.

Le type de la démonstration est maintenant classique : en nous appuyant
sur le théoréme 7, on va prouver que, pour presque tout ® dans L, la
somme ’

N\ 2
D@, o) ]
k>0
converge uniformément.
Posons

Uiz, o)=Y |du(w, 0)

an Lk ant1

Pour avoir des renseignements sur Q.(z, ®) on utilise une majoration de
la transformée de Laplace en calculant &{e*®™“}. (Le symbole &
désignera I'intégrale sur Q et A est un réel positif.)

Pour tout z fixé, les |Ai(z, w)|* sont des variables aléatoires indé-
pendantes sur Q. On a donc

(2) & { e Qn (2, ®) } — ]__I & { e}\[AL.(;E. w) |2 !

on 2k ontt

Mais le théoréme 8.7 ([11], p. 214) permet de majorer chaque terme du
produit de droite dans (2). Si A vérifie I'inégalité

MG A (2, @) [Ty = 457,
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on a, pour une constante absolue A,
@.{eMAux,wH*}éA,
Grace a la décroissance des sy, 1l suffit que I'on ait
)\é4_13(—2:{)
pour obtenir
(3) & { e)‘Q" (2, W) } éA‘_"‘.
Mais Qn(z, ®) est, en z, un polyndme trigonométrique d’ordre, au

—on1

plus, 2.2*"" et, sur un intervalle de longueur 8~*.27*"", on a

Qn (2, ©) =27 | Qu (2, ) [l
([2], lemme 7, p. 214).

Par intégration en z et échange des intégrations, (3) donne

Al éé{fe)\(),,(x,m) dx}é& { el 21 Qn o, 0) [ } 81t .2_2n+1’
T
d’ou
&Iz o)l —K2n )~y (K = Cte positive absolue).
La probabilité pour que A27'| Qn.(z, ») |, dépasse Ko2m**' est donc
inférieure a e """
D’apres le lemme de Borel-Cantelli, pour presque tout w, il existe un
indice N(w) tel que, si n>> N(w), on ait

[| Qn (2, ) ||, <L 16K 2"s5.
On a, d’autre part,

2
22"&3" < -+ 0,

nxo

grice a la décroissance des s, et a la condition

Zs;<+oo

px0

et cette remarque termine la démonstration.

On notera la similitude des hypothéses et de la démonstration avec
celles relatives a la continuité d’une série de Fourier aléatoire du type
Paley-Zygmund.

@

Remarque. — L’hypothese Elc\,|2<—|—oo, a elle seule, est insuffi-

0

\

sante a assurer le résultat. Par exemple, soit E un ensemble de Sidon
d’entiers positifs qui n’est pas réunion finie de suites lacunaires a la
Hadamard. On peut prendre

E={4"+4r|(p*—1) <q=p").
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)

On considére la série Ecpn(w) an €™, ol a,=o0 si n n’appartient pas
nxo
a E, a,=p™ si n est dans E et de la forme 4”4 4% La condition

r g 2-9 r b4 \ 3
2|anl2< + o s’éerit Zp‘ ** <+ o et est réalisée dés que a> -
nxo px1

Pour aucun choix des signes -, E:I:anei'”” ne définit sur H' une

n>0

forme linéaire continue, car une suite bornée d’éléments de H*, fi, est

telle que fi(n)=1 si 4“Zn=2.4" et en se servant de ce que E

est un ensemble de Sidon, on en déduit sup<2|an|><—|-oo (ou la
P

q
somme est étendue aux n, dans E, de la forme 4"+ 4%), ce qui n’est pas

le cas.

5. ELéMENTS ALEATOIRES DU puaL pE H'(R). — Appelons pseudo-
mesure toute distribution sur R dont la transformée de Fourier soit un
élément de £ (R).

Une suite (,),~, de rationnels vérifie les conditions suivantes :

(@) 0 <tny <tn et t,—~>o(n—> + »);

(b) Pour une constante positive A et tout n, n>>o0 le plus petit déno-
minateur commun aux rationnels f,, f, ..., t, est o(t; ).

Une suite complexe (an),~, vérifie les conditions suivantes :

(¢) X an

n>o0

P <+ oo

(d) 2 |a.|* tend en décroissant vers zéro.

9—k—1 Ztn < 2—k

Tutorime 9. — St les ¢.(w), n>>o0, sont les fonctions coordonnées
sur {— 1, 1N pour presque tout o, lorsque les nombres t, et a, véri-
fient (a), (b), (c) et (d),

(1) Do (@) and (L — 1)

niso

est la restriction & Jo, + o] d’une pseudomesure ayant son support dans
[— to, to].

Remarques. — ¢(t —t,) est la masse unité au point £, Une hypothése
sur le dénominateur commun des ¢, ..., t, est nécessaire. En effet, si
Pon choisit, par exemple, pour

ok Zn <7 ok, t,— o1 4 o0
Ann. Ee. Norm., (4), 1. — Fasc. 4. 69
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une pseudomesure prolongeant (1) doit avoir, pour un réel ¢, >0 une

norme au moins égale a ¢ 2 | @ |, puisque I’ensemble des puissances

a—h—1 2, <2k
de 2 est de Sidon. Il est facile de construire une suite a, telle qu’alors
pour aucun © de Q, (1) n’admette le prolongement souhaité.

CHAPITRE IV.

ENSEMBLES EXCEPTIONNELS ET THEORIE DES MULTIPLICATEURS.

InTRODUCTION. — Dans ce chapitre sont examinés, sur quelques
exemples, les deux problémes que nous n’avons pas su résoudre : d’abord
trouver pour les idéaux fermés de L'(T) des résultats aussi précis que
ceux du chapitre I sur la construction des convoluteurs et ensuite indiquer
comment les multiplicateurs interviennent dans le probléeme de la syn-
theése spectrale [un multiplicateur d’un idéal fermé I de A(R"X T")
définit-1l un endomorphisme de cet idéal ?].

Dans la partie A du chapitre IV sont donnés, aux paragraphes 1 et 2,
des résultats sur les ensembles A(p). Indiquons le lien entre ces ensembles
et le premier probléme posé ci-dessus : s1 E est un ensemble d’entiers,
soit I I'idéal fermé de L'(T) composé des fonctions intégrables sur le
cercle dont les coefficients de Fourier sont nuls hors de E. L’ensemble E
est, suivant la terminologie de Rudin, un ensemble A(p) si I est contenu
dans L”(T); on suppose ici p supérieur a 1. D’autre part, un ensemble
d’entiers E est un ensemble de Sidon si toute suite complexe bornée définie
sur E est la restriction & E de la suite des coeflicients de Fourier-Stieltjes
d’une mesure complexe bornée. On a donc le résultat suivant : si E est
un ensemble A(2) et n’est pas un ensemble de Sidon, on peut construire
des convoluteurs non triviaux de I.

Rudin avait donné [7], th. 4.5, (b)] une condition assurant qu’un
ensemble E d’entiers positifs est A(4) : il suffit que E soit réunion d’un
nombre fini d’ensembles E; tels que, en appelant A une constante, tout
entier positif se décompose d’au plus A fagons, en somme de deux éléments
d’'un méme E; L’ensemble des différences 2" —11.2" (0=—m=—n — 6)
est un ensemble A(4) pour cette raison. Rudin demande si cette condition
suffisante est nécessaire : I’ensemble E considéré au théoréme 1 permet
de donner une réponse négative a cette question. A la fin du paragraphe 1
se pose naturellement le probléme suivant (qui ne sera pas résolu) : les
ensembles de toutes les différences 3" — 3" (o<m=—n—1) et 2" — 11.2™
(0om=n—6) qui ont des structures arithmétiques trés différentes
sont-ils interchangeables du point de vue de Dl’analyse harmonique ?
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La construction de multiplicateurs non triviaux faite sur les
ensembles A (2) peut s’étendre a certaines parties de ’ensemble U présenté
au théoreme 4.

Passons a la partie B du chapitre IV. Le probléme qui nous occupera
est d’approcher les multiplicateurs d’un idéal I de A(R) par des éléments
de A(R); ce probléme est lié & celui de la synthése spectrale des idéaux
et ne concerne donc pas A(Z). Au paragraphe 1, on examine une forme
faible d’une telle approximation définie par la proposition 1. Ce point
de vue est alors relié a ’examen d’une condition (faible) de Ditkin portant
sur un ensemble E de nombres réels. Au paragraphe 2 nous nous inté-
ressons a une condition plus forte d’approximation des multiplicateurs
d’un idéal fermé I de A(R) par des éléments de A(R). Appelons E
I'ensemble des zéros communs aux éléments de [. Deux exemples sont
donnés ou, grice a des propriétés de ’ensemble E de nature arithmétique,
on obtient 'approximation forte désirée pour les multiplicateurs de 1
(prop. 4 et 5 et théoreme 6). Enfin I'étude des ensembles satisfaisant la
condition forte de Ditkin est nécessaire si 'on cherche a approcher les
multiplicateurs, au sens fort, par des éléments de 'idéal lui-méme : des
exemples sont donnés.

A. — Ensembles d’entiers.

Avant d’étudier les propriétés de I’ensemble de toutes les. sommes

E4 M, = Ea Ty, A= EN T,

g;==41, 17N, ky>hko>...> ky et gy 2 30y,

nous allons examiner, avec un peu plus de précision, un cas plus particulier.
Les propriétés qui subsistent dans le cas général se démontrent de facon
tout a fait semblable.

1. PROPRILTES DE L’ENSEMBLE IE DE TOUTES LES DIFFERENCES D ENTIERS
ty,—1ty, 0Lm=n—1, tn+1é3tn7 ty > o.
Tuatortme 1 (les propriétés de E).

(a) Pour tout élément f de H/(T), i<p=+ x, on a

dlfer Lol

vVEE

(b) Cette propriété est en défaut st p=—+1;
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L
2

)" est intégrable, on a

(¢) Si f est dans H*(T) et st f(log*|f

Sliml<+o o

vEE
(d) On peut définir, sur E, une suite complexe bornée (a,),ex qui n’est
pas la restriction ¢ E d’un multiplicateur de FH"'(T).

(e) E est de type universel : on peut trouver deux réels strictement positifs a
et b, o<<a<b, tels que pour tout réel p de [1, + ] et toute suite
finte (¢, )oemen_r on ait la double inégalité :

Z Co,m et (en—am) = ” 2 Cn,m elltn—tm)x =Zb ch,m el (Xn—xm)
LP(T) LP(T)

 (Les x5, n>>o0, sont les fonctions coordonnées sur le tore a une infinité
de dimensions.)

a

L7 (T)

Remarque. — Les ensembles E tels que la propriété (a) soit satisfaite
avec p= +1 sont des réunions finies de suites d’entiers lacunaires a
la Hadamard ([8], th. 8.6). La propriété (c) est le meilleur résultat dans
cette direction : H'(T) est remplacé par une classe un peu plus petite.
Tout cela ne permet pas de prouver que si f est un élément de L*(T)
[et non de H'(T)] tel que flog™|f| soit intégrable, on ait Zlf(n) "<+ oo.

n€E
Ce serait pourtant le cas si E était remplacé par ’ensemble F de toutes
les différences 2" — 11.2", 0<m-—n—6. D’ailleurs, F jouit des pro-
priétés (a), (b), (¢), (d). Mais F ne saurait fournir un contre-exemple a la
conjecture de Rudin indiquée dans I'introduction.

Démonstration du théoréme 1. — 11 est bon de rappeler les propriétés
des ensembles A(p).

St E est une partie de Z, un E-polynéme est un polynéme trigono-
métrique P, défini sur T, tel que :

ng¢kE entraine IS(n):o.

Un élément f de L'(T) est une E-fonction si ]A‘(n) est nul quand n
n’appartient pas a K.

Sutvant Rudin ([7], p. 205, défin. 1.5), nous dirons, si r est un réel,
r>o, que E est du type A(r) dés qu’il existe un s dans 'intervalle Jo, r[
et une constante B,, tels que, pour tout E-polynéme P, on ait

(1) [P ll-<Bs [P s.

(?) Les propriétés (a) et (c) expriment de facon trés précise que E est un ensemble A (p).
Les propriétés (d) et (e) concernent des problémes différents.
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Si, r étant donné, (1) est vérifié pour un s dans Jo, r[, (1) sera vérifié
pour tout s dans ] o, [ avec une constante B, appropriée ([7], p. 204, th. 1.4).
L’ensemble des ¢,, noté G, jouit des propriétés suivantes : c’est un
ensemble de Sidon, donc un ensemble A(p) pour tout p. Si p>1, on a

2 2 A 5 .
(2) 2IFe P=—E sl woir (7).
neG
Sif(log*|f|)® est dans L!(T), on a
(3) MIfo <t
neG
Preuve de (a). — Le résultat n’a d’intérét que si p est au plus égal a 2.

On associe a f, grace au théoréme 1 du chapitre 1I, une suite (fi);n, de
polyndémes trigonométriques analytiques telle que 'on ait

1
3

<2m (@) P>
0 12

et que, sur [tx, t], les transformées de Fourier de f et de f; soient égales.

= Al

Grace a l'inégalité de Minkowski écrite dans L’L’, on a
(%) Dl fe(@) (= A 11
En employant (2) pour I’ensemble G des différences ty — t,,, m>>o, k fixé,

on obtient
X T =)

0<Zm<Lhk—1

2 AP 2
=Ll Sl

Il suffit d’ajouter ces inégalités pour montrer (a). Le (¢) se montre de
facon semblable a I'aide du théoréme 2 du chapitre IIL

Avant de montrer le (d), donnons quelques définitions : un ensemble E
d’entiers positifs est appelé un ensemble d’interpolation pour les multi-
plicateurs de F H' si toute suite complexe bornée définie sur E est la
restriction 4 E d’un multiplicateur des coefficients de Fourier des éléments
de H*(T).

Appelons {3 I'espace de Banach composé de toutes les fonctions analy-
tiques et continues sur le cercle pouvant s’écrire

(5) f@) =X fikg, ou [reM(T), £eC(T)
et ou '
(6) Nl gl <—+o0-

k>0
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La norme dans {3 est le inf des quantités (6) étendu a toutes les décompo-
sitions (5) [C(T) désigne I’espace des fonctions, continues sur T, a valeurs
complexes]. ’

On vérifie que Pespace dual de [ est U'espace des multiplicateurs
de FH!(T). |

En effet, soit S un convoluteur de H'(T). Nous lui associons une forme
linéaire sur 3, notée f—<S, f> et définie par

(S, =2 (S(f0) kgx) (o),

si ’élément [ de [ est écrit. sous la forme (5). On vérifie sans peine

que <8, f> ne dépend pas du choix de la décomposition de f(z). On a les
inégalités

. . .
l 2 (1) % g0 (0) | Z X80 [l gell. <l '<§]ka [+ ] g llw>-

En prenant le inf de ces derniéres quantités par rapport a toutes les
décompositions possibles de f(z), on en déduit

LS, ST IS A
et S définit bien un élément du dual de f.

Soit maintenant L une forme linéaire et continue sur 3. Restreignons
notre attention aux éléments de (3 de la forme hx g, ou h décrit H'(T)
et g décrit C(T). On a

ILhkg) | =l hdgs=[[2]:]|&].-

L’application, définie en fixant h, de C(T) dans les nombres complexes,
g — L(h%g) est donc continue. On peut trouver une mesure (., sur T
telle que

Lihkg) = [ a(—oydpn(o) e dua(a) [ Z] L AL
Jr

On déduit de cette égalité et des propriétés du produit de convolution

que lapplication linéaire continue h—dp, commute avec les trans-

lations. D’aprés la proposition 2 du chapitre I (p. 5), une telle appli-

cation de H'(T) dans P’espace des mesures complexes sur T est définie

par un convoluteur S de H'(T). Alors L est bien la forme linéaire associée

a S par la méthode indiquée dans la premiére partie de cette démonstration.
Deux remarques élémentaires sur 3 sont encore nécessaires.

Les polyndmes trigonométriques analytiques forment une partie dense
dans (. l



ENDOMORPHISMES DES IDEAUX FERMES DE L1(G). 553

Les ensembles d’interpolation pour les multiplicateurs de & H' jouent
par rapport & (3 le role des ensembles de Sidon par rapport aux fonctions
continues : E est un ensemble d’interpolation si et seulement si des élé-
ments de 3 dont le spectre est contenu dans E ont une série de Fourier
absolument convergente. ;

Nous ne donnons pas les démonstrations trés simples de ces propriétés.
Passons a la preuve de (d).

Pour montrer que E ne jouit pas de la propriété d’interpolation, nous
allons construire un élément F de H'(T) et une série de Fourier analytique
a coefficients aléatoires :

2 @, (w) ¢, P

pEE

qui soit presque sGrement la partie analytique de la série de Fourier d’un
élément Q(w, z) de C(T). La convolution entre Q(w, z) et F(z) fournira
la E-fonction de 3 dont la série de Fourier n’est pas absolument convergente.

La construction de F(z) nécessite un découpage de E en « gros paquets »,
les Ey, et un découpage de chaque Ey en « petits paquets », les E” dont
seulement une partie F* aura de 'importance.

La partie Ey est formée de tous les points ¢, —¢, de E pour lesquels
NZn<2¥' et E" est, pour tout n fixé dans cet intervalle, I’ensemble
des différences &,—tn, 0=—m=—_n—1. On appelle F" la partie de E~

formée des points
tn— Loy oi oZm=N—1.

Construisons une suite f,(z) d’éléments de H'(T), de normes au plus 3,
dont les transformées de Fourier sont des « fonctions trapézes », égales
a 1 sur F” et nulles sur les autres F"' (n’5£ n). On peut faire en sorte que
les nombres f,(z) alent, pour tout z, le méme module si n appartient a
un méme intervalle [2% 2¥7'[. (L’égalité de ces modules simplifie la
démonstration et provient du tronquage des E” en les parties F” de méme
longueur.)

En toute généralité, si (f.(x)),e; est une suite finie, quelconque, d’élé-
ments de L'(T), on peut toujours trouver une suite réelle ¢, ayant les

propriétés suivantes :
Eeufu “ é (Z |f’l (‘l) |z>

nel nel

Cen) =1 et

1
Grice a cette remarque, on construit ’élément de H'(T) suivant :

n= 3wl

2N 2N

Iz

tel que : [[ry}i==3.2%.
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L’élément F(z) de H'(T) sera une somme, normalement convergente

dans H'(T),
- N
EZZ)N/‘N ot by> o, ZbN22—<—|—oo.
0

N>o

\

Il reste a construire Q(w, z).
On pose
P, (0, ) = axz, 2 0, () ere

pEFr

(ou les coeflicients ay seront précisés dans un instant), et

On (o, ) = 2 P, (0, 2),

2N Zp LoVt

La série EQN(w, x) est presque slrement la partie analytique de la

N>o
série de Fourier d’une fonction continue si 2Na§2"<—{—oo et si Nay
Nao
tend, en décroissant, vers zéro (N -4 ). C’est le théoréme 8 du cha-
pitre III. Les conditions imposées aux a, et b, n’empéchent pas que ’on
puisse avoir
ZabeN‘zN:—l—oo

N>o

assurant que E n’est pas un ensemble d’interpolation.

(On prendra, par exemple : na,=p22"" quand 2/'<<n=2"
b,= p* 27" si n= 2", b,= o pour les autres valeurs de n.)

Chemin faisant, on a montré que :

Tutortme 2. — Sauf pour un ensemble de poinis © de {—1, 1" de
mesure nulle, la suite (¢,(®)),er de &=1 placés au hasard sur E, n’est pas
la restriction & E d’un multiplicateur de F H'(T).

L’énoncé du théoréme 2 incite a réfléchir au probléme suivant : existe-t-il,
en dehors des ensembles de Sidon, des ensembles, E, d’entiers positifs
tels que toute suite bornée, de nombres complexes, définie sur E, soit
toujours la restriction & E d’un multiplicateur de & H' ? Nous n’avons pu
résoudre ce probléme. Un tel ensemble ne peut contenir, pour tout entier n,
la somme de deux ensembles d’entiers ayant chacun n élément : on le
voit, & peu pres, par la méme méthode que celle qui donne le théoréeme 2.

Nous retournons, apreés cette parenthése, a I’ensemble E du théoréme 1.

Il devient a ce moment intéressant de déterminer quelles suites de -1
placées sur E peuvent étre des restrictions & E de multiplicateurs
de ¥ H'(T). Nous n’avons pas résolu ce probléme. Cependant, on a
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Prorosition 1. — A toute suite complexe bornée a,, n>>o, on peut
assocter une mesure complexe bornée . telle que

,O'(tn—l/n) —=p si oZLm=n—1.

Ainsi, si a, est une suite de nombres -+ 1, on obtient des exemples de
suites de nombres 4 1, placés sur E, qui soient des restrictions 4 E de
mesures complexes bornees

La démonstration de la proposition 1 est la méme que celle prouvant
qu’une suite d’entiers, lacunaire suivant la condition de Hadamard, forme

un ensemble de Sidon : le I;roduit de Riesz ]:[(I + 2a. cost,z) fournit p.

L’isomorphisme annoncé en (e) se démontre alors comme au lemme 1

(§ 2 du chapitre I).

Propriétés de Uensemble de toutes les différences 2"—11.2™, ou
oL m=n—6.

Les propriétés de F se déduisent de la proposition suivante :

Prorosition 2. — St a, et by, n>>o0, sont deux suites complexes bornées,
on peut leur associer une mesure complexe bornée . telle que

p(2h—11.2") = a, b, (oLm<Zn—6).

Démonstration. — On se rameéne facilement au cas ou a, et b, sont des
, . 1 1 e . .
nombres réels compris entre — - et _- On utilise des produits de Riesz

et pour cela on divise ’ensemble N des entiers positifs en M parties, les N,
0=]<M —1, composées chacune des entiers congrus a j modulo M;
cette opération a pour but que I’égalité (7)

U
(7) Z 5n2""l_11<z 3,12">:2/’——- 1127,

n€EN; n €N
ou : '
GE€{—1,1} et ¢, €{—1,1}

ne soit vérifiée que si le membre de gauche est formellement égal a celui
de droite (j=1k,c,=1 si n=p, o ailleurs, ¢,=—1 si n=g¢, o ailleurs).

Le choix du coefficient 11 rend « indépendantes » les suites 2" et 11.2™
On utilise alors les produits de Riesz :

[[(1 —+ a, cos (27x)) ]_I (1+0b, COS(’I 1.272))
neN,- néNk

nbm

. a, \
fournissant 7 en 2" —11.2", ou n est dans N; et m dans N et o en

2”7 —11.2% quand p n’est pas dans N; ou quand ¢ n’est pas dans Ny
Ann. Ec. Norm., (4), 1. — Fasc. 4. 70
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On montre alors I'isomorphisme d’idéaux suivant : pour tout polynéme
trigonométrique P(z) a spectre contenu dans F et pour tout réel p dans
[1, +], on a, en écrivant

. P (J:‘) - E An,m glr—1.2me

V=Zm<=n—=6

la double inégalité :

(8) a E Un,m CPIL (m) Dm ((«‘)’)
0=m<=n—6 Lr Q<€) :
fé 2 U, m ei(z"—u.‘_ﬂ")m ’
0<Zm<=n—6 LI,(T)
= b 2 ‘llz, m (‘?u ('J)) c?m ((’),)
0=Zm=n—6 LP(QXQ’)
On a noté Q et Q' les espaces produits { —1, 1}* déja souvent rencontrés

et a et b désignent deux constantes absolues.
La démonstration de (8) est élémentaire et se fait comme celle du
lemme 1 (§ 2 du chapitre 1), compte tenu de la proposition 2 ci-dessus.
Enfin pour montrer la remarque il suffit de savoir limiter la croissance
des normes L” des F-polynomes par Ap ||P(x)
les polyndémes

.. Grace a (8) on traitera

1=

N !
Q (('J7 &)/) :Z An,m c?/l((‘)) q;m (l’) )
que Pon réécrit
Q(w, o) :2% (w) pr ().
D’aprés les propriétés de croissance des normes L? pour les fonctions

dont le spectre est contenu dans un ensemble de Sidon [7] on a, pour
tout ©’ fixé dans Q’,

wy

14
(9) L1Q G a rdo =2 <21pn (o) |> .

n>1
4

Grice A Dinégalité de Minkowsky appliquée, dans L* a EIp,l(w') I

A, (2 | pa () 1)

n>x1

on a

d

Wy

dw'é(E pn (@) u;)g-

n>1

On obtient finalement, en employant & nouveau les propriétés d’un
ensemble de Sidon dans ’évaluation des quantités || p,(®) | ),

[ Q(w, o) [[p==Ap || Q(w, o) [
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et, grace a (8), on en déduit, pour tout F-polynéme P (z), I'inégalité
(10) [P (2) lr@<Ap | P (2) [T (p>2). ,

On montre que, dans (10), le facteur Ap est le meilleur possible en se

servant de ce que, pour un ensemble de Sidon, le facteur Avlﬁ soit le
meilleur possible ([8], p. 129, (14)). Si p>2, on appelle P(z) un polyndme
trigonométrique, & spectre dans ’ensemble des nombres 2", tel que

AP @) =V p [P (@) |

[Le choix de P(z) dépend de la valeur de p.]
On forme lors le polyndome a spectre dans F

P(ir.o¥z) P (— ) = Qn ().
On a

N>+

lim f[P(II.QNw) [PIP(—2) [P de=]P(z) ;.
T

et ainsi, pour un N assez grand, on a
17[1 Qn () [[=p (| Q () [|:

et cect montre que dans (10) A p est le meilleur coeflicient possible. Le pre-
mier énoncé de la remarque au théoréme 1 résulte facilement de (10).
Passons a la conjecture de Rudin : une méthode pour construire des
ensembles A(p) est rappelée dans 'introduction et donnée par le théo-
reme 4.5 (b) ([7], p. 218). Rudin pose alors le probleme de savoir s’1l existe
des ensembles A(p) qui ne vérifient pas la condition suffisante de cet
énoncé. L’ensemble E de toutes les différences t,—1t,, o<m=n—1,
est un ensemble A(p) pour tout p. Cet ensemble donne une réponse néga-
tive a la conjecture de Rudin. ,

Appelons si n est fixé, E, la partie de E formée des différences t,— t,,
ot oZm=n—1.

On a alors la proposition

Prorosition 3. — On ne peut trouver un entier A et P parties G, 1 =k =P,
de E, dont la réunion soit E, telles que tout entier se décompose de A facons
au plus, en somme de deux éléments d’'un méme G;.

Démonstration. — La méthode est de raisonner par ’absurde : on montre
qu’'un recouvrement de E par P des Gy entrainerait le recouvrement d’un
nombre appréciable des E; par P —1 des Gs. Une récurrence descendante
sur P permet d’obtenir une contradiction.

En tenant compte des relations :

ty— t/1+ t/) — b=l — 1, (/l >p> /n)
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on montre que sila proposition 3 est inexacte, les P 4 1 énoncés ci-dessous
notés &, or-P, sont alors exacts.

&,.= « on petft trouver deux réels strictement positifs, A, et B, et,
pour tout n assez grand, un ensemble d’indices I, dans {1, 2, ..., n},
d’au moins nrA, indices, ainsi qu'un ensemble d’indices J,, dans
{1, 2, ..., P} derindices (avec J, o= @) tels que la réunion des parties E,,
t€1,,. de E soit, sauf pour un ensemble exceptionnel F, ,, d’au plus nB,
éléments, recouverte par la réunion des G, k€ J,,, ».

&, est inexact, car chaque E; contient donc au moins ¢ points et la
réunion des E; €1, ,, contient donc au moins 27' (nA,)? points et ne
peut coincider avec ’ensemble F, , qui a au plus nB, points. (Prendre n
assez grand.) D’autre part, &, est la négation de la proposition 3.

Montrons que, si la proposition est fausse, &, entraine &,,. En effet,
I'un des E;, i€l,,,, t>>2"" nA, contient moins de 2A,'B, points de F, ,
et Pun des Gy, disons G, K&€J,, ,, contient au moins r' des points de
ce E; hors de F,,; si bien que GgxNE; se compose d’au moins
r*(27'nA,—2A;'B.) points de la forme t;—t;, Appelons I, ,, len-
semble de ces j (tels que t;—t,€GxNE;) et J,,, ensemble J, , privé
de K.

On écrit /

L—t,—=tL—t;+t,—1t, (oLp=j=10);
pour tout p fixé, il y a au plus A termes t;—¢, dans Gy quand t;— ¢;
est dans Gy (on suppose inexacte la proposition). Si ’on 6te un ensemble
d’au plus A (4 1) points, en plus de F,,,, de la réunion des E;(j €1,,,_1),
cette réunion est contenue dans la réunion des G;, k= K, k€J,, . et la
récurrence descendante est assurée.

2. RESULTATS QUALITATIFS SUR LES ENSEMBLES A(p). — L’intérét
accordé a l’ensemble E des différences &, —t,, o=~m=n—1 provient
d’une difficulté : le contrdle de la croissance avec p de la norme L? d’une
E-fonction, de norme L* égale a4 1. Ci-dessous nous donnons des résultats
plus généraux et imprécis sur les ensembles A(p).

TutoriME 3. — (a) St les deux suttes ny, k>0 et my, k>>o0, d’entiers
posttifs vérifient : ny=>0, My>>0, Nys > UNE, Mypy > %My, & >1, Uensemble
composé de toutes les sommes ny+ my, k>>o0, [>>o0, est du type A(p) pour
tout p.

(b) St la suite ny, k>>o0, d’entiers positifs vérifie la condition

ny>>o, R 3y

et st N est un entier positif, U'ensemble E composé de toutes les sommes

e e L R N
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pour lesquelles on ait : e;=-41, 1=]ZN, ki>k,>...>ky est un
ensemble A(p) pour tout p.

(¢) St F est un ensemble d’entiers contenu dans celui décrit au (b) et si
tout multiplicateur, définy sur F, des coefficients de Fourier des éléments
de L'(T) a spectre dans F, est la restriction a4 F de la suite des coefficients de
Fourver Stieltjes d’une mesure complexe bornée, alors F est un ensemble

de Sidon.

Remarque. — On peut trouver une suite F d’entiers positifs, lacunaire
a la Hadamard, une suite E d’entiers positifs, formant un ensemble de
Sidon et telles que ’ensemble de toutes les sommes, n+m, n€E, meF,
contienne des progressions arithmétiques arbitrairement longues. On ne
peut donc remplacer la suite my, k> o, par un ensemble de Sidon.

Démonstration du théoréme 3. — Les parties (a) et (b) du théoréme 3
se montrent comme la partie (a) du théoréme 1.

Avant de montrer la remarque, faisons quelques observations générales :
si des parties finies E; sont uniformément A(p), p>>2, c’est-a-dire si
pour une constante A et toute E,fonction f on a [[f,<A|fl:, on
peut construire un ensemble A(p) en prenant la réunion de translatées
convenables des E;. Siles ensembles finis E; sont uniformément de Sidon,
les lemmes 1 et 2 ci-dessous montrent ’existence de deux suites n; et my
d’entiers (ne dépendant que de la suite des diameétres des E;) telles que
la réunion des ni+ miE; soit de Sidon. L’ensemble de Sidon, d’Hewitt
et Zuckermann est de ce type. Cette méthode de construction nous per-
mettra de donner ’exemple d’un ensemble de Sidon d’entiers positifs E,
et d'un ensemble d’entiers positifs, lacunaire & la Hadamard, F, tels
tels que E 4 F contienne des progressions arithmétiques arbitrairement
longues.

D’abord quelques lemmes (le lemme 1 sera utilisé au paragraphe 3).

Lemue 1. — Il existe une constante A positive telle que, si les entiers |
et N oérifient : N> Al, st P(x), Q(z) et R(x) sont trois polyndémes trigono-
métriques sur T d’ordre au plus I, on ait

(1 - %l> [P (2) +e¥Q(x) + e R(x) |Le(y
Z|P(2) + ¥ Q (z) + e N*R(x) “L"(T)

é <I -+ %l> ” P (.Z‘) —|— el Q (.Z') -+ e~ R (.T) ”L"(T’)’

(L’effet d’une translation sur le spectre de Q est de multiplier Q par un
caractére indépendant de z.)
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Lemme 2. — Il existe une constante A positive telle que, si les entiers 1
et M vérifient M>> Al, st P(z) et R(z) sont deux polynémes trigonométriques,
st Uordre de P (z) est au plus 1, on ait

{ ~
<I B %4‘) [P (2) +R() - @= [P (2) + R(M2) [|i- ()
Al
4<1 4+ —M> [P (z) +R(y) [l ()

Démonstration du lemme 2. — On appelle D la partie de T X T, définie
comme l’ensemble des couples (x,y) vérifiant |y —z|==/M.

. R .
(Sl T= 5 |y—a :;2£}y—x—f—2kﬂ|>.
On a
[P (@) +R() Jloz= sup [P() +R (M) [=[P() +R(M2) [l
et
[P(z) +R(Mz) [, p=||P(z) +RM2) [l.,p

La différence ||P(z) + R(M2)|.,—|P(y)+ R(Mz)|l..,, est bornée

par |[[P(z) —P(y)|., et donc par % | P'(2)].. (théoréme des accrois-

sements finis). On majore ||P'(z)|, grice au théoréme de Bernstein.
Voir, par exemple, le lemme 6, ([2], p. 146). Le lemme 1 se démontre par
un argument semblable.

Conséquences :

Lemme 3. — Il existe une constante A telle que, si les entiers I, M, N
vérifient N> AIM, M Al, on att

~ AIM Al i
[ P(z) +e¥Q(Ma) HQﬁ(I — —\—> <I — M) (P +1QI)-
LemME 4. — On peut trouver trots suites d’entiers (nx)i~, (Mi)iwo €t (Pi)r>os
telles que U'ensemble E des entiers positifs de la forme
(1) oMh— 2"l —myp (0L p < pr)
soit de Sidon.

Démonstration. — On appelle Eg I’ensemble de tous les points (1) pour
lesquelles 0o =~k K. Si P(z) est un polynéme trigonométrique a spectre
dans E, le spectre de P(z) est contenu dans 'un des Ey.

On écrit alors, en remplagant K par £,

P(z) =Py () + e”"k"”Qk(mkx),
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o Qs a son spectre dans {—1, —3, ..., —2”*—p,;} et 'on a donc

[P (2) lo= (1 — ) (1 — %) ([| Prea [l [| Qk]l) 5
de méme,
[ Peoa o> (1 —epa) (1—3y) (| Pros |+ [ Qra [l) - -

Les Qj, 1==j <k, ont chacun pour spectre une partie de ’ensemble de
Hadamard { — 2" — n},., et ainsi :

100X [Q;(m) | (9>0).

— o

Il faut choisir les ¢, les ¢ et donc les my, et les n; de fagcon que les

produits infinis H(I —¢) et H(I — ¢;) convergent.

k>0 kx>0
On peut prendre

pe=hk—1, > k3 oni—t )y = k2 oMk,

La remarque du théoréme 3 s’obtient en prenant, par exemple, ’ensemble E
construit au lemme 4 et pour F I'ensemble (27),.,. Alors E 4 F contient
tous les points 2, —myp, o =p =k —1.

3. RESULTATS SUPPLEMENTAIRES SUR LE PROBLEME FONDAMENTAL. —
Pour'abréger, nous dirons qu’un ensemble d’entiers est trivial si, lorsque I
est I'idéal fermé de L*(T) composé de toutes les E-fonctions, tout convo-
luteur de I est défini par convolution avec une mesure complexe bornée.
Un ensemble de Sidon est trivial, mais il n’est pas évident que la réunion
de deux ensembles de Sidon en soit un ou que la réunion de deux ensembles
triviaux en soit un. La difficulté est peut-étre du méme ordre.

Les ensembles triviaux contenus dans des ensembles A(2) sont évidem-
ment les ensembles de Sidon. Ici nous posons un probléme un peu différent :

Notations. — Une suite t,, n>>o0, d’entiers positifs vérifie les deux
conditions
(1) o3k, ko
I
(2) < 4.
Ly
F0 -

Nous désirons savoir quels ensembles triviaux, notés E sont contenus
dans I’ensemble U de toutes les sommes finies :
3) e

PN

ko
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ou

(4) e €{o0,1}

et seulement un nombre fini de ¢ sont non nuls.

Dans I’ensemble U distinguons une partie U, formée de tous les entiers
s’écrivant sous la forme (3), ou

(3) Yan.
k>0
On a alors :
TatoriME 4. — Une condition nécessaire pour qu’'une partie E de U

sout triviale est que toutes les intersections E N'U, sotent des ensembles de Sidon.

Avant de démontrer ce théoréme, donnons une application : supposons
que la suite d’entiers n;, k> o soit définie par ‘

(6) ) nar=— k2, Nopr = k2, k>o

et que E soit 'ensemble de toutes les sommes (3) ou la suite des ¢, est,
en outre, assujettie a la condition

2 ExNp—o0.

k>o0.

Cet ensemble E n’est pas trivial : ENU: n’est pas un ensemble de Sidon,
car I'identité
ha?+ 40>+ 4=(a+b+c)*+(a+b—c)*+(a—b+c)*+(a—b—c)?

montre que les points

(7) taa—+ tap =+ toc+ Linarobrzcety+ Loarab 2cw1) =+ Ea—sbroctt) + Lpa—sb—2c41)

appartiennent tous & ENnU,.
Mais si 'on impose aux entiers a, b et ¢ les conditions

2a+2b+2c+1<s,

on trouve un nombre de points (7) de 'ordre de s* et ENU; n’est pas
un ensemble de Sidon ([2], p. 146, th. VIII).

Cependant le théoréme 4 ne permet pas de trouver toutes les parties
triviales E de U, probléme que nous n’avons pas su résoudre.

Pour démontrer le théoreme 4 il suffit de remarquer que U, est un
ensemble A(2) et que ENU, doit étre trivial dés que E est trivial, car la
fonction caractéristique de U,, définie sur U, est la restriction & U d’une
suite de coeflicients de Fourier-Stieltjes d’une mesure bornée.

Pour prouver cette derniére affirmation, nous utiliserons un résultat
plus fort, le théoréme 5.
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Notations. — Le tore & une infinité de dimensions est noté T", le groupe
dual est noté Z*. A toute suite (g);., vérifiant les conditions 4 on associe
le point, noté e de Z” dont les coordonnées sont exactement les ¢;.. Au carac-

\ ixy €rt . \ @ I3 . i \
tére "2 nous associons le caractére sur T* s’écrivant e'®, oul
E—=(2t)in0 & = (&) knvo et eE=cxi+.. .+ gL

Enfin ’ensemble des € est noté U,.

Trtorime 5. — L’application qui, & la fonction caractéristique du
point Zektk de U associe la fonction caractéristique du point (24);s, de Z°

k>0

se prolonge en un tsomorphisme de B(U) sur B(U,).

Rappelons que, pour toute partie U de Z, B(U) désigne ’algébre des
restrictions & U des suites de coefficients de Fourier-Stieltjes des mesures
complexes bornées.

Démonstration. — On appelle V, la partie (finie) de U composée des
éléments s de U s’écrivant
e 2 9378
0<ZLk<Ln

Si f est un U-polynéme, pour un certain n, f sera un V,-polynéme et
s’écrira

f(@) = fui(z) e+ g 1 (x),
ou f,, et g, , sont des V, ,-polynémes. Le lemme 1 (p. 61, chap. IV)
s’applique pour donner

<I - g) | f (2, 21) [[re ey <= I f () ”L”(T)é<l + ?ﬂ) | f(z, 21) ||e- 9y

ou 'on a posé .
f(x$ X4 :' :f'l—i (t) =+ em‘gn-A (.:1?) .

Mais, pour tout =, fixé, f(z, z,) est un V,_; polyndéme. On reprend le
méme raisonnement pour finalement montrer qu’en posant

fl@ay oy )= 2 a. el )

s€ela
lorsque
fla)= Z Qg @i it H i)
celUa
les normes dans L*(T") et L*(T) de f(z, ..., x,) et de f(z) sont équi-
valentes. Par dualité, on obtient le théoréme 5.
Remarque. — L’isomorphisme démontré ci-dessus pour les normes L~

s’étend a toutes les normes L., 1=p <+ .
Ann. Ec. Norm., (4), 1. — Fasc. 4. 71
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B. — Synthése des multiplicateurs.

Un probléme général se trouve posé par le chapitre I si E est un fermé

de R et T un convoluteur de I [idéal fermé de L'(R) composé de tous
les éléments de L'(R) dont la transformée de Fourier est nulle sur E].

Le convoluteur T laisse-t-il invariant tous les idéaux fermés J contenus

dans I ? Comme nous allons le voir, ceci signifierait que 'on peut faire
la syntheése, en un sens faible qui va étre défini, de T par des éléments
de L'(R).

Nous nous bornerons ci-dessous & donner des exemples ol cette syn-
thése est possible et ou des synthéses plus fortes ont lieu.

1. SYNTHESE FAIBLE DES CONVOLUTEURS. — Deux topologies naturelles
peuvent étre introduites sur I’espace des endomorphismes continus d’un
espace vectoriel normé : 'une ou la norme est celle de ’endomorphisme;
Pautre, dite de la convergence simple. Elias Stein a montré que e
est un multiplicateur des éléments de A(R) nuls sur | — o, o] et 'on en
déduit facilement que si E est un fermé de R d’intérieur non vide, on
peut obtenir un multiplicateur o, des éléments de A(R), nuls sur E, ne
se prolongeant pas, par continuité, sur ’adhérence du complémentaire de E.

Ainsi on ne peut espérer que les multiplicateurs soient, pour la topo-
logie définie par la norme des multiplicateurs, des limites d’éléments
de B(R).

Passons a4 Pexamen de la topologie de la convergence simple : elle est

définie par un systéme fondamental de voisinages de o, les V(fi, ..., fu; ),

ot fi, ..., [ sont des éléments de I, ¢ un réel strictement positif et ou
V(fi, ..., fn; &) est Pensemble des convoluteurs T de I, vérifiant la
condition

[T (fe) h<<e (1=k Zn).

Dire qu'un convoluteur T de I est simplement adhérent & un ensemble A
de convoluteurs de I, signifie donc qu’a toute suite finie f,, ..., f, d’élé-
ments de [; on peut associer une suite (T,),., d’éléments de A. telle que
Pon ait

T, (fe) =T (fr) (v—>—+oo).

Nous étudierons une propriété plus faible définie par la proposition :

Prorosition 1. — Un convoluteur T de I; laisse invariant tous les idéaux

fermés J de L' (R) contenus dans Iy si et seulement st T vérifie Uune ou Uautre
des deux conditions équivalentes suivantes :



ENDOMORPHISMES DES IDEAUX FERMES DE L1(G). 565

(a) Pour tout élément f de 1y, T(f) est limite, en norme, d’une suite fxfn
[fn €Lt (R)].

(b) Pour tout élément f de I et tout élément g de L~ (R), f% g = o eniraine :
T (f Sk g=o.

DEFINITION 1. — Un fermé E de R vérifie la condition S, si toul convo-
luteur T de I, vérifie une des conditions équivalentes de la proposition 1.

La définition suivante est sans doute plus précise :

DeriniTioN 2. — Un fermé E de R vérifie la condition S, st tout conyo-
luteur T de I est limite simple d’une suite d’éléments de L*'(R).

Nous n’avons pas d’exemple d’ensembles ne vérifiant pas S, ou ne
vérifiant pas S,. Nous donnons ci-dessous une condition générale assu-
rant S, et la construction d’un ensemble dont la frontiére est non dénom-
brable qui a la propriété S.. ‘

Prorosition 2. — St la frontiére de E ne contient pas d’ensemble parfait,
E vérifie la condition S,.

La proposition 2 peut étre améliorée en donnant une nouvelle définition.

DerinitioN 3. — Un fermé E de R satisfait d la condition S, si 4 tout

élément f de 1y on peut associer une suite f, d’éléments de Iy telle que
If =% Suliso  (n>to).

On vérifie immédiatement que S, entraine S,.

Si, en outre, E est un ensemble de synthése harmonique, on dit que E
est un ensemble de Ditkin.

Prorosition 3. — Si la frontiére de E ne contient pas d’ensemble parfait,
E est un ensemble de Ditkin. ‘
Rappelons la démonstration classique de la proposition. Soit f un élément
quelconque de I; et J I'idéal fermé engendré par les éléments fx g, ol g
décrit I Si J ne contient pas f, on peut trouver un élément o de L*(R)
tel que l'on ait
(1) ‘ b= *,970;
() . SKoKkg=o
pour tout g dans I
Mais alors le spectre K de ¢ est un ensemble parfait contenu dans la
frontiére de E.
En effet, on a déja ¢ % g=o0 pour tout élément g de L'(R) dont la
transformée de Fourier g est nulle sur E. Si, au contraire, g est nulle hors
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de E, on a ¢ xg=0, car fxg=o0. On en déduit que le spectre K de ¢
est contenu dans la frontiére de E.

Si o, par exemple, était un point isolé de K, on commencerait par cons-
truire un élément k(x) de L*(R) dont la transformée de Fourier soit égale
a 1 sur un voisinage de o et tel que le spectre de kx ¢ soit réduit au seul
point o. Appelons alors (h,),., une suite d’éléments de L'(R) vérifiant
les deux conditions :

hin (0) =0,

[k f—=Flli—>o0 si feL'(R), J(o)=o.
On écrit, & ce moment,
0="lud kd$="{(f % h) %k (k% ¢).
En passant a la limite, on obtient
' Jx(kko)=kk¢=o

et le spectre de ¢ ne contenait pas o.

2. SYNTHESE FORTE DES MULTIPLICATEURS. — Nous donnons mainte-
nant une condition assurant qu'un fermé E de R vérifie S, et, comme
application, nous construirons un ensemble vérifiant S, dont la frontiére
n’est pas dénombrable. Il suffit pour cela que E vérifie une condition de
nature arithmétique donnée dans la définition 4 :

DiériNiTION 4. — On dira qu’un fermé E de R vérifie la condition P.,
ol ¢ est un réel strictement positif st :
(a) E est un ensemble de synthése harmonique; !

(b) on peut trouver une suite d’entiers, les ny, k>>o, tendant vers Uinfint
tels que les seuls points du sous-groupe (ni)™'Z qui appartiennent & E soient
toujours centres d’un intervalle de longueur (14 ¢) (n;)™" contenu dans E.

Prorosition 4. — La propriété P entraine la propriété S..

L’énoncé de P. et la démonstration ci-dessous rappelleront une
condition suffisante, donnée par Herz, pour la synthése harmonique

([2], p. 124, th. VII).

Un lemme d’approximation dans A (R) est nécessaire :

LemMe. — St h(2) est une fonction deux fots contintiment dérivable,
. C—1— ¢ I4-¢ ., . .y
dont le support est [ i ]7 e>o0, et qui périfie Uidentité

-+ @
le(m—i—n):l,
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alors pour tout élément f de A(R), on a

iZ:f<§> h(Ne —p) — f (@)

>0 (N—>+o0).
AR)

La démonstration du lemme est une transcription immédiate de celle
du théoréeme ([2], VII, p. 124). ’

Nous pouvons maintenant démontrer la proposition 4.

Si ¢ est un multiplicateur & support compact des fonctions de A(R)
nulles sur E, on définit des éléments de A(R), les @.(z), par

@)=Y ¢ (L) nime—p).

L
nkeE

Les ¢x(z) sont des multiplicateurs de normes uniformément bornées
grice au théoréme 3 du chapitre I. Il suffit donc de montrer que si f décrit
une partie totale pour les éléments de A(R) nuls sur E, on a

(3) . | for—fo llag—© (k—>—o00).

Puisque E est un ensemble de synthése, on pourra se restreindre au cas
ou le support de f est contenu dans un intervalle fermé [a, b] disjoint
de E. Mais, a ce moment, dans I’algébre des restrictions a [a, b] des élé-
ments de A(R), ¢, tend en norme vers ¢ et, f étant nulle hors de [a, b],
on a bien (3).

Construction d’un ensemble vérifiant P. qui soit la fermeture de son inté-
rieur et dont la frontiére sott un ensemble parfait. — L’ensemble construit
ci-dessous est un compact contenu dans [—1, 1]. On va indiquer comment
obtenir les composantes connexes, désignées par la letire o affectée
d’indices, du complémentaire Q de E. Pour que les multiplicateurs dont
on veut faire la synthése ne soient pas tous triviaux, on exigera que E
soit la fermeture de son intérieur : cette condition sera réalisée en impo-
sant aux intervalles Q d’étre assez loin les uns des autres et, a cette fin,
on les placera dans des intervalles de sécurité, les 1 (affectés d’indices).

A D’étape (o), I, est [—1, 1], w, est |[—1/g, 1/g[, I} est [—o, 4; — o, 2]
et I} est [0, 2; 0, 4]. Les intervalles w;, k>>1, seront tous situés dans I}
et I, afin que E contienne les intervalles [—1, —4/10] et [4]10, 1].
On découpe I, et I, dans les mémes proportions que I, et 'on continue
- de proche en proche.

A T’étape (k) on est en présence de 2 segments 1Y, 0—j =2/ —1 et
- . . . D;—1 1 -
de 2! segments ®{’ . Les intervalles I}”’ sont de la forme —’IF—aP’—IOk—J;
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il ne reste plus qu’a les découper dans les mémes proportions que I, pour
obtenir les segments

o p 1 P I . :
o — | L Pt Yy e Y
« }10“ g.10% 10“+9.w" (o=/= )
et les intervalles de sécurité ou seront placés les w/, . :
[2h — rio 4 pi 2
kv — | Tok ok 1of Lo+
: , (0 =j=Z2k—1).
127+ — L > P 4+ 2
k+1 — 1of - IOk'H, 1oF of+!

On peut faire une remarque immeédiatement : a la premiére étape on a
7

4
vu que E contient [—1, — i] et [%}a 1]. Le choix de w, a été fait

10
, - R . 2 ..
®, déborde légerement de | — —» —|) pour que le point — — ainsi
10 10 10
' . 2 . ye 12
que le point — solent centres d’'intervalles de longueur -~ ne rencontrant

ni ®, ni les intervalles /. En examinant les points IP—O on voit qu’ils

peuvent, soit appartenir a ®,, & @] ou & ®,, soit étre le centre d’un inter-

12 A
valle de longueur -~ contenu dans E. De la méme fagon, on montre que

les points {%; qui appartiennent a E sont -des centres d’intervalles de
longueur I(:Ai, contenus dans E.

Ainsi E vérifie la condition P..

Soit & montrer que E est un ensemble de synthése harmonique : on
remarque alors que les extrémités des intervalles ®,”, o=—n-Fk sont
p

10%

de la forme 1ot On va prouver que E vérifie la condition de Herz,

c’est-a-dire que les points —£— appartiennent 4 E ou en sont distants
9.10"

de 5'11_07‘ au moins. 1l suffit de montrer qu’un point 5—1%57 n’appartient

jamais & un ®,”’) [ > k. On aurait sinon

m 1 P m I

Tol T grel S g.rof ~ 1ot T giro’

d’ou on déduirait : .

gm —1<<1o~*p<gm 1

[k

. ’ . . 9 . i s 0
et gm =10""p soit p = gq; un point de la forme ToF serait centre d’un ,”,

ce qui, par construction, est inexact si [ dépasse k.
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Un autre exemple. — Pour faire la synthése des multiplicateurs, on a
utilisé, dans I'exemple ci-dessus, les sous-groupes 107™'Z et pour montrer
que U'ensemble en question satisfait a la condition de Herz, on a utilisé
les sous-groupes g ‘10 "Z.

Nous présentons maintenant un compact E fermeture de son intérieur
d’une construction plus simple : la condition de Herz est écrite avec les
sous-groupes 3 "Z, et au lieu d’étre correctement situé par rapport a
deux suites croissantes de sous-groupes finis, on impose seulement d’étre
bien placé par rapport a une seule.

DerFiNitioN 5. — Définition de E. Soit £ Pensemble triadique de Cantor,
construit sur [o, 1], Q son complémentaire et (®,),-, la suite des composantes

connexes de Q. L’intervalle w,,v™>o0, a méme cenire que ®, et est trois fois
plus petit, Q est la réunion des w, et E le complémentaire de €.

Expressions des origines de o, :
4.3_"—2 -+ 2 (5] 3t -+ 323‘2 +. ..+ 3113”‘"') *

ou ¢ €lo, 1{; 1—_k=n.

(51 n=o0, on a pour origine 4.9".)

Expressions des extrémités des o, :

5.3 2 0 (e,3 324, .42, 3.

Notations. — Nous appelons I',, n>>»0, le sous-groupe 37" *Z de R.
L’ensemble (fini) des points de I', appartenant a [o, 1] mais qui ne sont
pas a l'intéricur de E est appelé Q,. Les points de I', qui sont dans l'inté-
rieur de E sont, par construction, centres d’un intervalle de longueur 2.37*
contenu dans E. L’intersection de I', et de 'intérieur de E est appelée E,.

Enfin nous désignerons par I'¥ le sous-groupe translaté 3" *(22Z + 1)
et par I'? le sous-groupe 3" *(2Z). On posera

QE=Q,nT%; QE=Q,nT.
LemMeE. — St k>=n, on a les inclustons
Q- 134cQ,
Q4 5134C Q.

On en déduit, par la méthode des « petites translations » du paragraphe 3
(chap. I), la proposition ‘

Prorosition 5. — Soit ¢ un multiplicateur, de norme 1, des éléments
de A(R) nuls sur E. On peut former une suite ¢, de multiplicateurs des
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éléments de A (L)) nuls sur B, ayant les propriétés suivantes :
[ 9nll <2,
9 (x)=9,(x) sur &nT,.

On obtient par la proposition 5, la synthése de tout multiplicateur ¢
par des expressions

%(-T) — ZC?” (t) An (t - ,p)

e,

ou A,(x) =sup(o, 1 — 3"

TatoriME 6. — St E est Uensemble présenté dans la définition 5 a tout
multiplicateur ¢ des éléments de A(R) nuls sur E, on peut associer une
suite b, d’éléments de A(R) jouissant des propriétés suigantes :

(i) ule)=9(2) si v€(372)N[E;

(11) Yu(x) est linéaire sur [p3~", (1+ p)37"], p€EZ;
() [|[fYr—folagy—>0(n—>—4+o) st [ est dans A(R) et nulle sur E.

3. ENSEMBLES SATISFAISANT LA CONDITION FORTE DE DITKIN.

Deérinition 6. — Un ensemble fermé E de R vérifie la condition S,
(condition forte de Ditkin) su

(a) E est un ensemble de synthése harmonique;

(b) On peut trouver une sutte (fr),., d’éléments de A(R) nuls sur E telle
que lon ait ‘

) 1l Flaa—>o  (n—>-+o)

pour tout élément  de A(R) nul sur E.

La différence entre S, et S, provient de ce que, dans S, la suite f, ne
doit pas dépendre de f.

La condition (1) entraine que

() fo(x)=o0 si zek;
(3) | o1 [[sw)—>o (n—>—+o0)

si le compact K est disjoint de E;

(4) les normes des multiplicateurs f, de I'idéal des éléments de A(R)
nuls sur E forment une suite bornée.

Dans les exemples donnés ci-dessous, E sera un ensemble de synthese
car la frontiére de E sera dénombrable et les conditions (2), (3), (4) entrainent
alors que E vérifie la condition S,.
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TatoriME 7. — St la suite t,, n >0, de nombres réels vérifie la condition
(5) 0 < lopp1 << at, (o <<a<i),

la réunion E de o et des intervalles [tan,1, t2n] est un ensemble vérifiant la
condition forte de Dithin.

Démonstration. — Nous voulons construire les f, de la fagon la plus
simple possible. Appelons g, un élément de B(R) égal a o sur
[ —tonso, tonis] €t & 1 sur [fan,y, [ et sur |—o, —ty,4]. La condi-
tion (5) nous permet de choisir les g, tels que leurs normes dans B(R)
forment une suite bornée. Appelons h,(z) la fonction

1— Z A (z — 1),

0L k<2041

ou A.(z)=sup (0, I— ‘“g‘) et ou le réel = strictement positif sera
précisé ultérieurement. Si I’on pose ’
Jn (@) = gn (@) ha (),

les propriétés (2) et (3) se vérifient aussitdt.
Il reste & montrer que les f,(z) forment une suite bornée de multipli-
cateurs des éléments de A(R) nuls sur E.

L’attention se porte sur h,(z) et nous employons le lemme :

Lemme. — St n est un entier positif et le nombre réel strictement positif ¢

est assez petit, la norme du multiplicateur }: A.(x —t;) des éléments
, 0ZLkZ2n+1

de A (R) nuls sur tous les tntervalles [ts..1, 2n] ne dépasse pas A, (constante

ne dépendant que de «).

Démonsiration du lemme. — Grace au théoréme de Dirichlet, nous
pouvons trouver, pour tout entier ®» donné, une suite d’entiers py,
0=k < 2n-1, et un entier ¢ dépassant 2(« —1)7't,,,, tels que 'on ait

(6) lr]tk——pk[é;l;), oLhkZL2n+1.

(L’entier © vaut n, mais cela apparaitra mieux plus tard.)

Posons
. Dk 1 . Lo
U="% 4~ sik est impair,
9 29
, Dk 1 . .
th= Lk L ik est pair.
7 29

Ann. Ec. Norm., (4), 1. — Fasc. 4. 72
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Les intervalles [t,,,t,] sont alors compris dans les intervalles
[tarra, tar] et puisque ¢ a été pris assez grand, on a encore

oy << at) pour oLk Zoan—+1.

A ce moment le corollaire 1 du théoréme 1 (chap. III) nous apprend
que pour tout élément f de A(R) nul sur les [¢,;.,, ,;], on a

2i()

k>0

A

S

et le multiplicateur ¢, défini, sur la partie du sous groupe Z/q située hors
des intervalles [¢,,.,, t,,] (0<l=n), par 1 en %k, o ailleurs a une norme
au plus égale a A..

En appliquant le théoréeme 3 du chapitre I, nous obtenons, si le réel ¢
vérifie la condition

0<€é-3l—q’

o), = Z A, <;v—~ 1—;;)

0ZLk<2n+1

un multiplicateur

de norme au plus A, opérant sur les éléments de A(R) nuls sur les
[£,141 Lar], donc aussi, de norme au plus A, sur les éléments de A(R)
nuls sur [tyuer, lax].

Posons
— 2 A (2 — ).
0ZLkZL2n+1
On a
1o — ol = A ,,__Iﬁ)_#;\ﬂ N _on4t
g—nle X |a(e-2)-te—n| 2%

VZkZL2n+1

Si on a choisi ¢ = ;T;’ il suffit de prendre ® de 'ordre de grandeur
de n et le lemme est prouvé. ‘

Le lemme étant prouvé, il en est de méme du théoreme 7.

Tutorime 8. — Si la suite t,, n>>0, de nombres réels vérifie la condition

0 <ty < aly, o< a<t,

la réunion d’un intervalle [— <, 0], e > o, et des i, est un ensemble vérifiant
la condition forte de Ditkin.
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Démonstration. — Elle est tout a fait semblable a celle du théoréme 7
et utilise les multiplicateurs des éléments de A(R) nuls sur [—¢, o] qui
approchent la fonction caractéristique des .

On peut étendre le théoréme 7 a la situation suivante :

Tutorime 9. — Soit N un entier positif, t, k>o, et l;, k>o0, deux
suites de nombres réels vérifiant les conditions

0 << 3t < g, 0 Z ol ly

et soit Ey Uensemble fermé, composé des points de [o, t,] n’appartenant &
aucun intervalle de la forme

Jlk,"l“ tr, . "+tkp“[kp7 i, + g, .—|—lkp[,

Oll k1<lf2<...<]fp, Ié_p_d_éN.

Alors Ey est un ensemble satisfaisant la condition forte de Ditkin.

La démonstration est semblable a celles exposées ci-dessus. On utilisera
encore les résultats correspondants du chapitre III.

Pour toutes ces questions on peut se reporter a [5], [6] et [10].

Ingemar Wik a démontré qu’un ensemble de Ditkin fort du cercle,
sans intérieur, est fini. Paul Haskell Rosenthal a généralisé ce résultat a
d’autres groupes abéliens localement compact et a donné des conditions

nécessaires et suflisantes assurant qu’un polygone de R" est un ensemble
de Ditkin fort.

APPENDICE.

l. — DENSITE DANS LE DUAL DE H'.

Il s’agit de montrer que les éléments du dual de H' fournis par le théo-
réeme 3 du chapitre 1Il ne forment pas une partie dense dans ce dual.

Nous notons H; le sous-espace vectoriel de L™ formé des éléments dont
tous les coeflicients de Fourier d’indices positifs ou nuls sont nuls.

Tutorime 1. — Pour aucune suite d’entiers (n;)..,= o, lacunaire a la
Hadamard, les éléments de L*/H? dont la série de Fourier s'écrit
) ) 0
nk
Q Rl N
(1) ZAk(x),Ak(x): 2 a, eire
k>0 ng—1+1

et vérifiant

(2) sup Ak () [l <o

ne forment une partie dense dans L°[H.
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Notation. — Le sous-espace vectoriel de L°/H? des éléments (1) véri-
fiant (2) sera noté &.

\

Démonstration. — Appelons g(z) la fonction a valeurs réelles, d’une
variable réelle, impaire, égale a (r—|z|)* si x> 0. Les coefficients de

Fourier de la fonction 27 périodique égale & g<%> sur [—m, 4 7]

pe—sinpe
pe
a> o, telle que, pour tout entier N, N> 1, et tout ¢, e> o,

valent 21 On montre aisément l’existence d’une constante a,

3) 82])8 SmPE>IogN

On choisit une suite (&), de réels strictement positifs tels que

ZE"': + 1 (le cercle a pour longueur 27).
k>0

Nous appelons, pour tout k, Si(z) la somme partielle symétrique
de g(i) étendue & un ordre M, assez grand pour que, sur I'intervalle
défini par |z|>¢, on ait |Si(x)| =z [les sommes partielles de la
série de Fourier de g<§> convergent uniformément vers cette fonction

sur tout compact ne rencontrant pas I'origine]. On supposera, en outre,
M;>¢.*. Enfin les points t; du cercle sont les centres d’intervalles de
longueur 2, non empiétants.

Alors on a

D Si(@—t) | <o

k>0

On considére maintenant une sous-suite n; de points de o assez lacunaire
pour que
ni — > My -+ Mg

On forme

Eei"k"’ Sk (¢ — ) ~ 9.
k>0
Lemme. — L'élément © de H” définit un élément ® dans L°[H; tel que, si
EAk(w) ~ est dans L°[H? et s
k>0

I .
I4— @l =75 alors sup[|Agf.=-+>

Le lemme entraine évidemment le théoréme. Pour montrer le lemme,
appelons N, la partie entiére de ;" et G, un élément de L'(T) dont les
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coefficients de Fourier soient o sur | —o, — 1] et sur [ Ny, +[ 1 en o,
linéaires sur [o, N;]. Alors [|Gy|,="4n'logNi+ A ([11], p. 67, chap. II
12.1). Posons H;= ™" Gy.

Si |4 —@

1o/ g, par convolution avec H,, analytique, on obtient
([ % Hi— ® % Hy l.<< glogNk—i—O(l).

Mais, puisque l'on a n,>>M;>>¢*, on a aussi n,>x N, et le spectre
de UxH; est contenu dans lintervalle [ni, 2n;] rencontrant C points

de 6. On en déduit
4k B L= G sup | Au .

(Hx a méme effet, par convolution sur A, I>Fk, que si les coeflicients
de Fourier, d’indices inférieurs a n;, de H;, au lieu d’étre nuls, étaient
choisis de facon que la norme L* de H; soit 1).
D’ou
Csup [ Acf | ® & Hy [l — HlogNy+0(1).
=o 9
Or
“(D*Hk”,o:: “ Sk*Gk ”wé2_l lOgNk—i- O(I)
[grice a (3) appliqué avec ¢ =¢;, N=271¢;"']. Soit

sup [| Ax[l. = +o0.

Remarque. — La conclusion du théoréme peut étre améliorée :
— 81 (Ga)ps, est une famille dénombrable de suites lacunaires a la
Hadamard, la réunion des &, n’est pas dense dans L*/H;.

(Il suffit, dans la démonstration du théoréme 1, de choisir une suite n;
rencontrant une infinité de fois les points de subdivision de chaque o).

Cororraire 1. — Soit ¢ une suite d’entiers (ng);., lacunaire & la
Hadamard. Soit & la partie de L=[H;. formée des éléments dont la série de
Fourier sécrit ZAgk(:c) et @ la partie de L*/H: formée des éléments dont

k>0

la série de Fourier sécrit }:-‘A‘_,,,+1 (). La somme @+ B n’est pas dense

k>0

dans L”/H;.

CoroLLAIRE 2. — Le sous-espace pectoriel Q de L*/H: formé des sommes
ZA'/.-(QJ), ol Z[Ak(x) € £7(T) (voir le théoréme 3 du chapitre III
k>0 k>o

pour les notations) n’est pas dense dans L*/H].
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Démonstration du corollaire. — Tout élément de Q est somme d’un élé-
ment de A et d'un élément de @.

Remarque. — L’énoncé du corollaire 2 ressemble & la proposition :

« H*4 H? n’est pas dense dans L” »; la démonstration employée peut
étre adaptée et simplifiée pour démontrer ce dernier point; d’ailleurs,
précisément 1’élément g(x) de L” n’appartient pas a la fermeture

de H”+ Hj.
En employant [9] on montre facilement que Q= & 4- ®.

II. — LimiTEs pu THEOREME 4 pu cHaPITRE 11l

Nous étudions les suites (4,),., telles que on ait

(1) I o0, Ezn

n>0

J)|<+=

pour tout élément f de H'(T).

TatoriME. — On ne peut trouver une suite de nombres complexes, les p, 1,
n>>1, k> o, jouissant de la propriété suivante :

()  Quand la suite (hy),~, vérifie (1), les séries de Fourier
Z }vz 6""‘”—&—2}‘” T, k e—inx

- ) 2k p <okt 1=n

représentent des éléments A (x) de L”(T) tels que

(2) <Ei A} () l)

appartienne a £27(T).

Pour démontrer le théoréme, nous raisonnons par l’absurde. Une
suite (3, 4),~1 s~, mettant en défaut le théoréme devra étre assez régu-
liére a l'infini et, en se servant des deux propriétés,

(3) lim g, ;=0 pour chaque k;
n->—+

(4) " lm ¢, =0 pour chaque n,
hk>—+ o

on construira explicitement une suite (4,),., telle que (2) ne puisse appar-
tenir a £°(T).
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a. Preuve de (3) et (4). — Définissons un espace de Banach 2 composé

de toutes les suites complexes (c,),., telles que on ait

(5) Nlell F ()] <+

n>0
pour tout élément f de H*(T).
La norme, notée ]|cn|]2 est le sup des quantités (5) évalués sur la

boule unité de H*(T). On vérifie sans peine que, pour une constante a,

on a
[lcnllwéﬂcnllzélwl+a[2< ¥ |cn|> ] :

k>0 ok—=n

D’autre part, toute suite (¢,),~, dans Z §’écrit
Cp= )\n"' Xn“‘”"'n‘_‘lp'l/z (néo),

ol A, A, W, et w, vérifient (1). Si le théoréme est en défaut, les expres-
sions (2) appartiendront a £ quand, au lieu de construire les A} (z) a

Paide des %,, on les construit avec n’importe quel élément (c,),., de 2

Appelons L; ’espace des suites g.(z) de fonctions, & valeurs complexes,

mesurables, avec la norme
1
<Z | ge(@) |>

k>0

»

Si le théoréme était en défaut, 'application de I'espace de Banach Z
dans Vespace L., définie par <, serait continue. On en déduit, d’abord,
que, pour tout k fixé, la suite (g,,4),., appartient au dual de Z et, par
conséquent, vérifie

2 (Z'ésl?£2r+1 I On, k |—) < —+00.

r>0

Cela entraine évidemment (3).

En choisissant pour suite %, la fonction caractéristique de I’entier n,
on a

Zla,,,z~|2<+oo

k>0
si () est vraie et (4) en résulte.

b. Preuve du théoréme. — Nous construisons un élément (c,),., de Z
en employant le théoréme 4 du chapitre [II.
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On appelle (k.),~, une suite d’entiers, qui sera définie ci-dessous, stricte-
ment croissante vers l'infini. L’intervalle d’entiers [2f, 25+ —1] sera
noté I, et si les nombres complexes ¢, satisfont aux conditions

6) |en| L2~ sin est dans I,;

=0 si n, positif, n'appartient a aucun I,.;

la suite (cp),n, de }: appartiendra a une boule de E définie par
l cn”ZéA
(A ne dépend pas de k).
Le choix des k. et les conditions (6) auront pour conséquence les
inégalités
( 7 ) 2 CnOn,k, e—inx é 27"
n>o0
ne&l, 3
qui contredisent (Z). En effet, grace a la continuité de lapplication

linéaire de Z dans L définie par (2), on devrait avoir

1
<2 2 Cn Bi’“"—|—2 CrnOn. k, einx ->- é B
r>o0|nel,. n>0 »
lorsque les ¢, vérifient (6).
En utilisant (7), on obtient
T
(8) <E 20,,(6"“—0’,,);,, e~inr) ~> “ ZB—+1.
r>o0|nel, @

On peut choisir des ¢, satisfaisantes pour (6) et tels que (8) ait pour
conséquence

(9) Z: 2—2l'r< 2 |1 — oy, 1, 720 [>‘é (B 1)

r>o0 nel,.

On intégre (9) par rapport a (z) pour obtenir, la norme L' d’un carré
étant supérieure au carré de la norme L,

2 2—2%, 9%, 2 (B +1)2.

r>0

¢. Construction des k.. — Il ne reste plus qu’a montrer comment un
choix judicieux des k. assure (7). Il faut tout de suite remarquer que
chacune des inégalités (7) fait intervenir tous les k, Pour cette raison
nous allons construire, de proche en proche la suite (kg)z., en méme temps
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qu’une suite hg,, s> R de facon que (7) soit vérifiée, si o—r=R,
des que :

(10) kspy— ks> gy (s>R).

Nous appellerons « étape (R) » un tel choix de ko, ki, ..., kg et des
écarts hyg ,.

Montrons comment passer de 1’étape (R) a D'étape (R +1).

L’inégalité (7) sera vérifiée, sir = R 4 1, dés que, pour tout r de 'inter-
valle d’entiers [0, R], on a
by
nel,

1
= TR

@

(171)

O, k Cn e—inx
(R+1)

et que, pour tout r de l'intervalle [R 4 2, 4 [, on a

O-A . c, e—inx
2 ”’I‘(n+1) " I

nel,

o771,

(12)

S

Nous allons choisir kg, vérifiant (10) et assez grand pour que chacune
des inégalités (11) ait lieu. C'est possible parce que les ¢, sont bornés par
les conditions (6), parce que leur nombre est limité par les choix précé-
dents de k,, ..., ks et que, pour tout n fixé, o, tend vers zéro lorsque k
tend vers l'infini. Maintenant que kg, est fixé, nous choisissons les
écarts hg.y,; s>R -4 1 supérieurs aux écarts hy, et tels que, moyen-
nant (10) écrit avec R+ 1, (12) ait lieu. C’est possible parce que (12)
est, grace a (6), conséquence de

’ AN —r—1
(13) Adlan’k(h—p—j)‘ég

nel,

et que, pour tout k fixé, 5, tend vers zéro lorsque n tend vers I'infini.
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