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INTRODUCTION.

On sait comme le montre, par exemple, l'étude des homomorphismes
des algèbres L^T) et L^T) ([8], § 5.7.8, p. 129) que, du point de vue
de l'analyse harmonique, les espaces L^G) et L^(G) sont très différents
(p est un réel supérieur à i, G un groupe abélien localement compact).
Un des buts de ce travail est de montrer que ces différences s'amenuisent
lorsque L^G) et L^G) sont respectivement, remplacés par les idéaux
fermés Ii(E) et I/,(E) et lorsque le fermé E du groupe dual est assez
« épais ». [L'idéal I i(E) — resp. I^(E) — est défini comme l'ensemble des
éléments de L^G) — resp. L^G) — dont la transformée de Fourier est
nulle sur E — resp. presque partout sur E.]
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Dans le cas d'idéaux fermés de L^T), on sait même que I i (E) peut
être égal à I^(E). Le complémentaire de E s'appelle alors, selon Rudin,
un ensemble A(p) d'entiers et de nouveaux résultats sur ces ensembles
seront obtenus au chapitre IV.

Dans le cas d'idéaux fermés de L^R), un résultat aussi précis que celui
indiqué par Rudin ne peut être vrai; la « ressemblance » entre I i(E)
et I^(E) apparaîtra de la façon suivante : beaucoup de convoluteurs
(endomorphismes continus commutant avec les translations) des L^R),
p > i , qui ne peuvent être définis sur L^R), « passent » cependant à un
idéal I i(E) quand E à un intérieur. Si E n'a pas d'intérieur, I i (E) se
comporte comme tout L1 (R) du point c^ vue des convoluteurs. Ceci forme
la matière des chapitres 1 et II.

Les techniques employées permettront aux chapitres III et IV de
résoudre d'autres problèmes sur les séries de Fourier lacunaires et les
idéaux (changements de phases permettant à une suite complexe, de
carré sommable, d'être celle des coefficients de Fourier, d'indices positifs,
d'une fonction continue; conjecture de Wik sur les ensembles vérifiant
la condition forte de Ditkin).

M. Jean-Pierre Kahane m'a accordé de nombreux et longs entretiens ;
il a lu toutes les ébauches souvent mal rédigées de mes résultats; sans
ses encouragements et sa bienveillante attention, tout ceci n'aurait pas
été écrit. La Faculté des Sciences de Strasbourg et l'Institut de Recherche
mathématique avancée (laboratoire associé au C. N. R. S.) m'ont fourni
une aide matérielle et morale importante.

Un des problèmes non résolus dans ce travail vient d'être élucidé par
Elias Stein; cet auteur m'a honoré de sa confiance en me laissant résumer
ses résultats en une Note aux Comptes rendus de VAcadémie des Sciences [9].
Paul Haskell-Rosenthal fut un amical et lucide conseiller. Enfin, je tiens
à remercier très vivement M116 Boulanger du soin qu'elle a apporté à la
frappe du manuscrit.

CHAPITRE I.
MULTIPLICATEURS TRIVIAUX ET NON TRIVIAUX.

INTRODUCTION. — On donne dans ce chapitre une condition nécessaire
et suffisante pour qu'un idéal fermé 1 de L^R^XZ771) jouisse de la propriété
suivante : « tout endomorphisme continu de 1 commutant avec les trans-
lations est défini par la convolution d'une mesure complexe bornée et
des éléments de 1 ».

La condition est que le cospectre de 1 n'ait pas d'intérieur (le cospectre
est l'ensemble des zéros communs aux transformées de Fourier des élé-
ments de I).
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Un idéal fermé 1 de L^R^XZ^) dont le cospectre n'a pas d'intérieur
se comporte donc, pour le problème qui nous occupe, comme tout
L^R^XZ^). Pour le montrer on « approche » au paragraphe 3 le groupe
dual par des translatés de sous-groupes discrets évitant le cospectre de I.
Il devient alors nécessaire de raisonner sur les multiplicateurs et non
plus sur les convoluteurs et de restreindre des multiplicateurs à des sous-
groupes : on obtient encore des multiplicateurs (§ 1, 2 et 3).

Au paragraphe 4, on montre qu'un idéal fermé 1 de L^R) dont le
cospectre a un intérieur se comporte, pour le problème qui nous occupe,
comme le mieux connu des idéaux fermés de L^R), l'idéal H^R), formé
des éléments de L^R) dont la transformée de Fourier est nulle sur ]—°°,o].

Grâce à la méthode générale exposée au paragraphe 2, on construit (§ 4)
des convoluteurs de H^R) à partir de convoluteur de H^T) et l'on en
déduit l'existence de convoluteurs non triviaux de 1 (c'est-à-dire qui ne
peuvent être définis par convolution avec une mesure complexe bornée).
Ces convoluteurs non triviaux sont cependant des convoluteurs de tous
les L/^R), p > i ; on remarque que H^R), en un certain sens, ressemble
plus aux. H^R), p > i , que L^R) ne ressemble aux L^R).

NOTATIONS. — Les notations employées sont celles du livre de Rudin [8].

Le groupe,

G, groupe abélien localement compact;
L1 (G), algèbre de Banach des classes de fonctions intégrables pour la mesure de Haar de G ;
Jîl(G), algèbre de Banach des mesures complexes bornées définies sur G.

La transformée de Fourier.
r, groupe dual de G;
(x, y), valeur prise en x(xçG) par le caractère 7 de r;
^fou f, transformées de Fourier de l'élément f de L^G);
A(F), algèbre de Banach des transformées de Fourier ci-dessus;
l lf lkr) , I j f l l i , par définition;
B(r), algèbre de Banach des transformées de Fourier des mesures complexes bornées.

Les idéaux.
I, idéal fermé de L^G);
^1, idéal fermé de A(r) composé de tous les ^ f, f dans I.
Z(I), cospectre de 1 ou ensemble des points de r où s'annulent tous les éléments de ^ I;

|,Z(I), spectre de 1 [le spectre d'un élément f de L^G) est le support de f];

E, ensemble fermé de r;
IE, fermeture dans L^G) de l'ensemble des f tels que f s'annule sur un voisinage

de E (ou plus petit idéal fermé de cospectre E);
ÏE, ensemble de tous les éléments de L^G) dont la transformée de Fourier est

nulle sur E (ou plus grand idéal fermé de cospectre E);
JE, ensemble de tous les éléments de 3TL(G) dont la transformée de Fourier est

nulle sur E.
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CONVENTION. — Si E est un ensemble de F, y une fonction, à valeurs
complexes, définie sur le complémentaire de E et f une fonction, à valeurs
complexes, nulle sur E, nous définirons le produit/y comme une fonction,
définie sur tout F, valent o sur E et /(y) y (7) en y, y^E.

1. GÉNÉRALITÉS SUR LES MULTIPLICATEURS.

DÉFINITION 1 (les multiplicateurs). — Un multiplicateur de S^ï [Ï est
un idéal fermé de L/(G)] est une fonction, définie sur le spectre de I, à valeurs
complexes, y, telle que

/€^I entraîne /cpeA(T).

La norme de y est celle de cette application, continue grâce au théorème du
graphe fermé, de <3Î\ dans A(T).

Remarque. — II peut paraître choquant que l'on n'ait pas

,. - ' v cp/e^l

quand y est un multiplicateur de ^1; un multiplicateur définit-il un endo-
morphisme de ^1 ? Ce sera l'un des problèmes ouverts par ce travail;
la réponse est oui si Z(I ) est un ensemble de synthèse harmonique ou si
les seuls multiplicateurs de <3Î\ sont les éléments de B(T) (multiplicateurs
triviaux).

DÉFINITION 2 {les cowoluteurs). — Un cowoluteur d'un idéal fermé Ï
de L^G) est une application linéaire et continue de Ï dans L^G) qui commute
avec les translations.

On montre immédiatement la proposition suivante :

PROPOSITION 1. — A tout cowoluteur T de Ï on peut associer un multi-
plicateur de Ï tel que l'on ait

^(T/)=.cp^/
pour tout élément f de Ï.

On montre facilement, en utilisant le fait que les fonctions à support
compact sont denses dans ^1, la proposition suivante :

PROPOSITION 2. — y est un multiplicateur de êPÏ si y est une fonction,

définie sur le spectre de I, à valeurs complexes, telle que, pour tout élément f
de ^1, yf soit dans B(T).

Mais voici un résultat plus intéressant :

PROPOSITION 3. — Si y est un multiplicateur de ^1, si E=Z(I), y est
aussi un multiplicateur, de même norme, de tous les idéaux fermés de
cospectre E.
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La proposition 3 est, en fait, une conséquence du théorème 1 ci-dessous.
Quelques notations supplémentaires y sont employées.

Appelons G le compactifié de Bohr de G et dï la mesure de Haar sur G.
A une partie quelconque E de F est associé un idéal fermé ÎE de L^Ô)
composé de tous les éléments f de 1^(0) tels que /(y) == o si yeE.

THÉORÈME 1. — y est un multiplicateur de S^ï si et seulement si y est
continue sur le complémentaire du fermé E de F et si 9 est un multiplicateur
de ^IE. {La norme de y, comme multiplicateur de <3i\ est égale à celle de y
comme multiplicateur de ^IE.)

Enonçons d'abord, sous une autre forme, ce théorème :

y est un multiplicateur de S^ï si et seulement si y est continue sur le
complémentaire de E et vérifie la condition suivante : pour une constante K,
K > o, et tout polynôme trigonométrique sur G, P(^), s'écrivant

n

( l ) P(œ)=^ap{x, Y^,), T^HE, 6^eC,
i

le polynôme trigonométrique Q(rc) s'écrivant

n

(2) Q(^) ̂ ^^pd^) (^ T/.)
i

satisfait à l'inégalité

(3) f l Q ( ^ ) |<^^K f |P(^) |̂ .
^ ^

La démonstration du théorème 1 utilise une série de lemmes dont seul
le premier est puissant.

LEMME 1. — Si [^ est une mesure complexe bornée, définie sur G, et si
la transformée de F ourler de ^ est continue sur F, alors « y. est concentrée
sur G », c'est-à-dire est l'image d'une mesure complexe bornée, définie sur G,
par l'application canonique de G dans G.

La démonstration est faite dans le livre de Rudin ([8], th. 1.9.1).
Le lemme 2 est une autre expression du lemme 1.

LEMME 2. — St y est une fonction continue sur F, à valeurs complexes,
et si y est un multiplicateur des transformées de Fourier des éléments de L1 (Ô),
alors y est dans B(F).
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Sous une autre forme, si y est continue et si, pour tout polynôme trigo-
nométrique P{x) s'écrivant

n

ï)(^)==^ap(^^p),

1

on a
f\Q^)\d^^Kf\P\^)\d7r
^ ^

quand
n

Q(^) =]^^?(ï/0 (^ ï^)'

alors y est dans B(r).
Grâce au lemme 3, la norme dans L^Gr) d'un polynôme trigono-

métrique P(x) se calcule comme limite de normes dans L^G) de régu-
larisés de P(x).

LEMME 3. — Si 3^ est le filtre des voisinages de o dans F et si, pour tout V
de ^, on construit un élément fy de L^G) tel que

/v(^)^o sur G, /v(o)==+i, /v(y)^o sur Y

et
YV (y) == o hors de Y,

alors, pour tout polynôme trigono métrique s'écrivant
n

PW=^ap(a!^p)

1

défini sur G, on a
l n

(4) ' ^pfv^-^p) -^f|P(^)|^
A(D ^

où la limite est prise suivant le filtre êP.

La démonstration du lemme 3 est naturelle; l'existence des /v(^) est
prouvée dans ([8], p. 485 th. 2.6.1). Nous montrons d'abord que, pour
toute fonction presque périodique au sens de Bohr sur G, g{x), on a

(5) I g(œ)f^ (x) dx-^ I g'('^) d'x (suivante).
^ J^

Puisque f |/v(^) \dx •== i, il suffit de vérifier (5) pour une partie
JG

dense de C(G), les polynômes trigonométriques [C(G) désigne l'espace
de Banach des fonctions continues sur GJ. La vérification de (5) est alors
immédiate : Pour passer de (5) à (4), il suffit de prendre g(x) = \ P(x) |.
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LEMME 4. — Si 9 e^ UTZ multiplicateur de 3^1 et si yo appartient au
spectre de I,

l l [?( ï ) -?( ïo) ]A(ï- ïo) | |A(r)->o

(la limite est toujours prise suivant le filtre 3^),

Le lemme 4 résulte de ce que ç ( T ) — ? ( T o ) est localement dans A (F),
au voisinage de fo et nulle en fo. On applique le théorème 2.6.3 [8].

Passons alors à la démonstration du théorème 1.

a. Si ç est un multiplicateur de ^1 et si P et Q sont définis par ( i)
et (2), on choisit V assez petit pour que y^+ V et E soient disjoints
(i^p^Tz). On considère les éléments de ^r! suivants :

n

PW=^apA^-^p)
1

et
n

9 (y) =^ ̂  ? (ï/o 7v (y - T^) •
i

Le lemme 4 nous indique que l'on a

\\^WPW —^(iQlkn-^o (suivante).

On a, de plus,
l ]?(ï)^(ï) l |A(r)^|]?|| | ]^(ï)| |A(r).

En passant à la limite, suivant ^, on obtient (3) avec K == y [.
&. Si y est continue sur le spectre de 1 et si (3) est vérifiée, supposons./\,

que f soit dans L^G) et /"(y) nulle sur Z(I). Pour tout polynôme trigo-
nométrique s'écrivant

n

^-^O =^aP^^ ïy^
l

on a

f|/^P ^^[1/11, f |P(^) ^
^ ^

et le spectre de /*^P est contenu dans celui de I. Alors (3) s'applique
à /**P pour donner

f|Q|^^K||/[|,f P(^)|^
^î î ^T'

SI

Ç(^)=^^CP(Y^)/(Y^ (^Y^).
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La fonction y(y)/*(Y) prolongée par o sur Z(I) est continue [ | y (y) |^K
sur le spectre de 1 résulte immédiatement de (3)] et vérifie l'hypothèse
du lemme 2. Il existe donc une mesure [^ sur G telle que

A ( ï ) = ? ( ï ) / ( ï ) et (| ̂  I I ̂ K ||/|[,

On applique alors la proposition 2 et le théorème 1 est démontré.

Remarque. — Le théorème 1 reste vrai si l'on oblige, de plus, en (i) ,
les ^p à appartenir à un sous-groupe dense de F.

Applications du théorème 1.

COROLLAIRE 1. — La proposition 3.

COROLLAIRE 2. — Si ç est un multiplicateur de <3i\ et si E = Z(I), on a

| |cp[ |=sup[|^[ |A(r)

où le sup est calculé sur tous les éléments g de la boule unité de A (F) ayant
un support disjoint de E.

COROLLAIRE 3. — Si A est un sous-groupe fermé de F, si <p est un multi-
plicateur des éléments de A (F) nuls sur E, la restriction de y aux points
de A hors de E est un multiplicateur ÇA des éléments de A (A) nuls sur E
et l'on a

II ?A 1 1 ̂ Ih II.
2. RESTRICTIONS DES MULTIPLICATEURS AUX SOUS-GROUPES. — NOUS

allons reprendre l'énoncé du corollaire 3 sous la forme d'un théorème.
Si 1 est l'idéal fermé de L^G) de cospectre E, appelons Mi l'algèbre de
Banach des multiplicateurs de l'idéal fermé S F Ï de A (F) et si A est un
sous-groupe fermé de F, appelons H l'annulateur de A (ensemble des
éléments de G où tous les caractères de A valent +i) - Enfin J désignera
l'idéal fermé de L^G/H) composé de tous les éléments de L^G/H) dont
la transformée de Fourier est nulle sur En A; si <p est un élément de Mi,
la restriction de y aux éléments de A hors de E sera notée ÇA-

THÉORÈME 2. — L'application II définie par
(i) y ^ ? A

est un homomorphisme de norme égale à i de Mi dans Mj; mais cette appli-
cation nest pas, en général, surjectiye.

Pour montrer cette dernière remarque, il suffit, compte tenu du corol-
laire 3 du théorème 1, de donner un contre-exemple. Posons F = R2,
appelons E le carré défini par

o^x^i et o ^- y ̂  i
Ann. Éc. Norm., (4), I. — FASC. 4. 64
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Le sous-groupe y == o de F sera A. Nous apprendrons au paragraphe 4
à construire des multiplicateurs non triviaux de ^J si J est un idéal
fermé de L^R) dont le cospectre contient un intervalle (ici [o, i]). Mais
si <p(^, y) est un multiplicateur de ^1, en appliquant le théorème 2, on
obtient, par restriction à la droite y = — s,

• II? (--^(B)^ II? II. ^>û-

Grâce à la continuité de o hors de E, on en déduit {^oir, par exemple, [8],
th. 1.9.2) qu'il existe un élément de B(R) ayant la même restriction
que y (^, y) à l'ensemble des {x, y) vérifiant

M>1? y=0-
Ainsi l'image de Mi dans Mj est l'ensemble des multiplicateurs triviaux
de ^j et n'est même pas dense dans Mj.

Il devient alors naturel de chercher des conditions, portant sur E et A,
et permettant à l'application (i) d'être surjective : plus précisément, nous
chercherons à relever Mj dans Mi par une application linéaire p telle que

II o p =z Id. (Fidentîté de Mj).

On peut, avec raison, penser que dans l'exemple donné ci-dessus, le
groupe A rencontre « trop » la frontière de E pour que II soit surjective.
Si E est vide, l'application ( i ) devient l'application canonique de B(F)
sur B(A); si, de plus, r==R71 et si A est discret, un moyen de construire p
est de former, pour tout élément {b\)\ç,\ de B(A), la somme

(2) < Ï ) ( Y ) = ^ ^ A ( y - À )

^eA

qui est définie et convient dès que A est un élément de A (F) dont le
support est assez petit avec A(o)==i .

Posons alors un problème dont la solution occupera ce paragraphe.
Il s'agit de chercher des conditions portant sur le fermé E et le sous-
groupe discret A de F et assurant la propriété S suivante :

(®) Chaque fois que y(^) est un multiplicateur des éléments de A (A)
nuls sur E, on obtient un multiplicateur ^(y) des éléments de A (F) nuls
sur E par une expression
(3) a > ( y ) = ^ 9 ( À ) A ( Y - À ) ,

À € A
)^E

où A (y) est un élément de A (F) égal a i en o et de support assez petit.
Nous allons encore donner des exemples où (^£) est inexacte et indiquer

des conditions suffisantes pour que (S) ait lieu.
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Le premier exemple n'est pas différent de celui du théorème 2, mais
il éclaire le second : si F === R et si A == Z, appelons E le complémentaire,
dans Z, de l'ensemble, F, des points de Z de la forme 2^4-- ̂  [n et m entiers
positifs). Il sera montré au chapitre IV que toute suite complexe bornée
définie sur F est un multiplicateur de ^J; cependant il sera prouvé au

paragraphe 3 que tout multiplicateur de ^1 est la restriction à LE d'un

élément de B(R). Si le relèvement était possible, toute suite bornée définie
sur F serait la restriction à F des coefficients de Fourier-Stieltjes d'une
mesure bornée; c'est-à-dire serait un ensemble de Sidon. Or on sait qu'il
n'en est rien ([2], th. VIII, p. i46).

Dans le cas précédent E est sans intérieur et A rencontre la frontière
de E. On va donner un autre exemple où A ne rencontre pas la frontière
de E, où E est la fermeture de son intérieur, et où, cependant, (3) ne
fournit pas le relèvement souhaité.

On prend encore pour F le groupe R, pour A le groupe Z et pour E
la réunion des fermés E^, M^I, où En est la réunion de tous les inter-
valles de la forme

[2^-4-À•— -1-? 2^4- A•+ -1-
n n\

lorsque l'entier k vérifie les conditions
i < Â - < 2 ^ k^-^-^-^i (o^p<q<n).

On place, sur les points s271--)- 2^+ 29, o^p < q < M, la suite complexe
bornée a^,ç, p^o, ç^o {dp,q ne dépend que de p et de q et non de n).
Il sera montré, lors de l'étude des ensembles A (2), que l'on obtient ainsi
un multiplicateur de ^J [J est l'idéal fermé de L^T) composé des élé-
ments de L^T) dont la transformée de Fourier est nulle sur E].

__ r\

Mais en appliquant le théorème 2 à A = = = Z + - e t e n régularisant par

des fonctions trapèzes, de normes uniformément bornées dans A(R),
égales à i sur E^ et à o sur les autres E^ (m^yi), on en déduit l'exis-
tence d'une suite {[^n)n^o de mesures bornées vérifiant les conditions

sup[|^|)<-4-oo,
n

^(2^+2^)==^^.

On fait tendre n vers l'infini pour trouver, par un passage à la limite
faible, une mesure complexe, bornée, [f. telle que

(4) ^ (2^+2^) =:a^y (o^7?<y<+oo).

Ceci veut dire que l'ensemble 2/ï-)- 29 est de Sidon : or il n'en est rien.
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Dans ce dernier exemple, les points de A situés dans E étaient encore
trop près de la frontière de E. Il devient naturel d'introduire la notion
suivante :

« A pénètre bien » dans E si Von peut trouver un voisinage ouvert V de o
tel que, si X est à la fois dans A et dans E, le voisinage translaté X -)- V soit
tout entier contenu dans E.

On dira, d'autre part, qu'un élément A de A (F) est « adapté » à un tel
couple (A, V) si le support W de A est contenu dans Vintérieur de V et si
pour tout X non nul dans A, X -[- W et W ne se rencontrent pas.

On a alors le résultat ci-dessous (F = K1 et A est un sous-groupe discret
de F).

THÉORÈME 3. — Si A pénètre bien dans E et si Vêlement A de A(r) est
adapté au couple (A, V) comme il est expliqué ci-dessus, pour une constante A
ne dépendant que de r, A, V et W et pour tout multiplicateur y(X) de
norme | |<p| | des éléments de A (A) nuls sur E, la norme de

(5) < D ( Y ) = = ^ a ) A a - y ) ,
AçA
^E

multiplicateur des éléments de A (F) MUÎ5 5ur E, ne dépasse pas A || <p || || A H^i ).

Remarque. — La démonstration du théorème 3 montre en outre que
si V et W sont des boules de centre o et de rayons R et r, la constante A
ne dépend que de A et de R/r. La preuve du théorème sera donnée
dans le cas typique où F/A est compact ; elle utilise trois lemmes :

LEMME 1. — Si W est un voisinage compact de o, dans F, vérifiant (5),
/V

les deux idéaux fermés ï de L^G) et 1 de L^G X G/H) (H, annulateur de A)
composés respectivement des fonctions intégrables à spectre dans A 4- W
et W X A sont des algèbres isomorphes^ sur la partie dense dans 1 formée
des éléments f s^ écrivant

(6) /(^)=^(^).A(^),
À € A

où la somme (6) est finie et la transformée de Fourier de f\{x) est nulle hors
de W, l^isomorphisme est défini par

^ (^À)/^)^^ ( ^ À ) ^ ( ^ ) (^eG/H,^€G) .
).eA ).eA
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La démonstration du lemme 1 résulte très simplement des lemmes 2
et 3 ci-dessous :

LEMME 2. — Pour une constante A et tout élément t de G/H, on peut trouver
une mesure complexe^ bornée^ [̂  sur G telle que

[[^IJ^A et ^ ( Y ) = = ( ^ À ) ^ y € 7 + W .

La démonstration du lemme 2 est presque immédiate :
On construit un ouvert U contenant W et tel que { U — U} H A == { o },

puis un élément g de L^G) vérifiant :
g (y) == ï sur W,
g (y) == o hors de U ;

sup/ V|^4-/Q[\^A.aa-€G\
V / i C H

La mesure [̂  s'obtient comme produit de la mesure de Haar de H + Xi
et de g (xi est un élément de G dont l'image dans G/H est t).

LEMME 3. — Si & est un espace vectoriel norme, S un groupe abélien
compacta ds la mesure de Haar sur S et Ts une famille d^endomorphismes
continus de ê jouissant des trois propriétés suivantes :

(i) I IT . I I^A;
(ii) T-,oT,- Id.;
(iii) ^application s ^-> [| T^(X) [[ est mesurable, sur S, pour tout élé-

ment X de ê;
alors, tout élément X de ê, on a

A^IIXII^IIT^II^^AIIXII.

La seconde inégalité est évidente et, pour montrer la première, remar-
quons qu'on peut, X étant fixé dans ê, trouver au moins un point $ de S
où ait lieu l'inégalité

T,(X)[|^f|lT,(X)[|^.
^s

La première inégalité se déduit alors de : [| X|[^A || T^(X) [[ .
Prouvons maintenant le lemme 1. Quand f est de la forme (6), on a,

grâce aux lemmes 2 et 3,

A-MI/lli^f dtf\ V(^+^^)/,(^) ^^A[[/|[,.
JG/iï ^ IA^A
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Si l'image de x dans G/H est notée tx, on a

(^4-^ À) = (^4-^, À)

et en intégrant d'abord en ( puis en x, on obtient

A-^l/lli^f V(^)/)^) dxdt^k
^G/HXG ̂

Comme l'ensemble des /* de la forme (6) est dense dans L1 (G) le lemme
est prouvé.

Il ne reste plus qu'à prouver le théorème 3; on commence par construire
une mesure complexe bornée, v, sur G dont la transformée de Fourier, î,
satisfasse aux conditions

Î ( Y ) = = A ( Y - À ) s i v — À e W .
v (y) ==o ailleurs.

Si f est dans 1 et si f est nulle hors d'un compact, on définira un autre
élément de 1 par

^•)==(/^) (^)=^ (^)^(^),
\çA

où la somme ci-dessus est finie et où g\{x) est défini par

^ (Y)=A(Y) / (Y -À) ,

ainsi g), est nulle hors de W et le lemme 1 peut s'appliquer à g{x). On intro-
duit l'élément g(x, t) de L^GxG/H) par

(7) , ^(^Q=^ (^)^(^).
)<eA

Si X est dans E, grâce à (5), gx(^) est nulle. Fixons un x dans G et
appelons Tcp l'endomorphisme de J canoniquement défini par le multi-
plicateur y [J est l'idéal de L^G/H) formé de tous les éléments dont la
transformée de Fourier est nulle sur E], On a

W HV^ Q) ||L*(G/H)^||?|[|!^(^ t) ||̂ ;/H).

D'autre part, l'application de G dans L^G/H), x\->g(x, t) est continue
parce que la somme (7) est finie. Il en est de même de l'application

•^^II^O? («^ ^))HLMG/H).
Par intégration de (8) en x, on obtient, compte tenu du lemme 1, le

théorème 3; plus précisément, on a successivement l'inégalité

||T^) (.r, 0[[L<(GXG/H)^[ |? | | | |^(^ OULMGXG/TI)
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qui s'écrit aussi dans le groupe dual

II (? 0) ̂  (ï)).eA[|A(rxA)^ (| ? [| 1 1 (^ (ï) )AeA[|A(rxA)

ou bien, grâce au lemme 1,

/ ^ c p ( À ) A ( À + T ) \ / ( T ) ^ [I 9 I I I I . I l I l / I l

\W 1 A(D

prouvant que Y ç(X) A (À -)- y) est un multiplicateur de norme au
À € A
\^E

plus I I y I I |[ v I I pour les éléments de A (F) nuls sur E.

3. INTÉRIEUR DU COSPECTRE. — La proposition 3 nous montre que
deux idéaux fermés de L^G) distincts (non nécessairement inclus l'un
dans l'autre) peuvent définir le même espace de multiplicateurs. Nous allons
maintenant étendre ce résultat en montrant que l'espace des multipli-
cateurs ne dépend, à un isomorphisme près, que de l'intérieur de E,
cospectre de I, du moins si F^R^XT^. (La démonstration peut être
légèrement modifiée pour s'appliquer à tous les groupes compacts F tels
qu'une suite, A/,, croissante de sous-groupes finis ait une réunion dense
dans r.)

Nous traiterons d'abord le cas où F = T" en utilisant un lemme très
simple sur les algèbres A(û) de restrictions à un ouvert û de T71, de
l'algèbre A(T71).

On définit A(û) comme l'ensemble des fonctions ^ continues sur un
ouvert US de T71, à valeurs complexes, qui peuvent être prolongées à
tout T" en des éléments de A(T^). Naturellement A(û) est isomorphe
à A(û). Nous munissons A(û) et A(û) de la même norme. Si F/, est un
sous-groupe fini de T", nous noterons A (un F/,) [différent de A(ûnF/,)j
l'algèbre des restrictions à UHF/, des éléments de A(F/.). On appelle (A^)^o
une suite croissante de sous-groupes finis de T dont la réunion soit dense
dans T et l'on pose

r^==A^x . . . x Ak (n fois).

LEMME 1. — Soit ^ une fonction, à valeurs complexes, définie et continue
sur un owert û de T". Si Von peut trouver une suite (Y/c)^o de points de T^,
tendant vers zéro, et telle que les restrictions de ^ (t — "p,) à F/, aient, dans
A(ûnF^), des normes bornées par K, alors ^ appartient à A(û) et sa norme,
dans A(û), ne dépasse pas K.

Remarque. — II est peut-être choquant de parler de A(û) au lieu deA(û).
Cependant on affaiblirait la portée du lemme 1 en supposant ^ définie sur U,
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La démonstration est tout à fait élémentaire : on peut, par exemple,
appeler â/,(u) une fonction dans A(T) (on peut prendre une fonction
dont le graphe est un triangle isocèle) telle que

^ è k ( u — ^ ) : = ï , ^ ( o ) = = i , ^ ( À ) = = o si ÀçA.^ ^o.
^eA,

On posera
A ^ ) = ^ ( ^ ) X . . . X Ôk(tn) Si t=(t,, . . . , tn)çT^

Appelons ^/. un élément de A (F/,) vérifiant les deux conditions

| |^-[|=||^(^-^)||^QnA.)
^ k ( t ) =^(t-^) si ^e^nl\.

On définit alors, un élément de A(T^, F/,((), par

(i) F,(Q=^ ^(Y)A^-y) .
Ter,

On a
||F^)[|A(T")^K.

Mais sur tout compact de û, F/,(t) converge uniformément vers la fonc-
tion continue ^(..^). On en déduit que ^{t) est dans A(Î2) et que sa norme
n'y dépasse pas K.

Remarque. — Dans l'exemple de Herz d'un ensemble de synthèse har-
monique est utilisée une décompositon du type ( i) pour approcher, dans
A (T), un élément de A(T) par des combinaisons linéaires de translatées
de la fonction A ([2], th. VII, p. 124).

On peut maintenant énoncer, si ^=RmxT / ^ , le théorème suivant :

THÉORÈME 4. — Si E est la fermeture de Vintérieur du fermé Ei de F,
tout multiplicateur yi des éléments de A (F) nuls sur Ei se prolonge par conti-
nuité, au complémentaire de E, en un multiplicateur ç des éléments de A (F)
nuls sur E.

Démonstration. — On la présentera d'abord si F = T'1. On appelle F la
frontière de Ei. On forme une suite (Y/c)^o de points de T71 telle que

^k->o (/c-^+oo) et i ' ^+rÂ: jnF==0.

On peut toujours éviter un fermé sans intérieur en translatant légèrement
un ensemble fini quelconque : ci-dessus on translate F/c de Y/(.

Sur le complémentaire û de F, réunion de l'intérieur de Ei et du complé-
mentaire de Ei, on définit, pour tout élément f de A (F) nul sur Ei une
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fonction continue, à valeurs complexes, -^{t), par

^)=Î^)/W sur (JE,;

^(t) ==o sur l'intérieur de Ei.

La restriction de 9 à Y/c+^A es^? d'après le théorème 2, un multipli-
cateur, de norme au plus [ ] ( p ] | , pour les fonctions de A(Y/c4~I\) nulles
sur { Y / ; + r / ( } n E i ou sur {Y/ ,+ I \ }nE . Mais la restriction de f à y^+r\
jouit de cette propriété et donc on a

||^(^ï.)| |A(Qnr^H?H||/]lA(r).

On obtient, grâce au lemme 1, le théorème 4.

Démontrons maintenant le théorème 4 si ^==R"xTm .
On peut trouver dans L^R^XZ^) une suite {kn)n=,o telle que :

y\.

(i) kn==o hors d'un compact Kn;
(ii) ll^^-yili-^o (^+^), vyeL^G);
(iii) HMi-i.

Le produit (pkn est, à ce moment, un multiplicateur de l'idéal fermé
de A(R7^/(ç,^Z)'^x T^) composé des fonctions nulles sur Eiï ïKn, si qn est
un entier assez grand. De plus, pour tout réel a, a>o, et tout £, £ > o,
on peut trouver un réel q assez grand pour que, si f est dans A(R71) et
nulle hors de la boule de rayon a de centre 0, f soit aussi dans A(R'7(çZ)'1)
et que le quotient des normes dans ces deux algèbres ne diffère pas de
plus de £ de l'unité.

En appliquant la proposition 4 on en déduit que les (pkn définissent
des multiplicateurs de norme au plus | [9 | | ( I+ £ ) 2 pour les éléments
de A(RnXTm) nuls sur EïïK^. Ceci, en passant à la limite, démontre
le théorème 4. On a donc « approché R" » par des tores n-dimensionnels
dont les rayons sont de plus en plus grands.

COROLLAIRE. — Si le sous-ensemble fermé E de I{nx^m na pas <V inté-
rieur^ tout multiplicateur d'un idéal fermé de cospectre E est la restriction
au complémentaire de E d'un élément de B(R'lXTm).

Le cas le plus simple de fermé de R avec intérieur est celui d'un inter-
valle fermé. L'étude des multiplicateurs définis hors d'un intervalle néces-
site celle des idéaux fermés de A(R) composés des fonctions nulles sur
un intervalle ou une demi-droite; ce sera l'objet du chapitre II.

4. MULTIPLICATEURS NON TRIVIAUX. — Généralités et idée directrice. —
Si ii est un ouvert de F, appelons B(û) l'algèbre de Banach [isomorphe
à B(û)J des restrictions à û des éléments de B(F).

Ann. Éc. Norm., (4), I. — FASC. 4. 65
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La norme, dans B(û), d'un élément y est donc définie par

[M|B(Q)=|i"f |Ml|A=? sur^.

Une remarque importante : si û' est un ouvert contenu dans t2 et si y
est dans B(û), y appartient à B(û'), et

| |y| |B(Q')^]l? IB(Q).

Un théorème de Banach admet pour corollaire la proposition :

PROPOSITION 4. — Si E est un fermé de F, la condition que tout multi-
plicateur y, défini sur le complémentaire û de E, des éléments de A (F) nuls
sur E, soit la restriction à û Sun élément de B(F), entraîne V inégalité

[ |? ( |B(Q)^K[ |<p[ | .

L'idée directrice sera la suivante : pour montrer l'existence des multi-
plicateurs non triviaux, on remplacera î2 par û' plus petit et plus
simple, I(E) par I(E') plus grand et plus simple et l'on construira une
suite bornée y,, de multiplicateurs des éléments de A (F) nuls sur E' telle que

[I?^[IB(Q')->+OO (^-^+00).

Si F === R, on prendra pour E' un intervalle fermé dont l'intérieur soit
une composante connexe de l'intérieur de E et pour û' une suite (L)^o
d'intervalles ouverts, disjoints, contenus dans ( ,E et s'accumulant en

l'une des extrémités de E'. Les normes des <fn comme multiplicateurs
de ^IE, sont évaluées grâce à des résultats sur les multiplicateurs de ^H1

et des calculs élémentaires permettent d'évaluer les normes || y/iHa^').
, Normes de multiplicateurs des éléments de A(R) nuls sur ]— <x>, o].

HYPOTHÈSES. — Les intervalles {J^o^k^n intervenant dans renoncé du
théorème 5 sont ouverts contenus dans ]o, + ^E on^ même longueur, des
centres rationnels et pour un nombre réel a, a >i, Fintervalle aj/^i est à
« gauche » de J/^ (o :̂  k ̂  n — i ) .

Appelons {f^o^k^n une suite d'éléments de A(R); supposons que fk(^)
soit nulle hors de J/c et posons

n

(i) ^=2^•
On a, alors, le résultat suivant :

THÉORÈME 5. — Avec les notations ci-dessus, pour une constante Aa ne
dépendant que de a, la norme du multiplicateur <fn des éléments de A(R)
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nuls sur ] — oo, o] ne dépasse pas
/ . X 1

(2) ^[ Sll^ll1^) •

\ 0 /

L'intérêt du théorème 5 vient de ce que, sans changer l'estimation (2),
l'on peut remplacer les fj, par des g^ ayant des phases assez incohérentes

n n

pour que, dans B(û'), la norme de ^g/, soit de l'ordre de ^II/II^R) mais
0 0

cela sera précisé dans un instant. Passons donc à la démonstration du
théorème 5.

Une première remarque : les hypothèses et l'estimation ( i ) sont inva-
riantes par homothétie de centre 0. Nous pouvons aussi bien supposer
que les centres n^ des J^ sont des entiers. On forme, si l est la longueur
commune des J/,, un élément A (a;) dans A(R) ayant les propriétés
suivantes :

A / \ . n i i 11 ^a ^v/a ra. A ( x ) est nulle hors de — ——5 —-— ;J 2 2 L
, ., . • r / nb. ^[x) vaut i sur — -? - ;

L 2 ïî J
c. | ] A | J A ( B ) ne dépend que de a (et non des J/^, o^k^n).

Les intervalles J/c sont, par hypothèse, assez bien séparés pour que l'on
puisse appliquer maintenant le théorème 3 (p. 12) dans la situation sui-

vante : A est le groupe Z, E est [o, +°°[5 W est —- v o î , - v — et V
L 2 2 J, "i ia /a r

est — —? — •
J 2 2 L

Un théorème de Paley nous apprend que les coefficients de Fourier
d'un élément f de H^T), évalués en des entiers nk tels que

/î;o^i, njç^ ̂  « njf

forment une suite de carré sommable dont la norme est majorée par Ça |] f\\i
(où Ça ne dépend que de a et non de la suite des nk) {voir, par exemple, [8},
th. 8.6).

On en déduit aussitôt que, si les fonctions coordonnées sur û == { — i, i {n+l

sont désignées par ^(co), un multiplicateur de norme au plus Aa de ^H^T)
peut être obtenu en plaçant ^/c(co) en n^ o ̂  /c^ n, et o ailleurs.

Par application du théorème 3, on montre que, pour tout co dans û,

0>,(c*))= ̂  ^(c»))A(^-^)
O^k^n

est un multiplicateur de ^H^R) de norme au plus Aa.
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En particulier, pour tout élément o- de H^R), en appelant Œ/, l'élé-
ment de H^R) défini par

on a

(3)

a-k(^) ==Œ(^) A {x-nk),

y, ^(C^)^(^) ^A^ML

O^k^n

Lorsqu'on munit û de la mesure d^ donnant à tout point la masse 2~7^'~l,
on a, pour toute suite complexe cr/,, l'inégalité

'̂ J 2 ̂ k^^ ̂ ^/ ^-l ^j
VO^À-^/ÎO^À^n

^

(wir, par exemple, [8], 5.7.7, (6), p. 128).
De (3), on déduit alors

i_\( 2 1 ̂  l'y il ̂ ^a n^ iir
\o^k^n

Mais l'inégalité de Minkowski écrite, dans L7, pour la somme y [cr/J2

donne O^k^n

^ni^nn ̂
\<s^.k^n \̂«^k^n

\ffk ;2Aaf|(7[| , .

Si maintenant 9,» est de la forme (i), on a les inégalités

]|?.0r) ̂  <?,(^)(|,^^ HA|JA(B)H^HI
O^Â-^/l O^Â:^/Î

^(2 ii^iJAwyY 2 ii^-ii^y^ 1 J A ( R ) 1 ^ H^HÎ
^o^À-^/i / \o^^^^

^
\ 2

|2 .. \

VO^À-^/I / \Q^k^n )

^AaMi,/ ^ ii/.iii(R)y
\u^/-^/i /

Le théorème 5 est démontré.

Montrons enfin comment choisir les f/, pour que, si û^ désigne la réunion

des intervalles J/,, o^k^n, la norme dans B^J de ^ /, soit la plus
Q^k^n

grande possible. On utilise le lemme ci-dessous où les intervalles J/, sont
seulement astreints à la condition d'être disjoints.

LEMME. — Soit {fk]k^o une suite quelconque (Vêlements de A(R) dont les
supports sont contenus dans des intervalles (J/,)^ deux à deux disjoints
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et soit £ un nombre réel strictement positif. On peut alors trouver une suite
réelle (</c)^o telle que, pour tout entier positif n, on ait

n \ n

^e^fkW ;^(I-£)^|)/.||A(J,) (o^k^n).
o IA(UJJI) o

La démonstration du lemme est très simple; une première remarque à
faire est que l'on a

i rII.Alkj^sup l fkgd.kg CiX
R\ ̂ R

où le sup est étendu à tous les éléments g de L^R) nuls hors de J^ et
vérifiant ||g||^^i. Par dualité, la vérification du lemme se ramène
à celle-ci : « si les g^ sont intégrables, nulles hors de J/^ et si

II^IL^
on peut trouver une suite réelle 4 telle que la transformée de Fourier de

^ gk^e11^
Q^k^n

soit uniformément majorée par i + £ ». Pour le voir, il suffit de remarquer
que g / , est nulle à l'infini.

Nous obtenons alors sans peine la construction d'un multiplicateur non
trivial, si F = R.

THÉORÈME 6. — Si E est un fermé de R ^intérieur non vide, on peut
trouver un multiplicateur non trivial de tous les idéaux fermés de A(R)
composés de fonctions nulles sur E.

Démonstration. — Appelons ]a, b[ une des composantes connexes de
l'intérieur de E. Quitte à faire une translation, on peut supposer que

b == o, a << o

Appelons {Jk)o^k^n u^ suite de n +1 intervalles contenus dans [o, i],
dans le complémentaire de E et satisfaisant aux hypothèses du théorème 5.
Soit h{x) un élément de A(R) égal à i sur [o, i] et à o sur ] — o o , a],
Pour tout élément f de A(R), nul sur E, le produit fh est nul sur]— oo, o],
Pour appliquer les deux théorèmes ci-dessus, appelons A/( l'élément
de A(R) égal à i au centre de J^, à o hors de Jk et linéaire sur les deux
moitiés de J/^.

On pose

^(^)=^A^(^) e11^.
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Le multiplicateur <p» des éléments de A(R) nuls sur ]—oo ,o ] et le
multiplicateur ^h des éléments de A(R) nuls sur E ont des normes au
plus égales à A^n et A^h\\^n, mais la norme de <s^h dans B(û')
dépasse -,• Le théorème est prouvé.

Étude du cas général. — Une étape permettra d'utiliser le résultat
précédent. On suppose que F contienne R comme facteur direct, soit

r = r, x R, G = G, x R.
Une hypothèse très particulière sera faite sur le fermé E de F : on suppose
que, pour un élément y, de I\, le produit { T i } X R coupe bien la frontière
de E au sens suivant : l'extrémité b d'un intervalle {y i}x ]a , b[ dans É
et { Y i } X B est adhérente à l'intersection, avec { y , } x B, du complémentaire û
de E (Ê désigne l'intérieur de E).

PROPOSITION 5. — L'hypothèse qui vient d'être écrite permet de cons-
truire un multiplicateur non trivial des fonctions de A (F) nulles sur E.

L'idée de la démonstration est d'approcher un ouvert par des réunions
de cylindres ouverts. On utilisera alors le théorème 7 et le lemme (presque
évident) :

LEMME. — Soit Es un fermé de R, y un multiplicateur de norme ||<p||
des éléments de A(R) nuls sur Ea.

Si p2 est la projection de F, x R sur R, 90^3 définit un multiplicateur
de norme ||y|| des éléments de A(FiXR) nuls sur F^xEa.

Démontrons la proposition : on suppose encore que b == o et l'on
appelle (a"n)^o une suite, tendant vers zéro, de points de R, (s.n)n^ une
suite de réels positifs tels que

Si !„= { y i } x]—^-)-;^ £^-^_^^ oji ̂

(i) I"C(;E;
(ii) I«nL=0 si n^m;

(in) o <,3xn+i^Xn, n^o.

A tout entier N on peut associer un réel £, £ > o, assez petit pour que,
si i^n^N, on ait

2 (a-n-i-l+S) ̂ a;n+ £ (û^W^N).

[Vue de — s, la suite (xn)^^y est encore « bien » lacunaire suivant
Hadamard.J

A cet e on associe un voisinage ouvert V de y, dans Fi tel que le produit
V x ] a + £ , — s [ soit un cylindre, ouvert, contenu dans l'intérieur de E.
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Enfin k est un élément de A(I\) de norme au plus 2, qui vaut i en ^i
et o hors de V. Il est clair que £, V et k dépendent de N.

Si /*, dans A(F), est nulle sur E, (/7c) (y) est nulle sur I \x]a+£, — £[
et nous sommes dans les conditions d'application du lemme.

On forme le multiplicateur, des éléments de A (F) nuls sur
^ lX]a4- £ ? —£[ , défini par la composition :

( " \
PÎ ° ?N, où cpN (^) = Y e11'1 •x" A^ (x) ) N 2 (notations du théorème 6).

o /

La suite ^(ï) (pa °?N) (ï) des multiplicateurs des éléments de A (F) nuls
sur E est uniformément bornée et ne peut avoir, dans B(û), des normes
uniformément bornées comme on le voit en se restreignant à { y i } X R.

Nous pouvons maintenant passer au cas général.

THÉORÈME 7. — Si ^=R7 ^x T771, si E est un fermé de r d'intérieur non
vide, on peut former, pour tout idéal ï de cospectre E, un convoluteur non
trivial de cet idéal.

Démonstration. — Le multiplicateur que nous allons construire n'appar-
tient pas, localement, à A (F)., On peut, grâce aux isomorphismes locaux
entre A(T'1) et A(R71) se ramener au cas où ^=R /^. Nous allons former
une sous-variété D de dimension ï, une « droite » rencontrant E suivant
un ouvert A la frontière F de E suivant un fermé C et le complémen-
taire de E suivant un ouvert B, tous trois non vides, de façon que la
portion de C contenue dans un intervalle de D n'ait pas d'intérieur.
Nous serons ramenés à la situation qui sert d'hypothèse à la proposition 5.

Appelons a un point de |,E et b un point de É. Le point a sera pour

origine d'un système d'axes tels que b soit le point ( ï , o, . . ., o). Un point
de R71 sera noté {x, Y), où xGB., Y = (^2, . . ., Xn) SR71"1. Enfin, pour
tout Y dans R7'"1, Dy désignera l'ensemble de tous les {x, Y) de R".
Il existe un voisinage ouvert V de o dans R71"1 tel que, si Y est dans V,

. ° f\Dy rencontre à la fois E et |,E dans la bande d3 de R71 définie par :

o^x^i. Nous allons montrer que les Y pour lesquels Dy rencontre tônF
en un fermé avec intérieur, forment un ensemble de première catégorie,
au sens de Baire; il y aura donc un Y dans V tel qu'un intervalle de Dy
coupe l'intérieur de E, la frontière de E et le complémentaire de E, comme
nous le désirons.

Pour vérifier la propriété de catégorie annoncée, appelons K l'inter-
section de F et de tô et Vn l'ensemble des Y tels que KnDy contienne
un intervalle fermé de longueur n~1. L'ensemble fermé Un est réunion
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de 2 7 Z — 2 fermés Un, m, i ^ m ^ 2 n — 2 , qui sont les ensembles des Y
tels que Dyï ïK contienne un segment de longueur n~1 situé dans la

i <?bande m——^x^m-}-—• Ces bandes recouvrent tô : la réunion
des Vn,m est Un. D'autre part, un segment de longueur n~^ dans l'inter-

„ [ m — ï m 4 - 2 l . _ . ,,. ,, [ m m +1 ~\ -^ ,.valle ———? ——— contient toujours 1 intervalle —? ——— • Donc Un m
j^ 2 /î 2 /î 1 i 2 7Î 2 Tt |

n'a pas d'intérieur, ni U^, et l'ensemble des Y tels que Dy rencontre tônF
suivant un fermé d'intérieur non vide, est une réunion dénombrable de
fermés sans intérieur.

Remarque. — Dans les démonstrations précédentes, on aurait pu utiliser
le multiplicateur e10108^ des éléments de A(R) nuls sur ]—oo ,o ] . Si E
est un fermé de R, si ]— a, o[ est une composante connexe de l'intérieur
de E et \{x) un élément de A(R) à support conpact, pour une valeur
au moins, non nulle, du réel c, eiclosx'^{x) est un multiplicateur des fonc-
tions de A(R) nulles sur E qui ne peut être prolongé par continuité en o.
Fo^r[9]. Mais ceci ne nous aurait pas dispensé de notre étude si F == R"X T"'.

CHAPITRE II.
VARIANTES D'UNE FONCTION DE LITTLEWOOD-PALEY

DANS L'ÉTUDE DES CLASSES H1.

INTRODUCTION. — Commençons par rappeler un résultat classique afin
de mieux situer celui obtenu dans ce chapitre : si le réel p est strictement
supérieur à i, pour tout élément /'(9) de la classe de Hardy H^(T), la
fonction de Littlewood-Paley y (6) est presque partout finie et sa norme

dans L7' est équivalente à celle de /*(6). Si la série de Fourier de /'(6) est

écrite, formellement, ^,A^(â), où A^(6) est un polynôme trigonométrique à
n^O 1 -1

spectre dans [271-1, 2"[, ̂ i, et Ao(6) =f(o), on pose y(6) ̂ ^l^9)!2)2'
\7l^0 / J

Quand p=î, des exemples très simples montrent que, si /'(6) est
dans H^T), y (9) n'appartient pas toujours à L^T). Le découpage de
la série de Fourier de /*(9) en blocs A^(9) était trop brutal et Elias Stein [9]
vient de montrer qu'il suffit de remplacer A^(6) par A^(9), où :

2"—i -1

et tn(^)== ^ (22

2"—2

A,(6)=^(0) +A,(6) +^(6) et ^(6)== ^ (a2-^ - i)f{p) e^,

(i) \

9n (9) =2 (2 - ̂ ^ f(p) eip^
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On remplace la différence A^(9) entre deux sommes partielles par la
différence A^(9) entre deux sommes suivant la méthode de De la Vallée
Poussin. On a encore équivalence entre les normes L1 de /'(9) et de

i_

7(9) =^V ^(e^V-

La méthode employée par E. Stein utilise un résultat de Zygmund
relatif à une variante de la fonction de Lusin et un théorème de Calderon
étendant aux classes H7', o<<p <i des résultats antérieurement connus
si p> i [9].

Nous prouvons seulement l'existence de deux polynômes trigono-
métriques tn(6) et ç^(9), à spectres dans [2"~2, 2n~ l[ et [2", ^n+l] tels qu'en
posant

A. (6) ==^(0)+A,(6) +^(6),

on ait

(2) Si A. (6) -
-, n^Q /

^A|

Notre résultat est inférieur à celui d'E. Stein en deux points : les poly-
nômes in et qn ne sont pas connus explicitement et il n'y a pas équivalence
entre les normes L1 des deux membres de (2) ; cependant cette précision
supplémentaire est souvent inutile dans les applications que nous avions
en vue en créant le théorème 1 dont la démonstration est bien différente
de celle que l'on trouvera dans [9].

1. ÉTUDE DES H^(T), p>0.

THÉORÈME 1. — A tout a, a>i et à tout p, p^>o, on peut associer une
constante Ba,/> strictement positive telle que, si la suite {n^k^o Dentiers
positifs vérifie la condition

^+i^a^., ^0>0,

on puisse trouver, pour tout élément f de H^(T), une suite (/^)^o de poly-
nômes trigonométriques analytiques telle que

(3) fkW=f(n) si n^ n < n/,+1 — i ;

(4) ^.7^)1^ ^BS'^)!2
\^o /

a,/? |

- Elle fait appel aux théorèmes de factorisation dans
à la structure d'ordre de Z4' et aux théorèmes de

Démonstration.
les classes H^(T),

Ann. Éc. Norm., (4), I. — FASC. 4. 66
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Littlewood-Paley concernant les sommes partielles d'ordre lacunaire de la
série de Fourier d'une fonction de LP(T) (p>i).

Nous ne ferons la démonstration que si n/,= 2^, car le cas général se
traiterait de façon absolument semblable.

Si p est un réel strictement positif, on appelle N un entier tel que : pN> i.
A tout élément f de IP(T), on peut associer une suite gn, I ^M^N

d'éléments de H^T) vérifiant les conditions :

f est égale, presque partout sur T, au produit gi, ^. . .g^, et

1 1 ^ 1 1 ^ = ||̂  |1?N=-..= II ̂ [|^=:|/||,.

{Voir, par exemple [11], p. 27$, (7 .2 i ) . )

Chaque gn peut s'écrire comme somme de trois termes :

Sn=gn,k-^g'^k-^-g"n^

où k est un entier supérieur à N, où gn,k est la somme de la série de Fourier
de gn de o à 2 Â : - N —I, g^ la somme de la série de Fourier de gn de 2^"^
à 2^+l — i et enfin g"^ la somme de la série de Fourier de gn de 2A+1 à
l'infini.

On obtient /\ en développant le produit gi ga . . . gy et en y ôtant le
produit g i , k ' ' ' g î i , k et tous les produits contenant un g^. Les vérifi-
cations de (i) et (2) sont immédiates par application des théorèmes sui-
vants de Littlewood et Paley : pour une constante A^N? les expressions

/^~t N 2

^up |^(^)| et /^l^^)!2^
^° \^o /

sont dans L7^ et leurs normes y sont majorées par |[g^[|^A^N
([12], chap. XV, th. 21, p. 224 et 4.4, p. 23i).

(Si p = = i , on choisit N = 2 et de ces deux théorèmes, l'un est évident
et l'autre est élémentaire.)

De façon tout à fait analogue on montre le théorème suivant sur les
classes d'Orlicz (utilisé au chapitre IV) :

THÉORÈME 2. — Si f est un élément de H^T) tel que

(5) l/Klorl/ireL^T),

on peut trouver une suite (fk)k^o de polynômes trigonométriques analytiques
telle que
(6) fh(n)=f(n) si n^n<nk+i—i

i_

et que, si (^\fk{x) \A'= g{x), on ait \g (log^ g\ )^€ L^T).
\ ̂ 0 /
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2. ETUDE DES IP(R). — Les théorèmes se transcrivent immédiatement
et les démonstrations sont parallèles : on utilise les théorèmes de facto-
risation correspondants et les théorèmes de Littlewood-Paley du cas
continu (ils se déduisent facilement de ceux du cas discret).

THÉORÈME 3. — Un nombre réel, a, est strictement supérieur à i et Aa
est une constante positive ne dépendant que de a. La suite (^)_,<^+, de
nombres réels strictement positifs vérifie la condition

o< a^< tn+ï.

A tout élément f de L^R), dont la transformée de Fourier est nulle sur
]— oo, o], on peut associer une suite {fn)-^^n<+^ d'éléments de L^R) jouissant
des propriétés suivantes :

y\

fn (x) == o si x ̂  o,

frt{x)==lf(x) Si tn^X^tn^

\_
/+o° \ 2

2l.A(^) 2 ) ^M/ilr
\-^ / 1

3. CONSTRUCTION DE MULTIPLICATEURS POUR LES TRANSFORMÉES DE

FOURIER DES ÉLÉMENTS DE H^R). — En liaison avec l'étude des ensembles
satisfaisant à la condition forte de Ditkin (théorème 8 du chapitre IV)
nous allons résoudre le problème suivant :

Si ^d(x) est la fonction caractéristique d'une suite {xn)n^o de nombres
réels, strictement positifs, tendant vers zéro suivant la condition de
Hadamard, il s'agit d'approcher ^d{x) par une suite bornée de multipli-
cateurs des éléments de A(R) nuls sur ] — o o , o ] . Plus précisément, on
appellera 1 l'idéal de A(R) formé de tous les éléments de A(R) nuls
sur ]— ûo.o] et, si R^ est le groupe des réels muni de la topologie dis-
crète, Irf sera l'idéal fermé de A(Rrf) composé de tous les éléments de A(Rrf)
nuls sur ]— oo, o]. On a alors :

THÉORÈME 4. — Si la suite (xn)n^o vérifie les conditions

(i) o<^+i<a^; o < a < i , n->o

et si (an)n^o est une suite complexe bornée, la fonction fdÇx) égale à On en Xn
et à o partout ailleurs est un multiplicateur de 1^. De plus :

(i) Ce multiplicateur est limite simple d'une suite bornée f/,{x) de multi-
plicateurs de I;
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(ii) Les ÇA-(^) peuvent être définis, si Vêlement gk{x) de A(R) vaut i
en o et o hors de ] — ^/., x/^ par

k

(2) ^(^) =^ang-k(^—^n)

0

et Von a

(3) M^BaMJ[^,||^.

On peut démontrer le (i) du théorème 3 par deux procédés; le plus élé-
mentaire semble le plus délicat; il sera très important pour étudier les
ensembles satisfaisant la condition forte de Ditkin (chap. IV, th. 7).

Première preuve de (i). — Elle utilise seulement le théorème de Paley
[voir [8], p. 2i3, th. 8.6) suivant sur H^T) : si la suite d'entiers positifs,
les {n/t)k^o, vérifie les conditions

o<^o; a^<^+i ( a> i )

pour tout élément f de H^T), on a

SI-A^) ^Aall/HÎ.
A^o

On en déduit aussitôt qu'une suite complexe, bornée par i sur les n/,
et nulle ailleurs définit un multiplicateur de ^H^T) de norme au plus Aa.

Nous employons des approximations rationnelles précises des Xn,
ï^n^k, données par le théorème de Dedekind : à l'entier k on associe
un entier (OA assez grand pour que des réels x^ tels que

^_L
wk

vérifient encore ( i) . On peut prendre les x^ rationnels, de la forme ~—

avec i^ç^^co/^. On appelle I\ le sous-groupe (-)z. Une fonction

égale à a,z sur x^ à o ailleurs, est un multiplicateur des éléments de A(I\)
nuls sur ^^o] de norme au plus B a [ | a ^ [ [ ^ . En appliquant le théo-
rème 3 du chapitre I on obtient un multiplicateur de I de la forme

k

^k (^) =^angk (X — 0 ,

0

où g / î ( x ) est, par exemple, une fonction « triangle isocèle » valant i en o

et o hors de —? — • La suite ^lAx} ainsi formée vérifie (i), mais les] ^ q ^q[_ * x / x / ?

supports des gk{x) sont difficiles à préciser.
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Seconde preuve de (i) et démonstration de (ii). — On appelle D00 le groupe
compact { o , i } ' N . Un point de D00 est noté co et les caractères « élémen-
taires » sur D00 sont appelés ç/c(co), /c^o [ÇA-(^>) ne dépend que de
la V6^ coordonnée de co, vaut i si elle vaut o, — i , sinon].

Un ensemble E d'entiers est du type A (2) si les normes L1 et L2 des
polynômes trigonométriques à spectre contenu dans E sont équivalentes.

Un réel de l'intervalle p, - est appelé s et (f/<(^))^o est une suite finie

d'éléments de L^R) tels que

}k (x) == o si \x\^s.

Le lémme 1 permet d'apprécier la norme L1 d'un élément f de L^R)
s'écrivant

f(x) ̂ ^e^f^x) ; ^€=E, ^o,

où E est un ensemble A (2) d'entiers.

LEMME 1. — Avec les notations ci-dessus^ ds et bs désignant deux cons-
tantes ne dépendant que de E et de s, on a

^^kWfkW Y^te^.^)
^^ ^M")/^)

I^RXU-) ^(R) L^RXÏ)-

La démonstration du lemme résulte immédiatement de l'hypothèse
que E est du type A (2)5 du lemme 1, § 2 du chapitre I et de la remarque
suivante :

Remarque. S^HACk [ X ) est une norme équivalente à
k^Q L^RXI)-)

^l^^l2)2

Une suite d'entiers, lacunaire à la Hadamard, est un ensemble A (2)
(th. 5.7.7, [8]). La conclusion du lemme 1 est invariante par homothétie

n

et le lemme s'applique donc à des fonctions f s'écrivant ^/^A, où /\ est
i

un élément de L^T) dont le spectre est contenu dans [x/^—Xn, Xk-{-Xn]
et où, maintenant, XR est une suite de rationnels tels que ^4-1 <a^, avec
o<a-<i. Le lemme 1 s'applique encore si les xi, sont réels car on peut
les approcher par des x / , rationnels tels que

x'Â'+i <^ atr/: et \X\ — X'^ X\ + X'^ 3 [Xjç — Xn, X j , + Xn\
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(as et Oset l'on est ramené au cas précédent [as et &, doivent alors être remplacées
par Oa et 6 a ne dépendant que de a).

On peut maintenant démontrer le théorème 4. A un élément f de H^T),
on peut associer, grâce au théorème 1 du chapitre II, une suite fn d'élé-
ments de H^T) tels que les transformées de Fourier de f et de fn coïn-
cident, sur [xn-i, Xn+i]y et que l'on ait

\^
(^\fnW ^ ^=A |j/[|..

\/l^0 / 1

Si l'on pose : f^{x) = e^'^'^nÇx), on peut écrire, pour tout entier k,

^ an^n(w)f^(x) ^A
L^TXD00)

et, par convolution avec g/, dont la transformée de Fourier est g/,, on a

^ an^n(^) (//I*^) (^) ^A||^,|], Il/Il, |]^[|^
L^TX])")

ce qui, avec le lemme 1 fournit le théorème 4.

Compléments sur les multiplicateurs de ^H^R). — Appelons hn, n^o,
une suite de nombres réels positifs. Posons

/ x \A ^ ( ^ ) = = sup i — ,- ? o •
\ ^n j

et soit ^, ^^o, une suite de nombres réels positifs, tendant vers l'infini
tels que
(3) atn^tn^, i<a, o<^o.

Posons enfin
CP(.^) =VA^(^— tn).Q(.X) = ^ A ^ ( ^ — tn

n^O

On a alors le théorème :

THÉORÈME 5. — (i) Si pour un réel £, £>o, on a, pour tout n :

s^/^^s"1,

alors y(^) est un multiplicateur de tous les ^H^, i^p.

(il) Si Von a
lim /Zn= o (n -> 4- oc ) ,

alors y(^) n5^^ pa^ UTZ multiplicateur de ë^H1.
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(iii) Si
atn^tn^Y^btn, ï<a<b, hn+i^bh

et si fin tend, en croissant vers V infini tandis que —i tend verz zéro, alors ç(^)
tn

nest pas un multiplicateur de ^H1.

(iv) Si atn-=.tn^^btn^ ï<.a<b et si pour un £, £>o, on a

3<^<a-,
^n

alors ^(x) est un multiplicateur de ^H1.

Remarques. — Le théorème d'interpolation des opérations linéaires
sur les classes FP, voir par exemple ([12]), th. 3.9, p. 108) montre qu'un
multiplicateur de ^H1 est un multiplicateur pour tous les ^l-P, i^p.
Le théorème 4 montre, en gros, que (i) et (iv) sont les seuls moyens de
former un multiplicateur du type ç : il n'y a pas de cas intermédiaires.
Enfin (iv) est prouvé dans [9].

Démonstration de (i). — Elle est parallèle à celle du théorème 4. L'hypo-
thèse de (i) entraîne l'existence d'un élément g{x) dans L^R) tel que

gnW ^g'(^) ^^0 Si gnW ==A/,(.r — ^).

On en déduit que, pour toute suite fn d'éléments de L^R), on a

'^|/.*^12^) yi/.(^)2^j
^ / î ^ O

et l'on raisonne alors comme au théorème 4.

Démonstration de (ii). — Elle résulte du lemme très élémentaire suivant :

LEMME. — De toute suite {^n)n^o de nombres réels positifs tendant vers
zéro, on peut extraire une sous-suite {hn) telle quon ait

(4) y.a,zA,,(^—^ ^2>.
A(R)

pour toute suite complexe bornée (an)o^n^'

f x \On rappelle que : ^n{x) = sup( o, i — j- ) *
\ "^ /

Démonstration du lemme. — Appelons c[x) la fonction de L^R) telle que

o- (.?•) =:sup(o, i — |^ [ )
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Le premier membre de (4) vaut alors
FN

f Va^cr(/^) e^n dx
•^R

et l'idée est de construire une suite En de parties disjointes de R telle
que En porte presque toute la masse de îin^ {hnx) dx mais soit négligeable
pour les autres h,n^{hrnx) dx. L'inégalité (4) sera alors immédiate.

On peut5 par exemple prendre pour En l'ensemble des x tels que
Tn^|rK ^Tn+i, où la suite h^, As, . . . , hn, Ti, . . . , Tn est construite
par récurrence de la façon suivante :

On détermine d'abord Tn+i pour que

/•+3C

^ h/, a- (hk^) dx ̂  2-'1 (o ̂  k ̂  n) .
^T- , .

Ceci est possible parce que h/, est fixé par les choix précédents : les masses
des hh(j{hhx) ne sont pas « trop loin ». On choisit alors hn+i assez petit
pour que

C ^ ' i
\ hn+i 0- (/^N+l^) <^^ - — 2-^.

^T , . 2

Ceci achève la démonstration du lemme. Venons à la démonstration de (ii).

Si lim hn = o ( n — + 0 0 ? OIÏ choisira une sous-suite des hn telle que
l'inégalité (4) ait Heu. On considère la fonction

N

U(^,co)=^cp,,(co) T(œ-tn) pour coç { - i, i ̂ == ^2,
o

où T(^) est un élément de A(R) égal à i sur [— i, i], nul hors de ]— 2, 2[.
N

Le multiplicateur ç transforme U(.r, co) en ^?^(^) ^n {x — tn) ; 1'on
o

a, grâce au lemme, l'inégalité

^cp,,(c.j) ^(x—t. ^[ |cp[[ i [U(^c.)|L,^
A(R)

et, par intégration sur û, on obtient

N
^IMIIIT^II^B^V^.

qui est impossible si N est assez grand.
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Démonstration de (iii). — Les hypothèses faites permettent d'associer à
tout entier M un entier N, tel que

2/^<^i— ^1-1^2/^+1.

On a alors la suite d'inégalités :

^^-^^-^ÎM,̂ ^ (^)-^-,- . ) ^
^M ^M /4i —— / /^

Or, lorsque M augmente indéfiniment, il en est de même pour ^ ? donc
h

pour —• Ceci montre que la différence N — M tend vers l'infini avec M

(on a supposé que l'on a : hn+i^bhn) et que les intervalles [t/,—h^
t/,-}-hy], notés I/,, M^/c^N, sont disjoints. Si l'unité de longueur est h^
et si k décrit l'intervalle [M, N] de N vers M, on retrouve la situation de (i).

CHAPITRE III.

APPLICATIONS VARIÉES DU CHAPITRE II.

INTRODUCTION. — Le théorème 1 du chapitre II concerne les classes H^,
p>o; cependant son emploi n'est pas limité à l'étude de ces classes.
C'est ce que nous essayerons de montrer aux chapitres III et IV par
quelques exemples. En voici deux extraits du chapitre III. Rappelons
l'énoncé d'un vieux problème : « quand une suite de carré sommable de
nombres positifs, les {dn)n^ est donnée, lui associer une suite ç^ de phase
telle que les a^e^" soient les coefficients de Fourier d'une fonction continue
et analytique ». Salem a montré que l'on peut toujours trouver des phases
convenables si les On décroissent très régulièrement vers zéro mais, d'après
Paley et Zygmund, si l'on veut prendre ces phases au hasard il faut néces-
sairement que l'on ait

i
/ \ 2"

' 2( 2 ^ ) < + ^ ([n], th. 10.1, p. 226 et [2], th. .̂  p. 78).
A-^0\2^ra<2^--l-1 /

Nous changeons un peu de problème et obtenons que si les dn forment

une suite de carré sommable et que si les quantités : ^ a^ tendent,
2^^<2^+i

en décroissant, vers zéro, pour presque tous les choix des phases, on peut
trouver une fonction continue ayant pour coefficients de Fourier d'indices
positifs les nombres dn e^n.

Puisque cette décroissance n'entraîne pas la condition (i) , on ne pourra,
en général, choisir une fonction continue et analytique.
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Un second problème résolu au chapitre III a un lien avec le premier :
si une fonction continue analytique a la propriété que ses coefficients de
Fourier soient nuls sur chaque intervalle de la forme [3"+i? 2-3"—i],
en résulte-t-il que les coefficients de Fourier a,, en 3" et ^ en 2.3" soient
petits par une contagion de la faiblesse qui serait inhérente à la suite des
modules des coefficients de Fourier d'une fonction continue analytique ?
Il n'en est rien : la suite des a^ comme celle des ^n peut être n'importe
quelle suite de carré sommable.

Ces deux résultats seront utilisés au chapitre IV : le premier pour
montrer que l'ensemble de toutes les différences tn—tm-) Q^m^n—i
n'est pas un ensemble d'interpolation pour les multiplicateurs de ^H1

et le second pour construire un ensemble satisfaisant la condition forte
de Ditkin.

1. CONSTRUCTIONS DE MULTIPLICATEURS D'IDÉAUX FERMÉS DE A(Z). —

Nous allons, en vue de l'étude des ensembles exceptionnels du chapitre IV,
définir certains types d'idéaux fermés de L^T).

Définition des fonctions bi-analytiques. — Soit (n/,)^o une suite d'entiers
positifs tels que

/4>o, /?^j^a/i/. ( a > i ) ,

et (7/.)^o une suite d'entiers positifs vérifiant

Ik^^(n^-nk) (o<f3<i).

L'ensemble E est la réunion des intervalles [/î/,, nk-\-liç\.
Un élément de L^T) dont les coefficients de Fourier sont nuls hors

de E est dit bi-analytique.

Ecriture Sune fonction bi-analytique. — On peut écrire la série de Fourier
d'une fonction bi-analytique f{x) sous la forme

(i) , /(^)^^6^-ry,(^),
Â-^O

où fk(^)) est un polynôme trigonométrique analytique de spectre contenu
dans [o, Z/r].

THÉORÈME 1. — Pour tout réel p, de Vtntervalle ]o, 2[, on peut trouver
une constante A.p telle que pour tout polynôme trigonométrique f de la forme (i),
on ait

1

(^\\A(^\\ï\^^\\f\\,'-
, t^o
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Démonstration du théorème 1. — Le théorème 1 du chapitre II permet
de trouver une suite f/, d'éléments de H^(T) telle que l'on ait

^AW ^p Il/Il.
<^0

et telle que f/, ait les mêmes coefficients de Fourier que f sur l'inter-
„ p?/_i+^ ^+7^^l-^ ,. , , , .

valle ——^——?—— -—— • L inégalité renversée de Mmkowski écrite

dans L2 donne alors

^ 11^)11^^1
K^O

Mais les coefficients de Fourier de fj, sont nuls sur les intervalles

[' rik- -, 4- nk . , 1 , 7 ^+^+i 1
[——3——}nk[ et ]^-4-4,——^——J

dont les longueurs dépassent A?/,, où À est une constante strictement posi-
tive. De ce fait, on déduit l'inégalité

IIM^B||^

où B dépend seulement de p, a et ?.
En combinant les deux dernières inégalités on obtient le théorème 1

et l'on voit que Ap ne dépend que de p, a et ^.

COROLLAIRE 1. — Pour une constante A et tout élément f de L^T)

dont la transformée de Fourier f(n) est nulle si n vérifie les conditions :

^^o, /i^E,
on a

^l/^,) MAn/m „ ^ [/(„,+/,) •^AH/HÎ.
/-^O X-^0

^ Si /* est un polynôme trigonométrique, si p est dans ]o, i[, on a

^/(n)e^ ^ A, II/[I,
n^O p

et si /^ est un polynôme trigonométrique analytique, on a

\f^\^Wp\

Remarques. — Le corollaire 1 signifie qu'au bord d'intervalles de plus
en plus longs où ils sont nuls, les coefficients de Fourier d'une fonction
intégrable (ou d'une mesure) sont petits ; il y a « contagion de la faiblesse
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des modules ». Il faut cependant observer que cette propriété n'a lieu que
si les intervalles où les coefficients de Fourier sont nuls sont, au moins,
aussi importants que les intervalles contigus.

COROLLAIRE 2. — Si (a/c)^o ̂  (^)^o sont deux suites de nombres complexes
telles que

^l^j^+oo et ^1^1^+oc,
^0 A^O

on peut leur associer au moins une fonction continue et analytique F{x)
ayant les propriétés suivantes :

F(/^.)=:a,,

F (^+4)==^,

Ç (n) == o si n/, < n < 74- -h 4

Démonstration du corollaire 2. — Le corollaire 1 montre, par dualité,
que l'on peut associer, à toute suite complexe (û^)^o de carré sommable
et à toute suite complexe (fc/,)^o de carré sommable, une fonction analy-
tique et bornée, F(o;), ayant les propriétés souhaitées et telle que :
[|Ft^A(||a.||.+||&7c|].)^

Si Ok et b/î sont des suites finies on remplacera cet élément F par un
polynôme trigonométrique G déduit de F par le procédé de sommation
de De la Vallée Poussin (on multiplie les coefficients de Fourier par i
sur [— N, N], par o hors de ]— 2N, 2N[ et par des fonctions linéaires
sur [N, 2N] et [ — 2 ' N , —N]) . Le polynôme trigonométrique G satisfait
à l'inégalité [] G||;,^3A ( [ [ a^^ 4- I I ^/J^) et a les mêmes coefficients
de Fourier que F sur un assez long intervalle pour convenir au problème.
Si maintenant a/r et b^ sont des suites quelconques de carré sommable,
on peut les écrire comme des sommes normalement convergentes dans l2

de suites finies et la somme normalement convergente des polynômes
trigonométnques G correspondants fournira la fonction continue analy-
tique F cherchée.

COROLLAIRE 3. — Si ï est V idéal de L^T) formé des éléments f de L^T)

tels que f(n) soit nul si n, entier positif, n'est pas dans E, alors la fonction
caractéristique de l'ensemble des Hk ou des n^+ lk est un multiplicateur de 97!.

Extension de ces résultats : fonctions N-analytiques.— Soit n/c, /c^o,
une suite d'entiers positifs vérifiant les conditions 7î/,+i^3n/; et n o > o
et ï / , une suite d'entiers positifs vérifiant : ili,^n^

On appelle E^ l'ensemble construit, à partir de ces deux suites et d'un
entier N, de la façon suivante : E^ est la réunion de tous les intervalles
d'extrémités n^ + . . . + n^ et de longueur lj^ , ki > À-a > . . . > /c^.
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THÉORÈME 2. — Pour une constante A^ et tout élément f de L/CT) dont la
transformée de Fourier f(n) est nulle si n vérifie les conditions

n ̂ o, /^EN,
on a

SIA7^--^^) ̂ Nll/IIL

^

ou la sommation est étendue aux kiy i^i^N, tels que

^I>Â.,>...>ÀN.

Ce théorème doit être rapproché du théorème 5 du chapitre IV.

2. ÉTUDE DU DUAL DE H^T). — A toute suite (j={nk)k^o d'entiers
positifs, lacunaire à la Hadamard, nous associons un espace &a qui est
l'ensemble des éléments X du dual de H^T) dont les coefficients de
Fourier, (cn)n^o (définis ci-dessous) ont la propriété suivante : pour toute
suite complexe bornée (a/c)^o, la suite dn définie par

dn== âkCn si nk-i ̂  n < n^

est encore celle des coefficients de Fourier d'un élément du dual de H^T).

Une norme naturelle d'espace de Banach peut être définie sur ê^.
Dans le dual de H^T), &y n'est pas dense [voir l'Appendice). L'impor-
tance de &a vient de ce que les éléments du dual de H^T) dont tous les
coefficients de Fourier sont positifs appartiennent à tous les d^.

Notations. — Un élément X du dual, (H1)*, de H1 est une-forme linéaire
continue sur H1 et est donc déterminée par la suite Cn des nombres
complexes <(X, o^^, TZ^O.

Nous appelons série de Fourier de X la série formelle

(1) ^Cne1^.
n^O

L'élément X peut être défini par, au moins, un élément F de L^T) et
la condition

< F , / > = < X , / > = f F ( ^ ) / ( ^ ) ^ (/€lP).
^T

Les Cn forment alors la suite des coefficients de Fourier d'indices positifs
de F.

La suite G- des entiers n/,, k^o est lacunaire à la Hadamard; elle vérifie
la condition
(2) nk+i^^nk, / îo>o , a>i.
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Le théorème ci-dessous donne des conditions équivalentes pour appar-
tenir à <ë<7.

THÉORÈME 3. — Pour toute suite complexe {cn)n^o ^ toute suite rentiers
vérifiant (2), les énoncés (i), (ii), (iii) et (iv) ci-dessous sont équivalents :

(i) Pour tout élément f de H^T), on a
Hk-ï

^J ^/(/l)^ <+ ̂ ;

À-^O j fif,

(ii) Pour une constante A et tout élément f de H^T), on a
fik-i

2; 2/(^ ^ A n/n,;
À-^:0 ^.-_i

(iii) Pour tou^ suite complexe bornée (^A-)^o, VX/;A/,(a;) est la série de
À-^O

7^-1

Fourier Sun élément du dual de îî1 ( on a posé A^(^) = ̂ . Cne11^ );
\ ^—-i . /

(iv) O/z peut trouver des éléments de L°°(T), les A^, A^o, tels que A^
et Ay^. définissent la même forme linéaire sur H1 (on écrira A^^^A/^) ^ que

^|A;.(^)|2 <+^.

Démonstration du théorème 3.

(i) entraîne (ii) grâce au théorème du graphe fermé;
(ii) entraîne (iii) de façon évidente;

(iii) entraîne (i) de façon évidente.

Reste à montrer l'équivalence de (iii) et de (iv). Avant de montrer
que (iii) entraîne (iv), prouvons le lemme :

LEMME. — Si pour toute suite (A/c(^))^o de polynômes trigonométriques^

on forme le sup noté s des quantités ^<(A^., u/,)> calculées sur toutes
k ̂

les suites finies (u/^/^o d'éléments de H1 (T) vérifiant

f °° Y
( 2l^)12) ^
\ 0 / 1

alors on peut trouver une suite A^ d'éléments de L30 (T) telle que A^ et A/,.
^

oo 2

définissent la même forme linéaire sur H^T) et que Y A^.(rr) 2 50^
0 30

exactement s.
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La démonstration du lemme s'obtient immédiatement par le théorème
de Hahn-Banach : la suite {\(x))^ définit une forme linéaire notée L,
continue, sur l'espace de Banach des suites u/,{x) d'éléments de H1, muni

de la norme ^•I^A-(^) ; L se prolonge donc en une forme linéaire

continue, de même norme, sur l'espace U(T) à valeurs dans V dont le
dual est L^T) à valeurs dans l2. Voilà la suite A^, /c^o. On vérifie
que A^ et A/, définissent, sur H1, la même forme linéaire et le lemme est
prouvé.

Montrons comment (iii) entraîne (iv) dans le théorème 3.
En appliquant le lemme, il suffit de voir que, pour une constante A

et toute suite finie Ui, . . ., Un d'éléments de H^T), on a

^<A,,^-> ^À ^[^(^r2
(3)

Considérons à cet effet l'espace û = { — i , i (N muni de la tribu produit
et de la loi de probabilité produit de celle qui donne à — i et à i les

probabilités -•

Les fonctions coordonnées sur û sont désignées par ÇA^), /c^o.

On pose

U(^ co)=^^.(ûû) u.k(x) et K(ûo) ==|[U(^, &)) [|LI(T).
À:^0

On a alors, par échange des intégrations,
\_

fK(co )^^ /y ^ ( ^ ) P ) Y
^Q \ ~ /^

\À - ^o

D'autre part, grâce à l'hypothèse (iii), et au théorème du graphe fermé,
on peut écrire, si la suite (^/c)^o es^ bornée par i,

(4) ^À,A,, U(^ GJ)\ ^À| |U(^^) \^^=^K(u).
>. k^O

(La constante X ne dépend que de la suite donnée A/^.)

Mais à tout où de û, on peut associer un choix de la suite A/( tel que le
membre de gauche de (4) soit égal à

^ |<A, ,U(^ c. )>[ .
À-^O
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On en déduit l'inégalité

(5) ^KA/-, U ( ^ C O ) > | ^ K ( G 3 ) .

À-^o

A ce stade, on intègre en oo les deux membres de (5). Pour tout k, on a

f [<A,, U(^ c.))>|^== fi/A,, VcM^) ̂ (^)\ ^)^|<A,, ^>[.
^Q ^û \ ~ /

L'inégalité ^ a^ y, ^ç^ ^ a/, est évidente.

On obtient bien (3).
Il reste à prouver que (iv) entraîne (iii). Il suffit d'appliquer le théo-

rème 1 du chapitre II : pour tout élément f dans H^T), on peut former
une suite (/ /) /^o de polynômes trigonométriques telle que

<y,, ̂  >:=</, A, > et Yi/^^)n ^B,

On en déduit

^ </,A,>|^B,[|/||, /^|AĤ-W
^-^0

et VA/,(rc) est la série de Fourier d'un élément du dual de H^T).
/-^o

3. RELATIONS VÉRIFIÉES PAR LES MODULES DES COEFFICIENTS DE

FOURIER DES ÉLÉMENTS DE H^T). — Le théorème ci-dessous permet de

déterminer toutes les suites X^ de réels positifs telles que ^,^n\f(n)\ soit
n^o

finie pour tout élément/* de H^T). Il ne sera pas appliqué au chapitre IV.

THÉORÈME 4. — Pour une suite ^n, ^^o, de réels positifs, les quatre
conditions ci-dessous sont équivalentes :

(a) pour tout élément f de H^T), on a

s^i^^4-005
n '̂o

(&) la série de Fourier ^.^/i^"^ définit un élément du dual de H1;

2<-4-l--l

k^c) Si A/;(rc) = ^ ^e^, on peut trouver une suite A^(rc), (Vêlements
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de L°°(T), telle que A^ et A^. définissent la même forme linéaire sur H^T)
et que, de plus,

^|A;(^)p€=jr(T);
t^v

{d) la matrice infinie
/^o î ^2 ...\
f ïi ^ ^ . . . \

\^n ^n+1 ^/M-2 • ' • /

définit un endomorphisme continu de l2.

Démonstration du théorème 4. — La condition (&) entraîne (a), car pour
tout élément

/-^^^deH^T),
n^o

on peut former un élément F de H^T).

F^C.^,
TÎ^O

tel que
[^I^C., [|/[[,=: |[ F [|,

Cela résulte de la factorisation d'un élément de H^T) en produit de
deux éléments de H^T) et de techniques de séries majorantes. On se sert
alors de ce que les )^ sont positifs et l'on a, par convolution avec un noyau
de Fejer, l'inégalité

N

^^(i-^C,^AH/[|..
0

On obtient (a) en faisant tendre N vers l'infini. Par application immé-
diate du théorème 3, (a) entraîne (c) et (c) entraîne (6). Enfin, l'équi-
valence de (a) et [d) se vérifie facilement en décomposant tout élément
de H^T) en un produit de deu^c éléments de ]-P(T).

Remarques critiques sur le théorème 4. — II serait intéressant de donner
une caractérisation simple, par un procédé de l'analyse harmonique, des
suites À^ n^o, de nombres réels positifs intervenant au théorème 4.
Malheureusement la condition (c) du théorème 4 ne fournit aucun rensei-
gnement sur la façon d'obtenir les A^. En fait, il n'est pas possible d'obtenir
les A^ par un moyen de sommation linéaire appliqué à la série de Fourier

de X, X^'^A/,(^); c'est-à-dire : on ne peut trouver une suite S/^, /c^o,^•? ^v "^—A-^y ?
Â-^o
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de distributions « analytiques » telle que
A;. (x) = ̂  (x) + (X * S/,) (- x).

(Voir l'Appendice.) [On ne pourrait pas plus avoir

AI. (x) = A, (x) + (X*^.) (x).]

On ne doit donc pas se faire d'illusions sur la portée du théorème 4 et
cependant il peut fournir des résultats assez fins.

Applications du théorème 4. — Nous nous intéressons à la situation sui-
vante : une suite L, d'intervalles de Z4" est définie par la suite M/,, /c^o,
des centres de IA et la suite 2 SA, ^z^o, des longueurs des I/,. On suppose
que l'on a n/^^9.n/, et que les longueurs des ly, tendent vers l'infini
avec k de sorte que

2<y<+o).

On veut avoir des précisions sur la moyenne Œ/^ calculée sur I/,, du
module de f{n) si /' est dans H^T). Soit

(i) 2^,ô\-=^|/(^) , /en'.
n e 4

Quand I/; = [2/l, 2/l+l[, on a ^(7A<<4-00 d'après un théorème de Hardy
^0

et Littlewood ([il], th. 8.7, chap. VII, p. 286), mais il y a lieu de penser
que, sur un intervalle plus petit, la moyenne sera, en général, plus forte.
D'autre part, un résultat de Paley ([8], th. 8.6) nous donne ici dans tous
les cas

(2) ^(7J<+00.

On peut penser que la suite 07, possède d'autres propriétés que d'être
de carré sommable; ceci est précisé par le théorème suivant :

THÉORÈME 5. — Valeurs moyennes des modules des coefficients de Fourrer
des éléments de H^T).

A^ec les notations ci-dessus, on peut toujours construire une suite £/„
/r^o, de réels positifs ou nuls, telle que

(3) ^4̂=4-00;

Â-^oÂ-^o

(4) ^^^f^^H/j i i 1°"^ est défini par (i)],
/ ^o

pour tout élément f de H^T).
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La méthode générale employée dans la démonstration du théorème 5
montre que, si I/, == [^'(i — A'"01), ^'j, a>o, on peut prendre

s/.==(logÂ-)-ï, Y > 1 ? k ̂ 2.
2

Rien n'empêche que ce choix des SA puisse être amélioré. Des conditions
nécessaires de décroissance des ^ seront données mais elles permettent,
dans l'exemple ci-dessus à tous les £/^ de valoir + i* Les conséquences du
théorème 5 sont donc provisoires.

Démonstration du théorème 5. —• On définit la suite A^ par £/ ,==^/c8/z
et l'on va construire un élément de L^T), g dont les coefÏlcients de Pourier
d'indices positifs, g(^), ^^o, sont ^, si n est dans I/, et o si M est positif
et n'est pas dans I/^. Pour appliquer le théorème 3, nous poserons

A^(^) = ̂ /,:^ sinnx et montrerons que l'on peut choisir les X/, tels que
nçîj,

^1^(^)1^^° (T).

Nous utiliserons les majorations suivantes pour ,̂ sinnx = Sk(x)
pl^îk

/ * \ 1 ^ / \ ^(i) \S,(x) ^,;• x
"N

<-» A(ii) | SA (x) |^2 S/,;
(iii) [ 8/,(^) [^(2^^ + i)x (en majorant [sinnrc[ par M [ ^ [ ) .

La somme Y^l Sî{x) sera, pour tout .z, dam [o, ^] divisée en trois blocs :
0

N(.r) . M(.r) °c

^^Si(^)+ S ̂ ^^ 2 ^s^^)-
0 N (.r) 4-1 M (.r) -+-1

Sur le premier bloc, nous ferons la majoration (iii), sur le second, (ii) et
sur le dernier, (i). Il s'agit de choisir une constante A et, pour tout x, les
entiers N(.r) et M(x) tels que

N(.x-)

(5) .^^Ài^ôl^A;
#

M(.x-)

(6) ^ ^l^A;
N(.r)+J

-h ^

(7) tr-! ^ ^^-A-
M(.r)+l
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La condition (6) nous invite à prendre £/c ̂  i pour tout A*. La condi-
tion (7) est alors conséquence de

(8) x-- ^ ôr^A.
M{x)+l

Puisque rik+i ̂  2 n^ la condition (5) est conséquence des deux conditions
r\

(9) SÂ-H^O^, £^i, .r^â^^A.

[On a regardé (5) comme une série géométrique : le dernier terme est
alors prépondérant et l'on a éventuellement augmenté A.]

On appellera ' N ( x ) le plus grand des entiers /c, tels que

x^n^^Ti2.
Alors

^-^Tr-2^^!

et (8) est conséquence de

(10) n^iS^^A.
M + l

La condition (10) où l'on choisit pour M la plus petite valeur entière
possible détermine M comme une fonction croissante de N. On posera
N = < p ( M ) et l'on peut toujours supposer en outre, quitte à remplacer y
par une fonction plus rapidement croissante vers l'infini, que les valeurs
en i des itérées de 9 : y ( i ) , ç (y ( i ) ) , . . . , ^w ( i ) , ( A ) , etc forment une
suite d'entiers tendant vers l'infini.

La condition (6) est conséquence de
©("+!) (1)

'S £^1-
cp(»)(l)

Pour résumer il suffit que le choix de la suite £/; satisfasse aux conditions
o

( 1 1 ) S/^l^^;

(12) Cn= ^ £l^I [^=^)(I)];

ln^k<tn^i

(13) . ^en=-{- 00.

71^0

Dans certains cas on pourra prendre : s.î = ;———— lorsque k appar-
^7^+l — tn

tient à l'intervalle [tn, ^4-1 [• Par exemple, si I/, = [^{i — k^), a71], a > o,

(i) y(^) désigne la n1^ itérée de cp.
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on a ?(p) ==a log2p+P$ au lieu de la suite 9^(2), des itérées de <p,
difficile à apprécier, on utilise une suite tj, d'entiers telle que 9(^)^^+i
et jouant le même rôle; par exemple, ^ est la partie entière de a/c^ogs/c)^
P>i . Cela donne £J| = (log/c)"^ et cette suite se trouve vérifier (n).
En toute généralité on pourra procéder comme suit : dans l'intervalle

^k-tn

[tn, tn+i[, on pose : £/c==i si k=tn, ^=(3) n ailleurs.

Conditions nécessaires portant sur la suite des £/c intervenant au théorème 5.

THÉORÈME 6. — II existe un réel t, t^^j avec la propriété suivante :

si une suite 5^ de réels positifs est telle que, pour tout élément f de H^T),
on ait

SM/wl^imii,
alors

,27l | / 00 \ 2[ i -»
/.27l / °° \2 |

/ exp t ^|A^)p) ,
0 \ o / J

^|A,(^)p \ dx^^,
0 / ..

OU
2<:4-l—l

A,(^)=^^^-.
^k

La démonstration est immédiate; comme dans celle du théorème 3 et
du théorème 4 appelons Xco, œ €Û, l'élément du dual de H1 défini par la
série de Fourier

00

^^(co) AÂ:(^),
0

alors |lX(o||^^i et, par application de ([11], th. 2.11, chap. VII), on a

c^" r " i/ exp ^ ^c^(co)A^) ^^A.Jo L o J
II ne reste plus qu'à intégrer sur û en utilisant la convexité de l'expo-
nentielle pour obtenir le théorème 6.

COROLLAIRE. — Si les £/c et les ^ vérifient la conclusion du théorème 5
et si S/c croît avec A*, on a, pour un t > o

r 1- ~ir^pYn Yv osi^^.^V ,
j exp l 2^-ôî7m^ ^<+-
^n 1 \ . "' / I
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et donc

Y. MEYER,

sa-s-)^ ' 2 < + 00.

Par exemple, le corollaire montre que si l'on désire choisir £/; égal à i
pour tout /c, la suite §n doit tendre assez vite vers l'infini pour que l'on ait

Sfr-r-)^^70^00 C2)-^—— \ O/i. O/^-M /

4. ÉLÉMENTS ALÉATOIRES DU DUAL DE H^T). — NOUS aVOUS besoin

d'une condition suffisante permettant à une suite complexe donnée, les Cn,
n^o, d'être la suite des coefficients de Fourier d'une fonction continue.

Si, par exemple, Cn=o pour i^^n^^1^ et Cn = - si M^I ,

n^[<2.cîk, ̂ ^J, on sait que la condition (a) du théorème 4 est satisfaite.
Il en est donc de même de la condition (c). Mais il est facile de montrer
que, dans ce cas, on ne peut trouver une fonction continue f ayant les Cn
comme coefficients de Fourier d'indices positifs. Nous allons, outre les
conditions,

00 ^Â-——l

(i) ^|A;.(^)|^i, ^^-=:A,(^ A,(^)-A^),
0 nie_i

indiquer une condition autorisant les Cn à être les coefficients de Fourier
d'une fonction continue.

THÉORÈME 7. — Si la somme (i) converge partout vers une fonction
continue g, on peut trouver une fonction continue f ayant les Cn^ n^^o^ comme
coefficients de Fourier (^indices positifs.

Démonstration. — Les hypothèses entraînent que la convergence de (i)
est uniforme. On peut trouver une suite km d'entiers telle que

2|AI-(^) .̂ -̂  (m ̂ o).

Par application du théorème 3, on obtient un élément fm de £^ (T)
dont la norme est au plus à ^""^ et ayant les, mêmes coefficients de Fourier

,̂+1
d'indices positifs que V A^(rr).

^n+l

1 'x>

(2) La norme est ici évaluée dans =— •
H?
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Cet élément fru n'étant peut-être pas continu, régularisons-le (en multi-./\
pliant f^ par une fonction trapèze) quitte à tripler sa norme, sans changer
les coefficients de Fourier d'indices positifs. La somme uniformément
convergente des fm régularisées donne f.

Application aux séries de Fourier aléatoires.

THÉORÈME 8. — Si Cy est une suite complexe^ telle que

2 ^ [2 < + 00 ,

posons

"^V<2'^l-^l

Si Sn tend, en décroissante vers zéro, presque toutes les suites (cy y^ (^))v^o
représentent les coefficients de Fourier d'indices positifs d'une fonction
continue.

Rappelons que si il est l'espace produit { — 1 , 1 ^ muni de la tribu

produit et de la mesure produit de celles donnant la masse - à — i et
à i, les Çv((o) sont les fonctions coordonnées sur û.

Le type de la démonstration est maintenant classique : en nous appuyant
sur le théorème 7, on va prouver que, pour presque tout co dans û, la
somme

^1^(^, co)
^0

converge uniformément.
Posons

Q,(^c.>)= ^ ]A,(^)p.
2"^Â:<2"-H

Pour avoir des renseignements sur Qn{x^ a)) on utilise une majoration de
la transformée de Laplace en calculant ê^0"^'^}. (Le symbole ê
désignera l'intégrale sur û et A est un réel positif.)

Pour tout x fixé, les [ A ^ ( r r , c o ) | 2 sont des variables aléatoires indé-
pendantes sur û. On a donc

(2) ^^AQ^,(0)j^ Tï ^.^A|A^.(.r.O))|^

2"^Z:<27l+l

Mais le théorème 8.7 ([11], p. 2i4) permet de majorer chaque terme du
produit de droite dans (2). Si ^ vérifie l'inégalité

7^4-1 !| A,(^ co) [|i^)=4-1^2,
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on a, pour une constante absolue A,
^{^I^^^P^A.

Grâce à la décroissance des 5^, il suffit que l'on ait

À^4-1^)
pour obtenir
(3) êj^^^^A271.

Mais Qn(^, co) est, en x, un polynôme trigonométrique d'ordre, au
plus, 2.22"+l et, sur un intervalle de longueur 8~1 e^"2^1, on a

Q^^^^IIQ^^lk
([2], lemme 7, p. 2i4).

Par intégration en x et échange des intégrations, (3) donne

A(2") ̂ ê f Ç e^^ dx \ ̂ ê { ^2-l"(^•r'(x))ll" j 8-1 .s-2^1,
(^T )

d'où
^^2-i||Q,.^,(ri)i|,-R.2"^i (R==Cte positive absolue).

La probabilité pour que X2'~1 |[ Q^(rr, co) ||^ dépasse K^"^1 est donc
inférieure à e"1^2".

D'après le lemme de Borel-Cantelli, pour presque tout co, il existe un
indice N(co) tel que;, si n^N(oo), on ait

[[Q^(.c, co) |[^^i6K2^.?22"-
On a, d'autre part,

^2^in<4- 00,

n^O •

grâce à la décroissance des Sp et à la condition

s5^4-^
p^o

et cette remarque termine la démonstration.
On notera la similitude des hypothèses et de la démonstration avec

celles relatives à la continuité d'une série de Fourier aléatoire du type
P aley-Zygmund.

Remarque. — L'hypothèse ^[^|2<+0 05 à elle seule, est insuffi-
0

santé à assurer le résultat. Par exemple, soit E un ensemble de Sidon
d'entiers positifs qui n'est pas réunion finie de suites lacunaires à la
Hadamard. On peut prendre

E = { ̂  + ̂  \ (/?2 - i)2 < q^p^).
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On considère la série ^9^(^)0^^, où ân=o si n n'appartient pas
n^O

à E, an=p~Q' si n est dans E et de la forme 4^ + 47- La condition
2 <<-[-°° s'écrit ,^p2-2a<+oo et est réalisée dès que a > - -^|^|2<+00 s'écrit ^p2 2 a <+ o o et est réalisée dès que a

/l^O yO^l

Pour aucun choix des signes ^, Y^a^^^ ne définit sur H1 une
71^:0

forme linéaire continue, car une suite bornée d'éléments de H1, f/^ est
telle que fk(n) == i si 4^^7^^2•4^ et en se servant de ce que E

est un ensemble de Sidon, on en déduit sup^ V| dn\} < + oo (où la
P \ ]\ 7 /

somme est étendue aux n, dans E, de la forme 4^+49)? ce qui n'est pas
le cas.

5. ÉLÉMENTS ALÉATOIRES DU DUAL DE H^R). — Appelons pSêudo-

mesure toute distribution sur R dont la transformée de Fourier soit un
élément de J,T(R).

Une suite {tn)n^o de rationnels vérifie les conditions suivantes :

(a) o < tn+i < tn et tn -> o {n -> + Qc) ;
(&) Pour une constante positive X et tout n, n^o le plus petit déno-

minateur commun aux rationnels t^, ^2? . . .? tn est o(Ç^).

Une suite complexe {an)n^o vérifie les conditions suivantes :

(c) ^1 an ̂ d-^;[c) ^\an
n^O

W ^j \an\cî tend en décroissant vers zéro.
2—^—i^^<-2—^

THÉORÈME 9. — Si les y^^), ^^o? sont les fonctions coordonnées
sur { — i , i (N pour presque tout co, lorsque les nombres tn et On véri-
fient (a), (&), (c) et {d)y

(i) ^n^)a^(t-t^)
n^O

est la restriction à ]o, + ̂ E d^une pseudomesure ayant son support dans
[— t,, ^o].

Remarques. — SÇt—tn) est la masse unité au point tn. Une hypothèse
sur le dénominateur commun des ti, . . . , tn est nécessaire. En effet, si
l'on choisit, par exemple, pour

2^ ̂  Jî < 1^, tn = a-^-1 + 2-^

Ann. £c. Norm., (4), I. — FASC. 4. 69
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une pseudomesure prolongeant ( i ) doit avoir, pour un réel £, s > o une

norme au moins égale à £ ^ On[, puisque l'ensemble des puissances

de 2 est de Sidon. Il est facile de construire une suite dn telle qu'alors
pour aucun co de û, ( i ) n'admette le prolongement souhaité.

CHAPITRE IV.
ENSEMBLES EXCEPTIONNELS ET THÉORIE DES MULTIPLICATEURS.

INTRODUCTION. — Dans ce chapitre sont examinés, sur quelques
exemples, les deux problèmes que nous n'avons pas su résoudre : d'abord
trouver pour les idéaux fermés de L1 (T) des résultats aussi précis que
ceux du chapitre 1 sur la construction des convoluteurs et ensuite indiquer
comment les multiplicateurs interviennent dans le problème de la syn-
thèse spectrale [un multiplicateur d'un idéal fermé 1 de A(R"XT m )
définit-il un endomorphisme de cet idéal ?].

Dans la partie A du chapitre IV sont donnés, aux paragraphes 1 et 2,
des résultats sur les ensembles A(p). Indiquons le lien entre ces ensembles
et le premier problème posé ci-dessus : si E est un ensemble d'entiers,
soit 1 l'idéal fermé de L1 (T) composé des fonctions intégrables sur le
cercle dont les coefficients de Fourier sont nuls hors de E. L'ensemble E
est, suivant la terminologie de Rudin, un ensemble A(p) si 1 est contenu
dans L^T); on suppose ici p supérieur à i. D'autre part, un ensemble
d'entiers E est un ensemble de Sidon si toute suite complexe bornée définie
sur E est la restriction à E de la suite des coefficients de Fourier-Stieit] es
d'une mesure complexe bornée. On a donc le résultat suivant : si E est
un ensemble A (2) et n'est pas un ensemble de Sidon, on peut construire
des convoluteurs non triviaux de I.

Rudin avait donné [7], th. 4.5, (&)] une condition assurant qu'un
ensemble E d'entiers positifs est A (4) : il suffit que E soit réunion d'un
nombre fini d'ensembles E/ tels que, en appelant A une constante, tout
entier positif se décompose d'au plus A façons, en somme de deux éléments
d'un même E/. L'ensemble des différences 27' — 11.2^ (o^-m^n — 6)
est un ensemble A (4) pour cette raison. Rudin demande si cette condition
suffisante est nécessaire : l'ensemble E considéré au théorème 1 permet
de donner une réponse négative à cette question. A la fin du paragraphe 1
se pose naturellement le problème suivant (qui ne sera pas résolu) : les
ensembles de toutes les différences 3 7 1 —3" 1 {o ̂ m^n—i) et 2"— i ï .i"1

(^o^m^n—6) qui ont des structures arithmétiques très différentes
sont-ils interchangeables du point de vue de l'analyse harmonique ?
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La construction de multiplicateurs non triviaux faite sur les
ensembles A (2) peut s'étendre à certaines parties de l'ensemble U présenté
au théorème 4.

Passons à la partie B du chapitre IV. Le problème qui nous occupera
est d'approcher les multiplicateurs d'un idéal 1 de A(R) par des éléments
de A(R); ce problème est lié à celui de la synthèse spectrale des idéaux
et ne concerne donc pas A(Z). Au paragraphe 1, on examine une forme
faible d'une telle approximation définie par la proposition 1. Ce point
de vue est alors relié à l'examen d'une condition (faible) de Ditkin portant
sur un ensemble E de nombres réels. Au paragraphe 2 nous nous inté-
ressons à une condition plus forte d'approximation des multiplicateurs
d'un idéal fermé 1 de A(R) par des éléments de A(R). Appelons E
l'ensemble des zéros communs aux éléments de I. Deux exemples sont
donnés où, grâce à des propriétés de l'ensemble E de nature arithmétique,
on obtient l'approximation forte désirée pour les multiplicateurs de 1
(prop. 4 et 5 et théorème 6). Enfin l'étude des ensembles satisfaisant la
condition forte de Ditkin est nécessaire si l'on cherche à approcher les
multiplicateurs, au sens fort, par des éléments de l'idéal lui-même : des
exemples sont donnés.

A. — Ensembles d'entiers.

Avant d'étudier les propriétés de l'ensemble de toutes les sommes

ou .
£ y r = ± i , 1^,/^N, Â-i > À-, >.. .> AN et /î^^3^,

nous allons examiner, avec un peu plus de précision, un cas plus particulier.
Les propriétés qui subsistent dans le cas général se démontrent de façon
tout à fait semblable.

1. PROPRIÉTÉS DE L'ENSEMBLE E DE TOUTES LES DIFFÉRENCES D'ENTIERS

tn—trn, Q^m^n—ï, t^^Ïtn, to > 0.

THÉORÈME 1 {les propriétés de E).

(a) Pour tout élément f de l-P(T), i<;p^+ oc, on a

^i/(.)i^A^re;
VÇE

(&) Cette propriété est en défaut si p = -(- i ;
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ï^
Çc) Si f est dans H^T) et si f{log+\fY est intégrable, on a

^I-A^I^-^ (3^
v CE

(d) On peut définir, sur E, une suite complexe bornée (av)v^E ^i nest
pas la restriction à E Sun multiplicateur de ^H^T).

[e] E e^ de type universel : on peut trouver deux réels strictement positifs a
et &, o << a <; &, ^<k que pour tout réel p de [i, -4- oo] ^ toute suite
finie {c,^ fn)o^m^n-i °n ^t l^ double inégalité :

a y^Cn^e1^-^ ^ V^^-^)- ^b\\ Vc^^——-)
^ r.pfr^ ^ hwn ^

t^x

^(T00)"!!-^ """ IL^T)""" 11-^ """" IlL^cr")

(Les Xn, n'^o, sont les fonctions coordonnées sur le tore à une infinité
de dimensions.)

Remarque. — Les ensembles E tels que la propriété (a) soit satisfaite
avec p = +1 sont des réunions finies de suites d'entiers lacunaires à
la Hadamard ([8], th. 8.6). La propriété (c) est le meilleur résultat dans
cette direction : H1 (T) est remplacé par une classe un peu plus petite.
Tout cela ne permet pas de prouver que si f est un élément de L1 (T)
[et non de H^T)] tel que flog+\f\ soit intégrable, on ait Y f(n) |2 <+ °°.

nçE

Ce serait pourtant le cas si E était remplacé par l'ensemble F de toutes
les différences 2"—11.2^ , o^m^n—6. D'ailleurs, F jouit des pro-
priétés (a), (&) , (c), ( d ) . Mais F ne saurait fournir un contre-exemple à la
conjecture de Rudin indiquée dans l'introduction.

Démonstration du théorème 1. — II est bon de rappeler les propriétés
des ensembles A(p).

Si E est une partie de Z, un E-polynôme est un polynôme trigono-
métrique P, défini sur T, tel que :

n^pîL entraîne P(/î)==o.

Un élément f de L1 (T) est une E-fonction si f(n) est nul quand n
n'appartient pas à E.

Suivant Rudin ([7], p. 2o5, défin. 1.5), nous dirons, si r est un réel,
r>o, que E est du type A(r) dès qu'il existe un s dans l'intervalle ] o, r[
et une constante B,y, tels que, pour tout E-polynôme P, on ait

(i) ||P|]^B,||P[|,.,

(3) Les propriétés (à) et (c) expriment de façon très précise que E est un ensemble A(p).
Les propriétés (d) et (e) concernent des problèmes différents.
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Si, r étant donné, ( i ) est vérifié pour un s dans ] o, r[, ( i ) sera vérifié
pour tout s dans ] o, r [ avec une constante B^ appropriée ([7], p. 204, th. 1.4).

L'ensemble des tn, noté G, jouit des propriétés suivantes : c'est un
ensemble de Sidon, donc un ensemble A(p) pour tout p. Si p>i, on a

W SI/Wl2^^ Il/Il2 ^oir[r\.
ngG

Sif{log+\f\)7 est dans L*(T), on a

(3) ^ |/(/,) l^+oo.
nçG

Preuve de (a). — Le résultat n'a d'intérêt que si p est au plus égal à 2.
On associe à /, grâce au théorème 1 du chapitre II, une suite (/\)^o de
polynômes trigonométriques analytiques telle que l'on ait

^l/^)!2) ^A ^W I2 1 II -=^\\J\\p

et que, sur [4-1, t/c], les transformées de Fourier de f et de fk soient égales.

Grâce à l'inégalité de Minkowski écrite dans L^, on a

(4) ^IIA^)!!2^^!!/^.

En employant (2) pour l'ensemble G des différences 4 — ^ m ? m^o, k fixé,
on obtient

Ap^ /^-^r^—^-ii/.iij;.p — ï
o^m^Â'—i

II suffit d'ajouter ces inégalités pour montrer (a). Le (c) se montre de
façon semblable à l'aide du théorème 2 du chapitre II.

Avant de montrer le (d), donnons quelques définitions : un ensemble E
d'entiers positifs est appelé un ensemble d'interpolation pour les multi-
plicateurs de ^H1 si toute suite complexe bornée définie sur E est la
restriction à E d'un multiplicateur des coefficients de Fourier des éléments
de H^T).

Appelons [3 l'espace de Banach composé de toutes les fonctions analy-
tiques et continues sur le cercle pouvant s'écrire

oc

(5) /(a-) =^/A*^-, où /AeH'(T) , ^-6C(T)
1

et où

(6) ^ll^ll1!!^00^^
A-^o
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La norme dans ? est le inf des quantités (6) étendu à toutes les décompo-
sitions (5) [C(T) désigne l'espace des fonctions, continues sur T, à valeurs
complexes].

On vérifie que l'espace dual de ? est l'espace des multiplicateurs
de ^H^T).

En effet, soit S un convoluteur de H^T). Nous lui associons une forme
linéaire sur 3, notée /'-><( S, /*)> et définie par

oc

<S,/>=^(S(/,.)-*-^) (o),
1

si l'élément f de p est écrit, sous la forme (5). On vérifie sans peine
que ^S, fy ne dépend pas du choix de la décomposition de f{x}. On a les
inégalités

^(S(/,)*^) (o) ^ll^^l^l^ll^^llfSlI^II1"^!

En prenant le inf de ces dernières quantités par rapport à toutes les
décompositions possibles de f{x)^ on en déduit

1<S./>|^ [ |S[ | [J /^

et S définit bien un élément du dual de p.

Soit maintenant L une forme linéaire et continue sur ?. Restreignons
notre attention aux éléments de p de la forme hi^gy où h décrit H^T)
et g décrit C(T). On a

|L(A*^l^[l^^^[|^ll^l|i|l^[|.-

L'application, définie en fixant A, de C(T) dans les nombres complexes,
g — ^ L ( A * g ) est donc continue. On peut trouver une mesure [J^h sur T
telle que

- L(/^>-)^ f^(-^d^{x) et ||^(^)||^|lL||||A[[i.
«./ITI

On déduit de cette égalité et des propriétés du produit de convolution
que l'application linéaire continue h -> d\^h commute avec les trans-
lations. D'après la proposition 2 du chapitre 1 (p. 5), une telle appli-
cation de H^T) dans l'espace des mesurer complexes sur T est définie
par un convoluteur S de H^T). Alors L est bien la forme linéaire associée
à S par la méthode indiquée dans la première partie de cette démonstration.

Deux remarques élémentaires sur 3 sont encore nécessaires.
Les polynômes trigonométriques analytiques forment une partie dense

dans P.
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Les ensembles d'interpolation pour les multiplicateurs de ^H1 jouent
par rapport à ? le rôle des ensembles de Sidon par rapport aux fonctions
continues : E est un ensemble d'interpolation si et seulement si des élé-
ments de ? dont le spectre est contenu dans E ont une série de Fourier
absolument convergente.

Nous ne donnons pas les démonstrations très simples de ces propriétés.
Passons à la preuve de (d).

Pour montrer que E ne jouit pas de la propriété d'interpolation, nous
allons construire un élément F de H1 (T) et une série de Fourier analytique
à coefficients aléatoires :

^ c^ (c^) Cp ÔP^
/»€E

qui soit presque sûrement la partie analytique de la série de Fourier d'un
élément Q((O, x) de C(T). La convolution entre Q((JO, x) et F(x) fournira
la E-fonction de P dont la série de Fourier n'est pas absolument convergente.

La construction de F(rr) nécessite un découpage de E en « gros paquets »,
les E^, et un découpage de chaque E^ en « petits paquets », les E72 dont
seulement une partie F" aura de l'importance.

La partie E., est formée de tous les points tn—t,n de E pour lesquels
2N^n<2^+ l et E71 est, pour tout n fixé dans cet intervalle, l'ensemble
des différences tn—tn^ o ^ m ^ n — i . On appelle F" la partie de E"
formée des points

tn tin. OU 0 . ; N - i .

Construisons une suite fn{x) d'éléments de H^T), de normes au plus 3,
dont les transformées de Fourier sont des « fonctions trapèzes », égales
à i sur ¥ ' 1 et nulles sur les autres F"' {n^n). On peut faire en sorte que
les nombres fn(x) aient, pour tout x, le même module si n appartient à
un même intervalle [^N, ^+i[. (L'égalité de ces modules simplifie la
démonstration et provient du tronquage des E" en les parties F" de même
longueur.)

En toute généralité, si {fn[x})n^ est une suite finie, quelconque, d'élé-
ments de L^T), on peut toujours trouver une suite réelle en ayant les
propriétés suivantes :

/ i ^ ' t / ' iet 2i//^)r2
nçï vzei

Grâce à cette remarque, on construit l'élément de H1 (T) suivant :

^N== ^ ^//.(^)

tel que : |[ r^||i^3.2'2.
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L'élément F(x) de H^T) sera une somme, normalement convergente
dans H^T),

^J^N^N OÙ ^N^0, ^^N^2 <+QO.

0 N^0

II reste à construire Q(^, .r).
On pose

P/, (C.3, .3?) == ^N^ y ^p (ûû) ^•t'

/?€?"

(où les coefficients a^ seront précisés dans un instant), et

Q N ( C O , ^ ) = = ^ l\(co,^),
2N^7^<2N+1

La série .^jON^? ^) est presque sûrement la partie analytique de la
N^O

série de Fourier d'une fonction continue si VNo^^^-00 et si Na^
N^O

tend, en décroissant, vers zéro (N->4-0 0)- C'est le théorème 8 du cha-
pitre III. Les conditions imposées aux dn et bn n'empêchent pas que l'on
puisse avoir

^a^NNa^+oo
N^O

assurant que E n'est pas un ensemble d'interpolation.
(On prendra, par exemple : na^= p~~21"^ quand a^""1 < n ̂  2^,

b^= p~3 i'^ si n = 27', bn= o pour les autres valeurs de n.)
Chemin faisant, on a montré que :

THÉORÈME 2. — Sauf pour un ensemble de points OD de { — i , ̂  de
mesure nulle, la suite (ç/^0))/,^ de ±i placés au hasard sur E, nest pas
la restriction à E Sun multiplicateur de ^H^T).

L'énoncé du théorème 2 incite à réûéchir au problème suivant : existe-t-il,
en dehors des ensembles de Sidon, des ensembles, E, d'entiers positifs
tels que toute suite bornée, de nombres complexes, définie sur E, soit
toujours la restriction à E d'un multiplicateur de ^H1 ? Nous n'avons pu
résoudre ce problème. Un tel ensemble ne peut contenir, pour tout entier n,
la somme de deux ensembles d'entiers ayant chacun n élément : on le
voit, à peu près, par la même méthode que celle qui donne le théorème 2.

Nous retournons, après cette parenthèse, à l'ensemble E du théorème 1.
Il devient à ce moment intéressant de déterminer quelles suites de ̂  i

placées sur E peuvent être des restrictions à E de multiplicateurs
de ^H^T). Nous n'avons pas résolu ce problème. Cependant, on a
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PROPOSITION 1. — A toute suite complexe bornée On, n=^o, on peut
associer une mesure complexe bornée p- telle que

p.(^—t,n)=a^a,^ si o ̂ Im^n — i.

Ainsi, si an est une suite de nombres :±:i, on obtient des exemples de
suites de nombres ^ i, placés sur E, qui soient des restrictions à E de
mesures complexes bornées.

La démonstration de la proposition 1 est la même que celle prouvant
qu'une suite d'entiers, lacunaire suivant la condition de Hadamard, forme

un ensemble de Sidon : le produit de Riesz 1 |(i + ^âncostnx) fournit p^.
i

L'isomorphisme annoncé en (e) se démontre alors comme au lemme 1
(§ 2 du chapitre I).

Propriétés de l'ensemble de toutes les différences i71 — 11. 2^, où

Les propriétés de F se déduisent de la proposition suivante :

PROPOSITION 2. — Si dn et bn, ^^o, sont deux suites complexes bornées,
on peut leur associer une mesure complexe bornée p- telle que

p. (2^ — 1 1 . <2m) = anb,n (o ̂  m ̂  n — 6).

Démonstration. — On se ramène facilement au cas où On et bn sont des

nombres réels compris entre — - et -• On utilise des produits de Riesz

et pour cela on divise l'ensemble N des entiers positifs en M parties, les Ny,
o^/ '^M—i, composées chacune des entiers congrus à / module M;
cette opération a pour but que l'égalité (7)

(7) ^ S^+II^ ̂  £;,2 /^=:2^--II2^

nçVj , \^€P4 /

où
Z n Ç [ — l , ï } et ^ ç { — l , ï }

ne soit vérifiée que si le membre de gauche est formellement égal à celui
de droite (/ = k, £,i = i si n --= p, o ailleurs, £ „ = = — i si n == q, o ailleurs).

Le choix du coefficient 11 rend « indépendantes » les suites i11 et 11.2"1.
On utilise alors les produits de Riesz :

|| (l -(- On COS (^X) ) | | (l + bn COS (l 1 . 2" X))

nç^j nç-Nk

fournissant -n—rt en 2"—11.2^, où n est dans N/ et m dans N/c et o en

2 / ? — I I . 2 7 quand p n'est pas dans Ny ou quand q n'est pas dans N/,.
Ann. Éc. Norm., (4), I. — FASC. 4. 70
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On montre alors risomorphisme d'idéaux suivant : pour tout polynôme
trigonômétrique P(rr) à spectre contenu dans F et pour tout réel p dans
[i, +ÛO], on a, en écrivant

P(^)= ^ ^^e^('27l-ll•2w)"
0 ̂  m ̂  n — 6

la double inégalité :

(8) ^ <^,m^(ûJ) ÎP^(CO')

O^m^ji—6 P(ilx^')

V f l'U1 1 1 9W^ '»•// /it - — i l . i l .X
y j ^/(, //^ c?

Q^fn^n — 6

^6 V ^,m?/.(^) ?m(^)

0 -^ /fi ̂  n — C ILP(ÛXÛ')

On a noté il et û' les espaces produits [ —i, i jN déjà souvent rencontrés
et a et & désignent deux constantes absolues.

La démonstration de (8) est élémentaire et se fait comme celle du
lemme 1 (§ 2 du chapitre I), compte tenu de la proposition 2 ci-dessus.

Enfin pour montrer la remarque il suffit de savoir limiter la croissance
des normes L7' des F-polynômes par Ap ] |P(^)! |2 . Grâce à (8) on traitera
les polynômes

Q (ûD, G)') ==Va^^ cp,^ço) ^m (w)

que l'on réécrit
Q(GJ, ûV) -=^^n(w)pn(w')'

D'après les propriétés de croissance des normes L7' pour les fonctions
dont le spectre est contenu dans un ensemble de Sidon [7] on a, pour
tout GO' fixé dans û',

(9) [ \ Q (co, o)') \P cî^ ̂ A/^2 /V \pn^ \^ (^)

p
2 ÀGrâce à l'inégalité de Minkowsky appliquée, dans L2 à ^p/i^')]2?

on a

f (^PnW PY ^'^(^\\pnW \\i\

^V^l / \^l /

11^ (^) lin •
On obtient finalement, en employant à nouveau les propriétés d'un
ensemble de Sidon dans l'évaluation des quantités \\pn{^) HL^'))

||Q(c.),^)l|^A^[|Q(^c,y)[|,
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et, grâce à (8), on en déduit, pour tout F-polynôme P(^), l'inégalité

(10) ||P(^) HL.(T)^A^[|P(^) ||î T) (/^2). ,

On montre que, dans (10), le facteur Ap est le meilleur possible en se
servant de ce que, pour un ensemble de Sidon, le facteur A\ /p soit le
meilleur possible ([8], p. 129, ( i4))- Si p>2, on appelle P{x) un polynôme
trigonométrique, à spectre dans l'ensemble des nombres 2^5 tel que

41|P(^)||^V/^||P(^)[|-

[Le choix de P{x) dépend de la valeur de p.]
On forme lors le polynôme à spectre dans F

P^I .^P^^^QN^) .

On a
lim Ç^^ï.^œ) | ^ |P (—^) \Pdx=z\\P{x) \\y.

N>4- oo t/rp

et ainsi, pour un N assez grand, on a

i7llQN(^)|[^^||Q(^)[|.

et ceci montre que dans (10) Ap est le meilleur coefficient possible. Le pre-
mier énoncé de la remarque au théorème 1 résulte facilement de (10).
Passons à la conjecture de Rudin : une méthode pour construire des
ensembles A(p) est rappelée dans l'introduction et donnée par le théo-
rème 4.5 (b) ([7], p. 218). Rudin pose alors le problème de savoir s'il existe
des ensembles A(jo) qui ne vérifient pas la condition suffisante de cet
énoncé. L'ensemble E de toutes les différences tn—tm, o^m^n—i,
est un ensemble A(p) pour tout p. Cet ensemble donne une réponse néga-
tive à la conjecture de Rudin.

Appelons si n est fixé, E,, la partie de E formée des différences tn—t,n,
où o ̂ - m ^- n — i.

On a alors la proposition

PROPOSITION 3. —On ne peut trouver un entier A et P parties G/., i^/c^P,
de E, dont la réunion soit E, telles que tout entier se décompose de A façons
au plus, en somme de deux éléments d'un même G/,.

Démonstration. — La méthode est de raisonner par l'absurde : on montre
qu'un recouvrement de E par P des G/c entraînerait le recouvrement d'un
nombre appréciable des E^ par P — i des G/,. Une récurrence descendante
sur P permet d'obtenir une contradiction.

En tenant compte des relations :

tu — tp + tp — t,,, == /„ — t,,,, ( il > p > m )
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on montre que si la proposition 3 est inexacte, les P 4- i énoncés ci-dessous
notés ê,., o^r^P, sont alors exacts.

ê,.= « on peut trouver deux réels strictement positifs, A,, et B, et,
pour tout n assez grand, un ensemble d'indices ïn,r dans { i , 2, . . . , T Z J ,
d'au moins nKr indices, ainsi qu'un ensemble d'indices Jn,r dans
{ i , 2, . . ., P} de r indices (avec J^ o === 0) tels que la réunion des parties E,,
içïn,, de E soit, sauf pour un ensemble exceptionnel F,^,, d'au plus nB,
éléments, recouverte par la réunion des G/., kç3n,r ».

&o est inexact, car chaque E^ contient donc au moins i points et la
réunion des Ei, l e l / ^o? contient donc au moins 2~1 (^Ao)2 points et ne
peut coïncider avec l'ensemble ¥n,o qui a au plus ntào points. (Prendre n
assez grand.) D'autre part, êp est la négation de la proposition 3.

Montrons que, si la proposition est fausse, &r entraîne ê,_i. En effet,
l'un des E^, içïn,r, 1=1^^ nA,. contient moins de sA^B, points de Fn,r
et l'un des G/c, disons GR, KeJn,, , contient au moins r~1 des points de
ce Ei, hors de F^,,; si bien que GKOE^ se compose d'au moins
^{i^nKr—2A71B^) points de la forme ti—tj. Appelons ïn,r-i l'en-
semble de ces / (tels que ti—tjçG^r\î^i) et Jn,r-i l'ensemble 3n,r privé
de K.

On écrit
ti — tp = t, — t j 4- t j —t,, (o ̂ p ̂ j ̂  /) ;

pour tout p fixé, il y a au plus A termes t/— tp dans GK quand ti— tj
est dans GK (on suppose inexacte la proposition). Si l'on ôte un ensemble
d'au plus A ( i + i ) points, en plus de F^,/, de la réunion des Ey(/eL,,._i),
cette réunion est contenue dans la réunion des G/,, /c^K, /c€Jn,r et la
récurrence descendante est assurée.

2. RÉSULTATS QUALITATIFS SUR LES ENSEMBLES A(^). — L'intérêt

accordé à l'ensemble E des différences in—tjn') o ^ m ^ M — i provient
d'une difficulté : le contrôle de la croissance avec p de la norme U3 d'une
E-fonction, de norme L2 égale à i. Ci-dessous nous donnons des résultats
plus généraux et imprécis sur les ensembles A(p).

THÉORÈME 3. — (a) Si les deux suites n/c, /c^o et m/(, /c^o, rentiers
positifs vérifient : Mo>o, mo>o, n/,+i^aM^, m/^i^amA, a>i, V ensemble
composé de toutes les sommes Tik-\- mi, /c^o, ?^o, est du type A. (p) pour
tout p.

(&) Si la suite MA, /c^o, d'entiers positifs vérifie la condition
^o>o, ^+i^3^.

et si N est un entier positif^ l'ensemble E composé de toutes les sommes

£1 n^ + £.2 n^ 4- . . . + £N^k,
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pour lesquelles on ait : £/ = ± i, i ̂  / -= N, À-i > ̂  > . . . > k^ est un
ensemble A(p) pour tout p.

(c) 5i F est un ensemble d'entiers contenu dans celui décrit au (&) et si
tout multiplicateur, défini sur F, des coefficients de Fourier des éléments
de L1 (T) à spectre dans F, est la restriction à F de la suite des coefficients de
Fourier Stieltjes d'une mesure complexe bornée, alors F est un ensemble
de Sidon.

Remarque. — On peut trouver une suite F d'entiers positifs, lacunaire
à la Hadamard, une suite E d'entiers positifs, formant un ensemble de
Sidon et telles que l'ensemble de toutes les sommes, n+m, M € E , m€F,
contienne des progressions arithmétiques arbitrairement longues. On ne
peut donc remplacer la suite mi^ A-^o, par un ensemble de Sidon.

Démonstration du théorème 3. — Les parties (a) et (&) du théorème 3
se montrent comme la partie (a) du théorème 1.

Avant de montrer la remarque, faisons quelques observations générales :
si des parties finies E^c sont uniformément A(p), p^2, c'est-à-dire si
pour une constante A et toute E/,-fonction f on a I / ' I I / . ^AH/ 'HI , on
peut construire un ensemble A(p) en prenant la réunion de translatées
convenables des E/,. Si les ensembles finis E/; sont uniformément de Sidon,
les lemmes 1 et 2 ci-dessous montrent l'existence de deux suites yz/c et m^
d'entiers (ne dépendant que de la suite des diamètres des E/,) telles que
la réunion des n/c+^E/c soit de Sidon. L'ensemble de Sidon, d'Hewitt
et Zuckermann, est de ce type. Cette méthode de construction nous per-
mettra de donner l'exemple d'un, ensemble de Sidon d'entiers positifs E,
et d'un ensemble d'entiers positifs, lacunaire à la Hadamard, F, tels
tels que E + F contienne des progressions arithmétiques arbitrairement
longues.

D'abord quelques lemmes (le lemme 1 sera utilisé au paragraphe 3).

LE MME 1. — I I existe une constante A positive telle que, si les entiers l
et N vérifient : N^AZ, si P(x), Q_{x) et R(^) sont trois polynômes trigono-
métriques sur T d^ordre au plus l, on ait

A / \
- ̂  \ [| P (x) + ̂  Q (x) + e-^y R {x) ||L«(T.)N

^ [| P (x) + ^'Nlr Q (x) + e-iîix R (x) |[^ (T)

( A / \
^ i + ̂  j [| P (x) + éY Q (x) + e-^- R (x) [[^).

(L'effet d'une translation sur le spectre de Q est de multiplier Q par un
caractère indépendant de x.)
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LEMME 2. — I I existe une constante A positive telle que, si les entiers l
et M vérifient M^A?, si P(x) et R(n;) sont deux polynômes trigonométriqueSy
si V ordre de P [x) est au plus l, on ait

( \/\
i - ̂  j [| P (œ) + R(j) |)r,.<T.)^ [| P (a-) + R (M^) (|L.(T)

( A 7\

^ ^M^^^^^^^

Démonstration du lemme 2. — On appelle D la partie de T x T, définie
comme l'ensemble des couples (Xy y) vérifiant \ y — x | ^ITI/M.

(si T=JÈz' y - " =^ y-^+^\Y
On a

! P(^ )+R(7) | | ,T -= = sup | P ( j ) + R ( M ^ ) ==[ |P ( J )+R(M^) | | , ,D
(^,y)€D

et
[ |P (^ )+R(M^) [ [^T=[ |P (^ )+R(M^) | | , ,D

La différence || P(^) + R(Mx) \\^- || P(î/) + R{Mx) \\^ est bornée

par I I P(x) — P(y) ||oo,D et donc par ^||P'(^)||oo (théorème des accrois-

sements finis). On majore [ [P '^) ] ]^ grâce au théorème de Bernstein.
Voir, par exemple, le lemme 6, ([2], p. i46). Le lemme 1 se démontre par
un argument semblable.

Conséquences :

LEMME 3. — II existe une constante A telle que, si les entiers l, M, N
vérifient N^AIM, M^AÎ, on ait

( \ /M\ / A A
([P(^+^Q(M^)[|^ i-^^i-^dIPII^IlQJlJ.

LEMME 4. — On peut trouver trois suites rentiers {nk)k^ (m/^^o et (p/c)/s->o,
telles que V ensemble E des entiers positifs de la forme

(i) 9^— ï^P—mkp (o^p^R^

soit de Sidon.

Démonstration. — On appelle E^ l'ensemble de tous les points ( i ) pour
lesquelles o^/c^K. Si P{x) est un polynôme trigonométrique à spectre
dans E, le spectre de P(x) est contenu dans l'un des E^.

On écrit alors, en remplaçant K par k,

P^^P^^+^-Q^m^),
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où Q/, a son spectre dans { — i , —3, . . . . — 2 ^ — p ^ } et l'on a donc

II P(^) ||.̂ (i -s,)(i-s,) ([|P.-i[|.+[|Q,[|J;

de même,
II P^-i [|.^(i - ̂ -0 (i - £,-i) ( II P^-2 II. + [| Q,-i [ [ ,). . . .

Les Qy, i^/^/c, ont chacun pour spectre une partie de l'ensemble de
Hadamard { — i71 — n}^o et ainsi :

0

II O/IL ̂ 210/^)1 (ô>o) .

Il faut choisir les £/^ les ^ et donc les m/c et les ni, de façon que les

produits infinis ] ~ J ( i — £ A ) et J^[( i—^) convergent.
^0 ^^0

On peut prendre
pk=k — i, ri^k^i^-^, mk-=- Â-2^^—^

La remarque du théorème 3 s'obtient en prenant, par exemple, l'ensemble E
construit au lemme 4 et pour F l'ensemble ({ln\^. Alors E + F contient
tous les points 2^—m/cp, o ^- p ^- k — i.

3. RÉSULTATS SUPPLÉMENTAIRES SUR LE PROBLÈME FONDAMENTAL. —

Pour abréger, nous dirons qu'un ensemble d'entiers est trivial si, lorsque 1
est l'idéal fermé de L^T) composé de toutes les E-fonctions, tout convo-
luteur de 1 est défini par convolution avec une mesure complexe bornée.
Un ensemble de Sidon est trivial, mais il n'est pas évident que la réunion
de deux ensembles de Sidon en soit un ou que la réunion de deux ensembles
triviaux en soit un. La difficulté est peut-être du même ordre.

Les ensembles triviaux contenus dans des ensembles A (2) sont évidem-
ment les ensembles de Sidon. Ici nous posons un problème un peu différent :

Notations. — Une suite tn, ^^o, d'entiers positifs vérifie les deux
conditions
(1) 4-4-i^3^ ^o;

(2) V-^<+oc.
^ -̂+1
/•^o •

Nous désirons savoir quels ensembles triviaux , notés E sont contenus
dans l'ensemble U de toutes les sommes finies :

(3) ]^£A
Â:^'0
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OÙ

(4) ^ e { o , i j

et seulement un nombre fini de £/c sont non nuls.
Dans l'ensemble U distinguons une partie Un formée de tous les entiers

s'écrivant sous la forme (3), où

(5) ^s,^n.
À-^o

On a alors :

THÉORÈME 4. — Une condition nécessaire pour qu'une partie E de U
soit triviale est que toutes les intersections E H Un soient des ensembles de Sidon.

Avant de démontrer ce théorème, donnons une application : supposons
que la suite d'entiers n^ /c^o soit définie par

(6) n^=-k\ n^,=k\ k^o

et que E soit l'ensemble de toutes les sommes (3) où la suite des SA est,
en outre, assujettie à la condition

^£^^=0.

À-^O.

Cet ensemble E n'est pas trivial : En UT n'est pas un ensemble de Sidon,
car l'identité

4 a2 4- 4^24- ^c^^Ça 4- b + c)2-\- (04- b — c)2-}- (a — b -\- c)2-^ (a — b — c)2

montre que les points
(7) ^2a+ t^î)~\~ t<îc~\~ ^(2a-+-26+2C4-l)•-i~ t(2a+2b 2C+l) "+~ ^(2a—2&4-2C-|-l) 4- ^(2âi—26—2C4-l)

appartiennent tous a En UT.
Mais si l'on impose aux entiers a, b et c les conditions

2 a + 2 & + 2 ( ? + I < < 5 ,

on trouve un nombre de points (7) de l'ordre de s3 et E n U j n'est pas
un ensemble de Sidon ([2], p. 146, th. VIII).

Cependant le théorème 4 ne permet pas de trouver toutes les parties
triviales E de U, problème que nous n'avons pas su résoudre.

Pour démontrer le théorème 4 il suffit de remarquer que Vn est un
ensemble A (2) et que En Un doit être trivial dès que E est trivial, car la
fonction caractéristique de Un, définie sur U, est la restriction à U d'une
suite de coefficients de Fourier-Stieltjes d'une mesure bornée.

Pour prouver cette dernière affirmation, nous utiliserons un résultat
plus fort, le théorème 5.
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Notations. — Le tore à une infinité de dimensions est noté T30, le groupe
dual est noté Z00. A toute suite (£/c)^o vérifiant les conditions 4 on associe
le point, noté e de Z'° dont les coordonnées sont exactement les £/;. Au carac-

tère (of^2j^4 nous associons le caractère sur T30 s'écrivant e'^y où
Ç==(^)^o, e==(£y0^o et eÇ==Si^i4-. . .4-£x:^+. . ..

Enfin l'ensemble des e est noté U^.

THÉORÈME 5. — ^application qui, à la fonction caractéristique du

point ^1£^^ de U associe la fonction caractéristique du point (s/i^o de Z00

À:^0

se prolonge en un isomorphisme de B(U) sur B(U^>).

Rappelons que, pour toute partie U de Z, B(U) désigne l'algèbre des
restrictions à U des suites de coefficients de Fourier-Stieltjes des mesures
complexes bornées.

Démonstration. — On appelle Nn la partie (finie) de U composée des
éléments s de U s'écrivant

.= 2 SA
O^k-^n

Si f est un U-polynôme, pour un certain n, f sera un V^-polynôme et
s'écrira

/(^) ==:/„_, {x) e^+^-i {x),

où fn-i et g^_i sont des Vn_i-polynômes. Le lemme 1 (p. 61, chap. IV)
s'applique pour donner

(l- ̂ l!/^ ^l) HL«(TO^II/(^) ||L«(T)^fl+ ̂ ll/^ ̂ ) llL-(TQ.
\ tn/ \ i n /

où l'on a posé
/(^, ̂ i) =/^-i (.^) + e^gn^ (x).

Mais, pour tout Xi fixé, /'(a;, Xi) est un V^-i polynôme. On reprend le
même raisonnement pour finalement montrer qu'en posant

f(x,, . . ., ^)== ̂  ̂ (̂ +...+ )̂

£ e iî«
lorsque

/(.P)==V ^^(£i/i+...+^/n).r

seUoo

les normes dans LO O(TO O) et L^T) de /'(^i,. . ., r^) et de /'(rc) sont équi-
valentes. Par dualité, on obtient le théorème 5.

Remarque. — L'isomorphisme démontré ci-dessus pour les normes L00

s'étend à toutes les normes L7', ï^-p << -\- oc.
Ann. Jîc. Norm., (4), I. — FASC. 4. 71
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B. — Synthèse des multiplicateurs.

Un problème général se trouve posé par le chapitre 1 si E est un fermé
de R et T un convoluteur de 1̂  [idéal fermé de L^R) composé de tous
les éléments de L^R) dont la transformée de Fourier est nulle sur E].

Le convoluteur T laisse-t-il invariant tous les idéaux fermés J contenus
dans IE ? Comme nous allons le voir, ceci signifierait que l'on peut faire
la synthèse, en un sens faible qui va être défini, de T par des éléments
de L^R).

Nous nous bornerons ci-dessous à donner des exemples où cette syn-
thèse est possible et où des synthèses plus fortes ont lieu.

1. SYNTHÈSE FAIBLE DES CONVOLUTEURS. — Deux topologies naturelles
peuvent être introduites sur l'espace des endomorphismes continus d'un
espace vectoriel norme : l'une où la norme est celle de l'endomorphisme;
l'autre, dite de la convergence simple. Elias Stein a montré que ^ciog^
est un multiplicateur des éléments de A(R) nuls sur ] —oo , o] et l'on en
déduit facilement que si E est un fermé de R d'intérieur non vide, on
peut obtenir un multiplicateur o, des éléments de A(R), nuls sur E, ne
se prolongeant pas, par continuité, sur l'adhérence du complémentaire de E.

Ainsi on ne peut espérer que les multiplicateurs soient, pour la topo-
logie définie par la norme des multiplicateurs, des limites d'éléments
de B(R).

Passons à l'examen de la topologie de la convergence simple : elle est
définie par un système fondamental de voisinages de o, les V(/i, . . ., fn'y s),
où /'I, . . .,/^ sont des éléments de Ig, £ un réel strictement positif et où
V(/i, . . . , / ^ ; £) est l'ensemble des convoluteurs T de Ig vérifiant la
condition

||T(/,)|li<£ (i^k^n).

Dire qu'un convoluteur T de Ig est simplement adhérent à un ensemble A
de convoluteurs de l^ signifie donc qu'à toute suite finie /*i, . . . y f n d'élé-
ments de le on peut associer une suite (Tv)^o d'éléments de A telle que
l'on ait

ïv(/^T(/,) (^+^).

Nous étudierons une propriété plus faible définie par la proposition :

PROPOSITION 1. — Un convoluteur T de ïp laisse invariant tous les idéaux
fermés J de L1 (R) contenus dans Ig si et seulement si T vérifie Vune ou Vautre
des deux conditions équivalentes suivantes :
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(a) Pour tout élément f de IE, T(f) est limite, en norme, d'une suite f^kfn
[fneuw].

(b) Pour tout élément f de Ig et tout élément g de L" (R), fit g = o entraîne :
T(f)i,g=o.

DÉFINITION 1. — Un fermé E de R vérifie la condition Si si tout convo-
luteur T de IE vérifie l'une des conditions équivalentes de la proposition 1-

La définition suivante est sans doute plus précise :

DÉFINITION 2. — Un fermé E de R vérifie la condition Si si tout convo-
luteur T de Ig est limite simple d'une suite d'éléments de L^R).

Nous n'avons pas d'exemple d'ensembles ne vérifiant pas Si ou ne
vérifiant pas 82. Nous donnons ci-dessous une condition générale assu-
rant Si et la construction d'un ensemble dont la frontière est non dénom-
brable qui a la propriété 83.

PROPOSITION 2. — Si la frontière de E ne contient pas d'ensemble parfait,
E vérifie la condition Si.

La proposition 2 peut être améliorée en donnant une nouvelle définition.

DÉFINITION 3. — Un fermé E de R satisfait à la condition S\ si à tout
élément f de 1g on peut associer une suite fn d'éléments de Ig telle que

l]/-/*/.l|l-^0 (^+^').

On vérifie immédiatement que S, entraîne Si.
Si, en outre, E est un ensemble de synthèse harmonique, on dit que E

est un ensemble de Ditkin.

PROPOSITION 3. — Si la frontière de E ne contient pas d'ensemble parfait,
E est un ensemble de Ditkin.

Rappelons la démonstration classique de la proposition. Soit /*un élément
quelconque de Ig et J l'idéal fermé engendré par les éléments /** g, où g
décrit IE. Si J ne contient pas f, on peut trouver un élément <p de L^R)
tel que l'on ait
(I) - ^=/*(p^0;

(^) /*?*<^==0

pour tout g dans Ig.
Mais alors le spectre K de ^ est un ensemble parfait contenu dans la
frontière de E.

En effet, on a déjà ^i^g-=o pour tout élément g de L^R) dont la
transformée de Fourier g est nulle sur E. Si, au contraire, g est nulle hors
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de E, on a ^^g==o , car /*^rg=o. On en déduit que le spectre K de ^
est contenu dans la frontière de E.

Si o, par exemple, était un point isolé de K, on commencerait par cons-
truire un élément k ( x ) de L^R) dont la transformée de Fourier soit égale
à i sur un voisinage de o et tel que le spectre de ki^^ soit réduit au seul
point o. Appelons alors {hn)n^i une suite d'éléments de L^R) vérifiant
les deux conditions :

/î^(o)=:o,

ll^*/-/!]!-"0 si /êL^R), / ( o ) = = o .

On écrit, à ce moment,
o = h,,iç k ̂  ̂  = (/^ hn) ̂  (À- * ?)•

En passant à la limite, on obtient
/*(Â'^Cp)==/:^==0

et le spectre de ^ ne contenait pas o.

2. SYNTHÈSE FORTE DES MULTIPLICATEURS. — Nous donnons mainte-
nant une condition assurant qu'un fermé E de R vérifie Sa et, comme
application, nous construirons un ensemble vérifiant Sa dont la frontière
n'est pas dénombrable. Il suffit pour cela que E vérifie une condition de
nature arithmétique donnée dans la définition 4 :

DÉFINITION 4. — On dira quun fermé E de R vérifie la condition Pg,
où £ est un réel strictement positif si :

(a) E est un ensemble de synthèse harmonique; !

(V) on peut trouver une suite d'entiers^ les n/^ /c^o, tendant vers Vinfini
tels que les seuls points du sous-groupe (n/^^Z qui appartiennent à E soient
toujours centres d^un intervalle de longueur (i + £) (^)~1 contenu dans E.

PROPOSITION 4. — La propriété P entraîne la propriété Sa.
L'énoncé de Pe et la démonstration ci-dessous rappelleront une

condition suffisante, donnée par Herz, pour la synthèse harmonique
([2], p. 124, th. VII).

Un lemme d'approximation dans A(R) est nécessaire :

LEMME. — 5i h{x) est une fonction deux fois continûment dérivable,
dont le support est -———^ ——^ ? £ > o, et qui vérifie l'identité

l 2 2 J ^

^/<(^+/î)=i,
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alors pour tout élément f de A(R), on a
+00

^(S)^^--^)-/^) ->0 (N-^+oo).
A(R)

La démonstration du lemme est une transcription immédiate de celle
du théorème ([2], VII, p. 124).

Nous pouvons maintenant démontrer la proposition 4.
Si y est un multiplicateur à support compact des fonctions de A(R)

nulles sur E, on définit des éléments de A(R), les y/,(.z-), par

^ (^) --= Y, ? (z) h {nkx -p).
^~ \ ^k /

^E

Les 9/^a;) sont des multiplicateurs de normes uniformément bornées
grâce au théorème 3 du chapitre I. Il suffit donc de montrer que si f décrit
une partie totale pour les éléments de A(R) nuls sur E, on a

(3) II/?^-/?HA(B)-^O (^4-00).

Puisque E est un ensemble de synthèse, on pourra se restreindre au cas
où le support de f est contenu dans un intervalle fermé [a, b] disjoint
de E. Mais, à ce moment, dans l'algèbre des restrictions à [a, b] des élé-
ments de A(R), y/, tend en norme vers y et, f étant nulle hors de [a, 6],
on a bien (3).

Construction d'un ensemble vérifiant Pe qui soit la fermeture de son inté-
rieur et dont la frontière soit un ensemble parfait. — L'ensemble construit
ci-dessous est un compact contenu dans [—i , ij. On va indiquer comment
obtenir les composantes connexes, désignées par la lettre co affectée
d'indices, du complémentaire û de E. Pour que les multiplicateurs dont
on veut faire la synthèse ne soient pas tous triviaux, on exigera que E
soit la fermeture de son intérieur : cette condition sera réalisée en impo-
sant aux intervalles Li d'être assez loin les uns des autres et, à cette fin,
on les placera dans des intervalles de sécurité, les 1 (affectés d'indices).

A l'étape (o), Io e s t [ — i , i], coo est]—1/9, i/g[, I; est [ — 0 , 4 ; — o, 2]
et î[ est [o, 2; o, 4]. Les intervalles (D/,, /c^i, seront tous situés dans ï[
et ï[ afin que E contienne les intervalles [—1, —4/ io] et [4/io, i].
On découpe 1^ et ï[ dans les mêmes proportions que Io et l'on continue
de proche en proche.

A l'étape (/c) on est en présence de 271 segments I^, 0^7 ̂ ^—i et

de 2A-1 segments co^. Les intervalles I^ sont de la forme | ^—^^^-l |;
| i cr i o^ J '
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il ne reste plus qu'à les découper dans les mêmes proportions que Io pour
obtenir les segments

^ =1 n - -î— PL + — [ (o^/^-1)k \ Kr 9.10" 10"' 9 . 1 0 ^ ^ — J — '

et les intervalles de sécurité où seront placés les co^.^ :

I 2 / ) ^\Pi 4 P J 2 1Â ' ' 10^ io^4-1 î 10^ io^'
- , , . (O^/^2^-l) .

F/-M)-^ £y..,___ ^ , 4 • / —
Â + J ~ L 10^ lo^' ' 10^ io^1 l

On peut faire une remarque immédiatement : à la première étape on a

vu que E contient — ^ — — e t - 4 - ? ! . Le choix de c0o a été fait

^(Oo déborde légèrement de — -1-? -s- ] pour que le point — ^- ainsi

que le point — soient centres d'intervalles de longueur—- ne rencontrant-1 J- 10 ° ioo

ni coo ni les intervalles co^ . En examinant les points p- on voit qu'ils

peuvent, soit appartenir à coy, à co^ ou à o^, soit être le centre d'un inter-

valle de longueur — contenu dans E. De la même façon, on montre que

les points - t ^ qui appartiennent à E sont des centres d'intervalles de

longueur —^- contenus dans E.

Ainsi E vérifie la condition Pg.
Soit à montrer que E est un ensemble de synthèse harmonique : on

remarque alors que les extrémités des intervalles w^\ o^n^/c sont

de la forme ^- On va prouver que E vérifie la condition de Herz,
y '

c^est-à-dire que les points ——;: appartiennent à E ou en sont distants

de ——j. au moins.. Il suffit de montrer qu^un point —/— n'appartient
~) ' y '

jamais à un (-^/\ l > k. On aurait sinon

m î p m î_ — — < -^ < -4- ———,
io1 9- i° 9-10 Io 9-10

d'où l'on déduirait :
9/71 — î << î o'-^p <; 9 m — î

et g m == ïo^ p soit p = g q ' y un point de la forme ̂  serait centre d'un ^/\

ce qui, par construction, est inexact si l dépasse k.
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Un autre exemple. — Pour faire la synthèse des multiplicateurs, on a
utilisé, dans l'exemple ci-dessus, les sous-groupes icr^Z et pour montrer
que l'ensemble en question satisfait à la condition de Herz, on a utilisé
les sous-groupes g^io^Z.

Nous présentons maintenant un compact E fermeture de son intérieur
d'une construction plus simple : la condition de Herz est écrite avec les
sous-groupes S^Z, et au lieu d'être correctement situé par rapport à
deux suites croissantes de sous-groupes finis, on impose seulement d'être
bien placé par rapport à une seule.

DÉFINITION 5. — Définition de E. Soit Ê l'ensemble triadique de Cantor,
construit sur [o, i], Ô son complémentaire et (<î\),^ la suite des composantes
connexes de il. L'intervalle co^ v^o, a même centre que ^ et est trois fois
plus petit, û est la réunion des c<\ et E le complémentaire de tî.

Expressions des origines de co,, :

4.3-^ + 2 ( sj. 3-' 4- £2 3-2 +...+£„ 3—),

où £ / . € { o , i } ; ï^k^n.

(Si n == o, on a pour origine 4-9-1-)

Expressions des extrémités des o\ :

5.3—- 2 + 2 (si 3-' + s, 3-2 4-... + ̂ -n).

Notations. — Nous appelons 1̂ , n^o, le sous-groupe S-^Z de R.
L'ensemble (fini) des points de I\ appartenant à [o, i] mais qui ne sont
pas à l'intérieur de E est appelé û,,. Les points de Tn qui sont dans l'inté-
rieur de E sont, par construction, centres d'un intervalle de longueur 2 .3-"-2

contenu dans E. L'intersection de I\ et de l'intérieur de E est appelée En.
Enfin nous désignerons par 1̂  le sous-groupe translaté S'^^Z+i)

et par 1̂  le sous-groupe S^-^Z). On posera

^;=^nr^ i^^^nr^.

LEMME. — Si k^n, on a les inclusions

9^-^3-^c^,

' ^i^-^^c^.
On en déduit, par la méthode des « petites translations » du paragraphe 3

(chap. I), la proposition

PROPOSITION 5. — Soit 9 un multiplicateur, de norme i, des éléments
de A(R) nuls sur E. On peut former une suite ^n de multiplicateurs des
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éléments de A (F,;) nuls sur E^ ayant les propriétés suivantes :

M^
îp(^)=cp/ , (^) sur^nl\.

On obtient par la proposition 5, la synthèse de tout multiplicateur op
par des expressions

^nW^^nW ^z(t-x),

'ç.Qn

où A,,(^) = sup(o, i — 3"4'2 x\ ) :

THÉORÈME 6. — Si E est Vensemble présenté dans la définition 5 à tout
multiplicateur y des éléments de A(R) nuls sur E, on pei^ associer une
suite ^n d'éléments de A(R) jouissant des propriétés suivantes :

(i) ^)=o(^) 5, rr€(3-"Z)n()E;

(ii) ^(tr) e^ linéaire sur [pS^^ ( i+p)^"^]? P^^ î
(iii) \\f^n—f^ HACR)—^ o {n -> + oo) 51 /* ^^^ Jan^ A(R) e^ nulle sur E.

3. ENSEMBLES SATISFAISANT LA CONDITION FORTE DE DITKIN.

DÉFINITION 6. — Un ensemble fermé E de R vérifie la condition S^
(condition forte de Ditkin) si

(a) E est un ensemble de synthèse harmonique;
(b) On peut trouver une suite {fn)n^o d9 éléments de A(R) nuls sur E telle

que Von ait

(1) II/^-/HA.(R)-^O (/^+00)

pour tout élément f de A(R) nul sur E.

La différence entre Sa et Sg provient de ce que, dans 83 la suite fn ne
doit pas dépendre de /*.

La condition ( i ) entraîne que

(2 ) /^(^)==o si ^€E;
(3) [!//,-1 HA(R)--^O (^-^4-œ)

si le compact K est disjoint de E;
(4) les normes des multiplicateurs fn de l'idéal des éléments de A(R)

nuls sur E forment une suite bornée.
Dans les exemples donnés ci-dessous, E sera un ensemble de synthèse

car la frontière de E sera dénombrable et les conditions (2), (3), (4) entraînent
alors que E vérifie la condition S^.
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THÉORÈME 7. — Si la suite tn, M=;O, de nombres réels vérifie la condition

(5) o< /^<a^ ( o < a < i ) ,

la réunion E de o et des intervalles [^4.1, t^} est un ensemble vérifiant la
condition forte de Ditkin.

Démonstration. — Nous voulons construire les fn de la façon la plus
simple possible. Appelons gn un élément de B(R) égal à o sur
[— ^/î+2, ^+2] et à i sur [^n+i, -}-^[ et sur J — o o , —^+1]. La condi-
tion (5) nous permet de choisir les gn tels que leurs normes dans B(R)
forment une suite bornée. Appelons hn{x) la fonction

i- ^ As(^-^-),i —
O^Â-^2/1+1

où ^{x)= sup^o, i — ^ ) et où le réel £ strictement positif sera

précisé ultérieurement. Si l'on pose

fn(^)=gn(^) ̂ (^),

les propriétés (2) et (3) se vérifient aussitôt.
Il reste à montrer que les fn{x} forment une suite bornée de multipli-

cateurs des éléments de A(R) nuls sur E.

L'attention se porte sur hn{x) et nous employons le lemme :

LEMME. — Si n est un entier positif et le nombre réel strictement positif £

est assez petit, la norme du multiplicateur Y ^(x — t/,) des éléments
0^^2/14-1

de A(R) nuls sur tous les intervalles [^/<+i, t^n] ne dépasse pas Aa (constante
ne dépendant que de a).

Démonstration du lemme. — Grâce au théorème de Dirichlet, nous
pouvons trouver, pour tout entier co donné, une suite d'entiers pi^
o ^ / c < 2 ^ + i 5 et un entier q dépassant 2(0 — i)"1^! tels que l'on ait

(6) \(]tk— Pk\^=.-^ 0^ À ^2^4-1.
Cn)

(L'entier co vaut n, mais cela apparaîtra mieux plus tard.)
Posons

/ Pk 1 . ,t^ == — + — si À est impair,q iq t '

t'i. = -— — — si k est pair.k q -iq Y

Ann. Éc. Norm., (4), I. — FASC. 4. 72
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Les intervalles [X^i, ^J sont alors compris dans les intervalles
[t^i+i, t^i] et puisque q a été pris assez grand, on a encore

t'k+i.<^ a t'k pour o ^- k ̂  2 n 4- i .

A ce moment le corollaire 1 du théorème 1 (chap. III) nous apprend
que pour tout élément f de A(R) nul sur les [^^, .̂], on a

s/f^y^ii/iiî
et le multiplicateur ^n défini, sur la partie du sous groupe Z/gr située hors

des intervalles [X/+i? ^J (0^^^^)? Par T en"-? o ailleurs a une norme
au plus égale à Aa.

En appliquant le théorème 3 du chapitre I, nous obtenons, si le réel £
vérifie la condition

°<^r^
un multiplicateur

^ ^ Aj.- Pk

de norme au plus Aa opérant sur les éléments de A(R) nuls sur les
[^+15 ^2^]? donc aussi, de norme au plus Aa, sur les éléments de A(R)
nuls sur [^4-1? ^/<].

Posons

?/.== ^ ^(X—tk).

O^À:^2/l-+-l

On a

9:.-?J1^ 2 A,^-^^-A,^-<,)
O^À-^2/1+1

2/2 + 1

|A(B)~ ^^£

Si l'on a choisi £ --•=-- -^^ il suffit de prendre co de l'ordre de grandeur

de n et le lemme est prouvé.
Le lemme étant prouvé, il en est de même du théorème 7.

THÉORÈME 8. — Si la suite tn, ^=;o, de nombres réels vérifie la condition

o < ^,+1 < a t,,, o < a < i,

la réunion Sun intervalle [— c, o], c > o, et des t,i est un ensemble vérifiant
la condition forte de Ditkin.
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Démonstration. — Elle est tout à fait semblable à celle du théorème 7
et utilise les multiplicateurs des éléments de A(R) nuls sur [—£, o] qui
approchent la fonction caractéristique des tn-

On peut étendre le théorème 7 à la situation suivante :

THÉORÈME 9. — Soit N un entier positif, 4, k^o, et l/^ /c^o, deux
suites de nombres réels vérifiant les conditions

o < 3 ̂ -+i ̂  ̂ , 0^24^ tk+i

et soit EN V ensemble fermée composé des points de [o, to] ^appartenant à
aucun intervalle de la forme

] ̂ + ̂ +.. •+ ̂ - l^ tk^ t^...+ ̂  [,

où / c i < / c < 2 < . . .<A^, i^jo^N.
AZor^ E^ ̂  un ensemble satisfaisant la condition forte de Ditkin.

La démonstration est semblable à celles exposées ci-dessus. On utilisera
encore les résultats correspondants du chapitre III.

Pour toutes ces questions on peut se reporter à [5], [6] et [10].
Ingemar Wik a démontré qu'un ensemble de Ditkin fort du cercle,

sans intérieur, est fini. Paul Haskell Rosenthal a généralisé ce résultat à
d'autres groupes abéliens localement compact et a donné des conditions
nécessaires et suffisantes assurant qu'un polygone de R'1 est un ensemble
de Ditkin fort.

APPENDICE.

I. — DENSITÉ DANS LE DUAL DE H1.

Il s'agit de montrer que les éléments du dual de H1 fournis par le théo-
rème 3 du chapitre III ne forment pas une partie dense dans ce dual.

Nous notons H^ le sous-espace vectoriel de L30 formé des éléments dont
tous les coefficients de Fourier d'indices positifs ou nuls sont nuls.

THÉORÈME 1. — Pour aucune suite d'entiers {n/,)/,^== o", lacunaire'à la
Hadamard, les éléments de L00/]-!^ dont la série de Fourier s écrit

Itk

(1) ^A,(^), A,(^)= ^ apé^
^0 Hk—l+i

et vérifiant
(2) sup[ | - \Â-(^) [1, < -4- oc'

ne forment une partie dense dans L^/H^.
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Notation. — Le sous-espace vectoriel de L'/H^ des éléments ( i ) véri-
fiant (2) sera noté ê^.

Démonstration. — Appelons g(x) la fonction à valeurs réelles, d'une
variable réelle, impaire, égale à {i—\x\)^ si x> o. Les coefficients de

Fourier de la fonction 211 périodique égale à g ( - ) sur [— n, + 71]

valent <ïip^ ^m/?£t On montre aisément l'existence d'une constante a,

a>o, telle que, pour tout entier N, N^i, et tout £, £>o,

[-N]
o) ^^^ii™^10^-0-

i

On choisit une suite (e/^o de réels strictement positifs tels que

^£^==+1 (le cercle a pour longueur 2Tc).
k^O

Nous appelons, pour tout A-, S/f{x) la somme partielle symétrique

( y \

de g -^ J étendue à un ordre M/, assez grand pour que, sur l'intervalle

défini par x ^SA-, on ait [ S/, (x) | ̂  £/, [les sommes partielles de la
f • ' . / ^C\série de Fourier de g[ 7 ) convergent uniformément vers cette fonction

sur tout compact ne rencontrant pas l'origine]. On supposera, en outre,
MA^S^. Enfin les points t/, du cercle sont les centres d'intervalles de
longueur 2£/, non empiétants.

Alors on a

^|S^-^) |^2.

À-^0

On considère maintenant une sous-suite n/, de points de a assez lacunaire
pour que

On forme
n'k+, — n^ M^i + MA..

^e^^Sk^-tk) — c p .
^0

LEMME. — L'élément 9 de H" définit un élément <& dans L°°/H^ ̂  çue, 51

^ ^ { x ) ^ ^ e s t d a n s L S C / H ^ e t s i
k^o

11^ ~ ̂  llî«/ir^ ̂  alors ^P I I A^il.==+oc•
ô Â-^O

Le lemme entraîne évidemment le théorème. Pour montrer le lemme,
appelons N/, la partie entière de £^2 et G/, un élément de L1 (T) dont les
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coefficients de Fourier soient o sur ] —oo, — i ] et sur [ N/c, +oo[ i en o,
linéaires sur [o, N/j. Alors || G, |[^4îi-1 logN,+A (fil], p. 67, chap. II
12.1). Posons H.W^G,.

Si I I ^ — ^[L/^^-? par convolution avec H/,, analytique, on obtient

[|^*H,--<Ï)*H,[[^41ogN,+0(I).

Mais, puisque l'on a ^/.^M/^£^2, on a aussi TÎ/^N/, et le spectre
de ^*H/c est contenu dans l'intervalle [n/,, 27Z/,] rencontrant C points
de a. On en déduit

H*H,[|^Csup[|A,||,
A^o ,

{îîk a même effet, par convolution sur A/, Z^/c, que si les coefficients
de Fourier, d'indices inférieurs à n^ de H/c, au lieu d'être nuls, étaient
choisis de façon que la norme L1 de H/, soit i).

D'où
CsupllA.II^II^H^-^logN.+Oti) .À-^O 9

Or
| |<î»^H,[|,==[|S,*G,[|,^2- llog•N,+0(I)

[grâce à (3) appliqué avec £ = £/c, N^s""1^1]. Soit
S UP[|A^lloo=+o o•
À^O

Remarque. — La conclusion du théorème peut être améliorée :

— si {^n)n^o es^ une famille dénombrable de suites lacunaires à la
Hadamard, la réunion des d>^ n'est pas dense dans L / H ^ .

(Il suffit, dans la démonstration du théorème 1, de choisir une suite n'/,
rencontrant une infinité de fois les points de subdivision de chaque o"^).

COROLLAIRE 1. — Soit cr une suite rentiers {n/^^o lacunaire à la
Hadamard. Soit 0L la partie de L / H ^ , formée des éléments dont la série de

Fourier s7 écrit ^Aa/;^) et (S la partie de L°°/H^ formée des éléments dont
Â-^O

la série de Fourier s9 écrit ^.A^/^^rr). La somme (fl-1-tô n^est pas dense
__ Â-^O

dans L / H ^ .

COROLLAIRE 2. — Le sous-espace sectoriel û de L^/H^ formé des sommes

^A/,(^), où ^\â^{x) ̂ e^T) [yoir le théorème 3 du chapitre III
À-^O Âr^O

pour les notations) nest pas dense dans L°°/H^.
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Démonstration du corollaire, — Tout élément de tî est somme d'un élé-
ment de (3L et d'un élément de d3.

Remarque. — L'énoncé du corollaire 2 ressemble à la proposition :
« H ^ + H ^ n'est pas dense dans L90 »; la démonstration employée peut
être adaptée et simplifiée pour démontrer ce dernier point; d'ailleurs,
précisément l'élément g{x) de L" n'appartient pas à la fermeture
de H'+H;.

En employant [9] on montre facilement que û = d 4- <®-

II. — LIMITES DU THÉORÈME 4 DU CHAPITRE III.

Nous étudions les suites Ç^n)n^o telles que l'on ait

(I) ^0, ]^J/(^) <+ÛO

7/^0

pour tout élément f de H^T).

THÉORÈME. — On ne peut trouver une suite de nombres complexes, les cr^/,,
^^i? /c^0? jouissant de la propriété suivante :

(^) Quand la suite (^)n^o vérifie (i), les séries de Fourier

^ ^^+ ,̂0,,,̂
•2<'^/z.<3*'+1 \-^.n

représentent des éléments ^\{x} de L^T) tels que

(2) YA;.(^)r2

appartienne à ^(T).

Pour démontrer le théorème, nous raisonnons par l'absurde. Une
suite (^n,/f)n^^k^o mettant en défaut le théorème devra être assez régu-
lière à l'infini et, en se servant des deux propriétés,

(3) l i ïu o"^/;==o pour chaque/ i ;
n: ->- + oo

(4) lim < 7 ^ ^ = = o pour chaque n^
À: ->• + oc '

on construira explicitement une suite (Â,,),,^ telle que (2) ne puisse appar-
tenir à ^(T). .
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a. Preuve de (3) et (4). — Définissons un espace de Banach V composé
de toutes les suites complexes (c,,)^o telles que l'on ait

(5) :S ^ i l / ( -
pour tout élément f de H^T).

La norme, notée \\Cn\\y est le sup des quantités (5) évalués sur la
boule unité de H^T). On vérifie sans peine que, pour une constante a,
on a

F /2^-t-i—l

^[I^M+O ̂  ^ \Cn

\_k^0 \ 2^=n

D'autre part, toute suite {cn)n^o dans V s'écrit

Cn == ^n — ^n + lP-n — i^'n (n ̂  ° ) i

où X^, À^, ^ et ^ vérifient ( i ) . Si le théorème est en défaut, les expres-
sions (2) appartiendront à £" quand, au lieu de construire les A^rc) à

l'aide des X^, on les construit avec n'importe quel élément {cn)n^o de V.

Appelons L/^ l'espace des suites gk[x) de fonctions, à valeurs complexes,
mesurables, avec la norme

^\^W

Si le théorème était en défaut, l'application de l'espace de Banach Y
dans l'espace LJ^, définie par ^?, serait continue. On en déduit, d'abord,
que, pour tout k fixé, la suite (On,/^^o appartient au dual de ^ et, par
conséquent, vérifie

V / SUp 1 0-^ k '̂  < -h 00 .
-^ \2''^7Z<2^+i /
r^O

Cela entraîne évidemment (3).
En choisissant pour suite ^n la fonction caractéristique de l'entier n,

on a

2 i -><^r-<-+-oc
Â-^o

si (3?) est vraie et (4) en résulte.

&. Preuve du théorème. — Nous construisons un élément {cn)n^o de ^
en employant le théorème 4 du chapitre III.
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On appelle (/c,)^o une suite d'entiers, qui sera définie ci-dessous, stricte-
ment croissante vers l'infini. L'intervalle d'entiers [2^, ^^^ — i] sera
noté I, et si les nombres complexes Cn satisfont aux conditions

~k'• si n est dans L;
(6)

Cfi= o si /i, positif, n'appartient à aucun 1^.;

la suite (cn)n^Q de ^ appartiendra à une boule de ^ définie parv̂
c/Jlv^A

(A ne dépend pas de kr).
Le choix des kr et les conditions (6) auront pour conséquence les

inégalités

^c^n,k„e-in•v ^a-7-
71^0
n^î,.

qui contredisent (^). En effet, grâce à la continuité de l'application

linéaire de ^ dans L^ définie par (®), on devrait avoir

^ ^ Cn C1'1-" +^ Cn (7,,, ̂  ̂ -^^

\r^0 /z€l»- ^^0

:B

lorsque les Cn vérifient (6).
En utilisant (7), on obtient

(8)
2\Ï

2 ^^(^-^^e-—) ) ^B+i.
^r^O |n€lr

On peut choisir des Cn satisfaisantes pour (6) et tels que (8) ait pour
conséquence

(9) ^ 2-^-Y ̂  1 1 - ̂ ,,,. ̂ —— iV^ (B + i)^.
\n€4

On intègre (9) par rapport à {x) pour obtenir, la norme L4 d'un carré
étant supérieure au carré de la norme L1,

Vs-^^-^B-t-i)2.
r^O

c. Construction des kr. — II ne reste plus qu'à montrer comment un
choix judicieux des kr assure (7). Il faut tout de suite remarquer que
chacune des inégalités (7) fait intervenir tous les ks. Pour cette raison
nous allons construire, de proche en proche la suite (Â^R^o en même temps
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qu'une suite h^^ s^î{ de façon que (7) soit vérifiée, si o^r^R,
dès que :
(10) A^-^/^,, (^R).

Nous appellerons « étape (R) » un tel choix de ko, /Ci, . . ., k^ et des
écarts h^s-

Montrons comment passer de l'étape (R) à l'étape ( R + i ) -
L'inégalité (7) sera vérifiée, si r ==- R -(- i? dès que, pour tout r de l'inter-

valle d'entiers [o, R], on a

(ii) V fT 1 r p—i't'vj u n, /•„ c^ c

^-J (R+l)
" e i,.

: ^^(R+i)

et que, pour tout r de l'intervalle [ R + 2 , +°°[î oi1 a

(12) IIS^a.-o^
^ei,.

Nous allons choisir k^+^ vérifiant (10) et assez grand pour que chacune
des inégalités (n) ait lieu. C'est possible parce que les Cn sont bornés par
les conditions (6), parce que leur nombre est limité par les choix précé-
dents de /Co, . . ., /CR et que, pour tout n fixé, ^n,k tend vers zéro lorsque k
tend vers l'infini. Maintenant que /C(R+I) est fixé, nous choisissons les
écarts A^+i),^ ^^R+i supérieurs aux écarts îi^s e^ tels que, moyen-
nant (10) écrit avec R + i , (12) ait lieu. C'est possible parce que (12)
est, grâce à (6), conséquence de

(i3)
(R+l)

^€1,.

et que, pour tout k fixé, ^n,k tend vers zéro lorsque n tend vers l'infini.
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