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CRITÈRE DE DÉCOMPOSITION
DTNE EXTENSION DE KUMMER

SUR UN SOUS-CORPS DU CORPS DE BASE

PAR JEAN-JACQUES PAYAN.

Dans ce qui suit G désigne un groupe abélien fini d'ordre e, d'expo-
sant n et k un corps commutatif dont la caractéristique ne divise pas n.
On suppose en outre que k contient les racines n^68 de l'unité.

La première partie de ce travail est consacrée à l'étude de l'invariant
de Hasse d'une extension de Kummer de k de groupe de Galois isomorphe
à G.x désignant un sous-corps de k tel que /c/x soit galoisienne, on étudie
dans la seconde partie les extensions abéliennes N de k telles que N/x
soit galoisienne et GalN//c isomorphe à G. La dernière partie est
consacrée à la démonstration d'un critère explicite de décomposition
sur x d'une telle extension. Ce critère exprime en termes de cohomologie
et précise les résultats de [4] et [6] dans le cas qui nous intéresse. Il met
notamment en évidence le rôle joué par l'extension intermédiaire k de /c/x.

Ce dernier résultat est destiné à l'étude, généralisant celles de [2], [7], [8]
et [9], de l'existence et des propriétés arithmétiques des extensions
finies K/x vérifiant la condition suivante : il existe une extension galoi-
sienne k de x, contenant les racines ^ièmes de l'unité, linéairement disjointe
de K sur x, telle que la composée N de k et K soit galoisienne relativement
à x et GalN//c isomorphe à G. Cette condition est vérifiée en particulier
par les extensions abéliennes de x de groupe de Galois isomorphe à G et
linéairement disjointes sur x du corps des racines n16111^ de l'unité. Cela
explique pourquoi l'auteur s'est limité au cas des corps et n'a pas envisagé
celui des algèbres abéliennes traité dans [6].

Je voudrais remercier Jean-Louis Koszul d'avoir eu la patience de
m'écouter et Jean-Pierre Serre celle de lire mon premier manuscrit. Leurs
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remarques et leurs suggestions ont considérablement facilité et clarifié la
rédaction de ce travail.

1. INVARIANT DE HASSE. — N désigne une extension abélienne de k
dont le groupe de Galois est isomorphe à G. Si 0 est un élément de N et cr
un élément de G on notera 6e7 le transformé de 9 par l'élément de Gai N//c
dont l'image par l'isomorphisme est o-. X désignera le groupe des carac-

tères de G à valeurs dans /c*. On notera <9, J^=^ %.((7-l)^ la résol-
o-eG

vante de Lagrange associée à 9 et ^.
Remarques :

1. Pour tout CT() de G on peut écrire

^zy^^oxe,^.
2. Pour que les /c-conjugués de 9 forment une base de N//c — dite base

normale — il faut et il suffit que

r^65^^'
xex

Les éléments & de N* vérifiant S-^e/c* pour tout CT de G forment un
sous-groupe E de N*. E peut également être défini comme l'ensemble
des éléments de N* dont la puissance n^6 est dans /c*. L'application u
qui à tout S" de E associe le caractère cr -> S "̂"1 est un homomorphisme
de E sur X et la suite o -^/c*--^ E -VX -> o est exacte. On le démontre
facilement à l'aide du théorème de la base normale {cf. [1]) et en remar-
quant que tout élément de E est de la forme )^9, ^> où Xe/c* et où les
conjugués de 9 forment une base de N//c {cf. [2] et [4]). E est donc une
extension de /c* par X, on peut lui associer un élément de I:P(X,/c*)
[ou de Ext^X,/?*) puisque tous les groupes considérés sont abéliens],
cet élément est d'ailleurs la classe du 2-cocycle défini par

^ ,. ,<^X><^>
% î z < ^ % / > - '

On peut remplacer u par son composé avec un élément arbitraire
de AutX, ce qui nous conduit pour éviter l'identification de G à Gai N//c
gênante dans les questions d'existence à définir l'invariant de Hasse de la
façon suivante [Aut X opère sur H2 (X, /c*) et Ext1 (X, /c*) de façon évidente] :

DÉFINITION 1. — On appellera invariant de Hasse de N//c la trajec-
toire de AutX dans H^X^/c*) engendrée par la classe du 2-cocycle

XîX'"^— 'À yy/v^ où ^8 conjugués de 9 forment une base normale de
N//c.
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En élevant à l'exposant n la suite exacte précédente en donne une nou-
velle que nous écrirons

o-^^n-.Enu>X-.o.

Le groupe E71 est une extension de k*71 par X contenue dans k* (puisque
les <(0, ^ y sont invariants par les éléments de GaIN/A*).

Réciproquement si E' désigne une extension de k * " par X contenue
dans /c*, on sait {cf. [4] ou exercices de [1]) que l'extension N//c obtenue
par adjonction à k des racines n1^68 des éléments de E7 est abélienne et
que son groupe de Galois est isomorphe à G. La correspondance ainsi
définie entre les sous-groupes de /c* extensions de k*71 par X et les exten-
sions abéliennes de k' de groupe de Galois isomorphe à G est bijective.

Il reste à caractériser les trajectoires de AutX dans H^X,/?*) qui
sont des invariants de Has&e. Après avoir remarqué que les 2-cocycles
^ ̂  _^ < ^ Z > < Q , / > sont symétriques, on notera Z2 (X, /c*) [resp. H2 (X, /c^)]

\ ^ Â«A« /

l'ensemble des 2-cocycles symétriques [resp. des éléments de H^X./c*)
engendrés par les 2-cocycles symétriques], H^X^/c*) et Ext^X,^*) sont
évidemment isomorphes.

DÉFINITION 2. — Si [̂  appartient à Z^X, /c*) et si Y est un sous-groupe
de X on dira que p- se décompose sur Y si p- |Y2 appartient à B^Y,/c*).
On dira que ^ est irréductible s'il ne se décompose sur aucun sous-groupe
de X distinct de l'élément neutre. Une trajectoire de AutX dans H^X, k*)
est dite irréductible si elle est définie à partir d'un 2-cocycle irréductible.

Pour caractériser les invariants de Hasse nous aurons besoin des lemmes
suivants :

LEMME 1. — Pour tout couple %, ^ d'éléments de X et tout élément p-
de Z^X,^*) on peut écrire

TTf^y.x^^^^), . „1-1 ^(x^x^) -^^}î
p=l

[^ étant un 2-cocycle on peut écrire quels que soient les caractères %^, 5^2 et 5^3 :

(E) ^(Xl^ X9-) P-(Zl %2, X3) =^(%lî X2%3)^(%2, %3).

Le lemme sera démontré si nous pouvons établir que

/^ ^(^ x^) ^(:^ x^) ̂  ^(x, 7!) ^(x^ x^)
^(xx^x^^) ^(x^1,^1)
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En remplaçant ̂  par y, ̂  par ̂  et ̂  par y^ dans (E), on voit que ( i)
équivaut à

(i') ^(^ ̂  ̂ (^ ̂ ) ̂  ^(X. ̂ ^+1) ^(X^ ̂ )
^(^r/^) ^(^+1, ///?+1)

En substituant X à Xi. X^ à ^ et ^+1 à ^3 on voit que (iQ équivaut à
(I//) ^(x^ x^) ^(x^ 7.fp+ï)=^(x^ //?) ^(%\ x^x^)-

qui résulte de (E) en y remplaçant %i par ^/, 5(2 par ̂  et 5(3 par y^ et en
utilisant la symétrie sur [^(^ X'7^1).

LEMME 2. — Si Yi et Yï sont des sous-groupes de X dont V intersection
se réduit à Vêlement neutre et si ^ se décompose sur Yi et sur Ya, il se
décompose sur Yi Ya.

Les hypothèses entraînent l'existence d'une application pi (resp. pa)
de Yi (resp. Ya) dans /c* telle que pour tout couple de caractères y, 7'
de Yi (resp. Ya) :

^-'-W hp...x,x-)=E^^]

de plus, p i ( i )=p , ( i )==p . ( i ^ ) .
Si % appartient à Yi Ya il s'écrit d'une façon et d'une seule sous la

forme X = = X i X 2 ave^ Xi^Yi et ^eYs. Posons

./.^ -_ P l (X l )P2(X2)
pa/ ^(Xi,X.)

On définit ainsi une application p : Yi Ya -^ /c* dont les restrictions respec-
tives à Yi et Ya sont pi et pa. Considérons alors un couple d'élément y, 7'
de YiY^, ils s'écrivent y, ==5Ci^ et yj=^^ avec ^ et X,€Yi et %2
et y^çYa. En utilisant le fait que ^ est symétrique, on peut écrire

^(%1. X 2 ) ^ ( % 1 % 2 , ^^^^^•(Zl, % / l%2%2)^ (%2 ,%l^ )

et

^(%1. %2) ^(%1 X2, %2) =^(/l, %2^) ^(%2, %J

et

^•(Zl. % 2 X 2 ) ^ ( % 1 % 2 X 2 . %l)=^(%l,%l)^(Zl%l, %2^),

ce qui entraîne immédiatement

a(y ^) — ^(^^ ^i) ^(^2, X2) ^(Xi^i^ ^2/2)
Â ^(^^2)^(^,%,)
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et compte tenu de la définition de p, on en déduit

,,/.- ^ _ P (Xi X2) P (Xi^ ) _ P (Z) P (X')
^^^'"'ptoxi^x.) ~ pta')

qui achève la démonstration.

LEMME 3. — Soit j^eZ(X,/c*), si Y est un sous-groupe (K exposant m
de X tel que pour tout caractère x de Y on ait :

mn.^^)^^,p=i «
aîor5 [̂  5e décompose sur Y.

Montrons que c'est vrai si Y est cyclique et engendré par 5^0. Dans ce
cas, on pose p ( i ) == [^-(i, y) et on choisit pour p(Xo) une des racines ^ièmes

771

de irT^X^XO* ^n défilât alors de proche en proche p(x0 à l'aide de
p=i

l'égalité

De l'égalité

p(,^_p(xo)p(xr1 )pao)~ ^(xo,xr1)

^ (x^ z?) ^ (xr^ %o) == ̂  (^, xr1 ) ̂  (%?, xo)
on déduit facilement que

.(^ ^^-P(xg)p(^)
r'-^Co? 7.0) — p fyp+(/\

qui signifie que ^ se décompose sur Y.
Supposons que la proposition est vraie si Y est produit direct de ( r— i)

groupes cycliques. Le lemme 2 entraînera sa validité pour un produit
de r groupes cycliques.

Nous pouvons alors énoncer :

THÉORÈME 1 (à rapprocher du théorème 4 de [4]). — I I y a correspon-
dance biuni^oque entre les trajectoires irréductibles de AutX dans H^X, /c*)
[~ Ext^X, /c*)] et les extensions abéliennes de k de groupe de Galois
isomorphe à G. Les premières sont les invariants de Hasse des secondes.

Montrons que si N//c est abélienne et GalN/A* isomorphe à G l'invariant
de Hasse de N//c est une trajectoire irréductible. Notons ^ le 2-cocycle

%, ̂  —^ '/y ^ et supposons que p-e se décompose sur un sous-groupe
\ î A,A. /
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Y de X, c'est-à-dire qu'il existe une application p de Y dans k* telle
que pour tout couple de caractères %, ^ de Y, on ait

"'^-w
on en déduirait que pour tout % de Y :

n

H ̂  (x, T.") = < 9, y. >"= p (x)"
17=1

qui entraîne < 9 , ^ > = A < 6 , i > où À€/C* [<9, i>=Tr^e est évidem-
ment dans k*]. Cette dernière égalité s'écrit

^ (;^-')-À) 9^=o;
(T€G

l'indépendance des ^ sur /c entraîne X = i et % = i ; c'est-à-dire que Y
se réduit à l'élément neutre, [̂  est donc irréductible.

Considérons maintenant un 2-cocycle irréductible ^ et la trajectoire
irréductible de AutX qu'il engendre. Nous allons construire le groupe E71.

n

Le sous-groupe E' de /c* engendré par k^ et les éléments TTp-^X^
p=i

où ^ parcourt X est une extension de /c*" par X. Il suffit pour le montrer
de prouver que l'application ^:X—kit|kicn définie par

n

^W=^nfl^(^xp)
p=i

est un homomorphisme injectif. Le lemme 1 montre que $ est un homo-
morphisme, le lemme 3 montre que [f. se décompose sur Ker$ comme y.
est irréductible, il en résulte que Ker<& se réduit à l'élément neutre de X
donc que $ est injectif. En prenant l'extension N de k engendrée par les
racines n1^ des éléments de E7 on voit que la trajectoire irréductible
considérée est l'invariant de Hasse de N//c et que E"= E'.

ô désignant encore un élément de N dont les conjugués forment une
base de N//c nous aurons besoin du résultat suivant :

THÉORÈME II. — L'application qui à chaque élément 3 d'une base normale
de N//c associe le i-cocycle p^ :

y ./ , <^><^>

" - x^ <^^>

définit une application biunwoque entre les bases normales de N//c et les
2-cocycles équivalents à pLo.
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Tout élément 2r de N s'écrit S-==V)^9°' dont on déduit
o'eG

<^;c>=<^>2^%(^).
(7€G

Il en résulte que

où on a posé
^-w—''

P (%) = ̂  ̂  % (0-) P01111 tout ^ de X.
<T€ÎG

Réciproquement, si l'on considère un 2-cocycle ^ équivalent à p^o

^^^^-^^^(^X^^

pour tous les y, y/ de X il existe & dont les conjugués forment une base
de N//c et vérifiant ^= p.^. Un tel & est donné par le système de Cramer :

^j ̂  % (a) == P (x) P0111' tout X de x-^(T

CT€G

Pour obtenir tous les & tels que (^3= p- il suffit de remarquer que l'appli-
cation p est déterminée au produit près par un caractère de X donc que

les autres solutions seront données par les systèmes ^^^(^ == P(x)/(^o)
où o-o parcourt G. On en déduit

^^%(°') ^X^o)^ ^(oO pour tout ^^/.^ ——7.^0)^ ^y

CTGG (JÇG

soit encore

2^%(<7)=^À^%(0-)

(3-çG (TÇG

qui donne ^(7== X^^-i pour tout (Jo, soit encore 3 == &'70 qui achève la démons-
tration.

Dorénavant, nous noterons S) l'invariant de Hasse d'une extension
abélienne N//c, E" l'extension de k * ' 1 par X contenue dans k* qui lui est
associée et nous poserons W == E71//?*71.

2. EXTENSIONS DE KUMMER DE k GALOISIENNES SUR UN SOUS-CORPS X

DE /c. — On suppose dorénavant que k est une extension galoisienne, pas
nécessairement finie, d'un corps x et l'on pose g= Gal/c/x. On se propose
d'étudier les extensions abéliennes N de k galoisiennes sur x telles
que Gai N//c soit isomorphe à G. On posera alors GalN/x==(6. Quand

Ann. Éc. Norm^ (4), I. — FASC. 3. 57
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l'extension N//c sera donnée ainsi que l'isomorphisme de G sur Gai N//c
on identifiera ces deux groupes.

On sait {cf. [4], p. 36) que N /x est galoisienne si et seulement si W est
globalement invariant par les éléments de g, ce qui s'exprime en disant
que g opère sur W. Comme g opère à gauche de façon évidente sur tP(X, k * )
on peut traduire la propriété précédente par le :

LEMME 4. -— Pour que N / x soit galoisienne il faut et il suffit que g opère
sur son invariant de Hasse ^ donc sur E71.

Nous dirons quand un risque de confusion se présentera que g opère
par Galois.

Nous noterons désormais x^ l'extension de x obtenue en lui adjoignant
les racines n16^ de l'unité. Gaix^/x est canoniquement isomorphe à un
sous-groupe de (Z/nZ)* et la restriction des éléments de g à x^ est un
homomorphisme de g sur Gaix^/x. On notera ( l'élément de (Z/yiZ)* image
de T de g par cet homomorphisme canonique. Si a est un élément d'un
groupe abélien H d'exposant n on fait opérer g à gauche sur H en posant
T(a)=^. Nous utiliserons les cas H = k^k^\ H = X , H = ^ e t H = = W
et nous dirons alors que g opère naturellement.

A chaque extension © de G par g correspond un homomorphisme y
de g dans AutG défini par o" -> y(ï) 0'== ro'^"1 où T désigne un relè-
vement de T dans (&. Réciproquement si l'on se donne un homo-
morphisme ç de g dans AutG, les classes d'extensions de G par g auxquelles
il est associé correspondent biunivoquement aux éléments de H2 (g, G)
(cf.[i0]}.

Etant donné un homomorphisme 9 de g dans AutG on lui associe
l'homomorphisme 3> de g dans AutX défini comme suit : à T de g et %
de X on associe le caractère ^(r)^ défini par

^(T)^)^-1^^)^.

Si l'on pose T$ p-(%, ^/) = ^(3>(^'-l)%, <Ï)(T-1)5C/) on ^alt opérer à gauche g
sur Z^X, A'*), et B^X, k * ) est invariant, on peut donc passer au quotient
et faire opérer g à gauche sur H^X, /c*) et également sur le sous-groupe W
de /c*//c*" associé à un invariant de Hasse, nous dirons alors que g opère
par <&.

Nous pouvons alors énoncer :

THÉORÈME III. — g opère compatiblement par Galois et par 3> sur £)
et W. Cela définit l9 homomorphisme <p associé à (&. Pour que (& soit une
extension centrale de G il faut et il suffit que g opère compatiblement par
Galois et par V opération naturelle sur S) et W.
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Le théorème 1 montre qu'il suffit de faire la démonstration pour les
opérations de g sur ^. Soit 9 un élément de N dont les /c-conjugués forment
une base normale, la première assertion revient à prouver que pour
tout T de g les 2-cocycles ^ et T$.^e sont équivalents.

Par définition

T. an (y ^ _. < 0^ (^-1) X>< ô^ (^-1) / >
wzlz)-' ^^-W)

Si T est un élément de © dont la restriction à k est égale à T, on peut
écrire

^(y ..y-^^^X'^
r'9 u' % / —— /Q . YY'\Ï^^'Y

^^^[X^-')]^0,

Mais

o-GG

après avoir posé a^ To-r"1 == <p(T)o-, on obtient

<^%> Ï==2^(<P(T-1)^-1)0(T^ : :=<9^(Ï)(T-1^>•^«^(T-1)^-1) 6^^==^97, e>(T-^
<r€G

Comme (c/*. remarque 1) x ^ ^ - i^N est dans /c*, il en résulte que p-S
et T$.P-Q sont équivalents.

Rappelons que ® est dite extension centrale de G si G est contenu
dans le centre de (6. Compte tenu de ce que nous venons de montrer la
seconde assertion revient à montrer que l'opération naturelle de g et
celle qui est définie par $ sont compatibles sur £) et W.

Cela se traduit par : pour tout ^ de X et tout T de g, ^(T"1)^:^^ en
revenant à la définition de ^ on voit que cela signifie que y est l'homo-
morphisme trivial ou encore que pour tout relèvement ^ de T dans
(& : ïo'T"1 == Œ. Cette seconde assertion n'est qu'une . généralisation de
l'énoncé de [4], p. n.

3. EXTENSIONS ^DÉCOMPOSÉES. — N désignera encore une extension
abélienne de k de groupe de Galois isomorphe à G, £) son invariant de
Hasse, W et E" les sous-groupes de /c^/A1*71 et /c* qui lui sont canoniquement
associés.

Si N/x est galoisienne, l'extension ® de G par g est dite décomposée ou
encore produit semi-direct de G par g s'il existe un relèvement g de g
dans (6, c'est-à-dire s'il existe une section de g qui soit un homomorphisme
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{cf. [9]). Si <6 et g sont munis, dans le cas g infini, de la topologie de Krull
définie à l'aide des sous-groupes distingués d'indice fini, on voit facilement
que la projection de (6 sur g est continue et ouverte donc que g est ouvert.
Dire que <& .est décomposée signifie que N est composée de k et d'une
extension K de x, K et k étant linéairement disjointes sur x. Il suffit pour
le voir de prendre pour K l'extension intermédiaire de N/x qui appar-
tient à g.

Nous avons vu {cf. théorème III) que si N/x était galoisienne on lui
associait un homomorphisme $ de g dans AutX avec lequel on faisait
opérer g à gauche sur S), W, k^ et /c '̂. Nous noterons désormais ra
l'image d'un a de W (resp. ^, resp. /c^, resp. /c^2) obtenue en faisant
opérer g par <&. On désignera dorénavant par k l'extension intermédiaire
de /c/x qui appartient à ker<&. Comme ker<& est un sous-groupe distingué
et d'indice fini de g, k/7. est galoisienne et finie.

Dans ce qui suit nous utiliserons les bi-g-modules /c^, /c^2 et Z^X, /c*),
g opérant à gauche par Galois et par $ et les deux premiers groupes de
cohomologie qui leurs sont associés {cf. [3]).

C'est ainsi qu'un élément de Z°[g, k^] sera un élément p de k^ vérifiant
pour tout T de g ; p^Tp; qu'un élément u de B^g, k^] sera défini

à partir d'un p de k^ par l'équation u(r) = ^ et qu'enfin un élément v
de Z^g, k^] est une application de g dans k^ vérifiant pour tout couple
d'éléments T et T' de g :

. , ,, ^(T'^.T^T)
M^)^ ^/ ^1,

où 8 désigne l'opération cobord.
Si N/x est décomposée nous utiliserons les bases normales de N//c

formées des conjugués d'un élément de K, le lemme suivant précise
comment les obtenir :

LEMME 5. — I I existe 6 de K dont les k'conjugués forment une base
de N//c. Il y a une correspondance biunwoque entre les S- de K dont les
k-conjugués forment une base de N//c et les éléments de Z°(g, /c^).

Pour démontrer la première assertion remarquons que si K/x est galoi-
sienne, elle possède une base normale, l'indépendance linéaire de K et k
sur x montre que cette base est une base normale de N//c. Si K/x n'est
pas galoisienne alors x est infini car toute extension finie d'un corps fini
est cyclique. Une adaptation immédiate de la démonstration qui figure
dans [1] du théorème de la base normale entraîne le résultat cherché.
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{ ^ } ( 7 e G désignera une telle base, soit alors 2^===VX^9 ( 7 un élément de N,
o-€G

on pose

p(x)=2^(.)=^

et on note encore g le relèvement de g auquel appartient K et T le relè-
vement dans g d'un élément T de g.

Supposons que & € K et que les /c-conjugués de & forment une base
de N//c : ̂ -> p(/J est alors une application de X dans /c* et on peut
écrire pour tout T de g :

<^ ̂ =<.^ ̂ (T-1);^^) <e, ^(r-1)/,)
^(xK^^P^ptô^^^-1)^

d'où
TP(^)=P(^)^ <==> peZo(^Â^).

Réciproquement, considérons peZ°(g,/c^), le nombre & de N défini

par & = ^ 2 P ( X ) < ^ X > vérifie <S", X>= p(x) <9? X> po1111 tout X de x-
%ex

En outre

^^^pw^^y^^pw^^^-1)^
xex -/ex

compte tenu de p T = = T p , on en déduit

^=^ 2 P(< Ï I (T - 1 )%)< 0^(T~ 1 )%>=^
^(T-i)î(€X

d'où résulte que 3eK et que ses conjugués forment une base de N//c.

Remarque 3 :
Z^/^cZ^.

Nous avons vu dans la démonstration du théorème III que si [̂  est
•j^T

un 2-cocycle qui engendre ^, son cobord T -> s— est une application
de g dans B^X^/c*), nous allons étudier cette propriété de plus près.

Soit encore N une extension de k de groupe de Galois G, galoisienne
sur k et $ l'homomorphisme de g dans AutX qui lui est associé. On note
encore § l'opération cobord qui à ^çZ^X,/^) associe

(T^^)eB^^Z^(X,^]) .
\ ' r' /
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THÉORÈME IV. — Soit [L un i-cocycle irréductible qui engendre l'inva-
riant de Hasse S) associé à N, alors

^eB^, Z^(X, A")]nZ^ B^(X, À")].

Pour que N/x soit décomposée il faut et il suffit que S^eB^g, B^X,/c*)].

La première assertion résulte immédiatement de ce qui a été rappelé
ci-dessus. Pour démontrer la seconde, remarquons que si N/x est décom-
posée et si 6 est un élément de K vérifiant les conditions du lemme 5

alors ^=^6. (un pose toujours ^ : y, X^ ̂ P^7^') Comme lesx \g ? 7X / /
2-cocycles qui engendrent S) sont au produit près par un 2-cobord de la
forme ^, ̂ -^ p-o[u(^), u(^)] où u€ÂutX, la condition nécessaire est démon-
trée. Supposons réciproquement que

^^eB^B^x,^)],

il en résulte que si 6 est un élément d'une base normale de N/A-,

uJ
^^B^B^X,^)],

ce qui s'exprime par l'existence de pe/c^ tel que

___M^/)" ^ P^Ptf^P^^-1);^)
^0(<I»(T-^)^<I»(T-1)^) pWT-^P^T-^^ptor

en considérant le & de N défini par p(%) <&, ^> = <0, %> pour tout y
de X, on voit que [^==T[^ pour tout T de g.

Soit alors T' un relèvement de T dans (B. On peut écrire

/<^ x> <^ x^y^ <^ xy<^, /y
v <^^ /> / <^^>

== ̂ ^(^XX^^-1)^) ̂  <^€>(T-1 )^><^(|>(T-1)^>
< .̂ \ (D (T- ) ̂ / > <^0(T-^)^>

pour tous les y, %/ de X. Le théorème II montre que & et y sont alors
/c-conjugués, on peut donc en multipliant au besoin T' par un élément
convenable de G trouver un relèvement T de T dans (& tel que & == â^.
L'application T — T est un relèvement de g dans (& et (6 est donc
décomposée.

Si Uy désigne l'ordre de % dans X nous poserons n=n^.fy et nous
dirons qu'une application a de X dans k* représente proprement W si
X^^X)^-^ est un isomorphisme de X sur W et si pour tout T de g,
0^=^00.
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II est bien évident que si N est décomposée sur x, W est proprement
représenté. Il suffit de prendre un 6 du lemme 5 et de poser a(%J = ̂ ô, T,^*

Si réciproquement W est proprement représenté on cherchera à extraire
un 2-cocycle convenable, c'est-à-dire un 2-cocycle p. qui engendre ^ et

qui vérifie 1^==^ et [^(x? y/)^'^ ^^"'"^V""^'5 sl C5est possible l'exten-
sion / c ( v E y = N sera décomposée sur x.

Dans le cas particulier suivant c'est facile :

COROLLAIRE. — Si k ne contient que i comme racine n1^6 de Vunité,
si a représente proprement W et vérifie pour tout couple ^, %/ :

^M^^W^^n

^(xx!)^'
alors V extension associée à W est décomposée.

On posera [^(%, %/) racine n1^6 dans k de aa) x v x ) x et on vérifie
facilement que p< est un 2-cocycle qui engendre S) et qui satisfait à

^=T-^Nous pouvons noter que si la caractérisation des extensions décomposées
sur x n'est pas donnée sur le gifoupe W (resp. E^), ce qui serait plus maniable
pour les questions d'existence, mais sur un 2-cocycle convenable; la déter-
mination de celui-ci n'exige pas de sortir de /c*. On peut même remarquer
que si N /x est décomposée E71 et ^ sont « définissables dans k ». En effet
si 0 est un élément de K satisfaisant au lemme 5 on voit facilement que
^ez^x,^).

En plus de son utilité vraisemblable pour l'étude des extensions abé-
liennes d'un corps ne contenant pas les bonnes racines de l'unité, la
méthode donne des résultats appréciables dans l'étude de l'existence et
des propriétés arithmétiques des extensions K à groupe de Galois iso-
morphe au groupe du carré ou au groupe des quaternions d'un corps x
de caractéristique différente de 2. Ces résultats ont été obtenus en colla-
boration avec Pierre Damey et seront publiés ultérieurement.
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