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INTRODUCTION.

« L'enquête est comparable à une longue
gestation, et la solution du problème au
jour de la délivrance. »

MAO TSÉ TOUNG.

LA POSITION DU PROBLÈME. — Dès les origines de la topologie algébrique,
pour étudier les variétés difîérentiables, on fut amené à les trianguler.
Il est certain que trianguler une variété permet de ramener certaines
questions à des problèmes combinatoires plus agréables à manier. C'est
ce que H. Poincaré considère comme « une manière de représenter les
variétés, . . . . qui en facilite singulièrement l'étude ». On sait l'impor-
tance historique et la fécondité de ce point de vue. Plus récemment
(depuis igôo), la topologie différentielle se développa rapidement, quand
des mathématiciens, en tête desquels on doit citer R. Thom, virent le
rôle que pouvait jouer le fibre vectoriel tangent des variétés difîérentiables,
ainsi que la théorie des variétés transverses. L'étude des variétés semi-
linéaires (combinatoires selon la vieille terminologie) se développait
indépendamment. Les problèmes résolus étaient quelquefois les mêmes ;
ainsi le problème de Poincaré généralisé (une variété de dimension n
qui a le type d'homotopie de S'1 est-elle isomorphe à S'1 ?) fut résolu à la
même époque par S. Smale dans le cadre différentiable et par J. Stallings
dans le cadre semi-linéaire. A la même époque, E. C. Zeeman montrait
qu'un plongement semi-linéaire de S7' dans S" est toujours isotope au
plongement trivial si n—p^3, et A. Hœfliger montrait qu'il n'en
est pas ainsi dans le cadre différentiable.

Le problème était donc posé de trouver des méthodes qui permettent
d'étudier à la fois les variétés difîérentiables et les variétés semi-linéaires,
et de mener une étude comparée des deux catégories; on essaya donc
d'adapter les méthodes de la topologie différentielle à l'étude des variétés
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semi-linéaires. Un grand progrès fut accompli avec l'introduction des
micro fibres {cf. J. Milnor [12]). Bien des problèmes ont été résolus grâce
à ces microfibrés, mais on s'est toujours heurté au fait que, quand V est
une sous-variété de M, on ne sait pas construire un microfibré normal à V
dans M.

LES PROBLÈMES ENVISAGÉS ici. — Le premier objet de ce travail est
donc de construire les objets mathématiques qui doivent, dans le cadre
semi-linéaire, jouer le rôle des fibres vectoriels de la topologie différen-
tielle. Ce sont les pseudofibrés (1) et les tubes que j'ai introduits aux
chapitres II et V. Pour esquisser leur définition, je pourrais dire que ce
sont des fibres sans projection, alors que les microfibrés sont des fibres
avec projection mais sans fibre (la fibre étant un germe d'espace). On
obtient facilement tous les résultats qu'on pouvait espérer, les seules
difficultés qui s'introduisent concernent les images réciproques (on remar-
quera que dans la théorie des fibres vectoriels la construction des images
réciproques utilise la projection de façon essentielle) ; on a cependant
des images réciproques définies à isomorphisme près. Au chapitre III,
je traite des questions de transversalité. Là aussi, on a les théorèmes
qu'on pouvait espérer; la grande nouveauté, par rapport au cadre difîé-
rentiable, est que la notion de transversalité n'est pas locale : si deux
sous-variétés de M sont localement transverses, elles ne sont en général
pas trans verses. La notion de transversalité locale est inutilisable, car elle
ne permet pas de généraliser les théorèmes classiques du cadre difîérentiable.

Pour munir les pseudofibrés d'un groupe structural, j'ai été amené
à poser une définition qui me semble intéressante (cf. chap. I). On sait
que, si V est-une variété semi-linéaire, le groupe des automorphismes
de V ne possède aucune structure topologique « raisonnable ». On le consi-
dère d'ordinaire comme le groupe des o-simplexes d'un groupe semi-
simplicial dont les p-simplexes sont les automorphismes de ^p X V qui
respectent la projection sur A^,. On peut aussi le considérer comme l'en-
semble de o-simplexes de l'espace dont les p-simplexes sont les auto-
morphismes de A^ X V qui respectent les faces de A^. On n'obtient pas
ainsi un groupe semi-simplicial, car il n'y a pas de dégénérescences; ce
qui m'a amené à introduire au chapitre 1 la notion d'ensemble (ou de
groupe) quasi-simplicial. Le groupe structural des pseudofibrés de dimen-
sion n est le groupe quasi-simplicial obtenu en faisant V == D71. On peut
donner des définitions analogues pour les plongements de V dans W
[cf. chap. I).

(') Introduits également sous le nom de « block bundies » par Sanderson et Rourke
(cf. Bull. Amer. Soc., 1966).
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Dans un article ultérieur, je comparerai ces nouveaux espaces aux
espaces classiques de plongements (resp. de groupes d'automorphismes).
En vue de cette étude, j'ai démontré dans le chapitre IV les théorèmes
de fibration qui lient les espaces de plongements aux groupes d'auto-
morphismes des variétés; théorèmes qui, dans le cas difïérentiable, ont
été formulés par J. Cerf dans [2]. J'ai bien sûr deux séries de fibrations,
puisque j'ai deux séries d'espaces de plongements et de groupes d'auto-
morphismes. Ce chapitre commence par des rappels sur le théorème de
trivialité des /i-cobordismes de S. Smale. J'en ai donné un énoncé non
classique, mais qui me semble le plus utilisable. Je signale à l'attention
du lecteur le corollaire 1 qui suit : il permet de se passer de la théorie du
« sunny collapsing » (on pourra, par exemple, comparer le corollaire 2,
au chapitre 4 de [21]).

Le chapitre V contient des résultats qui par leur nature se rattachent
au chapitre II, mais dont les démonstrations utilisent les résultats des
chapitres III et IV.

J'ajouterai que le chapitre 0 est formé essentiellement de résultats
classiques : je les ai démontrés ici, car dans la littérature, ils sont épars,
et souvent incomplets.

Pour terminer, je voudrais remercier M. H. Cartan pour les conseils
qu'il m'a donnés, et pour ses séminaires qui m'initièrent à la topologie
algébrique. Je prie M. A. Haefliger de trouver ici l'expression de ma
profonde reconnaissance pour ses conseils et ses critiques qui ont rendu
possible le présent travail.

Qu'il me soit permis d'associer à ces remerciements MM. B. Malgrange
et P. Samuel qui ont bien voulu faire partie du jury, M. R. Thom qui
m'a permis d'exposer les premiers balbutiements de ce travail dans son
séminaire, ainsi que MM. C. Weber et A. Gramain qui furent toujours
de dévoués auditeurs.

CHAPITRE 0.

GÉNÉRALITÉS SUR LES POLYÈDRES.

Dans ce chapitre, sauf au paragraphe 5, je vais rappeler un certain
nombre de résultats démontrés dans le séminaire Zeeman à l'I.H.E.S. [21]
(réf. SZ). Je généraliserai certains d'entre eux. Je m'efforcerai alors d'en
donner des démonstrations complètes.

l» LA CATÉGORIE DES POLYÈDRES. — Je rappelle qu'un complexe
simplicial est la donnée d'un ensemble ordonné et d'une famille, stable
par inclusion, de parties finies totalement ordonnées de cet ensemble
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(on supposera toujours que cet ensemble de parties contient les parties
à un élément).

Dans ce qui suit les complexes simpliciaux seront toujours localement
finis (donc leur réalisation géométrique est localement compacte) et
dénombrables (donc leur réalisation géométrique est réunion dénom-
brable de compacts).

On appellera triangulation d'un espace topologique X, un homéomor-
phisme de X sur la réalisation géométrique S d'un complexe simplicial S.

On dira que la triangulation X ^ [ S [ est une subdivision de la trian-
gulation X^> S 7 ] , si rhoméomorphisme ç^y"1 : S -^ [ S'[ envoie linéaire-
ment tout simplexe de S | dans un simplexe de | S71.

DÉFINITION. — Un polyèdre est un espace topologique, muni d'une
classe de triangulations, telle que deux quelconques d'entre elles aient
une subdivision commune. On supposera toujours que cette classe est
maximale, et quand on parlera d'une triangulation d'un polyèdre, il
s'agira toujours d'une triangulation de cette classe.

Un morphisme de polyèdres (encore appelé : application polyédrale
ou PL-morphisme) est une application propre qui devient simpliciale
pour un choix convenable des triangulations.

Les polyèdres et applications polyédrales forment une catégorie, à cause
des résultats suivants que je ne démontrerai pas :

LEMME 1 {cf. SZ, lemme 5). — Si f: K->L est simpliciale pour des
triangulations S de K et T de L, et si ^/ est une subdivision de T, il existe
une subdivision S' de S telle que f soit simpliciale pour S7 et T7.

LEMME 2 (cf. SZ, lemmes 3 et 4). Dans les mêmes conditions quau
lemme 1, si f est propre^ et si S7 est une subdivision de S, il existe une subdi-
vision T^ de T et une subdivision S^ de S', telles que f soit simpliciale de S^
dans T77. De plus, si f est injective, on peut s9 arranger pour prendre S^ = S^
et pour que les sommets de T^ qui ne sont pas des sommets de T soient les
images par f des sommets de S7 qui ne sont pas des sommets de S; ainsi les
simplexes de T qui ne rencontrent pas V image de /, ne sont pas subdivisés.

Le lemme 2 devient faux si l'on ne suppose pas que f est propre. Il suffit
pour s'en convaincre de considérer l'application de R dans le
segment [ — 1 , + ï ] ? qui est linéaire sur chaque segment [n, n +1] et
envoie n sur (— i)", et la subdivision de R obtenue en divisant, pour tout n,
le segment [n, n + i] en n parties égales.

Remarque. — Certains auteurs ont pris pour morphismes de la catégorie
des polyèdres les applications semi-linéaires, c'est-à-dire les applications
qui sont localement des morphismes. Ces applications sont des morphismes
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si et seulement si elles sont propres (car avec les définitions que j'ai données
tous les polyèdres sont paracompacts). Si elles ne sont pas propres il
n'existe pas nécessairement des triangulations qui les rendent sinrpli-

ciales. Par exemple, l'application de N dans R définie par (p(n) == - est

semi-linéaire, mais les points - ne sont sommets d'aucune triangulation

de R. Quand je me placerai dans la catégorie des polyèdres et applications
semi-linéaires, je le préciserai.

Sous-polyèdres. — Soit K un polyèdre, un sous-espace L de K sera
appelé sous-polyèdre s'il existe une triangulation de K telle que L soit
un sous-complexe. 11 y a alors sur L une structure de polyèdre induit,
et L est fermé dans K.

Nota. — On appellera triangulation de (K, L) toute triangulation de K
pour laquelle L est un sous-complexe.

Les images directes et les images réciproques de sous-polyèdres sont
des sous-polyèdres.

Produits. — La catégorie des ensembles sinrpliciaux est munie de produits ;
on en déduit que l'espace topologique produit de deux polyèdres est muni
d'une structure naturelle de polyèdre, qui, s'ils sont compacts, en fait
un produit dans la catégorie des polyèdres. S'ils ne sont pas compacts
c'est le produit dans la catégorie dont les morphismes sont les applica-
tions semi-linéaires; ce qui justifie que dans tous les cas on l'appelle le
produit des deux polyèdres donnés. Si l'on s'est donné une triangulation
de chacun des deux polyèdres, il en résulte une triangulation naturelle
du produit (car dans le mot « triangulation » il y a un ordre sur les sommets).
Si f est un morphisme, le graphe de f est un sous-polyèdre du produit de
la source par le but. Réciproquement, si le graphe d'une application
continue est un sous-polyèdre de ce produit, cette application est semi-linéaire.

Mapping-cylindre. — Soit f: S->T un morphisme de la catégorie des
complexes simpliciaux, on sait lui associer un complexe simplicial appelé
mapping-cylindre et /*, dont la réalisation géométrique est le mapping-
cylindre (topologique) de f (il est localement fini si f est propre et si S et T
sont localement finis). Soit fun morphisme du polyèdre K dans le polyèdre L,
si l'on se donne des triangulations S et T qui rendent f simplicial, on en
déduit une triangulation du mapping-cylindre topologique; mais la struc-
ture de polyèdre sous-jacente à cette triangulation dépend de S et de T.
Il n'y a donc pas de mapping-cylindre dans la catégorie de polyèdres.

Sous-espaces ouverts. — Un procédé classique permet de trianguler
les ouverts d'un espace triangulé. Ceci définit une structure de polyèdre
sur chacun des ouverts d'un polyèdre. Mais l'injection d'un ouvert de K
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dans K n'est, en général, pas un morphisme, c'est cependant une appli-
cation semi-linéaire.

Inversement on a le

LEMME 3 [cf. SZ, chap. 2). — Soit X un espace topologique paracompact,
et soit (U,) un recouvrement ouvert de X. Si chacun des U, est muni d'une
structure de polyèdre de telle façon que les structures induites par U, et U/
sur U/nU/ coïncident; alors il existe sur X une structure de polyèdre et
une seule qui induit sur chacun des U, la structure donnée.

2. VOISINAGES DÉRIVÉS. — Subdivisions étoilées. — Soit K un polyèdre
muni d'une triangulation S ; si s est un simplexe de S, on appelle étoile de s
et l'on note st(^) [ou, s'il est besoin de préciser, sts(s)] la réunion des
simplexes fermés qui contiennent s. On appelle « link » de s, et l'on note 1k (s)
[ou lks(5)] la réunion des simplexes de st(^) qui ne rencontrent pas s.
st(<?) est le joint de 1k (s) et de s.

Soit x un point intérieur à 5; on appelle subdivision élémentaire de S
relative à x la triangulation obtenue en remplaçant dans st(^) la triangu-
lation donnée par la triangulation canonique du joint de 1k (s) et du cône
de sommet x et de base ds (cône qu'on identifie à ^); on notera xS cette
nouvelle triangulation de K.

Ak(6)

Si l'on remplace x par un autre point y de l'intérieur de 5, on obtient
une triangulation y S. Et il existe un automorphisme de K, et un seul,
qui est l'identité hors de st(s), qui envoie x en y, et qui est simplicial de xS
dans y S. Cet automorphisme est isotope à l'identité.

DÉFINITION. — Soit S une triangulation du polyèdre K; une subdivi-
sion T de S sera dite étoilée s'il existe une suite de triangulations de K :

c _ c e co — OQ, o-i, • • • •> ^m • • •

telle que, pour tout i, S^i soit de la forme xSi pour un certain x^ et que,
pour tout sous-polyèdre L compact de K qui soit un sous-complexe de S,
il existe un entier N tel que pour n^-N ; SJL=T L,
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Subdivisions barycentriques. — Soit K un polyèdre et S une triangula-
tion de K, c'est-à-dire un homéomorphisme K -> S . Soit S4 la subdivi-
sion barycentrique du complexe S; on a un homéomorphisme naturel
S1 ->\S\ qui définit une subdivision de la triangulation S de K, appelée

subdivision barycentrique canonique de S.

LEMME. — La subdivision barycentrique canonique est étoilée.

Démonstration. — Dans un complexe simplicial S un simplexe 5 sera
dit maximal s'il n'est face d'aucun autre simplexe. Les simplexes maximaux
sont les éléments maximaux pour la relation d'ordre « être une face de ».
Les simplexes maximaux recouvrent S.

a. Soit K compact, S est fini, numérotons les simplexes de dimension > o
de S : Si, . . ., s? de telle façon que pour tout i (î^=i^:p) Si soit maximal

dans Si== \ ) Sj. Soit Xi le barycentre de Si :

Si=^(^_,(...(.r,(^(S)))...)).

&. Si K est non compact, soit (K^) une suite de compacts qui soient
des sous-complexes de S, telle que pour tout M, K^+i soit un voisinage

de Kn, et que ^J K^= K. (K est réunion dénombrable de compacts.)
n

On numérote les simplexes de K de la façon suivante :

On met d'abord les simplexes contenus dans Ko qui sont principaux
(dans K) ; soit alors K1 le sous-complexe de K, obtenu en enlevant ces
simplexes. On met ensuite les simplexes de K1 contenus dans Ki et qui
sont principaux (dans K1); soit alors K2 égal à K1 moins ces simplexes.
On met ensuite les simplexes de K2 contenus dans I<2, et qui sont princi-
paux (dans K2), et ainsi de suite.

Soit alors pour tout n, Xn= x{sn) le barycentre de Sn. On pose

S^=^n(^-l(. . .^•2(^1 ( S ) ) . . . ) ) ,

ce qui définit S1 comme subdivision étoilée.
Soit alors pour tout M, un point y^=y[sn) dans l'intérieur de Sn. Posons

S^= î/^(î/n_i(. . .2/2(2/1 S). . . ) ) . Il existe un automorphisme 9^ de K et
un Seul qui envoie tout simplexe de S sur lui-même et soit simplicial de Sn
dans S^. De plus si, pour les simplexes s de S contenus dans un sous-
polyèdre Lde K (qui est un sous-complexe de S),x{s) = y {s), alors y^[ L = Id.

Or, pour tout compact K;, il existe un entier N(i) tel que n^N(i)
entraîne y^| K;== 9 :̂ , | K;, donc on a un automorphisme limite <p qui
envoie chaque simplexe de S sur lui-même et si, pour 5CL, x(s) =^ î/(^)?
alors y [ L = Id.
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Soit S' la subdivision limite de S^, la subdivision S7 est appelée « subdi-
vision de type barycentrique » de la triangulation S.

Remarque. — Si S' et S77 sont des subdivisions de type barycentrique
de S, il existe un automorphisme (unique) de K = S qui soit simplicial
de S7 dans S77 et qui envoie chaque simplexe de S dans lui-même.

Collapsing simplicial. — Une face f d'un simplexe maximal s est dite
libre si elle n'est contenue dans aucun autre simplexe que s et /*.

Etant donnés dans S un simplexe maximal s et une face libre f de s,
on dira que le sous-complexe S7 obtenu en enlevant l'intérieur du simplexe s
et l'intérieur de la face /*, se déduit de S par un « collapsing élémentaire ».

DÉFINITION. — Étant donné un sous-complexe T de S, on dit que S
collapse simplicialement sur T s'il existe une suite (éventuellement finie)
de sous-complexes emboîtés :

S=:So3S,3S,3. . .3S,3. . . ,

tels que pour tout i (o^i '<<n) , S^i s'obtienne à partir de S, par un
collapsing élémentaire, et que pour tout compact X de | S , il existe un
entier N tel que n ̂  N entraîne X H | S,, | = X H [ T .

Si S — T n'a qu'un nombre fini de simplexes (en particulier si S est
compact), la suite des (S^) est finie.

DÉFINITION. — Etant donnés un polyèdre K, un sous-polyèdre L et
une triangulation S de (K, L),, on dira que K collapse simplicialement sur L
pour la triangulation S de (K, L) si S collapse sur S L.

Remarquons que si K collapse simplicialement sur L pour S, K collapse
simplicialement sur L pour toute subdivision de type barycentrique de S.

EXEMPLES. — i° Soit y une application simpliciale propre de 2 dans I/.
Soit S la triangulation canonique du mapping cylindre M(f) de /*. S collapse
sur s| iy|=2y.

2° Si X collapse sur un sous-espace X7 pour une triangulation 2 de
(X, X7), et si S est une triangulation de (K, K7), alors K X X collapse
simplicialement sur K X X7 U K7 X X pour la triangulation produit 2 X S.

3° La construction classique du joint de deux ensembles simpliciaux
permet de définir le joint de deux polyèdres compacts. Si 2 est une trian-
gulation de (X, X7), X V ^p collapse simplicialement sur X' V ^p pour la
triangulation construite naturellement ,à partir de 2 et de la triangulation
canonique de A,,. En particulier (en faisant p = o) : si (K, K7) est un couple
de cônes, et 2 une triangulation qui respecte la structure de cône, K
collapse simplicialement sur K7 pour 2.
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4° Si K contient K7 qui contient K77, et si S est une triangulation de
(K, K/, K77) pour laquelle K collapse simplicialement sur K7 et K7 collapse
simplicialement sur K77, alors K collapse simplicialement sur K77 pour S.

5° On remarquera que si K collapse sur K/ pour une triangulation S
de (K, K7) et si K et K/ sont compacts, K et K7 ont même type d'homo-
topie simple.

Remarque. — Je ne développerai pas la notion de collapsing (non simpli-
cial) [cf. SZ). Je rappellerai seulement qu'on dit que le polyèdre X collapse
élémentairement sur le sous-polyèdre X7 si ( X — X 7 , X—X^X 7 ) est
isomorphe à (A^, A^i).

On dit que X collapse sur X7 si l'on peut obtenir X7 par une suite de
collapsings élémentaires. Si X collapse simplicialement sur X7 pour 2,
X collapse sur X7. Inversement, on montre (et c'est d'ailleurs une consé-
quence du paragraphe 4 ci-dessous) que si X collapse sur X7, il existe
une triangulation 2 de (X, X7) telle que X collapse simplicialement sur X7

pour 2.

Sous-polyèdres complets pour une triangulation :

DÉFINITION. — Soit S un complexe simplicial, T un sous-complexe;
on dit que T est complet dans S si, pour tout simplexe s de S, dsC.T
entraîne 5CT.

Soit K un polyèdre, L un sous-polyèdre, et S une triangulation de (K, L) ;
on dit que L est complet pour S si S L est un sous-complexe complet de S.

Remarquons que :
a. Si LcK est complet pour S, il l'est pour toute subdivision de S.
b. L C K est complet pour S, pour tout simplexe s de S, s H L est une

face de s (éventuellement s tout entier ou 0).
c. Si L C K est complet pour S, il existe une unique application simpli-

ciale f : S ^ 1 telle que />-j (o) = L.
d. Si LcK et si S est une triangulation de (K, L), L est complet pour

toute subdivision de type barycentrique de S.

Voisinages dérivés. — Soit K un polyèdre, L un sous-polyèdre et S une
triangulation de (K, L), on appelle voisinage simplicial de L (par rapport
à S) et l'on note N ( L , S) la réunion des simplexes (fermés) de S qui ren-
contrent L. On note 6ÎN(L, S) la réunion des simplexes de N(L, S) qui
ne rencontrent pas L. Quand on parlera de la triangulation de N(L, S)
sans préciser, il s'agira de la restriction de la triangulation S.

DÉFINITION. — Un voisinage dérivé de L est un voisinage de la forme
N(L, S1) où S1 est une subdivision de type barycentrique d'une triangu-
lation S de (K, L) pour laquelle L est complet;
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En particulier, quelle que soit la triangulation S de (K, L), N(L, S2)
est un voisinage dérivé.

DÉFINITION. — Soit K un polyèdre, (J,) et L des sous-polyèdres, et S
une triangulation de (K, (J,), L). Si L est complet pour S, le couple (N(L, S1),
(NÇLnJ^S 1 !^ ) ) (où S1 désigne une subdivision de type barycentrique
de S) sera appelé voisinage dérivé de L dans (K, (J,)).

Remarquons que N(LnJ,, S4 J,) = N(L, S^nJ,.

PROPOSITION 1. - Soit (N(L, S1), (N(LnJ,) , S1 J,)) un voisinage dérivé
de L dans (K, (J / ) ) ; N(L, S1) collapse simplicialement sur LU N(LnJ, , S1 J,)
quel que soit i. En particulier {en faisant J,== 0) N(L, S1) collapse simpli-
cialement sur L.

Puisque, pour tout simplexe s de S, 5ïïL est une face de s, il suffit de
démontrer cette proposition quand K = A,,, 3i=d\n et L == une face f
de A^ (S étant la triangulation canonique). C'est alors trivial.

Le théorème d'isomorphisme :

PROPOSITION 2. — Soit K un polyèdre, (J,) et L des sous-polyèdres, et S
et T deux triangulations de (K, (J,), L) pour lesquelles L est complet dans K.
Il existe un automorphisme p. de (K, (J,)) tel que :

i° [^ soit l'identité sur L et sur K — ( N ( L , S)uN(L, T));
2û p-(N(L, S 4 ) ) = N(L, T1) et, pour tout i,

pi(N(LnJ,, S^J^^NCLnJ,., T" |J/.).

De plus, si S J/== T J,: et S1 |J /== T1 J/, on peut trouver un tel a qui soit
l'identité sur J i .

Si T est une subdivision de S, on peut trouver un tel [^ qui envoie chaque
simplexe de S dans lui-même.

Il suffit de démontrer ce résultat quand T est une subdivision de S.
On notera f (resp. g) l'application sinrpliciale | S | -> 1 (resp. | T -> I) telle
que f~1 (o) == L [resp. g~1 (o) == L]. On pose pour tout a (o < a < i) :

V(L, S, a) ̂ /-^ ([o, a]) et V (L, T, a) =^-' ( fo, a ]) .

Si S j J/-=== T J/ :
V(L, T, a)nJ,=V(L, S, a)nJ,

LEMME 1. —• I I existe pour toute triangulation S un automorphisme ï]s
de N(L, S) qui est l'identité sur L et sur dN(L, S), qui envoie tout simplexe
de S dans lui-même (en particulier sa restriction à J , est un automorphisme
de J,) et tel que

ï î s ( N ( L , S ' ) ) = V ( L , S, a).

De plus, si S J,==T 3, et S4 J,=== T4 J/-, on peut trouver ï]s et r^ tels
qu'ils coïncident sur J^.
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Démonstration, — Construisons ïjs : S1 a été construite comme une
subdivision étoilée en choisissant à l'intérieur de chaque simplexe s de S
un point x(s) arbitrairement baptisé centre de s. Soit U l'ensemble des
simplexes de N(L, S) qui rencontrent L sans y être contenus tout entiers.
Poéons yÇs)=x{s) pour tout simplexe s de S qui n'est pas dans U, si s
est dans U on prend pour y {s) un point intérieur à s tel que f(y{s)) = a.
Les y (s) définissent une subdivision de type barycentrique S71, r^ est
l'automorphisme de K qui est simplicial de S1 dans S'1. Il est l'identité
sur L et sur K — N(L, S) et

r's(N(L, S1))^^, Sfl)=\r(L, S, a).

Pour avoir le rabiot, il suffit, dans la construction de "%, de choisir
les mêmes y (s) pour les simplexes s de S J,.

Le lemme 1 prouve que la proposition 2 est équivalente au lemme
suivant :

LEMME 2. — Soit K un polyèdre, (J;) et L des sous-polyèdres, S une trian-
gulation de (K, (J,), L) pour laquelle L est complet, et T une subdivision
de S. Il existe un automorphisme '^ de N(L, S) qui est l'identité sur L et sur
6)ÎN(L, S), qui envoie tout simplexe de S dans lui-même [et donc, pour tout i,
^ [ Ji est un automorphisme de J i ) et tel que

^(V(L, S, a) )==V(L, T, a) (o<a<i).

Si S Ji= T | Si, il existe un tel ^ qui est l ) identité sur J\.

On va démontrer le lemme 2 quand L est compact, ce qui achèvera
la démonstration de la proposition 2 quand L est compact.

Préliminaires à cette démonstration. — Soient Lo et dN(L, T)o les ensembles
de sommets des restrictions de T à L (qui n'est pas supposé compact)
et à c?N(L, T). Soit U l'ensemble des simplexes de T qui rencontrent L
et rfN(L, T) et Uo ceux de ces simplexes qui sont de dimension i. On a
des applications naturelles Uo > Lo et Uo -> r fN(L, T)o, qui font de Uo
un sous-ensemble de L o X r f N ( L , T ) o . Numérotons Lo et rfN(L, T)o, il
en résulte une relation d'ordre sur Uo (restriction de la relation produit).
Soit y : Uo ~->]o, i[; on va définir un voisinage V(L, T, y) de L. Pour cela
il suffit de se donner V(L, T, 9) H s pour tous les simplexes s de U :

a. si 5€Uo, V^.T^n^g-^lo,^)])^;

&. si s^Uo, soient s ^ y . . . ,^ les simplexes de Uo qui sont des arêtes
de s. Pour tout sous-ensemble (^, . . . . 5, ) totalement ordonné de (^i, . . ., S p )
considérons l'enveloppe convexe dans 5 des (V(L, T, y )n5 , ) (j === i, . . ., q).
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V(L, T, y) Us sera la réunion de tous ces sous-espaces pour tous les sous-
ensembles totalement ordonnés de (,<?i, . . ., ^). Remarquons que :

i° Si ^ est la restriction de y à Uo(J,) [où Uo(J , )=^eUo tels que
sCJ,}], alors

V(L, T, cp)nJ,==V(LnJ,-, T|J,, ^).

20 Si 9(5)= a (V^eUo) , alors V(L, T, y) = V(L, T, a). Les cellules
engendrées par les (^, . . . ,^) donnent sur ^V(L, T, a) une triangula-
tion 2 qui subdivise la décomposition cellulaire canonique.

LEMME 3. — Si y (5 )<a (resp. > a), pour tout s€Uo il existe un iso-
morphisme

^(a) x l 4 v ( L , T, a) -V(L, T, cp)

[resp. g-1 (a) x 1 -^ V(L , T, cp) — V ( L , T, a)]

gui pour <ou( ^eU é^cne (^(oOn.î?) X I dans s.

[En particulier ^ induit quel que soit i un isomorphisme de (g~1 (a) H J,) x 1
^ (V(L,T,a)-V(L,T,9))nJ,.J

On définit (^ successivement sur a X I tous les simplexes Œ de 2. Si cr
est de dimension o, c^g-^a)^ avec ^eUo, on envoie I linéairement
sur le segment [g^^Pis, g-1 {(û{s)) n^]. Pour o- quelconque, on connaît
déjà l'image de tous les sommets de cr x I; on prend la décomposition
simpliciale canonique de cr X I (les sommets de Œ sont ordonnés) et l'on
plonge chacun d'eux linéairement dans le simplexe <s (eU) correspondant.

COROLLAIRE. — Si a<y (^? ) <p (V^eUo) et si y est un nombre compris
entre a et ^ ( ^ < T < p ) , il existe un automorphisme ^ de N(L, T) qui soit
l'identité sur L et rfN(L, T), et qui envoie tout simplexe s de U sur lui-même
[ce qui entraîne que, pour tout i, r j(^N(L, T) H J,) = rfN(L, T) H J,], et qui
transforme V(L, T, y) en V(L, T, y).

De plus, si y(^)=y pour s€Uo(J,), on peut trouver un tel TJ qui soit
Videntité sur J^.

C'est une conséquence triviale du lemme 3.

Démontrons alors le lemme 2 pour L compact. — Soit a un nombre tel
que, pour tout ^€r fN(L, T)o, f{x) > a. [L est compact, donc ^N(L, T)
est compact, donc il existe un tel a.] Pour tout s de Uo, on pose

P^)^/--1^)^).

On a alors V(L, T, y) == V(L, S, a). Il suffit alors d'appliquer le corollaire
qui précède, et de noter ^ le prolongement de ïj par l'identité, pour avoir
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le lemme 2. On a r^s) = s pour tout simplexe de T, donc encore pour tout
simplexe de S, donc, quel que soit i :

T} (V (L , T, c? )nJO=:V(L , S, a )nJ< .

Démontrons la proposition 2 quand L nest pas compact (en supposant
que T est une subdivision de S) :

Soit (K,,) une suite de compacts de K, tels que U K,<== K et que K,,+i
contienne N(K,,, S). Pour tout n il existe (d'après le lemme 2 du para-
graphe 1) une subdivision T,, de S qui coïncide avec S sur K — K,i+i et
avec T sur Kn (et si S | J,=== T J,, alors T,< | J,= T J,). L est complet pour T,,.

Soit T,^ une subdivision de type barycentrique de T,, qui coïncide avec S1

sur K — Kn+i et avec T1 sur Kn. Considérons K^+.j muni des triangula-
tions T« Kn+2 et Tn-i j K^+2 et les sous-polyèdres K,^ H J, et Kn+2 0 L.
Appliquons la proposition 2 (K,,4-,,nL est compact). Il existe un auto-
morphisme [̂  de K,,-^ qui transforme

N (L n K,,̂  T^_, | K/^) r= N (i., T^_, )'n K/^

en
l^ (L n K/^,, T;, K,^,) == N (L, T;, ) n K^,

et qui est l'identité sur L et sur tout sous-polyèdre sur lequel T,,_i et T»
coïncident, en particulier sur K^+a—K,,+i et sur K,,-i, et éventuellement
sur J(. On notera encore ;̂ , le prolongement de cet automorphisme par
l'identité sur K-—K^,,. ^ transforme alors N(L, T;,_,) en N(L, T,^),
donc, quel que soit i,

^(N(L, T^)nJ,)=N(L, T;)nJ.

(Tout simplexe de S est transformé en lui-même par [^.) Soit ;̂  le composé
de tous les ^ [pour tout point rr, la suite des [^(;^-i(. . . ̂ i{x). . .)) est
stationnaire]. [^transforme N(L, T l ) e n N ( L , S l )e t ,pour tou t l ,N(L ,T l )nJ ,
en N(L, S^nJ,; il est l'identité sur L, hors de N(L, S) et éventuellement
sur J^. Ce qui achève la démonstration de la proposition 2.

3. MODÈLES LOCAUX. VARIÉTÉS ET SOUS-VARIÉTÉS. — Modèles loCâUX. —

Étant donnés un polyèdre K et une famille (finie) de sous-polyèdres (J,)
de K, on appelle germe de (K, (J,)) en un point x de K, la famille de cônes
emboîtés (N(rc, S1), (N(^, S1 J,)), x} de sommets x [où S1 est la subdivi-
sion barycentrique d'une triangulation de (K, (J\)) dont x est un sommet].
On remarquera que si x^Si, N(^, S1 [ J,) = 0. D'après la proposition 2
la famille de cônes ainsi obtenue est indépendante (à isomorphisme près)
de la triangulation choisie.
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On appellera modèle local une famille de cônes (compacts) emboîtés
(B, (A,), a) de sommet a. Le bord de ce modèle local est la famille (dB, (dA.,))
dont le modèle local est le cône de sommet a.

On dira que (B, (A,), a) est le modèle local de (K, (J/)) en x si le germe
de (K, (J,)) en x est isomorphe à (B, (A/), a).

EXEMPLES :

DÉFINITION 1. — Un polyèdre est une variété semi-linéaire sans bord,
de dimension n, si son modèle local en tout point est le cône de base S7'"'
[qu'on notera (D7', o)].

Nota. — J'identifie S" ' au bord du cube unité de R7', et D" à ce cube
lui-même.

DÉFINITION 2. — Un polyèdre est une variété semi-linéaire de dimen-
sion n (éventuellement à bord) si son modèle local est en chaque point :

— soit le cône de base S7'-1 ;
— soit le cône de base D" \

Les points où le modèle local est le cône de base D""1 forment le bord,
ce bord est évidemment une variété de dimension n—i.

Remarque. — Soit S une triangulation de (K, (J^)) dont x est un sommet,
alors (sts(^), (stsjj^)) est isomorphe au germe de (K, (J,)) en x.

Modèles locaux réguliers. — Soient (K, (J,)) un polyèdre et une famille
de sous-polyèdres, et X un sous-polyèdre de f \ J,. Soit (V, (U,), z) un cône

;
et des sous-cônes. On dira que X est régulier de type (V, (U,), z) en x
(a;€X), si le germe de (K, (J,), X) en x est isomorphe à (V X P, (U, X P),
{ z \X P, '( {z, x ) } ) [où (P, x) est le germe de X en x].

Plus généralement, on dira que (X, Y) est régulier de type (F, F7)
dans ((K, K7), (L, L')), si le germe de (K, K/, J, Y, X, Y) en tout point x
de X, est le produit du couple de cônes (F, F7) par le germe de (X, Y) en x.

Exemples. — Notons D7' l'intersection de D" par le sous-espace linéaire
des p premières coordonnées, et D7 l'intersection de D" par le sous-espace
linéaire des q dernières coordonnées.

A. D7' est régulier de type (D7^, o) dans D7'.

B. Si p+q—n^o, D^n D7 est régulier de type (D271-7^7, D"-7,
D"-/^ o) dans (D", D^ D7).

C. On dira que J est une sous-variété de codimension p de la variété
(à bord) K, si J est une variété (à bord), et est, en chacun de ses points,
régulier de type (D7', o) dans K.
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D. On dira que les sous-variétés J, et J.j de codimensions p et q de K,
sont en bonne position, si J, H J_, est, en chacun de ses points, régulier
de type (D^7, D7, D^) dans (K, Ji, J,), et est une sous-variété de K.

Remarque. — Avec ces définitions, les sous-variétés sont sans bord relatif.

Notion de collier. — Etant donnés un polyèdre K et des sous-polyèdres
(J,) de K, un collier du sous-polyèdre K7 de K dans (K, (J,)) est un iso-
morphisme [̂  de K/ X 1 sur un voisinage de W dans K, tel que

^ ( ( K ' n J Q x 1) ==J,nlm(^.) , V< \

et que a K/ X i; o \ = îd^..

Remarque. — Une condition nécessaire pour que W ait un collier dans
(K, (Jî)), est que K7 soit régulier de type (I, o) dans (K, (J^)). On démon-
trera au paragraphe 4 du chapitre II, que cette condition est suffisante.

LEMME 1. — Soient K un polyèdre^ (J,) une famille de sous-polyèdres,
et S une triangulation de (K, (J/)) pour laquelle un sous-polyèdre X de K
est complet. Le bord du voisinage dérivé possède un collier dans ce voisinage
dérivé; il en possède un également dans l'adhérence du complémentaire de
ce voisinage.

C'est une conséquence de la démonstration du lemme 3 du paragraphe 2.

LEMME 2. — Soit f une application injectée de (D7 '"1 X V, (D7'""1 XU,) )
dans (K, (J,)). Supposons que l'image de D ' ^ 'XV soit contenue dans un
sous-polyèdre L de K qui possède un collier dans (K, (J\)). Alors la famille
de polyèdres (K, ( J ^ ) ) obtenue en recollant le cône sur (D7^1 X V, (D""1 XU,))
à (K, (J/)) par f, est isomorphe à (K, (J/)), par un isomorphisme qui est
l'identité hors de l'image de ^(D""1 X V ) x I par le collier de K/.

On s'en convaincra en regardant la figure 2.

Fig. 2.

4. LES VOISINAGES RÉGULIERS. — Dans ce qui suit, V désigne un cône
et (U,)^i ^ une suite finie de sous-cônes dont l'intersection est réduite
au sommet a de V.

LEMME 1. — Soit f une injection de D" ' X V dans le bord ^ ( D ^ X V )
du cône D" X V, telle que, V^', f-1 (D" X U,) = D7'-1 X U<, et que f(o, a) soit
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dans S71-1 X { a } . 5i f{d{Dn-l X V)) a UM co^^r [̂  rfans ( r f ( D " X V ) — Im(/1),
(^(D^xU;) —/'(D^"1 XU^) ) ) , f ^ prolonge en un isomorphisme du cône de
base (D^XV, (D^XU,)) sur ( D ^ X V , (D^XU,)) .

Démonstration. — Soit X l'homothétie de rapport A (o<X<; i ) dans
le cône D^^XV. Avec p. et /* on peut construire une application injec-
tive g : D^xV-^D^xV), telle que, Vi, g-1 (D" XU,) = D»-1 xU,,
que f = g ' ^ , et que Im(g) = Im(/1) U Im(^) et g(o, a) = f(o, a). Si l'on
a choisi le collier [̂ . assez « petit », g(d{D/^~l X V)) a un collier r^ dans
(^(D'XV^^D^XV), (^(D" X U,) - ̂ (D71-1 X U,))). ïj permet de pro-
longer toute triangulation de ( Im( , ) , (Im(g) ddÇD11 X U^))) en une trian-
gulation de ( r f Ç D ^ x V ) , (^(D71 XU,))) , qui se prolonge elle-même en une
triangulation de (D^xV, (D^XU,) ) . Mais on peut choisir une triangula-
tion de (^(D^XV), (g(D / ^- lxU.))) telle que (/•(D71-1 XV), '(/'(D'"1 X U,)))
soit un voisinage dérivé de g(o, a) dans (gÇD^XV), (^(D71"1 XU,))).
Il suffit donc de démontrer que si (A, (B,)) est un voisinage dérivé d'un
point de S^ X{a} dans ( ^ ( D ^ X V ) , (rf(D7 'X U,))), il existe un isomorphisme
du cône de base (A, (B,)) sur ( D ^ X V , (D^xU^) ) , qui envoie identiquement
la base de ce cône sur (A, (B,)). Mais, d'après le paragraphe précédent,
on peut choisir comme on veut la triangulation qui définit (A, (B^)), et
pour un choix judicieux de cette triangulation ceci est trivial.

LEMME 2. — Soient K un polyèdre, ( J i ) une famille de sous-polyèdres,
et 2 une triangulation de (K, (Ji)). Soient L et L/ deux sous-complexes
complets de 2. Supposons que L et L/ soient disjoints, alors

N ( L , S^nNO^, S1) ==^N(L, S^rWN^ S1).

La frontière de N(L, S1) H N(1/5 S1) dans rfN(L, S1) a un collier naturel
dans (X, (XnJ,)) [ou Von a posé X= rfN(L, S1) - (N(L, S^nN^7 , S1))].
Ce collier est la restriction du collier naturel de dN(L/, S1) dans
( K - N ( L / , S 1 ) , ( J — N ( L / , S 1 J,))).

Démonstration. — Le collier naturel de dN(I7, S4) dans (K — N(L/, S1),
(Jt—IN^L/.S1^))) respecte les simplexes de 2 qui rencontrent L et L/;
on fait donc la démonstration dans chacun de ces simplexes. Il suffit
donc de regarder le cas où 2 === A^ et où L et I/ sont deux faces disjointes
de A^, c'est alors trivial.

LEMME 3. — Soient K un polyèdre et (J,) une famille de sous-polyèdres
de K. Soient X et Y (YcX) deux sous-polyèdres de J == f\ J\-, et S une

i

triangulation de (K, (J^), X, Y) telle que X collapse simplicialement sur Y.
Ann. Éc. Norm., (4), I. — P'ASC. 3. 42
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Supposons que J soit, en chacun des points de X — Y, régulier de type
(V, (U.), u) dans (K, (J,)).

a. 5i en tout point de X — Y , J est une variété {éventuellement à bord),
il existe un isomorphisme [̂  de (N(Y, S2), (N(Y, S 2 1 J,))) sur (N(X, S2),

.(N(X, S2!^-))). On construira même un tel isomorphisme qui sera V identité
sur Y.

b. Si en tout point de X — Y, J est une variété sans bord, on peut trouver
un tel isomorphisme qui soit la restriction d'un automorphisme de (K, (J,)),
qui est l'identité hors de N(X—Y,S).

Démonstration. — Elle se fait par récurrence sur la dimension n de la
variété J au voisinage de X — Y. Le lemme est vide si cette dimension
est nulle. Supposons qu'il soit démontré quand cette dimension est n — i ,
et donnons-nous (K, (J,), X, Y) tels que cette dimension soit n.

Il suffit de considérer le cas où X — Y est un unique simplexe o" de
dimension p -)- i dont toutes les faces sauf une, qu'on notera cr7, sont
dans Y. On notera y et z les barycentres de o" et c^. Le segment yz est un
simplexe t de S\ Tout simplexe de S2 qui rencontre X, rencontre soit Y,
soit y , soit z, mais un seul des trois. De plus, si s H Y ̂ 0 et sf H y 7^0,-
et si s ^ \ s / y ^ 0 , s rencontre cto". [En efîet : on peut supposer que s et s'
sont de dimension i, il existe alors un simplexe u de S1 qui contient y
et dont sf^s^ est le barycentre. s est contenu dans un simplexe u' de S1

dont u est une face (on peut avoir u = u'}. u' est un simplexe de S1 qui
rencontre Y et contient y , donc u' Ç\ Y == u' Ç\ do", donc s H d^ = s H Y 7^ 0.]
Il en résulte que

N(Y, S^nN^y, S^N^-c^ S-QnNCr, S-2).

On montre de la même façon que

N ( Y , S^nN^, S^N^-Œ^ S^nN^, S2).

(N(y,S 2 ) , (NQ/ .S 2 )^ ) ) ) et (N(z ,S 2 ) , (N(^, S 2 1 J,))) sont isomorphes
à (D" X V, (D" X U;)), et leur intersection est l'étoile du milieu m de yz
dans la triangulation naturelle de rfN(î/, S2), elle est donc isomorphe à
(D^ XV, (D^1 XU,)). D'où, par application des lemmes 1 et 2, puis
du lemme 2 du paragraphe précédent, (N(^, S2), (N(^, S 2 1 Ji))) est isomorphe
à (D-xV^D-xU,)) .

Posons (JN((, S2), (rfN(t, S2 [ J,))) = (P, (Q,)). Il résulte de ce qui précède
que A== N(Y, S^nN^, S2) est contenu dans P.

[On pose N(Y,S 2 J , )nN(( ,S 2 J , )=AnQ.=B,]
On pose P - A ^ A ' et Q—B,=B; (^A'nB,). D'après le lemme 2,

AnA' a un collier dans (A7, (B^)) . A n A 7 a aussi un collier dans (A, (B,))
car, si l'on note L le plus grand sous-complexe de 2 qui ne rencontre
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pas X, A^N^S^nN^S 2 ) et B:. = N(L, S2 J,) nN(^ S2 [ J,). Donc
pour tout voisinage dérivé (C (D,)) de A7 dans (P, (Q,)), il existe un auto-
morphisme de (P, (Q,)) qui transforme (C, (D,)) en (A7, (B,)).

Posons M == rfN((, S2 [cr) , M est isomorphe à D^-1. M et A' sont complets
pour S2 P, donc (C/, (D;.)) = (N(M, S 3 1 P), (N(M, S 3 1 Q,))) est isomorphe
à (D"-1 XV, (D"--1 xU,)) à cause de l'hypothèse de récurrence. Mais
(P— C7, (Q— D;.)) est un voisinage dérivé de. A7 dans (P, (Q,)). Donc
(A, (B,)) est isomorphe à (D"-1 X V, (D71-1 X U,)). L'assertion résulte de
l'application successive des lemmes 2 et 1 et du lemme 2 du paragraphe
précédent.

Pour démontrer l'assertion b on remarque que, si J est une variété
sans bord au voisinage de X — Y, (P, (Q,)) est isomorphe au bord du
cône ( D ^ X V , (D"XU,)). Il en résulte que (A^B;.)) est isomorphe à
(D^XV, (D^xU,)). L'assertion b résulte alors de l'application des
lemmes 2 et 1 et du lemme 2 du paragraphe précédent à (N(^ ,S 2 ) ,
(N(^S 2 J,))) et (N^S^NiL.S2 J,))).

DÉFINITION. — Soient (K, (J,)) un polyèdre et une famille de sous-
polyèdres, et X un sous-polyèdre de K. On dira que (M, (N,)) est un
voisinage régulier de X dans (K, (J,)) si :

a. M est un voisinage fermé de X dans K, et pour tout i, N î = M n J î .
6. Il existe une injection de j : M -> K, qui est l'identité sur X, telle

que (7'(M),j(N,)) soit un voisinage dérivé de X dans (K, (J,)). En parti-
culier, Vi , y-^J^N,

Nota. — II arrivera qu'on pose Xr\Ji= Y;, et qu'on dise que (M, (N,))
est un voisinage régulier de (X, (Y,)) dans (K, (J,)).

Remarque. — Tout voisinage dérivé est régulier. Deux voisinages régu-
liers de X dans (K, (J,)) sont isomorphes par un isomorphisme qui est
l'identité sur X.

PROPOSITION 3. — Soit K une variété semi-linéaire^ et soit J une sous-
variété de K. Si X est un sous-polyèdre de J, (U, V) est un voisinage régulier
de X dans (K, J) si et seulement si :

1° U est un voisinage fermé de X dans K, et une variété de même dimen-
sion que K;

2° V ==UnJ et V est une sous-variété de U;

3° U collapse sur V et V collapse sur X.

En particulier, si Y est un sous-polyèdre de X et si X collapse sur Y,
les voisinages réguliers de X et de Y coïncident. (C'est un résultat classique
qui résulte immédiatement du lemme 3.)
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Remarque. — Soit (U, (V,)) un voisinage régulier de X dans (K, (J,)).
Une condition nécessaire et suffisante pour que ce soit un voisinage dérivé
de X dans (K, (J;)), pour une certaine triangulation est que la frontière
de U dans K (topologique) ait un collier dans (K — U, (J i— V,)), et un
collier dans (U, (V/)).

THÉORÈME 1. — Soient Ko un polyèdre et (K,),>o une famille de sous-
polyèdres'. Soit L un sous-polyèdre de Ko. Soient ((V,), W) et ((V^.),W7)
deux voisinages dérivés de X dans ((K,), L). Si W=W7, il existe un auto-
morphisme [J. de ((K,), L) qui transforme V, en V^ pour tout i, et qui est
Videntité sur L. On va même construire un tel [̂  qui sera pseudo-isotope à
Videntité parmi les automorphismes de ((K^), L) qui sont l'identité sur L.
De plus si, V i, Vi et V\ coïncident au voisinage Sun sous-polyèdre P de W, on
peut trouver un [^ {et une pseudo-isotopie) qui sont l'identité au voisinage de P.

Démonstration. — On sait déjà que ceci est vrai si les triangulations
qui définissent ((V^-, W) et ( (V^.) ,W) coïncident sur K, et sur un voisinage
de P. Ceci permet de démontrer le lemme quand P contient W.

Dans le cas général, je ferai une récurrence sur la dimension de K o — L.
Si elle est zéro il n'y a rien à démontrer. Supposons le lemme vrai quand
d i m ( K o — L ) ^ n — i , et considérons le cas où dim(Ko — L) == n.
Soit S une triangulation de (rfW, P) qui se prolonge en une triangulation
de ((cTV\), dW). A cause de la remarque ci-dessus, il suffit de montrer
que, si S7 est un sous-complexe de S contenant P, et si au voisinage de S7,
V^ et Vt coïncident (Vi), et si o" est un simplexe de S non contenu dans S7,
mais dont le bord est dans S7 (on pose S^= S7^^), il existe un [JL comme
dans l'énoncé, tel que, au voisinage de S77, ^(V^.) et V^ coïncident, pour
tout i.

Soit (1^) un voisinage régulier de S7 dans (V^), on le choisit suffisam-
ment petit pour que ce soit aussi un voisinage régulier de S7 dans (V,) ,
et pour que, V i, ^Ho" soit une boule D (la même pour tous les i) de dimen-
sion p (= dimor) plongée dans l'intérieur de a-. Soit ((A;), B, (T,), (T,), U)
un voisinage dérivé de D dans ((K,), L, (V;), (V^ ), W), suffisamment
petit pour que D7 == U H rfW soit un voisinage dérivé de D dans rfW,
contenu dans l'intérieur de a. ((^V^), rfW) est, en tous les points de o-,
régulier d'un certain type ((F;), G, a), et ((A,), B, (T,), U) est isomorphe

à f(D7 X F, X I), D7 X G X I, fD 7 X F, X U, D7 X G X U fou I, est le segment
\ \ 2-7 -2/ \ -2

o, - ) par un isomorphisme qui envoie identiquement D7 X { a } X \1 \ sur D7.

Mais ces espaces sont des cônes emboîtés (D 7 étant un cône de sommet

son centre, et I un cône de sommet ^ ^ dont ((rfA,), É?B, (rfT,), dV) désignera
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la famille des bords, c'est-à-dire des frontières dans ((K,), L, (V,), W.)
L'isomorphisme ci-dessus indique que ((cH\), dV) est un voisinage dérivé
dans ((^A,), dB) de tout point intérieur à dV dans dB. On montre de la
même façon que {{dT,), dV) est un autre voisinage dérivé de ce point
dans ((d!A,), rfB). Comme d^o—dB est de dimension au plus n—i,
on peut appliquer l'hypothèse de récurrence à ces deux voisinages dérivés.
Il existe donc un automorphisme r^ de ((cîA,), dB) qui est l'identité sur dB
et au voisinage de dD^CdV), transforme dTi en dT\ (V i) et est pseudo-
isotope à l'identité parmi les automorphismes de ((^A;), dB) qui vérifient
ces propriétés. On construit l'automorphisme ^ de ((K,), L) cherché, en
étendant T^ à l'extérieur de ((A,), B) par le collier naturel de ((rfA,), dB)
dans ( ( K , — A , ) , L — B ) (puis par l'identité), et à l'intérieur de ((A,), B)
par projection conique.

THÉORÈME 2. — Les données étant celles du théorème 1, soit ((V/:), W)
un voisinage dérivé de X dans ((K,), L) et.{ÇV[), W) un voisinage régulier
de X dans ((K,), L). Si W = W7, et si quel que soit le point x de W -- c?W,
{(Vi )? W^ est un voisinage de x dans ((K»), L), il existe une pseudo-isotopie h
de plongements de ((V,), W) dans ((K,), L), qui est l'identité sur IxW,
et telle que A()= Id, et ^i(V,) == V^ pour tout i.

Je ne ferai pas la démonstration; elle est analogue à celle du théorème 1.

5. LES PROBLÈMES DE PROLONGEMENTS D'AUTOMORPHISMES.

LEMME i. — Soient Fo un cône de sommet a, (F^^o une famille de sous-
cônes de Fo et F' un sous-cône de Fo. Soit Y] une injection de (D", S^^XF'2

(dans tout ce qui suit, pour tout cône C, C2 désigne un voisinage de son sommet)
dans (D7', S71"1) X F'. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe
une injection ç de (D^, S"-1) X ((F?), F'-) dans (D", S^X ((F/:), F') dont
l'image est un voisinage de D^X { a } et dont la restriction à D^XF'5 est égale
à ïj, est que, pour tout point x de D^, il existe un voisinage V(rc) de x dans D'1,
et une injection a^ de (V(a;), V(^) H S"-1) X ((F;), F'5) dans (D", S'-1) X ((F,), F')
dont l'image est un voisinage de G^x(x), et dont la restriction à V^xF'8

est égale à ï].

La condition est évidemment nécessaire, montrons qu'elle est suffisante.
C'est trivial pour n = = o ; on va faire une récurrence sur n. Remarquons
d'abord que si p-o et p-i sont des automorphismes de (D", S""1) X ((F,), F'),
il est équivalent de montrer le lemme pour T] ou pour p-o.7).?1! (qui vérifie
également les hypothèses du lemme). On peut en particulier supposer
que r^'Dnx{a} est l'identité, si non on pose p. = '(Y] j D^X {a} )~1 X Id^r')
et l'on remplace ï) par r^. p-.

Soit P une section de D" parallèle à une de ses faces. Par application
de l'hypothèse de récurrence à P ( w D71-1), avec ((G,), G') = ((F,X I), F'X I)
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( 1 étant considéré comme un cône de sommet - si P n'est pas une face
\ 2 1-

de D71, et comme un cône de sommet o si P est une face de D"), on trouve

un voisinage V(P) de P dans D", et une injection ^p de (V(P),
V(P)nSA ^- i)x((F;), F") dans D^X((F,) , F'), dont la restriction à V(P) X F'3
est égale à ïj, et dont l'image est un voisinage de PX [ a ] dans D^X ((F,), F').
On peut naturellement choisir (V(P), ^p) de façon que V(P) soit la
portion de D" contenue entre deux hyperplans parallèles à P à une
distance £p.

Soient Pi, Ps, . . ., Py, . . ., Pm une famille de sections par des hyper-
plans parallèles (Pi et P,,, étant des faces opposées de D7') tels que, V/ ,
6?(Py, Py+i) < £y4~ ^y+i- O11 peut donc trouver un hyperplan Qy entre P/
et P/+i et parallèle à eux, qui rencontre V(Py) et V(P/+i). En général
.̂ QyX((F,) , F') et ^p^jQ./X((F,), F') ne sont pas égaux. Mais si

((Ai), B, (Q), D) est un voisinage dérivé (assez petit!!!) de Q_j-X{a}
dans ( (D-XF,) , D»X F', (S-1 X F,), S^X F'), ^.((A,), B, (Q) , D) ' e t
^P.^((A(), B, (Q), D) sont des voisinages dérivés de Q_jX{a} dans
((D-XF,), D-XF', (S^XF,), S^XF'), et ^.(B, D) = ̂ (B, D). Appli-
quons à ces deux voisinages le théorème 1 du paragraphe 4. Il existe
un automorphisme de (D71, S'1"1) X ((F,:), F') qui est l'identité sur D^XF'
et transforme l'un en l'autre. On fait opérer cet automorphisme sur ^p ,^.
Supposons qu'on ait pris pour ((A^), B, (Q), D) le produit d'un voisinage
dérivé de { a } dans ((F^), F') par un voisinage dérivé de Qy dans D" qui est
la partie de D" comprise entre deux hyperplans Qy et Qy parallèles à Q/;
on est alors ramené au cas où 4^ •^•4-1 définit un isomorphisme d'un
voisinage de Q y X { a } (ou Q " , x { a } ) dans Q', X ((F,), F') [ou Q^.X ((F,), F')]
sur un autre. Mais D7' est naturellement isomorphe à Qy X I, ce qui permet
de prolonger cet isomorphisme en un isomorphisme d'un voisinage de
Dnx{a} dans D^X^F,) , F') sur un autre (cet isomorphisme est l'identité
sur D^XF'). En multipliant ^p.^ par cet isomorphisme, on est ramené
au cas où ^p et ^pp^ coïncident sur Q y X ( ( F ^ ) , F ' ) ; en faisant ceci pour
tout /, on obtient une famille de ^p q^ se recollent deux à deux. pour
donner le y cherché.

PROPOSITION 4. — Soient ((K^), K') une famille de polyèdres^ f un auto-
morphisme de (K'X I, K'X { o } ) , et g un automorphisme de ((K;), K') tel
que f\'K./x{o]=g K'. Une condition nécessaire et suffisante pour quil
existe un automorphisme G de ((K;X I), K'X I) tel que G K'x l==/1 et
que G | ( (K iX {o } ) , K ' X $ o } ) = = g , est que, pour tout point x de K'XÏ, il
existe un voisinage ((V^), V) de x dans ((K;X I), K/X I) et une injection a^
de ((Vi), V) dans ((K^Xl), K'Xl), dont l'image est un voisinage de f(x),
et quelle que a^ K' X 1 = f\ V et que^ V i, ^x \ K, X {o } = g [ V,.
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Démonstration. — On peut supposer que g est l'identité. Pour toute
famille ((K,), K') il existe des entiers n tels que ((K^), K') soit le produit
de D71 par une famille de polyèdres ((L^), L'); je noterai ?((Kî), K') le plus
grand de ces nombres ; et je poserai ^((Kt), K') = dimK'— P((K,), K'). Je vais
raisonner par récurrence sur v((Kt) , K'). Je remarque que la proposition
est triviale si y((K,), K ' ) = = o ; et je suppose que je l'ai démontrée pour
y((Kt) , K') < n. Soit alors une famille de polyèdres, telle que y((K,), K') = n.

Il suffit de construire un voisinage (U,) de K' dans (K/) et une injec-
tion H de ((U,X I), K'X I) dans ((K,X I), K'X I) dont l'image est un
voisinage de K 'Xl , dont la restriction à ( K i X J o } ) est l'identité, et dont
la restriction à K ' X l est /*. En effet, on peut toujours supposer que (TJ()
est un voisinage dérivé de K' dans (K,) et que (H(UtX I)) est un voisinage
dérivé de K ' X l dans (K^X I). On peut alors modifier H de façon que
( H ( U , x I ) ) ^ ( U . X l ) et que (H(rfU.X I)) = (rfU.X I). Mais (dVi) a un
collier dans ( K i — U i ) , et au moyen de ce collier on peu;; prolonger H
en un automorphisme de ( (K^X I), K'X I).

Construisons H. Posons [î((Ki), K') = p; il existe une famille de polyèdres
((L,), L') dont le produit par D^ est isomorphe à ((Ki), K') [dans la suite
on identifiera ((K^), K') et ((Li), L') X D^"|. Soit S une triangulation de
( (Lt ) ,L / ) ; elle permet de définir une suite de sous-polyèdres (X7) de L',
tels que [ l X^= L', que Xe = 0, et que, V/ , X^1 soit la réunion de X-7

/
et d'un simplexe Œ de S dont le bord est dans X7. Posons

( ( N (X/, ̂  | K,) ) , N(X/ , S 9-1 K-) ) = ( (A/) , B/).

On va construire pour tout /, par récurrence sur /, une injection H7 de
( ( A ^ X D ^ X I ^ B ^ X D ^ X I ) dans ( (K,xl) , K 'X l ) dont la restriction à
( ( K i X { o { ) , K ' x { o } ) est l'identité, dont la restriction à K ' X Ï est /*, dont
l'image est un voisinage de / '(X^xD^x!) dans ((K,X I), K'X I), et qui
vérifie la condition de prolongement local imposée à f dans l'énoncé.
Supposons connu H7; posons L ^ — A ^ = = C 7 et L/—B 7^ D7. Posons
D^ncr^Y. ((A^nC7), B^nD7) est un voisinage dérivé de Y dans
((CQ.D 7 ) ; donc ( ( ( A ^ n C O x D ^ X I ) , (B^ nD7) X D^X I) est un voisi-
nage dérivé de Y x D ^ X Ï dans ( ( C ' x D P x I ^ D ^ x D ^ X l ) . Mais il existe
une famille de cônes ((G^), G') telle que Y soit régulier de type ((G,), G')
dans ( ( C ^ ) , D 7 ) ; on a alors

(((A^nC7 ') x D P x t) , (BAMnD/ ) x D P x I ) = Y x D ? x I x ((G,), G').

La condition de prolongement local entraîne que /* (YxD^Xl ) est aussi
régulier de type ((Gi), G') dans

( ( K . x I - H ^ A ^ x D x I ) ) , K ' x I - ^ B / x D x I ) ) ;
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donc tout voisinage dérivé de /*(YxD^X I) dans cette famille de polyèdres
est isomorphe à YX D^X ÏX ((Gi), G'). On est donc ramené, module
ces identifications de voisinages dérivés, au problème suivant : trouver
un automorphisme [̂  de YX D^X IX ((G;), G') qui prolonge un auto-
morphisme donné ïj de Y x D ^ X Ï x G ' [rj YX { o } X D^X G'= Id], qui
est l'identité sur YX { o } X ((Gi), G') et qui coïncide avec un automorphisme
donné v de

dY x DPx 1 x ((G,), C/)
[d\ w S^-1, Y ^ D^; v d\ x DPx ( o j x ((G,) , G') = Id j ;

sachant que l'automorphisme ï j U v de (YX D^X G' U^YX D^X ((G,),G') X 1
vérifie la condition de prolongement local.

Oublions v ; par application du lemme 1 on prolonge ^ en un isomor-
phisme ç d'un voisinage de Y x D ^ X l x } ^ } [a est le sommet de ((G^-), G')
dans Y^X D^X IX ((G,), G'), sur un autre]. On peut se ramener au cas
où y YX D ^ x i o }x((Gi) , G') = Id, et où y est un automorphisme d'un
voisinage dérivé de Y X D-8 X 1 X i a} dans Y X DÎ3 X 1 X ((G,), G'). Le complé-
mentaire de ce voisinage dérivé est isomorphe à Y x D ^ X l X Ï X ({dGi), dG'),
et l'on cherche à prolonger ï] [ YX D^X Ï X ÏXdG' par un automorphisme
qui coïncide avec ç sur YX D^X Ï X { o } X ((rfG^), rfG'). Par application
de l'hypothèse de récurrence [dimrfG'= dimG'— i<<Y((Kt ) , K') == n
et YX D^X 1 est une boule] un tel prolongement existe. En recollant avec y,
on obtient un automorphisme <& de YX D^X Ï X ((G,), G') qui prolonge ï]
et est l'identité sur YX D'^X { o } X ((G,), G'). En général ^ ne prolonge
pas v, mais on peut modifier $ de façon que ceci soit vérifié en se
servant d'un collier de rfY dans Y.

Squelettes intrinsèques et alvéoles :

DÉFINITION. — Étant donnés un polyèdre X et des sous-polyèdres (Y;)
(en nombre fini) de X, on dira que le point x de X est d'indice p dans
(X, (Yt)), s'il existe une triangulation 2 de (X, (Y^)) telle que x soit contenu
dans l'intérieur d'un p-simplexe, et s'il n'existe pas de triangulation
de (X, (Yî)) telle que x soit contenu dans l'intérieur d'un (p + i)-simplexe.

EXEMPLES. — Un point isolé est d'indice o. Les points d'une variété
de dimension n, sont d'indice n s'ils sont à l'intérieur et d'indice n — ï
s'ils sont sur le bord.

Il est clair que l'indice de x dans (X, (Y^-)) est un invariant du germe
de (X, (Y^)) en x. Par conséquent, tout automorphisme de (X, (Y;)) envoie
chaque point sur un point de même indice. L'ensemble des points d'indice
au plus p de (X, (Y^)) est fermé dans X — on verra plus loin que c'est
un sous-polyèdre de X — c'est l'intersection des p-squelettes de toutes
les triangulations de (X, (Y,)), on le notera (X, (Y^ et on l'appellera
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le p-squelette intrinsèque de (X, (Y^-)). (X, (Y,)) / ,—(X, (Y,))^i est
l'ensemble des points d'indice p.

Remarque. — Si l'on ajoute un sous-polyèdre Yjs-, l'indice de chaque
point décroît ou reste inchangé, il est certainement inchangé pour tous
les points qui n'appartiennent pas à Y^.

LEMME 2. — (X, (Yt))y,— (X, (Yî)),^_i est une variété de dimension p,
en général non fermée dans X.

En effet : soit x un point d'indice p de (X, (Y()), il existe une triangu-
lation 2 de (X, (Y^)), telle que x soit dans l'intérieur d'un simplexe cr de
dimension p de 2. Si y est un point voisin de x dans X, deux cas peuvent
se présenter :

a. Si Î/^Œ, y est intérieur à un simplexe de 2 dont o" est une face, donc
de dimension supérieure à p; donc y est d'indice au moins p + i.

b. Si î/e^", alors, si y est assez voisin de .r, y est intérieur à o"; les germes
de (X, (Y;)) en x et y sont alors isomorphes, donc y est aussi d'indice p.

LEMME 3 :
( X x R , ( Y , x R ) ) ^ i = ( X , ( Y O ) ^ x R .

En effet : il est évident que si x est d'indice p, quel que soit t dans R,
{x, t) est d'indice au moins p + i dans (XX R, (Y(X R)). Inversement
s'il existe une triangulation de ( X x R , (Y,xR)) telle que (x, t) soit dans
un (p + i)-simplexe; on peut toujours se ramener au cas où la projec-
tion de chacun des simplexes sur R est une application linéaire; cette
triangulation induit alors sur le sous-polyèdre X x { < { une décomposition
cellulaire, et (.r, t) est dans une cellule de dimension au moins p, ce qui
permet de construire une triangulation de (X, (Y/)) telle que x soit dans
l'intérieur d'un p-simplexe.

LEMME 4. — (X, (Y;)),, est un sous-polyèdre de dimension au plus p de X.

C'est trivial pour p = o. On va raisonner par récurrence sur p; supposons
donc que ce soit vrai pour p — i . On va montrer que (X, ÇVi))p est un
sous-polyèdre au voisinage de chacun de ses points. Soit donc x un point
d'indice q{q<ip}, soit (A, (B^)) ce qu'on obtient en enlevant d'un voisi-
nage dérivé de ^.son bord et x. (A, (B,)) est de la forme Rx(A' , (B^ . ) ) ;
d'après l'hypothèse de récurrence appliquée à (A', (B^.)) et le lemme 3
appliqué à ce produit, l'ensemble des points d'indice p de (A, (B^-)) est
la trace sur (A, (B^)) d'un sous-cône du voisinage dérivé choisi. D'où le
résultat.

Ann. Éc. Norm.f (4), I. — FASC. 3. 43
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Remarques. — i° \ l Xy,xY^ contient (XxY)^ , mais il n'y a pas égalité
/; -i- q = n

en général (exemple : le produit de deux variétés à bord). Par contre,
(XX I, X x { o } , XX i i { ) p = (X^_iX I) ( X ^ x { o , i } ) . Si V est -une variété
sans bord de dimension n, (XX V)^== Xp_nX V.

2° La démonstration du lemme 3 prouve que le modèle local de (X, (Yi))
en un point de (X, (^i))p—(X, (Yi))^_i est localement constant, donc.
constant sur chaque composante connexe.

3° Soit Vy, une composante connexe de (X, (Y^)),,— (X, (Yi))^__i,
\p—Vy, est contenu dans (X, (Yt))y,_i. Soit V<y une composante connexe
de (X, (Y,))y— (X, (Y,)^_i (q<p) qui rencontre \p. Soit ^GV^nV^,
il existe une partie du germe de (X, (Yi)) en x qui est dans Vjy, ceci reste
vrai pour tous les points voisins donc pour tous les points de V^, donc
V rVV y ^ Vy,.

DÉFINITION. — On appelle alvéoles intrinsèques de (X, (Y^)) les adhé-
rences des composantes connexes des (X, (Yi))y,— (X, (Yt))y,_i.

Toute alvéole intrinsèque est, d'après la remarque ci-dessus, la réunion
d'une variété et d'alvéoles intrinsèques de dimension inférieure.

Remarque. — Soit ((K,), K/) une famille de sous-polyèdres de

K = ^ J K ( U K ' ; une condition nécessaire pour qu'un automorphisme
i

de K' se prolonge en un automorphisme de ((K^), K'), est qu'il respecte
les alvéoles intrinsèques de ((K,), K') contenues dans K'. Il est facile de
voir que cette condition n'est pas suffisante. Par contre, je vais démontrer :

PROPOSITION 5. — Soient ((K^), K') une famille de polyèdres^ f un auto-
morphisme de ((Ki), K'), et g un automorphisme de K ' X Ï , tels que
f\K.f==g K ' x { o } . Une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe
un automorphisme G de ( ( K ^ X l ) , K 'x l ) dont la restriction à ( ( K i X { o } ) ,
K ' x { o } ) est /*, et la restriction à K ' X l est g, est que g respecte les alvéoles
intrinsèques de ( ( K ^ X l ) , K 'Xl , ( K , x { o } ) , K ' X { o } ) contenues dans K'xl .

Démonstration. — La condition est évidemment nécessaire, on montrera
qu'elle est suffisante en faisant une récurrence sur la dimension de K'.
La proposition est triviale si dimK'==o, supposons qu'elle soit démontrée
quand dimK'^n, et considérons le cas où dimK'= M.,On peut supposer
que f est l'identité.

Il suffit de montrer qu'on peut appliquer la proposition 4, c'est-à-dire
que g est localement prolongeable en tous points de K'X I. Soit x un point
de K', je vais montrer que g est localement prolongeable en tout point
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de { x ] x l . Soit y un point de { x } X Ï . Soient ((A,), A', a) un voisinage
dérivé de y dans ((K,X I), K'X I, { x } x î ) , et ((B,), B', b) un voisinage
dérivé de g {y) dans ( (K,XÏ) , K ' X Ï , g ( { ^ X l ) ) , tels que g(A')=B' [donc
g(a) = b]. a et b sont des segments d'extrémités a, a' et p = gWj P'== g(a ')•
Soient ((^A,), JA') et ((^B,), dB') les bords de ces voisinages dérivés.
Supposons que la condition de prolongement local soit vérifiée au voisi-
nage de a.

i° g |dA': rfA'-> dB' se prolonge en un automorphisme de ((rfA;), rfA')
sur ((dBi), dB') au voisinage de a (c'est une conséquence de l'hypothèse
de prolongement local au voisinage de a, et du théorème 1 du paragraphe 4).
Il en résulte que les cônes ((A,), A', a) et ((B,), B', b) sont isomorphes.

2° L'hypothèse de récurrence entraîne alors que g dA.' se prolonge en
un automorphisme du complémentaire d'un voisinage dérivé de a' dans
((rfBt), rfB'). D'où par deux projections coniques successives, g A' se
prolonge en un isomorphisme de ((A^), A') sur ((B,) ,B') ; c'est-à-dire
que g est prolongeable au voisinage de y ,

Ceci prouve que l'ensemble des points de { x ] x î au voisinage desquels g
est prolongeable, est fermé et contient { x } x { o } . Comme il est ouvert,
c'est { x } x ï tout entier. Ce qui termine la démonstration.

COROLLAIRE 1. — Soient ((K^), K') une famille de polyèdres, f un auto-
morphisme de ((K,), K') et g un automorphisme de (K 'XÏ , K ' x { o , i } ) ,
tels que f\ K'== g [ K' X { o } . Si g respecte les alvéoles intrinsèques de
((K,X I), K'X I, ( K , x { o , i }) , K ' x { o , i ^ ) contenues dans K 'XÏ , il existe
un automorphisme de ( (K^X I), K'X I, (K,X { o, î } ), K ' x { o , i } ) tel que
G | ( ( K , x i o O , K ' x { o j ) = / * et G |K 'x I -g .

Si \ ^ / K t — K ' est l'intérieur d'une alvéole intrinsèque de ((K^), K'),
i

il suffit d'appliquer la proposition 5, la condition supplémentaire est
automatiquement vérifiée pour des raisons de dimension. Dans le cas
général on rajoute à K' successivement toutes les alvéoles intrinsèques
de ((K.), K').

COROLLAIRE 2. — Soit (K, K') un couple de polyèdres^ siy pour tout
point x de K' il existe un voisinage ^f(x) de x dans K tel que toute triangu-
lation de K'nV(^) se prolonge en une triangulation de V(a?), alors quel que
soit r automorphisme f de (K, K') et quel que soit l9 automorphisme g de
(K' X I, K' X { o, i } ) tel que g K' X { o } = f\ K', il existe un automorphisme G
de (Kx l , K 'XÏ , K x { o , i}, K ' x { o , i } ) tel que G | ( K x { o } , K ' x { o } ) = = / 1 ,
et que G K' X I = g.

C'est toujours le cas quand K' est, en chacun de ses points, régulier
d'un certain type dans K. On verra au chapitre IV que c'est toujours le
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cas quand K est une variété, et que K' est de codimension au moins 3
dans K (et KrWK de codimension au moins 3 dans dK).

C'est une conséquence du corollaire 1, puisque la condition imposée
assure que les alvéoles intrinsèques de (K, K') contenues dans K' coïncident
avec les alvéoles intrinsèques de K'.

CHAPITRE 1.

LES ESPACES DE PSEUDO-ISOTOPIE.

1. ENSEMBLES SEMI-SIMPLICIAUX. — Je rappelle qu'un ensemble semi-
simplicial est un foncteur contravariant de la catégorie semi-simpliciale A
dans la catégorie des ensembles, c'est-à-dire la donnée d'une suite d'en-
sembles (Xn)^o et de deux familles d'applications fi: : X^ -> X/^i et
di : X^-> Xn+i (o^i^n) vérifiant les trois conditions suivantes :

( a ) //' //== fi //4-i chaque fois que i ̂ /;

(P) f,d,=f,^d,=î^
j j di-=i di fj_^ chaque fois que / > / + i,
j , di=. 6/;_i fj » » » j < /;

( y ) dj d, -==. d, dj__^ » » » / < y.

EXEMPLES. — A. Espaces d'isotopie différentiables. — Soient V et W
deux variétés C00, soit (Plgtj(V, W)),, l'ensemble des plongements de A/,XV
dans A^xW respectant la projection sur A,, (A,,xV et A^,xW sont des
variétés à coins — je ne reviendrai pas sur la notion de plongement d'une
variété à coins dans une autre —). On définit des applications

/, : (PJgt, (V, W) )^ (PJgti (V, W) ),,_i

en prenant la restriction à , / \ - (A^XV des éléments de (Plgti(V, W)),,.
On définit des applications

d, : (Pl^r(V, W)),,-> (Plgti(V, W))^,

en associant à tout g : A ^ x V - ^ A ^ x W l'application de A^_i X V dans
Ay^i XW définie par (x, y) -^ (x, p^ gÇr^x, y)), où TT est la projection de A^i
sur A^ correspondant à la i101110 dégénérescence. On vérifie qu'on a ainsi
défini un ensemble semi-simplicial, qu'on note Plgti(V, W). Si V est
compacte, c'est un sous-ensemble semi-simplicial du complexe singulier
de l'espace topologique Plgt(V, W) muni de la topologie C'' (r^i), il
a le même type d'homotopie que cet espace {cf. [2]). On utilisera plus souvent
l'ensemble semi-simplicial Plgti(V, W, fo) qui, étant donné un plongement fo
de V dans W, est le sous-ensemble semi-simplicial du précédent formé
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des simplexes A^X V -> ^pX W dont la restriction à ^pX d\ est Id^ Xfo \ dN.
Si M est une sous-variété de V, on définit PIgt^V, W, /*o), c'est le sous-
ensemble simplicial du précédent formé des simplexes dont la restric-
tion à A^X M est Id^ Xfo | M. On définit de façon analogue le groupe semi-
simplicial Auti(V) dont les p-simplexes sont les automorphismes de A^,xV
qui respectent la projection sur A^,, et le sous-groupe semi-simplicial
Auti (V modA) formé des automorphismes qui sont l'identité sur un fermé A
donné dans V. Un cas particulier important est celui où A •== dV. Enfin,
si E est un voisinage tubulaire de la sous-variété V de W, on notera go
l'injection naturelle de E dans W, et Plgt^(E, W, go) sera l'ensemble
semi-simplicial dont les isomorphismes de A ^ x E sur un voisinage tubu-
laire de A ^ x V dans A^xW qui respectent la projection sur A,,, et sont
l'identité sur A,,x (Vu (dWn E)).

B. Espaces d^isotopie semi-linéaires. — Soient V et W deux polyèdres,
on définit comme dans le cas différentiable l'ensemble semi-simplicial
Inji(V, W), dont les p-simplexes sont les applications injectives de A^xV
dans A/,xW qui respectent la projection sur A,,. Si V est un sous-polyèdre
de W (on notera fo l'injection naturelle de V dans W), on notera Plgti(V, W)
le sous-ensemble semi-simplicial de Inji(V, W) formé des simplexes s
qui vérifient la condition :

(i) Les alvéoles intrinsèques de (A^,xW, (/^(A^)xW), ^(A^xV)) qui sont
dans s(A^xV) sont les images par s des alvéoles intrinsèques de
(A^xW, (7\-(A^)xW), A^xV) qui sont dans A^xV.

On remarquera que si V est une sous-variété de la variété W, cette
condition équivaut à dire que ^ (ApXV) est une sous-variété de A^xW.
Cette condition est automatiquement vérifiée si d imW—dimV^3
et d imrfW—dim(VH6i îW) ̂ 3 {cf. corollaire 3 de la proposition 2 du
chapitre IV). On définit, comme dans le cas difïérentiable, les sous-
espaces Plgti(V,W,/\)) et PIgt^V.WJo).

Si V est un polyèdre, (V^çi (I fini) et V des sous-polyèdres de V,
on notera Auti(V, (Y() modV) l'ensemble semi-simplicial dont les p-sim-
plexes sont les automorphismes de A^xV qui respectent la projection
sur A^y, qui, quel que soit i, induisent un automorphisme de A^xVi, et
sont l'identité sur A^xV.

Si E est un voisinage dérivé de V dans la variété W, et si go est l'injec-
tion naturelle de E dans W, Plgti(E, W, go) est, d'après la définition
générale donnée ci-dessus, l'ensemble semi-simplicial dont les p-simplexes
sont les isomorphismes de A^xE sur un voisinage dérivé de A^xV dans
A^yXW, qui sont l'identité sur A,,X (VU (E HrfW)) et respectent la projec-
tion sur A^.
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C. Espaces de pseudo-isotopie différentiables. — Soient V et W deux
variétés C", soit (Plgtpi(V, W)),, l'ensemble des plongements (sans bord
relatif, transversaux au bord) de A^xV dans A^xW, qui, pour toute
face Ay->A^ de A^,, induisent un plongement de A ^ x V dans A^xW;
et vérifient la condition :

(a) Quel que soit le point x d'une face {de dimension quelconque) F de A^,
et quel que soit le point y de V, l'application linéaire tangente àf en {x, y)
est la somme directe de l'application linéaire tangente à f\ F X V en (^, y),
et de l'application identique du sous-espace linéaire de A^ engendré
par x et la face F' opposée à F.

On définit des applications :

f, : (Plgt,pi(V, W))^(P]gtpi(V, W))^_,

en associant à tout simplexe sa restriction à /\-(A^)xV.
On définit des applications :

d, : (Plgtpi(V, W))^ (Plgtpi(V, W))^

de la façon suivante : on note Ti la projection de A^+i sur A^ qui correspond
à la i'^6 dégénérescence, et l'on définit une application ^ : A ^ x I - > A ^ + i
en envoyant (6, () sur le point qui divise le segment rr"1 (6) dans le rapport

——• On pose alors pour tout g : A^X V -> A^X W :

^'(j.T) = Wp^{y^ °). f ^ p ^ ^ y ^ 0 ) )
[où l'on a choisi un point (0, t) dans y,"1^), le résultat ne dépendant pas
de ce choix]. La condition (a) assure que dig est une application îlifïéren-
tiable. On remarquera que si g respecte la projection sur A^u, on retrouve
le dig défini dans l'exemple A. On vérifie qu'on a ainsi défini un ensemble
semi-simplicial qu'on note Plgtpi(V, W). Plgti(V, W) est un sous-ensemble
semi-simplicial de Plgtpi(V,W); ils ont d'ailleurs les mêmes o-simplexes.

On définit de façon analogue des ensembles semi-simpliciaux : Plgtpi(V,
W,/^); Plgt^(V,W,^); Autpi(V); Autpi(VmodA) et Plgt^(E, W, go).

D. Espaces de pseudo-isotopie semi-linéaires. — Si V et W sont des
polyèdres, on définit (Injp;(V, W)),, comme l'ensemble des injections
de A^yXV dans A^xW qui, pour toute face A^->A^ de A^ induisent une
injection de A ^ x V dans A,,xW. On définit des applications fi comme
dans le cas difïérentiable, malheureusement les applications dig définies
comme ci-dessus ne sont en général pas semi-linéaires. Plus exactement,
une condition nécessaire et suffisante pour que l'application dig soit semi-
linéaire est que g respecte la i16^ coordonnée barycentrique de A,,. On
ne peut donc pas construire ainsi un ensemble semi-simplicial; l'objet
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du paragraphe 2 ci-dessous est de définir une catégorie qui englobe l'objet
(sans dégénérescences) qu'on vient de définir. En fait, on pourrait s'arranger
pour construire tout de même des dégénérescences, mais il faudrait faire
un certain nombre de choix, et l'on perdrait toutes les fonctorialités qu'on
attend (et que je n'ai pas détaillées), en particulier Autpi(V) ne serait
pas un groupe semi-simplicial.

2. ENSEMBLES ÇUASI-SIMPLICIAUX. — On notera A7 la sous-catégorie de
la catégorie simpliciale A formée des mêmes objets et dont les morphismes
sont les morphismes injectifs de A (ceux qui sont engendrés par les faces).

DÉFINITION. — Un ensemble quasi-simplicial est un foncteur de A' dans
la catégorie des ensembles, c'est-à-dire la donnée d'une suite d'en-
sembles (X^),,^o ^t? pour tout n et tout i (o^i^n), d'une appli-
cation /*,:X^->X^_i (appelée i1^110 opérateur de face); les fi étant
astreintes à vérifier la relation

( a) //•/•==/•//+i chaque fois que i^j.

Les éléments de X,^ seront appelés les /z-simplexes de X.
Si X et X/ sont deux ensembles quasi-simpliciaux, un morphisme de X

dans X7 est un morphisme de foncteurs, c'est-à-dire une suite d'appli-
cations {gn)n^o.{gn '' X^ -> X'J telles que, pour tout n et tout i, g^f^= f,g^

Remarque. — Un groupe quasi-simplicial est un foncteur (contravariant)
de A7 dans la catégorie des groupes.

EXEMPLES. — A. Tout ensemble semi-simplicial est muni naturellement
d'une structure d'ensemble quasi-simplicial (il suffit d'oublier les dégéné-
rescences).

B. Un complexe simplicial X définit naturellement un ensemble quasi-
simplicial (formé des simplexes non dégénérés de l'ensemble semi-simplicial
habituellement associé à X). Ceci ne définit par un foncteur de la caté-
gorie des complexes simpliciaux et applications simpliciales dans la
catégorie des ensembles quasi-simpliciaux. Pour avoir un tel foncteur
il faut prendre pour morphismes de la catégorie des complexes simpli-
ciaux, les applications simpliciales qui sont injectives sur chaque simplexe
(non dégénéré).

C. Espaces de pseudo-isotopie semi-linéaires (cf. § 1, exemple D). —
On vérifie que les applications fi définies ci-dessus vérifient la condition a.
On a donc défini un ensemble quasi-simplicial Injpi(V, W). On définit le
sous-ensemble quasi-simplicial Plgtpi(V, W) formé des simplexes de
Injpi(V, W) qui vérifient la condition ( i) {cf. § 1, exemple B). On définit
aussi Plgtpi(V, W,/*o) et Plgt^i(V, W, fo). On définit de la même façon
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le groupe quasi-simplicial Autpi(V, (V,) modV) (automorphismes de V
qui, pour tout i, induisent un automorphisme de V,, et sont l'identité
sur V7).

Remarques. — i° Les ensembles quasi-simpliciaux et semi-simpliciaux
font partie de la classe d'objets mathématiques qu'on désignera sous le
vocable d'espaces quand il n'y aura aucune ambiguïté sur leur nature.

2° La catégorie des ensembles quasi-simpliciaux est munie de produits.
Le produit de X et de Y a pour ensemble de n-simplexes l'ensemble X^X Y^
et, pour tout i, fi{x, y} = (fi{x), fi(y)). Le foncteur d'oubli des dégéné-
rescences de la catégorie des ensembles semi-simpliciaux dans la catégorie
des ensembles quasi-simpliciaux commute donc aux produits.

3° Soit X un ensemble semi-simplicial, et S un complexe simplicial.
Notons S l'ensemble semi-simplicial attaché à S. Toute application quasi-
simpliciale de S dans X se prolonge en une application semi-simpliciale
de S dans X. Ceci définit une correspondance bijective des applications
(quasi-simpliciales) de S dans X, sur les applications (semi-simpliciales)
de S dans X.

3. LES FIBRES PRINCIPAUX ÇUASI-SIMPLICIAUX. — Dans ce qui suit,
G désigne un groupe quasi-simplicial qui vérifie la condition de Kan.
(Pour définir la condition de Kan, on remarque que la définition habi-
tuelle pour les ensembles semi-simpliciaux ne fait pas intervenir les dégéné-
rescences, on peut donc la recopier pour les ensembles quasi-simpliciaux.)

EXEMPLE. — Les espaces Autpi et Pigtpi définis ci-dessus vérifient la
condition de Kan. Je vais faire la démonstration pour Autpi(V). [Ce n'est
pas une conséquence du fait que Autpi(V) est un groupe !]. Soit A la
réunion de toutes les faces de A^(p^i ) sauf une, il suffit de montrer que
tout automorphisme y de A x V qui, pour toute face F de A^ contenue
dans A définit un automorphisme de F X V, se prolonge en un p-simplexe
de Autpi(V). Soit a un isomorphisme de A,, sur A x I qui envoie A iden-
tiquement sur Ax \ o j . (ax Idy) ' (yx Idi) (ax Idy) est un p-simplexe
de Autpj(V) et coïncide avec 9 sur A x V .

DÉFINITION. — On dira que l'ensemble quasi-simplicial X est muni
d'une structure de fibre principal de groupe G si, pour tout M, on a une
opération de Gn sur X^, de telle façon que :

i^ V^eX„VgeG.,Vl(o^^n):/>,(ga;)=/ l,(g)/ l,(^);

2° VM, G,, opère de façon simplement transitive sur X,î.
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•y
Base. — Pour tout n, on pose Bn= ^- Les /*, définissent (à cause de

la condition 1) des applications fi:Bn->Bn_i qui vérifient la relation a.
On a donc défini un ensemble quasi-simplicial B, qui sera appelé la base
du fibre X. L'application naturelle de X dans B est un morphisme.
G vérifie la condition de Kan, donc cette application vérifie la condition
de Kan. On l'appelle la projection du fibre. On appellera section du fibre
tout morphisme s : B ->- X qui, composé avec la projection, donne l'appli-
cation identique de B.

DÉFINITION. — Soient X et X7 deux fibres principaux de groupe G;
on dira que le morphisme f : X -^ X7 est un morphisme de fibres de
groupe G si, V n, V^€=X,, Yg€G, : f(gx) = gf(x).

Remarques. — i° Si G x X — X est un fibre principal semi-simplicial,
le foncteur « oubli des dégénérescences » le transforme en un fibre prin-
cipal quasi-simplicial.

2° Si A est un ensemble quasi-simplicial, et si X est un fibre principal
quasi-simplicial de groupe G et de base B, X x A est un fibre principal
quasi-simplicial de groupe G et de base BxA. En particulier, G x A est
un fibre principal de groupe G et de base A, c'est le fibre trivial de base A.

3° Le fait que le groupe G vérifie la condition de Kan entraîne que la
projection des fibres de groupe G vérifie la condition de Kan.

4° Tout morphisme de fibres f : X -> X7 qui induit un isomorphisme
sur les bases est un isomorphisme (on montre facilement que, V n, fn : X^-^X',,
est un isomorphisme). En particulier, les triviâlisations d'un fibre corres-
pondent biunivoquement à ses sections. Ceci implique en particulier que
tout fibre de base ^p est trivial.

LEMME. — Soit X un fibre de base B et de groupe G, et soit 9 un morphisme
de B7 dans B. G opère naturellement sur XXnB7. Cette opération définit
sur XXaB7 une structure de fibre de groupe G, dont la base s'identifie natu-
rellement à B7. Ce fibre est le seul fibre de base B' et de groupe G (a isomor-
phisme près) tel quil existe un morphisme de ce fibre dans X qui induise ç
sur les bases.

DÉFINITION. — XXpB' est appelé l'image réciproque de (X, B) par y.
Si ç est l'injection naturelle d'un sous-ensemble quasi-simplicial dans B,
on l'appelle encore la restriction de X à B^ et on le note X|B7 .

Remarque. — La catégorie des fibres principaux de groupe G, et
morphismes de fibres de groupes G a des limites inductives. La base d'une
limite inductive est la limite inductive des bases.

Ann. Éc. Norm., (4), I. — FASC. 3. 44
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THÉORÈME. — Soit B un complexe simplicial, et soit C un sous-complexe
simplicial de B, tel que B collapse sur C. (On rappelle que G vérifie la condition
de Kan.)

a. Tout fibre de groupe G et de base C s'étend en un fibre de groupe G
et de base B.

6. Soient deux fibres X et X/ de groupe G et de base B ; tout isomorphisme f
de X C sur X/ [ C, s^étend en un isomorphisme F de X ^^r X^

Démonstration. — II suffit de démontrer ces assertions quand B collapse
élémentairement sur C. Ce sont alors des conséquences triviales du fait
que les fibres de base A^ sont triviaux, et du fait que G, donc aussi la
projection des fibres de groupe G, vérifie la condition de Kan.

COROLLAIRE 1. — Soient B un complexe simplicial et C un sous-complexe
simplicial de B. Soient X un fibre de groupe G et de base B X Ï {produit,
au sens habituel, des complexes simpliciaux B et I), et f un isomorphisme
de X C X 1 sur (X [ C X | o ! ) X I, alors f se prolonge en un isomorphisme F
de X sur ( X | B x { o j ) x I .

COROLLAIRE 2. — Soient B un complexe simplicial et C un sous-complexe
'simplicial de B. Soit X un fibre de groupe G et de base le complexe simpli-
cial B X I. Soit [̂  : C X 1 X G -> X une tri^ialisation de X au-dessus de C X 1 ;
il existe un isomorphisme ç de X B x { o } sur X BX {ï j, tel que

pi|G x ( i i xG=:cp| (X G x { o j ) . ^ \ C x { o j x G.

EXEMPLES. — A. Soit V une sous-variété de la variété semi-linéaire W,
et soit M une sous-variété de V. On note fo l'injection naturelle de V
dans W. Autj>i(W modcîWuV) est un sous-groupe quasi-simplicial de
Autpi(W mod rfWuM). L'opération naturelle du sous-groupe sur le
groupe fait de Autpi(W mod r fWuM) un fibre principal de groupe
Autpi(W mod r fWUV), dont la base s'identifie à un sous-ensemble quasi-
simplicial de Plgt?i(V, W, /'o).

B. Soit V une sous-variété de la variété semi-linéaire W. Soit E
un voisinage dérivé de V dans W, et soit go l'injection naturelle de E
dans W. Autpi(W mod rfWU E) est un sous-groupe quasi-simplicial de
Autpi(W modrfWuV), ce qui définit une fibration principale dont la base
s'identifie à un sous-ensemble quasi-simplicial de Plgt^i(E, W, go).

C. Soient V une sous-variété de la variété ^semi-linéaire W, M une sous-
variété de V, et /'o l'injection naturelle de V dans W. Autpi(V modr fVuM)
opère sur PIgt^V, V/, /'o), ce qui définit une fibration principale. La base B
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est l'espace (PI) des sous-variétés de (W, M) isomorphes à (V, M). Cet
espace est muni naturellement d'une structure d'ensemble semi-simplicial
En effet : si l'on regarde la définition des d,g dans l'exemple D du para-
graphe 1, on s'aperçoit que pour un g quelconque, d / g n'est pas, en général,
une application semi-linéaire, mais son image est une sous-variété semi-
linéaire de A^+i x W qui ne dépend que de l'image de g. Ceci définit de
façon naturelle des dégénérescences dans l'ensemble quasi-simplicial B,
qui est donc muni d'une structure semi-simpliciale naturelle.

Nota. — Le chapitre IV ci-dessous précisera les bases des fibrations A
et B ci-dessus.

DÉFINITION. — Fibres de fibre F, à groupe structural. — Soit F un
ensemble quasi-simplicial, et G un groupe quasi-simplicial (qui vérifie la
condition de Kan) qui opère transitivement sur F. Un fibre de base B,
de fibre F et de groupe structural G, est la donnée d'un ensemble quasi-
'simplicial E, d'une projection m : E .-> B (surjective), et :

i° pour toute application o p : A ^ - > B , d'un isomorphisme

r^ : A / ,XuE-^A/ ,x F;

2° pour fout triple d'applications 9 : A/, ^ B, ^ : -^ \-> B et r.
l que ç. T. = 97, d'un simplexe g^eG/,, tel que le diagrammetel que

B et T::A^A,,
^amrno

A « / X i i E — ^ A . / x F
^XH^E I^X^'c.

^^E-^A^ F

soit commutatif-

— ceci de telle façon que, quel que soit le triple (9, ç/, o^) on ait
71 {g^')gyy= gw

En particulier, tout fibre principal de groupe G est un fibre de fibre G
et de groupe structural G. Si E est un fibre principal de groupe G, E >< F/G
[où G opère sur E x F par g(e, f) == (ge, gf)] est un fibre de fibre F et de
groupe structural G. Ceci définit une équivalence entre les fibres prin-
cipaux de groupe G et les fibres de fibre F et de groupe structural G.

4. GROUPES D'HOMOTOPIE (cf. [22] : Groupes d'homotopie, i1'6 définition
(chap. I, § 3)). — Si l'on regarde la référence ci-dessus, on remarque que
la définition et les propriétés des groupes d'homotopie d'un ensemble
semi-simplicial de Kan ne font pas intervenir les opérateurs de dégéné-
rescence. Ceci permet de récrire toute la théorie des groupes d'homotopie
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pour les ensembles quasi-simpliciaux qui vérifient la condition de Kan et
sont munis de points de base (où l'on appelle point de base d'un ensemble
quasi-simplicial X un sous-ensemble quasi-simplicial de X isomorphe
à l'ensemble quasi-simplicial sous-jacent à l'ensemble semi-simplicial Ao).
Je ne le ferai pas. On peut récrire les théories classiques : suites exactes
d'homotopie des fibres, etc.

EXEMPLES. — Je vais donner une description géométrique des groupes
d'homotopie des espaces de plongements et d'automorphismes que j'ai
définis dans les paragraphes précédents. Pour ne pas allonger inutilement,
je ne le ferai que pour l'espace des automorphismes d'une variété V qui
sont l'identité sur le bord.

A. T^(Autpi(V mod rfV)). — Les éléments de ce groupe sont représentés
par les automorphismes de D 'xV qui sont l'identité sur

d^x V) ^S^xVuD^x d\.

Deux tels automorphismes fo et fi sont équivalents s'il existe un auto-
morphisme F de D ' x V x I qui est l'identité sur d ( D / x V ) x I , et tel que

¥\Di>:yx{o}=f, et F I D ^ x V x { i S=/i.

B. T^-(Auti(V moddtV)). — Les éléments de ce groupe sont représentés
par les automorphismes de D'xV qui sont l'identité sur d!(D'xV) et qui
respectent la projection sur D'. Deux tels automorphismes fo et /\ sont
équivalents s'il existe un automorphisme F de D 'xVx I, qui est l'identité
sur r f ( D ' x V ) x I et respecte la projection sur D'xl , et tel que

F | D1 x Y x ; o } ==/o et F | D' x Y x { i } ==/i.

C. 7i,(Autpi(VmoddV), Auti(V modrfV)) [qu'on notera

^(Au^VmodrfV))

pour abréger les notations]. — Les éléments de ce groupe sont représentés
par des automorphismes de D 'xV qui sont l'identité sur D'xrfV et
sur S^'xV (où S71 est une demi-sphère de S^, et S!:1 la demi-sphère
complémentaire) et dont la restriction à S^'XV respecte la projection
sur S!_~1. Deux tels automorphismes sont équivalents s'il existe un auto-
morphisme F de D'x V X I, qui est l'identité sur (D'X rfV U S71 X V) X I, dont
la restriction à S L ' X l x V respecte la projection sur S!:'X I, et tel que

¥\Di>:\x{o}=f, et ¥ \D i x \ x { ï } = f , .
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CHAPITRE II.

PSEUDOFIBRÉS ET TUBES.

1. PSEUDOFIBRÉS (2) . — Soit [ 21 -> X une triangulation d'un polyèdre X,
et soit (F, F7) un couple de polyèdres; considérons un fibre principal semi-
simplicial ^ de base 2 et de groupe Auti(F modF'). Une construction
classique associe à ces données leur réalisation géométrique qui est un
fibre 3Î\ de base X et de fibre F, muni d'un sous-fibre trivialisé de
base X et de fibre F7. Rappelons la construction de cette réalisation
géométrique :

A tout simplexe s de ^ on associe le polyèdre s X F et l'on effectue
les recollements définis par les applications :

a. g : s XF-^ ^ [xF , chaque fois que ^ = sg (g€Auti(F modF')) ;

&. ç l x i d p : ! ^ xF-> |5 |xF, chaque fois que s^ = y. s (y étant un
opérateur de face ou de dégénérescence).

La projection sur X est déduite des projections

s\ x ¥-^\S\-^\'K(S) 1

(ri désignant la projection de ^ sur 2). Le sous-fibre est l'image des | s [ X F',
il est naturellement trivialisé.

Soit maintenant un fibre principal quasi-simplicial ^i, de base 2 et
de groupe Autpi(F modF') ; la même construction associe à ^i, un
polyèdre ^i [, mais pas de projection de ^i | sur X, car les fonctions qui
définissent les recollements ne respectent pas les projections s | X F -> TT^) |.
Cependant pour tout simplexe o" de 2, il existe un sous-polyèdre de | ^i |
qui est l'image de s X F, pour tous les s tels que ^(s) = Œ; ce sous-polyèdre
joue le rôle du paquet des fibres qui sont au-dessus des points de Œ.
Si F7 7^0, on a un sous-polyèdre \3t\ de ^i qui est naturellement
identifié à XxF7 . Plus généralement :

DÉFINITION 1. — Étant donnés un polyèdre X, une triangulation S
de X, un polyèdre F et une famille ((F,), F7) de sous-polyèdre de F
(on notera jo l'injection naturelle de F7 dans F), on appellera pseudofibré de

(2) Notion qui n'a rien de commun avec celle qui a été introduite par M"16 M. H. SCHWARTZ
dans le Bulletin de la Société mathématique de France, 1960, p. i à 55.
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base (X, 2) et de fibre (F, (F,) modF') un heptuple (X, E, (E,), E^j, S, (E^)),
où E est un polyèdre, les E< des sous-polyèdres de E, j un isomorphisme
de XxF / sur le sous-polyèdre E^ de E, et les E^creS) des sous-polyèdres
de E, tels que :

(1) V^, ^es: E,nE,,=E^;
(2) ^JE.=E;

^eS

(3) V^G^, il existe un isomorphisme ç^ de o"xF sur E^, tel que :

(a) \f i : ®^(c7xF,) = E^oE^ [on posera souvent E-^H E,== (E^),] et
^ (jxF'^j axF 7 (on posera E,, H E^ E;,).

(?) V^eS^C^^xF^E,.

Remarque. — Si (X, E, (E,), E', j, 2, (Ecr)) est un pseudofibré de fibre
(F, (F,) modF7), (X, E, I;, (E^)) est un pseudofibré de fibre F [i. e.
(F , (0)mod0] ; et, pour tout i, (X, E/, 2, (E^)/) est un pseudofibré de
fibre F,

II est clair que la réalisation géométrique décrite ci-dessus
associe à tout fibre principal quasi-simplicial de base S et de groupe
Autpi(F, (F,) modF'). un pseudofibré de base (X, 2) et de fibre
(F, (F;) modF7). Inversement à tout pseudofibré de base (X, S) et de
fibre (F, (F,) modF') on fait correspondre un fibre principal ^ de base S
et de groupe Autpi(F,(F;) modF7) de la façon suivante : les simplexes
de SP sont toutes les applications ç^ qui peuvent intervenir dans la défi-
nition du pseudofibré, l'action du groupe sur l'ensemble de ces applications
est évidente, ainsi que la définition des opérateurs de face (il n'y a pas de
dégénérescence puisqu'on est dans le cadre quasi-simplicial). Ces deux
correspondances sont, bien entendu, inverses l'une de l'autre. On aura
même deux foncteurs réciproques entre la catégorie des fibres principaux
de groupe Autpi(F, (F;) modF^ dont la base est un complexe simplicial
(localement fini et dénombrable à l'infini) et celle des pseudofibrés de
fibre (F, (F/) modF');. si l'on pose la définition :

DÉFINITION 2. — Un morphisme du pseudofibré (X, E, (E,), j, 2, (E^))
dans le pseudofibré (Z, G, (G/), G^, Te, S,(G,)) [tous deux de fibre
(F, (F,) modF7)] est un couple d'applications / ^ X - ^ Z .et E -> G
tel que :

a. f soit la réalisation géométrique d'un morphisme quasi-simplicial
de S dans S [c'est-à-dire une application simpliciale de (X, 2) dans (Z, S)
injective sur chaque simplexe non dégénéré],
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b. V i : g ^G/) = E/; pour tout simplexe cr de 2 : g ( E ^ ) = G / ^ ) ; et
g/=/c.( /xid,) .

Je laisse au lecteur le soin d'en déduire les isomorphismes. Je précise
cependant qu'une trivialisation du pseudofibré (X, E, (E,),j, 2, (E^)) est
un isomorphisme g de X x F sur E tel que, V i, g(Xx F,) = E/, que
g XxF'=j, et que, V^eï , g (^xF)=E, .

2. CHANGEMENTS DE TRIANGULATION ET THÉORÈME D'HOMOTOPIE. —

La notion de pseudofibré définie au paragraphe 1 est étroitement dépen-
dante d'une triangulation du polyèdre de base. Je vais étudier cette
dépendance. Je démontrerai d'abord trois lemmes :

LEMME 1. — Soit (X, E, (E/), E7,^', 2, (E^)) un pseudofibré de fibre
(F, (F/) modF^. Soient U et U7 deux sous-polyèdres de X qui sont des sous-
complexes de 2, tels que U7 CU et que U collapse sur U7. Toute trivialisation
/ ^ L ^ x F — ^ E , définie au-dessus de U^, se prolonge en une trivialisation
au-dessus de U.

En particulier, si S est une triangulation de D7', tout pseudofibré de
base (D^, S) est trivial.

Je ne sais pas démontrer ce lemme directement, je remarquerai cepen-
dant que, si U collapse simplicialement sur L^ pour 2, il résulte, par réali-
sation géométrique, du théorème du paragraphe 3 du chapitre I; il est
donc déjà démontré dans ce cas particulier.

LEMME 2. — Considérons le quintuple (A,,, A^x F, (A^x F^), A^x F7

Id^X^'o), et soit S une triangulation de d^p qui subdivise la triangulation
naturelle. Soit (E^ç^ une famille de sous-polyèdre de d^pXF, telle que
{dâp, rfA^x F, (^A/,x F,), d^pX F7, Id^Xjo, ^, (E^)) soit un pseudofibré de
fibre (F, (F,), modF7) et que, pour toute face f/, de A^ : \J Eç== /*/.•X F. Alors

^cA
il existe un automorphisme r^ de A/,xF, qui induit, V i, un automorphisme
de A^xFî, qui est l^identité sur A^xF 7 , et tel que, pour tout simplexe a" de 2,
on ait ï j(a 'xF) === E^. Ce qui entraîne que, pour toute face f/, de A,,, on ait :
r,(/,xF)=/-,xF.

LEMME 3. — Soit (X, E, (E,), E7 ,^, 2, (E^)) un pseudofibré dç fibre
(F, (F,) modF7). Soit •ï' une subdivision de 2. Il existe une famille de sous-
polyèdres (D^)^ç^ faisant de (X, E, (E/), E7,^, S7, (D^,)) un pseudofibré de

fibre (F, (F,) modF'), et telles que, Vcreï , ^J D^= E .̂
T' C ̂

.De joZu^ on peut se donner a priori les D^,, vérifiant ces conditions, pour
tous les simples ^ contenus dans un sous-complexe de S.
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Je démontrerai les lemmes 1, 2 et 3 par une récurrence globale. Le schéma
de la démonstration est le suivant :

Lemme 1 vrai pour d în^U—U^^O
- ^

Lemme 2 vrai pour p ^-i

• ^. .Lemme 3 vrai pour dim X ̂  i
^

Lemme 1 vrai pour dim(U — U') ̂  i.
Tous ces lemmes sont triviaux en dimension zéro. Si U — U7 dans le

lemme 1, ou X dans le lemme 3 ne sont pas de dimension finie, on fait
ensuite une récurrence sur les squelettes.

Démonstrations :
A. Lemme 1=> lemme 2 :
Premier cas. — II existe un simplexe o"o de dimension p — i dans £,

tel que E^=== cro X F. On choisit alors un isomorphisme a de A^_i X I
sur A^, qui envoie d^p— cTo sur A^__i X { i $. On pose a = ax Idp. On applique
le lemme 1 à la partie du pseudofibré qui est au-dessus de la boule d^p— o'o,
ce qui nous donne un automorphisme f de (d^p—o"o) X F. Il suffit de poser

= a ( ( (a | A/,_i x { i } )-1 f(a \ A/,_, x { i { ) ) x Idi) a-\

Deuxième cas. — II n'existe pas un tel o-o. Soit o-o un simplexe quelconque
d'une face /A de A^y. On applique le lemme 1 avec U == f/, et V / = o-o, et en
prenant pour trivialisation sur IV, l'une des fonctions <p^ qui entrent dans
la définition des p&eudofibrés. On obtient ainsi un {p—i)-simplexe g
de Autpi(F, (Fi) modF7); soit G un p-simplexe de ce groupe, dont g est
une face. (Il en existe car le groupe vérifie la condition de Kan.) Il suffit
de démontrer le lemme pour la famille de sous-polyèdres G~i (E^), et l'on est
ramené au premier cas.

B. Lemme 2=^>lemme 3 :
On ordonne les simplexes de 2 de façon que la dimension soit une

fonction croissante; et l'on applique le lemme 2 à tous les simplexes de 2
successivement, en les prenant dans l'ordre croissant.

C. Lemme 3==>lemme 1 :
II suffit de savoir (cf. SZ, th. 4) que si U collapse sur U', il existe une

subdivision I/ de 2 pour laquelle U collapse simplicialement sur U7;
on applique alors le lemme 3 et le lemme 1 dans le cas — déjà démontré —
où U collapse sur U' pour la triangulation qui sert à définir le pseudofibré.

PROPOSITION 1. — Soit (X, E, (E;), E^j, S, (E(j)) un pseudofibré de
fibre (F, (Fi) modF^. Si 2 est une subdivision d^une triangulation 1Y,
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et si Von pose, pour tout a-7 de 2' : D^== \^J E^; (X, E, (E,), E^j, 2', (D^,))
(7CT'

est un pseudo fibre de fibre (F, (Fi) modF7).
Il suffit de montrer qu'il existe des isomorphismes y^, ce qui est une

conséquence immédiate du lemme 1.

Remarque. — Ce pseudofibré est entièrement déterminé par la donnée
des E/7; au contraire, dans le lemme 3, les D^, ne sont pas bien déter-
minés, à chaque pas de la démonstration on fait le choix d'une des fonc-
tions qui vérifient les conclusions du lemme 2. Du lemme 3 et de la propo-
sition 1, on déduit que, (X, E, (E,), E7,^') étant donné, si pour une trian-
gulation 2 de X il existe des Eo tels que (X, E, (E,), E',7, 2, (E^)) soit un
pseudofibré de fibre (F, (F,) modF'), pour toute triangulation S7 de X,
il existe des D^ tels que (X, E, (E,), E^j, S7, (E^)) soit un pseudofibré
de fibre (F, (F,) modF7) ; X est alors régulier de type (F, (F,), F')
dans (E, (E,), E').

LEMME 4. — Soit a== (X, E, (E,), E',^', 2, (E^)) un pseudofibré de
fibre (F, (F,) modF7). Soient (Y, 2') un polyèdre triangulé, et S une triangu-
lation de^ X X Y qui subdivise linéairement la décomposition cellulaire de X X Y
dont les cellules sont les produits o-xo-' (a"eS, cr'eSY). Il existe une famille
de sous-polyèdres (D.,),çs de Ex Y, telle que (XxY, Ex Y, (E,xY), E'xY,
J X Idy, S, (D.v)) soit un pseudofibré de fibre (F, (F,) modF7), et que, pour
tout couple (^€S, Œ'e2Y) : \^J Dv= E^X^.

.<C^X<7'

C'est une généralisation du lemme 3, la démonstration est analogue
à celle du lemme 3 : On applique le lemme 2 à toutes les cellules crxo"'
successivement, en les prenant par ordre croissant des dimensions. Comme
au lemme 3, on peut se donner a priori les D.y pour tous les s contenus dans
un sous-complexe cellulaire de Sx S7, et vérifiant les conditions ci-dessus.

THÉORÈME (Théorème d'homotopie). — Soit X un polyèdre muni d'une
triangulation 2. Soit S une triangulation de Xxl , qui subdivise la décom-
position cellulaire définie par 2 et la triangulation naturelle de I. Soit
(XX I, E, (E,), E',7, S, (D,)) un pseudofibré de base (Xx I, S). Posons

E°== U D,; E'û^E'nEo et E?==E°nE, .
• î C X X { 0 }

(X, E% (E?), E^j X x f o ^ x F ^ S I X x C o ^ D , ) ) est un pseudofibré, et
il existe un isomorphisme Y) :E°XI -^E, qui envoie identiquement
./(Xx^xFQxI sur j ( X x ï x F f ) et E °x {o } sur E°, et tel que, Vcr€S,

Y/ \^J D,xï\=[j D, et ^J D,=y/ ^J D,x{ i jy
\SC^X{0} / ^ C ^ X l ^ C O - X { 1 } V C O ' X { 0 } /

Ann. Éc. Norm., (4), I. — FASC. 3. 45
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Démonstration. — Posons, Vo-eS, E^== \^j D,; d'après la propo-
se ^ x { o }

sition 1, (X, E°, (E;), E'\j X x f o ^ x F ^ 2, (E,)) est un pseudofibré.
Appliquons le lemme 4 à ce pseudofibré, à 1 (= Y) et à la triangulation S,
il donne des sous-polyèdres D', de E°xl, tels que (Xx I, E° X I, (E/° X I),
E^XÎJ X x f o j x F ^ I d j , S, (D',)) soit un pseudofibré. Il suffit de
montrer que ce pseudofibré est isomorphe au pseudofibré donné et plus
précisément qu'il existe un isomorphîsme qui prolonge l'isomorphisme
naturel au-dessus de X x { o j (on a, bien entendu, choisi D^D, quand
s C X x i o ; ) . Ceci est une conséquence du lemme 3 et du fait qu'on peut
construire une subdivision de S telle que X x l collapse sur X simplicia-
lement.

COROLLAIRE 1. — Soit 2 une triangulation du polyèdre X et 2' la
triangulation naturelle de I. Soit (Xx I, E, (E<) , E^ 7, Sx^, (E,)) un
pseudofibré. Posons E°= \^J E, et E '= U E,, les pseudo fibres

•^ C x x { n } .s' c x x { 3 }

(X, E°, (E^E,), E-nF/,; X x î o j x F 7 , 2, (E,)) et (X, E1, (E1 nE,), E^E7,
j Xx i i }X F7, 2, (E.r)) sont isomorphes.

On remarquera que ce dernier énoncé est aussi une conséquence du
théorème du paragraphe 3 du chapitre I.

Remarque. — Ces deux derniers énoncés ont une forme relative. Si dans
le théorème on s'est donné un sous-complexe Y de £, et une fonction [^
de \^J D y X l dans \^J Dç qui vérifie les conclusions du théorème au-

. - « • C Y X - Î O } • . ^CYXl

dessus de Y X I, on peut trouver un ^ qui prolonge [JL.

COROLLAIRE 2. — Soient a et (Y, IV) comme au lemme 4, le pseudofibré
de base (XxY.^xS') construit au lemme 4 n'est pas déterminé de façon
unique, mais il l'est à isomorphisme près. On l'appelle le produit de a
par (Y, S7); on le note ax(Y,2') (ou a x Y s'il ny a pas de confusion possible).

On remarquera que, pour tout sommet s de la triangulation 2V de Y,
le pseudofibré de base X obtenu en prenant la restriction de a x Y à
( X x f ^ } , SxS^I X x i ^ j ), s'identifie naturellement à a. En particulier,
si Y== I, les restrictions de ax 1 à Xx |o j et à X x ) i } s'identifient natu-
rellement à a.

DÉFINITION. — Soient a et a' deux pseudofibrés, et soient <pi et ^2 deux
isomorphismes de a sur a^ qui induisent l'identité sur la base com-
mune (X, S); on dira que Ci et ç^ sont homotopes s'il existe une triangu-
lation S de I, et un isomorphisme <& de ax ( I , S) sur ^X{î, S) qui induit
l'identité sur la base, et dont les restrictions à X x f o j et X x { i } sont
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respectivement ci et y.j (modulo les identifications naturelles ci-dessus).
Cette relation est évidemment une relation d'équivalence sur l'ensemble
des morphismes de a sur a7.

Remarque. — On a vu ci-dessus que ^x^,^) n'est défini qu'à un
isomorphisme près. On peut préciser de la façon suivante : Si dans la
construction du lemme 4 on fait des choix différents, on obtient des
pseudofibrés différents; soient ^ et ?7 deux d'entre eux; il existe une
méthode naturelle pour construire un isomorphisme de [3 sur ^/, mais dans
cette méthode on doit faire un certain nombre de choix, et l'isomorphisme
ainsi construit n'est pas unique; mais tous les isomorphismes qu'on peut
obtenir ainsi sont homotopes.

3. IMAGES R É C I P R O Q U E S ET S O M M E S DE WHITNEY. — Soient

a = = ( X , E , (E,), E^/ i , (E^>

un pseudofibré de fibre (F, (F/) modF7), (X7, S7) un polyèdre triangulé,
et f une application simpliciale (i. e. : dans la catégorie semi-simpliciale)
de 2' dans S (on notera également f l'application de X7 dans X qui en
résulte). Soit (M(/*), M (2, 2V)) le mapping cylindre de /*, muni de la struc-
ture de polyèdre qui résulte de S et S7. M(/*) collapse sur X pour la triangu-
lation M^.I7). Soit (M(/1), G, (G,), G^/c .M^^) , (D,)) un pseudofibré
de base (M(/1), M(£, I/)) dont la restriction à (X, 2) est isomorphe à a
(on sait qu'il en existe un, et qu'il est unique à isomorphisme près ; cf. théo-
rème du paragraphe 3 du chapitre I).

DÉFINITION. — La restriction de ce pseudofibré à (X7, S7) est appelée
Vimage réciproque de a par f. On note f* (a) cette image réciproque.

f* (a) n'est pas bien déterminé, mais sa classe d'isomorphisme l'est.
Plus précisément si l'on construit f* (a) de deux façons différentes, il existe
une classe, module homotopie, naturelle d'isomorphismes entre les deux
pseudofibrés obtenus. Dans la suite, quand un pseudofibré sera défini
à un isomorphisme près, ce sera toujours en ce sens. Quand on dira que
deux pseudofibrés sont isomorphes, cela signifiera qu'il existe une classe,
module homotopie, naturelle d'isomorphismes de l'un sur l'autre.

T H É O R È M E . — Si f et g sont homotopesy /**(^) et g * (a) sont isomorphes.

C'est une conséquence du théorème du paragraphe 2.

Remarque. — Si f est injective, posons H = \J Err, alors (/'(X7), H,
- . - • ' ^C/'(X')

(HnE,) ,HnE / ,^ l / l (X / )xF / ,S[ l / l (X / ) , (E, ) ) est un pseudofibré de base
(/•(X^SI^X7)) (^ (X^)). Ce pseudofibré est, toujours d'après le théo-
rème d'homotopie, isomorphe à /**(a).
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On notera que si f est l'application identique de 2, /**(a) et a sont
isomorphes; et que si g est une application simpliciale de lY7 dans S',
{f'ëYW et gil{fi( W} sont isomorphes.

LEMME 1. - 5oiW a== (X, E,y, 2, (E,)) ^ P= (Z, G, /c, S7, (G,,)) deux
pseudo fibres de fibres respectives (F m o d { a } ) et (F 'mod^}) (où F et F/

sont des cônes de sommets respectifs a et a' — et en supprimant dans la
notation les images de j et de k). Soit S une triangulation qui subdivise linéai-
rement la décomposition cellulaire de X x Z dont les cellules sont les
CTX^ (o'e^, ^eS'). Il existe une famille (D,),çs de sous-polyèdres de EX G,
telle que (Xx Z, E X G, (E x/c(Z), j{X) x G), j(X) x/c(Z), jxk, S, (D,.)) soit
un pseudo fibre de fibre (FX F', (FX \a! }, { a } X F') mod { ( a , a')} ), et que,
V<7€2^ Vcr'eIV: ^J D.=E,XG,.

•îC<TXCT'

C'est une généralisation du lemme 3 du paragraphe 2; on le démontre
en appliquant le lemme 2 du paragraphe 2, successivement à toutes les
cellules crx^. J'aurais pu réunir les lemmes 3 et 4 du paragraphe 2 et ce
lemme sous un même énoncé; je ne l'ai pas fait car cet énoncé serait
beaucoup trop compliqué, et inutile sous sa forme la plus générale.

DÉFINITION 1. — Ce pseudofibré est appelé la somme externe de a et ?,
on le note a Q) ?. Il n'est pas déterminé de façon unique, mais il l'est

Ext -

à isomorphisme près ; c'est une conséquence de la forme relative du lemme
ci-dessus (que je n'ai pas énoncée pour ne pas alourdir l'énoncé) et du
théorème d'homotopie du paragraphe 2.

DÉFINITION 2. — Étant donnés deux pseudofibrés a et p de base (X, 2),
on appelle somme de Whitney de a et ?, et l'on note a ̂  ̂  l'image réci-
proque de a® ? par l'application diagonale (X, 2) — (XxX, 2x2).

Ëxt

Remarques. — i°a(g) [3 et P ® a sont isomorphes ; (a® ?) ®y et a^(p^y)
sont isomorphes.

2° Si /'est simpliciale de (X', SQ dans (X, 2),/'*(a ® ?) et F (a) ©/**(?)
sont isomorphes.

LEMME 2. — Soient a= (X ,D ,7 , I ; , (D^ ) ) un pseudofibré de fibre
(F mod { a } ) et S une triangulation de (D,y(X)) telle que, Vcre2, D^ soit
un sous-complexe de S. Soit j3=(D, G,/c, S, (G,)) un pseudofibré de fibre

(F/mod{a/}). Posons, V^€^B,=^JG... Alors (x, G, (k{D), ̂ J G\
•^CI^ \ \ s C / ( X ) /

kj{X),k.j,^(B^ est un pseudofibré de fibre (FX F7, (FX { a } , { a ' } X F')

mod { ( a , a ' } } ) ; on rappelle le composé des deux pseudofibrés a et p.
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Pour montrer ce lemme il suffit de trouver, pour tout cr, un isomorphisme
de B^ sur c rxCFxF 7 ) , qui jouisse des propriétés voulues. Cet isomorphisme
est donné par le lemme 1 du paragraphe 2, qu'on applique à chaque D^
(Do- est isomorphe à o-xF, donc collapse sur chacun de ses points).

THÉORÈME 2. - Soient ^ = (Z, EJ, IV, (E,)) et r/= (Z, E',/, IV, (E,,))
deux pseudo fibres de base (Z.IV) et de fibres respectives ( F m o d { a } ) et
(F 'mod îa^ ) . Soit ri une projection de E ^ur 7'(Z), ^Me <yi^ TiJr^Idz.
T^(T/) est un pseudo fibre de base (E, S) (pour une triangulation appropriée S
cfc E). Le pseudo fibre composé de ïj ^ de ^*(^') e^ isomorphe à TI(BÏ/.

Démonstration, — Remarquons d'abord que, avec les notations du
lemme 2, si f: Z -> X est une injection (simpliciale d'une triangulation S7

de Z dans 2), et si /**(a) = (Z, G, /c, T, (G/)), on a une injection naturelle ç
de G dans E; et le composé de /**(a) et de y*(?) est (isomorphe à) l'image
réciproque par f du composé de a et p.

En particulier, avec les notations du théorème, soit X = Z X Z, I = IV X 2'
et /* l'application diagonale Z - > Z x Z . Posons a=^(^) (où pi est la
première projection du produit Z x Z ) et P===T^(T / ) (où ri, est la seconde
projection du produit E X Z). Alors f* (a) = ïj, et y est une application de E
dans Ex-Z, homotope à Id^XTi, donc y* (?) ==-K* (r/) ; donc le composé
de /** (a) et de ç*(?) est égal au composé de r^ et de ît*(r/). D'autre part,
le composé de a et de ? est, par construction même {cf. lemme i) ^Oï)7 ;

Ext
donc l'image réciproque de ce composé par f est, par définition, ^(BT/.

Remarque. — C'est dans ces deux dernières démonstrations qu'on s'est,
pour la première fois, servi du fait que la fibre des pseudofibrés considérés
est un cône : on a eu besoin, à plusieurs reprises, du fait que ce cône
collapse sur son sommet.

4. LE T H É O R È M E FONDAMENTAL. — Dans ce qui suit F est un cône de
sommet a, les (F,) et F' sont des sous-cônes de F; on supposera V^0
(c'est-à-dire açF7).

DÉFINITION 1. — Supposons donnés un polyèdre K, une famille (K,)
de sous-polyèdres de K, un sous-polyèdre X de ̂  K/, l'image K/ d'une

i

injection 70 de XxF' dans K, telle que 70 X x { a } = = I d x , un sous-
polyèdre Xo de X, et une triangulation 2 de (X, Xo). Une donnée
(F, (F,) modF^-pseudofibrée normale à X dans (K, (K,), K^'o), relative
à 2 et définie sur Xo, est un couple ((E^)j), où (E^) est une famille (creS | Xo)
de sous-polyèdres de K, et j une injection de Xo X F7 dans K', telles que :

10 E = \J E^ solt un voisinage (dans K) de l'intérieur de Xo dans X;
o- C Xo ?

2° j et 7 0 1 Xo X F7 coïncident au voisinage de Xo X 1 a ) ?
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3û (Xo, E, (E n K,), E H K7, j, 2, (E,)) soit un pseudofibré de fibre
(F^F^modF^).

Nota. — Si l'on ne précise pas sur quel sous-polyèdre Xo une donnée
pseudofibrée est définie, c'est qu'elle l'est sur X tout entier. Le pseudo-
fibré ainsi défini sera appelé un pseudofibré normal à X dans (K, (K/), K'jo).
Un tel pseudofibré normal n'est bien sûr pas unique.

Remarque. — S'il existe une donnée (F, (F/) modF^-pseudofibrée normale
à X dans (K, (K/) , K/,^) relative à une triangulation de X, il en existe
une relative à une triangulation quelconque de X, et X est régulier de
^e (F^ (F.). FQ dans (K, (K,), K7). Il en résulte que s'il existe aussi une
donnée (G, (G/) modG^-pseudofibrée normale à X dans (K, (K,), K'.j'o),
c'est-que (G, (G,), GQ = (F, (F,), FQ.

DÉFINITION 2. — Soit ((Ecr),7') une donnée pseudofibrée normale à X
dans (K, (K,), K/^o) relative à une triangulation 2 de X, définie sur un
sous-complexe X' de 2; on dira que la donnée pseudofibrée ((D,), k) définie
sur X^ et relative à S, est subordonnée à {{Ea),j), si S est une subdivision
de 2, si X'7 est un sous-complexe de S, et si, VcrCX7 7 , U D,CE^.

.s-CT

L'objet de ce paragraphe est de démontrer le résultat suivant, qui
{cf. ses corollaires) justifie l'introduction de la notion de pseudofibré.

PROPOSITION 2 (Théorème fondamental). — Soient K un polyèdre^
(K/) une famille de sous-polyèdres de K, X un sous-polyèdre de (^\ K,,

;
K/ l'image d'une injection j^ de XxF 7 dans K telle que 70 X x ! a } = = I d x ,
et soit ((E^),7') une donnée (F, (F,) modF^-pseudofibrée, relative à une
triangulation 2 de X, normale à X dans (K, (K/) , K/, jo) , définie sur un
voisinage U d'un sous-polyèdre X,, de X {qui est un sous-complexe de 2).
Si X est une variété sans bord {cf. corollaire 3 ci-dessous), si X est régulier
de type (F, (F/), F') dans (K, (K,), K/), et si les alvéoles intrinsèques
de (F, (F,), F^ contenues dans F^ sont les alvéoles intrinsèques de (F7, { a } ) ,
il existe une donnée (F, (F/) modP^-pseudofibrée ((G,), /c), normale à X
dans (K, (K,), K7 ,^»), relative à une subdivision S de 1, et dont la restriction
à S X,» est subordonnée à la restriction de ((E^.j) à S Xo.

Cet énoncé est très technique, dans la suite il servira surtout par les
corollaires qui suivent. Je conseille au lecteur éventuel de lire d'abord
ceux-ci, s'il veut comprendre celui-là.

COROLLAIRE 1. — Soit Vune variété sans bord, M une sous-variété de V,
de codimension n; il existe un voisinage E de M dans V, tel que^ pour toute
triangulation 1 de M, il existe des sous-polyèdres Ery de E, tels que
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(X? Ë^?2? (E^)) À>0^ ̂  pseudo fibre de fibre (D^mod jo ; ) (où j est l'in-
jection naturelle de M dans E).

C'est ce qu'on obtient en faisant dans la proposition, Xo = 0 et
(F^F^modF^^D-mod^o}) .

COROLLAIRE 2. — Soient K un polyèdre, (K/) une famille de sous-polyèdres
de K, et X un sous-polyèdre de K, gui e^ régulier de type (I, ( o ; ) rfa^
(K, (K/)). Soit U u/z ouvert de K, ̂  ̂  [J- un collier de (UnX, (UnXnK/))
dans (U, (UnK/)). Soit L UM sous-polyèdre de UnX, /^rme Am,<? X; il existe
un collier r^ de (X,(XnK,)) dans (K, (K,)), tel que ^ Lxl et r^ Lxl
coïncident au voisinage de L x j o j .

Démontrons d'abord deux lemmes.

LEMME 1. — Soit (F, (F,), F7) un cône et des sous-cônes, l'application
naturelle de Autpi(Fx I, ((F,X I), FX { o } ) modF'X I) dans Autpi(F, (F,)
modF7) est une équivalence d'homotopie.

C'est trivial.

LEMME 2. - Soit (X,E,((E,), D), E^^S^E,)) un pseudofibré de
fibre (Fxl , ((F,xl) , F x | o i ) modF 'XI) . Il existe un isomorphisme a
de D X 1 sur E, tel que a [ D X ! o } = Idp, que, pour tout i, a((D n E,) X I) = E,
que, V Œ € ^ a ( (DnE, , )x I )= E^ et que

y(^/^)z=a(y(^/, o), t) (V (^, f, t) çX x F X 1) .

De plus, si l'on s'est donné un sous-complexe X7 de 2 et un isomorphisme pi

de (Dn\^/E^xI sur \^J E^, qui vérifie les conditions ci-dessus pour
\ CTCX' / crcx'

la restriction à X7 du pseudofibré donné, alors on peut trouver un a qui
prolonge p.

C'est une conséquence du lemme i, et du fait qu'un pseudofibré est
déterminé, à isomorphisme près, par le fibre principal quasi-simplicial qui
lui est associé.

Démonstration du corollaire 2. — On fait une induction sur les alvéoles
intrinsèques de X, en les prenant par ordre croissant des dimensions.
Soit donc A une alvéole intrinsèque de X, et B son intérieur; soit U un
voisinage ouvert de A — B dans K, supposons que [M soit défini sur
( U n X ) x I , et que ^ ( ( U n X ) x I ) soit contenu dans U. D'après la propo-
sition 2, on peut trouver une famille de cônes (F, (F,)), telle qu'il existe
existe un pseudofibré de fibre (F, (F,) mod \a} ) normal à B dans
( X — < A - B ) , ( X - ( A - B ) n K , ) , B ) . Ce pseudofibréet ^ permettent
de définir, sur un voisinage IV de A — B dans B [et même sur un voisi-
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nage de (A — B) U(LnB) , si L rencontre B], un pseudofibré normal à B
dans (K - (A - B), (X - (A - B), (K - (A - B)) n K,), B), de fibre (F x I,
( F x { o } , (F,X I)) m o d { ( a , o) { ) . On applique alors la proposition 2
pour prolonger ce pseudofibré à B tout entier, et le lemme 2 au
pseudofibré prolongé; ce qui donne un prolongement de [J- à un voisinage
de A dans X.

Remarque. — Supposons qu'on se soit donné un collier Tjo de ( X n K o )
dans Ko. On pourra trouver un collier p- de X dans K qui prolonge
ïjo [ ( X n K o ) X[o, £], si et seulement si ïjo respecte les alévoles intrin-
sèques de (K, (K,)) contenues dans Ko {cf. proposition 5 du chapitre I).

COROLLAIRE 3. — Dans la proposition 2 il suffit de supposer que X est
une variété, mais pas nécessairement quelle est sans bord.

COROLLAIRE 2 bis. — Soit V une variété à bord, il existe un collier de dV
dans V; si M est une sous-variété de V, il en existe un qui induit un collier
de dM dans M (cf. SZ, chap. 5).

COROLLAIRE 3 bis. — Soit M une sous-variété de V, tout pseudofibré
normal à dM dans rfV se prolonge en un pseudofibré normal à M dans V.

Avant de démontrer la proposition 2, je vais énoncer et démontrer
un lemme :

LEMME 3. — Soit ({Erj),j) une donnée pseudofibrée normale à X dans
(K, (K,), K^^'o) relative à une triangulation £ de X. Soit U un voisinage,
ouvert dans K, d'un sous-polyèdre X7 de X qui est un sous-complexe de 2.
Il existe une donnée pseudofibrée, ((Ec,), /), normale à X dans (K, (K,), K^'o),
subordonnée à {(E^),j), telle que, V ^ C X ^ E ^ C U , et que E^= Er, pour
tout simplexe cr de 1 [ X7 tel que E^CU, et pour tout simplexe de 2 qui ne
rencontre pas X7.

Démonstration. — II suffit de regarder le cas où X7 est un simplexe
de 2, soit cr, et où \^J E^CU. Je vais montrer que, dans ce cas, on peut

<J' C d<J

construire ((Ecr),/) en modifiant seulement les E, relatifs aux simplexes s
qui contiennent a. Si E^ est contenu dans U il n'y a rien à changer; sinon,
par application du lemme 1 du paragraphe 2, on construit une injection <Ï>
de sts(cr)xF dans K, telle que, V^Csts(<7) : <&(crx F) = E^. ^(U) est
un voisinage ouvert de o " x { a } qui contient cfoxF. Il existe donc une
injection T] de sts(o-)xF dans lui-même qui est l'identité sur rf(sts(o-)xF)
et sur sts(cr) x { a } , et respecte la projection sur sts(a), telle que ï j (c7XF)
soit contenu dans 0 ^(U). On pose alors, pour tout simplexe ^ de sts(o-) :
E^= (^.^(^xF), eti'on pose/ =j hors de sts^xF' et/= <ï).ïj(==^)
sur sts^xF'.
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Démonstration de la proposition 2. -- On fait une récurrence sur la
dimension de X, dans ce qui suit je pose d imX=n+p , donc je suppose

.que la proposition est vraie pour d imX<n+p. Elle est triviale
si dimX=o. On peut toujours supposer que Xo est un sous-complexe
de 1;$ soit alors ( un simplexe de 2 non contenu dans Xo, mais dont le
bord est dans Xo ; posons Xo U t = Xi ; il suffit de montrer qu'on peut
trouver une donnée pseudofibrée normale, définie sur un voisinage de Xi,
dont la restriction à Xo est subordonnée à ((E^),7'). On verra qu'on peut
construire une telle donnée qui coïncide avec ((E^), jf) hors de N(Xo, 2),
ce qui permet de conclure dans le cas non compact.

A cause du lemme 3 du paragraphe 2, on peut supposer que la donnée
pseudofibrée ((E^') est relative à une subdivision (aussi fine qu'on veut)
de 2. Posons dimt=p et dimX — dimt == n. Soit D/ un voisinage de D7'
dans Rp, et soit a une injection de D7 X D" dans X, telle que a(D^X { o } ) =t.
On peut supposer que (a(D7 X D71), a(D^X D71)) est un couple de sous-
complexes de la triangulation S7 qui sert à définir ((E^j). Posons

A= [J E, et B= [j E,, ainsi que A,= AnK,,B,= Bn K, et
o-ca^xi)») o-ca(D/»xD")

A^AnK/.B^BnK 7 . Posons

L = K — A , L,=:K,—A, et L'^K'—L'.

(a^xD^a^xD^)) est régulier de type (F, (F,), F7) dans ((L, (L,),
(B, (B,), B7)). Donc tout voisinage dérivé (M, (N,), M') de ( dans (L, (L,), 17),
tel que M H X == a(^x D"), est isomorphe (par un isomorphisme ? qui
prolonge a) à (<xD^) X (F, (F,), F'). On peut même trouver un ? tel que
P ( ^ x D - ) x ( F , ( F , ) , F / ) = ( B n M , ( B n N , ) , B n M / ) , et que P^xD^xF 7

et . / o K a ^ x D ^ x F ^ ) coïncident sur 'un voisinage de tXÎ)nx{a} dans
( X D ^ x F 7 [cette dernière'assertion est possible à cause de la proposition 5
du chapitre 0, et à cause de la condition imposée aux alvéoles de (F, (F,), F')].
D'après le lemme 3 on peut remplacer ((E^') par ((E^),71) telle que

E^= \^J E^ soit contenu dans BnM. On a alors, modulo P, une
<7Ca(rf<xD")

donnée pseudofibrée normale à dt X D71 dans {dt X D71) X (F, (F,), F') $
d'après l'hypothèse de récurrence sa restriction à un voisinage de dtX'{o],
se prolonge en une donnée ((D,,), k) normale à d{tX D") ( ̂  S7^71-1) dans
r f (^xD n )x (F , (F,), F7). A cause du théorème d'isomorphisme des voisi-

nages dérivés, on peut supposer que \^J D,== d{tX D") X F$ on conclut
s C d { t X Î ) " )

alors grâce au lemme 2 du paragraphe 2 [et l'on reporte le pseudofibré
normal à tX^ dans (^xD")x(F, (F,), F7) ainsi construit, dans la figure
initiale, en en prenant l'image par (3J.

Ann. Éc. Norm., (4), I. — FASC. 3. 46
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5. TUBES. — Dans ce paragraphe la fibre est ( D ^ m o d ^ o } ) , D" étant
considéré comme un cône de sommet o.

DÉFINITION 1. — Soient E un polyèdre, j une injection d'un polyèdre X
dans E, et (Fi) une famille finie de sous-polyèdres de E. On posera
^(F^Y,. On dira que ((X, (Y,)), (E, (F,)), j) est un n-tube d'âme
(X, (Yt)), s'il existe une triangulation de 2, (X, (Y^)) et des sous-
polyèdres Ecr de E;, tels que (X, E,7,2, (Eo-)) et, pour tout ï, (Y;, F,,
j | Y;, 2| YÎ, (E^)) soient des pseudofibrés de fibre (D^modio}) .

Remarque. — D'après le paragraphe 2, dans cette définition on peut
remplacer (3 2, 3(E,j)) par (V.2, 3(E^)). On dira que (E^) est une donnée
pseudofibrée sur le tube, relative à S.

Il est clair que, contrairement à la notion de pseudofibré, la notion de
tube ne dépend pas d'une triangulation particulière de X; d'ailleurs, dans
le cas où l'âme est une variété (sans sous-polyèdres), on peut donner la
caractérisation intrinsèque suivante :

THÉORÈME. — Soit X une variété; pour que (X ,E ,y ) soit un n-tube
Sâme X il faut et il suffit que :

i° En tout point de X, 7'(X) soit régulier de type ( D ^ { o } ) dans E;

2° E soit un voisinage régulier de 7"(X) dans E.

La nécessité est évidente. La suffisance résulte de la proposition 2 et du
théorème d'isomorphisme des voisinages réguliers.

DÉFINITION 2. — Un isomorphisme du tube ((X, (Yi)), (E, (F^)),^) sur
le tube ((X', (Y^)) , (E', (F;)),/) est un isomorphisme de E sur E' qui
induit, pour tout i, un isomorphisme de F, sur F,, et induit un isomor-
phisme de 7"(X) sur ^'(X7).

LEMME. — S o i t ((X, (Y,)), (E, (F,)), 7) un n-tube, ((Xx I, Xx { o, i } ),
( Y , x I ) , ( Y , X { o , i } ) ) , ( E x I , E x { o , i ^ ( F . x I ) , ( F , x { o , i } ))jx Idj) est un
n-tube^ on Vappelle le produit par ï 'du tube donné.

C'est une conséquence du lemme 4 du paragraphe 2.

PROPOSITION 3. — Soit ( (Xxl , X x { o , ï } ) , (Y,XÏ) , ( Y , x { o , ï j )),
(E, (E°, E1), (Fi), (F?, F^)),^) un n-tube, il est isomorphe au produit par ï
du tube ((X, (Y,)), (E°, (F:)), j X x { o } ) .

C'est une conséquence du théorème d'homotopie pour les pseudofibrés
( ^ • § 2 ) .
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COROLLAIRE.. — Soit ( (Xxl , X x { o , i } ) , (E, (E°, E1)),./) un n-tube,
il est isomorphe au produit par 1 du tube (X, E ° , 7 [ X x { o } ) . En d'autres
termes, il existe un isomorphisme p. de E°x l sur E, tel que

j=p..(j\Xx { 0 } x ldi) ,

que ^ | E ° x { o } = Id^o et que p - | E ° x { i } soit un isomorphe de E° sur E1.

PROPOSITION 4. — Soient V une variété à bord, ((V, rfV), (E, G),j) un
n-tube, 2 une triangulation de (V, rfV) et (E<,) é^ (E^) deu^ données pseudo-
fibrées sur ce tube, relatives à S, telles que, pour tout simplexe o- de 2 contenu
dans d\, E^= E^. 77 em^e un automorphisme Y) rfu ^u&e (V, E, i) (ïj : E — E)
^ gué T](E^) = E^ pour tou( simplexe (J , que T] | E^= Id chaque fois que crCrfV;
on peut même trouver un tel T] qui est pseudo-isotope à l'identité parmi les

automorphismes de E qui sont l'identité sur [ ] E^ et sur 7'(V).
(TC^V

Démonstration. — Considérons le produit par 1 du tube ((V, rfV)), (E, G), 7).

(E^) et (E,) et le produit par 1 -de (d\, \^J E^j [ dV, 2; [ dV, (E^
\ G- C ̂ V /

définissent une donnée pseudofibrée sur le tube (rf(Vx I), E X { o , i } U GX I,
J X Idi | r f(Vx I)). D'après le corollaire 3 bis de la proposition 2, et le théo-
rème d'isomorphisme des voisinages réguliers, cette donnée pseudofibrée
se prolonge en une donnée pseudofibrée sur le tube (Vx I, EX I , / X Idi).
Il ne reste plus qu'à appliquer le théorème d'homotopie du paragraphe 2.

COROLLAIRE 1. — Soient V une variété, (y.E.j) un n-tube, (E^) une
donnée pseudofibrée sur ce tube, et Y] : E -> E un automorphisme de ce tube;
ï] est pseudo-isotope [parmi les automorphismes de E qui sont l'identité
sur j(V)] à un automorphisme qui conserve les E<7.

Il suffit d'appliquer la proposition 4 à (E^) et à (E^) =Y](E^).

COROLLAIRE 2. — Tou( tube d'âme une variété détermine à un isomor-
phisme près, pour toute triangulation de son âme, un pseudofibré. Il ne
semble pas qu'il en soit de même quand l'âme n'est pas une variété.

Il en résulte que la notion de tube n'a un réel intérêt que quand l'âme
est une variété.

6. IMAGES RÉCIPROQUES ET SOMMES DE WHITNEY DE TUBES. — Images

réciproques. — Soit a==(V,E ,7 ' ) un Tz-tube dont l'âme est une variété,
et soit (X', (Y^.)) un polyèdre et une famille de sous-polyèdres. Si f est
un morphisme de X' dans V, et 2 et 2' des triangulations de V et (X', (Y^))
qui rendent f simpliciale, à toute donnée pseudofibrée (E^) sur a, relative
à £;- on peut associer {cf. § 3) l'image réciproque du pseudofibré (V, E,
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7,2; , (E^)) ; c'est un pseudofibré de base (X', 2;') qui définit un tube
d'âme (X', (Y^.)). Ce tube ne dépend, à isomorphisme près, ni du choix
de 2 et 2', ni du choix de (E^) {cf. corollaire 2 de la proposition 4, et para-
graphe 3).

DÉFINITION. — Le tube ainsi construit est appelé l'image réciproque
de a par f et noté f*(a).

Si f est l'application identique de V, f (a) est isomorphe à a. Si X' est
une variété (Y^= 0, V/c), et si g est un morphisme de X" dans X', on a
un isomorphisme entre g*(/**(a)) et {f.gY (a).

Remarque. — Pour les questions d'unicité à isomorphisme près et d'iso-
morphisme naturel entre des tubes définis à isomorphisme près, tout se
passe comme pour les pseudofibrés [cf. la définition des images réciproques
de pseudofibrés).

PROPOSITION 5. — Si f est homotope à g, il existe un isomorphisme (c'est-
à-dire une classe d'isomorphismes naturelle) de /**(a) sur g* (a).

C'est la traduction de la proposition 3 en termes de tubes.

Sommes externes. — D'après le lemme 1 du paragraphe 3, si ((X, (Y,)),
(E. (F.))J) et ((X7, (Y,)), (E', (F,)),/) sont deux tubes de fibres respec-
tives D- et D-, ((XxX'^Y.xX'^XxY^Y.xY,)), (ExE', (F.xE'),
(ExF^), (FîXF^.) ) ,7X/) est un (n + n')-tube. Ceci permet de poser la
définition suivante :

DÉFINITION 2. — Le tube ainsi construit est appelé la somme externe
des deux tubes donnés. Cette somme sera notée par le signe (f).

Ext

Cette somme est évidemment commutative et associative. Si les tubes a
et P ont pour base des variétés V et W, et si f et g sont des morphismes
de X et Y dans V et W respectivement, on a un isomorphisme (i. e. une
classe naturelle...) de (fx g)* fa Q) p\ sur F (a) (B g*(P)-

\ Ext / Ext

Sommes internes :

DÉFINITION 3. — Étant donnés deux tubes a et ? d'âme une même
variété V, on appelle somme interne de a et ? (ou somme de Whitney)
et l'on note a Q) ?, le tube d'âme V qui est l'image réciproque de a Q) ?,
par l'application diagonale du produit VxV.

On a bien sur les relations a © (3 = ? (g a, et a ® (? ® y) == (a © p) ® y,
à classe d'isomorphismes naturelle près.

On peut en déduire une théorie du groupe de Grothendieck. Je ne
développe pas cette théorie, puisque, à cause du théorème d'existence des



TOPOLOGIE DES VARIÉTÉS SEMI-LINÉAIRES. 365

microfibrés normaux stables [cf. [12]), on trouve la même que pour les
microfibrés semi-linéaires.

PROPOSITION 6. — Soient a=(V,E,7') et p=(V,E',/) deux tubes
(Vaine une variété V, et de fibres respectives D71 et D7'. Soit 11 une projection
de E sur j(V), telle que ^\jÇV) = Id {il en existe !). Posons TC*(P) = (E, U,j").
(V, U,7"j) e^ UTZ (^+ n)-tube isomorphe à a (g)?.

C'est la traduction en termes de tubes du théorème 2 du paragraphe 3.

CHAPITRE III.

TRANSVERSALITÉ.

1. DÉFINITIONS ET PROPRIÉTÉS ÉLÉMENTAIRES.

DÉFINITION 1. — Soient V une variété, M un sous-polyèdre de V et /*un
plongement de la variété W dans V; on dira que f est transverse à M au
voisinage d'un sous-polyèdre fermé K de W, s'il existe :

a. un voisinage U de K dans W et une triangulation S de (W, U, />-1 (M)) ;
&. une donnée pseudofibrée (E^) normale à f(W) dans V (on posera

d i m V — d i m W = M )

tels que, pour tout simplexe a de 2 contenu dans UH/'^^M), E^ soit
contenu dans M, et que l'ensemble de ces E^ soit une donnée pseudofibrée
[de fibre ( D ^ m o d f o } ) ] normale à /'(W)nM dans M, définie sur /'(U)nM.

On dira que f est transverse à M, si dans cette définition on peut
prendre U = K = W.

Remarquons que dire que f est transverse à M, c'est dire qu'on peut
construire un pseudofibré normal à /'(W) dans V, et un pseudofibré normal
à /*(W)nM dans M, tels que f induise un morphisme de pseudofibrés.

DÉFINITION 2. — Soient V une variété, M un sous-polyèdre de V, et f
une application d'une variété W dans V; on dira que /*est transversale sur M
au voisinage d'un fermé K de W, s'il existe un plongement a de W dans
une variété W, tel que le plongement / * X a : W — ^ V x W soit transverse
à M X W au voisinage de K.

Transitivité. — Si f est un plongement transverse à M, et si le plon-
gement g de la variété X dans W est transverse à /l-l (M), /*.g est trans-
verse à M. De même, si la fonction f est transversale sur M, et si la fonc-
tion g : X-^W est transversale sur /^(M), /*.g est transversale sur M.
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Remarque. — La notion de transversalité ainsi définie est globale,
contrairement à la notion de transversalité classique dans le cadre difîé-
rentiable. On montrera {cf. proposition 2 ci-dessous) que si M et W sont
deux sous-variétés de V, dire que W est localement transverse à M, c'est
dire que M et W sont en bonne position. Mais si M et W sont en bonne
position, l'injection naturelle f de W dans V n'est pas nécessairement
transversale sur M (donc, a fortiori^ pas transverse à M) comme le montre
l'exemple suivant dû à Hudson. D'après [10], il existe (pour p == 8 par
exemple) un n-tube (S^, E,^') qui n'est pas trivial (car il ne l'est pas stable-
ment) tel qu'il existe une équivalence d'homotopie fibrée a : dE -> S^X S^1

(où dîL est le bord de la variété E). On peut construire E par recollement
de deux boules A et B isomorphes à D^xD", le long de S^ X D".
De même, S^xD^est la réunion de deux boules A' et B'. On définit une
application ï] de E dans S^xD" de la façon suivante : on envoie A isomor-
phiquement sur A', puis on prolonge en une application de AU^B
sur A'U^B' (en se servant de a). On prolonge enfin en une application
de E dans S / )xDn en regardant B et B' comme les cônes sur leurs bords.
L'application ainsi obtenue est telle que «^ (S^x fo} ) est l'âme de E.
Il existe donc pour N grand un plongement g de E dans S^xD^xR^
tel que g-^S^X { o } x R^) soit Famé de E. Posons S^xD^xR^V,
S^X^xR^W, et g (E)=M. V et W sont en bonne position (c'est
une conséquence du corollaire 4 de la proposition 1 du chapitre IV). Si W
était transverse à M, E serait trivial (car ce serait l'image inverse du tube
normal à W dans V, par l'application M n W — ^ W ) , ce qui n'est pas.

Transversalité au sens de Williamson. — Supposons que f : W -> V soit
un plongement transverse à M et que /'(W) ait un microfibré normal
dans V; il existe un voisinage U(W) de /'(W) dans V, et une projection p
de U(W) sur /'(W) telle que /'(W) -> U(W) -^(W) soit un microfibré,
et que la restriction à MnU(W) de p définisse un microfibré normal
à N = Mn/*(W) dans M. Cette projection n'est en général pas la projection
donnée, mais elle lui est pseudo-isotope. On retrouve donc la notion de
transversalité au sens de Williamson.

2. LES THÉORÈMES D'EXISTENCE.

PROPOSITION 1. — Soient M un sous-polyèdre d'une variété V, et f un
plongement d'une variété W dans V. Si f est transverse à M au voisinage
Sun fermé K de W, il existe, dans tout voisinage G° de /*, un plongement g
de W dans V transverse à M, égal à f sur K, et isotope à f parmi les plon-
gements de W dans V qui coïncident avec f sur K.

COROLLAIRE 1. — Soient M un sous-polyèdre de V, et f une application
d'une variété W dans V, transversale sur M au voisinage d'un fermé K de W,
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il existe, dans tout voisinage C0 de /*, une application g de W dans V trans-
versale sur M, qui coïncide avec f sur K.

En effet : soit a : W -> W un plongement tel que fx a soit un plon-
gement transverse à MX'W au-dessus d'un voisinage de K. On applique
la proposition à ce plongement, et l'on compose l'application obtenue
avec la projection

pi : V x W -> V.

COROLLAIRE 2. — Soit f une application (resp. un plongement) de la
variété W dans la variété V, et soit M un sous-polyèdre de V, il existe dans
tout voisinage (3° de f une application g {resp. un plongement g isotope à f)
telle que

dim^-1 (M) == dimW 4- dimM — dimV.

En particulier, si dimW + dimM — dimV <o, g~i(M)==0.
Pour démontrer la proposition 1 je démontrerai deux lemmes :

LEMME 1. — Désignons par R^ la partie de R^ définie par Xp^o.
Soient U un voisinage compact Sun compact A de R^, F un fermé de U,
M un sous-polyèdre de U X R", et U' un voisinage ouvert de F dans U,
tel que (U'xR") H M = ((IV X { o } ) H M) X R". Il existe une injection ^
de UxD" dans UxR" qui est l'identité au voisinage de FxD" et au voisi-
nage de r fUxD" (où dV est la frontière de U dans R^), tel que, pour un
certain voisinage V1 de A U F dans U, (^-1 (M) n (U1 X o)) X D71 soit un
voisinage de P~1 (M) n (U1 X [ o } ) dans R-^M) H (U1 X R71). On peut même
trouver un tel ? dans tout voisinage C° de l'identité.

Démonstration. — Soit 2 une triangulation linéaire de (UxR^M) .
Soit a un point de R71 tel que U X { a } ne rencontre pas de simplexe de
dimension inférieure à p de 2. L'ensemble des points qui vérifient cette
propriété est un ouvert partout dense de R", donc il existe un voisinage co
(connexe) de a dont tous les points vérifient cette propriété. Soit S une
triangulation de ( c L ) , { a } ) . Soient o - i , . . . , ^ les p-simplexe de 2 qui
rencontrent V x { a ] (ordonnés de façon arbitraire). Soient G" un simplexe
de 2 qui rencontre V x { a } y et s un simplexe de S de sommets Si, . . ., Sq,
^ H ( U X 5 ) est l'enveloppe convexe des points a- ,n(UX5/) [pour tout
7'€(i, . . ., q) et tout i tel que o-.Co-]. Ces points ^n (UX5/ ) sont ordonnés
(par le produit de l'ordre sur les cr,, et de l'ordre naturel des Sj) donc le
convexe (Jf\(Vxs) a une triangulation naturelle To,^ {cf. SZ, lemme 1, p. 5)
dont les sommets sont les ^n(UX5/) . Si (T'CCT et s'C^, T^,^ et
Ta, s o-n(UX5') coïncident, donc les T^^ se recollent en une triangu-
lation T de Ux^. T est naturellement isomorphe à T U x { a } x S (car,
quel que soit o- et quel que soit 5, T^,, est isomorphe à T(^XS s). Cet
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isomorphisme définit un automorphisme de Ux^, soit ï], tel que
y; (M) = ( M n ( U x { a j ) ) x ^ . Soit U1 un voisinage de AU F tel que
U1 n dV C U' ; il existe une triangulation S' de (U X R", ((U1 X { a } ) H M) X R71)
qui coïncide avec 2 au voisinage de {dV H M) X R71. On construit à partir
de 2' un automorphisme r/, de façon analogue à ïj, tel que

^((I^x f a j ) n M ) x ûûC^l^x { a } ) n M ) x R^.

ï]'. ï]"1 est le P cherché [car Y] et ïj' coïncident au voisinage de {dV U P') X R7'].
Il est d'autant plus petit (au sens (3°) que S et 2' sont fines.

LEMME 2. — Avec les hypothèses de la proposition 2, si A est un fermé
de W contenu dans un ouvert U° de W don^ V adhérence est une boule, il existe
un plongement g transverse a M au voisinage de A U K, aussi proche de f
{au sens (3°) quon veut, égal à f sur un voisinage de K, et isotope à f parmi
les plongements qui coïncident avec f au voisinage de K.

Démonstration. — On pose d i m V — d i m W = n . Soit (E^) une donnée
pseudofibrée normale à /(W) dans V, telle que pour tout cr d'un voisi-
nage Uo de K, /'(o')cM entraîne E^cM. La restriction de ce pseudofibré
à U° est triviale. Ceci définit une carte locale a : U°X(D", o) -^ (V, /'(W))
telle que a-1 (M) n (a-1 (/'(U'J) X D") == (a-1 (M) H a-1 (/*(U, X o)) X D". On
applique le lemme 1 à une boule compacte contenue dans U°, et à
M'= a"1 (M), avec U'== a""1 (UJ. On modifie le plongement f par [3, qui
définit une donnée pseudofibrée normale au nouveau plongement au-dessus
de U, et cette donnée se recolle à l'ancienne car ? est l'identité au voisi-
nage de dîUxD71. On vérifie que le nouveau plongement est isotope à f.

Démonstration de la proposition 2. — II suffit d'appliquer le lemme 2
un certain nombre (éventuellement infini) de fois.

Remarque. — La proposition 1 affirme que f et g sont isotopes. En regar-
dant bien les démonstrations ci-dessus, on voit qu'en fait on a construit
une isotopie ht parmi les automorphismes de V qui sont l'identité sur K,
isotopie telle que ho-= Id, et que g=hi.f soit transverse à M.

3. APPLICATIONS TRANSVERSALES SUR UNE SOUS-VARIÉTÉ.

LEMME. — Soit (D^, Y, o) une famille de cônes emboîtés, si (D^xD'7,
YxD^,(o ,o)) est isomorphe à (D^, D^7-^, o), (D^ Y, o) est isomorphe
à (D", D^, o).

C'est trivial si q = o, et grâce à une induction sur q, il suffit de démon-
trer le cas où q = i {T)q= I). L'isomorphisme donné envoie alors ^(D^xl)
sur JD^1, donc envoie (D^X { o } , YX f o } ) [^ (D^ Y)] sur un voisinage
dérivé d'un point de Sn~p dans (S^, S^"7') ; et ce voisinage dérivé est
isomorphe à (D71, D71-^).
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PROPOSITION 2. — Si M est une sous-variété de codimension p de V,
et si Inapplication f : W ~> V est transversale sur M au voisinage de K,
i7 existe un ouvert V de W contenant K, tel que f~1 (M) H U 50^ un<? ^ou5-
variété de codimension p de U.

J'ai déjà utilisé ce résultat dans une remarque au paragraphe 1. Je vais
maintenant le démontrer. Il suffit de le faire quand f est un plongement
transverse à M. Soit alors x un point de /^(M), et soit (D71, Y, x) le germe
de (W^'^M)) en x. Le germe de (V,/'(W), M) en f{x) est isomorphe
à (D^xD^ Dnx{o}^xD^ (^,o)); (D^xD^YxD^, (^ o)) est donc iso-
morphe au germe de (V, M) en f{x\ c'est-à-dire à (D^9, D^" ,̂ o); donc,
d'après le lemme ci-dessus, (D'1, Y, o) est isomorphe à (D71, D'1"7', o). D'où
le résultat. Il résulte aussi de cette démonstration que, si f est un plon-
gement transverse à M, /'(W) et M sont en bonne position.

PROPOSITION 3. — Soient W et M deux sous-variétés de V, on notera j et i
les injections respectives de W et M dans V. Il est équivalent de dire que j
est transverse à M, ou que i est transverse à W.

Soient, en effet, n la codimension de W dans V, et p la codimension de M
dans V. Soit N l'intersection de M et W. D'après le théorème 2 du para-
graphe 3 du chapitre II, dire que j est transverse à M, est équivalent
à dire qu'un pseudofibré normal à N dans (V, W, M) est la somme de
Whitney d'un pseudofibré normal à N dans W et d'un pseudofibré normal
à N dans M. Cette condition fait jouer des rôles symétriques à W et M,
d'où le résultat.

COROLLAIRE 1. — Si /* :W-^V, est une application transversale sur la
sous-variété M de V, le tube normal à la sous-variété /^(M) dans W, est
Vimage réciproque du tube normal à M dans V, par Inapplication
f\f-l{M)•.f-l{M)^U.

COROLLAIRE 2. — Si f est une application de W dans V transversale sur M,
et si le tube normal à M dans V est trivialisé [resp. : a son groupe structural
réduit à PL? ou Op] le tube normal à f~1 (M) dans W est naturellement trivialisé
{resp. : a son groupe structural réduit à PLip ou Op).

Il suffit de le voir pour un plongement transverse. C'est alors une consé-
quence de l'unicité à isomorphisme près du pseudofibré normal à une sous-
variété {cf. proposition 4 du chapitre II). Mais il faut préciser à quoi près
ces restrictions de groupe structural sont définies. Disons-le pour une
trivialisation : une trivialisation est un isomorphisme de f~l(M.')XÎ)p sur
un voisinage de f~1 (M) dans W, ce qui est défini c'est la classe module
pseudo-isotopie de tels isomorphismes. Plus précisément si f est un plon-
gement transverse : il existe une classe, module pseudo-isotopie, de trivia-
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lisations du tube normal à /^(M) dans W, dont chaque élément se prolonge
en une trivialisation du pseudofibré normal à M dans V qui est pseudo-
isotope à la trivialisation donnée.

Remarque. — Si M et W sont des sous-variétés de V de codimensions
respectives m et w, et si M et W sont en bonne position, on a vu que W
n'est pas en général transverse à M. Posons M n W = N . Il existe un
pseudofibré de fibre (D^, D^, D^mod^}) , normal à N dans (V, W, M);
on a vu que W est transverse à M si et seulement si ce pseudofibré est la
somme de Whitney des pseudofibrés normaux à N dans W et dans M;
les obstructions à ce qu'il en soit ainsi sont dans le fait que le groupe
AutpiÇD^^modD^jD") n'a pas le type d'homotopie du point.

CHAPITRE IV.

LES THÉORÈMES DE FIBRATION DE CERF.

1. LE THÉORÈME DE SMALE. — Toutes les variétés considérées ici sont
compactes.

DÉFINITION. — Un /i-cobordisme entre deux variétés sans bord W et W
est une variété U, et un isomorphisme i de la réunion disjointe de W
et W sur le bord de U, telle que les injections de W et de W dans U soient
des équivalences d'homotopie.

Si, de plus, la torsion de Whitehead ^(U, W) est nulle [ou, ce qui revient
au même, r(U, W) = o], on dira que (U, i) est un 5-cobordisme entre W
et W. En particulier, si Wh(îii(U)) est nul, tout A-cobordisme est un
5-cobordisme.

Remarquons qu'un A-cobordisme définit une équivalence d'homotopie
de W sur W; nous la noterons A(U, i), ou plus simplement /i(U).

Je vais maintenant généraliser cette notion.

a. Cas des variétés à bord. — Soient W et W deux variétés à bord de
dimension M, un A-cobordisme entre W et W est la donnée d'une variété
à bord U de dimension m + i ? d'une injection i de la réunion disjointe
de W et W dans le bord de U, et d'un isomorphisme f de dU — ^ (WuW)
sur dWx I, tel que i dW=f~1 \dWx{o}. De telle façon que les injections
de W et W dans U, induites par i, soient des équivalences d'homotopie.

Si de plus la torsion de Whitehead ^(U, W) est nulle, on dira que (U, i, f)
est un 5-cobordisme entre W et W.

Un A-cobordisme définit donc un isomorphisme de rfW sur rfW, et cet
isomorphisme se prolonge en une équivalence d'homotopie de W sur W.
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On notera A(U) cette application, sans perdre de vue que A(U) n'est définie
qu'à un isomorphisme près, mais que sa restriction au bord est un
isomorphisme bien déterminé de rfW sur dW\

fc. Cas des couples de variétés. — Etant donnés deux couples de variétés
(W, T) et (W, T"), un A-cobordisme entre ces deux couples est un
quadruple (U, i, /, F), où :

— U est une variété (dimU == i + dimW = i + dimW) ;
— i est une injection de la réunion disjointe de W et W dans le bord

de U; __________
— f est un isomorphisme de d\]—i(WuW) sur dWxI, tel que

, d^=f-^\(d^x{o})^
— F est un plongement de T X I dans U.
Ces données étant astreintes aux conditions :
a : F ( T x { i } ) = i ( r ) [ C i ( W ) ] ^
P : F T x { o } est risomorphisme identique de T sur i(T);
y : F\d^xÏ=f-l\d^xî:
§ : i induit des équivalences d'homotopie de W et de W sur U, et aussi

des équivalences d'homotopie de W — T et W'—T' sur U — I m F .
Ici encore un A-cobordisme définit une application A(U) de la paire (W, T)

sur la paire (W, T') ; A(U) est une équivalence d'homotopie, et sa restriction
à rfWuT est un isomorphisme bien déterminé de rfWuT sur rfW'UT".

Si de plus il existe un voisinage tubulaire Iî de ImF dans U, tel
que Iini(W) soit un voisinage tubulaire de i(T) dans ^(W), et tel que
ï ( U — û , W — (Wmr^û^^o, on dira que (U, i, f, F) est un 5-cobor-
disme. Nota : On ne peut pas parler de la torsion de W — T dans U — ImF
car ces espaces ne sont pas compacts.

On a une notion évidente de A-cobordisme isomorphes. De plus, à tout
couple (W, T), on peut faire correspondre, par multiplication par I,
un A-cobordisme (qui est d'ailleurs un 5-cobordisme) entre (W, T) et
lui-même. On dira qu'un A-cobordisme est trivial s'il est isomorphe à un
A-cobordisme ainsi construit. Trivialiser un A-cobordisme est donc équi-
valent à prolonger f~1 et F par un isomorphisme de Wx I sur U. En parti-
culier, une trivialisation donne une représentation de A(U) par un
isomorphisme.

PROPOSITION 1 (Théorème de Smale). — Tout s-cobordisme entre des
couples (W, T) et (W, T'), tels que dimW= dimW'^5, est trivial.

Ce théorème est classique dans le cadre difïérentiable, je ne vais pas
en donner une démonstration complète; mais, renvoyant le lecteur aux
démonstrations classiques (par exemple [1] ou [16], ou encore [24] pour le
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cas non simplement connexe) je vais détailler les points techniques qui,
très connus dans le cadre difïérentiable, le sont beaucoup moins dans le
cadre semi-linéaire.

a. Démonstration du cas des paires à partir du cas des variétés. —
Soit (U, i, /, F) un 6-cobordisme entre les paires (W, T) et (W, T'). Soit a
un pseudofibré normal à F ( T X Ï ) dans U, qui induit des pseudofibrés
normaux à i(T) dans i(W) et à î(T') dans ^(W), et induit le pseudofibré
naturel, normal à F(riTxI) dans dV — i(WuW') [= f-1 (rfWx I)]. L'exis-
tence d'un tel a est assurée par le corollaire 3 bis de la proposition 2 du
chapitre II. Le théorème d'homotopie appliqué à a, définit un isomor-
phisme 3> du produit par 1 d'un voisinage tubulaire X de T dans W, sur
un voisinage tubulaire de F(TX I) dans U; cet isomorphisme prolonge f~1

et F. Posons alors W^X == W,, U - <î>(Xx I) = Ui, et ^(Ui) nW'= W,.
La restriction de i à WiUWi est une injection ii de WiUWi dans dVi ;
et ii Wi (resp. 1*1 Wj) est une équivalence d'homotopie de torsion nulle.
De plus, f~1 [ (rfW H Wi) X I et $ | (X H Wi) X I se recollent pour donner un
isomorphisme /'i, tel que (Ui, ii, fi) soit un 5-cobordisme entre Wi et W,.
Si la proposition est vraie pour les 5-cobordismes de variétés, ce 5-cobor-
disme est trivial, et si W en est une trivialisation, 3> et W se recollent pour
définir une trivialisation du s-cobordisme de paires qui était donné.

&. Cas des s-cobordismes de variétés. — A la lecture des démonstrations
données dans [l], [16] ou [24], on remarque qu'on peut écrire la même
démonstration dans le cadre semi-linéaire pourvu qu'on ait démontré :

i° Un théorème analogue à la proposition 1 du chapitre III, qui permet
de déplacer un plongement pour le rendre transverse à quelque chose.
En fait, il faut savoir qu'on peut réaliser ce déplacement par une isotopie
d'automorphismes de la variété ambiante [cf. Remarque à la fin du para-
graphe 2 du chapitre III).

2° Des théorèmes de plongement dans les limites de la stabilité de
Whitney.

3° La « construction de Whitney » qui permet d'enlever deux à deux
les points d'intersection de deux sous-variétés.

Je donne dans l'appendice ci-dessous des démonstrations de ces deux
derniers points.

Remarque. — Si (U, i, /*, F) est un /i-cobordisme entre les paires
(W, T) et (W, T), (U, i, f) est un A-cobordisme entre W et W.
Si ' K i ( W — T ) -^Tii(W) est un isomorphisme, si l'un de ces A-cobordismès
est un 5-cobordisme, l'autre en est un également. On s'en convaincra
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en calculant la torsion T(Ui, Wi) (cf. démonstration du cas a) à partir
d'une triangulation de (U, Ui).

Je vais maintenant donner quelques conséquences du théorème de Smale.

COROLLAIRE 1. — Soient W une variété {compacte^ orientable)^ V une
sous-variété de W; notons fe V injection naturelle de V dans W. Soit
f: V x I - ^ W x I . u n i-simplexe de Plgtpi(V, W,/•o) tel que f\ Vx { o } = f,;
si d imW—dimV^3, il existe un i-simplexe g de Autpi(WmoddW)
tel que f= g.(foX Idi).

Démonstration. — (WxI , /*(VxI) ) définit un A-cobordisme entre
( W x { o } , / ' ( V x { o } ) j et ( W x { i } , / ' ( V x { i { ) ) . Si dimW^5, le résultat
est une conséquence immédiate de la proposition 1, en tenant compte de
la remarque ci-dessus quand ^("W^T^O.

Si dimV == 0 (dimW== 3 ou 4), c'est une conséquence immédiate du
théorème 3 de l'appendice.

Si dimW=4 et dimV=i. Remarquons d'abord que si f et f sont
deux i-simplexes de Plgtpi(V, W, jfo), tels que

f\ V x i o } =f. \ Y x ; o } =/o et /[ V x { i } =f | V x f i j.,

et s'il existence un i-simplexe F de Plgtpi(Vx I, Wx I,/*), tel que
F | V x Ï X { o } =f, et F | V x I X { i } = / " , on peut appliquer le résultat
déjà démontré à F, ce qui iriontre qu'il est équivalent de démontrer ce
résultat pour f ou pour /*'.

a. Si W==D\ D'après le théorème 1 de l'appendice, il existe un
i-simplexe h de Auti(D4 mod S3), tel que hf\ Vx { o } = hf\ Vx { i } == /*o,
hf est un o-simplexe de Plgtpi(VxI, D4 X I, fo X Idi) ; d'après le corollaire
du théorème 4 de l'appendice, il existe un i-simplexe du même espace,
dont les sommets sont hf et foX Idi. D'où le résultat d'après la remarque
ci-dessus. Il en résulte (cf. corollaire 3 ci-dessous), que toute application
injective d'une variété de dimension 3 dans une variété de dimension 6
est localement plate (i. e. : est un plongement).

b. W quelconque. On peut supposer que V est connexe; donc V est S1

ou D1 $ si V == S1, on peut fixer un point s de V grâce au cas déjà démontré
des dimensions 4 et o, ce qui permet de se ramener au cas où V = = D 1 ;
dans la suite on supposera donc que V=D 1 . Notons pi et pa les deux
projections du produit Wxl. Soit ho un i-simplexe de Autpi(W) tel
que p i . A o . y i d V x I soit une injection de Vxl dans W. (Il en existe!).
2.dim (VX I)^dimW donc, d'après le théorème 2 de l'appendice,
il existe dans tout voisinage (3° de pi./io./*, une application g localement
injective et l'on peut trouver un simplexe hi de Autpi (W mod dW) tel
que g= pi.Çhi.ho.f). On peut trouver un simplexe Aa de Autpi(Wmod^W)
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tel que g= pi .{h^,h[ .ho.f) soit injective [on fait sortir les points doubles
par le bord relatif de g(Vx I) dans WJ. Soit alors U un voisinage régulier
de g ' (VxI) dans W (U ^ D ' ) ; h, .h, .h,.f(\X I) est contenu dans U x l ;
il suffit d'appliquer à cette situation le cas a.

COROLLAIRE 2. — Soit f un plongement de D7' dans D^, si n — p ̂ 3,
la figure formée par D" et /'(D7') est isomorphe à la figure formée par D71

et son intersection par un p-plan.
C'est une conséquence du corollaire 1, car f définit une pseudo-isotopie

entre les voisinages dérivés dans (S7^, /\S^~1)), de deux points opposés
de AS^1)-

COROLLAIRE 3. — Soit f une application injective (resp. localement injective)
(Tune variété V de dimension p dans une variété W de dimension n;
si n — p^3, et si f~1 (dW) = dV, f est un plongement (resp. une immersion].

Il suffit de montrer que f est localement plate, ce qui est une consé-
quence du corollaire 2 ci-dessus.

Remarque. — Compte tenu de ce résultat, le (a) du théorème 2 de l'appen-
dice s'écrit : si ip-\-ï^n^ et n—p^3, et si f~1 (dW) == cTV, il existe
dans tout voisinage (3° de f un plongement de V dans W.

COROLLAIRE 4. — Soit f un plongement de ï)p dans D", tel que
/•(D^nD^ D^-71 (p4-g—^^o), et que f(D^ et D^ soient en bonne
position (D^ et D^"^"71 étant des sections linéaires de D^). -Si n—p^3,
(D", D^, /'(D^)) est isomorphe à la figure naturelle formée par D'1 et ses
sections par un p-plan et un q-plan transverses.

Démonstration. — Un voisinage dérivé de D'7 dans (D", D7, /"(D^)) est
isomorphe à cette figure naturelle. L'adhérence de son complémentaire est
de la forme (S"-9-' X D^X'I, /'(S"-^-1 X D^-^X I)), c'est un i-simplexe
de PIgtp^S^-^xD^-^ S71-^1 X D^, yo) ; on lui applique le corollaire 1.

Je vais maintenant énoncer un résultat, bien connu dans le cadre difïé-
rentiable, qui est une conséquence de la démonstration de la proposition 1.

COROLLAIRE 5. — Soit V une variété de dimension n (n^6), f une
injection Sune variété U de dimension n—i dans d\. Si ^-j'(f) est nul
pour ] ^=_ i (i -^=_ n — 2), et si î^ (rfV — U) -> ̂ i (V) est un isomorphisme,
il existe une présentation par anses, V==Ux I+ /& i+ - - -+^N [Ux {o } étant
identifié à ^(U)], ne comportant que des anses £indice au moins i - } - ï .

2. FIBRATIONS DES ESPACES DE PSEUDO-ISOTOPIE. — Je vais énoncer et
démontrer, pour les espaces de pseudo-isotopie, les analogues des prin-
cipaux théorèmes de fibration de la thèse de J. Cerf [2J. Je me placerai
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dans le cadre semi-linéaire pour respecter l'unité de ce papier, mais les
résultats que je vais énoncer sont aussi valables dans le cadre difîérentiable.

Dans ce qui suit, W désigne une variété semi-linéaire compacte, et V
un sous-polyèdre de W; fo est l'injection naturelle de V dans W. E est
un voisinage dérivé de V dans W, dE est la frontière (topologique) de E
dans W, et go est l'injection naturelle de E dans W. M est un sous-polyèdre
de V.

PROPOSITION 2. — Si dimW^3+dimV, la base de la fibra-
tion principale quasi-simpliciale définie par Autpi(WmodrfWuV) sur
Autpi(Wmod rfW) est une réunion de composantes connexes de Plgtpi(V,W, /*o).

Démonstration. — II suffit de montrer que l'application naturelle

Autpi (W mod ctW) -> Pigtpi (V, W, ./o)

vérifie la condition de Kan.
Soit donc o' un simplexe de dimension p de Plgtpi(V, W, /*o), et soient

Soy ...,5^-1 des relèvements de ses p premières faces. Comme
Autpi(WmoddW) vérifie la condition de Kan [cf. chap. I, § 3), on
peut supposer que les applications So, . . . , 5 j o _ i de A^_iXW dans lui-
même sont égales à ïd\_,Xfo. Soit a un isomorphisme de A^ sur IxA^_i,
qui transforme la dernière face de A^y en { i } x A ^ _ i . L'application
(ax Id^.a'.^'^X Idy) est un i-simplexe s de Plgtpi(A^_i X V, A^__i XW,
IdA_iX/*o) . Il suffit de montrer que s se relève en un i-simplexe S de
Autpi(A^-iXWmodd(A^_iXW)); car (a~1 X Idw) .S.(ax Idw) sera alors
le relèvement cherché. Il suffit donc de démontrer le lemme suivant :

LE M ME. — Z/application naturelle

Autpi (W mod dW) -> Pigtpi (V, W, /o)

vérifie la condition de Kan pour les i-simplexes.

Démonstration. — Si V est une sous-variété de W, c'est le corollaire 1
de la proposition 1. Si V n'est pas une sous-variété de W, notons V^ l'adhé-
rence des alvéoles intrinsèques de (W, V).de dimension i, qui sont contenues
dans VH IntW. Pour tout i, notons Ui un voisinage régulier de Vi [= foiVi)]
dans W. Soit s un i-simplexe de Plgtpi(V, W, fo) tel que s \ Vx { o } = /*o;
on va construire, pour tout i, par récurrence sur i, des i-simplexes S^
et Ti de Autpi(WmodrfW) tels que Si.(/*oXldi) et s coïncident sur
((U.-iUV) UV, )XÏ , et que T^-. (/'o X Idi) et s coïncident sur (U,nV)xI .
L'existence de So est une conséquence immédiate du corollaire 1 de la
proposition 1.
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a. Supposons qu'on ait construit Si. On considère un pseudofibré normal
à (V.-V,_i)xI dans ((W - V,-i) X I, S^ s((V - V.-,) X I)) et on lui
applique le théorème d'homotopie, ce qui nous donne un isomorphisme
d'un voisinage de V i X l dans W x l sur un autre. Par un argument de
collier, on étend cet isomorphisme en un i-simplexe T^ de Autpi(WmodrfW)
tel que T;. . ( foX Idi) ((U,nV) X I) = S^ ^((U.nV) X I). On en déduit T,
grâce à la proposition 5 du chapitre 0.

fc. Supposons que Ti soit construit. On construit le i-simplexe Si+i en
appliquant le corollaire 1 de la proposition 1 à T ^ ^ K V ^ + I — V t + i H U ^ X l ,
qui est un i-simplexe de Plgtpi(Vï+i — V,+i H U, W — U;, fo).

COROLLAIRE 1. — Si V est une variété, et si Plgt^i(V, W, fo) est connexe,
Plgtpi(V, W, fo) est fibre de fibre Plgt^i(V, W, fo) et de groupe structural
Autpi(WmodrfWuM). La base de cette fibration est une réunion de compo-
santes connexes de Plgtpi(M, W, /*o M).

COROLLAIRE 2. — Soient W une variété (de dimension n), et f une injection
Sun polyèdre X dans W, si n—dimW^3, et si n—dim f~1 (dW) ̂  4?
les alvéoles intrinsèques de (W, /'(X)) contenues dans X, coïncident avec les
images par f des alvéoles intrinsèques de X.

Démonstration. — On fait une récurrence sur n, on suppose donc que le
résultat est vrai si dimW^yi (l'assertion est vide si dimW^2). Soit x
un point d'indice p de X, soit (A, /'(B), /'(D^)) le germe de (W, f{X), f{Xp))
en f{x). Ce germe est le cône sur son bord (rfA, f{dB), /'(S7'"1)). Il suffit de
trouver un couple de cônes (M, N) de sommet a, et un isomorphisme y
du cône (A, f(B), /•(D^)) sur (MxD^, NxD^, {a}xDP).

Enlevons dans (cîA, f(dB), fÇS^1)) des voisinages dérivés disjoints de
deux points de /'(S^~1); ce qui reste peut être considéré comme l'image
d'une injection ïj de Y X 1 dans S""2 X 1 [telle que Tj"1 (S""2 X { o } ) == Y X { o { ,
et ïp1 (S""2 X { i } ) = Y X { i } ], où Y est un polyèdre de dimension au
plus n—5. L'hypothèse de récurrence entraîne que ïj est un i-simplexe
de Plgtpi(Y, S""2, ïj Y x { o } ) . On lui applique la proposition^; et l'on
recolle les voisinages dérivés qu'on a enlevés; ce qui permet d'écrire
un isomorphisme de (A, f(B), A^^)) sur le produit par 1 du germe
(A1, BS f(^-1)) d'un point (quelconque) de/'(S^-1) dans (rfA, f{dB), /'(S/"-1)).
On répète la même construction sur (rfA1, rfB1, /^S^"2)), et ainsi de suite,
p fois, ce qui donne (M, N, <p).

Une conséquence triviale du corollaire 2 est le :

COROLLAIRE 3. — Si dimW — dimV^3, et si dimrfW — dimc?WnV^3,
les espaces Injpi(V, W) et Plgtpi(V, W) coïncident.
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PROPOSITION 3 (Théorème (Tisotopie locale). — La base de la fibration
principale quasi-simpliciale définie par Autpi(WmoddWU E) sur Autpi
(WmoddWuV) est une réunion de composantes connexes de Plgt^i(E, W, go).

Démonstration. — II suffit de montrer que l'application naturelle
Autp i (Wmod^WuV) ->Plgt^(E, W, g^

vérifie la condition de Kan.
Pour cela on remarque, comme pour la proposition 2, qu'il suffit de le

faire pour les i-simplexes; pour les i-simplexes on applique le théorème
des voisinages dérivés et un argument de collier.

3. FIBRATIONS DES ESPACES D'ISOTOPIE. — Les résultats énoncés ici ont
été démontrés par Hudson {cf. [7]), du moins quand V est une sous-variété
de W. J'en donne cependant une démonstration complète, car l'utilisation
de ce qui précède permet de simplifier la démonstration de Hudson. Les
notations sont les mêmes qu'au paragraphe précédent.

Préliminaires. — Soit F^ la face de dimension r de A^ qui contient
les r + i premiers sommets. On appellera hypervoisinage de F^ dans A^,
tout sous-polyèdre U de Ay, tel que F^ € U, et que, quel que soit r (o ̂  r < q),
UnF7^ soit un voisinage dans F ' ^ 1 de l'intérieur de Un (F 7 ;—Fo~ 1 )
(dans Fo). En particulier, quel que soit r(^ç), UnF'J est un hyper-
voisinage de F°Q dans F'o. Toute intersection finie d'hypervoisinages de F^
est un hypervoisinage de F^. Tout sous-polyèdre qui contient un hyper-
voisinage est un hypervoisinage.

Si T est une triangulation de A^, il existe un simplexe de T et un seul
qui est un hypervoisinage de F^ dans A^ (il est défini par le fait qu'il est
le seul à avoir, pour tout r, r 4- i sommets dans Fo). Tout hypervoisinage
contient un hypervoisinage de ce type. L'intérêt de la notion d'hyper-
voisinage réside dans le fait qu'on peut démontrer le :

LEMME 1. — Soit P une assertion portant sur les sous-polyèdres de A^;
supposons que :

i° P(X) vrai, et YcX entraîne P(Y) vrai.

2° 5i 2 est une triangulation de X, telle que X collapse simplicialement,
et si, pour tout simplexe cr de 'S., P(°') est ^rai, alors P(X) est vrai.

3° Quelle que soit l'injection linéaire A^->A^ il existe un hypervoisinage U
de F°Q dans A^, tel que P(a(U)) soit vrai.

Alors P(A,y) est vrai.

Démonstration. — On fait une récurrence sur q', pour q == ï c'est le théo-
rème de Borel-Lebesgue. Supposons que le lemme soit vrai pour q — ï ,
et considérons le cas de la dimension q.

Ann. Éc. Norm., (4), I. — FASC. 3. 48
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A. Quelle que soit l'injection linéaire A^-^A^ il existe un voisinage V
de F^ dans Ay, tel que P(a(V)) soit vrai. En effet : soit A^_i la face de A,/
opposée à F^; soient Y un sous-polyèdre de A^_i et C(Y) le cône de base Y
et de sommet F^(C(A^_i) = A^). Considérons l'assertion :

Q(Y) : I I existe un voisinage X de F^ dans C(Y), tel que P(X) soit vrai.
La propriété Q vérifie les conditions 1, 2 et 3, donc, d'après l'hypothèse

de récurrence, Q(A^_.i) est vrai.

B. Il résulte de A que tout point x de A,, possède un voisinage U tel
que P(X) soit vrai (on peut recouvrir l'angle solide autour de chaque
point par les images d'un nombre fini d'injection a). On achève alors la
démonstration grâce à la compacité de A^, et grâce au fait que toute
triangulation de Ay admet une subdivision qui collapse simplicialement.

Soit maintenant X un sous-polyèdre de A^; on dira que l'application
/ * : X x V - ^ X x W est A^-régulière, si p^.f=p^ (où pi est la première
projection du produit).

LEMME 2. — Soient V et W deux polyèdres, on supposera que V est compact.
Soit g une application de A^ X V dans A^ X W, telle que, quelle que soit la face F
de A,,, F x V = g'^FxW). Pour toute triangulation 2 de A ^ x V il existe
une application g ' de A ^ x V dans A^xW, telle que, VCT^S, g^cr) === g(cr),
et qui est ^-régulière au-dessus Sun hypervoisinage X de F^ dans A^.
Si g Œ est ^-régulière, ^ < 7 = g [ c 7 . Si g est injectée (resp. surjective),
g7 est injectée (resp. surjective).

Démonstration. — Soient T et S des triangulations de A ^ x V et A^xW
telles que g soit simpliciale de T dans S, et que T soit une subdivision de 2.
On peut supposer qu'il existe des triangulations To et So et V et W, telles
que T et S soient des subdivisions de A y X T o et A^xSo. Ainsi les projec-
tions pi : A ^ x V - ^ A y et pi : A^xW--> A^, sont linéaires sur les simplexes
de T et S. Soient ti, . . ., ty les simplexes de T dont l'image par pi est un
hypervoisinage de F^ dans A^ (ils sont en nombre fini car V est compact).
Posons pour tout i : Si= g(^); pi(^) est un hypervoisinage de F^ dans A^,
à cause des conditions d'incidence sur les faces qu'on a imposées à g.

U == (^ pi ((,) H (^\ pi {si) est un hypervoisinage de F^ dans Aç. Soit To
/^N ;^N

un hypervoisinage de F^ dans A^, qui est un simplexe d'une triangulation
linéaire ^ de Ay, et qui est contenu dans U. Soit T l'hypervoisinage de F^
dans A^ défini par la subdivision barycentrique de ^. Soient Xo, ..., xj, ..., Xq
les sommets de T (ordonnés de façon que rc/çEF^). Quels que soient i et j,
p~^ {xj) C\ ti contient des points intérieurs au simplexe ti H F^ X V, on en
choisit un qu'on note Xij. De même on choisit un point yij dans l'inter-
section de p71 (xj) et de l'intérieur du simplexe <^nF^xW. Soient 'F
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et S' les subdivisions de T et S, obtenues en ajoutant les sommets Xij (à T)
et yij (à S) par subdivision étoilée (et en opérant par ordre décroissant
des dimensions des simplexes ^ n F ^ x V et 5 ,nF^XW). Il existe une
unique application simpliciale g1 de T7 dans S/ telle que g^xi/) = yij [\f(i,j)]
et qui vérifie la condition g ' ' ( t ) = g { t ) pour tout simplexe t de T. Il est
évident que g/ est -^-régulière au-dessus de T. Si g | t ; n F ^ x V est A^-régu-
lière, on choisit yij= g(^/)? ce qui entraîne que, pour tout t tel que g\t
soit Aç-régulière, g ' \t= g t.

PROPOSITION 2 bis. — Si dimW^3 + dimV, la base de la fibration
principale définie par Auti(WmodrfWnV) sur Auti (W mod rfW) est une
réunion de composantes connexes de Plgti(V, W, fo).

Démonstration. — II suffit de montrer que l'application naturelle

Auti (W mod <^W) -^Plgti(V, W, /o)

vérifie la condition de Kan.
Soit donc cr un simplexe de Plgti(V, W,/'o), considérons l'assertion,

portant sur les sous-polyèdres X de ^p :
P(X) : II existe un automorphisme ïjx de XxW, qui est l'identité

sur XxrfW, qui est ^p-régulier, et tel que a [ XxV == ï)x(IdxX 9) {où y
est une injection de V dans W).

Il suffit de montrer que P(A^) est vrai. Il suffit donc de vérifier les
hypothèses 1, 2 et 3 du lemme 1. Pour 1 et 2 c'est trivial. Montrons la
condition 3. Soit a une injection linéaire de ^p dans lui-même. Considérons
l'application (a-1 x Idw) .^ (aX Idy) de A^xV dans A^xW. Elle est injec-
tive, donc d'après le corollaire 3 de la proposition 2, c'est un p-simplexe
de Plgtpi(V, W, /'o). D'après la proposition 2, ce simplexe se relève en un
p-simplexe de Autpi(WmodrfW), on applique à ce relèvement le lemme 2
ci-dessus, ce qui donne la condition 3 du lemme 1.

COROLLAIRE. — Si PIgtî^V, W,/*o) est connexe, et si V est une variété,
Plgti(V, W,/*o) est fibre de fibre PIgt^V, W, fo) et de groupe structural
Auti(Wmod rfWuM). La base de cette fibration est une réunion de compo-
santes connexes de Plgti(M, W, fo \ M).

PROPOSITION 3 bis (Théorème d'isotopie locale). — La base de la fibration
principale définie par Auti (W mod dW U E) sur Auti (W mod dW U V) est
une réunion de composantes connexes de Plgt7(E, W, go).

Démonstration. — Elle est analogue à celle de la proposition 2 bis.

Remarque. — On rapprochera les propositions 2 et 2 bis (ainsi que 3
et 3 bis), et l'on remarquera que les o-simplexes de Plgti(V, W, fo) qui sont
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dans l'image de Auti(Wmod^W) sont les o-simplexes de Plgtpi(V, W, fo)
qui sont dans l'image de Autpi(WmoddW). Il en résulte que les suites
exactes d'homotopie relatives de ces fibrations se terminent par

^(Au^Wmod^V^^Tr^PIgtCV, W,/o))-^o -

et par
T:1;61 (Aut (W mod d\\ u V) ) -> Tr;61 (Pigt^' (E, W, ^o) ) -> o.

4. APPENDICE. — Je vais démontrer quelques théorèmes de plongement
utiles à la démonstration de la proposition 1. Ces résultats sont classiques
dans le cas différentiable; je vais donner des démonstrations qui se
rapprochent le plus possible de celles du cadre différentiable. Des résultats
plus fins ont été démontrés dans [8] et [9]; je n'ai démontré ici que ce qui
est utile au contexte. En ce qui concerne le théorème 4, je signale qu'on
pourra en trouver une élégante démonstration dans [18].

LEMME 1. — Soit X un complexe simplicial fini de sommets (xi) (i = i, ..., N)
et soit Y le sous-complexe simplicial engendré par les Xi d[indice au moins 2.
Soit g une application de Y dans R", linéaire sur chaque simplexe. Pour tout
point z de R", on définit une application g^ de X dans R", linéaire sur chaque
simplexe en posant gz(xi) = z et g^ Y == g. Posons dimX==p.

i° Si g est injective, Vensemble des z tels que gz soit injective est un ouvert
de R", il est partout dense si 2p+i^M, il est connexe au voisinage de
chacun des points de R^ si 2p 4- 2 ^- n.

2° Si g est localement injectée, l'ensemble des z tels que gz soit localement
injectée est un ouvert partout dense si 2p^n, il est connexe au voisinage
de tout point de R" si 2p -\- \^_n.

Démonstration. — Pour l'assertion 1. On vérifie facilement que l'ensemble
des z tels que gz soit injective, contient le complémentaire (dans R7')
d'un nombre fini de sous-variétés linéaires de dimension au plus 2p.

Pour l'assertion 2 : L'ensemble des z tels que gz soit localement injective
contient le complémentaire d'un nombre fini de sous-variétés linéaires de
dimension au plus 2 p — i .

LEMME 2. — Soit U l'ensemble ouvert des points z tels que g^ soit injective.
Soient y et y' deux points de U tels que le segment yy1 soit dans U; il existe
une isotopie hi d^automorphismes de R", telle que ho= Id, et que hi.gy= gy.
De plus on peut trouver une telle isotopie parmi les automorphismes de R71

qui sont l7 identité hors Sun voisinage (aussi petit quon veut} de U gs(stx(^i)).
.c en"

Si l'on est dans le cadre de l'assertion 2 du lemme 1, on a un résultat
analogue, mais ht opère non plus sur gy(X) mais sur gy(A), où A est
l'ensemble des simplexes de X qui rencontrent stx(^).
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Démonstration. — II existe une triangulation -S de K1 dont y est un
sommet, telle que st^(î/) ng^X) == g^(stx(^i)). [Il en existe une telle
que g^txC^i)) ^t contenu dans sts(y); il suffit de la subdiviser correc-
tement.] Alors pour tout point 2/1 voisin de y , il existe une triangulation Si
de Ty1 qui coïncide avec 2 hors de sts(î/), et telle qu'il existe un isomorphisme
et un seul de Si sur 2 qui est l'identité hors de sts(î/) et qui envoie yi en y.
Cet isomorphisme définit un automorphisme de R^, qui est l'identité hors
de sts(î/), et est évidemment isotope à l'identité; ce qui prouve le lemme
si y ' est assez voisin de y. Dans le cas général, on découpe le segment y y '
en morceaux par un argument de compacité.

THÉORÈME 1. — Soient f et g deux applications injectées d'une variété V
de dimension p dans D71, tels que f\dN = g dV. Si 2p+2^M, il existe
une isotopie parmi les automorphismes de D" qui sont Videntité sur S"1"1,
qui transforme f en g. Si ^p-\-î^=n, il existe une homotopie régulière
{i. e. : un chemin parmi les applications localement injectées) qui relie f à g;
et cette déformation de f à g peut, localement, être réalisée par une isotopie
d^ automorphismes de D" qui sont l ) identité sur S71"1.

Démonstration. — Soit X une triangulation de V qui rend f et g linéaires.
Soient (xi) les sommets de X. D'après le lemme 1 on peut passer de f à g
par une famille continue d'applications linéaires injectives (resp. loca-
lement injectives) de X dans D"; dans cette déformation on peut s'arranger
pour ne déplacer que l'un des Xi à la fois. On applique alors le lemme 2.

COROLLAIRE. — Soit f une application injective (resp. localement injective)
d'une variété V de dimension p dans une variété W de dimension n.
Si i p +1^=^? et sl f- l(^W)=rfV, f est un plongement (resp. une
immersion}.

Il suffit de montrer que f est localement plate. On regarde cela dans le
bord des étoiles des points de /'(V). Il s'agit de savoir si un plongement
de S^"1 dans S""1 peut être transformé en le plongement naturel par un
automorphisme de S71""1, la réponse est oui, à cause du théorème 1
[ 2 ( p — i ) + 2 ^ n — i ] .

THÉORÈME 2. — Soit f une application d'une variété V de dimension p
dans une variété W de dimension n, telle que f~1 (cTW) == d\. Il existe dans
tout voisinage (3° de f :

a. un plongement si ip -\- i^n;
b. une application localement injective si ^p^n.

Il suffit d'appliquer le lemme 1 dans chaque carte locale de W; on applique
le corollaire ci-dessus pour compléter l'assertion a.
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THÉORÈME 3. — Soient f et g deux plongements d^une variété V de dimen-
sion i, dans une variété W de dimension n (n^4)? ^5 que f\dN = g rfV.
5i f et g sont homotopes (mod cîV) i? existe une isotopie parmi les auto-
morphismes de W qui sont F identité sur rfW, qui transforme f en g.

Démonstration. — On peut supposer V connexe. V est alors isomorphe
à 1 ou à S1. On ramène le cas V = S1 au cas V == 1 en fixant un point.
Par application du lemme 1 on construit une famille continue d'injections
de V dans W qui joint f à g. Un voisinage régulier de l'image d'une telle
injection est une boule, dans cette boule on applique le théorème 1.

LEMME 3. — Quel que soit M^I, la suspension

7:0 ( Autpi ( D^ mod o ) ) -> TTo ( Autpi ( D^4-1 mod o ) )

est un isomorphisme; ces groupes sont isomorphes à Z^.
Quel que soit n^3, la suspension

7:1 (Autpi (D^ mod o) ) -> 7:1 (Autpi (D^1 mod o) )

est surjective.

Démonstration. — La première assertion est triviale, démontrons la
seconde. Un élément de r.i (Autp^D^mod 0)5 est une classe d'automor-
phismes p. de IxD" qui sont l'identité sur I x { o } et sur { o , i } x D ^
Son image par la suspension est obtenue en multipliant par Idi (en iden-
tifiant D^ à D^xl) . Soit v un représentant d'un élément de
^(Autp^D^ modo)), et soit x le point de D^1 qui est identifié au
point (o, o) de D^X I. v [ ï x { x } est un plongement de 1 dans IxS"; d'après
le théorème 1, on peut modifier v, sans changer sa classe, .de façon
que v 1 X { x } soit l'identité. Grâce au théorème d'isomorphisme des
voisinages dérivés on construit un [^ tel que le produit de v et du suspendu
de [̂  soit l'identité sur 1 X S^. Pour conclure il suffit de remarquer que
Autpi(D^mod S^"4) a le type d'homotopie du point.

THÉORÈME 4 (Construction de Whitney). — Soit V une variété, de dimen-
sion m. Posons m = p 4- q' Soient 9 : D^ -> V et ^ : D'7 -> V deux injections
dont Vimage est dans l9 intérieur de V. Supposons que <? et ^ soient loca-
lement plates en tous les points de ^{intérieur D7') et de ^[intérieur D^)
respectivement, et que Im(y) et Im(^) se coupent transversalement en exac-
tement deux points A et B {située dans Vimage des intérieurs). On suppose que :

a. p^2, q ̂ 3.

b. Par rapport a^ une orientation — arbitraire — Sun voisinage de
^(D7') U^(D'7) dans V\ les points d9 intersection sont de signes opposés.
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c. Il existe un chemin c qui relie ces deux points dans ç^D^) et un chemin cf

qui les relie dans ^(D7), qui sont homotopes parmi les chemins qui les relient
dans V.

Alors il existe une isotopie d^automorphismes de V, dont le support est une
boule de dimension m contenue dans V, laissant ©(S^) et ^(S^"1) fixes,
telle que la transformée de y par cette isotopie et ^ aient des images disjointes.

Il suffit de copier la démonstration classique dans le cadre difïéren-
tiable (cf. [19]) en se servant des théorèmes 1, 2, 3 et 4 ci-dessus.

COROLLAIRE. — Soient f et g deux plongements d'une variété V de dimen-
sion p dans D", tels que f\dN == g dN. Si ^p-\-ï^n, ces deux plon-
gements sont pseudo-isotopes.

CHAPITRE V.

COMPLÉMENTS.

Dans ce chapitre, pour simplifier les notations, je noterai An le groupe
quasi-simplicial Autp^D^modo).

1. LES ESPACES CLASSIFIANTS BA^. — Soit U^(C^3) l'ensemble quasi-
simplicial dont les p-simplexes sont les plongements A^ X D71 -> A^o X D^
(plongements sans bord relatif et transversaux au bord) qui envoient
A, ,x{o} identiquement sur lui-même, et qui, pour toute face A^-^A,,,
induisent un plongement de A^ X D71 dans A^ x D^. [Avec les notations
du chapitre I, cet espace s'appellerait PIgtpî^D", D^).] Pour tout t, on a
une application naturelle de U^ dans U^1 $ on note Vn la limite inductive.

7^9

Pour tout t, An opère sur U^ {cf. chap. I, § 3, exemple C) définit un
fibre principal quasi-simplicial dont la base sera notée BA^. Cette opération
de A,, est compatible avec les suspensions U^-^U^1, ce qui permet de
définir un ensemble quasi-simplicial BA^ qui est à la fois la limite inductive
des BA^ et le quotient de Un par A.n. D'après le chapitre 1 (§ 3, exemple C)
BA^ (donc aussi BAn) est muni d'une structure semi-simpliciale naturelle.

LEMME .1. — Si i < t [et si t^3) : T^(U^) = o.
On va démontrer ce lemme par récurrence sur n. Il est trivial pour n = o;

supposons-le démontré pour {n—i). Un élément de ^i(U^) est un plon-
gement :

cp :: A, x D^-^ A, x D71-̂

tel que y (^, y) == {x, y) si xçd^ et que ©(^, o) = {x, o) pour tout x.
(On identifie une fois pour toutes D" à une section de D^ par un espace
linéaire de dimension n.)
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Soit s un point de dDn(=Sn~l), y induit un plongement ï] de A,
dans A.xS^-1, défini par r^(x) == ^(x, s). La projection de l'image de T]
sur S "̂1 est un sous-polyèdre de dimension au plus ï; comme
i<t^t-{-n—i (n^i), il existe une boule B dans S^71-1, telle que
l'image de T^ soit contenue dans l'intérieur de A,xB. Mais A,xB est une
boule de dimension i + n + t — ï , et comme ï + n + ^ — ï ̂  ^ + 3, ce
plongement est isotope au plongement naturel; d'après la proposition 2 bis
du chapitre IV, on peut réaliser cette isotopie en faisant opérer une
isotopie d'automorphismes de A,xB, qui sont l'identité sur le bord.
On modifie y par cette isotopie, ce qui ne change pas sa classe dans TC,(U^),
et l'on est ramené au cas où 9 (x, s) = {x, s) pour tout x de A,.

Soient S^~1 et S^"1 les demi-sphères qui ont leur centre en s\ par
application du théorème d'isomorphisme des voisinages dérivés, on se
ramène au cas où y A,xS^~1 définit un plongement de A,xS^~1 dans
A,xS^~1, c'est-à-dire un élément de A,(U^_J (en identifiant les demi-
sphères aux boules de même dimension); cet élément est nul d'après
l'hypothèse de récurrence. En appliquant la proposition 2 du chapitre IV,
on modifie y (sans changer sa classe) de façon que ^{x, y} = (^, y) si (x, y)
appartient à A,xS^ et que y(A,x S^) cA,x S -̂1. Mais, puisque ^3,
ce plongement de A;xS^~1 dans A.xS^"1 est isotope au plongement
naturel. Ceci permet de modifier y (sans changer sa classe) de façon
que y (a?, y) = (x, y) si y appartient à S71"1. Ce plongement est alors isotope
au plongement trivial puisque (^3. Ce qui prouve que y est équivalent
à zéro dans ^i(U^), donc que 'K, (U^)==O.

COROLLAIRE 1 :
TTî (U^) == o pour tout ï et pour tout n.

C^est, en effet, la limite inducti^e des TC^(U^).

COROLLAIRE 2 :

TT^BA^) ==7T,_i(A^) pour i<t (^3),

7T,(BÀ^) ==7T;__i(A^).

Ceci résulte des suites exactes d^homotopie des fibres qui définissent ces espaces.

LEMME 2. — Soit (B, i, E, 2, Eo) un pseudofibré de fibre (D^modo),
si B est de dimension p et si t^p (et <^3), il existe une injection f de E
dans BxD^, telle que f(i{x)) == (x, o) pour tout point x de B, et que,
Vo'e2,/' induise une injection de Eo dans ŒXD^^.

De plus si l'on s'est donné un sous-complexe B' de S, et une injection /»,,
définie sur \^J E^, et vérifiant les propriétés ci-dessus, on peut construire f

(7CB'

de façon qu'elle prolonge /a,.
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Démonstration. — II suffit de montrer la dernière assertion dans le cas
où un seul simplexe, cr, de 2 n'est pas contenu dans B' (donc cfocB').
Donnons-nous un isomorphisme y de o"X D71 sur E^. Il s'agit de trouver une
injection de E^ [= y(o"X D")] dans o-xD^ qui prolonge une application
donnée de la partie de E^ qui est au-dessus de rfo" [= y(ctex D")]. Ceci
est possible car d'après le lemme 1, et à cause des hypothèses de dimension
qu'on a faites, ^dim(r-i(U^) = o).

PROPOSITION 1. — Pour tout tube a = (B, i, E) Sâme une variété, il existe
un tube P=(B,i',E') tel que la somme de Whitney a(j)P soit triviale.
On peut ajouter que si dimB = p, on peut trouver un ^ dont les fibres sont
de dimension p.

Pour s'en persuader, on applique le corrollaire 3 de la proposition 2 du
chapitre II à /'(E) C B X D"^, où f est l'application dont le lemme 2 ci-dessus
affirme l'existence.

COROLLAIRE. — Pour tout pseudo fibre a de fibre (D^modo) dont la base
est de dimension finie, il existe un pseudofibré ? de même base et de
fibre (DNmodo) (N suffisamment grand), tel que la somme de Whitney a^ j3
soit un pseudofibré trivial.

Si la base est une variété triangulée, c'est une conséquence triviale de la
proposition. Si la base n'est pas une variété, on la plonge dans R^ (N suffi-
samment grand), et l'on prolonge le pseudofibré donné à un voisinage dérivé
de l'image de ce plongement. Ce voisinage dérivé estune variété, oniui applique
ce qui précède, il suffit alors de restreindre le pseudofibré trouvé à la base
initiale.

LEMME 3. — Si t'^3, et si dimB<<^, il existe une bijection naturelle
entre les classes d7 isomorphisme des pseudo fibres de fibre (D^modo) et de
base (B, 2) (ou 2 est une triangulation donnée de B) et l'ensemble des classes
d^homotopie £applications semi-simpliciales de ï ensemble semi-simplicial 2
attaché à 2, dans BA^.

Démonstration. — Soit (B, i, E, 2, Eo) un pseudofibré, et soit f une
injection de E dans BxD^ comme au lemme 2. Donnons-nous pour tout
simplexe o" de 2, un isomorphisme 9^ de ŒX D71 sur îLy qui vérifie les condi-
tions 3 a et 3(3 de la définition 1 du paragraphe 3 du chapitre II. A tout
simplexe <7 de 2, on peut associer le simplexe de U^ défini par /'.Ça. Ceci
ne définit pas une application quasi-simpliciale de S dans U^ car si CT'
est une face de o", /*. <p^ n'est pas égal, en général, à f. cp^ | o'' X D^ (puisque y<r
n'est pas égal, en général, à Ço (7'X D"). Mais y^1 .ç^ est un simplexe de An,
donc on a défini une application quasi-simpliciale de 2 dans le quotient
de U^ par l'action de An, c'est-à-dire dans BA^; ce qui (c/*. chap. I, § 2,
dernière remarque) définit une application semi-simpliciale de 2 dans BA^.

Ann. Éc. Norm., (4), I. — FASC. 3. 49
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Si l'on change l'injection f en une autre, f\ on obtient une autre appli-
cation; on va montrer qu'il existe une application quasi-simpliciale du
complexe simplicial £x I dans BA^ dont les restrictions à 2 x { o } et 2 x { i j
soient les applications déduites de f et /v; ceci démontrera que la classe
d'homotopie de l'application semi-simpliciale 2 dans BA^ déduite de
l'application quasi-simpliciale de 2 dans BA^ construite ci-dessus ne dépend
pas de f. Pour construire cette application de 2x1 dans BA^, on considère
le produit par 1 du pseudofibré (B, i, E, 2, E^), c'est un pseudofibré relatif
à la triangulation 2 X 1 de B X I. On lui applique la partie relative du lemme 2
ci-dessus, ce qui nous donne une application F de EX 1 dans BxD^XÏ ,
telle que F E x { o } = / ; F E x { i } = f . Il suffit alors d'appliquer à F
la construction appliquée à f et f.

On vérifie aisément qu'on obtient la correspondance inverse en asso-
ciant à toute application 9 : 2 -> BA^, le pseudofibré associé, par réali-
sation géométrique, .au fibre principal de base 2 et de groupe An qui est
l'image inverse par l'application 2—^2->BA^, du fibre U^ de base BA^.

PROPOSITION 2. — Quel que soit l'entier n, et quelle que soit la variété B,
si t^3 et si f> dimB, on a une bijection naturelle de l'ensemble des classes
d'isomorphisme des tubes d'âme B et de fibre D71, sur l'ensemble des classes
d'homotopie d'applications continues de B dans la réalisation géométrique
de l'ensemble semi-simplicial BA^.

C'est une conséquence facile du lemme 3, des théorèmes d'unicité des
données pseudofîbrées qu'on peut mettre sur un tube donné {cf. chap. II,
§ 2 et 5), et du théorème d'approximation simpliciale.

COROLLAIRE. — Quel que soit n, et quelle que soit la variété B, il existe
une bijection naturelle de l'ensemble des classes d'isomorphismes des n-tubes
d'âme B, sur l'ensemble des classes d'homotopie d'applications continues de B
dans la réalisation géométrique de BA^.

Il suffit de passer à la limite inductwe.

2. LES GROUPES r\.i{Kn). — Soit ^n l'ensemble semi-simplicial des appli-
cations de degré 4= 1 de S""1 sur elle-même. On définit une application
quasi-simpliciale de An dans <^, par restriction au bord de D". Cette
application commute avec les suspensions ^-^c^i et A^-^A^+i.
Le résultat principal de ce paragraphe s'énonce :

PROPOSITION 3. — ^(^î An) --> ^(^4-1, A^+-i) est un isomorphisme
pour M ̂ 3. Ces groupes sont égaux à Z si i est divisible par [\ et différent
de zéro [pour i = o, ce groupe est o), à Z^ si i -\- 2 est divisible par 4, ils sont
nuls pour i impair,
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Démonstration. — Elle se fera en deux temps : on définira d'abord des
groupes de cobordisme $? et l'on montrera que ^ est naturellement
isomorphe à ^(^n, An) (pour tout i et tout n !). On montrera ensuite que
les groupes ̂  sont stables par suspension. Cette démonstration est l'ana-
logue semi-linéaire de celle de Levine qui permet de calculer les groupes
de nœuds des sphères difîérentiables {cf. [Il], et surtout [5]).

Les groupes ̂ . — Un élément de ̂  est représenté par une sous-variété V
(avec bord relatif) de dimension i de S^71"1, muni d'un champ normal
semi-linéaire [c'est-à-dire qu'on s'est donné une injection ç de VxD'1"1

dans S^""1 telle que ç(^, o) == x, pour tout x de V]. On supposera que ©
est trivial au-dessus de S!^1, ce qui signifie que, au voisinage de S^1,
V coïncide avec S!̂ ., et que, au-dessus de ce voisinage, ç coïncide avec le
champ normal à S^ naturel (qu'on notera Ço).

Deux telles données (Vi, Ci) et (Va, ^2) seront considérées comme équi-
valentes s'il existe une sous-variété W (à bord relatif) de S^"1 x I, dont
le bord soit la réunion de Vi X { o }, de ¥2 X { i } et de S'"1 X I, et un champ
normal à W dans S'̂ "1 X I, soit ^, qui, en restriction, à Vi X { o } et ¥2 X { i }
redonne ©i et ©2 respectivement, et qui est trivial au voisinage de S!,"1 X I.
^ est l'ensemble des classes d'équivalence.
^ est muni d'une structure de groupe naturelle dont l'élément neutre

est la classe de (S^, <po) {cf. [5]).
On définit un homomorphisme de ^ dans ^+1, appelé suspension,

en plongeant S^"1 dans S'" ,̂ et en munissant ce plongement de son
champ normal naturel.

LEMME 1. — II existe un isomorphisme

a : ^-^7r,(^,A,0

compatible a^ec les suspensions.

Soit un collier Y] de dN dans V (ïj : dV X I -> V, et T] {x, o) = x, V x) ;
on en déduit une application injective :

9' : I x S1-1 x D71-1 -^ S^4-71-1,

en posant <p'(^ x, z) = ̂ {^{x, t), z). On peut, grâce au théorème du collier
(chap. II, corollaire 2 bis de la. proposition 2), prolonger ç' en une injection :

<^ : [ — i, + i ] x S1-1 x D^-1 -> S^1-1,

ce qui, modulo l'identification naturelle de [ — i , +1] X D""1 avec D",
définit un champ normal à S'"1 dans S7^"1; on peut s'arranger pour que,
au-dessus de S^1, <i> coïncide avec le champ naturel ^o. Le théorème des
voisinages réguliers permet alors de modifier $ au-dessus de SL"1 de façon
que Im$ = Im<î>o [sans changer la classe de (V, ç)]. S^1^ — Im<i>o s'iden-
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tifie naturellement à S'1"1 X D'. La construction de Thom appliquée à la
sous-variété V — I m r ^ de S^xD', munie de la restriction du champ y, ^
détermine une application continue f de D1 dans <^. Le couple (/*, <&)
détermine un élément de r^i^n, A^). Par une construction analogue' portant
sur les équivalences (W, ^), on montre que l'élément de î^(^, A.n) ainsi
obtenu ne dépend que de la classe de (V, y). Ce qui définit l'homo-
morphisme a.

Montrons que a est surjectif (l'injectivité se démontre par une cons-
truction analogue portant sur les équivalences). Soit (/*, $) un représentant
d'un élément de ^i{^n, A^). Soit s un point de S""4, R, le rayon de D71

relatif à s, ^-'(R.X S'-1) est une sous-variété de D^X S^ CS^-1) avec
champ normal canonique. Soit f une approximation de f telle que f1 et /*
coïncident sur S"~1 X S'""1 et que f soit transversale sur s (ce qui est possible
puisque p2.f\Sn~l XS1"1 est transversale sur s). f'^Çs) est une sous-
variété Y, avec champ normal, de D'xS^^CS^"1). Cette variété et
celle qui a été déduite de 3> se recollent, ainsi que les champs normaux.
On obtient un couple (V, ç) qui définit un élément de ^ dont l'image
par a est la classe de (/, ^>).

Ceci démontre le lemme. La compatibilité avec les suspensions est une
conséquence triviale des définitions.

Le calcul des ^. Les groupes P^. — Considérons les couples (V, y),
où V est une sous-variété difïérentiable (avec bord relatif) de S^71"1, dont
le bord est un lissage de S'""1 (naturellement plongée dans S'4'""1) et ©
un champ normal à V. Deux tels couples (Vi, Ci) et (Va, 92) seront consi-
dérés comme équivalents s'il existe une sous-variété (avec bord relatif) W
de S'4"71"1 X I, dont le bord est la réunion de Vi X { o j, de Va X { i }, et de X
(où X est une sous-variété de S'4'71"1 X 1 qui est un lissage de S1""1 X I,
naturellement plongé dans S^^ X l), et un champ normal à W dans S^""1,
qui par restriction donne ©i et 02. L'ensemble quotient sera noté P^;
on le munit facilement d'une structure de groupe. Si n ̂ 3, la condition<v
« dV est un lissage de S'"4 naturellement plongée dans S'4'""1 » est équi-
valente à la condition « rfV est semi-difîérentiablement équivalente à S'"1 ».

Les théorèmes de lissage et de triangulation classiques permettent
d'énoncer le lemme ;:

LEMME 2. — I I existe un isomorphisme, compatible avec les suspens-
sions : ^->P,\

Calcul des P^ {quand M^3). — Posons P[ = LimP^. Si n^5, toute
n

sphère d'homotopie est un lissage de la vraie sphère, donc P^. = Pi
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(i. e. : le groupe défini par Kervaire et Milnor; cf. [10] ou [5]). Si 1^6,
tout lissage de la vraie sphère semi-linéaire est la vraie sphère difïéren-
tiable, donc P, = Ai (mêmes références). Il en résulte que P; = Z
si 1=4/0(1^0), Z^ si 1=4^+2, o si i est impair. Tout revient donc
à démontrer que P^-^P^ est un isomorphisme pour n^3.

Suractivité. — II faut montrer que le générateur de V\ (quand il existe)
est plongeable dans S^2. Pour 1^6, c'est démontré dans le papier de
Lev.ine, et c'est dû au fait qu'on connaît une construction explicite de ce
générateur par attachement d'anses. Pour 1=2, il s'agit de plonger une
variété de dimension 2 dans S4; on sait, d'après Whitney, qu'on peut
trouver une immersion, on fait alors « sortir » les points doubles par le
bord. Pour i = 4, on sait qu'on peut représenter le générateur de P\
par une variété simplement connexe; d'après Haefliger (cf. [4], dernier
théorème énoncé) cette variété est plongeable dans S6. Nota : II n'y a pas
lieu de s'inquiéter de la façon dont le bord est plongé puisqu'on est en
codimension au moins 3.

Injectivité. — II suffit de montrer que si (V, y) définit un élément de P^
qui est zéro dans P^, les modifications sphériques qui transforment V
en une boule sont réalisables plongées dans S^71"1 ; ceci est démontré
dans le papier de Levine.

PROPOSITION 4. — a. ^application naturelle

SO( i ) -^Ai

est une équivalence d^homotopie.

b. ^application naturelle
SO (2)-^A.2

est une équivalence d^homotopie.

L'assertion a est triviale. Montrons b. Il suffit pour cela de montrer
que P,2^ T^2, S0(2)). Dans [5] on démontre que TI,(<^, S0(2)) = (^yr,
le groupe obtenu de façon analogue à ^2, mais en partant de variétés
différentiables. Or P,2 et (^difr sont isomorphes d'après un résultat de
C. T. C. Wall (cf. [23]) qui s'énonce :

Soit (S^2, S7') un nœud difîérentiable, il est non noué, si et seulement si
le nœud semi-linéaire obtenu en le triangulant est non noué.

3. MICROFIBRÉS. — Dans ce qui suit je suppose connue la théorie des
microfibrés semi-linéaires (cf. [12]).

Avec les notations introduites au chapitre I, et en appelant 0L71 les
germes à l'origine des plongements de D" dans R'1 qui conservent l'origine;
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le groupe semi-simplicial PLn s'écrit (îlî\ A tout plongement on peut
associer son germe à l'origine, ce qui donne des applications

Pigti0 (D^, R^, ïd^n) -> af=:PL^

Plgt?i(D^R^ Id^-.CIpi.

Ces applications sont évidemment des équivalences d'homotopie.
De plus, l'application

Autpi (D^ mod { o } ) - > Pigtpi (D^, R71, Ido.)

est une équivalence d'homotopie à cause du théorème d'isomorphisme des
voisinages dérivés.

On a donc une application naturelle (définie à homotopie près) de Pï^n
dans AutpiÇD^mod { o } ) == A^.

Existence des microfibrés normaux. — Soit A^ le sous-groupe quasi-
simplicial de An formé des simplexes A^yX D"1—^ A^x D^ qui respectent la
projection sur A^y dans un voisinage de A ^ x { o } . On a une application
naturelle de A^ dans PL^ (en prenant les germes à l'origine) et cette appli-
cation est une équivalence d'homotopie (à cause du théorème d'isomor-
phisme des voisinages dérivés). L'application PL^—^A^ qui en résulte
est évidemment la même (à homotopie près) que celle qui a été définie
ci-dessus.

Ceci permet de poser très simplement le problème de l'existence des
microfibrés normaux (non stables) : Soit V une sous-variété de la variété M,
il existe un pseudofibré a normal à V dans M (cf. proposition 2 du
chapitre II).

Existe-t-il un microfibré normal à V dans M, et, si oui, est-il unique ?
Ce problème est équivalent au suivant :

Existe-t-il une restriction du groupe structural An de a à PL^(^ AJ ?
Et, si oui, on peut se poser la question de savoir si une telle restriction
est unique [i. e. : de savoir si deux telles restrictions proviennent d'une
même restriction du groupe structural de ax I (de base Vx I)] ; ce problème
est équivalent au suivant : étant données deux projections 11 et ^ de
microfibrés normaux à V dans M, existe-t-il une projection ri qui définisse
un microfibré normal à Vx I dans MX I, telle que ses restrictions à MX { o }
et M x { i } soient TI et T/. On dira alors que ces deux projections sont
pseudo-isotopes.

Pour résoudre ces problèmes, il suffit de calculer les groupes d'homotopie
relatifs ^(A^, PLn). Dans [25], on démontre que T^(PL, PL^) = o si
i^n—i. Il résulte du paragraphe 2 ci-dessus que '74 (PL, An) = o
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(je rappelle que l'existence des microfibrés normaux stables entraîne que
la limite inductive des An est la même que celle des PL^, c'est PL)
pour i^n—r, donc ^(A,,, PLn) = o pour i^n—i. On peut donc
énoncer :

THÉORÈME 1. — Soit V une sous-variété de la variété M, supposons que V
ait le type d'homotopie d'un complexe de dimension k, et que

dimM — dimV==/ i ;

alors, si k^n — i, il existe un micro fibre normal à V dans M. Si k^n — 2,
deux tels microfibrés ont des projections pseudo-isotopes.

En particulier, si dimV^M—i, il existe un micro fibre normal à V
dans M; si dimV^M—2, deux,tels microfibrés ont des projections pseudo-
isotopes.

Cette dernière assertion est démontrée dans [25].

Quelques précisions. — Je vais maintenant raffiner ce résultat. Pour cela
je vais écrire les analogues semi-linéaires de la fibration classique de
base S" définie par S0{n) sur S O ( M + i ) - II y en a deux : une pour les
espaces indiciés PI, l'autre pour les espaces indiciés I. Dans ce qui suit
je me sers de façon essentielle du résultat bien connu que les espaces
Aut^D^modS^-1) et Autpi(D^mod S7^) ont le type d'homotopie du
point.

Il en résulte en particulier que les applications naturelles (quand j'oublie
les indices 1 ou PI, le résultat est vrai quel que soit cet indice) :

Aut (S") -> Aut (D'14-1 mod f o j )

sont des équivalences d'homotopie.
Soit s un point de S71, on a des fibrations d'espace Aut(S7"), de groupe

Aut (S71 mod { s } ) et de base P lg t ({5} , S71), pourvu que n ̂ 3 {cf. chap. IV,
§ 2 et 3). Mais Plgt( [ s } , S") est fibre de groupe Au^S^mod S^)
[^ Aut (D" mod S71"1) ^ point] et de base <SV\ On a donc, au type d'homo-
topie près, des fibrations de Kan :

PL. A,' i \.
Auti ( D"+1 mod { o j ) AB+I

Plgt i (M,S») P l g t p i ( { ^ , S » )
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Tout ceci (y compris la fibration sur les SO) jouit de propriétés de
fonctorialité telles qu'on a des morphismes de fibres de Kan :

SO (n) ———————> PL, ———————————> A,

-^ ^ , . -^
SO (n + i) ——> Auti (D^1 mod { o j ) —————> A.+-,

-^ ^ ^
S' -—————> Pig'ti ( i ̂  S") ———> Pigtpi ( i o ^S- -—————> Pigt, ( ̂  j , S-0 ———> Pigtpi ( i^ j., S-)

Plgti( { s { , S") est le complexe singulier semi-linéaire de S7', donc la
flèche entre les deux premières bases est une équivalence d'homotopie.
D'autre part, on a une application naturelle de Plgtpi( { s { , S7') dans S^
[.^ Plg t i ({5} , S")], qui fait de S" un rétracte de Plgtpi( [ s } , S71) ; donc la
suite exacte d'homotopie du couple (Plgtpi( { s } , S"), Plgti( { s } , S7')) se
scinde en des suites (qui sont d'ailleurs des sommes directes) :

o->7^,(S /Q->7r,(PlgtpI(S^,S / ^))^7^;•c l(Plgt(i^,S^)^o.

Dans [8], on trouve le résultat suivant :
Soit f une application d'une variété M (de dimension m) dans une

variété Q de dimension ç, telle que f\dM, soit un plongement de dM
dans rfQ. Alors si Ti/ (M) = o pour r^3m — iq + 2, et si IT, •(/') = o
pour r^im—y+i? f est homotope à un plongement.

On en déduit que ^(Pig^ [s\, S")) = o si i^in—ï (et n^3). D'où,
pour 1^272—3 (^^3) l'homomorphisme naturel

TT, (SO (71 + I)/SO (7l) ) -> TT, (A^,/A,,)

est un isomorphismè. D'où, pour i^in—3 (^^3) l'iiomomorphisme
naturel

T., (SO/SO (^) ) -> 71: i (PL/A,,)

est un isomorphismè.
Donc la composée des deux flèches

7:, (SO/SO (/i) ) -> TT, (PL/PL,) -> r., (PL/A,)

est un isomorphismè; c'est-à-dire que 'Î^(SO/SO(M)) [ou Ti,(PL/A^)] est
facteur direct dans T^(PL/PL^). Il me semble raisonnable de conjecturer
que ce facteur direct est r^(PL/PL^) tout entier.

Écrivons la suite exacte d'homotopie du triple (PL, A», PL^), elle donne
TT, (PL/PL,) 4 TT, (PL/A,) -> 7:,_i (A./PL.) -^ 7:,_i (PL/PL,) -> 7r,_i (PL/A,),

a est surjectif d'après ce qui précède, et les deux derniers groupes sont nuls
d'après [25]. Il en résulte que r^n-i (A^/PL,,) est nul, ce qui permet d'énoncer :

THÉORÈME 1 bis. — Soit V une sous-variété de la variété M, supposons
que V ait le type d^homotopie Sun complexe de dimension k, et que
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dimM — dimV= M^3; alors si k^n, il existe un microfibré normal
à V dans M. Si k^n—î, deux tels micro fibres ont des projections pseudo-
isotopes.

Supposons maintenant que V et M étant donnés comme ci-dessus,
le tube normal à V dans M soit stablement équivalent à un fibre vectoriel;
alors si k^in—i^ le tube normal à V dans M est le tube sous-jacent
à un fibre vectoriel; ce fibre est déterminé de façon unique si k ̂ 2 n— 3.
On peut donc énoncer :

THÉORÈME 2. — Soit V une sous-variété de la variété M, supposons que V
ait le type d^homotopie Sun complexe de dimension k, et que

dimM — dimV == n ̂  3.

Alors, si k^in— 2, et si le tube normal à V dans M est stablement équi-
valent à un fibre vectoriel, V a un microfibré normal dans M; ce microfibré
n^est peut-être pas unique, mais si k^in—3, il y a un microfibré normal
et un seul (à pseudo-isotopie de projections près) dont le groupe structural
peut être réduit à S0(n).
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