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LES METHODES
DE LA TOPOLOGIE DIFFERENTIELLE
DANS L'ETUDE DES VARIETES SEMI-LINFAIRES

Par Cravpe MORLET.
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INTRODUCTION.
« L’enquéte est comparable & une longue
gestalion, et la solulion du probléme aun
jour de la délivrance. »
Mao Tsg Tounc.

La position pu proBLEME. — Dés les origines de la topologie algébrique,

pour étudier les variétés différentiables, on fut amené a les trianguler.
Il est certain que trianguler une variété permet de ramener certaines
questions & des problémes combinatoires plus agréables a manier. C’est
ce que H. Poincaré considére comme « une maniére de représenter les
variétés, ..., qui en facilite singulierement I’étude ». On sait 'impor-
tance historique et la fécondité de ce point de vue. Plus récemment
(depuis 1950), la topologie différentielle se développa rapidement, quand
des mathématiciens, en téte desquels on doit citer R. Thom, virent le
role que pouvait jouer le fibré vectoriel tangent des variétés différentiables,
ainsi que la théorie des variétés transverses. L’étude des variétés semi-
linéaires (combinatoires selon la vieille terminologie) se développait
indépendamment. Les problémes résolus étaient quelquefois les mémes;
ainsi le probléme de Poincaré généralisé (une variété de dimension n
qui a le type d’homotopie de S* est-elle isomorphe a 5" ?) fut résolu a la
méme époque par S. Smale dans le cadre différentiable et par J. Stallings
dans le cadre semi-linéaire. A la méme époque, E. C. Zeeman montrait
qu'un plongement semi-linéaire de S” dans S" est toujours isotope au
plongement trivial si n—p>3, et A. Hefliger montrait qu’il n’en
est pas ainsi dans le cadre différentiable.

Le probléme était donc posé de trouver des méthodes qui permettent
d’étudier a la fois les variétés différentiables et les variétés semi-linéaires,
et de mener une étude comparée des deux catégories; on essaya donc
d’adapter les méthodes de la topologie différentielle a I’étude des variétés



TOPOLOGIE DES VARIETES SEMI-LINFAIRES. 315

semi-linéaires. Un grand progrés fut accompli avec l'introduction des
microfibrés (cf. J. Milnor [12]). Bien des problémes ont été résolus grace
a ces microfibrés, mais on s’est toujours heurté au fait que, quand V est
une sous-variété de M, on ne sait pas construire un microfibré normal a V
dans M.

Les PROBLEMES ENVISAGES ICI. — Le premier objet de ce travail est
donc de construire les objets mathématiques qui doivent, dans le cadre
semi-linéaire, jouer le rdle des fibrés vectoriels de la topologie différen-
tielle. Ce sont les pseudofibrés (') et les tubes que j’al introduits aux
chapitres II et V. Pour esquisser leur définition, je pourrais dire que ce
sont des fibrés sans projection, alors que les microfibrés sont des fibrés
avec projection mais sans fibre (la fibre étant un germe d’espace). On
obtient facilement tous les résultats qu’on pouvait espérer, les seules
difficultés qui s’introduisent concernent les images réciproques (on remar-
quera que dans la théorie des fibrés vectoriels la construction des images
réciproques utilise la projection de facon essentielle); on a cependant
des images réciproques définies a 1somorphisme pres. Au chapitre III,
je traite des questions de transversalité. La aussi, on a les théorémes
qu’on pouvait espérer; la grande nouveauté, par rapport au cadre diffé-
rentiable, est que la notion de transversalité n’est pas locale : si deux
sous-variétés de M sont localement transverses, elles ne sont en général
pas transverses. La notion de transversalité locale est inutilisable, car elle
ne permet pas de généraliserles théorémes classiques du cadre différentiable.

Pour munir les pseudofibrés d’un groupe structural, j’ai été amené
a poser une définition qui me semble intéressante (cf. chap. I). On sait
que, si V est.une variété semi-linéaire, le groupe des automorphismes
de V ne posséde aucune structure topologique « raisonnable ». On le consi-
dére d’ordinaire comme le groupe des o-simplexes d’un groupe semi-
simplicial dont les p-simplexes sont les automorphismes de A, XV qui
respectent la projection sur 4,. On peut aussi le considérer comme I’en-
semble de o-simplexes de l’espace dont les p-simplexes sont les auto-
morphismes de A, XV qui respectent les faces de A, On n’obtient pas
ainsi un groupe semi-simplicial, car il n’y.a pas de dégénérescences; ce
qui m’a amené a introduire au chapitre 1 la notion d’ensemble (ou de
groupe) quasi-simplicial. Le groupe structural des pseudofibrés de dimen-
sion n est le groupe quasi-simplicial obtenu en faisant V= D". On peut
donner des définitions analogues pour les plongements de V dans W

(cf. chap. I).

" (') Introduits également sous le nom de « block bundles » par Sanderson et Rourke
(cf. Bull. Amer. Soc., 1966).
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Dans un article ultérieur, je compareral ces nouveaux espaces aux
espaces classiques de plongements (resp. de groupes d’automorphismes).
En vue de cette étude, j’ai démontré dans le chapitre IV les théorémes
de fibration qui lient les espaces de plongements aux groupes d’auto-
morphismes des variétés; théorémes qui, dans le cas différentiable, ont
été formulés par J. Cerf dans [2]. J’al bien siir deux séries de fibrations,
puisque j’al deux séries d’espaces de plongements et de groupes d’auto-
morphismes. Ce chapitre commence par des rappels sur le théoréme de
trivialité des h-cobordismes de S. Smale. J’en ai donné un énoncé non
classique, mais qui me semble le plus utilisable. Je signale a ’attention
du lecteur le corollaire 1 qui suit : 1l permet de se passer de la théorie du
« sunny collapsing » (on pourra, par exemple, comparer le corollaire 2,
au chapitre 4 de [21]).

Le chapitre V contient des résultats qui par leur nature se rattachent
au chapitre II, mais dont les démonstrations utilisent les résultats des
~chapitres 1II et IV.

J’ajouterai que le chapitre 0 est formé essentiellement de résultats
classiques : je les a1 démontrés ici, car dans la littérature, ils sont épars,
et souvent incomplets.

Pour terminer, je voudrais remercier M. H. Cartan pour les conseils
qu’il m’a donnés, et pour ses séminaires qui m’initiérent & la topologie
algébrique. Je prie M. A. Haefliger de trouver ici I’expression de ma
profonde reconnaissance pour ses conseils et ses critiques qui ont rendu
possible le présent travail.

Qu’il me soit permis d’associer a ces remerciements MM. B. Malgrange
et P. Samuel qui ont bien voulu faire partie du jury, M. R. Thom qui
m’a permis d’exposer les premiers balbutiements de ce travail dans son
séminaire, ainsi que MM. C. Weber et A. Gramain qui furent toujours
de dévoués auditeurs.

CHAPITRE 0.

GENERALITES SUR LES POLYEDRES.

Dans ce chapitre, sauf au paragraphe 5, je vais rappeler un certain
nombre de résultats démontrés dans le séminaire Zeeman a 'LH.E.S. [21]
(réf. SZ). Je généraliserai certains d’entre eux. Je m’efforcerai alors d’en
donner des démonstrations completes.

1. Lo caTécoriz DEs pOLYEDRES. — Je rappelle qu'un complexe
simplicial est la donnée d’un ensemble ordonné et d’une famille, stable
par inclusion, de parties finies totalement ordonnées de cet ensemble
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(on supposera toujours que cet ensemble de parties contient les parties
a un élément). ,

Dans ce qui suit les complexes simpliciaux seront toujours localement
finis (donc leur réalisation géométrique est localement compacte) et
dénombrables (donc leur réalisation géométrique est réunion dénom-
brable de compacts).

On appellera triangulation d’un espace topologique X, un homéomor-
phisme de X sur la réalisation géométrique | S| d’un complexe simplicial S.

On dira que la triangulation X %|S| est une subdivision de la trian-
gulation X %|S’|, si 'homéomorphisme ¢/.¢ ' :|S| > |S'| envoie linéaire-
ment tout simplexe de |S| dans un simplexe de |S'|.

Dérinirion. — Un polyédre est un espace topologique, muni d’une
classe de triangulations, telle que deux quelconques d’entre elles aient
une subdivision commune. On supposera toujours que cette classe est
maximale, et quand on parlera d’une triangulation d’un polyeédre, il
s’agira toujours d’une triangulation de cette classe.

Un morphisme de polyédres (encore appelé : application polyédrale
ou PL-morphisme) est une application propre qui devient simpliciale
pour un choix convenable des triangulations.

Les polyedres et applications polyédrales forment une catégorie, a cause
des résultats suivants que je ne démontrerai pas :

Lemme 1 (¢f. SZ, lemme 5). — St f: K— L est simplictale pour des
triangulations S de K et T de L, et si T’ est une subdivision de T, il existe
une subdivision S’ de S telle que f soit simpliciale pour S" et T'.

Lemme 2 (¢f. SZ, lemmes 3 et 4). Dans les mémes conditions qu’au
lemme 1, st f est propre, et si S est une subdivision de S, il existe une subdi-
viston T” de T et une subdivision S” de ', telles que [ soit sumplictale de S”
dans T”. De plus, si f est injective, on peut s’arranger pour prendre 8" =§’,
et pour que les sommets de T" qui ne sont pas des sommets de T sovent les
tmages par [ des sommets de S' qui ne sont pas des sommets de S; ainst les
stmplexes de T qui ne rencontrent pas U'image de f, ne sont pas subdipisés.

Le lemme 2 devient faux si I’on ne suppose pas que f est propre. Il suffit
pour s’en convaincre de considérer D'application de R dans le
segment [—1, 1], qui est linéaire sur chaque segment [n,n-1] et
envoie n sur (— 1)", et la subdivision de Robtenue en divisant, pour tout n,
le segment [n, n 4 1] en n parties égales.

Remarque. — Certains auteurs ont pris pour morphismes de la catégorie
des polyédres les applications semi-linéaires, c’est-a-dire les applications
qui sont localement des morphismes. Ces applications sont des morphismes
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si et seulement si elles sont propres (car avec les définitions que j’ai données
tous les polyédres sont paracompacts). Si elles ne sont pas propres il
n’existe pas nécessairement des triangulations qui les rendent simpli-

ciales. Par exemple, 'application de N dans R définie par cp(n)z% est

Cae ., . . . 1 . .
semi-linéaire, mais les points - ne sont sommets d’aucune triangulation

de R. Quand je me placerai dans la catégorie des polyédres et applications
semi-linéaires, je le préciserai.

Sous-polyédres. — Soit K un polyédre, un sous-espace L de K sera
appelé sous-polyédre s’il existe une triangulation de K telle que L soit
un sous-complexe. 11 y a alors sur L une structure de polyédre induit,
et L est fermé dans K.

Nota. — On appellera triangulation de (K, L) toute triangulation de K
pour laque]le L est un sous- complexe

Les 1mages directes et les images réciproques de sous- polyedres sont
_ des sous-polyédres.

Produits. — La catégorie des ensembles simpliciaux est munie de produits;
on en déduit que Pespace topologique produit de deux polyédres est muni
d’une structure naturelle de polyédre, qui, s’ils sont compacts, en fait
un produit dans la catégorie des polyédres. S’ils ne sont pas compacts
c’est le produit dans la catégorie dont les morphismes sont les applica-
tions semi-linéaires; ce qui justifie que dans tous les cas on lappelle le
produit des deux polyédres donnés. Si I'on s’est donné une triangulation
de chacun des deux polyédres, il en résulte une triangulation naturelle
du produit (car dans le mot « triangulation » il y a un ordre sur les sommets).
Si f est un morphisme, le graphe de f est un sous-polyédre du produit de
la source par le but. Réciproquement, si le graphe d’une application
continue est unsous-polyédre de ce produit, cette application est semi-linéaire.

Mapping-cylindre. — Soit f:S— T un morphisme de la catégorie des
complexes simpliciaux, on sait lui associer un complexe simplicial appelé
mapping-cylindre et f, dont la réalisation géométrique est le mapping-
cylindre (topologique) de f (il est localement fini si f est propre et si S et T
sont localement finis). Soit f un morphisme du polyédre K dans le polyédre L,
si I'on se donne des tnangulatlons S et T qui rendent f51mpllclal on en
déduit une triangulation du mapping-cylindre topologique; mais la struc-
ture de polyedre sous-jacente a cette triangulation dépend de S et de T.
I n’y a donc pas de mapping-cylindre dans la catégorie de polyédres.

Sous-espaces ouverts. — Un procédé classique permet de trianguler
les ouverts d’un espace triangulé. Ceci définit une structure de polyédre
sur chacun des ouverts d’un polyédre, Mais I'injection d’un ouvert de K
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dans K n’est, en général, pas un morphisme, c’est cependant une appli-
cation semi-linéaire.

Inversement on a le

Lemwe 3 (cf. SZ, chap. 2). — Soit X un espace topologique paracompact,
et soit (U;) un recouvrement ouvert de X. Si chacun des U; est muni d’une
structure de polyédre de telle fagon que les structures induites par U; et U;
sur U;NU; coincident; alors il existe sur X une structure de polyédre et
une seule qui induit sur chacun des U; la structure donnée.

2. VoisiNaGEs DERIVES. -— Subdivisions étotlées. — Soit K un polyédre
muni d’une triangulation S; si s est un simplexe de S, on appelle étoile de s
et 'on note st(s) [ou, s’il est besoin de préciser, sts(s)] la réunion des
simplexes fermés qui contiennent s. On appelle «link » de s, et ’on note 1k (s)
[ou lks(s)] la réunion des simplexes de st(s) qui ne rencontrent pas s.
st(s) est le joint de lk(s) et de s.

Soit z un point intérieur & s; on appelle subdivision élémentaire de S
relative & z la triangulation obtenue en remplagant dans st(s) la triangu-
lation donnée par la triangulation canonique du joint de lk(s) et du cone
de sommet z et de base ds (cone qu'on identifie a s); on notera xS cette

nouvelle triangulation de K.

k(s)
Fig. 1.

Si I’on remplace z par un autre point y de l'intérieur de s, on obtient
une triangulation yS. Et il existe un automorphisme de K, et un seul,
qui est I'identité hors de st(s), qui envoie z en y, et qui est simplicial de S
dans yS. Cet automorphisme est isotope a I'identité.

DfrFiNiTION. — Soit S une triangulation du polyédre K; une subdivi-
sion T de S sera dite étoilée 5’il existe une suite de triangulations de K :
S=S,, S, ..., S, ’

“telle que, pour tout i, S;., soit de la forme 2S; pour un certain z, et que,
pour tout sous-polyédre L compact de K qui soit un sous-complexe de 5,
il existe un entier N tel que pour n>>N:S,|L=T|L.
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Subdivisions barycentrigues. — Soit K un polyédre et S une triangula-
tion de K, c’est-a-dire un homéomorphisme K —|S|. Soit S* la subdivi-
sion barycentrique du complexe S; on a un homéomorphisme naturel
|S*| - |8 qui définit une subdivision de la triangulation S de K, appelée
subdivision barycentrique canonique de S.

Lemme. — La subdivision barycentrique canonique est étoilée.

Démonstration. — Dans un complexe simplicial S un simplexe s sera
dit maximal s’il n’est face d’aucun autre simplexe. Les simplexes maximaux
sont les éléments maximaux pour la relation d’ordre « étre une face de ».
Les simplexes maximaux recouvrent S.

a. Soit K compact, S est fini, numérotons les simplexes de dimension > o
de S:s,, ..., s, de telle facon que pour tout ¢ (1="t="p) s; soit maximal

.dans S;= U s;. Soit z; le barycentre de s; :
= St= 2, (@ps (- (22 (24 (8)))...)).

b. Si K est non compact, soit (K,) une suite de compacts qui soient
des sous-complexes de S, telle que pour tout n, K,., soit un voisinage

de K,, et que U K,= K. (K est réunion dénombrable de compacts.)

On numérote les simplexes de K de la fagon suivante :

On met d’abord les simplexes contenus dans K, qui sont principaux
(dans K); soit alors K' le sous-complexe de K, obtenu en enlevant ces
simplexes. On met ensuite les simplexes de K' contenus dans K, et qui
sont principaux (dans K'); soit alors K* égal a K*' moins ces simplexes.
On met ensuite les simplexes de K* contenus dans K., et qui sont princi-
paux (dans K?), et ainsi de suite.

Soit alors pour tout n, x,= x(s,) le barycentre de s,. On pose
Sn:{r"(wn_j(. [ /2% (-Z](S)). . .)),

ce qui définit S* comme subdivision étoilée.

Soit alors pour tout n, un point y,= y(s,) dans 'intérieur de s,. Posons
S, =Yn(Yn-s(...y2(ysS)...)). Il existe un automorphisme ¢, de K et
un seul qui envoie tout simplexe de S sur lui-méme et soit simplicial de S,
dans S,. De plus si, pour les simplexes s de S contenus dans un sous-
polyédre Lide K (qui est unsous-complexe de S), z(s) = y(s),alors ¢, | L = Id.

Or, pour tout compact K, il existe un entier N(i) tel que n>N(i)
entraine ¢,|K;= oy, |K;, donc on a un automorphisme limite ¢ qui
envoie chaque simplexe de S sur lui-méme et si, pour sCL, z(s) = y(s),

alors ¢|L =1Id.
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vision de type barycentrique » de la triangulation S.

Soit S’ la subdivision limite de S, la subdivision S’ est appelée « subdi-

Remarque. — S1 S’ et S” sont des subdivisions de type barycentrique
de S, il existe un automorphisme (unique) de K =S| qui soit simplicial
de S’ dans S” et qui envoie chaque simplexe de S dans lui-méme.

Collapsing simplicial. — Une face f d’un simplexe maximal s est dite
libre si elle n’est contenue dans aucun autre simplexe que s et f.

Etant donnés dans S un simplexe maximal s et une face libre f de s,
on dira que le sous-complexe 5’ obtenu en enlevant I'intérieur du simplexe s
et I'intérieur de la face f, se déduit de S par un « collapsing élémentaire ».

Dirrnition. — Etant donné un sous-complexe T de S, on dit que S
collapse simplicialement sur T s’ existe une suite (éventuellement finie)
de sous-complexes emboités :

S=§,>8,>8,>...2S8,>...,

tels que pour tout t(o=1i<n), S, s’obtienne a partir de S; par un
collapsing élémentaire, et que pour tout compact X de |S|, il existe un
entier N tel que n>> N entraine XN|[S,|=XnN|T|.

S1 S—T n’a qu'un nombre fini de simplexes (en particulier s1 S est
compact), la suite des (S,) est finie.

DériniTion. — Ktant donnés un polyédre K, un sous-polyédre L et
une triangulation S de (K, L), on dira que K collapse simplicialement sur L
pour la triangulation S de (K, L) si S collapse sur S|L.

Remarquons que si K collapse simplicialement sur L pour S, K collapse
simplicialement sur L pour toute subdivision de type barycentrique de S.

ExempLEs. — 1° Soit f une application simpliciale propre de X dans X’
Soit S la triangulation canonique du mapping cylindre M(f) de f. S collapse

sur S||¥|=X"

20 81 X collapse sur un sous-espace X’ pour une triangulation X de
(X, X’), et si S est une triangulation de (K, K’), alors K XX collapse
simplicialement sur K X X’UK’X X pour la triangulation produit £ XS.

30 La construction classique du joint de deux ensembles simpliciaux
permet de définir le joint de deux polyédres compacts. Si L est une trian-
gulation de (X, X’), X \/ A, collapse simplicialement sur X’\/ A, pour la
triangulation construite naturellement .a partir de X et de la triangulation
canonique de 4,. En particulier (en faisant p = o) : si (K, K’) est un couple
de coOnes, et X une triangulation qui respecte la structure de céne, K
collapse simplicialement sur K’ pour X.

Ann. Ec. Norm., (4), 1. — Fasc. &. 41
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4° S1 K contient K’ qui contient K”, et si S est une triangulation de
(K, K’, K”) pour laquelle K collapse simplicialement sur K’ et K’ collapse
simplicialement sur K”, alors K collapse simplicialement sur K” pour S.

50 On remarquera que si K collapse sur K’ pour une triangulation S
de (K, K’) et si K et K’ sont compacts, K et K’ ont méme type d’homo-
topie simple.

Remarque. — Je ne développerai pas la notion de collapsing (non simpli-
cial) (cf. SZ). Je rappellerai seulement qu’on dit que le polyeédre X collapse
élémentairement sur le sous-polyédre X si (X=X, X=X'nX) est
isomorphe a (4,, 4,.,).

On dit que X collapse sur X’ si 'on peut obtenir X’ par une suite de
collapsings élémentaires. Si X collapse simplicialement sur X’ pour X,
X collapse sur X’. Inversement, on montre (et c’est d’ailleurs une consé-
quence du paragraphe 4 ci-dessous) que si X collapse sur X', il existe
une triangulation X de (X, X’) telle que X collapse simplicialement sur X’

pour X,

Sous-polyédres complets pour une triangulation :

DérFiNitioN. — Soit S un complexe simplicial, T un sous-complexe;
on dit que T est complet dans S si, pour tout simplexe s de S, dscT
entraine sCT.

Soit K un polyédre, L un sous-polyédre, et S une triangulation de (K, L);
on dit que L est complet pour S si S|L est un sous-complexe complet de S.

Remarquons que : '

a. Si LCK est complet pour S, il 'est pour toute subdivision de S.

b. LcK est complet pour S, pour tout simplexe s de S, sNL est une
face de s (éventuellement s tout entier ou 9).

c. Si LCK est complet pour S, il existe une unique application simpli-
ciale f: S 1 telle que f' (o) = L.

d. Si LCK et si S est une triangulation de (K, L), L est complet pour
toute subdivision de type barycentrique de S. '

Voisinages dérivés. — Soit K un polyédre, L un sous-polyedre et S une
triangulation de (K, L), on appelle voisinage simplicial de L (par rapport
a S) et 'on note N(L, S) la réumnion des simplexes (fermés) de S qui ren-
contrent L. On note dN(L, S) la réunion des simplexes de N(L,S) qui
ne rencontrent pas L. Quand on parlera de la triangulation de N(L, S)
sans préciser, il s’agira de la restriction de la triangulation S.

Derinition. — Un voisinage dérivé de L est un voisinage de la forme
N(L, S') ot §' est une subdivision de type barycentrique d’une triangu-
lation S de (K, L) pour laquelle L est complet. :
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En particulier, quelle que soit la triangulation S de (K, L), N(L, S?)

est un voisinage dérivé.

Di&rinrTion. — Soit K un polyédre, (J;) et L des sous-polyédres, et S
une triangulation de (K, (J;), L). Si L est complet pour S, le couple (N(L, S*),
(N(LnJ:), S*[J;)) (o S' désigne une subdivision de type barycentrique
de S) sera appelé voisinage dérivé de L dans (K, (J;)).

Remarquons que N(LnJ; S'|J)=N(L, S")nJ..

Prorosition 1. — Soit (N(L, 8"), (N(LinJ,), S*|J:)) un voisinage dérigé
de L dans (K, (J))); N(L, 8') collapse simplicialement sur LUN(L N J;, 8'|J))
quel que soit 1. En particulier (en faisant J;= @) N(L, S*) collapse simpli-
cialement sur L. '

Puisque, pour tout simplexe s de S, sNL est une face de s, il suffit de
démontrer cette proposition quand K=4,, J;=dA, et L =une face f
de A, (S étant la triangulation canonique). C’est alors trivial.

Le théoréme d’isomorphisme :
Prorosition 2. — Soit K un polyédre, (J;) et L des sous-polyédres, et S

et T deuz triangulations de (K, (J;), L) pour lesquelles L est complet dans K.
Il existe un automorphisme 1. de (K, (J;)) tel que :

10w sout 'identité sur L et sur K — (N(L, S)UN(L, T));
20 (N(L, §") = N(L, T") et, pour tout t,
[J.(N (Ln.]i, St ] J,)) = N(Lf'\J,'.. ™ | J,').

De plus, si S|Ji=T|J; et S'|J,=T"|J;, on peut trouver un tel p. qui soit
Uidentité sur J,. . )

St T est une subdivision de S, on peut trouver un tel 1. qui envote chaque
stmplexe de S dans lui-méme.

Il suffit de démontrer ce résultat quand T est une subdivision de S.
On notera f (resp. g) I'application simpliciale |S|— T (resp. |T|— 1) telle
que f~'(0) = L [resp. g ' (o) == L]. On pose pour tout o (0o <z <T1):

VL, S, o) =f" (o, 2] el VL, T, a) =g " (o, a]).
Si S|J,=T]|J::
VL, T. 0)nJ;= V(L. S, ) n J..

Lemme 1. — Il existe pour toute triangulation S un automorphisme s
de N(L, S) qui est l'tdentité sur L et sur dN(L, S), qui envoie tout simplexe
de S dans lui-méme (en particulier sa restriction & J; est un automorphisme
de J;) et tel que

7s (N(L, 8')) =V (L, S, «). :

De plus, st S|J;=T|J; et S'|J;=T"'|J;, on peut trouver v et 1, tels

qu’ils coincident sur J;.
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Démonstration. — Construisons vs:S' a été construite comme une
subdivision étoilée en choisissant a I'intérieur de chaque simplexe s de S
un point x(s) arbitrairement baptisé centre de s. Soit U I’ensemble des
simplexes de N (L, S) qui rencontrent L sans y étre contenus tout entiers.
Posons y(s) = x(s) pour tout simplexe s de S qui n’est pas dans U, si s
est dans U on prend pour y(s) un point intérieur a s tel que f(y(s)) = a.
Les y(s) définissent une subdivision de type barycentrique S''. 7 est
Pautomorphisme de K qui est simplicial de S5' dans 5'. Il est I'identité

sur L et sur K— N(L, S) et

YA‘S(N(L> SI)) =N(L, S“):V(Lﬂ S’ a).

Pour avoir le rabiot, il suffit, dans la construction de 7, de choisir
les mémes y(s) pour les sunplexes s de S|J.

Le lemme 1 prouve que la proposition 2 est equwalente au lemme
suivant : ’

Lemme 2. — Soit K un polyédre, (J,) et L des sous-polyédres, S une trian-
gulation de (K, (J;), L) pour laquelle 1. est complet, et T une subdivision
de S. Il existe un automorphisme ¥ de N(L, S) qui est l'identité sur L et sur
dN(L, S), qut enyoie tout simplexe de S dans lut-méme (et donc, pour tout t,
U | J; est un automorphisme de J,) et tel que

GOV(L S, @) =V(L, T,2) (o<a<i)

St S|Ji=T|J;, il existe un tel L qui est U'identité sur J..

On va démontrer le lemme 2 quand L est compact, ce qui achévera
la démonstration de la proposition 2 quand L est compact.

Préliminaires-a cette démonstration. — Soient L, et dN (L, T), les ensembles
de sommets des restrictions de T a L (qui n’est pas supposé compact)
et & dN(L, T). Soit U l'ensemble des simplexes de T qui rencontrent L
et AN(L, T) et U, ceux de ces simplexes qui sont de dimension 1. On a
des applications naturelles U,-> L, et U, dN(L, T),, qui font de U,
un sous-ensemble de L,XdN(L,T),. Numérotons L, et dN(L, T),, 1l
en résulte une relation d’ordre sur U, (restriction de la relation produit).
Soit ¢ : Uy->]Jo, 1[; on va définir un voisinage V(L, T, ¢) de L. Pour cela
il suffit de se donner V(L, T, ¢) N's pour tous les simplexes s de U :

a. st s€U,, V(L, T, o)ns =g " ([0, ¢(s)]) Ns;

b. si sgU,, soient sy, ...,s, les simplexes de U, qui sont des arétes
de s. Pour tout sous-ensemble (s,, ..., s, ) totalement ordonné de (s,, .. ., s,)
considérons I’enveloppe convexe dans s des (V(L, T, 9)ns,) (j=1, ..., q).
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V(L, T, ¢)ns sera la réunion de tous ces sous-espaces pour tous les sous-
ensembles totalement ordonnés de (s, ..., s,). Remarquons que :

1 Si ¢ est la restriction de g a Uy(J;) [ou Uy(J;) = {s€U, tels que
sCJ;}], alors
V(L, 'I‘-, CP)“J,:V(LHJL, TIJ,‘, q)).

20 S1 g(s)=a (Vse€U,), alors V(L, T, o)= V(L, T, «). Les cellules
engendrées par les (s, ..., s;) donnent sur dV(L, T, ) une triangula-
tion X qui subdivise la décomposition cellulaire canonique.

Lemme 3. — Sv ¢(s) < a (resp. > a), pour tout s€ U, il existe un iso-
morphisme

g (@) x 15 V(L T, a) —V(L, T, 9)
[resp. g (a) < 1% VL, T, o) —V(, T, zx)]

qut pour tout s€U envoie (g '(x)Ns) X I dans s.
| En particulier p. induit quel que soit i-un isomorphisme de (g ()N J,) X 1
sur (V(L, T, ) = V(L, T, 9)) n J..|

On définit p. successivement sur ¢ X I tous les simplexes ¢ de . Si o
est de dimension o, o= g '(2)Ns avec s€U,, on envoie I linéairement
sur le segment [g'(2)Ns, g7'(¢(s))Ns]. Pour o quelconque, on connait
- déja I'image de tous les sommets de o X I; on prend la décomposition
simpliciale canonique de o X I (les sommets de o sont ordonnés) et I'on
plonge chacun d’eux linéairement dans le simplexe s( &€ U) correspondant.

CoroLLAIRE. — St a <g(s) <B (Vs€U,) et st Y est un nombre compris
entre o et B (2 <<y<<f), i eviste un automorphisme v, de N(L, T) qui soit
Uidentité sur L et dN(L, T), et qui envote tout simplexe s de U sur lut-méme
[ce qui entraine que, pour tout i, 7(dN(L, T)nJ,) =dN(L, T)nJ], et qui
transforme V(L, T, ¢) en V(L, T, y).

De plus, st ¢(s)=17v pour s€U,(J;), on peut trouver un tel v qui soit
Uidentité sur J,. .

(C’est une conséquence triviale du lemme 3.

i

Démontrons alors le lemme 2 pour L compact. — Soit « un nombre tel
que, pour tout x€dN(L, T),, f(z)>«. [L est compact, donc dN(L, T)
est compact, donc il existe un tel «.] Pour tout s de U,, on pose

o (s) =g (/T (@) Ns).

On a alors V(L, T, ) = V(L, S, «). 1 suffit alors d’appliquer le corollaire
qui précede, et de noter ¢ le prolongement de 7 par I'identité, pour avoir
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le lemme 2. On a 7(s) = s pour tout snnplexe de T, donc encore pour tout
simplexe de S, donc, quel que soit i :

n(V(L, T, oynd;)) =V (L, S, 2)nJ..

Démontrons la proposition 2 quand L n’est pas compact (en supposant
que T est une subdivision de S) :

Soit (K,,) une suite de compacts de K, tels que U K,=K et que K,
contienne N(K,, S). Pour tout n il existe (d’aprés le lemme 2 du para-
graphe 1) une subdivision T, de S qui coincide avec S sur K= K, et
avec T sur K, (et siS|J;=T|J;, alors T, |J;= T |J;). L est complet pour T,.
~ Soit T, une subdivision de type barycentrique de T, qui coincide avec S'
sur K— K., et avec T' sur K,. Considérons K,.. muni des triangula-
tions T,|K,.. et T, ,| K, et les sous-polyédres K,..NnJ; et K,..NL.
Appliquons la proposition 2 (K,..NL est compact). Il existe un auto-
morphisme 1, de K,.. qui transforme

N (l“n KIH—’ T/lz ! 1 I\'/H—‘-’) =N (L» T/‘¢ l) N ku+:’

en
A (‘40K1L+"\ i ‘ I\IH—") =N (L’v n) n l\Il+"

et qui est I'identité sur L et sur tout sous-polyedre sur lequel T, , et T,
coincident, en particulier sur K, .., — K, et sur K,_,, et éventuellement
sur J;. On notera encore %, le prolongement de cet automorphisme par
Iidentité sur K — K,.,. u, transforme alors N(L,T. ) en N(L,T.),
donc, quel que soit i,

(N (L, T ) n ) = N(L, T)) n .

(Tout simplexe de S est transformé en lui-méme par 11,.) Soit 1 le composé
de tous les u, [pour tout point x, la suite des (1 (... (2)...)) est
stationnaire]. |+ transforme N (L, T') en N(L, §') et, pour tout ¢, N(L, T')n J;
en N(L, S*)nJ;; il est I'identité sur L, hors de N(L, S) et éventuellement
sur J;. Ce qui achéve la démonstration de la proposition 2.

3. MopitLEs LocAUX. VARIETES ET sous-VARIETES. — Modéles locaux. —
Etant donnés un polyédre K et une famille (finie) de sous-polyedres (J))
de K, on appelle germe de (K, (J; )) en un point z de K, la famille de cdnes
emboités (N(z, S'), (N(z, 5'|J;)), ) de sommets z [ou S' est la subdivi-
sion barycentrique d’une trlangulatlon de (K, (J;)) dont = est un sommet].
On remarquera que si x€J;, N(z, S'|J;)= 0. D’aprés la proposition 2
la famille de cones ainsi obtenue est indépendante (4 isomorphisme pres)
de la triangulation choisie.
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On appellera modéle local une famille de cones (compacts) emboités
(B, (A)), a) de sommet a. Le bord de ce modéle local est la famille (dB, (dA)))
dont le modele local est le cone de sommet a.

On dira que (B, (A)), a) est le modéle local de (K, (J;)) en x si le germe
de (K, (Ji)) en 2 est isomorphe a (B, (A;), a).

ExeEMPLES :

Dirinirion 1. — Un polyédre est une variété semi-linéaire sans bord

y )
de dimension n, si son modele local en tout point est le cone de base 5"
[qu’on notera (D", o)].

Nota. — Jidentifie S" ' au bord du cube unité de R”, et D" a ce cube
lui-méme.

Derinition 2. — Un polyédre est une variété semi-linéaire de dimen-
sion n (éventuellement a bord) si son modéle local est en chaque point :

— soit le cone de base 5" ';

— soit le cone de base D",

Les points ou le modéle local est le cone de base D"' forment le bord,
ce bord est évidemment une variété de dimension n — 1.

Remarque. — Soit S une triangulation de (K, (J;)) dont z est un sommet,
alors (sts(z), (st ;,(z)) est 1somorphe au germe de (K, (J/)) en «.

Modéles locaux réguliers. — Soient (K, (J;)) un polyedre et une famille

de sous-polyédres, et X un sous-polyedre de m Ji. Soit (V, (U,), z) un cone

et des sous-cones. On dira que X est régulier de type (V, (U)), z) en z
(x€X), si le germe de (K, (J,), X) en x est isomorphe a (VXP, (U, xP),
{2 X P, {(z,2)})[ou (P, z) est le germe de X en z].

Plus généralement, on dira que (X, Y) est régulier de type (F, F)
dans ((K, K’), (L, L)), si le germe de (K, K’, J, J/, X, Y) en tout point z
de X, est le produit du couple de cones (F, F’) par le germe de (X, Y) en z.

Ezemples. — Notons D” P'intersection de D" par le sous-espace linéaire
des p premiéres coordonnées, et D? I'intersection de D" par le sous-espace
linéaire des ¢ derniéres coordonnées.

A. D” est régulier de type (D" 7, 0) dans D".
B. Si p+g—n>o0, D’nD" est régulier de type (D***4, D",
D** o) dans (D", D7, D7).

C. On dira que J est une sous-variété de codimension p de la variété
(a bord) K, s1 J est une variété (a bord), et est, en chacun de ses points,
régulier de type (D”, o) dans K.
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D. On dira que les sous-variétés J, et J. de codimensions p et g de K,
sont en bonne position, si J,NJ. est, en chacun de ses points, régulier
de type (D7, D7, D*) dans (K, J,, J.), et est une sous-variété de K.

Remarque. — Avec ces définitions, les sous-variétés sont sans bord relatif.

Notion de collier. — Etant donnés un polyédre K et des sous-polyeédres
(J:) de K, un collier du sous-polyédre K’ de K dans (K, (J;)) est un iso-

morphisme . de K’ X I sur un voisinage dé K’ dans K, tel que
L(K'nd) <)y =Jnlm(p), Vi,
et que 1| K’ X {o|= Idg.
Remarque. — Une condition nécessaire pour que K’ ait un collier dans

(K, (Ji)), est que K’ soit régulier de type (I, o) dans (K, (J;)). On démon-
trera au paragraphe 4 du chapitre 1I, que cette condition est suffisante.

Lemme 1. — Sotent K un polyédre, (J;) une famille de sous-polyédres,
et S une triangulation de (K, (J;)) pour laquelle un sous-polyédre X de K
est complet. Le bord du voisinage dérivé posséde un collier dans ce votsinage
dérivé; il en posséde un également dans U'adhérence du complémentaire de
ce yoisinage.

(’est une conséquence de la démonstration du lemme 3 du paragraphe 2.

Lemme 2. — Soit f une application injective de (D" ' XV, (D*' xUy;))
~dans (K, (J:)). Supposons que U'image de D" ' XV soit contenue dans un
sous-polyédre L. de K qui posséde un collier dans (K, (J,)). Alors la famille
de polyédres (K, (J,)) obtenue en recollant le céne sur (D' x V, (D' x U,))
a (K, (J:) par f, est isomorphe a (K, (J)), par un isomorphisme quu est
Pidentité hors de Uimage de d(D"* X V) X 1 par le collier de K'.

On s’en convaincra en regardant la figure 2.

Yttt

NN

Fig. o.
4. LEs VOISINAGES REGULIERS. — Dans ce qui suit, V désigne un cone
et (U;),—, .y une suite finic de sous-cones dont l'intersection est réduite

au sommet a de V.

Lemme 1. — Soit f une injection de D" ' XV dans le bord d(D" x V)
du céne D" XV, telle que, Vi, f' (D" xU;)=D""'xU, et que f(o, a) soit
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dans 8" x {a}. St f(d(D"* X V)) a un collier p. dans (d(D" X V) — Im(f),

d(D*xU;) — f(D"*XU))), f se prolonge en un isomorphisme du céne de
base (D"* XV, (D" * X U,)) sur (D"XV, (D" xU),)).

Démonstration. — Soit A I’homothétie de rapport A (o <A <1) dans
le come D"* X'V. Avec 1 et f on peut construire une application injec-
tive g : D' XV —>d(D"xYV), telle que, Vi, g'(D*"xU,)=D""xU,
que f=g.%, et que Im(g)=Im(f)UIm(x) et g(o,a)=f(o,a). Si l'on
a choisi le collier p. assez « petit », g(d(D"' xV)) a un collier v, dans
(d(D*x V) — g(D"*x V), (d/D"x U) — g(D'"x Uy)))). 1 permet de pro-
longer toute triangulation de (Im(.), (Im(g)Nnd(D*xU,))) en une trian-
gulation de (d(D"xYV), (d(D"XU,)), qui se prolonge elle-méme en une
triangulation de (D" XV, (D" x U;)). Mais on peut choisir une triangula-
tion de (g(D"* x V), (g(D"* xU,))) telle que (f(D"* xV), (f(D**xUy)))
soit un voisinage dérivé de g(o,a) dans (g(D**xV), (g(D"* xUy))).
Il suffit donc de démontrer que si (A, (B;)) est un voisinage dérivé d’un
point de S*™* X {a} dans (d(D" X V), (d(D" x U;))), il existe un isomorphisme
du cone de base (A, (B;)) sur (D" XV, (D*x U,)), qui envoie identiquement
la base de ce cone sur (A, (B;)). Mais, d’apres le paragraphe précédent,
on peut choisir comme on veut la triangulation qui définit (A, (B;)), et
pour un choix judicieux de cette triangulation ceci est trivial.

Lemme 2. — Soient K un polyédre, (J;) une famille de sous-polyédres,
et X une triangulation de (K, (J;)). Soient L et L' deux sous-complexes
complets de X. Supposons que L et L' soient disjoints, alors

N (L, $) AN (L, $1) = dN (L, S') ndN (L', St).

La frontiére de N(L, SYYAN(L/, S') dans dN(L,S') a un collier naturel
dans (X, (XNJ))) [oit Pon a posé X =dN(L, 8') — (N(L, S*) n N(L/, S
Ce collier est la restriction du collier naturel de dN(L',S') dans

(RK=N(L/, 57, Ji— N(L/, §[1,).

Démonstration. — Le collier naturel de dN(L/, S*) dans (K — N(L/, S,

(J;—=N(L/, S'J)))) respecte les simplexes de ¥ qui rencontrent L et L';
on fait donc la démonstration dans chacun de ces simplexes. Il suffit
donc de regarder le cas ot =14, et ou L et I.” sont deux faces disjointes
de 4,, c’est alors trivial.

Lemme 3. — Soient K un polyédre et (J;) une famille de sous-polyédres
de K. Soient X et Y (YCX) deux sous-polyédres de J = n Jiy et S une

triangulation de (K, (J;), X, Y) telle que X collapse simplicialement sur Y.
Ann. Ec. Norm., (4), 1. — Fasc. 3. 42
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Supposons que J soit, en chacun des points de X — Y, régulier de type
(V, (U, w) dans (K, ().

a. St en tout point de X — Y, J est une variété (éventuellement a bord),
il existe un isomorphisme p. de (N(Y,S*), (N(Y,S*|J))) sur (N(X, S?),
((N(X, S*]J3))). On construira méme un tel isomorphisme qui sera U'identité
sur Y.

b. St en tout point de X — Y, J est une variété sans bord, on peut trouver
un tel isomorphisme qui sott la restriction d’'un automorphisme de (K, (J,)),

qui est Didentité hors de N(X—Y,8S).

Démonstration. — Elle se fait par récurrence sur la dimension n de la
variété J au voisinage de X — Y. Le lemme est vide si cette dimension
est nulle. Supposons qu’il soit démontré quand cette dimension est n —1,
et donnons-nous (K, (J,), X, Y) tels que cette dimension soit n.

Il suffit de considérer le cas ou X — Y est un unique simplexe 5 de
dimension p 41 dont toutes les faces sauf une, qu’on notera d’, sont
dans Y. On notera y et z les barycentres de 5 et o’. Le segment yz est un
simplexe t de S'. Tout simplexe de S* qui rencontre X, rencontre soit Y,
soit y, soit z, mais un seul des trois. De plus, si sNY= 0 et s’ Ny= 9,
et si sNs'5% O, s rencontre da. [En effet : on peut supposer que s et s’
sont de dimension 1, il existe alors un simplexe u de S' qui contient y
et dont sNs’ est le barycentre. s est contenu dans un simplexe u’ de S
dont u est une face (on peut avoir u=u’). u’ est un simplexe de S' qui
rencontre Y et contient y, donc ¥’ NY = v/ Nds, donec sNds=sNY == J.]
11 en résulte que

N (Y, $2)nN(y, $*) =N(do — ', S*)AN(y, S?).

On montre de la méme fagon que

N(Y, $2) AN (s, $*) =N(dz — ', $2) AN (3, ).

(N(y, S*), (N(y, S*]J;))) et (N(z, S*), (N(z, S*|J;))) sont isomorphes
a (D"xV, (D"xU,)), et leur intersection est 1’étoile du milieu m de yz
dans la triangulation naturelle de dN(y, S*), elle est donc isomorphe a
(D' xV, (D** xU,)). Dou, par application des lemmes 1 et 2, puis
du lemme 2 du paragraphe précédent, (N(t, 5%), (N(¢, S*|J;))) est isomorphe
a (D*xV, (D"xU)).

Posons (dN(¢, S?), (dN(¢, S*|Jy))) = (P, (Q))). Il résulte de ce qui précede
que A=N(Y,S*)nN(t, S*) est contenu dans P.

[On pose N(Y,S*|J;)nN(t, S*|J)=ANnQ;=B.]

On pose P—A=A’" et Q;—B;=B;, (=A’'NnB;). D’aprés le lemme 2,
ANA’ a un collier dans (A’, (B})). ANA’ a aussi un collier dans (A, (B)))

car, si 'on note L le plus grand sous-complexe de X qui ne rencontre
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pas X, A'=N(L, 8*)nN(t,5*) et B,=N(L, S*|J)AN(¢ S*|J,). Donc
pour tout voisinage dérivé (C, (D;)) de A’ dans (P, (Q;)), il existe un auto-
morphisme de (P, (Q;)) qui transforme (C, (D;)) en (A’, (B;)).

Posons M = dN(t, $*|5), M est isomorphe & D*~*. M et A’ sont complets
pour S*[P, done (C/, (D;))= (N(M, 8*|P), (N(M, S*|Q;))) est isomorphe
a (D' XV, (D"*xU)) a cause de I’hypothése de récurrence. Mais
(P—C, (Q;—D;)) est un voisinage dérivé de A’ dans (P, (Q,)). Donc
(A, (B:)) est 1somorphe a (D" XV, (D**'xU,)). L’assertion résulte de
Papplication successive des lemmes 2 et 1 et du lemme 2 du paragraphe
précédent.

Pour démontrer 'assertion b on remarque que, si J est une variété
sans bord au voisinage de X —Y, (P, (Q;)) est isomorphe au bord du
cone (D"XV,(D*xU,)). Il en résulte que (A’, (B;)) est isomorphe &
(Dt xV, (D** xU,)). L’assertion b résulte alors de I’application des
lemmes 2 et 1 et du lemme 2 du paragraphe précédent a (N(t, S?),
N(, 82]J2))) et (N(L, 5%), (N(L, 8*[JJ)) |

DiriNition. — Soient (K, (J;)) un polyédre et une famille de sous-
polyedres et X un sous-polyédre de K. On dira que (M, (N;)) est un
voisinage régulier de X dans (K, (J;)) s1:

a. M est un voisinage fermé de X dans K, et pour tout 1, N;=MnJ..

b. 1l existe une injection de j: M — K, qui est l'identité sur X, telle
que (j(M), j(N;)) soit un voisinage dérivé de X dans (K, (J;)). En parti-
culier, Vi, j7*(J;)= N.

Nota. — 1l arrivera qu’on pose XNJ;=Y,, et qu'on dise que (M, (N,))
est un voisinage régulier de (X, (Y;)) dans (K, (J)).

Remarque. — Tout voisinage dérivé est régulier. Deux voisinages régu-
liers de X dans (K, (J;)) sont isomorphes par un isomorphisme qui est
I'i'dentité sur X.

Prorosition 3. — Soit K une variété semi-linéaire, et soit J une sous-
variété de K. St X est un sous-polyédre de J, (U, V) est un voisinage régulier
de X dans (K, J) st et seulement st :

12 U est un votsinage fermé de X dans K, et une variété de méme dimen-
ston que K;

20 V=UNJ et V est une sous-variété de U;

3° U collapse sur V et V collapse sur X.

En particulier, st 'Y est un sous-polyédre de X et st X collapse sur Y,
les voisinages réguliers de X et de Y coincident. (C’est un résultat classique
qui résulte immédiatement du lemme 3.)
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Remarque. — Soit (U, (V;)) un voisinage régulier de X dans (K, (J)).
Une condition nécessaire et suflisante pour que ce soit un voisinage dérivé
de X dans (K, (J;)), pour une certaine triangulation est que la frontiére
de U dans K (topologique) ait un collier dans (K — U, (J;— V,)), et un
collier dans (U, (V,).

Tutorime 1. — Soient K, un polyédre et (K,)i.o une famille de sous-
polyédres. Soit L un sous-polyédre de K,. Sotent ((V;), W) et ((V,), W)
deux voisinages dérivés de X dans ((K;), L). St W= W', 1l existe un auto-
morphisme p. de ((K;), L) qut transforme V; en V, pour tout i, et qui est
Uidentité sur L. On va méme construire un tel . qui sera pseudo-isotope d
Uidentité parmi les automorphismes de ((K,), L) qut sont Uidentité sur L.
De plus si, Vi, V; ei V; coincident au voistinage d’un sous-polyédre P de W, on
peut trouver un . (et une pseudo-isotopie) qui sont U'tdentité au voisinage de P.

- Démonstration. — On sait déja que ceci est vrai si les triangulations
qui définissent ((V;, W) et ((V;), W) coincident sur K, et sur un voisinage
de P. Ceci permet de démontrer le lemme quand P contient W.

Dans le cas général, je ferai une récurrence sur la dimension de K,— L.
Si elle est zéro il n’y a rien & démontrer. Supposons le lemme vrai quand
dim(Ky— L)~ n—1, et considérons le cas ou dim(K,—L)=n.
Soit S une triangulation de (dW, P) qui se prolonge en une triangulation
de ((dV:),dW). A cause de la remarque ci-dessus, il suffit de montrer
que, si S’ est un sous-complexe de S contenant P, et si au voisinage de 5/,
V; et V; coincident (V i), et si o est un simplexe de S non contenu dans 5,
mais dont le bord est dans §’ (on pose S”=S"U7), il existe un P comme
dans I’énoncé, tel que, au voisinage de S”, w(V;) et V; coincident, pour
tout 1.

Soit (£2;) un voisinage régulier de S’ dans (V;), on le choisit suffisam-
ment petit pour que ce soit aussi un voisinage régulier de 5’ dans (V;),
et pour que, ¥ i, ;N soit une boule D (la méme pour tous les i) de dimen-
sion p (= dims) plongée dans lintérieur de o. Soit ((A)), B, (Ty), (T;), U)
un voisinage dérivé de D dans ((Kj), L, (Vy), (V;), W), suffisamment
petit pour que D'=UNdW soit un voisinage dérivé de D dans dW,
contenu dans l'intérieur de a. ((dV;), dW) est, en tous les points de g,
régulier d’un certain type ((F)), G, a), et ((A)), B, (T:), U) est isomorphe

a <(D’ XF;xI), D" xG x1, (D’ X Fix Il>, D' xG x Ii> <01‘1 I, est le segment
[0, §J> par un isomorphisme qui envoie identiquement D’ X {a} X{%%sur D’.
Mais ces espaces sont des cones emboités <D’ étant un cdéne de sommet

son centre, et I un cone de sommet E)» dont ((dA;), dB, (dT,), dU) désignera
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la famille des bords, c’est-a-dire des frontiéres dans ((K;), L, (V;), W.)
L’isomorphisme ci-dessus indique que ((dT;), dU) est un voisinage dérivé
dans ((dA;), dB) de tout point intérieur & dU dans dB. On montre de la
méme fagon que ((dT}), dU) est un autre voisinage dérivé de ce point
dans ((dA;), dB). Comme dA,—dB est de dimension au plus n—1,
on peut appliquer I’hypothése de récurrence a ces deux voisinages dérivés.
Il existe donc un automorphisme 7 de ((dA;), dB) qui est I'identité sur dB
et au voisinage de dD’(CdU), transforme dT; en dT; (Vi) et est pseudo-
isotope a I'identité parmi les automorphismes de ((dA;), dB) qui vérifient
ces propriétés. On construit I'automorphisme p de ((K;), L) cherché, en
étendant v a Pextérieur de ((A;), B) par le collier naturel de ((dA;), dB)
dans ((K,—A,), L—B) (puis par l'identité), et a Iintérieur de ((A;), B)

par projection conique.

Tutorime 2. — Les données étant celles du théoréme 1, soit ((V;), W)
un votsinage dérivé de X dans ((K,), L) et ((V,), W) un voisinage régulier
de X dans ((K;), L). St W= W', et st quel que soit le point x de W — dW,
((V;), W') est un votsinage de x dans ((K;), L), il existe une pseudo-isotopie h
de plongements de ((V,), W) dans ((K,), L), qu¢ est Uidentité sur I XW,
et telle que hoy=1d, et h,(V;) ==V, pour tout 1.

Je ne ferai pas la démonstration; elle est analogue a celle du théoréme 1.
5. LEs PROBLEMES DE PROLONGEMENTS D’ AUTOMORPHISMES.

Lemme 1. — Sotent F, un céne de sommet a, (F,)i~, une famille de sous-
cénes de F, et F' un sous-céne de F,. Soit v, une injection de (D", S"~') X F’*
(dans tout ce qui suit, pour tout céne C, C* désigne un votsinage de son sommet)
dans (D", S*) X F’. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’il ewiste
une injection ¢ de (D", ") X ((F;), F*) dans (D", S*")X((F:), F') dont
P'image est un voisinage de D" X {a} et dont la restriction & D" X F’¢ est égale
a v, est que, pour tout point x de D", il existe un voisinage V(x) de x dans D”,
et une injection o, de (V (), V(z) nS"*) X ((F;), F’¢) dans (D", 5"*) X ((F;), F')
dont U'image est un voisinage de o,(x), et dont la restriction a4 V(z) X F'
est égale & . ' '

La condition est évidemment nécessaire, montrons qu’elle est suffisante.
(’est trivial pour n=o0; on va faire une récurrence sur n. Remarquons
d’abord que si i, et -, sont des automorphismes de (D", S**) x ((Fy), F’),
il est équivalent de montrer le lemme pour v ou pour p.7. ., (qui vérifie
également les hypothéses du lemme). On peut en particulier supposer
que 7|D*X{a} est 'identité, si non on pose = {7n|D"X{a})™ X Id,r
et I’on remplace 7 par 7. p.

Soit P une section de D" paralléle a une de ses faces. Par application

de ’hypothése de récurrence a P (~ D**), avec ((G;), G') = ((F;x I), F' X I)
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’ *1ro 1 A 1 .
<I étant considéré comme un coéne de sommet . si P n’est pas une face

de D", et comme un cone de sommet o si P est une face de D”>, on trouve

un voisinage V(P) de P dans D", et une injection ¢, de (V(P),
V(P)nS**) x ((F;), F’*) dans D" X ((F;), F’), dont la restriction a V(P) X F’,
est égale & 7, et dont I'image est un voisinage de P X {a} dans D" X ((F,), F’).
On peut naturellement choisir (V(P), ;) de facon que V(P) soit la
portion de D” contenue entre deux hyperplans paralleles & P a une
distance &,.

Soient P,, P,, ..., P, ..., P, une famille de sections par des hyper-
plans paralléles (P, et P, étant des faces opposées de D") tels que, V7,
d(P;, Pyy) <¢j4¢54. On peut donc trouver un hyperplan Q; entre P;
et P, et parallele a eux, qui rencontre V(P;) et V(P,.,). En général
$o, | QX ((Fi), F') et ¢y, |Q;X((F;), F') ne sont pas égaux. Mais si
((A;), B, (C;), D) est un wvoisinage dérivé (assez petit!ll) de Q;x{a}
dans ((D"XF;), D"XF’, (8" X F;), S"*XF'), 4,,((A;), B, (C;), D) et
Y, ((A:), B, (C;), D) sont des voisinages dérivés de Q;X{a} dans
(D"XF;), D"XF’, (5" X F;), "' X F'), et 4y (B, D) = ¢, (B, D). Appli-
quons A ces deux voisinages le théoréme 1 du paragraphe 4. Il existe
un automorphisme de (D?, S**)x ((F;), F') qui est I'identité sur D"x F’
et transforme 1'un en P'autre. On fait opérer cet automorphisme sur ¢, ...
Supposons qu’on ait pris pour ((A;), B, (C;), D) le produit d’un voisinage
dérivé de {a| dans ((F;), F') par un voisinage dérivé de Q; dans D" qui est
la partie de D" comprise entre deux hyperplans Q) et Q paralléles a Q;;
on est alors ramené au cas ou ¢p .Yy, définit un isomorphisme d’un
voisinage de Q;X{a] (ou Q)X {a}) dans QX ((F;), F') [ou QX ((F;), F")]
sur un autre. Mais D" est naturellement isomorphe a Q)X I, ce qui permet
de prolonger cet isomorphisme en un isomorphisme d’un voisinage de
D"x{a} dans D"X((F;), F’) sur un autre (cet isomorphisme est I'identité
sur D"X F'). En multipliant ¢, par cet isomorphisme, on est ramené
au cas ot Yp et $p , coincident sur QX ((F,), F'); en faisant ceci pour
tout J, on obtient une famille de ¢, qui se recollent deux & deux. pour
donner le ¢ cherché.

Prorosition 4. — Soient ((K;), K') une famille de polyédres, f un auto-
morphisme de (K'X1, K'X{o}), et g un automorphisme de ((K;), K') tel
que [|K'X{o}=g|K'. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’il
existe un automorphisme G de ((K;x1I), K'XI) tel que G|K'XI=1{f et
que G|((K;x{o}), K'x{o})=g, est que, pour tout point x de K'X1I, il
existe un voisinage ((Vy), V') de x dans ((K;x 1), K'X 1) et une injection o,
de ((Vy), V') dans ((K;x 1), K'X1), dont I'image est un votsinage de f(x),
et quelle que o, |K'XI=/[|V' et que, Vi, a,|KiX{o}=g|V.
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Démonstration. — On peut supposer que g est 'identité. Pour toute
famille ((K.), K’) il existe des entiers n tels que ((K;), K') soit le produit
de D” par une famille de polyedres ((L;), L'); je noterai 3((K;), K') le plus
grand de ces nombres; et je poserai Y((K;), K') = dim K’ — ((K;), K’). Je vais
raisonner par récurrence sur Y((K;), K'). Je remarque que la proposition
est triviale s1 Y((K;), K')=o0; et je suppose que je I’ai démontrée pour
v((K.), K’) < n. Soit alors une famille de polyeédres, telle que Y((K,), K') = n.

Il suffit de construire un voisinage (U;) de K’ dans (K;) et une injec-
tion H de ((U;xI), K'X1I) dans ((K;xI), K'XI) dont 'image est un
voisinage de K’'X I, dont la restriction a (K;X{o}) est 'identité, et dont
la restriction & K'X 1 est f. En effet, on peut toujours supposer que (U;)
est un voisinage dérivé de K’ dans (K,) et que (H(U;x I)) est un voisinage
dérivé de K'X1 dans (K;xI). On peut alors modifier H de facon que
(H(U;xI)) = (U;xI) et que (H(dU;x1I))=(dU;xI). Mais (dU;) a un
collier dans (K;— U;), et au moyen de ce collier on peut prolonger H
en un automorphisme de ((K;xI), K'xI).

Construisons H. Posons $((K;), K') = f3; il existe une famille de polyédres
((L;), L') dont le produit par D? est isomorphe & ((K;), K') [dans la suite
on identifiera ((K;), K') et ((L;), L)X DP]. Soit S une triangulation de
((L;), L'); elle permet de définir une suite de sous-polyédres (X/) de L/,

tels que U Xi=1L', que X'= @, et que, Vj, X/*' soit la réunion de X’
i - .
et d’un simplexe ¢ de S dont le bord est dans X/. Posons
((N(X/, 8| Ky)), N(X/, 8| K)) = ((A]), B/).

On va construire pour tout j, par récurrence sur j, une injection H/ de
(A/xDBxI),B/xDPxI) dans ((K;xI), K'XI) dont la restriction &
(Kix{o}), K'X{o}) est I'identité, dont la restriction & K’'X I est f, dont
I'image est un voisinage de f(X/XDExI) dans ((K;Xx1I), K'X1), et qui
vérifie la condition de prolongement local imposée a f dans I’énoncé.

Supposons connu H/; posons L;— A/=0C/ et L'—B/= D’/. Posons
D/ne=Y. ((A/"'nC/), B“'ND’) est un voisinage dérivé de Y dans
((C/), DY); done (((A/"'NC/)xDEXT), (B*ND/)XDPXI) est un voisi-
nage dérivé de YXD®X T dans ((C/xDBxI), D/’x DX I). Mais il existe
une famille de cones ((G;), G) telle que Y soit régulier de type ((G;), G')
dans ((C/), D/); on a alors

(((A/"'ACH) =< DB I), (B AD/) x DEx 1) =Y x DB I ((Gy), &).

La condition de prolongement local entraine que f(Y X DEXI) est aussi
régulier de type ((G:), G') dans

(K< I—1W/(A/x D= 1)), K< 1 — f(B/x D = I));
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donc tout voisinage dérivé de f(Y X DPx 1) dans cette famille de polyedres
est isomorphe a YXDPBxIX((G;),G’). On est donc ramené, modulo
ces 1dentifications de voisinages dérivés, au probléme suivant : trouver
un automorphisme 1 de YXDEXIX((G;), G') qui prolonge un auto-
morphisme donné v de YXD?XIXG' [7]YX{o}xD*xG =1d], qui
est 'identité sur Y X {o{X ((G;), G’) et qui coincide avec un automorphisme
donné v de
dY < DB x 1< ((Gy), G')
[dY ~ S/=1, Y a D75 v | dY < DB {0} x (((;), G') =Id|;

sachant que ’automorphisme vUv de (YXD?*XG'UdY X D?x ((G;),G") x I
vérifie la condition de prolongement local.

Oublions v; par application du lemme 1 on prolonge 7 en un isomor-
phisme ¢ d’un voisinage de YXD®*XIX{a} [a est le sommet de ((G;), G')
dans YXD?XIX((G;), G'), sur un autre]. On peut se ramener au cas
ot ¢|YXD?*Xx{o}x((G:), G')=1d, et ot ¢ est un automorphisme d’un
“voisinage dérivé de Y X D?*X Ix{a| dans YX D?XIX((G;), G'). Le complé-
mentaire de ce voisinage dérivé est isomorphe a Y X DX Ix Ix ((dG;), dG'),
et Pon cherche a prolonger v|YXD?XIxIXxdG’ par un automorphisme
qui coincide avec ¢ sur YXDPxIx{o}x((dG;),dG’). Par application
de TP’hypothése de récurrence [dimdG' =dimG —1<y((K), K')=n
et Y X D?X I est une boule] un tel prolongement existe. En recollant avec ¢,
on obtient un automorphisme ® de Y X D?®X Ix((G;), G') qui prolonge 7
et est I'identité sur YXD®X{o|x((G;), G'). En général ® ne prolonge
pas v, mais on peut modifier ® de fagon que cect soit vérifié en se
servant d’un collier de dY dans Y.

Squelettes intrinséques et alvéoles :

DirrnitioN. — Etant donnés un polyedre X et des sous-polyédres (Y))
(en nombre fini) de X, on dira que le point & de X est d’indice p dans
(X, (Y;)), s’1l existe une triangulation X de (X, (Y;)) telle que  soit contenu
dans lintérieur d’un p-simplexe, et s’il n’existe pas de triangulation
de (X, (Y;)) telle que z soit contenu dans 'intérieur d’un (p + 1)-simplexe.

ExemprLes. — Un point 1so0lé est d’indice o. Les points d’une variété
de dimension n, sont d’indice n s’ils sont a l'intérieur et d’indice n —1
s’ils sont sur le bord. ‘

Il est clair que l'indice de @ dans (X, (Y;)) est un invariant du germe
de (X, (Y;)) en x. Par conséquent, tout automorphisme de (X, (Y;)) envoie
chaque point sur un point de méme indice. L’ensemble des points d’indice
au plus p de (X, (Y,)) est fermé dans X — on verra plus loin que c’est
un sous-polyedre de X — c’est I'intersection des p-squelettes de toutes
les triangulations de (X, (Y;)), on le notera (X, (Y;)), et on I’appellera
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le p-squelette intrinseque de (X, (Yy)). (X, (Y)),— (X, (>Yi)),,ﬂ1 est

Pensemble des points d’indice p.

Remarque. — Si I'on ajoute un sous-polyedre Yy, l'indice de chaque
point décroit ou reste inchangé, il est certainement inchangé pour tous
les points qui n’appartiennent pas a Yy.

Lemme 2. — (X, (Y)),— (X, (Y))),s est une variété de dimension p,
en général non fermée dans X.

En effet : soit & un point d’indice p de (X, (Y;)), il existe une triangu-
lation ¥ de (X, (Y))), telle que z soit dans 'intérieur d’un simplexe 5 de
dimension p de X. Si y est un point voisin de # dans X, deux cas peuvent
se présenter :

a. St y&ao, y est intérieur a un simplexe de ¥ dont 7 est une face, donc

\

de dimension supérieure a p; donc y est d’indice au moins p -+ 1.
)

b. S1 y€oa, alors, si y est assez voisin de z, y est intérieur a 5; les germes
de (X, (Y;) en z et y sont alors isomorphes, donc y est aussi d’indice p.

LemMme 3:

(X > R, (Yz>< H))/H-l: (X (Yi))l’>< R.

En effet : 1l est évident que si z est d’indice p, quel que soit ¢ dans R,
(x, 1) est d’indice au moins p +1 dans (XXR,(Y;XR)). Inversement
s’1l existe une triangulation de (XX R, (Y; X R)) telle que (z, t) soit dans
un (p + 1)-simplexe; on peut toujours se ramener au cas ou la projec-
tion de chacun des simplexes sur R est une application linéaire; cette
triangulation induit alors sur le sous-polyédre XX {t| une décomposition
cellulaire, et (z,t) est dans une cellule de dimension au moins p, ce qui
permet de construire une triangulation de (X, (Y;)) telle que & soit dans
Pintérieur d’un p-simplexe.

Lemme 4. — (X, (Y,)), est un sous-polyédre de dimension au plus p de X.

(est trivial pour p = o. On va raisonner par récurrence sur p; supposons
donc que ce soit vrai pour p —1. On va montrer que (X, (Y;)), est un
sous-polyédre au voisinage de chacun de ses points. Soit donc & un point
d’indice ¢ (¢<<p), soit (A, (B;)) ce qu’'on obtient en enlevant d’un voisi-
nage dérivé de x.son bord et m. (A, (B,)) est de la forme RXx(A’, (B;));
d’aprés I’hypothése de récurrence appliquée a (A’, (B;)) et le lemme 3
appliqué a ce produit, I’ensemble des points d’indice p de (A, (B;)) est
la trace sur (A, (B;)) d’un sous-cone du voisinage dérivé choisi. D’ou le
résultat. ’

Ann. Ec. Norm., (4), I. — Fasc. 3. 43
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Remarques. — 1° U X, XY, contient (XXY),, mais il n’y a pas égalité
r+qg=n
en général (exemple : le produit de deux variétés a bord). Par contre,
(XXI, XXfol, Xx{1{),=(X,,XI) (X,X{o,1{). Si V est une variété
sans bord de dimension n, (XX V),= X, ,XV.

20 La démonstration du lemme 3 prouve que le modele local de (X, (Y;))
en un point de (X, (Y;),— (X, (Y;)),.« est localement constant, donc.
constant sur chaque composante connexe. ‘

3% Soit V, une composante connexe de (X, (Y;)),— (X, (Y:))y,
V,—V, est contenu dans (X, (Y;)),_s. Soit V, une composante connexe
de (X, (Y)),— (X, (Y))y—s (g<p) qui rencontre V,. Soit z€V,nV,,
il existe une partie du germe de (X, (Y;)) en x qui est dans V,, ceci reste
vral pour tous les points voisins donc pour tous les points de V,, donc

v,cV,.

DeriniTioN. — On appelle alvéoles intrinseques de (X, (Y;)) les adhé-
rences des composantes connexes des (X, (Y))),— (X, (Yi))p.

Toute alvéole intrinséque est, d’aprés la remarque ci-dessus, la réunion
d’une variété et d’alvéoles intrinseques de dimension inférieure.

Remarque. — Soit ((K;), K') une famille de sous-polyédres de

K=\ ) K,UK’; une condition nécessaire pour qu’un automorphisme
i

de K’ se prolonge en un automorphisme de ((K;), K'), est qu’il respecte
les alvéoles intrinséques de ((K;), K’) contenues dans K'. Il est facile de
voir que cette condition n’est pas suffisante. Par contre, je vais démontyer :

Prorosition 5. — Sotent ((K;), K') une famille de polyédres, f un auto-
morphisme de ((K;), K'), et g un automorphisme de K'XI1, tels que
fIK'=g|K'X{o]. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe
un automorphisme G de ((K;x 1), K'X1) dont la restriction o ((K;x{o}),
K'x{o}) est f, et la restriction & K'X 1 est g, est que g respecte les alvéoles
intrinséques de ((K;x 1), K'x 1, (K;x{o}), K'X{o}) contenues dans K'x I.

Démonstration. — La condition est évidemment nécessaire, on montrera
qu’elle est suffisante en faisant une récurrence sur la dimension de K'.
La proposition est triviale si dim K'= o, supposons qu’elle soit démontrée
quand dimK’'<n, et considérons le cas ou dimK’= n. On peut supposer
que [ est I'identité. '

Il suffit de montrer qu'on peut appliquer la proposition 4, c’est-a-dire
que g est localement prolongeable en tous points de K’ X I. Soit « un point
de K’, je vais montrer que g est localement prolongeable en tout point
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de {z}x 1. Soit y un point de {z}X 1. Soient ((A;), A’,a) un voisinage
dérivé de y dans ((KixI), K'xI, {z}xI), et ((B;), B’, b) un voisinage
dérivé de g(y) dans ((K;x 1), K'X1I, g({z}x]1)), tels que g(A’) =B’ [donc
g(a) = b]. a et b sont des segments d’extrémités a, o’ et § = g(a), B’'= g(«').
Soient ((dA;), dA’) et ((dB;),dB’) les bords de ces voisinages dérivés.
Supposons que la condition de prolongement local soit vérifiée au voisi-
nage de a. :

1° g|dA’ : dA’— dB’ se prolonge en un automorphisme de ((dA;), dA’)
sur ((dB;), dB’) au voisinage de « (c’est une conséquence de ’hypothése
de prolongement local au voisinage de «, et du théoréme 1 du paragraphe 4).
Il en résulte que les comes ((A;), A’,a) et ((B;), B/, b) sont isomorphes.

20 L’hypothése de récurrence entraine alors que g|dA’ se prolonge en
un automorphisme du complémentaire d’un voisinage dérivé de o' dans
((dB;), dB’). D’ou par deux projections coniques successives, g|A’ se
prolonge en ‘un isomorphisme de ((A;), A’) sur ((B;), B"); c’est-a-dire
que g est prolongeable au voisinage de y.

Ceci prouve que I’ensemble des points de {2 X I au voisinage desquels g
est prolongeable, est fermé et contient {z|X{o}. Comme il est ouvert,
c’est {z{X I tout entier. Ce qui termine la démonstration.

Cororratre 1. — Soient ((K;), K') une famille de polyédres, f un auto-
morphisme de ((K;), K') et g un automorphisme de (K'x 1, K'x{o, 1}),
tels que flK'=g|K'x{o]. Si g respecte les alpéoles intrinséques de
(Kix D), K'x I, (K;x{o, 1}), K'X{o, 1}{) contenues dans K’'X1, il existe
un automorphisme de ((K;xI), K'xI, (K;x{o,1}), K'x{o,1}) tel que
Gl((Kix{o}), K'X{oj)=f et G|K'XI=g.

Si U K;— K’ est lintérieur d’une alvéole intrinséque de ((K;), K'),

il suffit d’appliquer la propositioh 5, la condition supplémentaire est
automatiquement vérifiée pour des raisons de dimension. Dans le cas
général on rajoute a K’ successivement toutes les alvéoles intrinséques

de ((K)), K’).

Cororratre 2. — Sout (K, K') un couple de polyédres; si, pour tout
point x de K’ il existe un voisinage V(z) de & dans K tel que toute triangu-
lation de K' NV (z) se prolonge en une triangulation de V(z), alors quel que
soit Uautomorphisme [ de (K, K') et quel que soit Uautomorphisme g de
(K'x I, K'x{o, 1}) tel que g K'X{o}|=[|K’, il existe un automorphisme G
de (KxI, K'XI, Kx{o, 1}, K'X{o, 1}) tel que G|(KX{o}, K'xX{o})=/,
et que G|K'xI=g.

(’est toujours le cas quand K’ est, en chacun de ses points, régulier
d’un certain type dans K. On verra au chapitre IV que c’est toujours le
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cas quand K est une variété, et que K’ est de codimension au moins 3
dans K (et KNdK de codimension au moins 3 dans dK). '

(’est une conséquence du corollaire 1, puisque la condition imposée.
assure que les alvéoles intrinseques de (K, K’) contenues dans K’ coincident
avec les alvéoles intrinseques de K’.

CHAPITRE L

lLES ESPACES DE PSEUDO-ISOTOPIE.

1. EnsemBLES sEMmI-simpLIiciAUX. — Je rappelle qu'un ensemble semi-
simplicial est un foncteur contravariant de la catégorie semi-simpliciale A
dans la catégorie des ensembles, c’est-a-dire la donnée d’une suite d’en-
sembles (X,),., et de deux familles d’applications f;: X, X, ., et
d;: Xp—> Xpit (0=1=_n) vérifiant les trois conditions suivantes :

() fi fi= Ji fi=1 chaque fois que ¢ =

(13) /‘t (lr: ‘/‘H—l di:]({,
Jidi=d; fi—1+ chaque fois que j>i+1,

Jidi=diy f; » N R
(v) didi=d;d;_, » ooy <.
Exempres. — A. Espaces d’isotopie différentiables. — Soient V et W

deux variétés C, soit (Plgt,(V, W)), ’ensemble des plongements de A,XV
dans A,XW respectant la projection sur A, (A, XV et A,XW sont des
variétés a4 coins — je ne reviendrai pas sur la notion de plongement d’une
variété a coins dans une autre —). On définit des applications

Jio (Pleu(V, W), (Plgt (V, W)) s

en prenant la restriction a f;(4,)XV des éléments de (Plgt,(V, W)),.
On défimt des applications

di - (Plgu(V, W), —> (Plete (V, W),y

\

en associant a tout g:A,XV —>A,XW Papplication de 4,.,XV dans
A, X W définie par (z, y) — (x, pa g(ta,y)), ol © est la projection de A,,,
sur A, correspondant a la *" dégénérescence. On vérifie qu’on a ainsi
défini un ensemble semi-simplicial, qu’on note Plgt,(V, W). Si V est
compacte, c’est un sous-ensemble semi-simplicial du complexe singulier
de DI’espace topologique Plgt(V, W) muni de la topologie C" (r>1), il
ale méme type d’homotopie que cet espace (¢f. [2]). On utilisera plus souvent
Pensemble semi-simplicial Plgt,(V, W, f,) qui, étant donné un plongement f,
de V dans W, est le sous-ensemble semi-simplicial du précédent formé
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des simplexes 4,X V — A, X W dont la restriction & A,XdV est Idy Xf,|dV.
Si M est une sous-variété de V, on définit Plgt}(V, W, f,), c’est le sous-
ensemble simplicial du précédent formé des simplexes dont la restric-
tion & 4,X M est Idy, X fo| M. On définit de facon analogue le groupe semi-
simplicial Aut,(V) dont les p-simplexes sont les automorphismes de A,x V
qui respectent la projection sur A, et le sous-groupe semi-simplicial
Aut, (V modA) formé des automorphismes qui sont I'identité sur un fermé A
donné dans V. Un cas particulier important est celui ot A =dV. Enfin,
si E est un voisinage tubulaire de la sous-variété V de W, on notera g,
I'injection naturelle de E dans W, et Plgt/(E, W, g,) sera ’ensemble
semi-simplicial dont les isomorphismes de A,X E sur un voisinage tubu-
laire de A,XV dans A,Xx W qui respectent la projection sur A, et sont
Pidentité sur A, X(VU(AWNE)).

B. Espaces d’isotopie semi-linéaires. — Soient V et W deux polyedres,
on définit comme dans le cas différentiable I’ensemble semi-simplicial
Inj;(V, W), dont les p-simplexes sont les applications injectives de 4,X V
dans A,X W qui respectent la projection sur A,. Si V est un sous-polyedre
de W (on notera f, I'injection naturelle de V dans W), on notera Plgt,(V, W)
le sous-ensemble semi-simplicial de Inj(V, W) formé des simplexes s
qui vérifient la condition :

(1) Les alyéoles intrinséques de (A, X W, (fi(4,) X W), s(A,XV)) qut sont
dans s(A,X V) sont les images par s des alvéoles intrinséques de
(A, X W, (f:(A) X W), A, X V) qui sont dans A,XV.

On remarquera que si V est une sous-variété de la variété W, cette
condition équivaut a dire que s(4,X V) est une sous-variété de A,xX W.
Cette condition est automatiquement vérifiée si dimW —dimV >3
et dimdW — dim(VNAdW) >3 (cf. corollaire 3 de la proposition 2 du
chapitre 1V). On définit, comme dans le cas différentiable, les sous-
espaces Plgt,(V, W, f,) et Plgt!(V, W, f,).

Si V est un polyedre, (V;),er (I fini) et V' des sous-polyédres de V,
on notera Aut,(V, (V;) modV’) 'ensemble semi-simplicial dont les p-sim-
plexes sont les automorphismes de A,XV qui respectent la projection
sur A, qui, quel que soit ¢, induisent un automorphisme de A,XV;, et
sont l'identité sur A, X V'. .

S1 E est un voisinage dérivé de V dans la variété W, et s1 g, est 'injec-
tion naturelle de E dans W, Plgt,(E, W, g,) est, d’aprées la définition
générale donnée ci-dessus, I’ensemble semi-simplicial dont les p-simplexes
sont les isomorphismes de A4,X E sur un voisinage dérivé de 4,X V dans
A, X W, qui sont I'identité sur 4,X (VU(ENdW)) et respectent la projec-
tion sur A,
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C. Espaces de pseudo-isotopie différentiables. — Soient V et W deux
variétés C”, soit (Plgt, (V, W)), ’ensemble des plongements (sans bord
relatif, transversaux au bord) de A,XV dans A,Xx W, qui, pour toute
face A, A, de A, induisent un plongement de A,XV dans A,x W;
et vérifient la condition :

(a) Quel que soit le point x d’une face (de dimension quelconque) F de A,
et quel que soit le point y de V, Uapplication linéaire tangente a f en (z, y)
est la somme directe de Uapplication linéaire tangente a f|F X V en (2, y),
et de Uapplication identique du sous-espace linéaire de A, engendré
par x et la face F' opposée a F.

On définit des applications :
j;' : (P]gtp[(\'r, iwf))p%(P]gtpl(V, W))p.__1

en associant a tout simplexe sa restriction a f;(4,) X V.

On définit des applications :
di: (Plgtpr (V, W))p— (Plgtp (V, W)y

de la fagon suivante : on note = la projection de A4,,, sur 4, qui correspond
a la ™ dégénérescence, et 'on définit une application y : A, X1 >4,
en envoyant (9, t) sur le point qui divise le segment =~ () dans le rapport

¢
~—+ On pose alors pour tout g:4,XV—A4,XW:
dig(y, 7) = (x(P18(y, 0); ), p2& (¥, 0))

[ou on a choisi un point (9, t) dans 7' (%), le résultat ne dépendant pas
de ce choix]. La condition (a) assure que d;g est une application différen-
tiable. On remarquera que si g respecte la projection sur 4,, on retrouve
le d;g défini dans ’exemple A. On vérifie qu'on a ainsi défini un énsemble
semi-simplicial qu’on note Plgt, (V, W). Plgt,(V, W) est un sous-ensemble
semi-simplicial de Plgt,(V, W); ils ont d’ailleurs les mémes o-simplexes.

On définit de fagon analogue des ensembles semi-simpliciaux : Plgt, (V,

W, fo); Plgtu(V, W, fo); Aut(V); Autu(VmodA) et Plgtn(E, W, g).

D. Espaces de pseudo-isotopie semi-linéaires. — Si 'V et W sont des
polyédres, on définit (Inj,(V, W)), comme D’ensemble des injections
de A,xV dans A,XW qui, pour toute face A,— A, de A, induisent une
injection de A, XV dans A, XW. On définit des applications f; comme
dans le cas différentiable, malheureusement les applications d;g définies
comme ci-dessus ne sont en général pas semi-linéaires. Plus exactement,
une condition nécessaire et suffisante pour que I'application d;g soit semi-
linéaire est que g respecte la i*™ coordonnée barycentrique de 4,. On
ne peut donc pas construire ainsi un ensemble semi-simplicial; ’objet
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du paragraphe 2 ci-dessous est de définir une catégorie qui englobe I’objet
(sans dégénérescences) qu’on vient de définir. En fait, on pourrait s’arranger
pour construire tout de méme des dégénérescences, mais 1l faudrait faire
un certain nombre de choix, et on perdrait toutes les fonctorialités qu’on
attend (et que je n’ai pas détaillées), en particulier Aut, (V) ne serait
pas un groupe semi-simplicial.

2. EnxseMBLES Quasi-siMpLIcIAUX. — On notera A’ la sous-catégorie de
la catégorie simpliciale A formée des mémes objets et dont les morphismes
sont les morphismes injectifs de A (ceux qui sont engendrés par les faces).

Dirinition. — Un ensemble quasi-simplicial est un foncteur de A’ dans
la catégorie des ensembles, c’est-a-dire la donnée d’une suite d’en-
sembles (X,),., et, pour tout n et tout i (0=—it=n), d’'une appli-
cation f;: X, X,_, (appelée il*» opérateur de face); les f; étant
astreintes & vérifier la relation

() fifi=/[ifi+=1 chaque fois que { /.

Les éléments de X, seront appelés les n-simplexes de X.

Si X et X’ sont deux ensembles quasi-simpliciaux, un morphisme de X
dans X’ est un morphisme de foncteurs, c’est-a-dire une suite d’appl-
cations (gn),~o (8 : Xo— X) telles que, pour tout n et tout 7, gu.fi=fign

Remarque. — Un groupe quasi-simplicial est un foncteur (contravariant)
de A’ dans la catégorie des groupes.

ExempLEs. — A. Tout ensemble semi-simplicial est muni naturellement
d’une structure d’ensemble quasi-simplicial (il suffit d’oublier les dégéné-
rescences).

B. Un complexe simplicial X définit naturellement un ensemble quasi-
simplicial (formé des simplexes non dégénérés de I’ensemble semi-simplicial
habituellement associé a X). Ceci ne définit par un foncteur de la caté-
gorie des complexes simpliciaux et applications simpliciales dans la
catégorie des ensembles quasi-simpliciaux. Pour avoir un tel foncteur
il faut prendre pour morphismes de la catégorie des complexes simpli-
ciaux, les applications simpliciales qui sont injectives sur chaque simplexe
(non dégénéré).

C. Espaces de pseudo-isotopte semi-linéaires (cf. § 1, exemple D). —
On vérifie que les applications f; définies ci-dessus vérifient la condition o.
On a donc défini un ensemble quasi-simplicial Inj, (V, W). On définit le
sous-ensemble quasi-simplicial Plgt,;(V, W) formé des simplexes de
Injp (V, W) qui vérifient la condition (1) (¢f. § 1, exemple B). On définit
aussi Plgt, (V, W, fy) et Plgty(V, W, fy). On définit de la méme fagon
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le groupe quasi-simplicial Auty(V, (V;) modV’) (automorphismes de V
qui, pour tout iz, induisent un automorphisme de V;, et sont I'identité

sur V'),

Remarques. — 1° Les ensembles quasi-simpliciaux et semi-simpliciaux
font partie de la classe d’objets mathématiques qu’on désignera sous le
vocable d’espaces quand il n’y aura aucune ambiguité sur leur nature.

20 La catégorie des ensembles quasi-simpliciaux est munie de produits.
Le produit de X et de Y a pour ensemble de n-simplexes I’ensemble X, <Y,
et, pour tout i, fi(,y)= (fi(x), fi(y)). Le foncteur d’oubli des dégéné-
rescences de la catégorie des ensembles semi-simpliciaux dans la catégorie
des ensembles quasi-simpliciaux commute donc aux produits.

30 Soit X un ensemble semi-simplicial, et 5 un complexe simplicial.

Notons S I’ensemble semi-simplicial attaché a S. Toute application quasi-
simpliciale de S dans X se prolonge en une application semi-simpliciale

de S dans X. Ceci définit une correspondance bijective des applications
(quasi-simpliciales) de S dans X, sur les applications (semi-simpliciales)

de S dans X.

3. LEs FIBRES PRINCIPAUX QUASI-SIMPLICIAUX. — Dans ce qui suit,
G désigne un groupe quasi-simplicial qui vérifie la condition de Kan.
(Pour définir la condition de Kan, on remarque que la définition habi-
tuelle pour les ensembles semi-simpliciaux ne fait pas intervenir les dégéné-
rescences, on peut donc la recopier pour les ensembles quasi-simpliciaux.)

ExempLe. — Les espaces Auty et Plgt, définis ci-dessus vérifient la
condition de Kan. Je vais faire la démonstration pour Auty (V). [Ce n’est
pas une conséquence du fait que Aut, (V) est un groupe!]. Soit A la
réunion de toutes les faces de A, (p>>1) sauf une, 1l suffit de montrer que
tout automorphisme ¢ de AXV qui, pour toute face F de A, contenue
dans A définit un automorphisme de F XV, se prolonge en un p-simplexe
de Aut, (V). Soit @ un isomorphisme de A, sur AX 1 qui envoie A iden-
tiquement sur AX of. (axIdy)* (¢xId,) (xx1Idy) est un p-simplexe
de Auty (V) et coincide avec ¢ sur AXV.

DirinitioN. — On dira que I'ensemble quasi-simplicial X est muni
d’une structure de fibré principal de groupe G si, pour tout n, on a une
opération de G, sur X,, de telle fagon que :

1° Vz€X,, Vg€, Vi(o=i=n):fi(gz) =[.(g)fi(2);

20 ¥ n, G, opére de fagon simplement transitive sur X,.
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Base. — Pour tout n, on pose B,= 5" Les f: définissent (a cause de
n

la condition 1) des applications f;: B, B, , qui vérifient la relation o.
On a donc défini un ensemble quasi-simplicial B, qui sera appelé la base
du fibré X. L’application naturelle de X dans B est un morphisme.
G vérifie la condition de Kan, donc cette application vérifie la condition
de Kan. On I'appelle la projection du fibré. On appellera section du fibré
tout morphisme s: B — X qui, composé avec la projection, donne ’appli-
cation identique de B.

Derintrion. — Soient X et X' deux fibrés principaux de groupe Gj;
on dira que le morphisme f: X — X’ est un morphisme de fibrés de

groupe G s, Vn, Vz€X,, Vg€, : f(gz) = gf(x).

Remarques. — 1° 51 Gx X — X est un fibré principal semi-simplicial,
le foncteur « oubli des dégénérescences » le transforme en un fibré prin-
cipal quasi-simplicial.

20 Si A est un ensemble quasi-simplicial, et si X est un fibré principal
quasi-simplicial de groupe G et de base B, XX A est un fibré principal
quasi-simplicial de groupe G et de base BxX A. En particulier, GX A est
un fibré principal de groupe G et de base A, c’est le fibré trivial de base A.

30 Le fait que le groupe G vérifie la condition de Kan entraine que la
projection des fibrés de groupe G vérifie la condition de Kan.

#4° Tout morphisme de fibrés f: X - X’ qui induit un isomorphisme
sur les bases est un isomorphisme (on montre facilement que, ¥ n, f.: X,—>X,
est un isomorphisme). En particulier, les trivialisations d’un fibré corres-
pondent biunivoquement a ses sections. Ceci implique en particulier que
tout fibré de base 4, est trivial.

Lemme. — Sott X un fibré de base B et de groupe G, et soit ¢ un morphisme
de B’ dans B. G opére naturellement sur XX B’. Cette opération définit
sur XX ,B’ une structure de fibré de groupe G, dont la base s’identifie natu-
rellement a B'. Ce fibré est le seul fibré de base B’ et de groupe G (a isomor-
phisme prés) tel qu’il existe un morphisme de ce fibré dans X qui induise @
sur les bases.

Derinition. — X X B’ est appelé I'image réciproque de (X, B) par ¢.
Si ¢ est 'injection naturelle d’un sous-ensemble quasi-simplicial dans B,
on 'appelle encore la restriction de X a B/, et on le note X|B'.

Remarque. — La catégorie des fibrés principaux de groupe G, et
morphismes de fibrés de groupes G a des limites inductives. La base d’une
limite inductive est la limite inductive des bases.

Ann. Ec. Norm., (4), I. — Fasc. 3. 44
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TueoremE. — Soit B un complexe simplicial, et soit C un sous-complexe
stmplicial de B, tel que B collapse sur C. (On rappelle que G vérifie la condition
de Kan.)

a. Tout fibré de groupe G et de base C s'étend en un fibré de groupe G
et de base B.

b. Soient deux fibrés X et X' de groupe G et de base Bj; tout isomorphisme f
de X|C sur X'|C, s’étend en un isomorphisme F de X sur X'.

Démonstration. — 11 suflit de démontrer ces assertions quand B collapse
élémentairement sur C. Ce sont alors des conséquences triviales du fait
que les fibrés de base A, sont triviaux, et du fait que G, donc aussi la
projection des fibrés de groupe G, vérifie la condition de Kan.

Corovrratre 1. — Sotent B un complexe stmplicial et C un sous-complexe
stimplicial de B. Soient X un fibré de groupe G et de base BX 1 (produat,
au sens habituel, des complexes simplictaux B et 1), et f un isomorphisme
de X|Cx 1 sur (X|Cx{o!)x], alors f se prolonge en un isomorphisme F
de X sur (X|Bx{o})xL

CororLLAIrRE 2. — Sotent B un complexe stimplicial et C un sous-complexe
stmplicial de B. Sott X un fibré de groupe G et de base le complexe simpli-
ctal Bx 1. Soit 1.: CX 11X G — X une trivialisation de X au-dessus de Cx 1;
il existe un isomorphisme ¢ de X|BXx{o| sur X|BX |1}, tel que

plEex {1l xG=0o|(X|Cx{o]).n1|Cx{o}xG.

ExemprEs. — A. Soit V une sous-variété de la variété semi-linéaire W,
et soit M une sous-variété de V. On note f, 'injection naturelle de V
dans W. Aut, (W moddWUYV) est un sous-groupe quasi-simplicial de
Auty (W moddWUM). L’opération naturelle du sous-groupe sur le
groupe fait de Auty, (W moddWUM) un fibré principal de groupe
Auty (W moddWU V), dont la base s’identifie & un sous-ensemble quasi-
simplicial de Plgty(V, W, f,).

B. Soit V une sous-variété de la variété semi-linéaire W. Soit E
un voisinage dérivé de V dans W, et soit g, I'injection naturelle de E
dans W. Aut, (W moddWUE) est un sous-groupe quasi-simplicial de
Auty (W moddWU V), ce qui définit une fibration principale dont la base
s’identifie & un sous-ensemble quasi-simplicial de Plgty (E, W, g,).

C. Soient V une sdus-variété de la variété semi-linéaire W, M une sous-
variété de V, et f, I'injection naturelle de V dans W. Aut,, (V mod dVUM)
opeére sur Plgt), (V, W, f,), ce qui définit une fibration principale. La base B
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est I'espace (PI) des sous-variétés de (W, M) isomorphes a (V, M). Cet
espace est muni naturellement d’une structure d’ensemble semi-simplicial
En effet : si 'on regarde la définition des d;g dans I’exemple D du para-
graphe 1, on s’apercoit que pour un g quelconque, d,; g n’est pas, en général,
une application semi-linéaire, mais son image est une sous-variété semi-
linéaire de A, X W qui ne dépend que de 'image de g. Ceci définit de
facon naturelle des dégénérescences dans I’ensemble quasi-simplicial B,
qui est donc muni d’une structure semi-simpliciale naturelle.

Nota. — Le chapitre IV ci-dessous précisera les bases des fibrations A
et B ci-dessus.

Derinttion. — Fibrés de fibre ¥, a groupe structural. — Soit F un
ensemble quasi-simplicial, et G un groupe quasi-simplicial (qui vérifie la
condition de Kan) qui opére transitivement sur F. Un fibré de base B,
de fibre F et de groupe structural G, est la donnée d’un ensemble quasi-
simplicial E; d’une projection @ : E — B (surjective), et :

1° pour toute application ¢:4,->B, d’un isomorphisme

Ty - A/,X“E*$A/,>< F,

triple d’applications ¢:3,~B, ¢/: A >Bet n:4,>4,
€G,, tel que le diagramme

29 pour fou

t
tel que ¢. n=¢', d’'un simplexe g,

An/,/XBE > A/,/X F

Mg’

T Iy, ﬁxg?/?

Yoo
A, xpE—5A, < F

soit commutatif;
— ceci de telle fagon que, quel que soit le triple (¢, ¢/, ¢”) on ait
T (8s9) 8o 9= 8uo-

- En particulier, tout fibré principal de groupe G est un fibré de fibre G
et de groupe structural G. Si E est un fibré principal de groupe G, E X F/G
[ou G opére sur EXF par gle, f) = (ge, gf)] est un fibré de fibre F et de
groupe structural G. Ceci définit une équivalence entre les fibrés prin-
cipaux de groupe G et les fibrés de fibre F et de groupe structural G.

4. Groures p’nomotoprik (cf. [22] : Groupes d’homotopie, 1*¢ définition
(chap. I, § 3)). — Si I'on regarde la référence ci-dessus, on remarque que
la définition et les propriétés des groupes d’homotopie d’un ensemble
semi-simplicial de Kan ne font pas intervenir les opérateurs de dégéné-
rescence. Ceci permet de récrire toute la théorie des groupes d’homotopie



348 L. MORLET.

pour les ensembles quasi-simpliciaux qui vérifient la condition de Kan et
sont munis de points de base (ou I'on appelle point de base d’un ensemble
quasi-simplicial X un sous-ensemble quasi-simplicial de X isomorphe
a I'ensemble quasi-simplicial sous-jacent & ’ensemble semi-simplicial 4,).
Je ne le ferai pas. On peut récrire les théories classiques : suites exactes
d’homotopie des fibrés, etc.

ExemprLes. — Je vais donner une description géométrique des groupes
d’homotopie des espaces de plongements et d’automorphismes que j’ai
définis dans les paragraphes précédents. Pour ne pas allonger inutilement,
je ne le ferai que pour I'espace des automorphismes d’une variété V qui
sont 'identité sur le bord.

A. 7 (Auty(V moddV)). — Les éléments de ce groupe sont représentés
par les automorphismes de D'X V qui sont 'identité sur

d(Dix V) =St x VuDix dV.

Deux tels automorphismes f, et f, sont équivalents s’il existe un auto-
morphisme F de D'X VX1 qui est I'identité sur d(D'X V)X 1, et tel que

FIDIxVx{o]=/f et FIDIxVx{1}|=Ff.

B. 7;(Aut,(V moddV)). — Les éléments de ce groupe sont représentés
par les automorphismes de DXV qui sont I'identité sur d(D'X V) et qui
respectent la projection sur D’. Deux tels automorphismes f; et f, sont
équivalents s’il existe un automorphisme F de D'X VX1, qui est I'identité
sur d(D'X V)X 1 et respecte la projection sur DX I, et tel que

FIDixVxiol=f, e F[DixVxitl=/.
C. mi(Auty (V moddV), Aut,(V mod dV)) [qu’on notera
' (Aut(V mod dV))

pour abréger les notations]. — Les éléments de ce groupe sont représentés
par des automorphismes de DXV qui sont l'identité sur D'XdV et
sur ST'XV (ot ST’ est une demi-sphére de S™', et S°' la demi-sphére
complémentaire) et dont la restriction & ST' XV respecte la projection
sur S”'. Deux tels automorphismes sont équivalents s’il existe un auto-
morphisme F de D' x V x I, qui est I'identité sur (D'xdVU ST X V) x I, dont
la restriction a S"'X IXV respecte la projection sur S”' X I, et tel que

FIDixVxi{oj=f, e F|DixVx{r|=f.
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CHAPITRE ILI.

PSEUuDOFIBRES ET TUBES.

1. Pseuporisres (*). — Soit |£| — X une triangulation d’un polyédre X,
et soit (F, F’) un couple de polyédres; considérons un fibré principal semi-
simplicial & de base X et de groupe Aut,(F modF’). Une construction
classique associe & ces données leur réalisation géométrique qui est un
fibré |F| de base X et de fibre F, muni d’un sous-fibré trivialisé de
base X et de fibre F’. Rappelons la construction de cette réalisation
géométrique :

A tout simplexe s de F on associe le polyédre |s|XF et 'on effectue
les recollements définis par les applications :

a. g:|s|XF —|s'|XF, chaque fois que s'=sg (g€Aut,(F modF’));

b. |¢|x1dg:|s'|XF —|s|xF, chaque fois que s'=¢.s (¢ étant un
opérateur de face ou de dégénérescence).

La projection sur X est déduite des projections
[s]| < F—=]s|>|m(s)]

(= désignant la projection de & sur X). Le sous-fibré est I'image des |s|x F’,
il est naturellement trivialisé.

Soit maintenant un fibré principal quasi-simplicial &,, de base X et
de groupe Auty(F modF’); la méme construction associe a &,, un
polyédre | &, |, mais pas de projection de | &, | sur X, car les fonctions qui
définissent les recollements ne respectent pas les projections |s| X F — | n(s)|.
Cependant pour tout simplexe ¢ de I, il existe un sous-polyédre de | F, |
qui est 'image de |s|X F, pour tous les s tels que n(s) = a; ce sous-polyedre
joue le role du paquet des fibres qui sont au-dessus des points de o.
Si F'£ 0, on a un sous-polyédre |F’| de |&F,| qui est naturellement
identifié & X X F’'. Plus généralement :

Dirinition 1. — Etant donnés un polyédre X, une triangulation 2
de X, un polyédre F et une famille ((F,), F’) de sous-polyédre de F
(on notera j, I'injection naturelle de F/ dans F), on appellera pseudofibré de

(*) Notion quin’arien de commun avec celle qui a été introduite par Mme M. H. SCHWARTZ
dans le Bulletin de la Société mathématique de France, 1960, p. 1 4 55,
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base (X, X) et de fibre (F, (F;) mod F’) un heptuple (X, E, (E;), E/, j, £, (E,)),
ou E est un polyédre, les E; des sous-polyedres de E, j un isomorphisme

de XX F’ sur le sous-polyedre E’ de E, et les E (s €X) des sous-polyédres
de E, tels que :

ceX
(3) Vs €L, 1l existe un 1som0rphlsme o, de aX F sur E;, tel que :
(@) Vi:0,(axF)=E,NnE; [on posera souvent E;NE;=(E;)] et
,-|G><F’-—]|0’><F’ (on posera E,NE = E).
(B) Vo' €2, o/ Cas 5,/ x F) = E,.

Remarque. — Si (X, E, (E,), E, j, L, (E;)) est un pseudofibré de fibre
(F, (F) modF’), (X, E, X, (E;)) est un pseudofibré de fibre F [i.e.
(F, (@) mod B]; et, pour tout i, (X, E, X, (E,),) est un pseudofibré de
fibre F..

Il est clair que la réalisation géométrique décrite ci-dessus
associe a tout fibré principal quasi-simplicial de base X et de groupe
Auty (F, (F;) modF’), un pseudofibré de base (X,X) et de fibre
(F, (F;) modF’). Inversement a tout pseudofibré de base (X, X) et de
fibre (F, (F;) modF’) on fait correspondre un fibré principal & de base X
et de groupe Auty,(F, (F;) modF’) de la facon suivante : les simplexes
de & sont toutes les applications ¢, qui peuvent intervenir dans la défi-
nition du pseudofibré, ’'action du groupe sur I’ensemble de ces applications
est évidente, ainsi que la définition des opérateurs de face (il n’y a pas de
dégénérescence puisqu’on est dans le cadre quasi-simplicial). Ces deux
correspondances sont, bien entendu, inverses I’'une de lautre. On aura
méme deux foncteurs réciproques entre la catégorie des fibrés principaux
de groupe Aut, (F, (F;) modF’) dont la base est un complexe simplicial
(localement fini et dénombrable a l'infini) et celle des pseudofibrés de
fibre (F, (F;) modF’), si 'on pose la définition :

Derinition 2. — Un morphisme du pseudofibré (X, E, (E)), j, Z, (E,))
dans le pseudofibré (Z,G, (G), G, k, S, (G,)) [tous deux de fibre
(F, (F;) modF’)] est un -couple d’applications f:X—>7Z et E—G
tel que :

a. [ soit la réalisation géométrique d’un morphisme quasi-simplicial
de X dans S [c’est-a-dire une application simpliciale de (X, Z) dans (Z, S)
injective sur chaque simplexe non dégénéré].



TOPOLOGIE DES VARIETES SEMI-LINEAIRES, 351

b. Vi:g ' (G)=E;; pour tout simplexe 5 de X : g(E,) =G/ et

=k.(fx1dy). ~ ‘

Je laisse au lecteur le soin d’en déduire les isomorphismes. Je précise
cependant qu’une trivialisation du pseudofibré (X, E, (E)), j, I, (E,)) est
un isomorphisme g de XXF sur E tel que, Vi, g(XXF,)=E; que
gl XxF'=j, et que, V7€X, g(sxF)=E..

2. CHANGEMENTS DE TRIANGULATION ET THEOREME D HOMOTOPIE. —
La notion de pseudofibré définie au paragraphe 1 est étroitement dépen-
dante d’une triangulation du polyédre de base. Je vais étudier cette
dependance Je démontrerai d’abord trois lemmes :

LEMME 1. — Soit (X,E, (E), E',}, %, (E,) un pseudofibré de fibre-
(F, (F;) modF’). Soient U et U" deux sous-polyédres de X qui sont des sous-
complexes de X, tels que U' C U et que U collapse sur U’. Toute trivialisation
f': U XF —E, définie au-dessus de U', se prolonge en une trivialisation
au-dessus de U.

En particulier, st X est une triangulation de D’ tout pseudofibré de
base (D7, X) est trivial.

Je ne sais pas démontrer ce lemme directement, je remarquerai cepen-
dant que, si U collapse simplicialement sur U’ pour X, il résulte, par réali-
sation géométrique, du théoréme du paragraphe 3 du chapitre I; il est
donc déja démontré dans ce cas particulier.

Lemme 2. — Constdérons le quintuple (A, A, xF, (A, xF), A, xF’
Idy, X Jo), et soit X une triangulation de dA, qui subdisise la triangulation
naturelle. Soit (E;),ey une famille de sous-polyédre de dA,XF, telle que

(dA,, dA, X F, (dA, X F,), dA,x< F', Tda, X Jo, E, (E;)) soit un pseudofibré de
fibre (F, (F)), modF’) et que, pour toute face fi. de A, : U E,=f.xXF. Alors

oC/i
il existe un automorphisme v de A, XF, qui induit, ¥ i, un automorphisme
de A, X F;, qui est Uidentité sur A, X F', et tel que, pour tout simplexe o de X,
on ait 7(sXF)=E,. Ce qui entraine que, pour toute face fi de A,, on ait :

1(fix F)=fixF.

Lemme 3. — Soit (X, E,(E), E,j, %, (E,)) un pseudofibré de fibre
(F, (F;) modF’). Soit X' une subdivision de X. Il existe une famille de sous-
polyédres (D) ey faisant de (X, E, (E), E/, j, Y, (D,)) un pseudofibré de
fibre (F, (F)) modF"), et telles que, V5€Z, _) D, =E..

5 Co

De plus on peut se donner a priori les D,, vérifiant ces condltwns pour

tous les simples o' contenus dans un sous-complexe de X,
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Je démontrerai les lemmes 1, 2 et 3 par une récurrence globale. Le schéma
de la démonstration est le suivant :

Lemme 1 vrai pour dim(U — U’) <¢
R

Lemme 2 vrai pour p=_1

U

Lemme 3 vrai pour dimX ¢

U

Lemme 1 vrai pour dim(U — U’) Z1.

Tous ces lemmes sont triviaux en dimension zéro. Si U — U’ dans le
lemme 1, ou X dans le lemme 3 ne sont pas de dimension finie, on fait
ensuite une récurrence sur les squelettes.

Démonstrations :
A. Lemme 1=1lemme 2 :

Premier cas. — 1l existe un simplexe g, de dimension p —1 dans X,
tel que E;=0o,XF. On choisit alors un isomorphisme o« de A, ,XI
sur A,, qui envoie dA,— g, sur 4, ;X {1{. On pose a = a X Id;. On applique
le lemme 1 a la partie du pseudofibré qui est au-dessus de la boule dA, — 5,
ce qui nous donne un automorphisme f de (dA,— g,) X F. Il suffit de poser

=a(((ald, < {1})7 fla|D,yx{1})) x<1d)a.

Deuziéme cas. — 1l n’existe pas un tel g,. Soit o, un simplexe quelconque
d’une face fi de A,. On applique le lemme 1 avec U=f; et U =g, et en
prenant pour trivialisation sur U’, 'une des fonctions ¢,;, qui entrent dans
la définition des pseudofibrés. On obtient ainsi un (p —1)-simplexe g
de Auty(F, (F:) modF’); soit G un p-simplexe de ce groupe, dont g est
une face. (Il en existe car le groupe vérifie la condition de Kan.) Il suffit
de démontrer le lemme pour la famille de sous-polyedres G™* (E,), et 'on est
ramené au premier cas.

B. Lemme 2=lemme 3 :

On ordonne les simplexes de X de facon que la dimension soit une
fonction croissante; et I’on applique le lemme 2 & tous les simplexes de X
successivement, en les prenant dans 'ordre croissant.

C. Lemme 3=lemme 1 :

Il suffit de savoir (¢f. SZ, th. 4) que si U collapse sur U’, il existe une
subdivision ¥’ de X pour laquelle U collapse simplicialement sur U’;
on applique alors le lemme 3 et le lemme 1 dans le cas — déja démontré —
ot U collapse sur U’ pour la triangulation qui sert a définir le pseudofibré.

Proposrrion 1. — Soit (X, E, (E), E', j, %, (E,)) un pseudofibré de
fibre (F, (F;) modF’). Si X est une subdivision d’une triangulation X',
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et si Uon pose, pour tout &’ de ¥ : D,=\_) E,; (X, E, (E)), E/, j, ¥, (D,))
cCo
est un pseudofibré de fibre (F, (F;) modF’).
Il suffit de montrer qu’il existe des isomorphismes ., ce qui est une
conséquence immeédiate du lemme 1.

Remarque. — Ce pseudofibré est entiérement déterminé par la donnée
des E,; au contraire, dans le lemme 3, les D, ne sont pas bien déter-
minés, a chaque pas de la démonstration on fait le choix d’une des fonc-
tions qui vérifient les conclusions du lemme 2. Du lemme 3 et de la propo-
sition 1, on déduit que, (X, E, (E;), E’, j) étant donné, si pour une trian-
gulation X de X il existe des E; tels que (X, E, (E)), E/, j, £, (E;)) soit un
pseudofibré de fibre (F, (F;) modF’), pour toute triangulation ¥’ de X,
il existe des D, tels que (X, E, (E), E';j, ¥, (E;)) soit un pseudofibré
de fibre (F, (F;) modF’); X est alors régulier de type (F, (F;), F)
dans (E, (E,), E’).

Lemme 4. — Soit «= (X, E, (E), E, ], L (E;)) un pseudofibré de
fibre (F, (F;) modF’). Soient (Y, X') un polyédre triangulé, et S une triangu-
lation de X XY qut subdivise linéairement la décomposition cellulaire de X X Y
dont les cellules sont les produits sXd' (c€X, o’ €X’). Il existe une famille
de sous-polyédres (D,),cs de E XY, telle que (XXY, EXY, (E;xY), E'XY,
jx1dy, S, (Dy)) soit un pseudofibré de fibre (F, (F;) modF’), et que, pour
tout couple (c€X,d'€l): kj D,=E,x7".

SCaxo

C’est une généralisation du lemme 3, la démonstration est analogue
a celle du lemme 3 : On applique le lemme 2 & toutes les cellules 5o’
successivement, en les prenant par ordre croissant des dimensions. Comme
au lemme 3, on peut se donner a priort les D, pour tous les s contenus dans
un sous-complexe cellulaire de £X X' et vérifiant les conditions ci-dessus.

THEOREME (Théoréme d’homotopie). — Soit X un polyédre muni d’une
triangulation X. Soit S une triangulation de X X 1, qui subdivise la décom-
position cellulaire définie par L et la triangulation naturelle de 1. Soit

(XxLE, (Ey), E',j,S, (D,) un pseudofibré de base (XXx1,S). Posons

E'— U D;; E°'=FEnE e E'=E'NE,.
SCXXx{0}
(X, E% (E}), E®, j| XX {o|xXF,S|Xx{ol, (D)) est un pseudofibré, et
il existe un isomorphisme v :E°XI—E, qui envoie identiquement
J(XXx{o}xF)xT sur j(XxXIxF') et E°X{o} sur E°, et tel que, ¥ cE€ZX,

n< U DS><I>:U D, e U Ds:n< U D‘\-X{I}>.

SCaXxX{0} sCoxI sCOoxX{1} \§CT>X{0}
Ann, Ec. Norm., (4), . — Fasc, 3. 45
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Démonstration. — Posons, Vs€X E,= U D,; d’aprés la propo-
SCOx{0}

sition 1, (X, E° (E}), E"*, j| XX {o{xF, X (E;)) est un pseudofibré.
Appliquons le lemme 4 a ce pseudofibré, a I (=Y) et a la triangulation S,
il donne des sous-polyédres D de E°x I, tels que (Xx I, E*x I, (E; xI),
E'x1j| Xxlo|xF'x1d, S, (D)) soit un pseudofibré. 11 suffit de
montrer que ce pseudofibré est isomorphe au pseudofibré donné et plus
précisément qu’il existe un isomorphisme qui prolonge I'isomorphisme
naturel au-dessus de XX {o{ (on a, bien entendu, choisi D= D, quand
sC XX {o}). Ceci est une conséquence du lemme 3 et du fait qu’on peut
construire une subdivision de S telle que X X1 collapse sur X simplicia-
lement.

Cororratre 1. — Soit X une triangulation du polyédre X et X' la
triangulation naturelle de 1. Soit (XX I, E, (E), E,;, EXY¥ (E)) un

pseudofibré. Posons E°®= U E, e¢ E'= U E,, les pseudofibrés
SCX<{0} SCXX{1} ‘

(X, ES(E'nE), E'NnE,j| XX {o|xF X (E,)) et (X,E', (E'NE;), E'nE’,

JI XX {1 xF, X (E,)) sont isomorphes.

On remarquera que ce dernier énoncé est aussi une conséquence du
théoréme du paragraphe 3 du chapitre I.

Remarque. — Ces deux derniers énoncés ont une forme relative. Si dans -
le théoréme on s’est donné un sous-complexe Y de X, et une fonction
de \ ) D,x 1 dans \ ’ D, qui vérifie les conclusions du théoréme au-

SCY {0} s YXI »
dessus de Y X I, on peut trouver un v qui prolonge .

Cororratre 2. — Sotent % et (Y, X') comme au lemme 4, le pseudofibré
de base (XX Y,EXZY) construtt au lemme 4 n’est pas déterminé de fagon
unique, mats il Uest & isomorphisme prés. On Uappelle le produit de «
par (Y, X'); onle note 2 X (Y, X') (ou 2 X Y s’il n’y a pas de confusion posstble).

On remarquera que, pour tout sommet s de la triangulation ¥’ de Y,
le pseudofibré de base X obtenu en prenant la restriction de axY a
(Xxis}, ExX|Xx{s!), s’identifie naturellement & «. En particulier,
s1 Y =1, les restrictions de axX [ 4 XX |o| et & XX |1! s’identifient natu-
rellement a o. CLoc

DiriniTioN. — Soient « et 2’ deux pseudofibrés, et soient ¢, et ¢, deux
isomorphismes de « sur o', qui induisent l'identité sur la base com-
mune (X, X); on dira que ¢, et @, sont homotopes s’il existe une triangu-
lation S de I, et un isomorphisme ® de X (I, S) sur 2’ X (I, S) qui induit
I'identité sur la base, et dont les restrictions & XX {o| et Xx{1! sont
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respectivement ¢, et ¢, (modulo les identifications naturelles ci-dessus).
Cette relation est évidemment une relation d’équivalence sur Iensemble
des morphismes de « sur «’. '

Remarque. — On a vu ci-dessus que «X(Y,X) n’est défini qu’a un
isomorphisme prés. On peut préciser de la fagon suivante : Si dans la
construction du lemme 4 on fait des choix différents, on obtient des
pseudofibrés différents; soient 3 et 3’ deux d’entre eux; il existe une
méthode naturelle pour construire un isomorphisme de 3 sur ', mais dans
cette méthode on doit faire un certain nombre de choix, et I'isomorphisme
ainsi construit n’est pas unique; mais tous les isomorphismes qu’on peut
obtenir ainsi sont homotopes.

3. IMAGES RECIPROQUES ET SOMMES DE WHITNEY. — Solent
a= (X, E, (K), F', J, X, (E5))

un pseudofibré de fibre (F, (F;) modF’), (X', £) un polyédre triangulé,
et f une application simpliciale (i. e.: dans la catégorie semi-simpliciale)
de ¥ dans X (on notera également f I’application de X’ dans X qui en
résulte). Soit (M(f), M(Z, ¥’)) le mapping cylindre de f, muni de la struc-
ture de polyedre qui résulte de X et X'. M(f) collapse sur X pour la triangu-
lation M(X, ¥'). Soit (M(f), G, (G)), G, k, M(%, '), (D,)) un pseudofibré
de base (M(f), M(%,Y)) dont la restriction a (X, X) est isomorphe a «
(on sait qu’il en existe un, et qu’il est unique & isomorphisme preés; cf théo-
réme du paragraphe 3 du chapitre I).

\

DiriniTion. — La restriction de ce pseudofibré a (X, X') est appelée
I’tmage réciprogue de « par f. On note f* («) cette image réciproque.

f*(2) n’est pas bien déterminé, mais sa classe d’isomorphisme Dest.
Plus précisément si 'on construit f* («) de deux fagons différentes, il existe
une classe, modulo homotopie, naturelle d’isomorphismes entre les deux
pseudofibrés obtenus. Dans la suite, quand un pseudofibré sera défini
a un isomorphisme pres, ce sera toujours en ce sens. Quand on dira que
deux pseudofibrés sont isomorphes, cela signifiera qu’il existe une classe,
modulo homotopie, naturelle d’isomorphismes de 'un sur 'autre.

Tutorime. — St f et g sont homotopes, [*(2) et g*(«) sont tsomorphes.
(C’est une conséquence du théoréme du paragraphe 2.
Remarque. — Si f est injective, posons H = U E,, alors (f(X'), H,
: Toagfix)
(HNE), HNnE', j|f( X)X F, E[f(X"), (E;)) est un pseudofibré de base
(f(X"), ZIf(X")) (~ (X, £)). Ce pseudofibré est, toujours d’apres le théo-
reme d’homotopie, isomorphe a f* ().
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On notera que si f est P'application identique de X, f*(2) et « sont
isomorphes; et que si g est une application simpliciale de X” dans ¥/,
(f.g)" («) et g*(f*(«)) sont isomorphes.

Lemme 1. — Sotent a = (X, E, j, X, (E,)) et 8= (Z, G, k, ¥, (G,)) deux
pseudofibrés de fibres respectives (F mod{a}) et (F' mod{a’}) (ot F et F’
sont des cénes de sommets respectifs a et a' — et en supprimant dans la
notation les images de j et de k). Soit S une triangulation qui subdivise linéai-
rement la décomposition cellulaire de X XZ dont les cellules sont les
axa (€L, a’ €X’). Il existe une famille (D,),cs de sous-polyédres de E X G,
telle que (XXZ, EXG, (Exk(Z),j(X)XG), J(X)xk(Z),jXk,S, (D,) sott
un pseudofibré de fibre (FXF', (Fx{a'}, {a|XF')mod{(a,d)}), et que,

VoeXet Vo'€X: | D=E,xG,.
SC G0
C’est une généralisation du lemme 3 du paragraphe 2; on le démontre
en appliquant le lemme 2 du paragraphe 2, successivement a toutes les
cellules X a’. Jaurais pu réunir les lemmes 3 et 4 du paragraphe 2 et ce
lemme sous un méme énoncé; je ne ’al pas fait car cet énoncé serait
beaucoup trop compliqué, et inutile sous sa forme la plus générale.

DiriniTion 1. — Ce pseudofibré est appelé la somme externe de « et (3,

on le note «@B. Il n’est pas déterminé de facon unique, mais il Dest
Ext

4 isomorphisme prés; c’est une conséquence de la forme relative du lemme
ci-dessus (que je n’ai pas énoncée pour ne pas alourdir ’énoncé) et du
théoréme d’homotopie du paragraphe 2.

Derinition 2. — Etant donnés deux pseudofibrés et 3 de base (X, X),
on appelle somme de Whitney de « et 3, et ’on note «@ 3, I'image réci-
proque de « P 3 par Papplication diagonale (X, Z) - (XX X, Zx X).

Ext

Remarques. — 1° o [ et 3P « sont isomorphes; (a P B)PyetaP(BPY)

sont isomorphes.
20 Si f est simpliciale de (X', X) dans (X, Z), f* (@ B) et * (o) Df*(B)

sont isomorphes.
Lemme 2. — Soient a= (X, D, , %, (D;)) un pseudofibré de fibre

(Fmod{a}) et S une triangulation de (D, j(X)) telle que, ¥ s €ZX, D, soit
un sous-complexe de S. Soit 3= (D, G, k, S, (G,)) un pseudofibré de fibre

(F' mod{a’}). Posons, ¥3€X,B,=|_J) G.. Alors <X, G, <k(D), U Gx>,
sCDg sCJ/(X)

kj(X), k.j, %, (Ba)> est un pseudofibré de fibre (FxF', (Fx{al, {a'}xF)

mod {(a, a’) }); on Uappelle le composé des deux pseudofibrés o et (.
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Pour montrer ce lemme il suffit de trouver, pour tout 7, un isomorphisme
de B, sur 5 X (F X F’), qui jouisse des propriétés voulues. Cet isomorphisme
est donné par le lemme 1 du paragraphe 2, qu’on applique a chaque D,
(Ds est 1somorphe & X F, donc collapse sur chacun de ses points).

Tutorime 2. — Sotent = (Z,E, j, ¥, (E;)) et /= (Z,E, ), ¥, (E;))
deux pseudofibrés de base (1,Y) et de fibres respectives (F mod{a}) et
(F ' mod {a’}). Sott = une projection de E sur j(Z), telle que =.j=1d,.
7% (1) est un pseudofibré de base (E, S) (pour une triangulation appropriée S
de E). Le pseudofibré composé de v et de =* (1) est tsomorphe a 1P/ .

Démonstration. — Remarquons d’abord que, avec les notations du
lemme 2, si f:7Z — X est une injection (simpliciale d’une triangulation X’
de Z dans X), et s1 f* (o) = (2, G, k, T, (G,)), on a une injection naturelle ¢
de G dans E; et le composé de f*(«) et de 2*(B) est (isomorphe &) I'image
réciproque par f du composé de « et J3.

En particulier, avec les notations du théoréme, soit X =7ZxZ,E=X x ¥
et [ l'application diagonale Z —ZXZ. Posons a=pi(r) (ou p: est la
premiére projection du produit ZXZ) et 3= =(v/) (ou 7. est la seconde
projection du produit E X Z). Alors f*(«) =, et ¢ est une application de E
dans E X%, homotope a ld;x =, donc 9* () ==*(v/); donc le composé
de f*(«) et de ¢*((3) est égal au composé de 7 et de =n* (7). D’autre part,
le composé de « et de (8 est, par construction méme (c¢f. lemme 1) *q%n’;
donc I'image réciproque de ce composé par f est, par définition, 1P/

Remarque. — (C’est dans ces deux derniéres démonstrations qu’on s’est,
pour la premiére fois, servi du fait que la fibre des pseudofibrés considérés

est un cdne : on a eu besoin, & plusieurs reprises, du fait que ce cone
collapse sur son sommet.

4. LE THEOREME FONDAMENTAL. — Dans ce qui suit F est un cone de
sommet a, les (F,;) et F’ sont des sous-cones de F; on supposera F'= &
(c’est-a-dire a€F’).

DeriniTion 1. — Supposons donnés un polyedre K, une famille (K,)

de sous-polyedres de K, un sous-polyédre X de n K, 'image K’ d’une

injection j, de XXF' dans K, telle que j,|XX{a}= Idy, un sous-
polyedre X, de X, et une triangulation ¥ de (X, X,). Une donnée
(F, (F;) mod F’)-pseudofibrée normale a X dans (K, (K;), K’, j,), relative
a X et définie sur X,, est un couple ((E,), j), ot (E,) est une famille (c€X| X,)
de sous-polyédres de K, et j une injection de X, X F’ dans K’, telles que :
1° E= U E;, soit un voisinage (dans K) de 'intérieur de X, dans X;

5 CX, H

29 j et jo| Xo X F’ coincident au voisinage de X, X {a|;
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30 (X,, E, (EnK)), EnK',j, X, (E;)) soit un pseudofibré de fibre
(F, (F;) mod F’).

Nota. — Si 'on ne précise pas sur quel sous-polyédre X, une donnée
pseudofibrée est définie, c’est qu’elle I'est sur X tout entier. Le pseudo-
fibré ainsi défini sera appelé un pseudofibré normal a X dans (K, (K;), K’, j,).
Un tel pseudofibré normal n’est bien siir pas unique.

Remarque. — S’il existe une donnée (F, (F;) mod F’)-pscudofibrée normale
a X dans (K, (K;), K’, j,) relative & une triangulation de X, il en existe
une relative a une triangulation quelconque de X, et X est régulier de
type (F, (F)), F') dans (K, (K;), K’). 1l en résulte que s’il existe aussi une
donnée (G, (G;) mod G’)-pseudofibrée normale 4 X dans (K, (K)), K/, j,),
c’est que (G, (G;), G') = (F, (F.), F). '

Derintrion 2. — Soit ((E;), j) une donnée pseudofibrée normale a X
dans (K, (Ki), K’, j,) relative a une triangulation £ de X, définie sur un
sous-complexe X’ de X; on dira que la donnée pseudofibrée ((D,), k) définie
sur X” et relative a S, est subordonnée a ((E,), j), si S est une subdivision
de X, si X” est un sous-complexe de X, et s1, V7€ X, U D,cE.,.

sCOo

L’objet de ce paragraphe est de démontrer le résultat suivant, qui

(cf. ses corollaires) justifie I'introduction de la notion de pseudofibré.

Proposirion 2 (Théoréme fondamental). — Sotent K wun polyédre,
(K,) une famille de sous-polyédres de K, X un sous-polyédre de m K,

K’ Uimage d’une injection j, de XX F’ dans K telle que j,| XX {a}=1dj,
et soit ((E,),j) une donnée (F,(F,) modF’)-pseudofibrée, relative a une
triangulation X de X, normale a X dans (K, (K,), K, j,), définte sur un
voistnage U d’un sous-polyédre X, de X (qut est un sous-complexe de X).
St X est une variété sans bord (cf. corollaire 3 ci-dessous), st X est régulier
de type (F, (F),F’) dans (K, (K)), K’), et st les alvéoles intrinséques
de (F, (F,), F') contenues dans F' sont les alpéoles intrinséques de (F', {a}),
il existe une donnée (F, (F,) modF')-pseudofibrée ((G.), k), normale a X
dans (K, (K)), K/, j.), relative a une subdivision S de X, et dont la restriction
a S| X, est subordonnée a la restriction de ((E,), j) a X|X,.

Cet énoncé est tres technique, dans la suite il servira surtout par les
corollaires qui suivent. Je conseille au lecteur éventuel de lire d’abord
ceux-ci, s’il veut comprendre celui-la.

Cororratre 1. — Soit V une variété sans bord, M une sous-variété de V,

de codimension n; il existe un yoisinage E de M dans V, tel que, pour toule

triangulation X de M, il existe des sous-polyédres E, de K, tels que
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(X, E,j, X, (E;)) sott un pseudofibré de ﬁbre (D"mod {0!) (ow j est Iin-
jection naturelle de M dans E).

(C’est ce qu’on obtient en faisant dans la pr0p051t10n Xo=9, et

(F, (F) modF") = (D" mod {o}).

Cororratre 2. — Soient K un polyédre, (K;) une famille de sous-polyédres
de K, et X un sous-polyédre de K, qut est régulier de type (1, 0|) dans
(K, (K))). Sott U un ouvert de K, et soit p. un collter de (UNX, (UNnXNK)))
dans (U, (UNK,;)). Soit L un sous-polyédre de UN X, fermé dans X; il existe
un collier v de (X, (XNK,) dans (K, (K,)), tel que v|LX1 et v|LxI

coincident au votstnage de Lo /.

Démontrons d’abord deux lemmes.

Lemme 1. — Sout (F, (F;), F') un céne et des sous-cénes, Uapplication
naturelle de Auty (Fx 1, (F;x1), Fx{o})modF xI) dans Auty(F, (F)

mod F’) est une équivalence d’homotopie.

C’est trivial.

Lemme 2. — Sout (X, E, (E), D), E/, j, X, (E;)) un pseudofibré de
fibre (Fx1, (F:x1), Fx| m)modf" I). Il existe un tsomorphisme o
de D <1 sur E, tel que oc[D>< o|=1d,, que, pour tout 1, 2((DNE;) xI)=E;
que, Ys€X a((DNE,) xI)= E et que

Sl fi ) =ali(e fio), 1) (VW (s fy ) €X < Fx 1),

De plus, si Uon s’est donné un sous-complexze X' de X et un isomorphisme (3

de <Dn U Ea>><I sur U Es, qui vérifie les conditions ci-dessus pour

CTCX" TCX’
la restriction ¢ X' du pseudofibré donné, alors on peut trouver un o qui

prolonge 3.

(C’est une conséquence du lemme 1, et du fait qu’un pseudofibré est
déterminé, a 1isomorphisme pres, par le fibré principal quasi-simplicial qui
lui est associé.

Démonstration du corollatre 2. — On fait une induction sur les alvéoles
intrinséques de X, en les prenant par ordre croissant des dimensions.
Soit donc A une alvéole intrinséeque de X, et B son intérieur; soit U un
voisinage ouvert de A — B dans K, supposons que P soit défini sur
(UnX)x1, et que ((UNX)x 1) soit contenu dans U. D’apres la propo-
sition 2, on peut trouver une famille de cones (F, (F;)), telle qu’il existe
existe un pseudofibré de fibre (F, (F;)mod{a}) normal a B dans
(X—(A—B),(X—(A—B)nK,),B). Ce pseudofibré et P permettent

de définir, sur un voisinage U’ de A — B dans B [et méme sur un voisi-
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nage de (A —B)U(L.NB), si L rencontre B], un pseudofibré normal a B
dans (K — (A —B), (X — (A —B), (K— (A —B))nK,), B), de fibre (Fx,
(Fx{o{, (FixI)) mod{(a,0)}). On applique alors la proposition 2
pour prolonger ce pseudofibré a B tout entier, et le lemme 2 au
pseudofibré prolongé; ce qui donne un prolongement de 1+ a un voisinage

de A dans X.

Remarque. — Supposons qu’on se soit donné un collier 7, de (XNK,)
dans K,. On pourra trouver un collier . de X dans K qui prolonge
70 [ (XNK,) X[o, €], si et seulement si v, respecte les alévoles intrin-
seéques de (K, (K;)) contenues dans K, (cf. proposition 5 du chapitre I).

CoroLLAIRE 3. — Dans la proposition 2 il suffit de supposer que X est
une variété, mais pas nécessairement qu’elle est sans bord.

CoroLrAIRE 2 bis. — Soit V une variété a bord, il existe un collier de dV
dans V; st M est une sous-variété de V, il en existe un qui induit un collier

de dM dans M (cf. SZ, chap. 5).

CoroLLAIRE 3 bis. — Soit M une sous-variété de V, tout pseudofibré
normal a dM dans dV se prolonge en un pseudofibré normal & M dans V.

Avant de démontrer la proposition 2, je vais énoncer et démontrer
un lemme : ’ :

Lemme 3. — Sout ((E;), j) une donnée pseudofibrée normale ¢ X dans
(K, (Ki), K', jo) relative a une triangulation X de X. Soit U un voisinage,
ouvert dans K, d’un sous-polyédre X' de X qui est un sous-complexe de X.
Il existe une donnée pseudofibrée, ((E,), j’), normale a X dans (K, (K,), K/, j,),
subordonnée a ((E,),j), telle que, Vo X', E;CU, et que E,= E, pour
tout stmplexe o de X|X' tel que E,CU, et pour tout simplexe de T qui ne
rencontre pas X'.

Démonstration. — 11 suflit de regarder le cas ou X’ est un simplexe

de X, soit &, et ou U E,cU. Je vais montrer que, dans ce cas, on peut
6’ Cdo

construire ((E;), ;') en modifiant seulement les E, relatifs aux simplexes s
qui contiennent a. S1 E, est contenu dans U il n’y a rien a changer; sinon,
par application du lemme 1 du paragraphe 2, on construit une injection ®
de stx(3) X F dans K, telle que, V' Cste(a): ®(aX F)=E,. &' (U) est
un voisinage ouvert de X {a}| qui contient dsX F. Il existe donc une
injection v, de sty(s) X F dans lui-méme qui est 'identité sur d(stxz(3) X F)
et sur sty(o) X {al, et respecte la projection sur stx(a), telle que 7(a X F)
soit contenu dans ®*(U). On pose alors, pour tout simplexe ¢’ de stz() :
E; = (®.7) (o' XF), et 'on pose j'=j hors de sts(o) XF' et j/= ®.v(=j.7)
sur stx(a) X F’.
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Démonstration de la proposition 2. — On fait une récurrence sur la
dimension de X, dans ce qui suit je pose dimX =n 4 p, donc je suppose
.que la proposition est vraie pour dimX <<n-+ p. Elle est triviale
si dimX =o. On peut toujours supposer que X, est un sous-complexe
de X; soit alors ¢ un simplexe de X non contenu dans X,, mais dont le
bord est dans X,; posons X,Ut= X,; il suffit de montrer qu’on peut
trouver une donnée pseudofibrée normale, définie sur un voisinage de X,,
dont la restriction a X, est subordonnée a ((E,), j). On verra qu’on peut
construire une telle donnée qui coincide avec ((E;), j) hors de N(X,, X),
ce qui permet de conclure dans le cas non compact.

A cause du lemme 3 du paragraphe 2, on peut supposer que la donnée
pseudofibrée ((E;), j) est relative & une subdivision (aussi fine qu’on veut)
de X. Posons dimt=p et dimX — dim¢=n. Soit D’ un voisinage de D”
dans R”, et soit « une injection de D’ X D" dans X, telle que a(D*X {o}) ="t.
On peut supposer que (a(D’xD"), «(D?xD") est un couple de sous-
complexes de la triangulation ¥ qui sert a définir ((E,), j). Posons
A= | E, et B= |J E, ainsi que A;=ANK;,B;=BnK; et

6 C (D <D G Ca(DP:XD7) :

A'=ANnK’,B=BnK’. Posons
L=K —A, Liz K, — A; el L'=—=K — L'

(x(tx D™, a(dtx D)) est régulier de type (F, (F:), F’) dans ((L, (L)),
(B, (B:), B")). Donc tout voisinage dérivé (M, (N;), M) de ¢ dans (L, (L;), L),
tel que MNX=«(txD"), est isomorphe (par un isomorphisme {3 qui
prolonge «) a (¢x D) >< (F, (F;), F’). On peut méme trouver un 3 tel que
B(dtx D) x (F, (F;), F') = (BnM, (BNN;), BnM’) et que B3|(txD")xF’
et jo|(x(txD")XF’) coincident sur un voisinage de tXD"X{a} dans
tX DX F’ [cette derniére assertion est possible a cause de la proposition 5
du chapitre 0, et & cause de la condition imposée aux alvéoles de (F, (F;), F')].
D’aprés le lemme 3 on peut remplacer ((E,),j) par ((Es), ') telle que

B'= U E. soit contenu dans BNAM. On a alors, modulo 3, une
G Co(dt<Dn)

donnée pseudofibrée mnormale a dixD" dans (dtxD")x(F, (F), F');

d’aprés ’hypothése de récurrence sa restriction a un voisinage de d¢Xx{o},

se prolonge en une donnée ((D,), k) normale & d(tXD")(~ 5”"') dans

d(txD")x (F, (F,), F'). A cause du théoréme d’isomorphisme des voisi-

nages dérivés, on peut supposer que U D,=d(txD")xF; on conclut

sCd (D)
alors grace au lemme 2 du paragraphe 2 [et Ion reporte le pseudofibré
normal a txXD" dans (¢xXD")x(F, (F,), F') ainsi construit, dans la figure
initiale, en en prenant l'image par 3].
Ann. Ec. Norm., (4), 1. — Fasc. 3. 46
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5. Tues. — Dans ce paragraphe la fibre est (D"mod{o}), D" étant
considéré comme un cdéne de sommet o.

DeriniTion 1. — Soient E un polyédre, j une injection d’un polyédre X
dans E, et (F;) une famille finie de sous-polyédres de E. On posera
J'(F;)=Y:; On dira que ((X,(Y)), (E, (Fy)),j) est un n-tube d’Ame
(X, (Yy)), s’1l existe une triangulation de X, (X, (Y;)) et des sous-
polyédres E, de E, tels que (X, E,j, X, (E,)) et, pour tout i, (Y, F,
71Y:;, 2| Y, (E;)) solent des pseudofibrés de fibre (D"mod{o}).

Remarque. — D’apres le paragraphe 2, dans cette définition on peut
remplacer (X, (E,)) par (V.Z, 3(E;)). On dira que (E;) est une donnée
pseudofibrée sur le tube, relative a X.

Il est clair que, contrairement & la notion de pseudofibré, la notion de
tube ne dépend pas d’une triangulation particuliéere de X; d’ailleurs, dans
le cas ou I’Ame est une variété (sans sous-polyédres), on peut donner la
caractérisation intrinseque suivante :

Tutorime. — Soit X une variété; pour que (X, E,j) soit un n-tube
d’dme X il faut et il suffit que :

1° En tout point de X, j(X) soit régulier de type (D", {o}) dans E;

20 E soit un voisinage régulier de j(X) dans E.

La nécessité est évidente. La suffisance résulte de la proposition 2 et du
théoréme d’isomorphisme des voisinages réguliers.

Derinition 2. — Un isomorphisme du tube ((X, (Y3)), (E, (F)),j) sur
le tube (X', (Y;)), (E', (F})),j) est un isomorphisme de E sur E’' qui
induit, pour tout i, un isomorphisme de F; sur F;, et induit un isomor-

phisme de j(X) sur j'(X').

Lemme. — Soit (X, (Y)), (E, (F))),J) un n-tube, ((XXI, XX{o0,1}),
(Yix I)) (Yix{()’ I } )), (EX Ia EX{O’ I }a (Fix 1)7 (FiX{O, I } ))7j>< Idl) est un
n-tube; on Uappelle le produit par 1'du tube donné.

(C’est une conséquence du lemme 4 du paragraphe 2.

Prorosition 3. — Soit ((XXI, XXx{o,1}), (Y:xI), (Y:X{o,1})),
(E, (E°, E), (F,), (F;, F;)),j) un n-tube, il est isomorphe au produit par 1
du tabe (X, (Y), (B2, (F2), j| Xx{o]).

(’est une conséquence du théoréeme d’homotopie pour les pseudofibrés

(ef- § 2).
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Cororrarre. — Soit ((XXI, XXx{o, 1}), (E, (E°, EY)), ) un n-tube,
il est isomorphe au produit par 1 du tube (X, E°,j|Xx{o}). En d’autres
termes, il existe un isomorphisme p. de E° X1 sur E, tel que

J=p.(JI X x{o}x1dp),
que |E°X{o}=1dy et que p|E°X {1} soit un isomorphe de E° sur E'.

Prorosition 4. — Sotent V une variété a bord, (V,dV), (E, G), ) un
n-tube, X une triangulation de (V, dV) et (E,) et (E;) deux données pseudo-
fibrées sur ce tube, relatives a I, telles que, pour tout simplexe ¢ de X contenu
dans dV, E,;= E;. Il existe un automorphisme v, du tube (V, E, i) (: E — E)
tel que v(E;) = E, pour tout simplexe o, que 1| E,= Id chaque fois que c CdV;
on peut méme trouver un tel 1 qui est pseudo-isotope d Uidentité parmi les

automorphismes de E qui sont Uidentité sur U E; et sur j(V).

gCdv
Démonstration. — Considérons le produit par I du tube ((V, dV)), (E, G), ).
(E;) et (E,) et le produit par I -de <dV, U E,, j|dV, £]dV, (E[,)>

GCdv
définissent une donnée pseudofibrée sur le tube (d(VX 1), Ex{o, 1]UGX],
jx1d,|d(Vx1)). D’apres le corollaire 3 bis de la proposition 2, et le théo-
réme d’isomorphisme des voisinages réguliers, cette donnée pseudofibrée
se prolonge en une donnée pseudofibrée surle tube (VXI, EXI,jxId,).
Il ne reste plus qu’a appliquer le théoréme d’homotopie du paragraphe 2.

Cororraire 1. — Soient V une variété, (V, E, ) un n-tube, (E;) une
donnée pseudofibrée sur ce tube, et v, : E — E un automorphisme de ce tube;
1 est pseudo-isotope [parmi les automorphismes de E qui sont [Uidentité
sur J(V)] @ un automorphisme qui conserve les E.

Il suffit d’appliquer la proposition 4 a (E,) et a (E;) =n(E,).

\

Cororratre 2. — Tout tube d’dme une variété détermine & un tsomor-
- phisme prés, pour toute triangulation de son dme, un pseudofibré. Il ne

a

semble pas qu’il en soit de méme quand U’dme n’est pas une variété.

Il en résulte que la notion de tube n’a un réel intérét que quand I’adme
est une variété.

6. IMAGES RECIPROQUES ET SOMMES DE WHITNEY DE TUBES. — [mages
réciproques. — Soit a = (V, E,j) un n-tube dont I’dme est une variété,
et soit (X', (Y})) un polyédre et une famille de sous-polyédres. Si f est
un morphisme de X’ dans V, et X et X’ des triangulations de V et (X', (Y}))
qui rendent f simpliciale, a toute donnée pseudofibrée (E,) sur «, relative
a X; on peut associer (c¢f. § 3) I'ilmage réciproque du pseudofibré (V, E,
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Js &, (Eq)); c’est un pseudofibré de base (X', X) qui définit un tube
d’ame (X', (Y;)). Ce tube ne dépend, a isomorphisme prés, ni du choix
de X et X', ni du choix de (E;) (cf. corollaire 2 de la proposition 4, et para-
graphe 3).

DeriniTioN. — Le tube ainsi construit est appelé 'image réciproque
de « par f et noté f*(x). :
S1 f est 'application identique de V, f*(«) est isomorphe a a. Si X’ est
une variété (Y,= &, V k), et si g est un morphisme de X” dans X', on a

un isomorphisme entre g* (f*(«)) et (f.g)* («).

Remarque. — Pour les questions d’unicité a isomorphisme pres et d’iso-
morphisme naturel entre des tubes définis & isomorphisme pres, tout se
passe comme pour les pseudofibrés (cf. la définition des images réciproques
de pseudofibrés).

Proposition 5. — Si f est homotope & g, il existe un isomorphisme (c’est-
d-dire une classe d’isomorphismes naturelle) de f* () sur g* ().

C’est la traduction de la proposition 3 en termes de tubes.

Sommes externes. — D’apres le lemme 1 du paragraphe 3, si ((X, (Y3)),
(E, (F2), 1) et (X', (Y3), (E, (F,)),]) sont deux tubes de fibres respec-
tives D™ et D", ((Xx X', (Y;xX'), (XX Y)), (Y:xY,), (EXE’, (F:xE",
(ExF)), (F;xF)),jxj') est un (n-+ n')-tube. Ceci permet de poser la
définition suivante :

DeriniTioN 2. — Le tube ainsi construit est appelé la somme externe

des deux tubes donnés. Cette somme sera notée par le signe .
Ext

Cette somme est évidemment commutative et associative. Si les tubes a
et B ont pour base des variétés V et W, et si f et g sont des morphismes
de X et Y dans V et W respectivement, on a un isomorphisme (i. e. une

classe naturelle...) de (fx g)* <a§ 3) sur [*(a) @ g* (B).

Sommes internes :

Dirinirion 3. — Etant donnés deux tubes o et 3 d’Ame une méme
variété V, on appelle somme interne de « et 3 (ou somme de Whitney)
et I'on note a@ B, le tube d’ame V qui est I'image réciproque de a P 3,

- Ext

par l'application diagonale du produit VX V. v
On a bien sur les relations « PB=08Px, et a P PBY) = (BB D,

a classe d’isomorphismes naturelle pres.
On peut en déduire une théorie du groupe de Grothendieck. Je ne
développe pas cette théorie, puisque, a4 cause du théoréeme d’existence des

-
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microfibrés normaux stables (¢f. [12]), on trouve la méme que pour les
microfibrés semi-linéaires.

Prorosition 6. — Sotent a=(V,E,j) et 3= (V,E’,j) deux tubes
d’dme une variété V, et de fibres respectives D" et D". Sott T une projection
de E sur j(V), telle que 7 |j (V) = 1d (il en existe ). Posons =*(8) = (E, U, j").
(V, U, j".j) est un (n+ n')-tube isomorphe a o B.

C’est la traduction en termes de tubes du théoréme 2 du paragraphe 3.

CHAPITRE IIL

TRANSVERSALITE.

1. DEFINITIONS ET PROPRIETES ELEMENTAIRES.

DériniTion 1. — Soilent V une variété, M un sous-polyédre de V et fun
plongement de la variété W dans V; on dira que f est transverse & M au
voisinage d’un sous-polyédre fermé K de W, s’1l existe :

a. un voisinage U de K dans W et une triangulation X de (W, U, f~* (M));
b. une donnée pseudofibrée (E;) normale a f(W) dans V (on posera

dimV — dimW = n)

tels que, pour tout simplexe o de X contenu dans Unf~*(M), E, soit
contenu dans M, et que ’ensemble de ces E,; soit une donnée pseudofibrée

[de fibre (D"mod {o})] normale & f(W)NM dans M, définie sur f(U)nM.

On dira que f est transverse & M, si dans cette définition on peut
prendre U=K =W.

Remarquons que dire que f est transverse & M, c’est dire qu’on peut
construire un pseudofibré normal & f(W) dans V, et un pseudofibré normal
a f(W)NnM dans M, tels que f induise un morphisme de pseudofibrés.

DeriniTioN 2. — Soient V une variété, M un sous-polyédre de V, et f
une application d’une variété W dans V; on dira que fest transversale sur M
au voisinage d’un fermé K de W, s’il existe un plongement « de W dans
une variété W), tel que le plongement fXa: W — VX2 soit transverse
a M x 2 au voisinage de K.

Transitivité. — Si f est un plongement transverse a M, et si le plon-
gement g de la variété X dans W est transverse a f~' (M), f.g est trans-
verse & M. De méme, si la fonction f est transversale sur M, et si la fonc-
tion g: X - W est transversale sur f~'(M), f.g est transversale sur M.
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Remarque. — La notion de transversalité ainsi définie est globale,
contrairement a la notion de transversalité classique dans le cadre diffé-
rentiable. On montrera (c¢f. proposition 2 ci-dessous) que si M et W sont
deux sous-variétés de V, dire que W est localement transverse a M, c’est
dire que M et W sont en bonne position. Mais si M et W sont en bonne
position, I'injection naturelle f de W dans V n’est pas nécessairement
transversale sur M (donc, a fortiori, pas transverse & M) comme le montre
I'exemple suivant di & Hudson. D’apres [10], il existe (pour p =38 par
exemple) un n-tube (S”, E, j) qui n’est pas trivial (car il ne I’est pas stable-
ment) tel qu’ll existe une équivalence d’homotopie fibrée o : dE — SPx S**
(ot dE est le bord de la variété E). On peut construire E par recollement
de deux boules A et B isomorphes a D?XD” le long de S/~*!xDn
De méme, S?X D" est la réunion de deux boules A’ et B’. On définit une
application v de E dans S?X D" de la facon suivante : on envoie A isomor-
phiquement sur A’, puis on prolonge en une application de AUdB
sur A’UdB’ (en se servant de ). On prolonge enfin en une application
de E dans SPXxX D" en regardant B et B’ comme les cones sur leurs bords.
L’application ainsi obtenue est telle que ¢*(S*X{o}) est 'Ame de E.
Il existe donc pour N grand un plongement g de E dans S?XD"x R"
tel que g *(S’Xx{o}XRY) soit 'dme de E. Posons S’XD"xRY=YV,
SPx{o}xR¥=W, et g(E)=M. V et W sont en bonne position (c’est
une conséquence du corollaire 4 de la proposition 1 du chapitre IV). S1 W
était transverse & M, E serait trivial (car ce serait 'image inverse du tube
normal & W dans V, par Papplication MN'W — W), ce qui n’est pas.

Transversalité au sens de Williamson. — Supposons que f: W =V soit
un plongement transverse a M et que f(W) ait un microfibré normal
dans V; il existe un voisinage U(W) de f(W) dans V, et une projection p
de U(W) sur f(W) telle que f(W)—>U(W)-"f(W) soit un microfibré,
et que la restriction & MNU(W) de p définisse un microfibré normal
a N=Mnf(W) dans M. Cette projection n’est en général pas la projection
donnée, mais elle lui est pseudo-isotope. On retrouve donc la notion de
transversalité au sens de Williamson.

2. LES THEOREMES D EXISTENCE.

Prorosition 1. — Sotent M un sous-polyédre d’une variété V, et f un
plongement d’une variété W dans V. St f est transverse & M au voisinage
d’un fermé K de W, il existe, dans tout voitsinage C° de f, un plongement g
de W dans V transyverse a M, égal a f sur K, et isotope & [ parmu les plon-
gements de W dans V qui coincident avec f sur K.

Cororratre 1. — Sotent M un sous-polyédre de V, et f une application
d’une variété W dans V, transversale sur M au voisinage d’un fermé K de W,
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il existe, dans tout voisinage C° de f, une application g de W dans V trans-
versale sur M, qui coincide avec f sur K.

En effet : soit «: W— 2 un plongement tel que fXa soit un plon-
gement transverse & M X au-dessus d’un voisinage de K. On applique
la proposition a4 ce plongement, et I’on compose I’application obtenue
avec la projection

P VXW>V,

CoroLrLaIRE 2. — Soit f une application (resp. un plongement) de la
variété W dans la variété V, et soit M un sous-polyédre de V, il existe dans
tout voisinage C° de f une application g (resp. un plongement g isotope & f)
telle que

dim g~ (M) =dimW + dimM — dim V.

En particulier, si dimW + dimM — dimV <o, g*(M) = 0.

Pour démontrer la proposition 1 je démontrerai deux lemmes :

Lemme 1. — Désignons par R? la partie de RP définie par z,>>o.
Sotent U un voistnage compact d’'un compact A de R7, F un fermé de U,
M un sous-polyédre de UxXR", et U un voisinage ouvert de F dans U,
tel que (UXR)YNAM=(U'x{o}{)AM)xR". Il existe une injection 3
de UX D" dans UXR" qui est 'identité au voisinage de FX D" et au voisi-
nage de dUXD" (os dU est la frontiére de U dans R?), tel que, pour un
certain yoisinage U' de AUF dans U, (7 (M)Nn(U*Xxo0))xXD" soit un
voistnage de B (M)N(U'x{o}) dans *(M)Nn(U'XR"). On peut méme
trouver un tel 3 dans tout votsinage C° de lUidentité.

Démonstration. — Soit X une triangulation linéaire de (UXx R, M).
Soit @ un point de R™ tel que UX{a}| ne rencontre pas de simplexe de
dimension inférieure & p de X. L’ensemble des points qui vérifient cette
propriété est un ouvert partout dense de R*, donc il existe un voisinage ©
(connexe) de a dont tous les points vérifient cette propriété. Soit S une
triangulation de (w,{a}). Soient oy, ...,5y les p-simplexe de ¥ qui
rencontrent UX {a} (ordonnés de fagon arbitraire). Soient ¢ un simplexe
de X qui rencontre UX{a}, et s un simplexe de S de sommets s, ..., s,
sN(UXs) est I’enveloppe convexe des points o;N(UXs;) [pour tout
JE(1, ..., q) et tout ¢ tel que o;Ca]. Ces points 5;N (U Xs;) sont ordonnés
(par le produit de I'ordre sur les g;, et de 'ordre naturel des s;) donc le
convexe s N(UXs) a une triangulation naturelle T, , (¢f. SZ, lemme 1, p. 5)
dont les sommets sont les o;N(UXs)). St o'Co et s'Cs, To o et
Ts,s|on(UXs’') coincident, donc les T, , se recollent en une triangu-
lation T de Uxw. T est naturellement isomorphe & T|UX{a}x$ (car,
quel que soit ¢ et quel que soit s, T, ; est isomorphe a T, X S|s). Cet
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isomorphisme définit un automorphisme de Uxw, soit v, tel que
1(M)=Mn(Ux{a}))Xw. Soit U' un voisinage de AUF tel que
U'NndUcU’;il existe une triangulation X’ de (UX R", (U x{a})NM)x R")
qui coincide avec X au voisinage de (dUNM)xXR" On construit & partir
de ¥ un automorphisme 7', de facon analogue a v, tel que

(Ut {a})nM) x o€ ((U'x {a])nM) x R

7. " est le B cherché [car v et v}’ coincident au voisinage de (dUUF) x R"].
Il est d’autant plus petit (au sens C°) que I et X’ sont fines.

Lemme 2. — Avec les hypothéses de la proposition 2, st A est un fermé
de W contenu dans un ouvert U° de W dont I’adhérence est une boule, il existe
un plongement g transverse & M au voisinage de AUK, aussi proche de f
(au sens C°) qu’on veut, égal a f sur un votsinage de K, et isotope a [ parmu
les plongements qui coincident avec [ au voisinage de K.

Démonstration. — On pose dimV — dimW = n. Soit (E,;) une donnée
pseudofibrée normale a f(W) dans V, telle que pour tout ¢ d’un voisi-
nage U, de K, f(5)CM entraine E;CM. La restriction de ce pseudofibré
a U° est triviale. Ceci définit une carte locale a: U’ X (D" o) = (V, f(W))
telle que o~ (M) (e (f(U,)) X D") = (e~ (M) n e (f(U, X 0)) X D". . On
applique le lemme 1 & une boule compacte contenue dans U°, et a
M’ = a* (M), avec U'=a*(U,). On modifie le plongement f par $3, qui
définit une donnée pseudofibrée normale au nouveau plongement au-dessus
de U, et cette donnée se recolle & I’ancienne car {3 est I'identité au voisi-

nage de dUX D" On vérifie que le nouveau plongement est isotope a f.

Démonstration de la proposition 2. — 1l suffit d’appliquer le lemme 2
un certain nombre (éventuellement infini) de fois. ‘

Remarque. — La proposition 1 affirme que f et g sont i1sotopes. En regar-
dant bien les démonstrations ci-dessus, on voit qu’en fait on a construit
une isotopie h, parmi les automorphismes de V qui sont l'identité sur K,
isotopie telle que h,= Id, et que g="h,.f soit transverse a M.

3. APPLICATIONS TRANSVERSALES SUR UNE SOUS-VARIETE.

Lemme. — Soit (D", Y, 0) une famille de cones 'emboités, st (D"x D7,
Y x D7, (o, 0)) est tsomorphe a (D™, D"+r o), (D", Y, 0) est isomorphe
a (D, D7, o). ‘

C’est trivial si ¢ = o, et grice a une induction sur ¢, il suffit de démon-
trer le cas ou ¢ =1 (D?=1I). L’isomorphisme donné envoie alors d(D"XI)
sur dD™, donc envoie (D"X{o}, YX{o})[~ (D" Y)] sur un voisinage
dérivé d’un point de S** dans (S", S"7); et ce voisinage dérivé est
isomorphe a (D", D7),
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Propostrion 2. — Si M est une sous-variété de codimension p de V,
et si Papplication f: W — V est transversale sur M au voisinage de K,
il existe un ouvert U de W contenant K, tel que f~*(M)NU soit une sous-
pariété de codimension p de U.

J’a1 déja utilisé ce résultat dans une remarque au paragraphe 1. Je vais
maintenant le démontrer. Il suffit de le faire quand f est un plongement
transverse & M. Soit alors # un point de f~* (M), et soit (D", Y, z) le germe
de (W,f*(M)) en z. Le germe de (V,f(W), M) en f(x) est isomorphe
a (D"x D7, D"x{o}, YX D7, (2, 0)); (D"x D7, Y X D¢, (x, 0)) est donc iso-
morphe au germe de (V, M) en f(x), c’est-a-dire a (D"+7, D"**7 o); donc,
d’aprés le lemme ci-dessus, (D", Y, o) est isomorphe a (D", D", o). D’ou
le résultat. Il résulte aussi de cette démonstration que, si f est un plon-
gement transverse & M, f(W) et M sont en bonne position.

Prorosition 3. — Soient W et M deux sous-variétés de V, on notera j et 1
les injections respectives de W et M dans V. Il est équivalent de dire que j
est transverse @ M, ou que i est transverse & W.

Soient, en effet, n la codimension de W dans V, et p la codimension de M
dans V. Soit N l'intersection de M et W. D’apres le théoréme 2 du para-
graphe 3 du chapitre II, dire que j est transverse a M, est équivalent
a dire qu’'un pseudofibré normal & N dans (V, W, M) est la somme de
Whitney d’un pseudofibré normal & N dans W et d’un pseudofibré normal
a4 N dans M. Cette condition fait jouer des roles symétriques & W et M,
d’out le résultat.

Cororrare 1. — St f: W -V, est une application transversale sur la
sous-variété M de V, le tube normal & la sous-variété f—*(M) dans W, est
Pimage réciproque du tube normal a M dans V, par Uapplication

FIf (M) : f~4 (M) > M.

CoroLLAIRE 2. — Si f est une application de W dans V transversale sur M,
et si le tube normal & M dans V est trivialisé [resp. : a son groupe structural
réduit @ PL, ou O, le tube normal & f~* (M) dans W est naturellement trivialisé
(resp. : a son groupe structural réduit ¢ PL, ou O,).

Il suffit de le voir pour un plongement transverse. C’est alors une consé-
quence de 'unicité a isomorphisme prés du pseudofibré normal & une sous-
variété (cf. proposition 4 du chapitre II). Mais il faut préciser a quoi pres
ces restrictions de groupe structural sont définies. Disons-le pour une
trivialisation : une trivialisation est un isomorphisme de f~*(M) X D? sur
un voisinage de f~*(M) dans W, ce qui est défini c’est la classe modulo
pseudo-isotopie de tels isomorphismes. Plus précisément si f est un plon-
gement transverse : il existe une classe, modulo pseudo-isotopie, de trivia-

Ann. Ec. Norm., (4), 1. — Fasc. 3. 47
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lisations du tube normal & f~* (M) dans W, dont chaque élément se prolonge
en une trivialisation du pseudefibré normal & M dans V qui est pseudo-
isotope a la trivialisation donnée.

Remarque. — S1 M et W sont des sous-variétés de V de codimensions
respectives m et w, et si M et W sont en bonne position, on a vu que W
n’est pas en général transverse & M. Posons MNW = N. Il existe un
pseudofibré de fibre (D™, D™, D*mod {o}), normal 4 N dans (V, W, M);
on a vu que W est transverse & M si et seulement si ce pseudofibré est la
somme de Whitney des pseudofibrés normaux a N dans W et dans M;
les obstructions a ce qu’il en soit ainsi sont dans le fait que le groupe
Auty (D™ mod D™U D®) n’a pas le type d’homotopie du point.

CHAPITRE IV.

LeEs THEOREMES DE FIBRATION DE CERF.

1. Le tHEOoREME DE SMALE. — Toutes les variétés considérées ici sont
compactes.
DeériniTioN. — Un A-cobordisme entre deux variétés sans bord W et W’

est une variété U, et un isomorphisme i de la réunion disjointe de W
et W’ sur le bord de U, telle que les injections de W et de W’ dans U soient
des équivalences d’homotopie.

S1, de plus, la torsion de Whitehead = (U, W) est nulle [ou, ce qui revient
au méme, T(U, W) = o], on dira que (U, i) est un s-cobordisme entre W
et W. En particulier, st Wh(n,(U)) est nul, tout h-cobordisme est un
s-cobordisme. :

Remarquons qu’un h-cobordisme définit une équivalence d’homotopie
de W sur W’; nous la noterons 4 (U, t), ou plus simplement %(U).

Je vais maintenant généraliser cette notion.

a. Cas des variétés & bord. — Soient W et W’ deux variétés a bord de
dimension n, un h-cobordisme entre W et W’ est la donnée d’une variété
a bord U de dimension m -1, d’une injection ¢ de la réunion disjointe
de W et W’ dans le bord de U, et d’un isomorphisme f de dU — i(WU W’)
sur dWx I, tel que t|dW = f~*|dW X {o}. De telle fagon que les injections
de W et W' dans U, induites par ¢, soient des équivalences d’homotopie.

Si de plus la torsion de Whitehead 7 (U, W) est nulle, on dira que (U, 1, f)
est un s-cobordisme entre W et W'.

Un h-cobordisme définit donc un isomorphisme de dW sur dW’, et cet
isomorphisme se prolonge en une équivalence d’homotopie de W sur W'.
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On notera h(U) cette application, sans perdre de vue que h(U) n’est définie
qu’a un isomorphisme prés, mais que sa restriction au bord est un
1somorphisme bien déterminé de dW sur dW'.

b. Cas des couples de variétés. — Btant donnés deux couples de variétés
(W, T) et (W, T’), un h-cobordisme entre ces deux couples est un
quadruple (U, ¢, f, F), ol

— U est une variété (dimU =1+ dimW =1+ dimW’);

— 1t est une injection de la réunion disjointe de W et W’ dans le bord
de U;

— f est un isomorphisme de dU—i(WUW’) sur dWXI, tel que
| dW=f""|(dWX{o});

— F est un plongement de TX I dans U.

Ces données étant astreintes aux conditions :

a: F(Tx{1})=i(T)[<i(W];

B : F|Tx{o} est 'isomorphisme identique de T sur i(T);

Y FIdTXI——f“‘[dTXI

¢ : ¢ induit des équivalences d’homotopie de W et de W’ sur U, et aussi
des équivalences d’homotopie de W —T et W — T’ sur U — ImF.

Ici encore un h-cobordisme définit une application £ (U) de la paire (W, T)
sur la paire (W', T’); h(U) est une équivalence d’homotopie, et sa restriction
4 dWUT est un isomorphisme bien déterminé de dWUT sur dW UT'.

Si de plus il existe un voisinage tubulaire Q de ImF dans U, tel
que 2Ni(W) soit un voisinage tubulaire de (T) dans (W), et tel que
©(U—Q,W— (Wni*(Q))=o, on dira que (U, i, f, F) est un s-cobor-
disme. Nota : On ne peut pas parler de la torsion de W — T dans U — ImF
car ces espaces ne sont pas compacts.

On a une notion évidente de h-cobordisme isomorphes. De plus, & tout
couple (W, T), on peut faire correspondre, par multiplication par I,
un h-cobordisme (qui est d’ailleurs un s-cobordisme) entre (W, T) et
lui-méme. On dira qu’un h-cobordisme est trivial s’il est isomorphe & un
h-cobordisme ainsi construit. Trivialiser un h-cobordisme est donc équi-
valent & prolonger f~* et F par un isomorphisme de WX I sur U. En parti-
culier, une trivialisation donne une représentation de h(U) par un
1somorphisme. '

Prorosition 1 (Théoréme de Smale). — Tout s-cobordisme entre des
couples (W, T) et (W', T), tels que dimW = dimW’'>5, est trivial.

Ce théoréme est classique dans le cadre différentiable, je ne vais pas
en donner une démonstration compléte; mais, renvoyant le lecteur aux
démonstrations classiques (par exemple [1] ou [16], ou encore [24] pour le
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cas non simplement connexe) je vais détailler les points techniques qui,
trés connus dans le cadre différentiable, le sont beaucoup moins dans le
cadre semi-linéaire.

a. Démonstration du cas des paires & partir du cas des variétés. —
Soit (U, 1, f, F) un s-cobordisme entre les paires (W, T) et (W', T’). Soit «
un pseudofibré normal a F(TXI) dans U, qui induit des pseudofibrés
normaux a t(T) dans ¢(W) et & :(T’) dans :(W’), et induit le pseudofibré
naturel, normal & F(dT X I) dans dU — {(WUW')[=f*(dW X I)]. L'exis-
tence d’un tel « est assurée par le corollaire 3 bis de la proposition 2 du
chapitre II. Le théoréme d’homotopie appliqué a «, définit un isomor-
phisme ® du produit par I d’un voisinage tubulaire X de T dans W, sur
un voisinage tubulaire de F(T x I) dans U; cet isomorphisme prolonge
et F. Posons alors W — X =W,, U—®(XxXI)=TU,, et i *(U,)nW = W,.
La restriction de 1 & W, UW, est une injection i, de W, UW, dans dU,;
et 7| W, (resp. 1, | W)) est une équivalence d’homotopie de torsion nulle.
De plus, f*|(dWNW,) XTI et ®|(XNW,)XI se recollent pour donner un
isomorphisme f,, tel que (U, iy, f1) soit un s-cobordisme entre W, et W'.
Si la proposition est vraie pour les s-cobordismes de variétés, ce s-cobor-
disme est trivial, et s1 ¥ en est une trivialisation, ® et ¥ se recollent pour
définir une trivialisation du s-cobordisme de paires qui était donné.

b. Cas des s-cobordismes de variétés. — A la lecture des démonstrations
données dans [1], [16] ou [24], on remarque qu’on peut écrire la méme
démonstration dans le cadre semi-linéaire pourvu qu’on ait démontré :

12 Un théoréme analogue a la proposition 1 du chapitre I1I, qui permet
de déplacer un plongement pour le rendre transverse a quelque chose.
En fait, il faut savoir qu'on peut réaliser ce déplacement par une isotopie
d’automorphismes de la variété ambiante (cf. Remarque a la fin du para-

graphe 2 du chapitre III).

20 Des théorémes de plongement dans les limites de la stabilité de

Whitney.

30 La « construction de Whitney » qui permet d’ enlever deux a deux
les points d’intersection de deux sous-variétés.

Je donne dans l'appendice ci-dessous des démonstrations de ces deux
derniers points.

’

Remarque. — Si (U, 1, f, F) est un h-cobordisme entre les paires
(W, T) et (W,T), (Uyi,f) est un h-cobordisme entre W et W'
Si 7 (W—T)—n, (W) est un isomorphisme, si 'un de ces h-cobordismes
est un s-cobordisme, Pautre en est un également. On s’en convaincra
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en calculant la torsion ©(U;, W,) (¢f. démonstration du cas a) a partir
- d’une triangulation de (U, U,).

- Je vais maintenant donner quelques conséquences du théoréme de Smale.

CoroLralRE 1. — Soient W une variété (compacte, orientable), V une
sous-variété de W; notons [, Uinjection naturelle de V dans W. Soit
f: VXTI —>WXI.un 1-simplexe de Plgty,(V, W, fo) tel que f|VX{o}=Ffo;
st dimW —dimV2>.3, il ewiste un 1-simpleve g de Auty, (W moddW)
tel que f= g.(fox1d,).

Démonstration. — (WXI, f(VxI)) définit un h-cobordisme entre
(Wx{ol, f(Vx{o})) et (Wx{z}, f(VX{1})). Si dimW>5, le résultat
est une conséquence immédiate de la proposition 1, en tenant compte de
la remarque ci-dessus quand =, (W)= 0.

Si dimV =0 (dimW =3 ou 4), c’est une conséquence immeédiate du
théoreme 3 de ’appendice.

Si dimW =4 et dimV=1. Remarquons d’abord que si f et ' sont
deux 1-simplexes de Plgt, (V, W, f,), tels que

fIV<iol=f|Vx{ol=/ et fle{x}:f’le{i},

et s’il existence un 1-simplexe F de Plgty,(VXI, WXI, f), tel que
FIVxIx{ol=f, et F|VXIxX{1}={f', on peut appliquer le résultat
déja démontré a F, ce qui montre qu’il est équivalent de démontrer ce
résultat pour f ou pour f’.

a. St W=D*. D’aprés le théoréeme 1 de l'appendice, il existe un
1-simplexe A de Aut;(D*modS?), tel que Af|VX{o}=~hf|VX{1}=f,,
hf est un o-simplexe de Plgt, (VX I, D*X 1, fox 1d,); d’apreés le corollaire
du théoréme 4 de I'appendice, il existe un 1-simplexe du méme espace,
dont les sommets sont Af et f, X Id;. D’out le résultat d’apreés la remarque
ci-dessus. Il en résulte (cf. corollaire 3 ci-dessous), que toute application
injective d’une variété de dimension 3 dans une variété de dimension 6
est localement plate (i. e. : est un plongement).

b. W quelconque. On peut supposer que V est connexe; donc V est S*
ou D*; si V=S', on peut fixer un point s de V grace au cas déja démontré
des dlmensmns 4 et o, ce qui permet de se ramener au cas ou V= D*;
dans la suite on supposera donc que V= D*. Notons p; et p, les deux
projections du produit WX I. Soit h, un 1-simplexe de Auty(W) tel
que pi.ho.f|dV X1 soit une injection de VXI dans W. (Il en existe!).
2.dim (VXI)<ZdimW donc, d’aprés le théoréeme 2 de I’appendice,
il existe dans tout voisinage C° de pi.h,.f, une application g localement
injective et ’on peut trouver un simplexe hy de Auty, (W moddW) tel
que g = pi.(hi.ho.f). On peut trouver un simplexe f, de Auty (W mod dW)
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tel que g'=p,.(hs.hi.hy.f) soit injective [on fait sortir les points doubles
par le bord relatif de g(V<I) dans W]. Soit alors U un voisinage régulier
de g'(Vx1) dans W (U ~ D*); ha.hi.ho.f(VXI) est contenu dans UX1I;
il suffit d’appliquer & cette situation le cas a.

Cororraire 2. — Soit f un plongement de D? dans D", st n—p>3,
la figure formée par D" et f(D”) est isomorphe & la figure formée par D"
et son intersection par un p-plan. ‘

(’est une conséquence du corollaire 1, car f définit une pseudo-isotopie
entre les voisinages dérivés dans (5", f(S”™")), de deux points opposés

de f(SP1).

CororraIre 3. — Soit f une application injective (resp. localement injective)
d’une variété V de dimension p dans une variété W de dimension n;
stin—p>3 etst [ (dW)=dV, f est un plongement (resp. une immersion).

Il suffit de montrer que f est localement plate, ce qui est une consé-
quence du corollaire 2 ci-dessus.

Remarque. — Compte tenu de ce résultat, le (a) du théoréme 2 de ’appen-
dice s’écrit : si 2p41=_n, et n—p>3, et s1 [ (dW)=dV, il existe
dans tout voisinage C° de f un plongement de V dans W.

CoroLLAIRE 4. — Soit [ un plongement de D” dans D", tel que
f(DAYNDI= D" (p 4 ¢ — n>>0), et que f(D”) et D? soient en bonne
posttion (D7 et D74 étant des sections linéaires de D"). St n—p>3,
(D", DY, f(DP)) est isomorphe & la figure naturelle formée par D" et ses
sections par un p-plan et un g-plan transverses.

Démonstration. — Un voisinage dérivé de D? dans (D", D7, f(D”)) est
isomorphe & cette figure naturelle. L’adhérence de son complémentaire est
de la forme (S *XDixT, f(S**xDrt"x1)), c’est un 1-simplexe
de Plgty (S*t x Drre §" 4 x D, f,); on lui applique le corollaire 1.

Je vais maintenant énoncer un résultat, bien connu dans le cadre diffé-
rentiable, qui est une conséquence de la démonstration de la proposition 1.

CororLrLairRE D. — Soit V une variété de dimension n (n>>6), f une
injection d’une variété U de dimension n—1 dans dV. St 7;(f) est nul
pour =i (i<Zn—2), et st 7wy (dV—U)—>mn,(V) est un isomorphisme,
il existe une présentation par anses, V=UXI+ h+...+ hy[UX{o0] étant
identifié & f(U)], ne comportant que des anses d’indice au moins t 4 1.

2. FIBRATIONS DES ESPACES DE PSEUDO-ISOTOPIE. — Je vais énoncer et
démontrer, pour les espaces de pseudo-isotopie, les analogues des prin-
cipaux théoréemes de fibration de la thése de J. Cerf [2]. Je me placerai
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dans le cadre semi-linéaire pour respecter I'unité de ce papier, mais les
résultats que je vais énoncer sont aussi valables dans le cadre différentiable.

Dans ce qui suit, W désigne une variété semi-linéaire compacte, et V
un sous-polyédre de W; f, est I'injection naturelle de V dans W. E est
un voisinage dérivé de V dans W, dE est la frontiére (topologique) de E

dans W, et g, est I'injection naturelle de E dans W. M est un sous-polyédre
de V.

Proposition 2. — St dimW2x3 -+ dimV, la base de la fibra-
tion principale quasi-simpliciale définte par Auty,(WmoddWUYV) sur
Auty (Wmod dW) est une réunion de composantes connezes de Plgty, (V,W, f,).

Démonstration. — 1l suffit de montrer que I'application naturelle

Autp; (W mod aW) — Plgtp (V, W, f,)

vérifie la condition de Kan.

Soit donc ¢ un simplexe de dimension p de Plgt,(V, W, f,), et soient

Soy ..y 8p1 des relévements de ses p premiéres faces. Comme
Auty (Wmod dW) vérifie la condition de Kan (¢f. chap. I, § 3), on
peut supposer que les applications so, ...,s,s de 4, ,XW dans lu-

méme sont égales a Idy _, X fy. Soit o un isomorphisme de A, sur Ix4, 4,
qui transforme la derniére face de A, en {1}xA,,. L’application
(aX Idy).q.(a7*x Idy) est un 1-simplexe s de Plgt, (4,4 XV, 4, ,XW,
Ida, ,Xfo). 1l suffit de montrer que s se releve en un 1-simplexe S de
Auty (A, s X Wmodd(A, ; XW)); car (' XIdy).S.(exx1Idy) sera alors
le relévement cherché. 11 suffit donc de démontrer le lemme suivant :

Lemme. — L’application naturelle

Autp (W mod dW) — Plgtpr (V, W, fo)
périfie la condition de Kan pour les 1-simplexes.

Démonstration. — Si V est une sous-variété de W, c’est le corollaire 1
de la proposition 1. Si V n’est pas une sous-variété de W, notons V; I’adhé-
rence des alvéoles intrinséques de (W, V).de dimension t, qui sont contenues
dans VN IntW. Pour tout i, notons U; un voisinage régulier de V;[=f, (V)]
dans W. Soit s un 1-simplexe de Plgty(V, W, fo) tel que s|VX{o}=/fs;
on va construire, pour tout i, par récurrence sur i, des I-simplexes S;
et T; de Auty(WmoddW) tels que S;.(foX1Id;) et s coincident sur
(UinV) UV)XI, et que T;.(foX1Id;) et s coincident sur (U;NV) XL
L’existence de S, est une conséquence immédiate du corollaire 1 de la
proposition 1.
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a. Supposons qu’on ait construit S;. On considére un pseudofibré normal
a (Vi—Viy)xI dans (W—V_)XL S 's((V=V._,)XI) et on lui
applique le théoréme d’homotopie, ce qui nous donne un isomorphisme
d’un voisinage de V;X 1 dans WX I sur un autre. Par un argument de
collier, on étend cet isomorphisme en un 1-simplexe T, de Aut,, (W mod dW)
tel que T;.(fox1d) (UinV)XI)=S"s((U;AV)xI). On en déduit T;

griace a la proposition 5 du chapitre 0.

b. Supposons que T; soit construit. On construit le 1-simplexe S;.; en
appliquant le corollaire 1 de la proposition 1 a T,"s|(Viy — Vo, N U)X 1,
qui est un 1-simplexe de Plgty (Vi — Vi NU;, W — U, fo).

Cororraire 1. — St V est une variété, et sv Plgty (V, W, f,) est conneze,
Plgt,(V, W, fo) est fibré de fibre Plgty(V, W, f,) et de groupe structural
Auty, (WmoddWUM). La base de cette fibration est une réunion de compo-
santes connezes de Plgty, (M, W, f,| M).

CoroLLAIRE 2. — Soient W une variété (de dimension n), et f une injection
d’un polyédre X dans W, st n —dimW>x3, et st n—dimf*(dW)>4,
les alvéoles intrinséques de (W, f(X)) contenues dans X, coincident avec les
images par [ des alvéoles intrinséques de X.

Démonstration. — On fait une récurrence sur n, on suppose donc que le
résultat est vrai si dimW <n (I'assertion est vide si dimW_"2). Soit z
un point d’indice p de X, soit (A, f(B), f(D?)) le germe de (W, f(X), f(X,))
en f(z). Ce germe est le cone sur son bord (dA, f(dB), f(S7™*)). 1l suffit de
trouver un couple de cones (M, N) de sommet a, et un i1somorphisme ¢
du cone (A, f(B), f(D?)) sur (M X D?, NxD?, {a}x D).

Enlevons dans (dA, f(dB), f(S”")) des voisinages dérivés disjoints de
deux points de f(S#*); ce qui reste peut étre considéré comme l'image
d’une injection v} de Y X I dans S" 2 X I[telle que ' (8" X {o}) =Y X {o},
et (8" X {1})=YX{1}], ou Y est un polyédre de dimension au
plus n —5. L’hypothése de récurrence entraine que 7 est un 1-simplexe
de Plgt, (Y, S" 2 v|YX{o}). On lui applique la proposition 2; et l’on
recolle les voisinages dérivés qu’on a enlevés; ce qui permet d’écrire
un isomorphisme de (A, f(B), f(D?)) sur le produit par I du germe
(A, BY, f(D7™")) d’un point (quelconque) de f(5~*) dans (dA, f(dB), f(S5*)).
On répéte la méme construction sur (dA*, dB*, f(5¥7%)), et ainsi de suite,
p fois, ce qui donne (M, N, ¢).

Une conséquence triviale du corollaire 2 est le :

CororLLAIRE 3. — St dimW — dim V.3, et si dimdW — dimdWNV > 3,
les espaces Injp (V, W) et Plgt, (V, W) coincident.
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Prorostition 3 (Théoréme d’isotopie locale). — La base de la fibration
principale quasi-simpliciale définte par Auty(WmoddWUE) sur Auty
(Wmod dWU V) est une réunion de composantes connezes de Plgty,(E, W, g,).

Démonstration. — 11 suffit de montrer que 'application naturelle
Autp (Wmod dWuU V) — Plgty (E, W, g,)

vérifie la condition de Kan.

Pour cela on remarque, comme pour la proposition 2, qu’il suffit de le
faire pour les 1-simplexes; pour les 1-simplexes on applique le théoréme
des voisinages dérivés et un argument de collier.

3. FIBRATIONS DES ESPACES D’ISOTOPIE. — Les résultats énoncés ici ont
été démontrés par Hudson (¢f. [7]), du moins quand V est une sous-variété
de W. J’en donne cependant une démonstration compléte, car I'utilisation
de ce qui précéde permet de simplifier la démonstration de Hudson. Les
notations sont les mémes qu’au paragraphe précédent.

Préliminaires. — Soit F; la face de dimension r de 4, qui contient
les r +1 premiers sommets. On appellera hypervoisinage de F; dans 4,
tout sous-polyédre U de A, tel que F; € U, et que, quel que soit r (o < r < gq),
UNF,;" soit un voisinage dans F,” de l'intérieur de Un(F;—F;™")
(dans F;). En particulier, quel que soit r (=¢q), UNF; est un hyper-
voisinage de F, dans F;. Toute intersection finie d’hypervoisinages de F,
est un hypervoisinage de F;. Tout sous-polyédre qui contient un hyper-
voisinage est un hypervoisinage.

Si T est une triangulation de 4, 1l existe un simplexe de T et un seul
qui est un hypervoisinage de F, dans A, (il est défini par le fait qu’il est
le seul a avoir, pour tout r, r 4+ 1 sommets dans F;). Tout hypervoisinage
contient un hypervoisinage de ce type. L’intérét de la notion d’hyper-
voisinage réside dans le fait qu’on peut démontrer le :

Lemme 1. — Soit P une assertion portant sur les sous-polyédres de A,;
supposons que :

1° P(X) vrat, et YCX entraine P(Y) vrar.

20 Si X est une triangulation de X, telle que X collapse simplicialement,
et si, pour tout stmplexe o de £, P(a) est vrat, alors P (X) est vrat.

30 Quelle que soit U'injection linéaire A, > A, il existe un hypervoisinage U
de F, dans A,, tel que P(2(U)) soit ¢rat.

Alors P(A,) est yrat.

Démonstration. — On fait une récurrence sur q; pour ¢ =1 c’est le théo-
réeme de Borel-Lebesgue. Supposons que le lemme soit vrai pour ¢ —1,
et considérons le cas de la dimension gq.

Ann. Ec. Norm., (4), I. — Fasc. 3. 48
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A. Quelle que soit linjection linéaire A, >4, il existe un voisinage V
de F; dans A,, tel que P(2(V)) soit vrai. En effet : soit A,_, la face de A,
opposée & F{; soient Y un sous-polyedre de A, , et C(Y) le cone de base Y
et de sommet F(C(4,.,) =4,). Considérons I’assertion :

Q(Y) : Il existe un voisinage X de F; dans C(Y), tel que P(X) soit ¢rai.

La propriété Q vérifie les conditions 1, 2 et 3, donc, d’aprés 'hypothése
de récurrence, Q (4, ) est vrai.

B. Il résulte de A que tout point = de A, posséde un voisinage U tel -
que P(X) soit vrai (on peut recouvrir I’angle solide autour de chaque
point par les images d’un nombre fini d’injection «). On achéve alors la
démonstration grice a la compacité de A, et grace au fait que toute
triangulation de A, admet une subdivision qui collapse simplicialement.

Soit maintenant X un sous-polyédre de A,; on dira que I'application
f: XXV —>XXW est Ap-réguliere, si p,.f=p, (o0 p; est la premiére
projection du produit).

Lemme 2. — Sotent V et W deux polyédres, on supposera que V est compact.
~ Soit g une application de A; X'V dans A, X W, telle que, quelle que soit la face F
de A, FXV =g (FXW). Pour toute triangulation ¥ de A,XV 1l exuste
une application g de A, XV dans A, XW, telle que, Y 3€ZL, g'(a) = g(a),
et qui est A,réguliére au-dessus d'un hypervoisinage X de F; dans A,
St glo est Ajrégulicre, g'|a=g|o. Si g est injective (resp. surjective),
g’ est injective (resp. surjective). '

Démonstration. — Sotent T et S des triangulations de A, XV et A, X W
telles que g soit simpliciale de T dans S, et que T soit une subdivision de X.
On peut supposer qu’il existe des triangulations T, et S, et V et W, telles
que T et S soient des subdivisions de A, X T, et A,XS,. Ainsi les projec-
tions p;: A4, XV =>4, et p,: A, X W —A,, sont linéaires sur les simplexes
de T et S. Sotent t,, ..., ty les simplexes de T dont I'image par p, est un
hypervoisinage de F; dans A, (ils sont en nombre fini car V est compact).
Posons pour tout t: s;= g(&); p.(s;) est un hypervoisinage de F; dans A,
a cause des conditions d’incidence sur les faces qu’on a imposées a g.
U= mpi(ti)ﬂ mpl(si) est un hypervoisinage de F; dans A,. Soit <,

<N i<N
un hypervoisinage de F| dans A,, qui est un simplexe d’une triangulation
linéaire ® de A,, et qui est contenu dans U. Soit = I'hypervoisinage de I,
dans A, défini par la subdivision barycentrique de ®. Soient z,, ..., x, ..., Z,
les sommets de 7 (ordonnés de fagon que x;€F’). Quels que soient i et j,
py'(z;)Nt; contient des points intérieurs au simplexe ;NF/XV, on en
choisit un qu’on note z;;. De méme on choisit un point y;; dans l'inter-
section de p;'(z;) et de l'intériear du- simplexe s;NF/xXW. Soient T’
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et S les subdivisions de T et S, obtenues en ajoutant les sommets ;; (3 T)
et y;; (& S) par subdivision étoilée (et en opérant par ordre décroissant
des dimensions des simplexes tNF, XV et s;NF/xW). Il existe une
unique application simpliciale g’ de T’ dans S’ telle que g’ (z;;) = y;; [V (3, J)]
et qui vérifie la condition g'(t) = g(t) pour tout simplexe ¢ de T. Il est
évident que g’ est A,-réguliére au-dessus de 7. Si g|t;NF, XV est A -régu-
liére, on choisit y;;= g(x;), ce qui entraine que, pour tout ¢ tel que g|t
soit ‘A -réguliére, g’ |t = g|t.

Prorosirion 2 bis. — St dimW >3 + dimV, la base de la fibration
principale définie par Aut,(WmoddWNYV) sur Aut,(WmoddW) est une
réunion de composantes connexes de Plgt,(V, W, f,).

Démonstration. — 11 suffit de montrer que I’application naturelle

Aut; (W mod dW) —> Plgt; (V, W, f,)

vérifie la condition de Kan.

Soit donc ¢ un simplexe de Plgt,(V, W, f,), considérons l’assertion,
portant sur les sous-polyédres X de A, :

P(X) : Il existe un automorphisme 1y de XXW, qut est Uidentité
sur XXdW, qui est A,-régulier, et tel que o XXV =1 (ldyxX¢) (ou ¢
est une injection de V dans W).

Il suffit de montrer que P(4,) est vrai. Il suffit donc de vérifier les
hypothéses 1, 2 et 3 du lemme 1. Pour 1 et 2 c’est trivial. Montrons la
condition 3. Soit « une injection linéaire de A, dans lui-méme. Considérons
Papplication (¢ ' X Idy).s.(xx1Idy) de A, XV dans A,xW. Elle est injec-
tive, donc d’apres le corollaire 3 de la proposition 2, c¢’est un p-simplexe
de Plgt, (V, W, f,). D’aprés la proposition 2, ce simplexe se releve en un
p-simplexe de Aut, (W moddW), on applique a ce relévement le lemme 2
. ci-dessus, ce qui donne la condition 3 du lemme 1.

Cororrarre. — St Plgt!'(V, W, f,) est connewxe, et si V est une variété,
Plgt,(V, W, f,) est fibré de fibre Plgt!(V, W, f,) et de groupe structural
Aut,(Wmod dWUM). La base de cetle fibration est une réunton de compo-
santes connexes de Plgt,(M, W, f,|M).

Prorosition 3 bis (Théoréme d’isotopie locale). — La base de la fibration
principale définie par Aut,(WmoddWUE) sur Aut,(WmoddWUYV) est
une réunion de composantes connexes de Plgt) (E, W, g,).

Démonstration. — Elle est analogue a celle de la proposition 2 bis.

Remarque. — On rapprochera les propositions 2 et 2 bis (ainsi que 3
et 3 bis), et 'on remarquera que les o-simplexes de Plgt,(V, W, f,) qui sont
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dans I'image de Aut,;(W mod dW) sont les o-simplexes de Plgt, (V, W, f,)
qui sont dans I'image de Aut, (W moddW). Il en résulte que les suites
exactes d’homotopie relatives de ces fibrations se terminent par

et (Aut (W mod dW)) — mit (Plgt(V, W, fi)) o
et par
e (Aut (W mod dW U V)) — mie (PlgtY (E, W, g4)) — o.

4. AppeEnpIicE. — Je vals démontrer quelques théorémes de plongement
utiles a la démonstration de la proposition 1. Ces résultats sont classiques
dans le cas différentiable; je vais donner des démonstrations qui se
rapprochent le plus possible de celles du cadre différentiable. Des résultats
plus fins ont été démontrés dans [8] et [9]; je n’ai démontré ici que ce qui
est utile au contexte. En ce qui concerne le théoréme 4, je signale qu'on
pourra en trouver une élégante démonstration dans [18].

Lemwme 1. — Soit X un complexe sstmplicial fini de sommets (z;) (1 =1, ..., N)
et soit Y le sous-complexe simplicial engendré par les x; d’indice au moins 2.
Sotit g une application de Y dans R", linéaire sur chaque stmplexe. Pour tout
point z de R", on définit une application g. de X dans R", linéaire sur chaque
simplexe en posant g.(x,) =z et g.| Y = g. Posons dimX = p.

1° St g est injective, ensemble des z tels que g, soit injective est un ouvert
de R", 1l est partout dense st 2p +1=_n, il est connexe au voisinage de
chacun des points de R" st 2p + 2 -n.

20 St g est localement injective, Uensemble des z tels que g. soit localement
injective est un ouvert partout dense st 2p =n, il est connexe au yoisinage
de tout point de R" st 2p 4+ 1 n.

Démonstration. — Pour I’assertion 1. On vérifie facilement que I’ensemble
des z tels que g. soit injective, contient le complémentaire (dans R")
d’un nombre fini de sous-variétés linéaires de dimension au plus 2p.

Pour I’assertion 2 : L’ensemble des z tels que g, soit localement injective -
contient le complémentaire d’'un nombre fini de sous-variétés linéaires de
dimension au plus 2p —1.

Lemme 2. — Soit U Uensemble ouvert des points z lels que g. soit injective.
Sotent y et y' deux points de U tels que le segment yy' soit dans U; il existe
une tsotopie h, d’automorphismes de R", telle que h,= 1d, et que h,.g,= g,
De plus on peut trouver une telle isotopie parmi les automorphismes de R"
qui sont U'identité hors d’un voisinage (ausst petit qu’on veut) de U g:(stx(z1)).

:Ae)'}"
Si Pon est dans le cadre de I'assertion 2 du lemme 1, on a un résultat

analogue, mais h, opére non plus sur g,(X) mais sur g,(A), ou A est"
Pensemble des simplexes de X qui rencontrent sty(x).
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Démonstration. — 11 existe une triangulation X de R" dont y est un
sommet, telle que stu(y)Ng,(X)=g,(sty(z,)). [Il en existe une telle
que g,(sty(x;)) soit contenu dans sty(y); il suffit de la subdiviser correc-
tement.] Alors pour tout point y, voisin de y, il existe une triangulation X,
de R” qui coincide avec X hors de sty (y), et telle qu’il existe un isomorphisme
et un seul de X; sur X qui est I'identité hors de stx(y) et qui envoie y, en y.
Cet isomorphisme définit un automorphisme de R”, qui est I'identité hors
de stx(y), et est évidemment 1sotope a I'identité; ce qui prouve le lemme
s1 y' est assez voisin de y. Dans le cas général, on découpe le segment yy’
en morceaux par un argument de compacité.

Tutorime 1. — Soient f et g deux applications injectives d’une variété V
de dimension p dans D", tels que f|dV =g|dV. Si 2p+ 2-n, il existe
une isotopte parmi les automorphismes de D" qui sont Uidentité sur S"*,
qut transforme f en g. St 2p-+1=n, il existe une homotopie réguliére
(t. e. : un chemin parmu les applications localement injectives) qui relie f & g;
et cette déformation de [ a g peut, localement, étre réalisée par une isotopie
d’automorphismes de D" quuv sont Uidentité sur S"*.

Démonstration. — Soit X une triangulation de V qui rend f et g linéaires.
Solent (z;) les sommets de X. D’apres le lemme 1 on peut passer de fa g
par une famille continue d’applications linéaires injectives (resp. loca-
lement injectives) de X dans D”; dans cette déformation on peut s’arranger
pour ne déplacer que 'un des z; a la fois. On applique alors le lemme 2.

CoroLLAIRE. — Soit f une application injective (resp. localement injective)
d’une variété NV de dimension p dans une variété W de dimension n.
St 2p+1=n, et st [ (dW)=dV, [ est un plongement (resp. une
immersion). A '

I1 suffit de montrer que f est localement plate. On regarde cela dans le
bord des étoiles des points de f(V). Il s’agit de savoir si un plongement
de S#~* dans S"' peut étre transformé en le plongement naturel par un
automorphisme de S™!, la réponse est oui, a cause du théoréme 1

[2(p—1)+2=n—1].

Tatortme 2. — Soit f une application d’une variété V de dimension p
dans une variété W de dimension n, telle que [~ (dW)=dV. Il existe dans
tout voisinage C° de f : :

- a. un plongement st 2p +1=n;

b. une application localement injective st 2p = n.

~ Ilsuffit d’appliquer le lemme 1 dans chaque carte locgle de W; on applique
le corollaire ci-dessus pour compléter I’assertion a.
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TratoriME 3. — Soient f et g deux plongements d’une variété V de dimen-
sion 1, dans une variété W de dimension n (n>>4), tels que f|dV = g|dV.
St [ et g sont homotopes (mod dV) il existe une tsotopie parmi les auto-
morphismes de W qui sont Uidentité sur dW, qui transforme f en g.

Démonstration. — On peut supposer V connexe. V est alors isomorphe
a I ou & S*. On rameéne le cas V=S5' au cas V=1 en fixant un point.
Par application du lemme 1 on construit une famille continue d’injections
de V dans W qui joint f a g. Un voisinage régulier de I'image d’une telle
injection est une boule, dans cette boule on applique le théoréme 1.

Lemme 3. — Quel que soit n>>1, la suspension

T (Autp; (D? mod 0)) — 7, (Autp; (D' mod o))

est un tsomorphisme; ces groupes sont tsomorphes d Z,.

Quel que soit n>> 3, la suspension

7, (Autpy (D?mod 0)) — 7, (Autp; (D*+! mod 0))

est surjective.

Démonstration. — La premiére assertion est triviale, démontrons la
seconde. Un élément de =, (Auty(D"modo), est une classe d’automor-
phismes 1 de IXD"” qui sont l'identité sur IX{o} et sur {o, 1}xD"
Son image par la suspension est obtenue en multipliant par Id, (en iden-
tifiant D" a D"XI). Soit v un représentant d’un élément de
7, (Auty (D™ mod o)), et soit z le point de D"**' qui est identifié au
point (0, 0) de D*X 1. v|IX{x| est un plongement de I dans I X S*; d’apres
le théoréme 1, on peut modifier v, sans changer sa classe, de fagon
que v|Ix{z} soit I'identité. Grace au théoréme d’isomorphisme des
voisinages dérivés on construit un . tel que le produit de v et du suspendu
de p soit I'identité sur IXS]. Pour conclure il suffit de remarquer que
Auty (D?mod S7*) a le type d’homotopie du point.

TutortmE 4 (Construction de Whitney). — Soit V une variété, de dimen-
ston m. Posons m = p + q. Soient ¢: D? >V et L: D7V deux injections
dont Uimage est dans Uintérieur de V. Supposons que ¢ et & soient loca-
lement plates en tous les points de ¢(intérieur D) et de Y (intérieur D7)
respectivement, et que Im (@) et Im()) se coupent transversalement en exac-
tement deux points A et B (située dans 'image des intérieurs). On suppose que :

a. p>2, g2 3.

b. Par rapport (‘Qune orientation — arbitraire — d’un voisinage de
o(DPYU (DY) dans V, les points d’intersection sont de signes opposés.
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c. Il existe un chemin ¢ quu relie ces deux points dans ¢(D*) et un chemin ¢’
qut les relie dans 4 (D7), qui sont homotopes parmi les chemins qui les relient

dans V.

Alors 1l existe une isotopte d’ automorphismes de V, dont le support est une
boule de dimension m contenue dans V, laissant ¢(S7™*) et L (S7') fizes,
telle que la transformée de ¢ par cetle tsotopie et b atent des images disjointes.

Il suffit de copier la démonstration classique dans le cadre différen-
tiable (cf. [19]) en se servant des théorémes 1, 2, 3 et 4 ci-dessus.

CororLLAIRE. — Sotent f el g deux plongements d’une variété V de dimen-
ston p dans D", tels que f|dV = g|dV. SL 2p+1=n, ces deux plon-
gements sont pseudo-isotopes.

CHAPITRE V.

COMPLEMENTS.

Dans ce chapitre, pour simplifier les notations, je noterai A, le groupe
quasi-simplicial Aut, (D" mod o).

1. Les Espaces crassiFiants BA,. — Soit U, (¢t > 3) I’ensemble quasi-
simplicial dont les p-simplexes sont les plongements A,x D*—A,x D™
(plongements sans bord relatif et transversaux au bord) qui envoient
A,X{o} identiquement sur lui-méme, et qui, pour toute face A,—A4A,
induisent un plongement de A,x D" dans A, x D™. [Avec les notations
du chapitre I, cet espace s appelleralt Plgt{”(D”, D).} Pour tout t, on a
une application naturelle de U’ dans U,"; on note U, la limite inductive.

Pour tout t,- A, opére sur U, (¢f. chap. I, § 3, exemple C) définit un
fibré principal quasi-simplicial dont la base sera notée BA/,. Cette opération
de A, est compatible avec les suspensions U, — U."', ce qui permet de
définir un ensemble quasi-simplicial BA, qui est a la fois la limite inductive
des BA), et le quotient de U, par A,. D’apres le chapitre I (§ 3, exemple C)
BA, (donc aussi BA,) est muni d’une structure semi-simpliciale naturelle.

Lemme 1. — Si 1<t (et si t>>3): m;(U) = o.
On va démontrer ce lemme par récurrence sur n. Il est trivial pour n = o;
supposons-le démontré pour (n —1). Un élément de 7;(U;) est un plon-

gement :
9 : A;x Dr— A< Dt

tel que ¢(z,y)=(x,y) s1 x€dA;, et que ¢(x,0)= (z,0) pour tout z.
(On 1dentifie une fois pour toutes D" & une section de D™** par un espace
linéaire de dimension n.)
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Soit s un point de dD”(=5""), ¢ induit un plongement v de A,
dans A; XS, défini par 7(x) = ¢(», s). La projection de I'image de 7
sur S™' est un sous-polyédre de dimension au plus ¢; comme
1<t<t+n—1(n>>1), il existe une boule B dans S“"'  telle que
I'image de 7 soit contenue dans Pintérieur de 4;XB. Mais A;XB est une
boule de dimension t+n-+t—1, et comme i +nt+t—1>x743, ce
plongement est isotope au plongement naturel; d’apres la proposition 2 bis
du chapitre IV, on peut réaliser cette isotopie en faisant opérer une
1sotopie d’automorphismes de A;XB, qui sont l'identité sur le bord.
On modifie ¢ par cette isotopie, ce qui ne change pas sa classe dans =;(U}), -
et 'on est ramené au cas ou ¢(z, s) = (x, s) pour tout z de A,.

Soient S!™' et S7""' les demi-sphéres qui ont leur centre en s; par
application du théoréme d’isomorphisme des voisinages dérivés, on se
raméne au cas ou ¢|A;X S} définit un plongement de A;X S} dans
A; X 87", c’est-a-dire un élément de A;(U;_,) (en identifiant les demi-
sphéres aux boules de méme dimension); cet élément est nul d’apres
I'hypothése de récurrence. En appliquant la proposition 2 du chapitre IV,
on modifie ¢ (sans changer sa classe) de facon que ¢(z, y) = (=, y) si (z, y)
appartient a A; XS] et que @(A;XS"")CA; X S**. Mais, puisque t>>3,
ce plongement de A;XS"™" dans A;XS"™' est isotope au plongement
naturel. Ceci permet de modifier ¢ (sans changer sa classe) de fagon
que 9(z, y) = (z, y) si y appartient & 5" *. Ce plongement est alors isotope
au plongement trivial puisque t>>3. Ce qui prouve que ¢ est équivalent
a zéro dans m;(U,), donc que m;(Uj,) = o.

CoroLLAIRE 1 :
m;(Up) =0 pour tout i et pour tout n.

C’est, en effet, la limite inductive des m;(U,).

COROLLAIRE 2 :
m (BAL) =74 (A) pour 1<t (> 3), ‘
7 (BA,) =iy (Ay).

Ceci résulte des suites exactes d’ homotopie des fibrés qui définissent ces espaces.

Lemme 2. — Sout (B, 1, E, X, E;) un pseudofibré de fibre (D*mod o),
st B est de dimension p et st t>>p (et 12> 3), il existe une injection f de E
dans BXx D™, telle que f(i(z)) = (», 0) pour tout point x de B, et que,
Vo€ZX, f induise une injection de E; dans aXx D"+

De plus st Uon s’est donné un sous-complexe B’ de X, et une injection f,
définie sur U E,, et vérifiant les propriétés ci-dessus, on peut construire f

[N al: 1

de facon qu’elle prolonge f.
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Démonstration. — 11 suffit de montrer la derniére assertion dans le cas
ot un seul simplexe, o, de £ n’est pas contenu dans B’ (donc dsCB’).
Donnons-nous un isomorphisme ¢ de X D" sur E,. 1l s’agit de trouver une
injection de E,[= ¢(6XD")] dans X D" qui prolonge une application
donnée de la partie de E, qui est au-dessus de do[= ¢(dax D")]. Ceci
est possible car d’apres le lemme 1, et a cause des hypothéses de dimension
qu’on a faites, Tgn,_,(U,) = 0).

Prorosition 1. — Pour tout tube o = (B, 1, E) d’dme une variété, il existe
un tube 3= (B, i, E') tel que la somme de Whitney a @ soit triviale.
On peut ajouter que si dimB = p, on peut trouver un 3 dont les fibres sont
de dimension p.

Pour s’en persuader, on applique le corrollaire 3 de la proposition 2 du
chapitre ITa f(E) CB X D", ou f est I'application dont le lemme 2 ci-dessus
affirme I’existence.

CoroLLAIRE. — Pour tout pseudofibré « de fibre (D*mod o) dont la base
est de dimension finie, il exviste un pseudofibré 3 de méme base et de
fibre (D¥mod o) (N suffisamment grand), tel que la somme de Whitney o @ 3
soit un pseudofibré trivial.

S1la base est une variété triangulée, c’est une conséquence triviale de la
proposition. Sila base n’est pas une variété, on la plonge dans R (N suffi-
samment grand), et ’on prolonge le pseudofibré donné a un voisinage dérivé
del'image de ce plongement. Ce voisinage dérivé estunevariété,onlui applique
ce qui précéde, il suffit alors de restreindre le pseudofibré trouvé a la base
initiale.

Lemme 3. — St t.3, et st dimB <t, il existe une bijection naturelle
entre les classes d’vsomorphisme des pseudofibrés de fibre (D"modo) et de
base (B, X) (ot X est une triangulation donnée de B) et 'ensemble des classes

d’homotopie d’applications semi-simpliciales de I'ensemble semi-simplicial
attaché a Z, dans BA’.

Démonstration. — Soit (B, 1, E, X, E;) un pseudofibré, et soit f une
injection de E dans B X D" comme au lemme 2. Donnons-nous pour tout
simplexe ¢ de X, un isomorphisme ¢, de X D" sur E,; qui vérifie les condi-
tions 3« et 33 de la définition 1 du paragraphe 3 du chapitre II. A tout
simplexe o de X, on peut associer le simplexe de U, défini par f.9,. Ceci
ne définit pas une application quasi-simpliciale de X dans U, car si ¢’
est une face de g, f. ¢, n’est pas égal, en général, a f.9,;| o’ X D" (puisque 9o
n’est pas égal, en général, a ¢,|c’ X D). Mais ¢/ . ¢, est un simplexe de A,,
donc on a défini une application quasi-simpliciale de £ dans le quotient
de U, par l'action de A,, c’est-a-dire dans BA.; ce qui (¢f. chap. I, § 2,
derniére remarque) définit une application semi-simpliciale de X dans BA".

Ann. Ec. Norm., (4), 1. — Fasc. 3. 49
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Si Pon change I'injection f en une autre, f’, on obtient une autre appli-
cation; on va montrer qu’il existe une application quasi-simpliciale du
complexe simplicial £x I dans BA;, dont les restrictions a XX {o} et Zx {1}
soient les applications déduites de f et f’; ceci démontrera que la classe
d’homotopie de l'application semi-simpliciale X dans BAY déduite de
Papplication quasi-simpliciale de £ dans BA;, construite ci-dessus ne dépend
pas de f. Pour construire cette application de XX I dans BA;, on considére
le produit par I du pseudofibré (B, i, E, X, E;), c’est un pseudofibré relatif
ala triangulation £ I de B X I. On lui applique la partie relative du lemme 2
ci-dessus, ce qui nous donne une application F de EX I dans BX D" X I,
telle que F|EX{o}=f, FIEx{t{=/f. Il suffit alors d’appliquer & F
la construction appliquée a f et f’.

On vérifie aisément qu’on obtient la correspondance inverse en asso-

ciant 4 toute application ¢: X —>BA’, le pseudofibré associé, par réali-
sation géométrique, au fibré principal de base X et de groupe A, qui est

I'image inverse par I'application X — X —>BA’, du fibré U’ de base BA;.'

Prorosition 2. — Quel que soit Uentier n, et quelle que soit la variété B,
st t>=3 et si t>dimB, on a une bijection naturelle de U'ensemble des classes
d’isomorphisme des tubes d’dme B et de fibre D", sur Uensemble des classes
d’homotopie d’applications continues de B dans la réalisation géométrique
de Uensemble semi-stmplicial BA',.

C’est une conséquence facile du lemme 3, des théorémes d’unicité des
données pseudofibrées qu’on peut mettre sur un tube donné (cf. chap. II,
§ 2 et 5), et du théoreme d’approximation simpliciale.

CoroLratre. — Quel que soit n, et quelle que soit la variété B, il exviste
une bijection naturelle de Uensemble des classes d’vsomorphismes des n-tubes
d’dme B, sur Uensemble des classes d’homotopie d’applications continues de B
dans la réalisation géométrique de BA,.

Il suffit de passer & la limite inductive.

2. Les crourEes 7;(A,). — Soit §, ’ensemble semi-simplicial des appli-
cations de degré 41 de S"*' sur elle-méme. On défimt une application
quasi-simpliciale de A, dans ¢§,, par restriction au bord de D”. Cette
application commute avec les suspensions G, et A, A,
Le résultat principal de ce paragraphe s’énonce :

Prorosition 3. — 7;(Gn, As) = Ti(Gnit, Ana) est un isomorphisme
pour n>x3. Ces groupes sont égaux & Z si 1 est divisible par 4 et différent
de zéro (pour 1= o0, ce groupe est o), & Z, si 1 + 2 est divistble par 4, ils sont
nuls pour it impair.
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Démonstration. — Elle se fera en deux temps : on définira d’abord des
groupes de cobordisme ®; et I'on montrera que ®; est naturellement
isomorphe & 7;(G,, A,) (pour tout i et tout n!). On montrera ensuite que
les groupes ®; sont stables par suspension. Cette démonstration est ’ana-
logue semi-linéaire de celle de Levine qui permet de calculer les groupes
de nceuds des spheéres différentiables (cf. [11], et surtout [5]).

Les groupes ®;. — Un élément de ®@; est représenté par une sous-variété V
(avec bord relatif) de dimension ¢ de S ', muni d’un champ normal
semi-linéaire [c’est-a-dire qu’on s’est donné une injection ¢ de VX D!
dans 5™ telle que ¢(z, o) = x, pour tout x de V]. On supposera que ¢
est trivial au-dessus de ST', ce qui signifie que, au voisinage de S},
V coincide avec S', et que, au-dessus de ce voisinage, @ commde avec le
champ normal a S) naturel (qu’on notera ¢,).

Deux telles données (V,, ¢,) et (V., ¢;) seront considérées comme équi-
valentes s’il existe une sous-variété W (a bord relatif) de S™*x I, dont
le bord soit la réunion de V,X{o}, de Vo x {1} et de S=* X1, et un champ
normal & W dans S*"~* x I, soit ¢, qui, en restriction a V, X {o} et Vo X {1}
redonne o, et @, respectivement, et qui est trivial au voisinage de S X L.
@7 est ’ensemble des classes d’équivalence.

®; est muni d’une structure de groupe naturelle dont I’élément neutre
est la classe de (S}, 9,) (cf. [D]).

On définit un homomorphisme de @ dans ®;"', appelé suspension,
en plongeant S ' dans S™" et en munissant ce plongement de son
champ normal naturel.

Lemme 1. — Il existe un isomorphisme
a: O > 7 (Gay Ap)
compatible avec les suspensions.

Soit un collier v de dV dans V (r:dVXI =V, et n(x,0) =2z, Va);
on en déduit une application injective :

o 1 I 8 Drto St
en posant ¢’'(t, x, z) = 9(7(z, t), z). On peut, grice au théoréme du collier
(chap. II, corollaire 2 bis de la proposition 2), prolonger ¢" en une injection :
D [—1, 41X S Dty Skt
ce qui, modulo I'identification naturelle de [—1, +1]X D" avec D",
définit un champ normal & S dans $"**; on peut s’arranger pour que,

au-dessus de S', ® coincide avec le champ naturel ®,. Le théoréme des
voisinages réguliers permet alors de modifier ® au-dessus de S™' de fagon

que Im® = Im®, [sans changer la classe de (V, ¢)]. S"* ' — Im®, s’iden-
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tifie naturellement & S** X D’ La construction de Thom appliquée a la

sous-variété V— Imv de S"'x D/, munie de la restriction du champ ¢,
détermine une application continue [ de D' dans §,. Le couple (f, ®)
détermine un élément de 7;(G,, A,). Par une construction analogué portant
sur les équivalences (W, ¢), on montre que 1’élément de =;(G,, A,) ainsi
obtenu ne dépend que de la classe de (V, ). Ce qui définit 'homo-
morphisme a.

Montrons que « est surjectif ('injectivité se démontre par une cons-
truction analogue portant sur les équivalences). Soit (f, ®) un représentant
d’un élément de 7;(Gn, Az). Soit s un point de S*', R, le rayon de D"
relatif & s. @' (R,XS8™") est une sous-variété de D" X S™'(C S *) avec
champ normal canonique. Soit f' une approximation de [ telle que f’ et f
coincident sur 3" X S et que f’ soit transversale sur s (ce qui est possible
puisque p,.f|S" ' XS™' est transversale sur s). f'(s) est une sous-
variété Y, avec champ normal, de DX 5" * (8" *). Cette variété et
celle qui a été déduite de ® se recollent, ainsi que les champs normaux.
On obtient un couple (V, ©) qui définit un élément de ®; dont I'image
par « est la classe de (f, ®).

Ceci démontre le lemme. La compatibilité avec les suspensions est une
conséquence triviale des définitions.

Le calcul des ®}. Les groupes P;". — Considérons les couples (v, 3),

~

ou V est une sous-variété différentiable (avec bord relatif) de S***, dont
le bord est un lissage de S™* (naturellement plongée dans S™"*) et 3

un champ normal a V. Deux tels couples (V,, 3,) et (Vs, 3,) seront consi-

~

dérés comme équivalents s’1l existe une sous-variété (avec bord relatif) W
de S*"tx I, dont le bord est la réunion de V,x {0}, de Vox {1}, et de X
(ou X est une sous-variété de S 'x I qui est un lissage de S X1,
naturellement plongé dans 57" X 1), et un champ normal a W dans S,

qui par restriction donne 3, et 3,. L’ensemble quotient sera noté P";

on le munit facilement d’une structure de groupe. Si n >3, la condition

1

« dV est un lissage de S naturellement plongée dans S**' » est équi-

valente a la condition « dV est semi-différentiablement équivalente a 57" ».
Les théorémes de lissage et de triangulation classiques permettent
d’énoncer le lemme :

Lemme 2. — Il existe un isomorphisme, compatible avec les suspens-
sions : O — P,

Calcul des P (quand n>>3). — Posons P, =LimP;". Si n>>5, toute

——
n

sphére d’homotopie est un lissage de la vraie sphére, donc P, =P;



TOPOLOGIE DES VARIETES SEMI-LINEAIRES. 389

(i.e. : le groupe défini par Kervaire et Milnor; cf. [10] ou [5]). Si 1 =6,
tout lissage de la vraie sphére semi-linéaire est la vraie sphére différen-
tiable, donc P, =A; (mémes références). Il en résulte que P, =2
si i =4k (i5£0), Z, si i=4k+2, o si i est impair. Tout revient donc
4 démontrer que P;"— P, est un isomorphisme pour n>x3.

Surjectivité. — 11 faut montrer que le générateur de P; (quand il existe)
est plongeable dans S™?. Pour i>>6, c’est démontré dans le papier de
Levine, et c’est dit au fait qu’on connait une construction explicite de ce
générateur par attachement d’anses. Pour ¢ = 2, il s’agit de plonger une
variété de dimension 2 dans S*; on sait, d’aprés Whitney, qu’on peut
trouver une immersion, on fait alors « sortir » les points doubles par le
bord. Pour i=4, on sait qu’on peut représenter le générateur de P/
par une variété simplement connexe; d’aprés Haefliger (cf. [4], dernier
théoréme énoncé) cette variété est plongeable dans S°. Nota : Il n’y a pas
lieu de s’inquiéter de la facon dont le bord est plongé puisqu’on est en
codimension au moins 3.

Injectivité. — 11 suffit de montrer que si (V, %) définit un élément de P)"
qui est zéro dans P), les modifications sphériques qui transforment V
en une boule sont réalisables plongées dans S™"'; ceci est démontré

dans le papier de Levine.

Prorosition 4. — a. L’application naturelle

SO (1) —A,

est une équivalence d’homotopie.

b. L’application naturelle
SO (2) — A,

est une équivalence d’homotopte.

L’assertion a est triviale. Montrons b. Il suffit pour cela de montrer
que P=7;(§., SO(2)). Dans [5] on démontre que 7;(G., SO(2)) = (®;) 4,
le groupe obtenu de fagcon analogue a ®;, mais en partant de variétés
différentiables. Or P;* et (®;)y; sont isomorphes d’aprés un résultat de
C. T. C. Wall (cf. [23]) qui s’énonce :

Soit (5%, 5”) un nceud différentiable; i1l est non noué, si et seulement si
le neud semi-linéaire obtenu en le triangulant est non noué.

3. MicroriBris. — Dans ce qui suit je suppose connue la théorie des
microfibrés semi-linéaires (cf. [12]).

Avec les notations introduites au chapitre I, et en appelant A" les
germes a ’origine des plongements de D" dans R* qui conservent |’origine;
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le groupe semi-simplicial PL, s’écrit @;. A tout plongement on peut
associer son germe & l'origine, ce qui donne des applications

Plgty (D, R7, 1dy) > A = PL,,

I)]gllo»] (Dn7 Rn, Idbn) —> CX%].

Ces applications sont évidemment des équivalences d’homotopie.

v

De plus, 'application

Autpy (D" mod {0} ) — Plgt{;] (D=, R, Idys)

est une équivalence d’homotopie a cause du théoreme d’isomorphisme des
voisinages dérivés.

On a donc une application naturelle (définie & homotopie pres) de PL,
dans Auty(D"mod {o}) = A,.

Existence des microfibrés normaux. — Soit A, le sous-groupe quasi-
simplicial de A, formé des simplexes 4,X D*—A,X D" qui respectent la
projection sur A, dans un voisinage de A,X{o}. On a une application
naturelle de A, dans PL, (en prenant les germes a ’origine) et cette appli-
cation est une équivalence d’homotopie (a cayse du théoréme d’isomor-
phisme des voisinages dérivés). L’application PL,— A, qui en résulte
est évidemment la méme (4 homotopie pres) que celle qui a été définie
ci-dessus.

Ceci permet de poser trés simplement le probleme de I'existence des
microfibrés normaux (non stables) : Soit V une sous-variété de la variété M,
il existe un pseudofibré o normal a V dans M (¢f. proposition 2 du
chapitre II).

Existe-t-il un microfibré normal 4 V dans M, et, si oui, est-il unique ?

Ce probléme est équivalent au suivant :

Existe-t-il une restriction du groupe structural A, de « & PL.(~ A)) ?
Et, si oui, on peut se poser la question de savoir si une telle restriction
est unique [i. e. : de savoir si deux telles restrictions proviennent d’une
méme restriction du groupe structural de « X I (de base VX I)]; ce probléme
est équivalent au suivant : étant données deux projections = et 7' de
microfibrés normaux a V dans M, existe-t-il une projection = qui définisse
un microfibré normal 4 VX I dans M X I, telle que ses restrictions & M.X {o}
et MX {1} solent = et ©’. On dira alors que ces deux projections sont
pseudo-isotopes.

Pour résoudre ces problémes, 1l suflit de calculer les groupes d’homotopie
relatifs =;(A,, PL,). Dans [25], on démontre que =;(PL,PL,)=o0 si
t=n—1. Il résulte du paragraphe 2 ci-dessus que =;(PL, A, =0
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(je rappelle que P'existence des microfibrés normaux stables entraine que
la limite inductive des A, est la méme que celle des PL,, c’est PL)
pour t=n—1; donc 7;(A, PL,)=o0 pour i=n—2. On peut donc
énoncer :

Tatorime 1. — Soit V une sous-variété de la variété M, supposons que V
ait le type d’homotopie d’un complexe de dimension k, et que

dimM — dimV = n;

alors, st k=~ n — 1, il existe un microfibré normal & V dans M. St k= n — 2,
deux tels microfibrés ont des projections pseudo-isotopes.

En particulier, st dimV="n—1, il existe un microfibré normal ¢ V
dans M; st dimV=—n — 2, deux tels microfibrés ont des projections pseudo-
isotopes.

Cette derniére assertion est démontrée dans [25].

Quelques précisions. — Je vais maintenant raffiner ce résultat. Pour cela
je vais écrire les analogues semi-linéaires de la fibration classi.que de
base S définie par SO(n) sur SO(n+1). Il y en a deux : une pour les
espaces indiciés PI, I’autre pour les espaces indiciés I. Dans ce qui suit
je me sers de facon essentielle du résultat bien connu que les espaces
Aut (D’mod S7*) et Auty(D”modS”*) ont le type d’homotopie du
point.

Il en résulte en particulier que les applications naturelles (quand j’oublie
les indices I ou PI, le résultat est vrai quel que soit cet indice) :

Aut (5*) - Aut (D" mod {o })

sont des équivalences d’homotopie.

Soit s un point de S”, on a des fibrations d’espace Aut(5"), de groupe
Aut(S"mod {s|) et de base Plgt({s}, 5"), pourvu que n>>3 (cf. chap. IV,
§ 2 et 3). Mais Plgt({s},S") est fibré de groupe Aut(S"modS})
[~ Aut(D"mod S*™*) ~ point] et de base A". On a donc, au type d’homo-
topie pres, des fibrations de Kan :

PLIL An
!
Aut; (D"mod {0} ) Any

v v
Plgt; ({s], S) Plgtpr ({ s}, S*)
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Tout ceci (y compris la fibration sur les SO) jouit de propriétés de
fonctorialité telles qu'on a des morphismes de fibrés de Kan :

SO (n) PL, A,

l | I

SO (n + 1) —> Aut (D mod { o 1) - Ans

<

St - Platy ({5}, S*) ——> Plgtp ({ s}, S?)

Plgt,({s{, S") est le complexe singulier semi-linéaire de S", donc la
fleche entre les deux premiéres bases est une équivalence d’homotopie.
D’autre part, on a une application naturelle de Plgt,({s|, S*) dans S*
[~ Plgt,({s}, ")], qui fait de S" un rétracte de Plgt,({s}, 3"); donc la
suite exacte d’homotopie du couple (Plgty({s}, S*), Plgt,({s}, S")) se
scinde en des suites (qui sont d’ailleurs des sommes directes) :

0 =1 (5%) - 7w (Plgtpr ({8}, S*)) - wrt(Plgt ({5}, S*)) —o.

Dans [8], on trouve le résultat suivant :

Soit f une application d’une variété M (de dimension m) dans une
variété Q de dimension ¢, telle que f|dM soit un plongement de dM
dans dQ. Alors si 7, (M)=o0 pour r=3m—2q-+2, et si % (f)=o0
pour r<2m —q -1, f est homotope a un plongement.

On en déduit que =" (Plgt({s}, 5")) =o0si i=2n—3 (et n>>3). D’ou,
pour 1= 2n — 3 (n>>3) 'homomorphisme naturel

7 (SO (. +1)/SO (1)) — 7 (Ansa /AL)
est un isomorphisme. D’ou, pour i=2n — 3 (n>>3) I’homomorphisme

naturel
m;(SO/SO (n)) — m; (PL/A,)

est un isomorphisme.
Donc la composée des deux fleches
7:(S0/S0 (n)) — m; (PL/PL,) - 7, (PL/A,)
est un isomorphisme; c’est-a-dire que 7;(SO/SO(n)) [ou 7;(PL/A,)] est
facteur direct dans m;(PL/PL,). Il me semble raisonnable de conjecturer
que ce facteur direct est =;(PL/PL,) tout entier.

Ecrivons la suite exacte d’homotopie du triple (PL, A,, PL,), elle donne
7 (PL/PL,) % 7, (PL/A,) —> Ty (Aw/PLy) > muy (PL/PL,) — 7,y (PL/A,),

« est surjectif d’aprés ce qui précede, et les deux derniers groupes sont nuls
d’aprés [25]. 1] en résulte que ©,_; (A,/PL,) est nul, ce qui permet d’énoncer :

Tutorime 1 bis. — Soit V une sous-variété de la variété M, supposons
que V ait le type d’homotopie d’'un compleve de dimension k, et que



TOPOLOGIE DES VARIETES SEMI-LINEAIRES. 393

dimM — dimV =n>3; alors st k=n, il existe un microfibré normal
a V dans M. St k= n —1, deux tels microfibrés ont des projections pseudo-
Lsotopes.

Supposons maintenant que V et M étant donnés comme ci-dessus,
le tube normal & V dans M soit stablement équivalent & un fibré vectoriel;
alors s1 k=_2n —2, le tube normal a V dans M est le tube sous-jacent
a un fibré vectoriel; ce fibré est déterminé de fagcon unique si k="2n — 3.
On peut donc énoncer :

TutorimME 2. — Soit V une sous-variété de la variété M, supposons que V
ait le type d’homotopie d’un complexe de dimension k, et que

dimM — dimV =n . 3.

Alors, st k=2n — 2, et si le tube normal & V dans M est stablement équi-
valent & un fibré vectoriel, V a un microfibré normal dans M; ce microfibré
n’est peut-étre pas unique, mais st k=—2n—3, il y a un microfibré normal
et un seul (a pseudo-isotopie de projections prés) dont le groupe structural
peut étre réduit a SO(n).
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