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0. InTroDUCTION. — Soient F un corps, V un F-espace vectoriel de

dimension finie n et Q: V- F une forme quadratique négative définie.
Si C, désigne ’algébre de Clifford de I'espace vectoriel quadratique (V, Q),
on donne, dans [1], une démonstration du théoréme de périodicité de Bott

(*) Trabalho realizado com auxilio da FAPESP (Proc. Matematica, 66/038) e do Insti-
tuto de Pesquisas Matematicas da Universidade de Sao Paulo.
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en démontrant que le groupe de Grothendieck de C, est isomorphe au
groupe de Grothendieck de C,.s, 1.e. K(C,) > K(Cpis) si F est le corps
des nombres réels, et que K(C,) >~ K(C,..) si F est le corps des complexes.
C’est 13 que réside une des sources du présent travail (cf. § 10).

L’autre source d’inspiration est le Mémoire de C.T.C. Wall (cf. [6]).
Les résultats de Wall concernent des espaces vectoriels quadratiques de
dimension finie ou I'on fait une nette distinction entre le cas de caracté-
ristique 2 de celui de caractéristique < 2.

Le but de ce Mémoire est donc de généraliser un certain nombre de
résultats, concernant les algébres de Clifford. Tout anneau est commutatif
a élément unité et tout module est unitaire. De plus, le mot algébre veut
dire algebre associative a élément unité non nécessairement commutative.
Tout homomorphisme d’anneaux (resp. algébres) transforme élément unité
en élément unité. On supposera toujours pour simplifier la rédaction,
en parlant du rang d’un module, qu’il soit constant. Mais la théorie peut
s’étendre au cas d’'un module de rang non constant.

Tout d’abord, on démontre, dans le cas local, ’existence d’une décompo-
sition, orthogonale pour un module (cf. § 2 et 3). Ensuite (cf. § 4) on étudie
le centre d’une algébre de Clifford et ’'on démontre (cf. § 5), sous certaines
conditions, le théoréme d’isomorphisme entre les produits tensoriels gradué
et non gradué d’algebres de Clifford. Au paragraphe 6 on démontre essen-
tiellement que tout algébre de Clifford est séparable. Aprés quelques
préliminaires (cf. § 7 et 8), on donne (¢f. §9) une classification des algébres
de Clifford de rang pair. Finalement, il s’agit du groupe de Grothendieck
(cf. § 10).

Soit A un anneau et considérons le groupe de Witt 2 (A) (cf. [4], § 8, n° 2,
défin. 1) et le groupe #(A) (cf. § 8) des classes d’équivalence d’algébres de
Clifford. Il existe un homomorphisme évident,

W (A) > 3€(A)

qui fait correspondre a toute forme quadratique, son algébre de Clifford.
On remarque que deux formes équivalentes donnent le méme élément
de #(A). De plus, cet homomorphisme est surjectif de telle sorte qu’il
est naturel de se poser la question de savoir quel est son noyau. En général,
le calcul de Ker(W(A)— #(A)) est un probléme ouvert. Néanmoins
on sait que, en général, Ker(%W(A) - #(A)) 0, comme nous le montre
le cas des nombres réels : W(R) =2 et #H(R)=2Z/(8). Dans le cas des
nombres complexes, on a un isomorphisme de groupes % (G) = #(C). Cect
nous donne une idée du rapport existant entre les groupes W (A) et J(A).

1. RappELs sUR LEs ALGEBRES DE CGLIFFORD. — Solent A un anneau,
M un A-module, Q : M — A une forme quadratique sur Met ® : M XM > A
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la forme bilinéaire associée, c’est-a-dire, quels que soient = et y dans M,
® (2, ) =Q(z+y) —Q(2) — Q).

Puisque ®(z, z) = 2 Q () pour tout z €M, il nous faudra toujours distinguer
le cas ou 2 est inversible dans A de celui ou 2 n’est pas inversible dans A.
Par exemple, le plus souvent A est un anneau local d’idéal maximal m
et 1l nous faut toujours regarder si 2€m ou si 2€ m. Un A-module M muni
d’une forme quadratique Q sera appelé un module quadratique et on le
désignera par (M, Q).

Soit (M, Q) un module quadratique. On appelle algébre de Clifford de
(M, Q) ou encore, de M, a un objet (C, ) formé d’une A-algébre C et d’une
application A-linéaire a: M — C telle que a(2)*= Q(z).1,, ol 1, désigne
Punité dans C, pour tout x€M. De plus, pour toute A-algébre D et pour
toute application A-linéaire 3: M — D telle que 3(z)’= Q(x).1,, pour
tout 2€M, il existe un et un seul homomorphisme de A-algébres B :
C — D tel que le diagramme

M—" 5D
/,T

«of B

v/

C

soit commutatif. Il en résulte 'unicité, & moins d’un isomorphisme, d’une
telle A-algébre C. Pour la construire, on procéde comme suit. On désigne
par 1(Q) I'idéal bilatére de I’algébre tensorielle T(M) engendré- par les
éléments z@x — Q(z).1, = parcourant M. Pour la graduation cano-
nique de T (M), c’est-a-dire en tant que A-algébre graduée, I(Q) n’est pas
un idéal homogeéne. Mais s1 I'on se restreint a la graduation sur Z/(2),
I(Q) est un idéal homogéne et le quotient C(M, Q) =T (M)/I(Q) est une
A-algebre graduée sur Z/(2), dont les éléments homogénes de degrés o et 1
sont faciles & décrire. Désignons par C,(M, Q) ou, plus simplement, C,
[resp. Ci (M, Q), C,] le sous-A-module de C(M, Q) des éléments homogénes
de degré o (resp. 1). Il est évident encore que C, est une sous-A-algébre
de C(M, Q). On va désigner par «: M~ T (M)~ C(M, Q) l'application
A-linéaire composée (évidente). On voit facilement que a(z)*= Q(z). 1¢m q),
pour tout z€M. Il s’ensuit que (C(M, Q), «) est I’algébre de Clifford du
module (M, Q). Par la suite, on dira simplement que C(M, Q) est I’algébre
de Clifford de M, I’application A-linéaire canonique « étant sous-entendue.

On rappelle que si (My, Q,) et (M., Q.) sont deux A-modules quadra-
tiques, on peut définir sur M, @ M. une forme quadratique, notée Q, P Q.,
en posant

(Q1D Q2) (21 + 22) = Q1 (21) + Qs (),
Ann. Ec. Norm., (4), 1. — Fasc. 2. 35
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pour tout élément (z,, x.) €M, P M.. Donc, ’algébre de Clifford C(M, P M,,
Q. Q.). L’application A-linéaire évidente

M@ M, C (M;, Q) & C (M, Q.),

ou @ désigne le produit tensoriel gradué d’algebres de Clifford, se prolonge
en un unique homomorphisme d’algébres de Clifford

CM,D M, Qi Q:) -~ C(My, Q1) ®C(M~z> Q)
tel que le diagramme
M, P M,, - C (M, Q,) ég}rc (M Q.)

/.
C(M; @ M., Qi Q)
soit commutatif, ou la fleche verticale est I’application A-linéaire cano-
nique. On montre alors que C(M,@ M., QP Q.)>C(M,, Q,) ® C(M., Q.)
est un 1somorphisme d’algébres de Clifford.

Pour d’autres résultats concernant les algeébres de Clifford, comme par
exemple, la description de I’algébre de Clifford d’un module libre, etc.,
on renvole a la bibliographie (cf. [4]).

Il s’agira toujours, dans ce papier, d’algébres de Clifford de modules
projectifs de type fini.

Etant donné un A-module quadratique (M, Q), désignons par M* le dual
de M et considérons P'application A-linéaire ¢: M —M* définie par
o(z) (y) = ®(x, y), quels que solent = et y dans M. Dans tout ce qui suit,
on supposera toujours que ¢ : M>M* soit un isomorphisme de A-modules.
Ceci entraine que la matrice de ¢ ou encore, la matrice de la forme
bilinéaire ® est inversible. On dira aussi que ® (resp. Q) est non dégénérée.

2. EXISTENCE D’UNE BASE ORTHOGONALE ('). — Supposons que
Panneau A soit local d’idéal maximal m et corps de restes k=A/m,
De plus, soit (M, Q) un A-module quadratique, ot M est projectif de type
fini, donc libre de type fini.

Lemme 1. — St 2 m, il existe une base orthogonale de M sur A.
En effet, considérons le k-espace vectoriel V=M ketsoito: V> V*
I’application k-linéaire induite par ¢ sur V. Désignons encore par Q : V >k

la forme quadratique obtenue par extension des scalaires et par ® la forme
bilinéaire associée. Puisque

D (2, y) = é(a(x—!—y, z+y) —®(x,2) — ®(y,y)) pour (z,y)eVxV,

() Des résultats analogues a ceux de nos paragraphes 2 et 3 ont été obtenus par
M. M. Flamant (cf., par exemple, C. R. Acad. Sc., t. 261, 1965, p. 3513-3515).
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il s’ensuit que si ®(x,2)=o0 pour tout x€V, alors ®=o. Il existe

alors z, €V tel que ®(z,, x,) £ 0 et complétons {z, } en une base {i, ..., z,}
de V sur k. Si e; désigne 'image réciproque de z; par I’épimorphisme

canonique M -V, le lemme de Nakayama nous montre que {e,, ..., e,
est une base du A-module libre M.
Désignons encore par {¢), ..., e, } la base duale de {e,, ..., e,}. On peut
n
écrire 9(e;) =2aije'j(i=i, ..., n) avec les a;; dans A. On remarque
j=1

que, puisque ¢ : M - M* est un isomorphisme, alors la matrice (a;;),_;;»
est inversible. On voit maintenant que ®(z;, %,) = 9(z;) (z;) = a;;, donec
a1, = ®(x,, 2,) 0. Ceci équivaut encore a dire que a,, = P(e, e,)gm.

Considérons maintenant les vecteurs

f,: ey,
_ D (e, &)
U YO

(i=2, ..., n).

C’est évident que {fi, ..., [} est une base de M sur A et, de plus,
®(f,,f)=o0 (=2, ...,n). On considére alors le sous-A-module libre N
de M ayant {f., ..., f.} comme base sur A. Il est clair que ¢: M - M*
induit un isomorphisme ¢ :N-—>N*. En effet, M=Af,@N, donc

n

M*= Af, @ N*. D’autre part, o(f) =Zb,,~f} avec les b,;€A, donc

j=1
o=y, f) =9(fr) (f) :Zbuf}(fi) :ij,- 8;; pour iXa.

j=1 j=1

Ceci nous montre que b,;=o0(j=2, ..., n).
On a ainsi démontré que @(Af,)CAf, et le lemme du passage aux
quotients nous donne le diagramme commutatif

M5 M*
|
N —/— N*

ou les fleches verticales sont les épimorphismes canoniques. La démons-
tration s’achéve maintenant par récurrence sur n.

3. EXISTENCE D’UNE DECOMPOSITION ORTHOGONALE. — Solent A un
anneau local d’idéal maximal m et (M, Q) un A-module quadratique
ou M est libre de type fini. ‘
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Lemme 2. — St lerang de M est > 2 et si 2 € m, il existe une décomposition
orthogonale M = M, P M., ou M, est libre de rang 2.

En effet, on remarque tout d’abord que
ay="P (e;, &) =2Q (e&;) em pour (=1, ..., n.

Etant donné la matrice (a;),_,,., est inversible, chaque ligne contient
au moins un élément inversible et en ordonnant convenablement les

Ay Qg2

lignes, on pourra supposer que la matrice < _ > soit inversible, c’est-

21 22

a-dire, que a,. € m et a., g m. Il existe alors des éléments ;€M (1 =3, ..., n)
tels que A
D (e, fi) = o0, D (e, fi) =0 (i=3, ..., n).

En effet, soit fi=e;— a;e,— bie. (1 =23, ..., n), ou les a; et b; sont
dans A. On a le systéme d’équations

o==® (e, fi) =@ (e, &;) —a; P (es, &1) — b; D (ey, ),
o=0 (e, fi) =V (e, &) —a; P (er, &) — b; D (e, ),
donc ’
gy i+ (b= 1y,
Uy Uiy b= 1y,
On en déduit

Uy Qoy— Uyi Uy Ay Oy — Ay Ay

== et —
Q11 Aoz — U2y Ay Q114 Qa2 — Uzq Qg
D’autre part, il est évident que {ei, €2, s, ..., ] est une base de M sur A.
Lemme 3. — St 2€m, il n’y a pas de forme quadratique non dégénérée

sur des modules libres de rang 1.

En effet, si M est un A-module projectif de rang 1 et si {e} est une
base de M sur A, la matrice de ¢ : M — M* est formée d’un seul élément,

\

a savoir, ®(e, ) =2Q(e) €m qui n’est pas inversible.

CoroLLAIRE. — St 2 E€m, toute algébre de Clifford est de rang pair.

C’est une conséquence des lemmes 2 et 3.

Remarque. — 11 est intéressant d’observer que, dans toute algébre de

Clifford C(M, Q), il existe toujours un élément z €M tel que z* soit inver-
sible dans A.

En effet, si 2 ¢ m, M admet une décomposition orthogonale dont {e,, ..., .|

n
en est une base. Puisque dét(®) = 2”1_[ e;, chaque ¢ est inversible dans A.
. i—=1
Si 2 €m, il existe une décomposition orthogonale en facteurs de rang 2.
Soit {es, .} une base de 'un de ces facteurs. Puisque 4e] e, — ® (e, e,)*
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est inversible, alors il en est de méme de ® (e, e.) = (e} €.)>— e} — €.
Done, I’'un au moins de ces carrés est inversible.

4. Sur LE CENTRE. — Solent A un anneau commutatif a élément unité,
M un A-module projectif de type fini, Q une forme quadratique sur M
et C(M, Q) l'algébre de Chifford de M muni de la forme Q. Désignons
par Z(C(M, Q)) le centre de C(M, Q).

Supposons maintenant que A soit local et soit {ei, ..., e,} une base

de M sur A.

LemME 4. — St 2o&m et st (e, ..., e,| est une base orthogonale de M
sur A, le sous-A-module I',(M) de C(M, Q) engendré par Uélément e, ... e,,
est indépendant de la base choiste.

1° En effet, on choisit une base orthogonale {e,, ..., e,} de M sur A
et soit {fi, ...,fm} un systéme orthogonal d’éléments de M. On peut
écrire

j}ivaiie/ (=1, ..., m),
j=1
avec les a;; €A et considérons la matrice (a;),_ipsj-n- On va désigner
par A7 le déterminant de la matrice ‘

<a,y,~l N a,, ir>
(27 A Ar, i, ’
avec 1, <...< 1, et 1=Zr = m. Montrons que

(%) frooif= 2 Ab:oler. . .e,.
<o <y
n
C’est évident, pour n=1, que f1=ZA;ei car, pour tout i, A/ =a,;
i=1
et supposons la formule vraie pour r. Démontrons-la pour r 4 1.

On a

n

Sfoooifrfraa= 2 Ear—H,/’ A},’,'.‘.'.’,ri, €i ... € €.
L< . <ip j=1
Sij€{ty, ..., |, on a

lr
1,..,r
E E Aryy, j Ai,,‘..,i,. €i..- € €

i< . <dp J=1
iy
10T 5
= Z Zam-i,jAi,,...,t,Q(ei)en-~-3/---€i,
§<... <t j=i
i, r N
3 Lahonr A
= E 2 2“/'+1,/’“l,/‘Ai,,...,i}‘...,inQ(ei)eiv"‘—’/'--~ei,-

W< <ip =iy =1
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En effectuant les calculs, on montre que cette somme est égale a :
r n
LR A ~
D <Za,+,,,- as,;Q (e,~)>Ai1 ..... ’}....’:t, e, ...8;...6,—=o,

=1 j=1

car
r n
4er _ N eenhonr -
Ai,,...,i,—}.ga”fAii,...,f},...,i, et Za"H,i“I,iQ(e/) =o.
=1 3 j=1
‘Par contre, si j€{1 n{—{i i)
’ AR Ly « ooy bryy
\) 1.7 — ey 71
‘,\_J E“rﬂ,/ Ai,,...,i,. €iy...€6; €;— 2 Ail,....i,+1 €. -6,
0oLl 0 <y

On a donc établi, pour tout r, 1=_r = m, la formule (%).

On remarque finalement que l'orthogonalité de {fi, ...,f.} et de
{ei, ..., e, nous donne

n n n

o=®(f, f)) :E Eaip ajq ® (€p, €)= 22“1‘/) ajp Q ()
p=1 g=1 p=1
et puisque 2€m, 1l s’ensuit que
Y apaj,Qle) =0  pour ij;
p=1
on peut se limiter a ¢ <.

20 Supposons maintenant que m=n et que {fi, ..., f»}| soit une autre
base orthogonale de M sur A. La matrice carrée (a;;) est alors inversible
et fi...fn=dét(a;)es...e, ce qui montre I’assertion du lemme.

TutortmE 1. — Soient A un anneau local, M un A-module libre de rang
fint et supposons que 2§ m. Alors : (1) st le rang de M est pair, égal a n,
on a

LCM, QN =A e L(C)=APT.(M);

(2) st le rang de M est impair, égal é n, on a
’ Z(CM, Q))=A@T, (M) e Z(C,) =A.
En effet, c’est évident que ACZ(C(M, Q)) et ACZ(C,). Soit {ei, ..., e}
une base orthogonale de M sur A. Puisque
ei(er...en) = (—1) " Q(e) (es...2...6)

et
(er...e)e=(—1)"Q (&) (e1...8...€),
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alors e;(e,...e,) = (e1...e,)e; pour tout ¢ si et seulement si n —i=1—1,
c’est-a-dire, n=121—1, ce qui veut dire que n est impair. Ceci nous
montre que I',(M)CZ(C(M, Q)), si et seulement si n est impair. On a donc
montré que si n est impair, API,(M)CZ(M, Q) et que si n est pair
on a seulement ACZ(C(M,Q)), car ici I[,(M)¢Z(C(M,Q)). Pour C,,
si n est pair, I',(M)CZ(C,) et si n est impair, [',(M) ¢ Z(C,) car I',(M) est
homogeéne de degré 1. Cecinous montre que, pour n pair, A P I, (M) CZ(Cy)et
pour n impair, on a seulement A CZ(C,).

Pour démontrer les inclusions opposées, on procéde comme suit.
On remarque que u€Z(C(M,Q)) si et seulement si ue;=e;u pour
i=1,...,n D’autre part, si e,...e; et ¢,...e; sont deux produits
distincts, alors, pour tout i, les produits par e; sont aussi distincts. Etant
donné que tout élément u € C(M, Q) s’écrit d’une seule fagon sous la forme

u—= E Cl[i"_”iq el-‘...eiq
i, .00

avec les a, , dans A, 1l suffira de démontrer la commutativité pour des
produits de la forme ¢, ...e,. Si ¢ est impair, ¢ <n et si j&{i, ..., i},
alors

8/(611...81'7) - — (e,-‘...eiq)e/
et sl ¢ est pair et j€{i4, ..., i;, on a aussi
ei(ell...eiq) _— (ei‘...eiq) €.

On voit ainsi que sig << n, il y a toujours des produits qui anticommutent.
Pour ¢ =n, le seul produit qui nous reste c’est e,...e, Si n est pair,
e, ...e, anticommute avec ¢; pour tout ¢ et s1 n est impair, e, . . . e, commute
avec e; pour tout i. Donc, si n est pair, Z(CG(M, Q)) CA et si n est impair,
Z(CM, Q) cAPTI.(M). Pour ce qui est de Co, il suffit de vérifier la
commutativité des produits e, ...e,, ¢ pair, avec les produits e;e;. Il est
clair que si ¢ <n, 1€{i1, ..., | et j&{is, ..., s}, on a

(ei‘...e,q)eiei:eie,-(eij...eiq).
Donec, on ne peut avoir que g = n et, dans ce cas
b b b
(ex...ex)e;ej—eiej(er...ep)

pour tout i et tout j (ceci étant vral pour n pair ou impair). Donc, si n est
pair, A @I, (M)DZ(C,). Ceci achéve la démonstration du théoréme.

Tutorime 2. — Soient A un anneau local d’idéal mazimal m tel que 2 € m

et M un A-module libre de rang pair. Alors Z(C(M, Q)) = A.
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(1) Supposons d’abord que M soit de rang 2. — Soit alors {e,, e, } une base
de M sur A. Une base de C(M, Q) sur A est formée par les vecteurs
{1, e, ese e}, car

D (e, ) =Q(e1+e) —Q(e) —Q(e) = (e1+e)—el—el=e e+ e e,
donc
eser=® (e, ;) — ey €.
St ueC(M, Q), on peut I’écrire et d’une fagon unique sous la forme

U= ty+ a,e;,+ e, ase, e,,

avec ;€A (1=o0,1,2,3). On a

o—=ue;—eu—=a,® (e, &) +asP(er, &)er—20;Q(e1) ea— 2a24 €5,

d’out @, = a;= o. D’autre part,

o=ue,— e;u —=— &, B (ey, ;) +2a4e4 €,

donc a;=o0. Ceci nous montre que Z(C(M,Q))CA, «c’est-a-dire
Z(C(M, Q)) =A.

(2) St le rang de M est = 2, d’aprés le paragraphe 3, M se décompose
en une somme orthogonale de modules projectifs M; de rang 2, M =@ M..

Donc C(M, Q)=®C(Mi, Q:), Qi étant la restriction de Q a M, pour

tout t. D’aprés le paragraphe 5, C(M, Q) est un produit tensoriel ordinaire
d’algebres de Clifford de modules projectifs de rang 2. Comme ces algébres
sont centrales (i.e. leurs centres est I’anneau A), il en est de méme

de C(M, Q).

TutorimE 3. — Soient A un anneau local d’idéal maximal m tel que 2 €m
et M un A-module libre de rang pair. Alors Z(Cy(M, Q)) est un module
libre de rang 2.

On peut écrire C(M, Q)=®C(Ml~, Q:) ou chaque M; est projectif de

rang 2. Pour chaque i, soit {e;, €;x| une base de M; sur A; on sait que

. . . 1
t;= ®;(en, i) est inversible dans A et soit z;=
i

Alors

€i1 €i2.

g€+ e 5,= e donc  z;(e; en) = (€5 en) 31,

c’est-a-dire z,€Z(C,(M;, Q;)). Considérons la fonction

5= (= s

{=1
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ou s; est la fonction symétrique élémentaire de degré [ en r lettres. On va
montrer que f(zi, ..., 2,) €L(Co(M, Q)). Pour cela, on procéde par
récurrence sur n, le cas n =1 étant évident, car f,(z,) = z,. Soit

CO, Q) = @ C(M, Q)

et supposons que h={f,_ (21, ..., 2,q) vérifie hy 4+ ¢vh=y9¢ pour tout
n—1

vePM;=M. On a
i=1

Jo(Biy ooy B) =h+5,—2hs, (=g)
et puisqu’on a une décomposition orthogonale et

heCO(I\I,7 Ql)a zﬂ.ECU(Mn’ QIL)?

alors h commute avec le vecteur de M, et z, avec ceux de M. Done, pour
tout veM’, ,
go4vcg=he +vch+25,0 —2(he 4+ ch)s,—=v

et pour tout v €M,,

g0+ vg=2h0 4+ 5,0+ 03, — 2k (03, + 3,9) = v.

Ceci nous montre que g commute avec les produits ue, u et ¢ parcourant M,
et g€C,(M, Q)) entraine g€Z(C,(M, Q)). Done, A+ AgcZ(C,(M, Q)).
Puisque ANAg=o, la somme A+ Ag est directe et {1, g} définit un
sous-A-module libre de C, (M, Q). Pour montrer que Z(C,(M, Q))CAPAg,
on remarque que cecl est évidemment vrai si le rang de M est égal a 2,
car dans ce cas, AP Ag=C,(M, Q). Supposons que ceci soit vrai si le
rang de M est 2(n —1). Donc, par I’hypothése de récurrence,
' Z(Co (M, Q")) =A@AL
Etant donné que
Co (M, Q) =Gy (M, Q) @ Cy (Myy, Qu) B Ci (M, Q'Y @ €y (M, Q)
alors
Z(Co (M, Q)) €Z(Co (M, Q") @ Co (Myy, Qu)) =7 (Co (M, Q1)) @ Z(Cy (M, Q).

En effet, le centre Z(C,(M, Q)) est gradué, c’est-a-dire tout élément
de Z(Co(M, Q)) s’écrit d’une seule maniére sous la forme x|y avec
z, y€Z(Co(M, Q)). Démontrons que si

Y€ (G (M, Q") @ Gy (My, Qn)) NZ(Cy (M, Q)),

alors y=o0. En effet, on peut écrire y=y,Qen:1+ y.Q e, avec
Y1, Y. €C,(M’, Q') et, puisque y commute avec z ) e, , pour tout z€M,,
alors

o= (xQen1)y —y(x@ en1)

=—(en,1 ()12 — zys) + Y2 2t) @1+ (Y2 + 2@) @ en,1 65,2,
Ann. Ec. Norm., (4), 1. — Fasc. 2. 36
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ou t = ®,(e,, 4, €n,0) entraine

en , (y1& — xy1) + yrxt = o,
xy2+y2x: o,

pour tout x€M,. De méme, y commute avec z Q) e,, ., donc

en o () — xYys) + y1xt =o,
$y1+)’1$: o

pour tout x €M,. Les conditions ci-dessus entrainent les suivantes :

9
2€, (Y12 + ty,x=o,

%€, ,Y: & + Lysx =o,
Puisqu’il existe toujours un z €M, inversible, il en résulte que
26,101+ 1y, =0,
lyi+2€, ,y2=0
et ceci entraine que y, = y.=o.

Le produit Z(Co (M, Q) ® Z(Cy (M., Q.)) est le sous-module de C,(M, Q)

engendré par 1, h, z, et hz,. Si 'on écrit

xr=a -+ bh + cz,+ dhz,

avec a,b,c,d€A, alors z€Z(Cy(M, Q)) entraine, pour tout ¢v€M’
et w€M,,

o=avw —ywx = (—b—c—d+ (2b+d)h+ (2c+ d) z,) vw

et, puisqu’il existe y €M’ et w €M, inversibles, ceci entraine que

2b+d=o,
2¢+d=o,
—b—c—d=o,
donc, d=—2b et ¢ = b, c’est-a-dire

x—=a+b(h+3z,—2hs,) —a+bgeADAg.

Remarque. — Le centre dans le cas global : Si A est un anneau quel-
conque (non nécessairement local) et si C=C(M, Q) est Palgébre de
Clifford d’un module projectif M, de type fini, alors :

(1) st le rang de M est pair, Z(C) = A et Z(C,) est un module projectif
de rang 2;

(i) si le rang de M est impair, Z(C) est un module projectif de rang 2
et Z(C,) = A.

En effet, pour tout idéal maximal m de A, on a Z(C), = Z(C,).
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5. LE ttorEME Q = ). — Soient A un anneau local, P, un A-module
projectif de rang 2, {u4, u.} une base de P, sur A, Q, une forme quadra-
tique sur P, et ®, la forme bilinéaire associée. Posons

0 = — d)1 (uh ur_)) -+ 22Uy Us.

Si {u,, u,} est une autre base de P, sur A, alors "= A0, ou A est le déter-
minant de changement de base. Ainsi 0 est déterminé & moins d’un élément
inversible. De plus, 0 est inversible, car 0= — dét(®).

Soient maintenant P, un A-module projectif de type fini, {¢,, ..., ¢,!
une base de P, sur A, Q, une forme quadratique sur P, et ®, la forme
bilinéaire associée. On considére maintenant un A-module projectif P,
ayant une base {9y, ..., 9,} & n éléments et Pon définit sur P, une forme

quadratique Q, en posant

62(6,’):&2‘(22(‘71‘) (i=1, ..., n).

L’application A-linéaire P,—> C(P, @ P,, Q. P Q.) définie par ¢;>0(0, 9))
(t=1, ..., n) induit un homomorphisme de A-algébres de Clifford

C(Py, Q) > C(Pi Py, Qi Qo).

Puisque u;(0v;,) = (0¢)u; (1t =1, ...,n;j=1,2), ceci induit un homo-
morphisme de A-algéebres

C(P1, Q) @ C(Py, Qo) = C(Pi@ Py, QD Qo) = C (P, Q1) ® C(Ps, Qo).
Il est facile de vérifier maintenant qu’il s’agit d’un isomorphisme de
A-algebres, c’est-a-dire
C(P1, Q) ® C(Po, Q) FC(Py, Q) & C(Ps, Qu).
On a ainsi démontré le théoréme suivant :
Trtorime 4. — St A est un anneau local, (P, Q,) et (P, Q.) deux
A-modules quadratiques, ot P, est projectif de rang 2 et P, projectif de rang n,

il ewiste un A-module quadratique (P,, Q.), ot P, est projectif de rang n
et un homomorphisme

C(P;, Q) @ C(Py, Q) >C(Py, Q) & C(P,, Qu)
qut est un isomorphisme de A-algébres.

Tratortme 4’ (Cas global). — Soient A un anneau, (P,, Q,) et (P, Q.)
deux modules quadratiques ot P, et P, sont projectifs de type fint et P, est -
de rang pair. Il existe alors un module quadratique (P, Q,), ou P, est projectif
de type fint, tel que

C(P1, Q) ® C(Ps, Q;) ~C(Py, Q) ® C(Ps, Q).
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En effet, on sait (¢f. § 9, n® 1) que si P, est de rang pair, ’ensemble
X(C(P4, Q4)) est un module projectif de rang 1 contenu dans C,(P,, Q,),
car localement, X(C(P,, Q,)) est libre de rang 1.

Dans C(P,, Q1)®C(P2, Q.), X(C(P,, Q,)) commute avec P,, car
X(C(Py, Q)€ Cy(Py, Q)). Etant donné que P, est projectif, donc plat,
la suite exacte o-> X(C(P,, Q,)) > C(P,, Q,) nous donne la suite exacte

0> X (C(Py, Q1)) ®aPo—= C(Py; Q1) QP

D’autre part, G(P,, Q,) projectif et la suite exacte o — P,->C(P,, Q.)
entrainent que la suite

0 =GPy, Q1) @aPa—>C (P4, Q) ® G (P, Q)
est aussi exacte. Ktant donné que, comme modules, Q) = &), on a
X(G(Py, Q) ®@sP2cC(Pyy Q) @ C(Py, Qu).

Soit P, = X(C(P,, Q) Q.P.. Si z€P,, on va montrer que z*€A. Loca-
lement, on peut écrire z=zxQy, avec z€ X(C(P,, Q,)) et y€P,. On a
z*= 2"y une fois que X(C(P,, Q.)) commute avec P, et 22 €A, y*= Q. (y).

Alors z€P), >z € A définit une forme quadratique Q, sur P, et 'injection

de P, dans C(P,, Q,) & C(P., Q.) définit un homomorphisme

C (P, Qh) = C(Py, Qi) ® C(Ps, Q).
Si zeP,, yeP,,

¥ :in(@yi(:in%) et inyix:—inxyi:waiyi,

3

c’est-a-dire, P, commute avec P,. Donc, C(P,, Q,) commute avec C(P), Q,)
et ceci induit un homomorphisme

C(Py, Q1) @ C(P}, Qy) = C(Py, Q) ® C (P, Q).
Pour voir qu’il s’agit d’un isomorphisme, il suffit de le vérifier localement.

6. ALciBrEs DE CLIFFORD SEPARABLES. — Soient A un anneau commu-
tatif a élément unité, B une A-algébre et B° la A-algébre opposée.
Si Be=B ®,B" désigne l'algébre enveloppante de B, on peut établir
sur B une structure de B¢module d’une fagon naturelle en posant
(x ®y)b = xby, quels que soient z€B, y€B® et b€B. On dira que B
est une A-algébre séparable si B est un B°-module projectif. Si p.: B°—~ B
désigne la multiplication dans B, ceci équivaut encore a dire que Ker(p)
est un facteur direct de la A-algébre B°. De plus, B séparable équivaut
a dire qu’il existe un 1dempotent e€B? tel que w(e) =1 et Ker(w)e=o.

Tutorime 5. — Toute algébre de Clifford d’'un A-module proj.éctif de
type fini P est séparable.
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En effet, soient Q la forme quadratique sur P et ® la forme bilinéaire
associée & Q. De plus, désignons par p:C(P,Q)*—C(P,Q) la multi-
plication dans C(P, Q).

Cas local. — Supposons que A soit local d’idéal maximal m, donc P
est libre et soit {e,, ..., e,| une base de P sur A.

(1) Sile rang de P est égal a 1, C(P, Q) est une A-algébre commutative
et e; = Q(e,) est inversible dans A. D’autre part, d’aprés le lemme 3, 2 & m.

En prenant
I

e:§<x®x+-Q(—el)e@e,)ecw,(s)@c(l’,Q>, |

. . .
on voit que e*=¢e et p(e) =1.

(2) Supposons que le rang de P soit égal a4 2. Le déterminant
de @, dét(P)=40Q(es) Q(es) — P(ey, e2)* est inversible dans A et en
prenant

1
= Ta(@) (eres@eses+ P (e, )@ ey

—Qe)e®a—0Q (@) a@e— Q@) Q(e)1®nel(P, Q)
on vérifie que e*=e et p(e) =1.

(3) Si le rang de P est n, on procéde par récurrence sur n. On sait
(cf. § 3) que P admet une décomposition orthogonale P =P, PP, tel
que P, soit de rang 2 et P, de rang n — 2. Donc,

C(P, Q) =C (P, Q1) ® C(P,, Qu),

ou Q;=Ql, (t=1,2). Le théoréme Q= & nous montre qu’il existe
une forme quadratique Q, sur P, telle que C(P, Q) = C(P,, Q,) ® C(P,, Q))
et, puisque C(P,, Q,) est séparable, d’aprés le cas (2), alors C(P, Q) est
aussi séparable, car C(P., Q,) est séparable par ’hypothése de récurrence.

Le cas global. — Nous allons supposer maintenant que A soit un anneau
non nécessairement local. Le passage du local au global résulte des deux
lemmes suivants :

Lemme 5. — Sotent B un anneau, A un sous-anneau de B(A CB) ayant
la méme unité que B et contenu dans le centre de B(A CZ(B)) et M un B-module
de présentation finie. Alors, M est B-projectif si et seulement si M, est
B,.-projectif pour tout idéal maximal m de A.

En effet, on remarque tout d’abord que, puisque M est de présentation
finie, projectif équivaut a plat.

Supposons que M,, soit B, -projectif pour tout idéal maximal m de A.
Pour tout B-module N de présentation finie, on a

(Tor} (M, N)) ®3Apn=Tor¥2 (M,, N,,) = o,
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Bu=B®iAn et Mu=—M®,A,.

Ceci étant vrai pour tout idéal maximal m de A, le lemme de globali-
sation nous dit que Tor}(M, N) =o0 et ceci encore étant vrai pour tout
B-module de présentation finie N, on en conclut que M est plat.

Dans Pautre sens, le lemme est trivial.

Lemme 6. — Sotent A un anneau commutatif & élément unité et C une
A-algébre de type fini. Si, pour tout idéal maximal m de A, C,, estune
A ,.-algébre séparable, alors C est une A-algébre séparable.

En effet, désignons par C° la A-algébre opposée de C et par C°= CQ,C*
la A-algébre enveloppante de C. Or, C est séparable si et seulement si C
est un C*-module projectif. D’autre part, A CZ(C?) et C est un C*-module de
présentation finie. Le lemme 5 nous dit alors que C est une A-algébre
séparable.

Ceci achéve la démonstration du théoréme 5.

7. LE eroure G(A). — Soient A un anneau, U(A) le groupe multi-
plicatif des éléments inversibles de A et posons

AN={z|zeA, 1—tzeU(A) ]

Si a, b€A®, on pose acb=a-+ b— 4ab et, puisque

1—f(aob)=(1—f4a) (1—4b)€U(A),
Papplication
A0 < AP — A9,
(a, b) > aobd

définit sur A° une structure de groupe abélien.

On va définir sur A° une relation d’équivalence en posant a~vb,
pour a, b€A’, si et seulement si, il existe un élément z€A tel que
b=a—(z*—x)(1— 4a). 1l s’agit bien d’une relation d’équivalence
sur A° et désignons par G(A) le quotient de A® par cette relation d’équi-
valence. Par passage au quotient, on définit sur G(A) une structure de
groupe abélien.

Considérons maintenant 'application composée

a: A% U(A) - U(A) /U2 (A)

définie par x—>1—fx—>1— 42, ou 1—/4fx désigne la classe de
1 — 4z modulo U*(A). Si a~vy, il existe un élément c€A tel que
1—2c€U(A) et y=a— (¢*—¢) (1 — 4a). Donc

’

1— 4y =(1—2¢)>(1—4z)
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et ceci nous montre que «(z) = a(y), c’est-a-dire que « est constante sur
chaque classe d’équivalence. Par passage au quotient, on définit un homo-
morphisme de groupes abéliens, noté encore o,

a: G(A)=>UA)/U2(A)

tel que le diagramme
AV U(A)

| |

Y « Y
G (A) —25 U (A) /U2 (A)

soit commutatif. La relation 1 — 4(aeb) = (1 — 4a) (1 — 4 b) nous montre,
évidemment, que o est un homomorphisme de groupes.

Lemme 7. — Si 2 est inversible dans Uanneau A, ’homomorphisme
a: G(A)—~ U(A)/U*(A) est un isomorphisme de groupes abéliens.

En effet, s1 a(z) = a(y), avec z, y € G(A), ceci équivaut a 'existence d’un
élément ce U(A) tel que 1— 4z =c’(1— 4y). Si on prend z= é(l —c),
on a

z=y—(5—3) (1—4y),
c’est-a-dire, £~ y, ou encore z=17y. Ceci nous montre que a est injectif.
Prenons maintenant z€U(A)/U*(A) et soit y= %(1 —z). Il s’ensuit
immeédiatement que y€A® et que a(y) ==x. Donc « est surjectif.

Lemme 8. — Si 2=o0, A°=A" et G(A)=A"/{2’—z|, ou {2°— |
désigne le sous-groupe de A~ engendre par le x* — x, x parcourant A*, et ous A*
est le groupe additif de A.

En effet, pour tout a€A, 1—4a=1€U(A), donc A°= A*. De plus,
acb=a-+ b, a et b parcourant A. Donc, G(A) = A" [{2*— z}.

Remarque. — Les lemmes 7 et 8 sont étudiés par Wall (c¢f. [6]) et corres-
pondent respectivement aux cas ou A est un corps de caractéristique £ 2
et = 2, respectivement.

Lemme 9. — G est un foncteur covariant défini dans la catégorie des
anneaux commutatzfs a élément unité o valeurs dans la catégorie des groupes
abéliens.

Trivial.

On remarque finalement que, dans le groupe G(A), tout élément est
d’ordre 2. En effet, aca =2a — (2a)*, donc aca~vo.

8. LE GROUPE DES cLASSES D’ALGEBRES DE CLiFForD. — Solent A un
anneau local, (P, Q) un module quadratique ou P est un A-module projectif
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et supposons qu’il existe deux modules projectifs P, et P, tels que
C(P, Q)%EndA(Pi@Pg) soit un isomorphisme de A-algébres graduées,
la graduation sur End,(P,@ P.) étant donnée par 7(C,) (P) =P; (i =1, 2)
et v(C)(P)=P;(i5£],1,j=1,2). Il en résulte que P, et P, sont
1somorphes.

En effet, 11 existe un « €P tel que a* €A soit inversible dans A. Les
applications linéaires o : P, - P, et %a : P,—~ P, sont des isomorphismes
réciproques.

De plus, on voit que C(P, Q) est nécessairement de rang pair. On va
désigner par S Uensemble de telles algébres de Clifford.

Lemme 10. — St C(P, Q) €S, alors C(P, Q) admet une décomposition
C(P,Q)= ®C(Pi, Q)), o chaque P; est projectif de rang 2 et C(P;, Q,) €S
pour tout t.

En effet, il existe deux modules projectifs isomorphes V,~V, tels que
C(P, Q)= End,(V,@ V.) (isomorphisme de A-algébres graduées). Soient
{uiy ..., u,} une base de V, sur A et {¢,, ..., ¢,} une base de V, sur A.
Si 'on pose

Pi=tla|2eP, a(u) =nvy, a(v) = pu,,
a(u;)=a(v;)=osijZi(L,j=1,...,n), A pEA],
alors P; est projectif de rang 2 engendré par o,(A=1,x=0) et
a,(A=o0, u.=1). De plus, a;=a]=o0 et a0, + a, a,=1.

Soient Q;=Q|;, et ®; la forme bilinéaire associée a Q;. La matrice
de ®; dans la base {a,, a,} est <(: (I)) D’autre part, P admet une décom-
position orthogonale P =P P.. Donc,

CE, Q) =QC(P, Q).

Lemme 11. — Soient (P, Q) un module quadratique, o P est projectif
et C(P', Q") es. Alors

C(P, Q) QT Q) =C(P, Q) RC(P, Q).

En effet, d’aprés le lemme 10, il suffit de faire la démonstration dans
le cas ou le rang de P’ est égal & 2. Si ®’ est la forme bilinéaire associée
a la forme quadratique sur P’, on sait que la matrice de ® est <(: ;),
donc dét(®') =—1. D’aprés le théoréme R=®), on a

C(P, Q) @C (P, Q) =C (P, —dét(®)Q) @ C(P, Q) =C(P, Q) ®C(P, Q).

Lemme 12. — L’ensemble S est fermé par Uopération de produit tensoriel
gradué.



‘ SUR LES ALGEBRES DE CLIFFORD. 289
Démontrons que si C, C'€S, alors CQC'€S. On peut écrire
C=Endy (Vi@ Vy) et C=End (V,@ V)

et, d’apres le lemme 10, on peut supposer que V, et V, soient de rang 1.
S1 Pon pose
P=V,®V,QV, e P,=V,®@V,QV,,

on a CRC = End,(P,6pP,). Soient, d’autre part, C=C(P, Q) et
C'=C(P, Q’), ou P est projectif de rang 2. Si 'on désigne par ® la forme
bilinéaire associée a la forme quadratique Q, on a

CROU=CEPar,QPQ)=C(T, Q)& C((I, —dé(®)Q) =C(P, Q) @C (P, QY,
car dét(®)=—1. L’application PHP - C(P, Q) ® C(P’, — dét(P)Q")

définie par (z,0) 2 @1 échange V, et V, et conserve les V| (i =1, 2).
Donc, elle échange P, et P.. Donc, si C, (resp. C,) désigne le module des
éléments homogenes de degré o (resp. 1) de C, C,®1 conserve P, et P,
et C,Q1 échange P, et P,. Puisque 0€C,®1 [02=—dét(®); cf.
théor. R=@®|, 0 conserve P, et P,. D’autre part, considérons 'appli-
cation PP P’ C(P, Q) ® C(P’, — dét(®)Q’) définie par (o, y) > 0(1 X y).
Cette application conserve les V;(t=1,2) et échange V| et V,. Dong,
1® C, échange P, et P, et 1®QC, conserve P, et P,. Conclusion,

‘ (CRCEH=CRC,BC:RC,

conserve P, et P, et
(CREN=CRC, B CRC,
échange P, et P,. Le lemme est démontré.

On définit maintenant sur P'ensemble € des classes d’isomorphismes
(gradués) d’algeébres de Clifford une relation d’équivalence, a savoir :
st G, et C, sont deux algébres de Clifford, on dira que C, est équivalente

a Co(C,~Cy), s'il existe des éléments C, C, €S tels que C,Q C,~ C.® C,
(isomorphisme d’algébres graduées). Il s’agit bien d’une relation d’équi-
valence sur € et soit JC(A) I'ensemble des classes d’équivalence. On va
montrer que JC(A) est muni d’une structure naturelle de groupe abélien,
lopération de groupe étant induite par le produit tensoriel gradué.

Toutes les propriétés de groupes sont évidentes, sauf I'existence de
Pinverse.

Cela résulte du lemme suivant :

Lemme 13. — Pour tout module quadratique (P, Q), o P est un A-module
projectif, il existe un module quadratique (P’, Q') avec P’ projectif tel que

C(P,QRC(P, Q)es.

Ann. Ec. Norm., (4), 1. — Fasc. 2. 37
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Il suffit d’envisager les cas ou le rang de P est égal & 1 si éeA, et celui
ot il est égal & 2 si - €A.

(1) Le rang de P est égal & 1. En particulier, % € A et considérons 'algébre
de Clifford
C=CP,Q)RC(, —Q)=CPHP, QP — ).

On va montrer que CE€S. Puisque P @ P est libre de rang 2, désignons
par |e;, e, | une base de celui-ci sur A. On a

ei—=a€eA, ci—=—a€A et I e

92

Done, (e, e.)*=a*. Considérons dans C les idempotents orthogonaux

1 1 1 1
== -1+ —e 6 et Cpy== — | I— —€1 6 ),
2 a 2 22

avec e, + e;n=1. On voit que ¢,, est un élément homogene -de degré o
de C et que V= Ce,, est un A-module projectif, donc libre. C’est un
1déal homogene de C et, par suite, V=V,PV, avec Vi=VNCi="Ceu,
et Vi=VNC,=C,e,,. Montrons que V,= Ae,,. En effet, C, est engendré
par 1 et e, e, et (e, €.) e, = ae,;. Donc, Vo= Ae,,. Puisque C, est engendré
par e, et e, et e;e;,=e.e,,, on a V,= Ae, e,,. On définit maintenant une
application v:C - Hom,(V,V) en posant v(c)(z)=cx, pour tout
(c, zx) €CXV (on remarque que si z €V, alors x = xe,,, donc cx = cxe,, €V).
11 est clair que y est un A-homomorphisme, car Z(C) = A. Montrons que Y
est un épimorphisme. Soit «: V-V un endomorphisme de V et soient
a(ens) = hey et alese,) = ey, avec A, w€A. On vérifie immédia-
tement que

N 1
a=x <A(3“ -+ " M- 622>.

Ceci nous montre que Y est un épimorphisme. Puisque C et Hom,(V, V)
sont des A-modules projectifs de rang 4, y est un isomorphisme.
D’autre part, étant donné que V=V,P V,, alors
v (Go) v, : Vo= Vo Y (Co) lv,: Vi—>Vy,
v(Ci) v, Vo>V, et Y(C) v, Vi—>V,.

o . .
Avant de passer au cas ou ; €A, on va démontrer le lemme suivant :

Lemme 14. — Le produit tensortel non gradué C(P, Q) C(P, Q), o P
est un A-module projectif de rang pair, est Ualgébre d’endomorphismes d’un

\

module projectif, a savorr, C(P, Q) lut-méme.
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En effet, on sait que si B est une A-algébre (A non nécessairement
local) centrale et séparable et si B® est 1’algébre opposée de B, alors
B ®,B°= Hom, (B, B). L’apphcation T(P) -~ T(P), donnée par

i Q... Qx> 2, Q... QR &y,
définit un anti-automorphisme homogéne de Palgébre tensorielle T(P),

lequel induit sur C(P, Q) un anti-automorphisme. Donc, un isomorphisme

C(P,Q)=C(P, Q)" On a ainsi
CP, Q) @C(P, Q) =C(P, Q) @ C(P, Q)*=Hom, (C(P, Q), C(P, Q)).

(1) £¢A donc le rang de P peut étre supposé égal @ 2. Soit {ey, e, | une
base de P sur A, ei=a, e;=0b, P(e,,e.) =1t et A=dét(P), donc ¢ est
inversible dans A. SOlt

C(P, Q)=C(P, QB C(P, —AQ) @ C(P, — Q) ® C(P, AQ).
On a
(P, Q) =Cr, Q@ (CP (P 1) HCE. —)
=G, Q®CP O @(c(r - Lo)&c(r Q)
=CE, Q) ®CP, Q) @(C(P, — Q) ®C(P, 4Q)),
car, pour tout c€A inversible, C(P,Q)>C(P,c*Q) par Papplication
x> cx, pour tout x€P. Donc, ' '
C(P, Q)= (C(P, Q) @C(P, QN @ (G, = Q) ®@C(P, —Q)).

Ceci nous montre que C(P, Q) est un produit tensoriel non gradué d’algébres
de matrices, donc une algébre de matrices. On peut donc écrire .
C(P, Q) =Hom,(V, V),
ou V est projectif.
D’autre part, si 'on prend .
weC P, ) RCP, —Q) et weC(P,AQ) &R C(P, —AQ)

vérifiant

U(r@1) +(@QR@)u—xQ1, v

W(1@x)+ (1QRQx)u,—1 RQa (=1, 2),
pour tout x€P, alors e = u, + u.— 2u, u, vérifie aussi xe 4 ex = pour
tout #€P. De plus, u’ = u; (i =1, 2) entraine e*=e. si on choisit

%ﬁ—é((,’l(}g®l——l®€] 2 - (c. ®cle,>

Uy —

2ub 1

DY
U, — - T <e,. eQ@1—1) e e+ _A—l (e;ey® e eg)),

les propriétés ci-dessus sont vérifiées.
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Soient V,=¢(V) et V.= (1—e)V. Alors, pour tout 2€P,
x (V) cV,, x(Vy) CVy,
donc
CP, Q) ViV (A6 j=1,2)

et C,(P,Q): V,—~ V;(i=1, 2). Ceci nous montre que C(P, Q) €S.

9. CLASSIFICATION DES ALGEBRES DE CLIFFORD DE RANG PAIR. — 10 Cas
local. Les ensembles X et Y. — (i) Les ensembles X et Y. — Soient A un
anneau local et P un A-module libre de rang fini et C(P, Q) son algébre
de Clifford, ou Q: P — A est une forme quadratique sur P.

Posons : :
X(CP,Q))=1x|yeC(P,Q), 25+ 52 =0, Vz€P],
Y(C(P, Q) =1xlyeC(P,Q),ys+ sy=175 Vs€P].
Les résultats suivants sont triviaux :
(1) st z€X, 2’ €A;
(i) si y€Y,y—y*€A;
(1) st Yy, Y. €Y, y1 — Yy € X;;
(iv) s1 y€Y, 2y —1 €X;;
(
(

~

11

v) s1z, y€X, zy€A;
vi) s1i z€X et z*€U(A), alors x engendre X en tant que A-module.

En effet, si € U(A), 1l existe un élément t€ A tel que z*=1. Donc,
si y€X, on a y=tyx’=t(yr)x et comme yx €A, alors t(yzr) EA.
. (11) Les ensembles X et Y dans le cas de rang 2. — Soit P un A-module
libre de rang 2, C,= P, soient {e,, e,} une base de P sur A et ® la forme

bilinéaire associée a Q. Si y€Y, posons y=y,+y, avec y,€C, et
y1 €C,(=P). Pour tout z€P, on doit avoir

5=¥54+ 5y = ()54 5)0) + (Y15 + 5)1).
Donc
Yos+ sye=5 et M5+ syi=o.

D’autre part, ®(z,y,) =y:z2+ 2y, =o0 pour tout z€P et comme P est
non dégénérée, 1l s’ensuit que y, = o. Ceci nous montre que Y CC,; une
base de C, sur A est formée par {1, e, . . Done, tout élément y€ Y s’écrit
sous la forme y=a,+ a.e, e,, avec a,, a, €A. On voit que

e;=ve,+ ey = (20,4 a; D (e, e;)) e
et
e = yes+ e,y = (2dy+ a, @ (e, €,)) e..
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Done, dans 'un ou Pautre cas, on a
(%) 2ay+ a, (e, €,) =1.

Réciproquement, cette condition entraine, pour tout y=a,- ae, e,
avec a,, a; €A, que y€Y.

La condition (%) est vérifiée dans les cas suivants :

(1) st ;EA, en prenant a,= - (1— a, ®(ey, €1));

N

A g . e, .

(i1) si_ €A, c’est-a-dire, si 2 est dans I'idéal maximal de A, alors ®(e,, e.)
doit étre inversible. En effet, ceci est une condition nécessaire et suffi-
sante pour que dét(®) = je}e;— P(e,, €,)* soit inversible. Dans ce cas,

on prend alors

1
Ay ——— (1 — 24,).

(D(e“ 89_)

On remarque encore qu’il existe un élément y€Y, y=a,+ aie, e,
avec a, inversible. Posons alors £ =2y —1(z€ X); on a ainsi

=1+ 4(y —y) =1+ 4(a} — a,— aje] e}),
une fois que (k) est vérifiée. Si 'on désigne par dét(®) = jej e, — P (e, e.)®
le déterminant de ®, d’aprés (%) on a encore

2= — a? déL(®).

Etant donné qu'on a pris a, inversible dans A, 2* est aussi inversible
et =12y —1 est donc un générateur de X; X est ainsi un A-module
libre.

(i) Les ensembles X et Y dans le cas de rang > 2. — Soit maintenant P
un A-module libre de rang pair égal & 2n, n>>1. Il existe alors une décom-

position orthogonale P=_6n5P; ou chaque P; est projectif de rang 2.
Il s’ensuit que C(P, Q) =®C(P,~, Q:). Montrons qu’il existe toujours un

élément y€Y tel que (2 — 1)? soit inversible, donc que 2y — 1 engendre X
comme A-module. Pour cela, on procéde par récurrence sur n et il suffira
donc de supposer’ n=2. Soient alors y,€C(P; Q) (t=1, 2) tels que
Yiz + zy;=z pour tout z€P; (i =1, 2). Si 'on prend

Y=rQ1+1Qy:— 2518 ¥
il s’ensuit que
YE®@nN+(QRnNy=sQ1, VsebP,
YO+ (1®Ny=1Q¢ VieP,.
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Ceci nous montre ainsi que y€ Y. D’autre part, étant donné que

1—ay=(1—2)1) Q (1—2y:),
il en résulte que
(1—o2y)=(1—2y)2(1—2%,)?

est inversible. On remarque que y, (resp. y.) est de degré o dans C(P,, Q,)
[resp. C(Ps, Qu)]

(iv) L’homomorphisme O : 3¢,(A) -~ G(A). — Puisque S ne contient
que des algébres de Clifford de modules projectifs de rang pair, les classes
d’équivalence de ¢ (A) peuvent étre classifiées par le rang modulo 2
autrement dit, il existe un homomorphisme de groupes #(A)—Z/(2).
L’ensemble 4¢,(A) des classes de rang pair est ainsi un sous-groupe
de 3 (A); 3, (A) est le noyau de H (A) - Z/(2).

Sotent C= C(P, Q) une algébre de Clifford de rang pair et u€Y tel
que (1 — 2u)?® soit inversible. Posons z=u — u®. On sait déja que z€A
et, puisque 1—/4z=(1—2u)’€U(A), alors z€A°. Désignons alors
par 0,(C) la classe de z dans G(A). Montrons que I’élément 0,(C) est
bien défini. En effet, si €Y est tel que (1 — 2¢)* soit inversible, il existe
un élément c€A tel que ¢ —u=c(1—2u), car 1—2u engendre le
A-module X. On en déduit que

v— = (u—u) + (¢ —c) (1—4(u—u?)) et i—av=(1—2¢) (1—2au).

Donc, 1— 2¢ est inversible, ce qui entraine que ¢ — ¢*~vu — u®. Ceci
nous montre que 0,(C) est bien défini. Si C= C,® C., en prenant
= QR1+1Q Uy — 2y R Us, avec w;€C; (i=1, 2),
on a
u— = (uy—u}) + (ug— ul) — f(uy—u?) (ta—ui) = (1, — u3) o (uy— u3),

c’est-a-dire :
@()(C] ® C;_,) = @0 (C1) -+ @0 (Cg).

Pour voir que 0, induit un homomorphisme 0 : #,(A) - G(A), il suffit
de voir que si C(P, Q) est un zéro dans JC(A), alors 0,(C(P, Q) =o.
En effet, si C(P, Q) est un zéro dans ¢, alors il existe un A-module
projectif V tel que

CG(P, Q) xHom (VHV, VG V).
Si ’on écrit comme matrices, on a
C(P, Q) > <]B3 g), avec B =Hom, (V, V).

Les éléments de degré o (resp. 1) de C(P, Q) sont de la forme (13 0>

o (32
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Soit u€C(P, Q) un élément correspondant a la projection de V'V
dans son premier facteur. Pour tout « €P, on a

a(v, 0) = (0, a(v)) et a(o, ¢v) = (a(¢), 0).
Donc,
au(v,0)=ual(y), uwa(y,0)=o, au(o,¢)=o
et ua(o, v) = a(y). Cecl nous montre que
(aw+wva) (v, 0) = a (v, 0) et (e +ua) (o, v) =a(o, v).
Done,

(et~ wa) (v1, 92) = a(¢1, 92) quel que soit (¢, ) EVEPY,
c’est-a-dire, au + ua = a« pour tout « €P. D’autre part, étant donné que u
est une projection, u = u’et (1 — 2u)*=1. Donc, 0,(C(P,Q))=u — u*=o.

On considére maintenant 'application composée ‘
W : 6, (A) —> G (A) —> U (A) /U2 (A)
définie par C—>z—>1— 4z ou la barre désigne la classe de 1—4z

modulo U?(A) et z=u — u*. Cest évident que W est un homomorphisme
de groupes, car

C1®Cg}—> 51050 (1—2u)? (1 — 21,)?,
une fois que 1 — 4z= (1 —2u)’€U(A). Donc
W<C1® CQ:VV(C,)VV(CQ.

Si le rang de P est égal & 2, soient {e,, e} une base de P sur A et
u=a,+ a,e, e, avec a,, a, € A, a, inversible dans A et 1 —2a,=a, ® (e, e.).
Silon pose z=u—u’, on a

1—hz=a}(®(e, &) —be]e;) =—aj A.
Donc, 1 — 4z = —A. On voit ainsi que W(C) = — A. Etant donné que W
est un homomorphisme de groupes et que le déterminant de la forme
quadratique correspondant a une somme orthogonale de modules quadra-
tiques est le produit des déterminants des formes quadratiques de chaque
facteur, il en résulte que pour toute algébre de Clifford C, d’un module

n(n+1) -
projectif de rang n, W(C)=(—1) * A, ol A est le déterminant de la
forme bilinéaire symétrique associée a C.

Lemme 15. — Soit A un anneau local. Alors, l’homombrphisme
0: 3,(A) > G(A) est surjectif.

En effet, soit z€A°, c’est-a-dire z€ A et 1 — 4z€U(A). On définit une
forme quadratique Q sur un module libre L de rang 2 ayant {u,, u.|
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comme base, par Q(u,) =3z, Q(u.) =1 et ®(u,, u.) =1. La matrice de ®
est <21; ;), donc dét(®) = — (1 — 4z). Ceci nous montre que dét(P) € U(A).
Si Pon prend t = u, u. € C(L, Q), on vérifie immédiatement que

Wit +tu,=u; ({ =1, 2),

donc t€Y(C). De plus, (1—2¢#)*=(1—2u,u.)*=1— 4z est inversible
dans A et ¢t —t*=z. Ceci nous montre que 0,(C(L, Q)) = z.

Lemme 16. — Soient A un anneau local et C une A-algébre de Clifford.
Alors, ®(C) = o si et seulement si, il existe un idempotent e€ Y (C) et, dans
ce cas, les seuls idempotents dans Y (C) sont e et 1—e.

Soit, en effet, y € Y(C) tel que (1 — 2y)* € U(A). La condition 0(C) =o,
~ ou C est la classe de C dans J¢,(A), entraine y — y?~v 0. Ceci nous montre
qu’il existe un élément c€A tel que

(r—=r) + (=) (—=h4(y —0%))=o.

Soit e =y + ¢(1 — 2y). Comme 1 — 2y € X (C), alors e€Y (C) et e — e*=o.
La réciproque est évidente.
Démontrons maintenant que les seuls idempotents dans Y (C) sont e
et 1—e. S1 y==a-+4 c(1 — 2x), alors
VI=ax 4 (1 —ax)’+ 2cx(1— 2x),
donce
y—=ry=(x—a%) 4+ (¢ — ) (1—a2x)

Si x=2* et y=1y" 1l en résulte ¢ =c¢*, done, puisque A est local, c=o0
ou ¢=1. Ceci nous montre que y=2x ou y=1—2.
20 Cas global. Le groupe I'(A). — Soient A un anneau (non nécessai-

rement local), Spec(A) son spectre premier, ¢ (A) le faisceau défini loca-
lement par les G(A,), p&€Spec(A), et I'(A) le groupe des sections globales

de G (A).
Si C est une A-algébre de Clifford, pour tout élément p € Spec(A), on fait

correspondre, moyennement C,, un élément de G(A,) de fagon continue.
Ceci veut dire que cette application est définie dans un voisinage de p,

done qu’elle définit une section globale, c’est-a-dire un élément de I'(A).
L’application #¢,(A) A I'(A) est un homomorphisme de groupes, car il

Pest dans chaque localisation et & cause des propriétés fonctorielles de &

et I

Lemme 17. — L’homomorphisme O : 3¢,(A) > I'(A) est surjectif.

Soit YE€I'(A). 11 existe un recouvrement {U;} de Spec(A), et 'on peut
méme supposer que les U, soient des ouverts affines isomorphes a Spec(A,),
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A; désignant 'anneau des coordonnées de U;, et des éléments z;€ G(A;)
tels que v |,,= z; pour tout i. Soit z;€ A® un représentant de z;. Sur chaque
ouvert U; on définit un module quadratique comme dans le cas local,
¢’est-a-dire un module libre de rang 2 ayant {uy, u.! comme base et
tel que '

Qi(un) =5,  Qi(up) =1,  ®;(un, un) =1.

Dans U;NU; on a z~vz, donc il existe des éléments c;;€A tels que
s;= s+ (e — i) (1—45).

L’application
Ui (1 —2Ci) Uy~ Cij U,

s> U
définit un isomorphisme de modules quadratiques et, de plus,
si= 35+ (e — i) (1—454).

On peut donc prendre

Ci) == Cij =+ Cj1— 2Ci; Cjp

et les matrices de changement de base vérifient

CL—2Cj; O I—2¢; 0\ [(1—2C; O
Cji I Cij 1 Cyl 1

Dans le but de définir un module quadratique sur Spec(A) (done, sur A),
on doit choisir les ¢;; convenablement. En effet, de ’équation

=5+ (ey—ci) (1 — 4351)

on déduit qu’il existe deux solutions possibles ¢’ et ¢}’ telles que ¢;}+ ¢;7'=1.
Si Pon écrit les intersections non vides U;NU; (i <j) dans I'ordre lexico-
graphique, on choisit arbitrairement les ¢;;, sauf dans le cas ou il existe
un indice [ tel que ¢; et ¢;; sont déja définis et dans ce cas, on prend

Cij==Cy—+ C1j— 2Ciy Cyj.

Dans tous les cas, ciy=rc¢;(1—2¢;)". On définit ainsi un module
quadratique (P, Q) tel que 0,(C(P, Q)) =1y, une fois que, localement,
0,(C(P;, Q) = z: (cf. lemme 15). :

Soit maintenant N,= Ker(0). D’aprés le lemme 16, CE€N, si et seule-
ment si pour chaque idéal maximal p de A, il existe un idempotent e,
dans Y (C,). Un tel élément est caractérisé par les conditions e,z -} ze, = z
pour tout z€P, et e,=¢,. Si ’'on prend une base locale de P, les conditions
ci-dessus se réduisent & un nombre fini d’entre elles, donc 1’élément e,
caractérise C, pour tout ¢ dans un voisinage de p, qu’on appelle V,.
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D’aprés la deuxiéme partie du lemme 16, si e, est 'idempotent défini
dans V, et e, celui défini dans Vg, alors dans V,NV, on a nécessai-
rement e,=¢e,; ou e,=1— e,. 51 'on fait correspondre la valeur 1 dans
le cas ot e,=1—¢e, et o dans le cas oll e,= ¢4, on obtient un 1-cocycle
de Spec(A) a coefficients dans Z/(2), donné par le recouvrement {V,}.
Deux cocycles équivalents représentent deux choix différents d’idem-
potents. On a donc une application W' : N, — H' (Spec(A), Z/(2)). Montrons
que W est un homomorphisme de groupes. En effet, si e, et e, sont deux
idempotents, I'idempotent correspondant au produit dans N, est

e @Q1+1Qe— 26, e
Si I'on change maintenant e, en 1 — e,, 'idempotent devient
IRQI— (e QI+1Rer— 26, e)

et si I'on change e, en 1—e, et e; en 1— e,, 'idempotent produit est
encore

e1®1+1®'ez— 2e,Q ey

Donc, le cocycle correspondant a un produit dans N, est le produit des
cocycles.

Remarqué. — On voit encore que C€Ker(¥) =N s1 et seulement si
il existe un idempotent global en Y (C).

LemmEe 18. — L’homomorphisme

¥ N,—H!(Spec(A), Z/(2))
est surjectif.

Soit s€H' (Spec(A), Z/(2)) et g un cocycle qui représente 5. On sait
que o est défini par un recouvrement {U;| d’ouverts affines et par des
éléments o,;€Z/(2) dans chaque intersection non vide U;nU; de telle
facon que ;;+ g;=0y. On définit, sur chaque U;, un module libre M;
de rang 2 et ayant une base {uu, ui} et un isomorphisme g;: M;—> M;
donné par

i (Un) = w4, 0ij (Up) == 1t;, sigy;=o0
et

0ij (Uy) = U, 0ij (Up) = u;y sioy=1.

Ceci définit, par recollement, un faisceau de modules sur Spec(A), donc un
module projectif M sur A. Soit C = End,(M).

Si 'on désigne par C, le sous-ensemble de C des éléments z€C qui,
localement, vérifient

x(un) = c;uy, 2 (Up) = d;uy
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et par C, le sous-ensemble de C formé des éléments 2€C tels que, loca-

lement, on ait
x(u“) :/ll'llig, .’I?(llig) :/Z-u“,

alors il est évident que C, et C, sont des sous-modules de C tels que
ConC,= {0} et C,4 C,=C, une fois que ceci est vrai localement.

Si l'on prend P = C,, pour tout élément z€P, on a
x? (Ili| ) = (hlllig) = /Liliu“,

22 (Up) = 2 (& uy) = hiliug,

donc z*€A. De méme, quels que soient z, y€P, on a

(xy +yx) (un) = (M + h; ) uy,
(zy +yx) (up) = (hd] + I L) up, )

donc zy + yx €A. On a défini ainsi une forme quadratique Q sur P telle
que C(P, Q)= C. 1II est trivial de vérifier que W (C)=ga.

30 Le théoréme de structure. — Soient A un anneau commutatif a élément
unité et considérons dans ’ensemble des A-algébres centrales et sépa-
rables la relation d’équivalence suivante : s1 B, et B, sont deux telles
A-algebres, on dira que B, est équivalente & B., B,~B,, s’il existe deux

A-modules projectifs P,, P, tels que
B1®AEndA(P1):B2®AEndA(P2).

On a bien une relation d’équivalence et désignons par (3(A) I’ensemble
des classes d’équivalence. On a sur @3(A) une structure naturelle de groupe
abélien qu’on appelle le groupe de Brauer de A.

Etant donné un élément de JC,(A), on choisit un représentant C(P, Q)
et I'on sait déja que C(P, Q) est une algebre de Clifford centrale et sépa-
rable. Donc, il lui correspond un élément dans le groupe de Brauer; cet

élément sera désigné par @3 (C(P, Q)). On définit ainsi une application @ :
#y(A) — @B3(A) et 'on va montrer qu’elle est bien définie.

Pour cela, on va montrer que s1 C(P, Q) ~ C(P’, Q’), alors
@ (C(P, Q) =a&(C(P', Q).
En effet, il suffit de supposer que
CP,QY=C(P,Q)RC(P,Q"), avec C(P', Qe
Puisque C(P’, Q') =C(P, Q) ® C(P”, Q”), alors
@ (C(P', Q")) =a3(C(P, Q)) + a3 (C(P", Q")

et comme C(P”, Q") €S, alors & (C(P”, Q")) = o,
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L’application @ : #,(A) > B(A) n’est pas un homomorphisme de
groupes car, en général, étant données deux algébres de Clifford C et C/,
C®C’' 2 CQ®C'. On sait, toutefois, que si W(C) =1, alors CQ C'~C R C".
En particulier (¢f. lemme 18), la restriction de @ a Ker(0®) est un homo-
morphisme.

Lemme 19. — L’application @ |y, : No— B(A) est un homomorphisme
de groupes.

D’aprés le théoréme R=& (cas global),
C(Py, Q1) @ C(Ps, Qo) & C(Py, Q) @ C (P, QL)

Py=P, Q. X (C(Py, Q1)) et Qy(y®x)=2"0:(y)

pour tout y €P,, pour tout € X(C(P,, Q,)). Si C(P,, Q,) €N, il existe un
idempotent e€ Y (C(P,, Q,)), et, puisque (1 — 2¢)*=1, alors X(C(P,, Qi))
est un A-module libre de rang 1 engendré par x=1— 2¢. Donc P,=P..
De plus, 2*=1 entraine Q,= Q. de telle sorte que pour C(P,, Q,)€N,
on ait

C(Py, Q) ®C(P2, Q2) = C(Py, Qi) Q@ C (P, Qs).

Ceci nous montre que @3 |y, : Ny— B(A) est un homomorphisme de groupes.
Tutortme 6. — St C€N = Ker(¥) et si B(C) = o, alors C€S.

En effet, s1 3(C) = o, 1l existe un A-module projectif P tel que, en tant
qu’algeébres graduées, on a P'isomorphisme C >~ Hom,(P, P).

D’aprés la remarque dela page 298, on peut alors choisir u € Y (C) tel
que u=u*. Posons P,=u(P) et Po=(1—u)(P). On en déduit que
P=P,@P. et, pour tout z€P,zu-+ uz=1z entraine zu=(1—u)z.
Ainsi, tout élément de degré 1 de C, échange P, et P, ¢’est-a-dire z: P, - P,
et z: P,— P, et les éléments de degré o, appliquent P; dans P; (1 =1, 2).
De plus, il existe un z€ P avec ®(z, z) inversible, ® étant la forme bilinéaire
associée 4 C. Cet élément z induit un isomorphisme z: P, — P.,. Ceci nous
montre que C est un zéro dans € (A).

CororLrLalIRre. — C~oe=(CeES.

En effet, si C~o, alors O(C)=o0 et B(C)=o0 et d’aprés le théo-
réeme, C€S. Dans Pautre sens, c’est vrai par définition.

Lemme 20. — Pour tout algébre de Clifford C = C(P, Q), 0,(C® C)eN.

On remarque, tout d’abord, que si A est local et si t€Y(C), en prenant
y=tQR1+1®t—2t®1t dans C&) C, alors
yeY(C& ), avec y — y*=—ah — (2/)%
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b%

. . —2h
De plus, sil’on fait z = =——- T on obtient z€Y(CX®C) et z = a*. Soit ¢
un autre élément de Y(C). Alors ¢/ =t 4 ¢(1 — 2t), avec c€ A et si’on pose
W=t — 2= h+ (c—¢*) (1 —4h), V=@ 1+1Q—20Q ¢t

¥ —9/1
= — 4’
il en résulte que
Y —ah=(1—2¢)*(y —2h) et L— 4R =(1—2c¢)* (1 —4h).

Done &= a’. Ceci nous montre que 'idempotent 2€Y(C® C) est indé-
pendant de I’élément ¢ choisi dans Y(C & C).

Supposons maintenant que A soit un anneau quelconque et pour chaque
idéal maximal p de A, on choisit un élément

t,eY(Cp), hpy=1t,—1t, et  x,=uxj.

Il existe alors un ouvert afline U, contenant p ou ces éléments sont définis
et 'on obtient ainsi un recouvrement de Spec(A). Si 'on considére
U,NU,, p, g€Spec(A), d’aprés le cas local, dans cette intersection,
on a x,= x,. Ceci nous définit, sur tout Spec(A), un élément z€ Y (C ®C),
unique, tel que 2 = . D’aprés la remarque de la page 298, 0,(CQ C)€N.

Soient A un anneau, (P, Q) un A-module quadratique et n>>1 un
entier. On pose, par définition,

WGP, 0) =& G, Q) (n facteurs).
On voit que
w0y =cldr, §o).
Tutorime 7.

(1) Tout élément de IC,(A) a un ordre diviseur de 4.
(i1) Tout élément de IC(A) a un ordre diviseur de 8.

En effet, pour tout C€d¢,(A), 2CEN et étant donné que N est un
sub-groupe de 3(A) dont tous les éléments sont d’ordre 2, alors 4C = o,
c’est-a-dire 4C~vo. De plus, si C€I(A), il s’ensuit que 2C €I, (A),
done, d’aprés le cas précédent, 8C ~vo. ‘

10. Le ¢rourk bE GroTHENDIECK. — Soient (P, Q) un A-module quadra-
tique et I'(C(P, Q)) le groupe libre engendré par les classes [M] d’iso-
morphismes homogénes de degré o de C(P, Q)-modules projectifs gradués M.
S1 IL(C(P, Q)) désigne le sous-groupe de I'(C(P, Q)) engendré par les
éléments [M] — [M'] —[M”], pour toute suite exacteo >M' ->M > M"—o
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d’homomorphismes homogénes de degré o de C(P, Q)-modules projectifs
gradués, alors le groupe de Grothendieck K(C(P, Q)) des C(P, Q)-modules
projectifs gradués est défini par
K (C(P, Q)) =T (C(P, Q))/Ty (C(P, Q)).
Soit K, (Cy(P, Q)) le groupe de Grothendieck ordinaire de I’algébre (non
graduée) C,(P, Q). 1l existe un isomorphisme naturel
K(C(P. Q) — Ky (Co (P, Q))

défini par
M > M,

‘dont I'isomorphisme réciproque est

M ®C.,C < M,
ot I'on pose C = C(P, Q) et C,= C,(P, Q). Soit, de plus, C,=C, (P, Q) et
considérons sur C, sa structure de C,-module a droite. Alors Homg, (C,, Co)

a une structure naturelle de C,-module a gauche. Etant donné que C,
a aussi une structure de C,-module a gauche, 'application

0 : C]%’IIOIHCO(C“ Co)

définie par ¢(x) (y) = zy pour tout (z, y)€C, X C, est un homomorphisme

v

de C,-module a gauche. Montrons que ¢:C;>Hom/(Ci, Cy)) est un

isomorphisme. Pour cela, il suffira de le démontrer localement. Mais,
dans ce cas, s1 u€P est tel que u® soit inversible, alors C,= uC,. Pour

tout 2 € Hom,, (C,, C,), st I'on pose ¢ = «(u), on a a(u)= guu et étant

donné que pour tout z€C,, z=uy avec y€(,, alors

4 t
a(w) =a(u).y=—=su.uy ——u.x.
(0) =a(u).y = Cuuy =

Cecl nous montre que 2 € Im(¢), c’est-a-dire ¢ est surjectif. Montrons que ¢
est injectif. Si z€C, est tel que 2C,=o0, en partlcuher zu=o0 et u* étant
inversible, il s’ensuit que x = o.

Lemme 21. — Si C'€3, donc '~ End, (MyDM,), pour toute algébre
de Clifford C on a

(C®C) o~ Endg, (Co®@uM, B Cy @ M,).
En effet, (CQC)i=C,®,C,HC,R,C,, en tant que A-modules, donc

aussi comme C,-modules. D’autre part,
(= End, (My) @ End, (M,)
et C,= Hom,(M,, M,)  Hom,(M,, M,). Done,
Gy @Gy~ Endg, (Co @ M,) @ Endg, (C, @1 My),
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car C, est C,-projectif et End(C,)= C,. Ceci nous montre que tout
élément de (CQ C’), s’écrit, de fagon unique, sous la forme

Ay~ Ay~ Ay = Ay,
avec

2, € Endg, (G, ®aM,), a; € Endg, (C,®M,),
2, € Home, (Co@a My, C@aM,) et ayellomg, (C, Q4 My, Co@iM,).

Si 'on écrit End, (Co @ M,P Ci Q. M,) sous forme de matrices

< Elld(:(, (C0®AM0) HOI"{:“ (C1 ®A\ M;, Gy ®AM0) >
Homg, (Co @M, C; Q@i M,) End¢, (Ci @4 M) ’
L’application
<ao — a:s)
Lo Oy Ay Oy > ,
oy o,

qui est de toute évidence un isomorphisme de C,-modules, est un isomor-
phisme de A-algébres.

Tutorime 8. — Soient C' et C” deux algébres de Cllfforcl St O~ (7,
alors K(C") ~K(C").

On voit que, si C'~C”; il existe deux algebres de Clifford triviales
S, 8”€S telles que C'QS'~C'®S”. Cet isomorphisme induit un
isomorphisme K(C'®S)>K(C”®S”). D’aprés le lemme 21, on peut
écrire (€' S’)ozEnd%(R), ou R est un Cj-module projectif. L’appli-
cation

K, (C)) > K,((C'&®S))

définie par PP @, R est donc un isomorphisme, dont I'isomorphisme
réciproque est R(X)(C,@S,)“MGM. Les diagrammes commutatifs ci-dessous,
achévent la démonstration du théoréme :

K(C'RS) ———>K(C'®S")
! !
KO«CI®S')O)_N*KU«C”@SH)Q
! !
K, (C)) —=— > K, (C})
i !
K (C) > K (C)
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