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0. INTRODUCTION. — Soient F un corps, V un F-espace vectoriel de
dimension finie n et Q : V —^ F une forme quadratique négative définie.
Si Cn désigne l'algèbre de Clifîord de l'espace vectoriel quadratique (V, Q),
on donne, dans [l], une démonstration du théorème de périodicité de Bott

(*) Trabalho realizado com auxiïio da FAPESP (Proc. Matematica, 66/o38) e do Insti-
tuto de Pesquisas Matematicas da Universidade de Sào Paulo.
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en démontrant que le groupe de Grothendieck de Cn est isomorphe au
groupe de Grothendieck de C^s, i. e. K(C^) ~ K(C,^s) si F est le corps
des nombres réels, et que K(C^) ~ K{Cn+^) si F est le corps des complexes.
C'est là que réside une des sources du présent travail (cf. § 10).

L'autre source d'inspiration est le Mémoire de C. T. C. Wall {cf. [6]).
Les résultats de Wall concernent des espaces vectoriels quadratiques de
dimension finie où l'on fait une nette distinction entre le cas de caracté-
ristique 2 de celui de caractéristique 7^ 2.

Le but de ce Mémoire est donc de généraliser un certain nombre de
résultats, concernant les algèbres de Clifîord. Tout anneau est commutatif
à élément unité et tout module est unitaire. De plus, le mot algèbre veut
dire algèbre associative à élément unité non nécessairement commutative.
Tout homomorphisme d'anneaux (resp. algèbres) transforme élément unité
en élément unité. On supposera toujours pour simplifier la rédaction,
en parlant du rang d'un module, qu'il soit constant. Mais la théorie peut
s'étendre au cas d'un module de rang non constant.

Tout d'abord, on démontre, dans le cas local, l'existence d'une décompo-
sition, orthogonale pour un module {cf. § 2 et 3). Ensuite {cf. § 4) on étudie
le centre d'une algèbre de Clifîord et l'on démontre {cf. § 5), sous certaines
conditions, le théorème d'isomorphisme entre les produits tensoriels gradué
et non gradué d'algèbres de Clifîord. Au paragraphe 6 on démontre essen-
tiellement que tout algèbre de Clifîord est séparable. Après quelques
préliminaires {cf. § 7 et 8), on donne {cf. § 9) une classification des algèbres
de Clifîord de rang pair. Finalement, il s'agit du groupe de Grothendieck
{cf. § 10).

Soit A un anneau et considérons le groupe de Witt W(A) {cf. [4], § 8, n° 2,
défin. 1) et le groupe 9€{A.) {cf. § 8) des classes d'équivalence d'algèbres de
Clifîord. Il existe un homomorphisme évident,

W(A)-^C(A)

qui fait correspondre à toute forme quadratique, son algèbre de Clifîord.
On remarque que deux formes équivalentes donnent le même élément
de 9€{A). De plus, cet homomorphisme est surjectif de telle sorte qu'il
est naturel de se poser la question de savoir quel est son noyau. En général,
le calcul de Ker(WW(A) —^ 9€{A.)) est un problème ouvert. Néanmoins
on sait que, en général, Ker(W(A) —^ 9€{A.)) 7^0, comme nous le montre
le cas des nombres réels : W(R)==Z et ^C(R) === Z/(8). Dans le cas des
nombres complexes, on a un isomorphisme de groupes W (C) ̂ ^(C). Ceci
nous donne une idée du rapport existant entre les groupes W(A) et ^€ (A).

1. RAPPELS SUR LES ALGÈBRES DE CLIFFORD. — Soient A un anneau,
M un A-module, Q : M -> A une forme quadratique sur M et $ : M X M —^ A
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la forme bilinéaire associée, c'est-à-dire, quels que soient x et y dans M,

^ (^, j) == Q (^ +j) - Q (^) - Q(j).

Puisque $(rr, rc) = 2 Q(^) pour tout r^€M, il nous faudra toujours distinguer
le cas où 2 est inversible dans A de celui où 2 n'est pas inversible dans A.
Par exemple, le plus souvent A est un anneau local d'idéal maximal m
et il nous faut toujours regarder si 2 ̂ m ou si 2 € m. Un A-module M muni
d'une forme quadratique Q sera appelé un module quadratique et on le
désignera par (M, Q).

Soit (M, Q) un module quadratique. On appelle algèbre de Clifford de
(M, Q) ou encore, de M, à un objet (C, a) formé d'une A-algèbre C et d'une
application A-linéaire a : M — C telle que a^)2^ Q(^). ic? où ic désigne
l'unité dans C, pour tout rcGM. Déplus, pour toute A-algèbre D et pour
toute application A-linéaire ^ : M -> D telle que ^{xY= Q(rc). lu, pour
tout xçM-, il existe un et un seul homomorphisme de A-algèbres ?:
C -> D tel que le diagramme

M —^ D

G

soit commutatif. Il en résulte l'unicité, à moins d'un isomorphisme, d'une
telle A-algèbre C. Pour la construire, on procède comme suit. On désigne
par I(Q) l'idéal bilatère de l'algèbre tensorielle T(M) engendré par les
éléments x ( ^ ) x — Q ( ^ ) . i , x parcourant M. Pour la graduation cano-
nique de T(M), c'est-à-dire en tant que A-algèbre graduée, I(Q) n'est pas
un idéal homogène. Mais si l'on se restreint à la graduation sur Z/(2),
I(Q) est un idéal homogène et le quotient C(M, Q)=T(M) / I (Q) est une
A-algèbre graduée sur Z/(2), dont les éléments homogènes de degrés o et i
sont faciles à décrire. Désignons par Co(M, Q) ou, plus simplement, Co
[resp. Ci (M, Q), Ci] le sous-A-module de C(M, Q) des éléments homogènes
de degré o (resp. i). Il est évident encore que Co est une sous-A-algèbre
de C(M,Q). On va désigner par a : M -> T(M)-^ C(M, Q) l'application
A-linéaire composée (évidente). On voit facilement que y.{xY= Q(^) • IC(M,Q)?
pour tout xçM. Il s'ensuit que (C(M, Q), a) est l'algèbre de Clifford du
module (M, Q). Par la suite, on dira simplement que C(M, Q) est l'algèbre
de Clifford de M, l'application A-linéaire canonique a étant sous-entendue.

On rappelle que si (Mi, Qi) et (M^, Qa) sont deux A-modules quadra-
tiques, on peut définir sur Mi^Ms une forme quadratique, notée QlOQs?
en posant

(Qi®Q2) (^1+^2)= Qi(^i)+02(^2),
Ann. Éc. Norm., (4), 1. — FASC. 2. 35
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pour tout élément {x^x^çM^M^ Donc, l'algèbre de Clifford C(M,Q)M^
Qi(B Qa). L'application A-linéaire évidente

Mi©lVL-.C(M^ Qi) (g)C(M, , QO,
^

où 0 désigne le produit tensoriel gradué d'algèbres de Clifford, se prolonge
en un unique homomorphisme d'algèbres de Clifford

C(Mi®M, , Qi®Q2)-^C(M, , Qi ) (g )C(M, , Q,)

tel que le diagramme
M,©]VL,-^C(M,, Qi)(g)C(M.Q,)

| / •
\ /-

C(Mi©M, ,Q ,©Q, )

soit commutatif, où la flèche verticale est l'application A-linéaire cano-
nique. On montre alors que C(Mi®M:2, Qi® Ç^) ^C(Mi, Qi)(g)C(M^ Q^)
est un isomorphisme d'algèbres de Clifford.

Pour d'autres résultats concernant les algèbres de Clifford, comme par
exemple, la description de l'algèbre de Clifford d'un module libre, etc.,
on renvoie à la bibliographie [cf. [4]).

Il s'agira toujours, dans ce papier, d'algèbres de Clifford de modules
projectifs de type fini.

Étant donné un A-module quadratique (M, Q), désignons par M* le dual
de M et considérons l'application A-linéaire ç : M -> M* définie par
?(^) (?/) == ^(^ y}-> qwïs que soient x et y dans M. Dans tout ce qui suit,
on supposera toujours que ç : M^M* soit un isomorphisme de A-modules.
Ceci entraîne que la matrice de ç ou encore, la matrice de la forme
bilinéaire $ est inversible. On dira aussi que <& (resp. Q) est non dégénérée.

2. EXISTENCE D'UNE BASE ORTHOGONALE (1). — SuppOSOUS que

l'anneau A soit local d'idéal maximal m et corps de restes /c=A/^?.
De plus, soit (M, Q) un A-module quadratique, où M est projectif de type
fini, donc libre de type fini.

LEMME 1. — Si 2^ m, il existe une base orthogonale de M sur A.
En effet, considérons le /c-espace vectoriel V = M 04/c et soit y : V -^ V*

l'application /c-linéaire induite par y sur V. Désignons encore par Q : V ->• k
la forme quadratique obtenue par extension des scalaires et par <& la forme
bilinéaire associée. Puisque

^(^J)=^(^(^+J, ^+J) -^(^ ^) -^(J,j)) pour (^ j )eVx V,

(1) Des résultats analogues à ceux de nos paragraphes 2 et 3 ont été obtenus par
M. M. Flamant (cf., par exemple, C. R. Acad. Se., t. 261, 1965, p. 35i3-35i5).
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il s'ensuit que si ^{x,x)=o pour tout rreV, alors e>==o. Il existe
alors rci €V tel que ^(^i, Xi) 7^0 et complétons [ x i } en une base {xi, ..., a^}
de V sur A*. Si ei désigne l'image réciproque de Xi par répimorphisme
canonique M -> V, le lemme de Nakayama nous montre que { ^ i , . . . , e ^ }
est une base du A-module libre M.

Désignons encore par {e\y . . ., e^} la base duale de {ei, . . ., en}. On peut
n

écrire ç(^) ==^1^/^ //(^ =^ . . . , n ) avec les a,y dans A. On remarque
7=1

que, puisque ç : M -^ M* est un isomorphisme, alors la matrice (^/)i^,/^n
est inversible. On voit maintenant que ^{x^ Xj) = 9(^1) (xj) = a^-, donc
an == ^{xi, Xi) ̂  o. Ceci équivaut encore à dire que On == ^(ei^^i)^^.

Considérons maintenant les vecteurs

fl=e^/-'-^c. (—,...,»).
C'est évident que { / \ , . . . , / * ^ } est une base de M sur A et, de plus,

$ (/'I ,/*,)== o (i == 2, . . . , M ) . On considère alors le sous-A-module libre N
de M ayant { /* j , . . ., fn\ comme base sur A. Il est clair que y : M -> M*
induit un isomorphisme ^ : N - ^ N * . En effet, M==A/' i( j)N, donc

M^A^ON". D'autre part, ?(A)=261^ avec les bijeA-^ donc

/=!

n n

0= <I»(/i,/•) =:?(/i) (/•) =^b^f,(f,) =^b,^^ pour ^2.
/=.l /•==!

Ceci nous montre que &i/== o (^ = 2, . . ., yz).

On a ainsi démontré que y(A/'i)cA/'i et le lemme du passage aux
quotients nous donne le diagramme commutàtif

M-^M*

N—^N*

où les flèches verticales sont les épimorphismes canoniques. La démons-
tration s'achève maintenant par récurrence sur n.

3. EXISTENCE D'UNE DÉCOMPOSITION ORTHOGONALE. — Soient A UU

anneau local d'idéal maximal m et (M, Q) un A-module quadratique
où M est libre de type fini.
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LEMME 2. — Si le rang de M est ̂ 2 et si 2 €m, 1? e^^e im<° décomposition
orthogonale M= Mi^Ma, où Mi ^ ^&re ck rang 2.

En effet, on remarque tout d'abord que

au==. 0 (^ Ci) = 2 Q (e,) € /n pour / == i , . . . , / ? .

Etant donné la matrice (a,y)i^^ est inversible, chaque ligne contient
au moins un élément inversible et en ordonnant convenablement les

lignes, on pourra supposer que la matrice ( 1 1 a12} soit inversible, c'est-
\0'îl â'22 /

à-dire, que a^^m et 0214= m. Il existe alors des éléments/*,€ M (i = 3, ..., n)
tels que

^(e,,fi)=o, ^(e,,f,)=o (i=3, ..., / / ) .

En effet, soit fi= ei— a^i — bie^ {i'= 3, . . . , n ) , où les ai et ^ sont
dans A. On a le système d'équations

^^^(e^fi) =^(e,, e,) — a^ (e,, e,) — b^ {e,, ^),
o=^(e,,fi) =0>(^, ei) -a^(e,, e,) - b^ (e,, e.),

donc
^n6^+ a^bi=aa

(i=3, . . ., /i).
^21 ^z+ a^_bi=. a^i

On en déduit
^lî ^22 —— ^2î ^12 , , (^11 ^2z —— ^21 ^lî

6?^-— —————————————— el Oi^- ——————————————•
^11 ^22 —— ^21 ^12 ^11 ^22 —— <^21 ^12

D'autre part, il est évident que { ^ i , ^2, fs, • . ., fn} est une base de M sur A.

LEMME 3. — 5i 2€^, il ny a pas de forme quadratique non dégénérée
sur des modules libres de rang i.

En effet, si M est un A-module projectif de rang i et si [e\ est une
base de M sur A, la matrice de y : M -> M* est formée d'un seul élément,
à savoir, <t>(e, e) = 2Q(e) cm qui n'est pas inversible.

COROLLAIRE. — 5i 2€m, toute algèbre de Clifford est de rang pair.
C'est une conséquence des lemmes 2 et 3.

Remarque. — II est intéressant d'observer que, dans toute algèbre de
Clifford C(M, Q), il existe toujours un élément xçM tel que x2 soit inver-
sible dans A.

En effet, si 2 ̂  m, M admet une décomposition orthogonale dont { ^ i , ..., e^}
n

en est une base. Puisque dét(<Ï>) == ^JJe?, chaque e] est inversible dans A.
î=l

Si 2 cm, il existe une décomposition orthogonale en facteurs de rang 2.
Soit { e ^ , e ^ } une base de l'un de ces facteurs. Puisque (\e\e\ — $(^i, e^f
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est inversible, alors il en est de même de ^(^i, e^) == (<3i + e^Y—é\—e\.
Donc, l'un au moins de ces carrés est inversible.

4. SUR LE CENTRE. — Soient A un anneau commutatif à élément unité,
M un A-module projectif de type fini, Q une forme quadratique sur M
et C(M, Q) l'algèbre de Clifford de M muni de la forme Q. Désignons
par Z(C(M, Q)) le centre de C(M, Q).

Supposons maintenant que A soit local et soit { ^ i , . . . , ^} une base
de M sur A.

LEMME 4. — Si 2^ m et si \e^ . . ., e,i\ est une base orthogonale de M
sur A, le sous-A-module I\(M) de C(M, Q) engendré par Isolément e^ . . . ênj
est indépendant de la base choisie.

i° En effet, on choisit une base orthogonale { ^ i , . . . , ^} de M sur A
et soit {fi, . . . , / ' m } un système orthogonal d'éléments de M. On peut
écrire

^^aijêj (^=1, . . . , m),

/=!

avec les a^€A et considérons la matrice (^/)i^^m,i^/^n. On va désigner
par A^ " "r^ le déterminant de la matrice

fa^i, ... a^i\

\a^ ... a^r

avec ii <; . . .<; ir et i ̂  r ̂  m. Montrons que

(*) f^-fm= ^ ;̂ :;:;;: ̂ ...^.
ii<...<i,n-

n

C'est évident, pour n = = i , que fl==^,^ let car, pour tout i, A ^ = = a i , i
î'=i

et supposons la formule vraie pour r. Démontrons-la pour r + i -
On a

n

f i - " frfr+i = ^ ^ ̂ r+l, j At';;:,̂  e^ . . . é^ e/.

ii<...<ir 7=1

Si 7 € { i i , . . ., ir}, on a
' ^

^ ^ a/,+i, j A];;;;:̂ . e^ . . . e^ G]
it<...<i, /=fi

ir

:= 2 2 ar+1' 7 ^^ '̂-'-''̂  Q ̂  ̂ 1 • • • ^7 • • • ^r

^<...<fr /==^

ï'̂  r /\
=== 2 S ^a^l>/^/At.'.'.\&'/.'.^Q(e/)^l•••ê/•••^

^<...<^ 7=l'l /=!
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En effectuant les calculs, on montre que cette somme est égale à :
r n

^ /^^r+l,/ Cilj Q (ey) ̂  A ;̂;'̂ -;;̂  ̂  . . . êy . . . e^-= 0,

/=! \ /•=! /

car
r n

A.i,...,r V^ AÏ, ...,T, ...,r V"1 ^ / .A^...,^==2^a/' /A^.••»^.•.>^ et ^awJalJ^{e}) =0'

Par contre, si j ç:{ i, . . ., 72} — { i i , . . ., i,.},

^ ^^r+l,y At-;;:̂  ̂  . . . ̂ . ̂ = ^ AÎ;;;;:,Ç^ ̂  . . . e^.

ii<...<i^ j <i<...<z,+i

On a donc établi, pour tout r, i^r^m, la formule ('Ar).

On remarque finalement que l'orthogonalité de {/*i , . . ., fm} et de
{ e i , . . ., en} nous donne

n n n

0 = ̂  (/-. //)=^ ^ ̂  ̂  ̂  (^ ^) =2 ̂  a^ a J p Q (^)
/?=! y=l p=l

et puisque 2^ m, il s'ensuit que
n

^afpa^Q(ep) =0 pour i-^j\
p=ï

on peut se limiter à i <<j.
2° Supposons maintenant que m == n et que {/ ' i , . . ., fn} soit une autre

base orthogonale de M sur A. La matrice carrée (a,/) est alors inversible
et /'i . . . /*/i== dét(a^) ^i . . . ̂ , ce qui montre l'assertion du lemme.

THÉORÈME 1. — Soient A un anneau locale M un ^.-module libre de rang
fini et supposons que 2^ m. Alors : (i) si le rang de M est pair, égal à n,
on a

Z ( C ( M , Q ) ) = = A et Z ( C o ) = : A © I \ ( M ) ;
«

(2) si le rang de M est impair, égal à n, on a
Z ( C ( M , Q ) ) = A © r , ( M ) et Z ( C o ) = = A .

En effet, c'est évident que ACZ(C(M, Q)) et AcZ(Co). Soit {ei, . . ., en}
une base orthogonale de M sur A. Puisque

e, (e,. . . en) == ( - i)^-1 Q (e,) (e,... è,. . . ̂ )

et

(<?! . . . en) e, = (- 1)^' Q (e,) {e,... ê,. . . ̂ ),
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alors eiÇêi. . . en) == (^i . . . en)€i pour tout i si et seulement si n — i= i — i ,
c'est-à-dire, n = 2 i — i , ce qui veut dire que n est impair. Ceci nous
montre que I \ (M)CZ(C(M, Q)), si et seulement si n est impair. On a donc
montré que si n est impair, A ®r^(M) CZ(M, Q) et que si n est pair
on a seulement AcZ(C(M,Q)) , car ici I\(M) <1:Z(C(M, Q)). Pour Co,
si n est pair, I \ (M)CZ(Co) et si n est impair, I\(M) <t:Z(Co) car F^M) est
homogène de degré i. Ceci nous montre que, pour npair, A©r^(M) CZ(Co)^
pour n impair, on a seulement AcZ(Co) .

Pour démontrer les inclusions opposées, on procède comme suit.
On remarque que u € Z ( C ( M , Q ) ) si et seulement si u^==^u pour
i=ï, . . ., n. D'autre part, si ^ . . . e^ et e,,. . . e^ sont deux produits
distincts, alors, pour tout i, les produits par d sont aussi distincts. Etant
donné que tout élément u€C(M, Q) s'écrit d'une seule façon sous la forme

u=z ̂  ^,,.,^^...^
^...,^

avec les a^...,, dans A, il suffira de démontrer la commutativité pour des
produits de la forme e^. . . e^. Si q est impair, q < n et si j^{ ii, . . ., ig},
alors

e/(^...^) =— (^•••^^y

et si q est pair et j ' e{ i i , . . ., iq}, on a aussi

^•(^...^) ==— (^...^)ey.

On voit ainsi que si q < M, il y a toujours des produits qui anticommutent.
Pour q = n, le seul produit qui nous reste c'est ê y . . . e^ Si n est pair,
ei . . . en anticommute avec d pour tout i et si n est impair, (°i . . . en commute
avec ei pour tout i. Donc, si n est pair, Z(C(M, Q))cA et si n est impair,
Z(C(M, Q))cA©r^(M). Pour ce qui est de Co, il suffit de vérifier la
commutativité des produits ^ . . .6^, q pair, avec les produits ^<3/. Il est
clair que si q < n, iç{ ii, . . ., iq} et j^[i^ . . ., iq}, on a

(^ . . . ̂ ) e, ej = e, e, (^ . . . e^).

Donc, on ne peut avoir que q == n et, dans ce cas,

(<?i . . . en) Ci ej= e, ej (<?i . . . en)

pour tout i et tout 7 (ceci étant Vrai pour n pair ou impair). Donc, si n est
pair, A 0)I\(M) DZ(Co). Ceci achève la démonstration du théorème.

THÉORÈME 2. — Soient A un anneau local d'idéal maximal m tel que i cm
et M un A-module libre de rang pair. Alors Z(C(M, Q)) == A.
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(1) Supposons d'abord que M soit de rang 2. — Soit alors [e^ e^} une base
de M sur A. Une base de C(M, Q) sur A est formée par les vecteurs
{ i , Ci, <?2, < 3 i < ° 2 } , car

0(^, ^)=Q(^i+^) -Q(^i) -Q(e.,)=(e^e,)2-e•ï-ei=e,e,-i-e,e„

donc
<?2 (?!==<]) (<?i, ^2) — <?i <?2.

Si u€C(M, Q), on peut l'écrire et d'une façon unique sous la forme

//, == OQ + cii ei + a.i e.i -\- 03 e^ e.^

avec a,eA (i == o, i, 2, 3). On a

o== ue^— ^^==02^(^1, e^) + 03^(^1, 62)^1 — 2a : jQ(<? i )<? .2— 202^1^,

d'où a2 :==a3==o. D'autre part,
o ==: ue^ — ^2 ̂  == — 6^1 <^ (^i, e.i) +2 ai ̂ i e-.i,

donc ai==o. Ceci nous montre que Z (C(M,Q))cA, c'est-à-dire
Z ( C ( M , Q ) ) = A .

(2) Si le rang de M est ^ 2, d'après le paragraphe 3, M se décompose
en une somme orthogonale de modules projectifs Mi de rang 2, M==(f)M,.

Donc C(M, Q) ==(g)C(M,, Q,), Q, étant la restriction de Q à M,, pour

tout i. D'après le paragraphe 5, C(M, Q) est un produit tensoriel ordinaire
d'algèbres de ClifTord de modules projectifs de rang 2. Comme ces algèbres
sont centrales (i. e. leurs centres est l'anneau A), il en est de même
d e C ( M , Q ) .

THÉORÈME 3. — Soient A un anneau local d'idéal maximal m tel que i^m
et M un ^.-module libre de rang pair. Alors Z(Co(M, Q)) est un module
libre de rang 2.

n

On peut écrire C(M, Q) = (g)C(M,, Q^) où chaque M, est projectif de

rang 2. Pour chaque i, soit { e u , e ^ ] une base de M, sur A; on sait que

ti=^i(eu, e^) est inversible dans A et soit Zi= ^i^o.
H

Alors
^v+ eijZi= eij donc ^•(^•i e^) -=. {e^ e^) ̂ ,

c'est-à-dire ^eZ(Co(M^ Q^)). Considérons la fonction
/•

/.=^(-i)'-«
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où Si est la fonction symétrique élémentaire de degré l en r lettres. On va
montrer que fn(zi, . . ., Zn) €Z(Co(M, Q)). Pour cela, on procède par
récurrence sur n, le cas n == i étant évident, car fi(Zi} = Zi. Soit

^M^Q^^CKM,^);=i

et supposons que h = fn-ï (^i, . . . 5 ^n-i) vérifie hv + vh = v pour tout

(^(DM^M7. On a
i=l

fn (^i, . . . , Zn) == h + Z,i — 2 /^/^ (= g)

et puisqu'on a une décomposition orthogonale et

À € C o ( l V T , Q'), .3.€Co(M^ Q,),

alors A commute avec le vecteur de Mn et z,i avec ceux de M7. Donc, pour
tout ^€M',

^c 4- ̂ '= ̂  -+- t'^ + 2 s/^ — 2 (Ar 4- ï'A) ̂ == (;

et pour tout ^eM^,
^F + Vg == 2 ÀF + ;3,̂  + ('S,, — 2 / 1 ({'Zn + -S^) == t? .

Ceci nous montre que g commute avec les produits w, u et ^ parcourant M,
et g € C o ( M , Q ) ) entraîne g€Z(Co(M, Q)). Donc, A + AgCZ(Co(M, Q)).
Puisque A n A g = = = o , la somme A 4-Ag est directe et { i , g } définit un
sous-A-module libre de Co(M, Q). Pour montrer que Z(Co(M, Q))cA^Ag,
on remarque que ceci est évidemment vrai si le rang de M est égal à 2,
car dans ce cas, A ©Ag = Co(M, Q). Supposons que ceci soit vrai si le
rang de M est i(n—i). Donc, par l'hypothèse de récurrence,

Z ( C o ( M ' , Q ' ) ) = A ® A / ^
Étant donné que

Co (M, Q) = Ce (M', (V) (g) Co (M,, Q,,) ® C, (M', Q')- (g) C, (M,, Q,),

alors
Z ( C o ( M , Q ) ) c Z ( C o ( M ' , Q / ) (g )Co(M„ Q,)) = Z (Co (M', Q')) (g) Z (Co (M,, Q,)).

En effet, le centre Z(Co(M, Q)) est gradué, c'est-à-dire tout élément
de Z(Co(M, Q)) s'écrit d'une seule manière sous la forme x 4- y avec
^ , î /€Z(Co(M, Q)). Démontrons que si

je(Ci(]VT, Q'^C^M,, Q , ) ) n Z ( C o ( M , Q ) ) ,

alors y = o. En effet, on peut écrire y = 2/1(^)^,1 + 2/2(^)^,2 avec
î/i, î/2 eC^M7, Q7) et, puisque y commute avec x(^)en,i pour tout xçMn,
alors

0= (^0^,l) j—j(^(g)^, l)

^——(^^( j l^——^Jl ) +j2^) (g)l+ (^J.2+j2^) 0^,1^,2,

Ann. Éc. Norm., (4), 1. — FASC. 2. 36
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où t == ^n{en, i, en, 2) entraîne
^,l(jl^—^Jl) 4-j2^=0,

•^72 4-^2^=0,

pour tout ^€M,,. De même, î/ commute avec x(^)en,2, donc

^,2(j2^—^j2) 4-Ji^==0,

cyji 4- ji ̂  = o

pour tout rceML. Les conditions ci-dessus entraînent les suivantes :
2^,lyl^+ <y.2^==o,
2 ̂ i, 2 j2 -^ + ty\ x == o.

Puisqu'il existe toujours un a;€M^ inversible, il en résulte que

2^,iji+<y2==o,
^ji+2^,272=0

et ceci entraîne que 1/1 = y^ == o.
Le produit Z^^^M7, Q7)) (g)Z(Co(M^, Q^)) est le sous-module de Co(M, Q)

engendré par i, h, Zn et hzn. Si l'on écrit

x =z a -{- bh 4- czn + û?A^^

avec a , & , c , É Î e A , alors . r€Z(Co(M,Q)) entraîne, pour tout ^çW
et w€M^,

o = xvw — vwx == (— b — c — d -4- (2^4- <^) h 4- (2c+â?) ̂ ) (^w

et, puisqu'il existe ^eM' et wçMn inversibles, ceci entraîne que
ib + d= o,

2C 4- d-= o,

— & — c — d= o,

donc, d== — ib et c = & , c'est-à-dire

^=a4- ^(À4- ^— 2^) =a4-^çA®A^.

Remarque. — Le centre dans le cas global : Si A est un anneau quel-
conque (non nécessairement local) et si C = C ( M , Q ) est l'algèbre de
Clifîord d'un module projectif M, de type fini, alors :

(i) si le rang de M est pair, Z(C) = A et Z(Co) est un module projectif
de rang 2;

(ii) si le rang de M est impair, Z(C) est un module projectif de rang 2
et Z(Co)=A.

En effet, pour tout idéal maximal m de A, on a Z(C)^== Z(C^).
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5. LE THÉORÈME (^) = 0. — Soient A un anneau local, Pi un A-module
projectif de rang 2, { u i , u^} une base de Pi sur A, Qi une forme quadra-
tique sur Pi et $1 la forme bilinéaire associée. Posons

6 ==— Oi (^i, u^) + 2M.i ^2.

Si {u\, i4} est une autre base de Pi sur A, alors 6'== A6, où A est le déter-
minant de changement de base. Ainsi 6 est déterminé à moins d'un élément
inversible. De plus, 9 est inversible, car O^^r^ — dét(3>).

Soient maintenant Ps un A-module projectif de type fini, { ^ i , . . ., ^}
une base de Pa sur A, Qa une forme quadratique sur Pa et ^ la forme
bilinéaire associée. On considère maintenant un A-module projectif Pa
ayant une base { ^ i , . . ., ~Vn} à n éléments et l'on définit sur Ps une forme
quadratique Q2 en posant

Q2(^-) =^Q2(^) { i = ï , . . . , n ) .

L'application A-linéaire PQ—^ C(Pi^ Pa, Qi(B Q^) définie par ^i^9(o,^)
{i==i, . . ., n) induit un homomorphisme de A-algèbres de Clifford

C(P2, Q2)-^C(Pi©P,, Qi©Q2).

Puisque Uy(6p,) == (6^)uy (i == i, . . ., n; j == i, 2), ceci induit un homo-
morphisme de A-algèbres

C(Pi , Qi)(g)C(P^ Q,)->c(Pi®P,, Qi©Q2)=C(Pi , Çi)(g)C(î\ ,Q2).

Il est facile de vérifier maintenant qu'il s'agit d'un isomorphisme de
A-algèbres, c'est-à-dire

C (Pi, Qi) (g) C (P,, Q,) ̂  G (P,, Qi) (g) C(P,, Q,).

On a ainsi démontré le théorème suivant :

THÉORÈME 4. — Si A est un anneau local, (Pi, Qi) et (Pa, Qa) deux
A-modules quadratiques, où Pi est projectif de rang 2 et Pa projectif de rang n,
il existe un A-module quadratique (Ps, Qs), où Pa ^ projectif de rang n
et un homomorphisme

C (Pi, Qi) (g) C (P,, Q,) -^ C (Pi, Qi) (g) C(P,, Q,)

çui e5( un isomorphisme de A-algèbres.

THÉORÈME 4' (Cas global). — Soient A un anneau, (Pi, Qi) ^ (Pa, Qa)
dîe^^ modules quadratiques où Pi oî Ps ^OM^ projectifs de type fini et Pi est
de rang pair. Il existe alors un module quadratique (P^, Q,), où P., est projectif
de type fini, tel .que

C (Pi, Qi) (g) C (P., Q,) - C (Pi, Qi) (g) C (P,, Q,).
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En effet, on sait (cf. § 9, n° 1) que si Pi est de rang pair, l'ensemble
X(C(Pi, Qi)) est un module projectif de rang i contenu dans Co(Pi, Qi),
car localement, X(C(Pi, Qi)) est libre de rang i.

Dans C(Pi ,Qi)0C(P2, Q^), X(C(Pi, Qi)) commute avec P,, car
X(C(Pi, Qi)) CCo(Pi , Qi). Étant donné que Pa est projectif, donc plat,
la suite exacte o --> X(C(Pi, Qi)) -^ C(Pi, Qi) nous donne la suite exacte

o-^X(C(P^QO)(g)^P,-^C(P, ,QO^P, .

D'autre part, C(Pi, Qi) projectif et la suite exacte o —^ Pa -^ C(P2, Q'j)
entraînent que la suite

o-^G(Pi, Qi)(g)AP2->C(Pi, Qi)(g)C(P^ Q.)

est aussi exacte. Etant donné que, comme modules, (^) = (^), on a

X ( C ( P i , Q i ) ) ( g ) A P - 2 C C ( P , , Q O ( g ) C ( P ^ Q,).

Soit P.^= X(C(Pi, Q-i)) 0^2. Si ^GPa , on va montrer que z^eA. Loca-
lement, on peut écrire z==x(^)y, avec xç. X(C(Pi, Qi)) et yGP^. On a
zsî=xeîy{i une fois que X(C(Pi, Qi)) commute avec Pa et a^çA, yl= Q2(î/).
Alors zçP'^^z^çA. définit une forme quadratique Q^ sur P^ et l'injection
de P^ dans C(Pi , Qi)0C(P2, Q2) définit un homomorphisme

N C (P,, Q, ) -> C (P,, Qi) (g) G (?„ Q,).

Si ^ePi, î/eP,,
y=^Xi(^yi^-=^Xiyi\ et ^^-j^ =—^^-^j,=^^^j,,

i \ i ] • i i i

c'est-à-dire, Pi commute avec P^. Donc, C(Pi, Qi) commute avec C(P^, QJ
et ceci induit un homomorphisme

C (Pi, Qi) (g) C (P,, Q,) -^ G (P,, Qi) (g) G (?„ Q.).

Pour voir qu'il s'agit d'un isomorphisme, il suffit de le vérifier localement.

6. ALGÈBRES DE CLIFFORD SÉPARABLES. — Soient A un anneau commu-
tatif à élément unité, B une A-algèbre et B° la A-algèbre opposée.
Si B^^B^^a0 désigne l'algèbre enveloppante de B, on peut établir
sur B une structure de B^-module d'une façon naturelle en posant
{x 0 y) b = xby, quels que soient xçB, î /€B° et &eB. On dira que B
est une A.-algèbre séparable si B est un B^-module projectif. Si [̂  : B^—^B
désigne la multiplication dans B, ceci équivaut encore à dire que Ker([JL)
est un facteur direct de la A-algèbre B6. De plus, B séparable équivaut
à dire qu'il existe un idempotent eêB6 tel que j^ (e)=i et Ker([^)e = o.

THÉORÈME 5. — Toute algèbre de Clifford Sun A-module projectif de
type fini P est séparable.
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En effet, soient Q la forme quadratique sur P et ^ la forme bilinéaire
associée à Q. De plus, désignons par p-: C(P, Q)6—^ C(P, Q) la multi-
plication dans C(P, Q).

Cas local. — Supposons que A soit local d'idéal maximal m, donc P
est libre et soit {êi, . . ., en} une base de P sur A.

(1) Si le rang de P est égal à i, C(P, Q) est une A-algèbre commutative
et e\= Q(^i) est inversible dans A. D'autre part, d'après le lemme 3, 2^ m.
En prenant

^= I f I (g) ï+7——T^®^eC(P,Q)(g)C(P,Q) ,
2 \ Y Ve ' ! / /

on voit que e(î= e et ^(e) = i.
(2) Supposons que le rang de P soit égal à 2. Le déterminant

de $, dét(^) === 40(^1) 0 ( ^ 2 ) — ^ ( ^ i ? ^)2 est inversible dans A et en
prenant

e=— j—^ (^•2(g)^,+<I>((?i, e._)e.^e,

- Q (e,) e,(^e, - Q (e,) e, (g) e, - Q {e,) Q (e,) i (g) i) € C (P, Q)'1,

on vérifie que e~= e et p.(e)==i.

(3) Si le rang de P est n, on procède par récurrence sur n. On sait
(cf. § 3) que P admet une décomposition orthogonale P = = P i ^ P 2 tel
que Pi soit de rang 2 et Pa de rang n — 2. Donc,

G (P, Q) = C (P^ Qi) (g) G (P,, Q,),

où Qi== Q]p, {i = i, 2). Le théorème Çf) = (^) nous montre qu'il existe
une forme quadratique Q^ sur P^ telle que C(P, Q) == C(Pi, Qi) 0 C(P2, QJ
et, puisque C(Pi, Qi) est séparable, d'après le cas (2), alors C(P, Q) est
aussi séparable, car C(Pa, Qa) est séparable par l'hypothèse de réôurrence.

Le cas global. — Nous allons supposer maintenant que A soit un anneau
non nécessairement local. Le passage du local au global résulte des deux
lemmes suivants :

LEMME 5. — Soient B un anneau, A un sous-anneau de B(AcB) ayant
la même unité que B et contenu dans le centre de B (A C Z(B)) et M un Tî-module
de présentation finie. Alors, M est îî-projectif si et seulement si M^ est
B^-projectif pour tout idéal maximal m de A.

En effet, on remarque tout d'abord que, puisque M est de présentation
finie, projectif équivaut à plat.

Supposons que M.^_ soit B^-projectif pour tout idéal maximal m de A.
Pour tout B-module N de présentation finie, on a

(Tor" (M, N) ) (g)AA^= Tor^ (M^, N^) == o,
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OU

B^==B0AA_^ et M^_:=M(g)AA^.

Ceci étant vrai pour tout idéal maximal m de A, le lemme de globali-
sation nous dit que Tor^M, N) = o et ceci encore étant vrai pour tout
B-module de présentation finie N, on en conclut que M est plat.

Dans l'autre sens, le lemme est trivial.

LEMME 6. — Soient A un anneau commutatif à élément unité et C une
K-algèbre de type fini. Si, pour tout idéal maximal m de A, C//, est une
A.^-algèbre séparable, alors C est une A-algèbre séparable.

En effet, désignons par C° la A-algèbre opposée de C et par 0e = C(g)^C°
la A-algèbre enveloppante de C. Or, C est séparable si et seulement si C
est un (P-module projectif. D'autre part, AcZ(C6) et C est un (^-module de
présentation finie. Le lemme 5 nous dit alors que C est une A-algèbre
séparable.

Ceci achève la démonstration du théorème 5.

7. LE GROUPE G (A). — Soient A un anneau, U(A) le groupe multi-
plicatif des éléments inversibles de A et posons

A°= \œ\œç.h, i — 4 ^ € U ( A ) j..

Si a, b € A°, on pose aoh=a-\-b— [\ab et, puisque

i - ^ ( a o b ) =(ï—^a) ( i—4^ )eU(A ) ,

l'application
A.0 x ^-> A.\

(^2, b) v-> a o b

définit sur A° une structure de groupe abélien.
On va définir sur A° une relation d'équivalence en posant a^b,

pour a, &eA°, si et seulement si, il existe un élément xçA. tel que
b = a — {x2 — x) (i — 4^). Il s'agit bien d'une relation d'équivalence
sur A° et désignons par G (A) le quotient de A° par cette relation d'équi-
valence. Par passage au quotient, on définit sur G(A) une structure de
groupe abélien.

Considérons maintenant l'application composée

a : A°-> U (A) -. U (A)/U2 (A)

définie par x ^-> i — [\x ̂  i — ^x, où i — [\x désigne la classe de
i — 4 ^ module U2 (A). Si xr^jy, il existe un élément cçA. tel que
i — 2 c € U ( A ) et y=a— {c2 — c) ( i — 4 a ) . Donc,

i — 4j== (i — 2c) 2 (i — 4^)
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et ceci nous montre que a(rc) = ^î/)? c'est-à-dire que a est constante sur
chaque classe d'équivalence. Par passage au quotient, on définit un homo-
morphisme de groupes abéliens, noté encore a,

a : G (A) -^(AYU^A)

tel que le diagramme
A° ———> IJ (A)

t ^aG (A)—^(AVU^A)

soit commutatif. La relation i — 4 ( ^ ° & ) = ( i — 4 ^ 0 ( 1 — 4 ^ ) nous montre,
évidemment, que a est un homomorphisme de groupes.

LEMME 7. — Si 2 est inversible dans Vanneau A, Vhomomorphisme
a : G (A) ->V ÇA) IV^ÇA) ̂  un isomorphisme de groupes abéliens.

En effet, si a(^) == a (y), avec ï, y€G(A), ceci équivaut à l'existence d'un

élément c€U(A) tel que i — [ \ x = c^d — 4 y). Si l'on prend z = - ( i — c ) ,
2

on a
x=y- ( z ^ - z ) (1-4.7),

c'est-à-dire, x^y^ ou encore x=y. Ceci nous montre que a est injectif.

Prenons maintenant xçV{A.) IV^ÇA) et soit y = - , { ï — x ) . Il s'ensuit

immédiatement que î/€A° et que oi(y)=x. Donc a est surjectif.

LEMME 8. — Si 2=0, A^A-^- ^ G(A)==A- + - / {a ; 2 —rc} , où [ x ^ — x }
désigne le sous-groupe de A^ engendré par le x1 — rr, x parcourant A^, et où A^
est le groupe additif de A.

En effet, pour tout açA, i — l\a = i çU(A), donc A0^^"^ De plus,
aob = a-}- b, a et b parcourant A. Donc, G (A) == A^rc2— x}.

Remarque. — Les lemmes 7 et 8 sont étudiés par Wall {cf. [6]) et corres-
pondent respectivement aux cas où A est un corps de caractéristique 7^ 2
et = 2, respectivement.

LEMME 9. — G est un fondeur cowriant défini dans la catégorie des
anneaux commutatifs à élément unité à valeurs dans la catégorie des groupes
abéliens.

Trivial.
On remarque finalement que, dans le groupe G(A), tout élément est

d'ordre 2. En effet, 0 0 0 = 2 0 — ( 2 a ) 2 , donc aoa^o.

8. LE GROUPE DES CLASSES D'ALGÈBRES DE CLIFFORD. — Soient A UU

anneau local, (P, Q) un module quadratique où P est un A-module projectif
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et supposons qu'il existe deux modules projectifs Pi et Ps tels que
C(P, Q) ̂ End^PiO Pa) soit un isomorphisme de A-algèbres graduées,
la graduation sur End^Pi® Pa) étant donnée par y(Co) (Pi) = Pi (i = i, 2)
et y(Ci) (Pi) = Py (i^j, i , j== i,.2). Il en résulte que Pi et Pa sont
isomorphes.

En effet, il existe un a € P tel que a2 € A soit inversible dans A. Les

applications linéaires a : Pi -> Pa et -3 a : Ps—^Pi sont des isomorphismes
réciproques.

De plus, on voit que C(P, Q) est nécessairement de rang pair. On va
désigner par '§ V ensemble de telles algèbres de Clifford.

LEMME 10. — Si C(P,Q)€S, alors C(P, Q) admet une décomposition
C(P, Q) = 0C(Pi, Qi), où chaque Pi est projectif de rang 2 et C(P^ Q,)eS
pour tout i.

En effet, il existe deux modules projectifs isomorphes Vi^Va tels que
C(P, Q) ̂  End^Vi® Vs) (isomorphisme de A-algèbres graduées). Soient
{ u i , . . ., Un} une base de Vi sur A et { ^ i , . . ., ^n} une base de Va sur A.
Si l'on pose

P,== .j a | a€ P, a (^-) == 7^, a (r,) = ̂ ,

a(^) ==a(c/) ==o s iy^/( / ,y=i , . . ., n), À, fJ.eA },

alors Pi est projectif de rang 2 engendré par ao (X == i, ^ === o) et
a^ (X == o, ^ == i). De plus, a; = a^ == o et ao a^ 4- a! ao = i.

Soient Qi == Q p, et O^ la forme bilinéaire associée à Qi. La matrice
de $, dans la base { a o , a ^ } est ( ° I ). D'autre part, P admet une décom-

position orthogonale P = Q) Pf. Donc,

-C(P ,Q)=®C(P , ,Q , ) .

LEMME 11. — Soient (P, Q) un module quadratique, où P est projectif
et C(P',Q')€S. Alors

C(P, Q) êcœ', Q ' ) =C(P, Q) (^(P-, Q^).

En effet, d'après le lemme 10, il suffit de faire la démonstration dans
le cas où le rang de P' est égal à 2. Si $' est la forme bilinéaire associée

à la forme quadratique sur P', on sait que la matrice de $' est ( ),

donc dét($') =—i. D'après le théorème (^)===(^), on a

C(P,Q)(8)C(P / ,Q / )=C(P, -dé t (< ï» / )Q) (g)C(P / ,Q / )=C(P,Q)0C(P / ,Q / ) .
LEMME 12. — L^ensemble S est fermé par V opération de produit tensoriel

gradué.
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Démontrons que si C, C'çS, alors C(^)C'€S. On peut écrire

C = EndA (Vi© V,) et C' = End,, (V, © V,)

et, d'après le lemme 10, on peut supposer que Vi et V.j soient de rang i.
Si l'on pose

Pi = Vi (g) V\ (g) V, et P, == V, (g) V, (g) V,,

on a C (g) C' = End^PiQP,). .Soient, d'autre part, C = C ( P , Q ) et
C'= C(P', Q'), où P est projectif de rang 2. Si l'on désigne par <î> la forme
bilinéaire associée à la forme quadratique Q, on a

G (g) C'^ C (P ® P^ Q © (V) = G (P, Q) (g) G (P^ - dét (<î>) (Y) = G (P, Q) 0 G (P\ Q'),

car dét ((&)=-!. L'application P © P'-> C(P, Q) (g) C(P', - détWQ')
définie par (^ ,o)^>^(g) i échange V, et V^ et conserve les V j (1=1,2).
Donc, elle échange Pi et P^. Donc, si Cy (resp. C i ) désigne le module des
éléments homogènes de degré o (resp. i) de G, Cu(^)i conserve Pi et P.^
et Ci(g)i échange P, et P,. Puisque OeCo(g)i | 0 2 = — d é t ( ^ > ) ; cf.
théor. (^)==(^)], 0 conserve Pi et Py. D'autre part, considérons l'appli-
cation P®P' -C(P,Q)(g)C(P' , -dét(<Ï>)Q') définie par (o, y) ̂  0(i(g)y).
Cette application conserve les V, (1=1,2) et échange V, et V,. Donc,
i0 Co échange Pi et P.» et i(^)Ci conserve Pi et Py. Conclusion,

(G (g) (7)o= Co® Go © Ci(g) G,
conserve Pi et P'j et

(G (g) C')^ Go(g) G, © Ci (g) C,

échange Pi et P.j. Le lemme est démontré.

On définit maintenant sur l'ensemble C? des classes d'isomorphismes
(gradués) d'algèbres de Clifîord une relation d'équivalence, à savoir :
si Ci et Cs sont deux algèbres de Clifîord, on dira que Ci est équivalente
à C^Ci^C.j), s'il existe des éléments C',, C,€S tels que Ci(^) C^ €2^) C,
(isomorphisme d'algèbres graduées). Il s'agit bien d'une relation d'équi-
valence sur C et soit ^C(A) l'ensemble des classes d'équivalence. On va
montrer que X(A) est muni d'une structure naturelle de groupe abélien,
l'opération de groupe étant induite par le produit tensoriel gradué.

Toutes les propriétés de groupes sont évidentes, sauf l'existence de
l'inverse.

Cela résulte du lemme suivant :

LEMME 13. — Pour tout module quadratique (P, Q), où P est un ^.-module
projectif^ il existe un module quadratique (P', Q') avec P' projectif tel que
cœ^êc^Q^.

Ann. Éc. Norm., (4), 1. — FASC. 2. 37



•290 A. M1CALI ET 0. E. VILLAMAYOR.

Il suffit d'envisager les cas où le rang dç P est égal à i si 7 € A, et celui

où il est égal à 2 si -^ A.

(i) Le rang de P est égal a i. En particulier, - eA et considérons l'algèbre
de Clifford

G = G (P, ()) (g) G (P, - Q) = G (P © P, Q ® - Q).

On va montrer que C€S\ Puisque P(])P est libre de rang 2, désignons
par j ^ i , e^} une base de celui-ci sur A. On a

e\ == a ç A, e\ == — a ç A- et e^ e.^ 4- e.^ e^ == o.

Donc, [ci e^Y === a2. Considérons dans C les idempotents orthogonaux

I / ' ï \ ï ( T \
^=^i+^^ et ..,=^1-^^

avec e n 4 - ^ 2 2 = = i . On voit que en est un élément homogène de degré o
de C et que V = = C e n est un A-module projectif, donc libre. C'est un
idéal homogène de C et, par suite, V = = = V o © V i avec Vo== VnCo='Coen
et Vi = VnCi== Ci^n. Montrons que Vo== Aen. En effet, Co est engendré
par i et e^e^ et (êj e^) ê j i = aen. Donc, Vo==Aen . Puisque Ci est engendré
par e\ et e^ et ey en = e^ en, on a V i = = A e i e n . On définit maintenant une
application y : C --̂  Hom^(V, V) en posant y(c) (^) = c.r, pour tout
(c, n;) € C X V (on remarque que si x € V, alors x = xe^, donc c^ == c^ei i € V).
Il est clair que y est un A-homomorphisme, car Z(C) == A. Montrons que Y
est un épimorphisme. Soit a : V -^ V un endomorphisme de V et soient
a(^n) ==== X^n et a(^i ^11) == ;^^n, avec X, [^€A. On vérifie immédia-
tement que

/, i \
a:=Yp^n+ ^.^1^2 1 .

Ceci nous montre que y est un épimorphisme. Puisque C et Hom^V, V)
sont des A-modules projectifs de rang 4? Y est un isomorphisme.

D'autre part, étant donné que V = = V o ® V i , alors

Y ( G o ) | v o : Vo^Vo. ï (Co )k : V^V^

ï ( Ci ) | vo : Vo -> V, et ï ( Ci ) | y, : V, ->- Vo.

Avant de passer au cas où 7^ A, on va démontrer le lemme suivant :

LEMME 14. — Le produit tensoriel non gradué C(P, Q)0C(P, Q), où P
est un A-module projectif de rang pair^ est Valgèbre d^endomorphismes d^un
module projectif^ à savoir^ C(P, Q) lui-même.
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En efîet, on sait que si B est une A-algèbre (A non nécessairement
local) centrale et séparable et si B° est l'algèbre opposée de B, alors
B(g),B°== Hom^(B,B). L'application T(P) --> -T(P) , donnée par

•̂1 (g . . . (g) ^'n H^ ^/,(g) . . . (g ^'1,

définit un anti-automorphisme homogène de l'algèbre tensorielle T(P),
lequel induit sur C(P, Q) un anti-automorphisme. Donc, un isomorphisme
C(P, Q)^C(P, Q)°. On a ainsi

G (P, Q) (g) G (P, Q) = G (P, Q) (g) G (P, Q)°== Hom., (G (P, Q), G (P, Q) ). •

(ii) -<ÇA, donc le rang de P peut être supposé égal à 2. Soit [ei, e ^ } une

base de P sur A, e\ = a, e\ = b, ^(^i, ^2) = t et A ==-: détf^), donc ( est
inversible dans A. Soit

C(P, Q ) = G ( P , Q ) '(g) G (P, - AQ) (g) G (P, - Q) (g) G (P, AQ) .
On a

G(P, Q) = G (P, Q) (g) ( G (P, Q) (g) G ( P , ^ Q) (g) G (P, - Q)^

=C(P,Q)(g)C(P ,Q)(g) (c (P , -^Q N )®C( 'P^Q' )^

= G ( P , Q ) ( g ) C ( P , Q ) ( g ) ( G ( P , - Q ) ( g ) C ( P , A Q ) ) ,

car, pour tout ce A inversible, C(P, Q) ^C(P, c'^Q) par l'application
x\->cx, pour tout xçP. Donc,

C(P, Q) = (G (P, Q) (g G (P, Q) ) (g) (G (P, - Q) (g G (P, - Q) ).

Ceci nous montre que C(P, Q) est un produit tensoriel non gradué d'algèbres
de matrices, donc une algèbre de matrices. On peut donc écrire

C ( P , Q ) = H o m A ( V , V ) ,
où V est projectif.

D'autre part, si l'on prend

^i e G (P, Q) (g) G (P, - Q) et u, e G (P, AQ) (g) G (P, - AQ)

vérifiant
Ui{x (g i ) 4- {x (g) i ) Ui= x (g) i,
;/, ( i (g) x) + ( i (g) œ) Ui= ï (g) x (i == i, 2 ) ,

pour tout rcçP, alors e = Ui + ^ 2 — l u ^ u ^ vérifie aussi .re -1- ex -==- x pour
tout xçP. De plus, u^ == u, (i == i, 2) entraîne e2:^ e. si l'on choisit

M,l== ———- — ^ ( ^i 6<,(g) I — I (g) (?i 6^ + - (6<, 6^(g) 6^1 ̂ ) ),

^.ab \ ( _ 9, \
//, = -̂ - — ^ ( 6- -, e; (g) i — i (g) <-, ^, 4- ^ ( ̂ , ^2 (g e, ^, ) j ,

les propriétés ci-dessus sont vérifiées.
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Soient V i = = e ( V ) et V 2 = = ( i — e ) V . Alors, pour tout xçP,

^(Vi)cV.,, ^(V,)cVi,

donc

C,,(P,Q): V^V, (^y;^/=i,.)

et Co(P, Q) : V,-^V, (i= i, 2). Ceci nous montre que C(P, Q)eS.

9. CLASSIFICATION DES ALGÈBRES DE CLIFFORD DE RANG PAIR. — 1° CdS

local. Les ensembles X et Y. — (i) Les ensembles X et Y. — Soient A un
anneau local et P un A-module libre de rang fini et C(P, Q) son algèbre
de Clifïord, où Q : P -^ A est une forme quadratique sur P.

Posons : .
X(G(P, Q))= ;^ | jeC(P, Q),^+^=o, \fzçP},

Y ( G ( P , Q ) ) = i ^ | j e C ( P , Q ) , ^ + ^ = ^ v ^ P i .

Les résultats suivants sont triviaux :

(i) si xç. X, a^çA;
(ii) si î/eY, î y — î / ' e A ;
(iii) si î / i , 2 / 2 € Y , î / i — 2 / , € X ;
(iv) si î/eY, 2 î / - i €X;
(v) si x, î /€X, xyçA',
(vi) si rcçX et ^2eU(A), alors a; engendre X en tant que A-module.

En effet, si ^eU(A), il existe un élément tçA. tel que ^==1. Donc,
si î/eX, on a y == tyx1 = t[yx)x et comme yxçA, alors ((î/^)€A.

(ii) Les ensembles X ^ Y cîan^ fc ca5 rfe ra/zg 2. — Soit P un A-module
libre de rang 2, Ci== P, soient { ^ i , e.j} une base de P sur A et $ la forme
bilinéaire associée à Q. Si y€Y, posons y = y ^ - } - y ^ avec î /o€Co et
2/ ieCi(=P). Pour tout z€P, on doit avoir

.3==r^4-^j=(j-o^+-3j'o) 4- (ji^+^ji).

Donc
jo ̂  4- ^yo == ^ et y-i .̂  + ^j'i == o.

D'autre part, <&(js, y^ =yiZ + ^î/i = o pour tout z€P et comme ^ est
non dégénérée, il s'ensuit que yi === o. Ceci nous montre que YcCo; une
base de Co sur A est formée par { i, e^ e^}. Donc, tout élément î /€Y s'écrit
sous la forme y = Oo + a^e^ e^y avec a o , a i € A . On voit que

e\ = r<°i 4- Ci v == ( 2 ^o + ^i <Ï> ( ̂ i, <°.2 ) ) (°i

et
^ = j^ 4- ^.^y = ( 2 Oo 4- ai <Ï> ( ei, .̂̂  ) ) 6^.
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Donc, dans l'un ou l'autre cas, on a

(*) 2^o+^i €>(^ , ^) ==I .

Réciproquement, cette condition entraîne, pour tout y-= a^-{-a^e^e^
avec ao , a i€A, que î/€Y.

La condition (*) est vérifiée dans les cas suivants :

(i) si - €A, en prenant a^= - (i — ai $(ei, e^ ) ) ;

(ii) si - ̂ A, c'est-à-dire, si 2 est dans l'idéal maximal de A, alors $(^4, e^}

doit être inversible. En effet, ceci est une condition nécessaire et suffi-
sante pour que dét($) = [\e\ e\ — ^(^i, e.j)2 soit inversible. Dans ce cas,
on prend alors

a^^^(l~ïao)'

On remarque encore qu'il existe un élément î/CîY, y = Oo+ a^ei e^
avec ai inversible. Posons alors x=iy—i(rrçX); on a ainsi

^- == i -4- 4 (j2 — j) == i + 4 (^S — ^o — ̂  e'f ej ),

une fois que (iAr) est vérifiée. Si l'on désigne par dét($) == L\e\ e\ — ^{e^ e'j)2

le déterminant de $, d'après (*) on a encore

^^—^déH^).

Etant donné qu'on a pris ai inversible dans A, x2 est aussi inversible
et x=iy—i est donc un générateur de X; X est ainsi un A-module
libre.

(iii) Les ensembles X et Y dans le cas de rang > 2. — Soit maintenant P
un A-module libre de rang pair égal à 2n, n^i. Il existe alors une décom-

n
position orthogonale P===^P, où chaque P, est projectif de rang 2.

Z=1

II s'ensuit que C(P, Q) = (g) C(P/, Q,). Montrons qu'il existe toujours un

élément î /€Y tel que [iy — i)2 soit inversible, donc que iy — i engendre X
comme A-module. Pour cela, on procède par récurrence sur n et il suffira
donc de supposer n = = 2 . Soient alors î/,€C(P^ Q^) (i = i, 2) tels que
yiZ-{-zyi=z pour tout zGPi {i = i, 2). Si l'on prend

il s'ensuit que
J ^ J l ^ l + I ® ^ — — 2Jl(g)j2,

J (^ (g ) i )+ (^ (g) i ) j=^(g) i , V ^ € P i ,

7 ( 1 ® ^ ) 4- ( i ^ t ) y = i (g) t, V tçP,.
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Ceci nous montre ainsi que î/€Y. D'autre part, étant donné que
I _ 2 J = : ( l — 2 J i ) (g) ( I — 2 J 2 ) ,

il en résulte que
(l - 2J)2^ (I - 2Ji)2 (I - 2j2)2

est inversible. On remarque que y , (resp. y ^ ) est de degré o dans C(Pi, Qi)
[resp. C(P,,Q,)].

(iv) U homomorphisme © : ^€o(A) -> G (A). — Puisque S ne contient
que des algèbres de Clifîord de modules projectifs de rang pair, les classes
d'équivalence de 9€ (A) peuvent être classifiées par le rang module 2
autrement dit, il existe un homomorphisme de groupes 9€(A) --> Z/(2).
L'ensemble ^o (A) des classes de rang pair est ainsi un sous-groupe
de ^C(A); ^-o(A) est le noyau de <?C(A)->Z/(2) .

Soient C = = C ( P , Q ) une algèbre de Clifîord de rang pair et u€Y tel
que ( i — 2 u ) 2 soit inversible. Posons z=u—ueî. On sait déjà que zçA.
et, puisque i — ^z = (i — 2u) 2 €U(A), alors jseA0. Désignons alors
par ©o(C) la classe de z dans G (A). Montrons que l'élément ©o(C) est
bien défini. En effet, si pçY est tel que ( i — 2^)2 soit inversible, il existe
un élément c€A tel que ^ — u = c ( i — 2 u ) , car 1 — 2 ^ engendre le
A-module X. On en déduit que

^ — ^ 2 = = ( M — ^ 2 ) + ( ^ — ^ ) ( I — 4 ( ^ — ^ - ) ) et I — 2 ^ = : ( l — 2 C - ) ( l — 2 ^ ) . .

Donc, i — 2 c est inversible, ce qui entraîne que y—^^u—u\ Ceci
nous montre que ©o(C) est bien défini. Si C = Ci (g) €3, en prenant

^=^i (g) i4- i (g)^— 2^(g)^2, avec ^eQ ( / = i , 2 ) ,
on a

U—l^-= (U,—^) + (U^—UI) — 4 ( ^ — ^ 2 ) ( / /2—^|) == (U,—U^) o (^-M::),

c'est-à-dire -
®o(C, (g) C,) == ©o (Ci) + ©o (CQ.

Pour voir que ©o induit un homomorphisme 0 : ̂ o(A) ->- G(A), il suffit
de voir que si C(P, Q) est un zéro dans ^C(A), alors ©o(C(P, Q) === o.
En effet, si C(P, Q) est un zéro dans ff€, alors il existe un A-module
projectif V tel que

C(P, Q) ̂  HomA(V©V, V^V).

Si l'on écrit comme matrices, on a

C(P,Q)^ ^\ avec B=Hom^(V/V).

Les éléments de degré o (resp. i) de C(P, Q) sont de la forme ( B °}
r / o B\-] ^ 0 B^
I^P- (B o)J-
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Soit u€C(P, Q) un élément correspondant à la projection de V ® V
dans son premier facteur. Pour tout a e P, on a

a(^, o) == (o, a (^ ) ) et a (o, ^) = (a (r), o).

Donc,
a ^(^, o) = a (^), ^ a (F, o) = o, a ̂  (o, r) == o

et ua(o, ^) = a(^). Ceci nous montre que
(a^+^a) ((7, o) =a(^ o) et (a^+ î/a) (o, ^) == a (o, ^).

Donc,
( a ^ + ^ a ) (^i, ^.2) ==a(( ' i , ^2) quel que soit (^i, ^ ) e V © V ,

c'est-à-dire, au + ua == a pour tout a6=P. D'autre part, étant donné que u
est une projection, u == u2 et (i — iuY= i. Donc, ©o(C(P,Q)) == u— u2=o.

On considère maintenant l'application composée '

W : ^Co (A) -^ G (A) ->• U (A)/U2 (A)

définie par C i - > z ^ i — 4 ^ ? °ù ^ barre désigne la classe de i — 4 ^
modulo U^A) et ^== u — u2. C'est évident que W est un homomorphisme
de groupes, car

Ci (g) C.2^-> Si 0 3.2l-> (l — 'ÎU^Y (l —— '2 / /2) ' 2 ,

une fois que i — 4z = (i — 2u)2 eU(A). Donc

W(Ci(g)C,)=W(Ci)W(C,).

Si le rang de P est égal à 2, soient [ e ^ e ^ } une base de P sur A et
^=00+016^2 avec Oo, ai€ A, ai inversible dans A et i — 200== ai ^(ei,^).
Si l'on pose z = u — u2, on a

i - 4^ = ci\ (€> (^i, ̂ )2- 4^ ^i) =- ̂ A.

Donc, i — 4z = — A. On voit ainsi que W ( C ) = — A . Étant donné que W
est un homomorphisme de groupes et que le déterminant de la forme
quadratique correspondant à une somme orthogonale de modules quadra-
tiques est le produit des déterminants des formes quadratiques de chaque
facteur, il en résulte que pour toute algèbre de Clifford C, d'un module

«(«-+-1) _
projectif de rang n, W ( C ) = ( — i ) '2 A, où A est le déterminant de la
forme bilinéaire symétrique associée à C.

LEMME 15. — Soit A un anneau local. Alors, Vhomomorphisme
© : ^o(A) -> G(A) est surjectif.

En effet, soit JS€A°, c'est-à-dire z€A et i — 4 z € U ( A ) . On définit une
forme quadratique Q sur un module libre L de rang 2 ayant { u i . U s }
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comme base, par Q(u,)=z, Q(u,)=i et ^(u,, u.) = i. La matrice de <&

( 2 ,S 1 \
est ^ ^J, donc dét($) = — (i — 4^). Ceci nous montre que dét(<E) € U(A).

Si l'on prend t= u, u,eC(L, Q), on vérifie immédiatement que
Uit^- tUi=. U , - ( f = ï , 2 ) ,

donc ^eY(C). De plus, (i - 2^= (i - 2u, u^= j - ̂  est inversible
dans A et t — t^ = z. Ceci nous montre que ©o(C(L, Q)) == z.

LEMMEJLG. — Soient A un anneau local et C une A-algèbre de Clifford.
Alors, ©(C)=o si et seulement si, il existe un idempotent e€Y(C) et, dans
ce cas, les seuls idempotents dans Y(C) sont e et i — e.

Soit, en effet, y € Y (C) tel que (i - iyY çU(A). La condition ©(c) = o,
où C est la classe de C dans ^£o(A), entraîne y — y ' - ^ o . Ceci nous montre
qu'il existe un élément c€A tel que

(J -J2) + (c - c2) (i - 4 (j-r2) ) = o.

Soit e = î / + c ( i — 2 î / ) . Comme i — 2 î / e X ( C ) , alors ^€Y(C) e t e — e ' = o .
La réciproque est évidente.

Démontrons maintenant que les seuls idempotents dans Y(C) sont e
et ï — e . Si y=x-[- c{i — ix}, alors

y2^^2-^ ^-(i — a^)9^- ^^(i_ 2 ^ ) ^
donc

y — y'= (^—.-y2) + ( c — ^ ) ( i — 2^)2 .
Si ^ = r K 2 et y=y1, il en résulte c=c1, donc, puisque A est local, c=o
ou c = = i . Ceci nous montre que y == x ou y = i — x.

2° Ca5 gZoW. Le groupe F (A). — Soient A un anneau (non nécessai-
rement local), Spec(A) son spectre premier, ç7(A) le faisceau défini loca-
lement par les G(A/.), p€Spec(A), et r(A) le groupe des sections globales
de ^(A).

Si C est une A-algèbre de Clifîord, pour tout élément p€Spec(A), on fait
correspondre, moyennement C,, un élément de G (A/.) de façon continue.
Ceci veut dire que cette application est définie dans un voisinage de p ,
donc qu'elle définit une section globale, c'est-à-dire un élément de F(A).

L'application 5Co(A)->r(A) est un homomorphisme de groupes, car il
l'est dans chaque localisation et à cause des propriétés fonctorielles de X
et F.

LEMME 17. — U homomorphisme © : ^o(A) -> T(A) est surjectif.

Soit yer(A). Il existe un recouvrement { U , } de Spec(A), et l'on peut
même supposer que les U, soient des ouverts affines isomorphes à Spec(A,),
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A, désignant l'anneau des coordonnées de U/, et des éléments z,€G(A,)
tels que y ^== zi pour tout i. Soit z,eA° un représentant de ^. Sur chaque
ouvert U( on définit un module quadratique comme dans le cas local,
c'est-à-dire un module libre de rang 2 ayant \Ui^u^\ comme base et
tel que

Qi(Uu) ==^ Q.(^2)=I , <M^ ^••2) =1-

Dans U / n U / on a Z i ^ z / y donc il existe des éléments c/:/çA tels que

3/=.G/+ ( c / /— ^y) ( 1 — 4 ^ ) .
L'application

//-yi h> (l — ÏC i j ) ?//-i + ̂ /^o,

l l j - î ^-> ï'iî

définit un isomorphisme de modules quadratiques et, de plus,

s /=3/+(<- / /—<•}/ ) ( i — 4 . ^ ) •
On peut donc prendre

( ' i l = ̂ i j + C j l — ï Cij C - j i

et les matrices de changement de base vérifient

/ l — 2 Cjf 0 \ / 1 — 2 C,, 0 \ __ / 1 — 2 Cu 0 \

Y cjl lA ^7 ' / V ^ I /

Dans le but de définir un module quadratique sur Spec(A) (donc, sur A),
on doit choisir les c,/ convenablement. En effet, de l'équation

3/:=^+ (^7—^7) (T — 4^)

on déduit qu'il existe deux solutions possibles c^ et c\^ telles que ^1)-)- 0^= i.
Si l'on écrit les intersections non vides U / n U / ( i < < ^ ) dans l'ordre lexico-
graphique, on choisit arbitrairement les c,/, sauf dans le cas où il existe
un indice l tel que eu et c// sont déjà définis et dans ce cas, on prend

Cij =: ça + cij — 2 eu c i / .

Dans tous les cas, Cji= cij (i —2c/:/)~1. On définit ainsi un module
quadratique (P, Q) tel que ©o(C(P, Q)) = y, une fois que, localement,
©o(C(P/-, Q,)) = z, (cf. lemme 15).

Soit maintenant N0= Ker(©). D'après le lemme 16, Ce No si et seule-
ment si pour chaque idéal maximal p de A, il existe un idempotent e?
dans Y(C^). Un tel élément est caractérisé par les conditions epZ-}-ze^=z
pour tout z € P/. et e~p_ = ep. Si l'on prend une base locale de P, les conditions
ci-dessus se réduisent à un nombre fini d'entre elles, donc l'élément e?
caractérise C/ pour tout q dans un voisinage de p, qu'on appelle Vp.
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D'après la deuxième partie du lemme 16, si e? est l'idempotent défini
dans V^ et eq celui défini dans Vy, alors dans V^nVy on a nécessai-
rement €p=e^ ou ep= ï — e ^ . Si l'on fait correspondre la valeur i dans
le cas où ep= ï — e q _ et o dans le cas où ep= eq, on obtient un i-cocycle
de Spec(A) à coefficients dans Z/(2), donné par le recouvrement { V ^ } .
Deux cocycles équivalents représentent deux choix différents d'idem-
potents. On a donc une application W : N o — ^ H1 (Spec(A), Z/(2)). Montrons
que y est un homomorphisme de groupes. En effet, si ei et e^ sont deux
idempotents, l'idempotent correspondant au produit dans No est

e\ 0 ï + ï ÇQ e.i — 2 ̂  (g) ^2.

Si l'on change maintenant e^ en ï — e_>, l'idempotent devient

i ( g ) i — (6?i (g) i+i0 ^.2— 2 e.i (g) ^2)

et si l'on change ei en ï — ^i et ^2 en ï — ^2, l'idempotent produit est
encore

^101+10^2 — 2 Ci 0 ̂ .

Donc, le cocycle correspondant à un produit dans No est le produit des
cocycles.

Remarque. — On voit encore que Ce Ke^^F) == N si et seulement si
il existe un idempotent global en Y(C).

LEMME 18. — U homomorphisme

IF: No-^(Spec(A),Z/(2))

est surjectif.

Soit o'eH1 (Spec(A), Z/(2)) et a 'un cocycle qui représente 0'. On sait
que Œ est défini par un recouvrement { U ^ } d'ouverts affines et par des
éléments o',/€Z/(2) dans chaque intersection non vide U ^ n U / de telle
façon que ^ i / ~ } - (Jjl= ^u- On définit, sur chaque U,, un module libre M;
de rang 2 et ayant une base {uu^u^} et un isomorphisme p,, : M, "> M,
donné par

PV ( Uil ) = ^/l, PZ/ ( Ui2 ) == tl72 Si ^ij == 0

et
PV ( ̂ zl ) = l l j î , P^- ( Uiî ) == ^yl Si (7ij = ï .

Ceci définit, par recollement, un faisceau de modules sur Spec(A), donc un
module projectif M sur A. Soit C==End^(M).

Si l'on désigne par Co le sous-ensemble de C des éléments xçC qui,
localement, vérifient

x ( un ) ==: Ci i/^, x ( M;2 ) == d^ u^
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et par Ci le sous-ensemble de C formé des éléments rreC tels que, loca-
lement, on aitle ment, on ait

x ( un ) = hi iiiî, x ( ̂ 2 ) •===. li un,

alors il est évident que Co et Ci sont dessous-modules de C tels que
C o n C i = = { o } et Co-|-Ci==C, une fois que ceci est vrai localement.

Si l'on prend P == Ci, pour tout élément rrçP, on a

x1 ( un ) == x ( hi Ui.i ) == 1ii li Un,

x 1 ( u^ ) = x ( li un ) -== hi k Ui._,

donc ^2€A. De même, quels que soient x, î /€P, on a

(xy -4-J-c) (un) = (/^// + h, /<•) Un,

(xy-^yx} (^,) = (hil[ + h', 1,) u^

donc xy-{-yxGÂ.. On a défini ainsi une forme quadratique Q sur P telle
que C(P, Q) = C. Il est trivial de vérifier que V(C) === <7.

3° Le théorème de structure. — Soient A un anneau commutatif à élément
unité et considérons dans l'ensemble des A-algèbres centrales et sépa-
rables la relation d'équivalence suivante : si Bi et Bj sont deux telles
A-algèbres, on dira que Bi est équivalente à B>j, Bi^B^, s'il existe deux
A-modules projectifs Pi, P'j tels que

Bi(g)AEnd,(Pi)=B,(g)AEndA(P2).

On a bien une relation d'équivalence et désignons par c%(A) l'ensemble
des classes d'équivalence. On a sur (S (A) une structure naturelle de groupe
abélien qu'on appelle le groupe de Brauer de A.

Étant donné un élément de <?Co(A), on choisit un représentant C(P, Q)
et l'on sait déjà que C(P, Q) est une algèbre de Clifîord centrale et sépa-
rable. Donc, il lui correspond un élément dans le groupe de Brauer; cet
élément sera désigné par tô(C(P, Q)). On définit ainsi une application cS :
5^o (A) —^ d3(A) et l'on va montrer qu'elle est bien définie.

P.our cela, on va montrer que si C(P, Q)~C(P', Q7), alors

^(p^Qn^tô^p^o')) .
En effet, il suffit de supposer que

C(P', Q^C^P, Ç)(g)C(P\ Q'), avec C(P^ Q") € ̂ .

Puisque C^P', QQ = C(P, Q) (gX^P77, Q77), alors
^(P^ Q')) =d3(C(P, Q)) +d3(C(P^ (T))

et comme (^P77, Q77) €S, alors ^(P77, Q77)) = o,
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L'application ff> : ^o(A) -> d3(A) n'est pas un homomorphisme de
groupes car, en général, étant données deux algèbres de Clifîord C et C/,
C (g) C/ ̂  C (g) C'. On sait, toutefois, que si W(C) = i, alors C (g) (7 ̂  C (g) C7.
En particulier (c/'. lemme 18), la restriction de (.B à Ker(©) est un homo-
morphisme.

LEMME 19. — ^application tô |^ :No->tô(A) est un homomorphisme
de groupes.

D'après le théorème (g)==(g) (cas global),

C ( P i , Q i ) ( g ) C ( P , / Q , ) - C ( P ^ Q , ) ( g ) C ( P , , Q , ) ,

ou
P, == P,(g)AX(C (P,, Q,)) et Q. (j 0 x) = ̂  Q,(j)

pour tout î /ePa, pour tout rreX(C(Pi, Qi)). Si C(Pi, Qi)eN, il existe un
idempotent eçY(C(Pi, Qi)), et, puisque ( i—10)^=1^ alors X(C(Pi, Qi))
est un A-module libre de rang i engendré par x = i — l e . Donc P ^ = P Ï .
De plus, xtl=\ entraîne Qo==Q ( 2 de telle sorte que pour C ( P i , Q 4 ) e N o
on ait

C(P , ,Q i ) (g )C(P , ,Q , )=C(P^Q, ) (g )C(P , ,Q , ) .

Ceci nous montre que < ® | N o : No --> (^(A) est un bomomorphisme de groupes.

THÉORÈME 6. — Si CeN=Ker(T) et si tô(C)=o, alors Ce S.

En effet, si c0(C) == o, il existe un A-module projectif P tel que, en tant
qu'algèbres graduées, on a Fisomorphisme C ̂  HomA(P, P).

D'après la remarque delà page 298, on peut alors choisir u€Y(C) tel
que u = = u 2 . Posons P^=u(P) et P ^ = = ( i — u ) (P). On en déduit que
P=P^Q)P^ et, pour tout z€P, zu + uz = z entraîne zu=={ï—u)z.
Ainsi, tout élément de degré i de C, échange Pi et P-j, c'est-à-dire z : Pi ~> P^
et z : Pa-> Pi et les éléments de degré o, appliquent P, dans Pi {i= i, 2).
De plus, il existe un zçP avec $(z, z) inversible, $ étant la forme bilinéaire
associée à C. Cet élément z induit un isomorphisme z : Pi -> PL*. Ceci nous
montre que C est un zéro dans S€ (A).

COROLLAIRE. — C ̂ o^ C€2>.

En effet, si C^o, alors © ( C ) = = o et d3(C)=o et d'après le théo-
rème, Ceâ\ Dans l'autre sens, c'est vrai par définition.

LEMME 20. — Pour tout algèbre de Clifford C= C(P, Q), ©o(C(g)C)eN.

On remarque, tout d'abord, que si A est local et si (€Y(C), en prenant
y = t Ç ; ) ï - } - ï Ç ï ) t — < 2 t ( ^ ) t dans C (g) C, alors

jeY(C(g)C), avec y —j^ 2 / 1 — (2^)2 .
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De plus, si l'on fait x = u _ , . ? on obtient rt '€Y(C0C) et x==x\ Soit ^

un autre élément de Y(C). Alors ( / ' = t-{- c(i -— 2^), avec c€A et si l'on pose

h ' ^ t ' — t ' ^ h ^ - ( c — c 1 ) ( i — 4 A ) , y==^(g) i+i (g)^-2^(g)^

._ y-^
^-T^y

il en résulte que

J'— 2/l'= ( l — 26-)'2 ( y — 3 / î ) et 1 — ^h'= ( l — 2C-)'2 (l—— 4 / l ) .

Donc ^==a/. Ceci nous montre que l'idempotent a;eY(C(^)C) est indé-
pendant de l'élément ( choisi dans Y(C(^)C).

Supposons maintenant que A soit un anneau quelconque et pour chaque
idéal maximal p de A, on choisit un élément

^€Y(C/,), hp-==.tp—t'^ et ,x^-=-jc'1^.

Il existe alors un ouvert affine U// contenant p ou ces éléments sont définis
et l'on obtient ainsi un recouvrement de Spec(A). Si l'on considère
U/^nUy, p, y€Spec(A)5 d'après le cas local, dans cette intersection,

on a x?-= x^. Ceci nous définit, sur tout Spec(A), un élément xç. Y(C 0 C),
unique, tel que x=x\ D'après la remarque de la page 298, ©o(C(^)C)€N.

Soient A un anneau, (P, Q) un A-module quadratique et TZ^I un
entier. On pose, par définition,

On voit que
?iC(l\ Q)=(g)C(P, Q) (/^fadeurs).

/,C(P, Q)==c(®p, ®y).

THÉORÈME 7.

(i) Tout élément de ^Co(A) a un ordre diviseur de 4-
(ii) Tout élément de <?C(A) a un ordre diviseur de 8.

En effet, pour tout Ce ^(^(A), 2 C € N et étant donné que N est un
sub-groupe de cS(A) dont tous les éléments sont d'ordre 2, alors 4C==o,
c'est-à-dire 4C^°- De plus, si Ce<^C(A), il s'ensuit que 2Ce^eu(A),
donc, d'après le cas précédent, 8C^^o.

10. LE GROUPE UE GROTHENDIECK. — Soient (P, Q) un A-module quadra-
tique et r(C(P, Q)) le groupe libre engendré par les classes [M] d'iso-
morphismes homogènes de degré o de C(P, Q)-modules projectifs gradués M.
Si ro(C(P, Q)) désigne le sous-groupe de T(C(P, Q)) engendré par les
éléments [M] — [M7] — [M7'], pour toute suite exacte o -> M7 -> M -> M^ -> o
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d'homomorphismes homogènes de degré o de C(P, Q)-modules projectifs
gradués, alors le groupe de Grothendieck K(C(P, Q)) des C(P, Q)-modules
projectifs gradués est défini par

K ( C ( P , Q)) = = r ( C ( P , Q) ) / ro (C(P , Q)) .

Soit Ko(Co(P , Q)) le groupe de Grothendieck ordinaire de l'algèbre (non
graduée) Co(P, Q). Il existe un isomorphisme naturel

K ( C ( P , Q ) ) - ^ K o ( C o ( P , Q ) )
défini par

M \-> Mo

dont risomorphisme réciproque est

M(g)c^C<-iM,

où l'on pose C==C(P ,Q) et C o = C o ( P , Q ) . Soit, de plus, C i = = C 4 ( P , Q ) et
considérons sur Ci sa structure de Go-module à droite. Alors Honic,(Ci, Co)
a une structure naturelle de Go-module à gauche. Etant donné que Ci
a aussi une structure de Co-module à gauche, l'application

p : C,-^ Home, (C^ Co)

définie par ^{x) {y) = xy pour tout (rr, î / ) € C j XCi est un homomorphisme
de Co-module à gauche. Montrons que p : Ci^ Hom^(Ci, Co) est un
isomorphisme. Pour cela, il suffira de le démontrer localement. Mais,
dans ce cas, si u € P est tel que w soit inversible, alors Ci==uCo. Pour

tout a^Hom^ (Cj , Co), si l'on pose (=a(u) , on a a(u) = —^u.u et étant
donné que pour tout .reCj, x = uy avec î/eCo, alors

a (^) == a ( u) .y = —,u. uy = —^ u. x.
u- u^

Ceci nous montre que a€ Im(p), c'est-à-dire p est surjectif. Montrons que p
est injectif. Si xçCi est tel que xCi=Oy en particulier xu = o et u2 étant
inversible, il s'ensuit que x = o.

LEMME 21. — Si C'eS»1, donc C7^ End^ (Mo® Mi), pour toute algèbre
de Clifford C on a

. (C(g)CQo^End^(Co0AMo®C,(g)A).

En effet, (C (§) C^o^ Co0ACo(t) Ci0ACi, en tant que A-modules, donc
aussi comme Co-modules. D'autre part,

Co = End.Y ( Mo ) ® EndA ( M. )

et C,= Hom^Mo, Mi)©HomA(Mi, Mo). Donc,

Co (g)A Co ̂  Endc, ( Go (g)A Mo ) © Endc, ( Ci 0A Mi ),
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car Ci est Cu-projectif et Endc.,(Ci) == Co. Ceci nous montre que tout
élément de (C^C^o s'écrit, de façon unique, sous la forme

a(,-h a j— a.^4- a:},

avec

a,, ç Endc, ( Go 0A M., ) , a, ç End,,. ( G, (g)^ M.i ),

a,eHom^(Go0AMo, Ci^Mi) et a3elloin^ (G, ® A M j , Co0AMo).

Si l'on écrit End^(Co0AMo© Ci^vMi) sous forme de matrices

/ End^. (Co(g)AMo) Home, (G, ̂ ^M,, Co^Mo) \
\Homc,(Co0AMo, Ci(g)AMi) Endc, (Q^Mi) ) '

L'application
/ ao — 03 \

au+ a.j+ a., + a., h> ' ,
\a, ai^

qui est de toute évidence un isomorphisme de Co-modules, est un isomor-
phisme de A-algèbres.

THÉORÈME 8. — Soient C7 et C^ deux algèbres de Clifford. Si C'^^C77,
alors K^^K^7).

On voit que, si C /~C / /, il existe deux algèbres de Clifîord triviales
S'.S^eS telles que C7^ S'^C77^ S77. Cet isomorphisme induit un
isomorphisme KI^/Cg) S7) ̂  K^C77^ S77). D'après le lemme 21, on peut
écrire (C/(g) S^o^ Endc^(R), où R est un C.-module projectif. L'appli-
cation .

^(C^-^Ko^C^S^o)

définie par P^>P0^R est donc un isomorphisme, dont l'isomorphisme
réciproque est R (g)^,^^^M <-i M. Les diagrammes commutatifs ci-dessous,
achèvent la démonstration du théorème :

K(C'(g) S') —^——> K(C//(g) S " )
; I;•̂  t

Ko((C'0 S'\')-^-> K,,((C"(g) S")o)
•̂  4'

P î^
Ko ( G;, ) ———^——> K,, ( G: )

A

\ 1

K(C' )———^———>K(C")
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