MARTHE GRANDET-HUGOT
Etude de certaines suites {\o/"} dans les adéles

Annales scientifiques de | "E.N.S. 3¢ série, tome 83, n°3 (1966), p. 171-185
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1966_3 83 3_171_0>

© Gauthier-Villars (Editions scientifiques et médicales Elsevier), 1966, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annales scientifiques de 'ENN.S. » (http://www.
elsevier.com/locate/ansens) implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1966_3_83_3_171_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Ann. scient. Ec. Norm. Sup.,
3e série, t. 83, 1966, p. 171 a4 185.

ETUDE DE CERTAINES SUITES (%]
DANS LES ADELES

Par M™ Martae GRANDET-HUGOT.

0

Cette étude a pour but de généraliser a des ensembles d’adéles certaines
propriétés relatives aux nombres de Pisot-Vijayaraghavan.

1. RappeLs ET NoTaTIONS. — Nous noterons par Q le corps des nombres
rationnels, par Z I’anneau des entiers rationnels. P désignera I’ensemble
des valuations de Q, o désignant la valuation archimédienne, et p la

valuation p-adique avec |p ,,:;;; Q, est le corps des nombres p-adique

et £, sa cloture algébrique. (Alors Q,=R.)
Soit I un sous-ensemble fini de P, posons
I-=1Iujo}, I==1—10 sioel,

I-=1 si og L.

Soit, alors, V; 'anneau des l-adeles de Q, V, est isomorphe algébri-
quement et topologiquement au produit cartésien

1o
pel

et contient un sous-corps isomorphe a Q : Qe, ¢ étant I’élément unité
de V,. Nous désignerons également par V, I'anneau des adéles de Q et
par e, son élément unité.

Si z€V,, x, désignera sa composante dans Q, et nous poserons

[z, =1x].
Enfin, nous désignerons par Z[1], le sous-anneau de Q ainsi défim :

Z|l|= ; reQ ' |x|,=1 pour pel+ f,
Ann. Ec. Norm., (3), LXXXIII. — Fasc. 3. 22



172 M. GRANDET-HUGOT.

autrement dit Z [I] ést ’anneau des fractions n’ayant au dénominateur
que des nombres premiers de I. '

Si a€R, nous appellerons domaine fondamental F,(P) de V, le sous-
ensemble de V, ainsi défini :

F.(P)= ; xr€ Vp \ la|,=1 pour p =050 =Lx)< -1 :,
on obtient alors le théoréme suivant :

TutorimMe D’ArTIN ([1], [2]). — Soit x€ V,; il existe une décomposition
unique
x=E(x) ep+ e(x),
ou E(z)€Q et :(z)€F.(P).
De plus, st xz€V,, E(z)€Z[1], et pour p&l : z,(z) = — E(z).

Cette décomposition jouera le méme réle que la décomposition en partie
réelle et partie fractionnaire dans le domaine réel.

2. REMARQUES SUR LA DECOMPOSITION D’ARTIN DES SUITES |Aa"|. —
Soit 2 € V,, tel que |a|,> 1 pour tout p€ I, et soit % un élément inversible
de V.. :

La décomposition d’Artin de %a”, avec F,(P) comme domaine fonda-
mental (a est un nombre réel quelconque) :

hat= u, ep—+ z (la"), on w,eZ|l].

RemarQuE 1. — [l existe q€Z; q:]—I p'r, tel que, a partir d’un certain
‘ pEeEI—
rang : ¢""'u, €Z.
Soit
lal|,=p'r o t,>o0 pour pel-,
[ 2], = p ou r,eZ

na|,>1, donc

[, |, == | dat|,=pr*", vpel-

a partir d’un certain rang

donc, 1l existe k,>-¢, tel que, a partir d’un certain rang :

| u, l/’é])k" (1)

g = [[ pke,

peEl—

et si

on a
g "u,|,=—1 pourtout pel—,

ce qui, compte tenu du fait que u, €Z [I] entraine que ¢""'u, est un entier
rationnel.



ETUDE DE CERTAINES SUITES { A%" } DANS LES ADELES. 173

REMARQUE 2. — Deux suites ha" et A'a'" distinctes ne peuvent pas engendrer
la méme suite {u, |.

Supposons que
h a = u,ep+ & (hat),
Na'r=wu,ep+ c(Na),
alors
rat— No'me (o' — e (MamyeF, (P),

supposons, par exemple, que |«|,>|«’|, pour un p€ 1, on aurait alors

a

2 — 7, <_/> ] — ¢, (ha") — 2, (Mo

oy

n

(Z/,

7 a N

o, .
et, dans Q, (a—’) — o quand n -, donc, pour n suffisamment grand :
14 .
, o \ "
N)./’_ )\I) <‘£>
a,

| ha |, = Max (| ¢ (Ra) |, | (X @) |,) =1,

:|Mﬂ

VA

et

ce qui est impossible puisque |Aa"|,— o quand n—>, on a donc
|a|,=|a'|, pourtloutpel-.

On a également

2], =12",
et, puisque
<1,

!
by—(22)' %
p _— P

o4 )

14 /

/
s o, \".
lim2,—( =2} 4,=o,
W e &

) n— 3’ T e ! ‘tal
byt = )\/,O(” a partu d’un certain rang

Loy

donc

et ,
hy=12,, %)==, Vpel-.

Le cas p = o se traite alors de la méme maniére que dans le domaine réel.

3. EnsemBLES 8/ (a).

DiriNition. — Nous dirons qu’'un élément « € V, tel que| o |,> 1 pour p€ 1,
appartient a 8{'(a) st il existe un élément 7. inversible de V, tel que, en consi-
dérant la décomposition d’ Artin :

ra!' = upep- & (ham),
on ail
lime, (Aa") = o, on p'el,

now

le domaine fondamental étant F,(P).
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Les éléments algébriques de cet ensemble sont alors les éléments SI”
définis et caractérisés par F. Bertrandias dans [2] :

S{' est ’ensemble des éléments algébriques 0 de V; tels que |0],>1 pour tout pel,
et pour lesquels il existe un polynome A €Z [X] ayant les propriétés suivantes :

— 6 est racine de A dans V.

— Lesracines de A dans 2, (distinctes de - si p’ € I) appartiennent au disque | X |, < 1.

— Les racines de A dans , (distinctes de 0, pour pelI) appartiennent au disque
| X |p< 1 pour tout peP.

On sait déja que Densemble & (a) est un ensemble dénom-

brable ([6],[7]) dont les éléments algébriques forment ’ensemble S des
nombres de Pisot-Vijayaraghavan. Nous allons généraliser ce résultat.

TatorimE. — L’ensemble 8! (a) est dénombrable.
Démonstration. — Posons

Ao = u, ep—+ & (Aa"),

u,€d|1] et e(Aan) e F, (P).
On en déduit
Uy — Uplpyo= Uy 28 (A") - Upe(ha™2) — 2e(ha" ") uy g — 2 (Ao ') + & (Aa) & (Ra/*?),
d’ou
Wiy Uiy Uy

. e (Ao ) — g (hatt) @ (hartt?)
1) Upys — 20 — T s Qat) 4+ 2 = s (Aot — g (hatt) 4+ .
(1) Unss " ", (Aa™) . ( ) —( ) .

En utilisant les notations du paragraphe 2, on obtient les inégalités
suivantes a partir de (1), pour tout p€[*U{p’|.

a. p#p.
— S1 p#o0 : A partir d’un certain rang :

l u, ‘11:]}1"'+,l/"7
d, \ d - )\ n 7 .
ou, compte tenu de \--,,( s )|__I :

2
Upig

Upys— ——— éMHX([)“I’, 2[)["1 1),
Up |p

donc, a partir d’'un certain rang :

2

[’ll-M
up

(2)

Upyo

= p*r.
14

— St p=o€l: Alors

l ey (Rar) | ZMax(|al, |a+1]) =A.
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Uyiq

Quand n augmente indéfiniment reste borné, on peut donc trouver

3

une constante M telle que

(3) | e — 21| W1
U,

a partir d’un certain rang.

— Si og ! : Nous utiliserons alors I'inégalité

4 0 1, <t 1.

b. p=7p'.
— S1 p’el” : A partir d’un certain rang, étant donné ¢, on a

[e(hat) | <s,

d’ou ’on déduit, en utilisant (1) :

2
'u'u+1

< eple, ’
Uy, [7

i

()

Upro—

1

— Si p’=o0€1: On a alors nécessairement |a| <1, et, étant donné ¢,
a partir d’un certain rang :
2o (Ram) | <&

et, en utilisant (1), on obtient

Upiy .
(6) T <&M,

Upyr —

M étant une constante.

— Si p’&1: Alors, étant donné ¢, a partir d’un certain rang, on a
(7) qu |/7’< g.

Nous allons maintenant montrer que si u,, ..., Uny sont donnés,
ces inégalités définissent de maniére unique u,.., pour n assez grand.
’

Supposons qu’il existe deux éléments w,.. et u,,, de Z[I] vérifiant ces
inégalités et étudions la différence u,. . — u,

a. p'€l.
— Sio€let p=o0: De (3) on tire

n+2°

(3) | thse— ., | Z2M

et pour p>#<o0 et pp’ on tire de (2) :

(2") [ty — U, |p = p*

et, enfin, de (5) on tire

(3" | Uns — 1y | Z e p*'
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d’otl
I I 1 Upyyr — ”‘/nwz l/'é SNI,v
pEIl
ou M’ est une constante, donc si ¢ a été choisi assez petit :
I I | Unio — Wy [ <11,
pel
ce qui, compte tenu du fait que w,.. et u, , appartiennent a Z [I], entraine
que U= U,.,,.
— Si p’=o0: Alors, pour p=£ p’ on utilise (2"), et de plus, (6) entraine
(6") |ty — 1, | << 28M,

on a donc encore, si ¢ a été choisi suffisamment petit,

l_I | WUpyr — u/n—o 2 1/1 <1

rel
qui entraine w,..=u,_,.
— Si ogT : On utilise alors (2'), (5') et puisque
Uy < A1 et aZu,,,<<a+r1,
on a

’

\ Upis— Unto l <1

et I’on obtient encore le méme résultat.

b. p' &l

On utilise alors les inégalités
(7) [ty — |y <z  si p'Fo,
(7 e — 10,5 | <26 pour p'=o,
d’ou 'on déduit le méme résultat.

L’ensemble des suites {u,| est donc dénombrable, et puisqu’a une
seule {u,| correspond au plus un élément 2 de V,, on en déduit que
Iensemble S/ (a) est dénombrable.

4. Cas oUu ¢,(22") A UN NOMBRE FINI DE POINTS D ACCUMULATION. —

Vi
Nous allons généraliser le résultat du paragraphe précédent au cas
ou ¢,(22") a un nombre fini de points d’accumulation dans Z,, pour un

. 1 FP .
certain p’€P. Nous prendrons a= — - pour définir le domaine fonda-

mental, ce qui ne restreint pas la généralité du probléme.

Nous montrerons d’abord que, quitte & modifier le domaine fonda-
mental, on peut ramener ces points d’accumulation dans une boule centrée
a Porigine et de rayon aussi petit qu’on veut,
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Dans la démonstration, nous supposerons p’ £ o, puisque, pour p’ = o,
la démonstration est presque identique a celle qui a été faite dans le cas
réel [7].

Considérons une suite {o,|{ d’éléments de V,, telle que, pour un
certain p'€P, ¢,(p,) n’ait qu'un nombre fini de points d’accumulation
dans Z,. A

Soient r;(t=1, ..., k) les points d’accumulation rationnels et
w;(j=1, ..., h) les autres. Désignons par (¢,), la composante de o,

dans Q, [(g.),— o si p'd 1]
Lemme. — Si p’ €1, on peut trouver d€Z [p’] tel que, dans la décompo-
sitton d’Artin de do,, le seul point d’accumulation rationnel de <, (dy,) soit o.
a. St p’€l. — En effet si
(9)p=E(9.)e+ri+e, (i=1, ..., k),
(d9n)p—=dE (9,) ¢ + dr;+ ds,, lime¢,—o.
n>wo
On peut choisir d€Z [p'] tel que
drieZ[1] pour =1, ..., A,
dz(9,) —dr;eF _, (P),

en effet, si d€Z[p’],
|dl,==1  pour pzzp' et p3Fo,
on peut donc choisir d tel que
ldri,<x  pour pzp' et pZFo
et st on veut avoir
— é Zds (9,) —dr;<< £>

on peut prendre
1
[2fri—1]

ld| <
et alors

E(de,) =dE (9,) + dr; (i=1, ..., k),
s(dgn) =dz(9a) — drs.

b. St p'&1, le calcul précédent est toujours valable.

Nous supposerons done dans la suite que o est le seul point d’accumu-
lation rationnel possible de la suite ¢, (do,).

Considérons maintenant le systéme des formes linéaires

\,=xw;,—y, pour j=1u, ..., Ny
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ce systéme, de signature (h, h -+ 1) est non annulable, donc (cf. [5], chap. T1),
st 'on pose
= Max (J=]. ]y;]),
J=1 . h
A= Max |zo;—y;l,
j=1, ool
I'inégalité
H A+t \hé]

admet une infinité de solutions en (z, y;) € Z"**, ou les entiers z, y; sont
b J b b J

premiers entre eux dans leur ensemble. Autrement dit, on peut trouver
un entier H aussi grand qu’on veut tel que

1 .
I.I‘&)/—y/\/,r<—1 (J:I, ...,/I),

o

avec

H= Max (|2 ;).
J=1 .,k

On a alors nécessairement |z|,=1, car si |z|,<<1 on aurait aussi
lyily<<tpourj=r1, ..., hetaetlesy, ne seraient pas premiers entre eux
dans leur ensemble.

On peut alors écrire

(r9,) =2 E(9,) +xrw,+ xs, (=1, ..., h),
ol g,—>0 quand 7 —> %

et, s1 I'on pose

. 1
wmaa—yr  on nly< ——
1+
11 h
il vient
(4) ('ZTCPH)//:'T E(%)'l—)//—i—‘/)/—i—ﬁsu'

Et Pon peut poser
Y= Vyep+ ¢ (-230,9/1)7
ou
= ax E(9,) +y,€Z(l]
et ou :
n(xe,) =x(9,) —y,ep

vérifie les inégalités suivantes :
2 . . .
In(z9,) |, < — . @ partir d’un certain rang,
H h
|n(29,) [,<1  pour pz£p

3H
I")(xc?n) [ é’z_'
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Pour g,= 72", on peut alors écrire des inégalités analogues a celles du
paragraphe 3. Plus précisément, pour p £ p’ et p o0 on aura entre les ¢,
les mémes inégalités qu’au paragraphe 3.

— Si p’€l, on aura

2
P2, . . .
Ppga— =22 | 2 - & partir d’un certain rang,

Cn Y 14—

| S
K étant une constante.

— St p' &1, alors
ou = - A partir d’un cerlain rang.
n'r

— St o€l on a
o . .
’ g ~"’—' ‘ < CII (C étant une constante).
noj

— St o€ 1, on a alors

On en déduit alors comme au paragraphe 3 que ’ensemble des suites | ¢, |
est dénombrable, 1l en est donc de méme de ’ensemble des « et de I’en-
semble des 7.

Tutorime 2. — Les éléments €V, |2|,>1 pour p€1 tels qu’il existe
un élément inversible ). € V, tel que, en considérant la décomposition d’Artin
de 12" dans V, (ou 1"=10{p’}), ¢,(h2") ait un nombre fini de points
d’accumulation dans 2Z,, forment un ensemble dénombrable. L’ensemble
des 1. associés est également dénombrable.

ELEMENTS ALGEBRIQUES DE CET ENSEMBLE. — Soit { un élément algé-
brique de I'ensemble défini ci-dessus et soit

P(X)=ay+ a0, X +...+a, X €Z[X]

son polynome minimal.
Alors
(2207 (ap+ a, 0 +... +a,0%) =0
et
W= gVt AV s = — [age (xA0") 4. . .+ asel (2 M0+ ],

on peut, alors, obtenir les majorations suivantes des valeurs absolues
ordinaires et p-adiques de w,€Z [I]
[ wnlp =1 pour pz=p et pXo,
[y | Z —11—1——1’
H 7
[w,| <ZKH si p'sfo (K étant une constante).

Ann. Ee. Norm., (3), LXXXIII. — Fasc. 3. 23
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On a donc

11 =ci <
pEP

N

si H a été choisi suffisamment grand. Donc w,=o0 & partir d’un certain
rang et les ¢, vérifient une relation de récurrence a coeflicients constants.

AX)
Xy

yo VU ’ . .
La série ZV,, X" représente donc une fraction rationnelle
n=—u

ou A et Q appartiennent a Z [X] et sont premiers entre eux, et Q, (X) divise
le polynome

0(X) EX~P< ;)

— pour p&lui{p'||e,|,=< 1 la série converge dans le
de Q,, les racines de Q,(X) vérifient done | X[, >>1;

— pour p€l et p=p’

p<1I

» »

A(X) nxn <! 30ny Xn— 'T;\/' _ o nyxn
NeS] _2 B 05X — W &), (220 X = T &, (2 h0m) X,
n=1a0 n=90 n=0 -
comme |¢ (220")],=1, la série converge pour | X|,<1.
— Si p’€l, on a aussi

A(X) o
, — R (n n
0,(X) " T=0,x & (w2l X,

n=u

il en résulte que 0 est racine de Q,(X) dans V,, done si 'on a choisi P(X)
primitif :

Qi (X) =g Q(X), ol ¢g€Z
et il est facile de voir que qznp"" avec ¢,€N.

el

D’autre part, les racines de Q(X) dans Q, (autres que 0, si pe€l)
vérifient | X |, > 1.

Et l'on peut écrire

AX)y  xh Ny n :
700 — 10X &° (x20m7 X dans Vi,

«©
ju—— (n
= E ¢ X",
n=o0

cette égalité étant valable si 1 — 0X est un élément inversible de V, et si

n=0

la série Zs'p(xl@") X, converge pour tout X€V; vérifiant |X|,=1

pour p& L.
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Supposons maintenant que, pour deux valeurs x, et , de z, on obtienne

. . ALY Ay (X) ‘
deux fractions rationnelles RN et 700%)’ alors
Ay (X) @4 h o

\Y 20n n
0N T T=0x & (y 107) X7,

n=0

A2(X) e 'T'z)\ \ (. n (1
000 = 0% — 3 (@ 10m) X,

n=a0

»

s Ay (X) — qran A, (X ‘ . < .
722 1;;2‘\)((/;{&;1 2 ):(/2.1?223’(.1’2/‘0")—r/1x123'(x,l.0"),

n=u n=0n

cette fraction rationnelle n’a donc plus le pole (1 dans V,, donc

0

g2 A (X) — qr2 Ao (X) est divisible par le polynome minimal de
dans z [X], c’est-a-dire par Q(X).

0

Et si l est une racine de Q(X), alors

M) ()

g1 X4 G2 Xy

=op(a)

I

et o(«) ne dépend donc pas de x, donc de H.

Etudions maintenant les racines de Q(X) dans Q,; (nous supposons
toujours p’£ o, car dans le cas p’ = o la démaonstration est identique a celle
qui a été faite dans le cas réel, cf. [7]), alors, puisque |z|, =1, on a

q

,:!P(“) p-
P

Supposons de plus que ||, =1.

Alors
QX) =(1—a,X)Q(X), on Q1<$>¢°'
Posons
A(X) . A(X) —_ . » n
7000 0,(X) = G2, %) _EOI,IX

et s1 a est le degré de A(X) :

*5)
n—a Ay

? q

r'n=—a

’
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d’ou |r,|,=]¢(«)|, ne dépend donc pas de x, donc de H; d’autre part,
st on pose
Q(X)=qo+¢: X +...+ Qu X5,
I'n= (CIO Vnt Q1¥n—1+ ...+ s Vn——(x—1)),
donce
o= [qoe, (2 A07) ...+ qos8), (2 2hr—s+1)]

et, pour n assez grand :
K

| 70 |pr 2 —— (K étant une constante).

"

Cette 1négalité étant incompatible avec l'égalité précédente, il en
résulte que |«|,521, donc les racines de P(X) dans £, (autres que 0,
si p’€l) appartiennent au disque | X|,<1et0€&€S{’, donc % appartient
a I’anneau Q,[0] engendré par Qe et ’élément 0.

Tutorime 3. — Si 0 est un élément algébrique de Vi, |0],>1 pour pe€l
et st il existe un élément inversible 7. de V,, tel que pour p' €P, z,(10") ait
un nombre fint de points d’accumulation dans Z, alors 0€ 5] et 1€ Q,[0].

On peut également étendre aux adéles, le théoréme suivant de C. Pisot [7].

St 2 €R, a>1 et st les conditions sutvantes sont vérifiées :

(a) Ul existe ).>1 tel que st 'on pose

- |
A" == 1, —+ g, II,LGZ7 - = <<

N

¢, admet un nombre fini de points d’accumulation;
. . 1
(b) la convergence de <, vers ses points d’accumulation est 0( ]—t—,,;,>,
h étant le nombre de points d’accumulation irrationnels.
TutortmME 4. — St a €V, |«|,>1 pour tout p€V, et si les conditions
sutyantes sont vérifiées :

(a) Il existe un élément inversible 7. de V, tel que, si U'on considére la
décomposition d’Artin de Lo :

—_— L < v !
hat = u, e+ e (hat),

¢y (ha") admet un nombre fini de points d’accumulation.

(b) La convergence de ¢, (1a") vers ses points d’accumulation est o <"TI+—,>a
h étant le nombre de points d’accumulation irrationnels.
Alors o €S{" et 1 est un élément de U'anneau Q,[2].
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D’apres ce qui précede il nous suffit de montrer que « est algébrique.
La démonstration repose sur le théoréme suivant dét & A. Decomps-

Guilloux ([3], [4]) (V).

Tutorime A. — Soit a €V, |2|,= p", t,> 0 pour p€1~, 2,>1si pEL
S’il existe L€V, | 1|, = p", b,> 0, pour p€17, et |1,| >1 st o€, tel que
st Uon pose

rat =ty ep 4 n(hat),

o u, €EZ[ 1] et

[0, (h2") | Z¢, pour peV el toul n > o,
avec la condition
- 1
ey <<
pEP (‘P
ol
b gre(t+ Logm) si ogl,

b o gPay (ag+ 1) e(1+ Logm) siooel,

(/:l_lj’/"’ m :H]/

p€El pEI

AS b ’
ou lon a posé

P

Démonstration du théoréme 4. — Soient ®,, ..., ®», les points d’accu-
mulation irrationnels de ¢,(A2") qui admet éventuellement, en plus,
le point d’accumulation rationnel w, = o.

a. St p=o0: Alors, étant donné H, il existe des entiers (z, y;) tels que

o< . <<l
et
1
]‘L.r’)/'"')’/' | é u’
alors
xhyo!t = 2w, + xey (ha) (zg=o0 1 pgl)
=xU,+ X0+ X8, (j=1, ..., h),
ou
1
&=0 7 )
|-+ —
n h
d’ou
XUy = XUy Y T+ Xy,
avec

1
nl 7 —.
|’7/I__-“

(1) 11 est, en effet, trés facile de voir que la démonstration de A. Decomps-Guilloux
s’applique au cas ou sans étre nécessairement une décomposition d’Artin, la décompo-
sition est du type indiqué.
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On peut donc écrire
zhat=(xuw,~+ y,) ep—+ £z (hat) — y,ep

= pep—+ 71 (hat),

=, + y, €4 1],

n(xday = xe(ra") — y;ep

vérifie les inégalités
|n(rdaty =1 (po)

[n(xhar)| < 1-1-1 + e, |

posons maintenant

3=q'eq Logyq,

ou
=1 si ogl

=2, (%p+1) si oel,

RV R

et soit b un entier vérifiant
b>4p.

Alors, on peut trouver un entier n, tel que

1
- cn e
s ny =8y, | < Wﬂ’

|zdals|,>1, Vpel et Vuo=Z(bn,)" (reN)
q" > em (bny)t
et si 'on prend
H = bn,,

on peut trouver x=(bn,)" tel que

2

fn(era) | << s
0
or
1 Yy A
- bny> q*e.on, Logq,
donc

1 ~
- bny> q*e3 (1 + Log g + Logmux)

n|

et en posant 2'= Zaa"on peut appliquer le théoréme A a la suite | A a" |,
% est donc algébrique et, d’apres le théorcme 3, 2€S, et 2 €Q,[«].

b. St p’5£ 0 : En reprenant les mémes notations que lors de la démons-
tration du théoréeme 3, on obtient I'inégalité

B 1
I I i'f/ (J‘}\d”) !/11(111 &

P EDP
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et la suite de la démonstration est analogue a la précédente, si H vérifie

[0 (ny— 1) "< H Z(bny)”

puisqu’une telle inégalité peut étre vérifiée pour des valeurs de n, sulfi-
samment grandes.
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