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SUR I/APPROXIMATION PONDÉRÉE
PAR DES POLYNOMES

ET PAR DES SOMMES ^EXPONENTIELLES
IMAGINAIRES

PAK M- PAUL KOOSIS,

Introduction*

Étant donnée une fonction continue W(a?) (qui sera désormais appelée
un poids) satisfaisant aux conditions

W (x) ̂  Cte > o, — oc<: x < oc,
W(^)-^oo, x --> ±: oc ;

nous allons étudier le problème de l'approximation uniforme relative
à W(.r), consistant en ceci : on se donne une famille E de fonctions
continues et une autre fonction /*, et l'on cherche s'il existe des g€E qui
rendent

sup l^-^l
-^<. W(..)

arbitrairement petit. Les classes E que nous allons considérer seront
fr ( x }composées de fonctions g telles que ^ , -> o, x->-^_^^ de sorte qu'on

ne saurait approcher que des fonctions f ayant la même propriété. De ce
fait la

DÉFINITION :

C^\-==.\f continue sur (— x, oc); ———- —>o^ ^ '—^±oc >.
•^ ———————— — — V -. -7, \^(^)
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Si Von pose, pour /*€:(3^,

11/11— -"p J -̂1' - • • 1 • '- ;
- ao<^-< ^ vv (,'2'^

(3yv devient un espace de Banach.

Comme W(^)—^oo , x->^^, toute somme finie de la forme ̂ ^e1^
À

(les A étant réels) appartient à C\y.

DÉFINITION. — Étant donné A > o, C\v(A) est la fermeture, dans C^y,

de V ensemble des sommer finies de la forme ^, a^ê^.
' . —A^^^A

DÉFINITION. — Pour A^o,
ew(A.4-)==^ew(A').

A'>A

DÉFINITION. — 5oi( W(^) un poids satisfaisant à la condition supplé-
mentaire

^——->o, ^-^±00, ^o/^ n==o, i, 2, . . . .

On notera par C?w(o) ^ fermeture, dans C^-, de l'ensemble des polynômes.
Dans la suite, chaque fois qu'on fera mention de (3^ (o)? il sera entendu

que W(n;) remplit la condition qu'on vient d'écrire, sans que cela soit
toujours rappelé explicitement.

Les ensembles (3^(A), (3w(A+)? et ^w(o) qu'on vient de définir sont
des sous-espaces fermés de C^y, et vont jouer le rôle de la classe E. C'est à
l'étude des relations d'inclusion qui peuvent avoir lieu entre ^\y(o),
^w(o+) et C?w? que cet article est consacré.

1. Composition des sous-espaces e\v(A -+-).

LEMME. — Soit A^o, et soit f[z) une fonction entière satisfaisant à une
inégalité de la forme \f{relçj) ^C^ exp (Ar|sin6 -{-^r) pour chaque s > o.
Alors, si A' > A,

r 1 r' ' -
/ / /(^) e-^-^^^dœ cû.->o

^ [ À 1 ^A' ^—— 3&1 /J > A'

lorsque o tend vers zéro en parcourant des valeurs positives. ' .

DÉMONSTRATION. — Etant donné S>o et A '>A, prenons un £ > o
• p t . ^ 0 , A — A /-^ • ;r> ^ f\ ^ TT , ^1 ^ A /intérieur a - et a ———• bi z==re , o ^ — U ^ - - ? et A - — A, o ̂  ^ ̂  - ? et A ̂  A , on aura

2 2 ' —— —— 2

| /(^) ̂ -^-[^C.exp^ £ / - s l n 0 — s y c o s O ) .
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Cette inégalité, avec le théorème de Cauchy, montre, si Fon intègre
f(z) e^e^ le long d'un contour formé par les segments [o, R], [o, iR],

et Parc R^^o^O^-? R étant très grand, que

.,0 ^»
(1) ^ f(œ) e-^e^dx^ i ^ f(iy) e-^'e-^dy.

• y 0 ^ 0

En prenant un chemin d'intégration composé des segments [o, ^R],

[—R, o], et de Farc R<°16, -^ô^ix, on voit de la même façon, que

r° r00
(2) I f{x) e^e^dx^ — i /(y) e-^'o1^' dy.

J — w ^o

De (i) et (2) on tire la formule
^ ^

(3) / f(œ) e-^^^e^dx^ï \ f(iy)e-^'smfycly,
O'—oo ^ 0

valable pour chaque S > o. Prenons maintenant un r^ > o tel que
2Yj<A '—A. On a \f{iy) |^C^exp(A + r\) y, î/^o, et ceci, porté
dans (3), donne, après emploi de l'inégalité de Schwarz,

\L f^e-^e^dx ^———————2V/2C'^ À^A^ ô>o.
—— (^ -A-YO^O-A-Yî ) 2 -^ 2

Pour X ̂ — A' on a une formule analogue, et ces deux évaluations
entraînent

f | F f^e-^e^dx ^^^^^^
J\\\^'\J-^ rî

\

d'où le lemme.

THÉORÈME I. — Soit A^o, et soit f[z) une fonction entière satisfaisant
aux conditions

(4) |/(r^°) | ̂ Cg exp (A/-1 sin6 | 4-£^) pour chaque £ >> o,

(5) . .^-o, .-.±oo.

Afor5, /'eew(A+).
DÉMONSTRATION. — Notons par (3 l'espace de Banach consistant des

fonctions continus g{x) tendant vers zéro lorsque X—^^GC. Si X est
çi\.v

réel, ^-.—r appartient à (S, et il suffit évidemment de montrer que, si f(z)
f (x}satisfait (4) et (5), —/—r est dans le sous-espace fermé de C engendré

Ann. Éc. Norm., (3), LXXXI. — FASC. 4. 49
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par les ^r-,—r avec —A'^X^A', quel que soit A'^A. A cette fin,

supposons que nous ayons une mesure finie [f. sur (—oo, oo), telle que

f^W^)^^^0- -A^

Alors, si A' > A,

(6) jT^^)=o.

En effet, pour chaque 8 > o,

r.71!^^-^ ^wl-^^^^-'-0"16-^}^
/" ( /" °° '̂)^ r 0 0 ^ )

= \ WT^^ / fWe-^e'^dx\d-k.
^ I^ I^A ' (^-oo • • ^^ ^-oo )

Si A' > A, le dernier membre de cette identité tend vers zéro avec S,
grâce au lemme, et Fon a (6). Vu la structure connue du dual de C, le
résultat voulu s'ensuit en vertu du théorème de Hahn-Banach.

COROLLAIRE. — Soit A^o. Ou bien <?w(A +)= ^w? ou (3w(A+)
consiste précisément de toutes les fonctions entières f (z) satisfaisant aux
conditions (4) et (5).

Preuve. — Que chaque fonction f' [z) satisfaisant (4) et (5) appartienne
à &w(A+)? c'est le contenu du théorème I.

Supposons que Cw(A +) 7^ ^w< Selon la définition de Cw(A+), il
existe alors un Ao > A tel que Cw(Ao) 7^ Cw On aura donc manifestement
(^(A7) T^CW? A'^Ao, et un théorème d'Akutowicz ([4], p. 297) nous
permet d'affirmer que chaque /'eCw(A'), A<A'^Ao, est une fonction
entière satisfaisant

\f(re^} |^C(£, A') exp(A / r | sm 6 |+£/ - ) ,

C(£, A') étant une constante finie, £ > o. Étant donnés/'€(2w (A+)
et £ > o, on prend pour A' le plus petit des nombres A + £ ? Ao,
et l'on voit que

\f(re^) |^C(s, A') exp(Ar|s in6 | + 2 £ r ) ,

c'est la condition (4). Comme jfeCw? on a (5).
q^ït

LEMME. — Soit ^-— '-> o, x -> -^_ oo, n == o, i ,2 , . . . . Alors,
\\ { X )

(^^^^(A^-) pour tout A^o.



APPROXIMATION PONDÉRÉE. 3o;

DÉMONSTRATION. — II suffit de prouver que (Sw(o)cew(A) pour
chaque A>o. Il est clair que i€<3w(A), A > o. Montrons que si A > o,
^eÊw(A)., Par la formule de TayIor-Lagrange :

smha? h2 cos?
—^— -==. x -4- x^ —3——? Ç étant entre o et hx.

Donc

C étant indépendant de A. En faisant tendre h vers zéro, on voit
que xeC^ÇA.) pour chaque A > o. La preuve de ce que x2 €(3w(A),
^çC^A), etc. (A>o) , s'obtient en étendant ce raisonnement de façon
évidente.

LEMME. — Si jT iof^ldx<^, <^(A+)^(^ pour chaque A^o.

Pour la preuve de ce résultat, très connu et assez élémentaire, on
consultera, entre autres, [3], [6], ou [10].

THÉORÈME II. —Soi t W(^) paire, et soit logW(^) une fonction convexe
de loga; pour ^^i. Alors :

ou bien (3w(A+)=(2^ pour tout A^o, ou, pour chaque A^o,
Êw(A+) consiste précisément des. fonctions entières f(z) satisfaisant aux
conditions (4) et (5).

DÉMONSTRATION. — SijT ^g^^) dx<aD, on a e^(A+)^e,v pour

chaque A^o, grâce au lemme précédent. Le corollaire du théorème 1
montre alors que la deuxième alternative a lieu.

- Supposons donc que
(7) pogW(^^

^-00 T+^2

p ^logW(^) , ' ' - . -
Lomme ^ j ^ croît pour o^i, ou bien cette dérivée reste bornée

pour x->cc, ou elle tend vers Finfini. Au premier cas, on aurait
logW(^)^;Ctelog x , \x ^i, et (7) ne serait pas vrai. C'est donc le
deuxième cas qui a lieu et, sous cette condition,

W(^)

comme on le voit facilement. Nous sommes, donc à même d'introduire
l'espace e,v(o). Or, comme W (x) satisfait les conditions de l'hypothèse
et, en outre, (7), nous pouvons, selon un théorème bien connu [voir [3],
ou [10], n08 19-21), conclure que ^(0)=^. Comme C?w(o) ce,v(A+)
pour tout A^o, c'est bien la première alternative qui a lieu.
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2. Un cas où ^(o) = ^w(o +).

On va maintenant regarder de plus près la relation entre <?w(o)
et <3w(o+)- Nous allons trouver des conditions simples qui entraînent
l'égalité de ces deux sous-espaces.

LEMME. — Soit do (z) un polynôme ayant tous ses zéros strictement au-dessous

de Vaxe réel, et soit f(z) une fonction entière, de type exponentiel - > o,
. hz

2sin —
bornée sur Vaxe réel. Posons fh{z) = —,-;— f(z) , et notons par an les zéros
de co(z). Alors, pour —Qo<;nî<;oo, '/(•+.:^{a^e-^n _ e-^f^x)

^ 2 e2' sup(8) 2 ûj' (an) (x—an) (iï {x) -30<<<<

^V^h
DÉMONSTRATION. — Soit b > o, et considérons le contour 1̂  formé

du segment \\ib—R, ib 4- R] et du demi-cercle i f c - p R ^ 6 ? 71^6^2^.
Si x réel est donné à l'avance et R est assez grand, on a, par le théorème
des résidus :

e^_ r fn (g) ̂ (^^) ̂  ^ ̂ ,y /, (a,) e-^n f, (œ)
27r;Jp c i ) ( Ç ) ( ^ — Ç ) ^w'(a^) (x—an) w (x) '

1 R n

CteVu l'hypothèse faite sur f(z), on a |/*/i(Ç) e"^!^-n pour Ç appar-

tenant à la partie demi-circulaire de R. En faisant tendre R vers l'infini,
on voit donc que

(9)
^ F fk (t + ib) e^-^ ^ ̂  /, (œ) ^^ f, (a,) e-^n

iT . i j 00(^4- ib) (x — t — ib) (*) (x) ^J &)' (^) (x — a^) J

formule valable pour chaque x réel.
En remplaçant 1̂  par son image symétrique relative à la droite Jz = b

on obtient, par le même raisonnement,

(10)
ehb- C ' fh{t-^-ib) e-1^-^

27r i j (i) (t 4- ib) ( x — t — i b )
dt==o, -oo< x <<oo.

La soustraction de (10) de (9) donne

(ii) fkW _ ̂ y A(an)e-^n
ûij (x) ^Jk ^ (0^) (X — CLn

çitb ^^/(^+^)' 2sm ^ l s m h ( x — t )

w(t-^-ib) h(t-^iô) {x— t—ib)
— e/tb Ç
"^J-

dt.
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Dans (n), faisons 6 = = , > et posons, pour simplifier les écritures,

/ '+
M == sup

-«<(<«
"l^A.)

il vient alors,

( 1 2 )
y fk(an) e-^n e-^-f^œ)
•̂J ûû' (an) (œ — an} w (^)
n

^r~ n j-.
. ht -+- i

2sm
2 sinA (œ — t)

ht 4- i . i.-^
dt, -00 <; X <^00 .

ht hscAprès les changements de variable — = T, — == Ç, l'intégrale de droite
devient

'£.
. ( i\

sm T-h -
\ 2 /
T -1

^\/2

i
2

[r s

sin2(T—;)
2(T-

in ( T -h

T2+

S)+ î

^ - : ) 1 ^
4

^T

/--^^^(T-E)

'1. -(-.)2 d'

^27T\/^ indépendamment de ^;

en portant cette évaluation dans (12), l'inégalité (8) s'ensuit.

COROLLAIRE. — Soient w{z) et f{z) comme dans V énoncé du lemme.
Il existe un polynôme P{x) [de degré inférieur à celui de co(z)] tel que

P(^<,-^^^^^(^)
c») (.r)

:i
^ 2 e'2 SUp

-00<<<^

/('^)
"('-ï)

—— 00 << X <^00 .

Preuve. — Selon (8), la formule en question a lieu avec

p^^V/^)^"^)
v / ^ ^(an) {x-a^

n

THÉORÈME III. — Soit W(^) une fonction entière de la forme

(l3) W(.37) rrrVasn^2", ao>0, <X2n^ 0

o

[uyi nombre infini des ^n étant positifs, pour qu^on puisse parler de (?w(o)]«

Alors, e^fo)==ew(o+).
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F fuF)DÉMONSTRATION. -—Soi t Fe<3w(°+)- Alors, v/ -^ o, X-^^GO^
^ l /

et il existe une suite de sommes finies

^ ^^(nye^^fn^)
—(27i)—i^^(2n)—i

n fn (x) I7 («3;) • C r / \ itelles que —77—r—,,77—r -> o uniformément sur (—oo oo) lorsque M->OO.i W(^) W(^) v ? / i

Posons

ën^~=L~xwi~::^ne 'lfn^'

Comme gn (̂ 1 ̂  | fn {x) , F(.r) == oÏW(a;)), a; -> ± oo, et \fn{x) — gn{x) \ -> o,
7î -̂  oo, uniformément sur chaque intervalle fini, on voit que

. , ^(^) F(^)
->0, / Î—^OO,

W(^) W(^)

uniformément sur (—oo, oo). Le théorème sera donc établi dès qu'on
montrera l'existence d'une suite de polynômes Pn(rc) telle que

P (^\ ___ cr (^\
( i4) -, , , ô — - — > o ^ n—^GC^ uniformément sur ( — 0 0 , 0 0 ) .

W (t2?)

Soit £ > o. Il existe M et N tels que pour n > N,
! . . '

('s) I 1^^<\\F^+^ -^<^^,
(.G) Jé^l<s' w^-

Prenons un n quelconque > N qui, une fois choisi, restera fixe lors
du raisonnement qui va suivre. Par sa forme même, fn{^) est bornée
pour —oo<<rr<oo . De là, et des formules (i3), (i5) et (16) résulte
l'existence d'un K fini tel que, si

K

i^x) ==Va2^2^V(^)=^a^

on ait

( 17 ) 1 ' A ( ^ ) 1 <||F||W+28, -00<^<00,
V {0. ) ^

/ ,S\ \fn(^) 1 ^ - r l ^ ^ M( Io) y^) < 2 ^ ^ I ^ M .

Comme V(rc)^ao>o, —oo<a;<oo, il existe un polynôme co(a;)
ayant tous ses zéros strictement dans le demi-plan inférieur, et tel
que (^{x) | = V(a;), —oo<a;<oo.

La fonction /*^(z) est entière, de type exponentiel — î et bornée sur

l'axe réel. On peut donc appliquer le corollaire ci-dessus avec f(x) =/n(^),
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h = ̂  le rôle de e^^'fkÇx) est ici joué par gn{x). Selon ce corollaire, il existe
un polynôme Pn(x), tel que

P.(.)-^) ̂  /_(^m) _^,^.
ûû(^) — -« .̂o w ( t - { - i n ) ^ '

Dans l'inégalité (19), nous allons estimer le membre de droite. Étant
données les propriétés de fn{z) et la construction de co(z), la valeur

de exp( — ) n . . pour Sz > o se trouve moyennant la formule de Poisson.
On a donc, pour ( réel,

\^J^^in)\f^(t+in) ̂  F- ne-f^x)
" \ 2/î / w ( t - { - i n ) J_^[(a!—tV-^n1}^^) '

d'où, puisque | w[x) \ = \(x) :

Mt^in) ^ F _______ \M^ldx
\ ' w ( t - { - i n ) — TT J (x-tY-^n2 V (x)

^ 2eï ^ ( II F llw 4- 2 s) arc tg-^ + s j ,

grâce à (17) et à (18). Comme | (o(a?) [ = \(x) ̂ W(a;), —oo<^<oo,
on voit, en portant l'évaluation (20) dans (19), qu'il existe un
polynôme Pn{x) tel que

-lp^^^^4.2[^(||F|[,+ -oo<.<oo.

Or, la démonstration de cette formule-ci est valable pour n'importe
quel M>N. En prenant n assez grand par rapport à M, il vient [| Pn—g^Hw^S^s,
et comme £ > o est arbitraire, on aura (i4).

c. ç. F. D.
COROLLAIRE. — Soit W(aî) un poids de la forme (i3) :
ou bien Gw(o) = ̂ w?
ou <?w(o) consiste précisément de toutes les fonctions entières f{z), de type

exponentiel zéro, telles que f(x) = o(W(^)), ^-^J^oo.

Preuve. — Par le théorème III, <3w(o) = C^{o +). Or, la caractérisation
de (Sw(o+) est fournie par le corollaire du théorème 1 (n° 1).

Nous aimerions pouvoir énoncer un analogue du théorème III pour les
poids W(rr) satisfaisant à l'hypothèse du théorème II (n° 1). Malheureu-
sement, nous n'y sommes pas parvenus. On a, toutefois, le

THÉORÈME IV. — Soit W(^) un poids pair, tel que logW(a;) soit
une fonction connexe de logx pour x^ï. Supposons en outre qu^à
chaque 6 > i corresponde une constante Co telle que o^W^) ^CoW(ô^).
Alors, ^(o)=^(o+).
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DÉMONSTRATION. — Pour n==o, i, 2, . . ., posons Sn=sup——'
x^l Tv ( x )

Si logW(^) est une fonction convexe de ïogx, x^i, il est bien connu
que

(21) W(^) ^^sup^-^ |^|^i.
n s'în

[Ce fait rentre dans la théorie de la régularisation, due à Mandelbrojt,
voir, par exemple, [9], p. 33-4o. Pour une dérivation rapide de (21), on
pourra consulter [3], p. 3o-3i ou [10], n° 20.] On a d'autre part

(22) sup^-^W(^), 1^1^:1.
n sein

Écrivons
00

——< /Y.2/M-2a(^)=i+v^—.
-—— Sîn
n=o

Si W(^) satisfait aux conditions de l'hypothèse, on peut trouver, corres-
pondant à chaque 9>i , une constante Ko telle que

(23) W(^ )^^ (^ )^KeW(6^) , |^|^i,

grâce aux inégalités (21) et (22).
Supposons que / le<5w(o+). Alors, />e(3Q(o+) selon (23). Comme

le poids Sl{x) satisfait à l'hypothèse du théorème III, cela entraîne
que /*eCQ(o). Donc, pour chaque 9> i on a, par (23), feQ^^o), où nous
avons noté par We(^) le poids W(9a;). De là, nous allons déduire
que f€<3w(o). Pour cela, il suffit de montrer que, si [L est une mesure finie
telle que

C^ x"-
(24) j W(^) d^^ =0 ( ^ = 0 , 1 , 2 , . . . ) ,

on a,(25) r^^-0-
De (24), il vient

C a o ^n

j W(6^) ^(9^) ==01 n=o, i , 2, . . . , 0 > i ,

d'où

f^W^)^^^^0- 9 > I 5

vu le fait que /^eCweÇo), 0>i . Donc

^^^'«)=Jr:w^?">-^(«-»<(w%-^)^<«->.
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quel que soit 0>i . Lorsque O-^i , d^(Qx) -> d^{x) faiblement, et la
première intégrale de droite tend vers zéro. En même temps, puisque
f{x)=o(W{x)), x->±^, et W(9^)^W(^), 0 > i , la différence
f (^c\ f(x}

^r;—r — ' / û — ^ tend uniformément vers zéro. La deuxième intégraleW(^) W(9.r) °
de droite tend donc elle aussi vers zéro lorsque 6->i, et (a5) est établi,
comme il le fallait.

Le théorème III peut être appliqué au problème des moments.

THÉORÈME V. — Étant donnée la suite de nombres réels Sn, n = o, i, 2, ...,

supposons qu'il y ait une mesure positive [f. telle que Sn= f a^rfp-(^),
»/_ ao

n= o, i, 2, . . .. Soit {<Xn} une suite quelconque de nombres positifs telle

que ^a^<oo.
0

Alors, si v est n'importe quelle mesure positive, le fait que Sn= \ x1' d^{x),
v - ao

n = o, i, 2, . . . entraîne Végalité de f ¥ { x ) d ^ { x ) et de f ¥ { x ) d [ ^ { x )
*J_ oo »/_ ao

pour toute fonction entière F(z), de type exponentiel zéro, telle que

(26) |F(.r) ^supf0^^)? —oo<^<oo.
n \ ^n 1

DÉMONSTRATION. — Sans restreindre la généralité, on peut supposer
^--_ 'y^^

que ao, et un nombre infini des a^, soient > o. Posons W(^) ==^ a^-^-î
0

où { a ^ } est une suite de nombres positifs telle queVa^< oo et -n- -> oo,
~^~ '*'n

0

n -> oc.
Si F(z) est une fonction entière, de type exponentiel zéro, satisfaisant

en outre (26), on a Fe<3w(o+) par le théorème 1 (n° 1). Donc, par le
théorème III, Fe<3w(o). Ainsi existe-t-il une suite de polynômes Pn{x)
tels que
(27) [ P ^ ( ^ ) - F ( ^ ) |^^-W(^), -oo<^<oo.

Si les mesures p< et v sont comme dans l'hypothèse, on aura

f P,(^)^(^)=:r Pn^)dv(^),

d'où, en vertu de (27),

fscF(^)4l(^)--f F(^)^(^) ̂ f W(^)^4-^)=:^o4->o,

n—>oo.
Ann. Éc. Norm., (3), LXXXI. — FASC. 4. 50
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R E M A R Q U E . — Un résultat analogue au théorème III est valable pour
F approximation dans la norme

r / ÏQO f(x^ { ) }Pw^=\j_ wU dx • •^<co•-[£
Au cas ou i < p < o o , on peut en faire une démonstration, très facile

par rapport à la nôtre, fondée sur la dualité des espaces Lp et

L^ ( î- + ï- = i \ et sur le théorème de M. Riesz concernant la trans-q \P q . 1
formée de Hilbert. Pour p = 2, le fait en question a été établi par
Akhiezer [2].

3. Premier contre-exemple.

Dans ce numéro, nous allons construire un poids Vf{x) tel que toutes
les inclusions C?w(o) C<?w(o +) C<3w soient propres, mais qui ne s'écarte
que peu d'un autre, satisfaisant à l'hypothèse du théorème III (n° 2).

_ / ^2 \ - 1 j_

L E M M E . — Soit ? (^ )==J[ l ( i—^r si ^=^00, 2 "^a^^, m étant
î

un entier positif, on a

(28) cp(^)=C(m, a) (-i^-^i-a2) (^-a2)7"-1 cp (a) cp^Y

(29) (p^Q^C^m,!) (-I)m2(m- l)2((p(I))2,

- 1 1
où C(m,a)->i uniformément pour 2 ^^a^^2 lorsque m-^oo.

DÉMONSTRATION :
m — 1 oo
—_— / f.mrfî\ --—-»- / / , /»/y2\

,(^a)=(,-^)^(-4^-)lI(-4^-)
1 W-t-1

0' m ^^"a^T-r/ ^"a-^XTT/ ^"a2^=(.-^) (-,)-"- (^n^-^n^-V)
1 1 W+l

^ (_i)^-i(i_ a2) (2ma2)7î^- lîp(a) ^(^^(m, a),

OÙ

C(m,a)^]'J(i-^) 1 ,
772

ce qui démontre (28). On prouve (29) de la même façon.
/y/l

THÉORÈME VI. — I I existe un poids pair W(^) tel que -yy. . -> o,
a;-^±°°5 n = o , i , 2 , . . . mais <3w(o)7ZZCw(o+)7zz(3w.
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DÉMONSTRATION. — Soient i < X i < 2 , X _ i = — X i et Xn== 2'"' sgnn
pour n == ± 2, ± 3, ....

Posons

(30)

( 3 1 )

II est
( 3 a )
d'où
( 3 3 ) .

^-rK1-?)'i

c(,)=n(-s)-
C'(^) ~ -^cp^^Isgn^), n->±c^) ~ F-

s/ ! ^
<00 (K==:0, 1 , 2 , . . . ) ,C'a.)

grâce à (29). (Ici, et dans ce qui suit, la prime sur le signe de sommation
indique que la valeur n = o doit être omise.)

Les formules (3i) et (33) entraînent, comme il est bien connu ([5], p. 829;
[7], p. 65-67), que

(34)
1 ^K

^ Q (\ } = ° (K==o, i, 2, . . . ) .

[Je dois à J. P. Kahane l'idée d'employer C(z) et la propriété (34) dans
la construction faite ici.]

Ecrivons
F(^ )=^cp(^ ) .

La fonction F(z) est entière, de type exponentiel zéro. Par le choix
des X,, nous avons
(35) 2TOn) __Fqo ^c'a,)--2^^)<0<

Définissons maintenant une fonction W(a?) de la façon suivante :

(36) W(^)=cp(i), M^i,

(87) W(^) = | .c2 cp (.r) | si ^|>i et |^ |^ l j [ î

W(^) ==SUp { [^^(j) ; (în— 2-:3^J^2/^+ 2-^ j

Si 2^—2-3^^^ 1 /y- | ̂ ^ 2^4- 2~3^.
(38)

II est alors clair que

(39) F(^)
W(^) -"5-^0,
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Je dis que
(4o) W(^)^Cte>o, ->o, ^-^±00 (K==o , i , 2, .. .

W (cT^

et que

(4I) 2' 5^4 <00-J—— ^ {^n)
n.

Les formules (38) et (28) donnent
(42) W(-Z-) EEEC^^l))'^2-3^1, 2^—a-3^^ |^[^ 2^4-2-

ou
C^-^I, 7Î->00.

Aussi, si | rc | est grand, et se trouve en dehors de tous les intervalles
•ïn r . n \ ^ - ï n - \ ^ ^ c/J/.^ /Q- \ „+ / ̂ Q\[2/^—2-3^ 2^+ 2-371], on a, selon (87) et (28),

/ logM p\ / lus 1 x \ _ \
(43) A |.2^ ^s2 ^W(^)^A|^|'< lus2 ),

A et B étant des constantes positives. Les évaluations (4^) et (43)
entraînent (4o)? e! l'inégalité (4i) est conséquence de (4^), (32), et (29).

Comme la fonction F(z) est entière, de type exponentiel zéro, F €<3w(o +)
grâce à (3g) et le théorème 1 (n° 1). Cependant, F^Cw(o). En effet, soit [JL
la mesure, portée par la suite {X,, , n = J^ i, ^ 2, j^ 3, . . . }, qui attribue

à chaque point X^ la masse p—y—- En vertu de (4i), [̂  est finie. Par (34),

f W^^^)""05 K=o , i, 2, . . . . Or, ̂  ^(^^(^T^O selon (35),

donc F^(?w(o). Cela montre que (3^(o) 7^ <3w(o+)•
yG c lop'^/y f^;)

Les formules (4^), (43) montrent que I —&—-Y-rf.r<oo. Il en résulte
^/ I "̂  OC"

que Cw(o +) T^^W? selon un lemme du n° 1.
Le théorème est démontré.

- - / ^2 \

REMARQUE. — Posons û(^) =^ |( i + jn ) ? —oo<a;<oo. Le théo-
i

rème III (n° 2) a alors pour conséquence, que (3^(o) == (3Q(o +)• En
raisonnant comme dans la démonstration du lemme, on voit que

^( 1 2 ^ 0 | ) =:D(n, a) (i+a2) (2na2) /^- l^(a) ^ ( -V
\c t /

_ 1- JL
où D(n , a ) -> i uniformément pour 2 2^a^22 lorsque n — ^ o o . En
comparant ceci avec les formules (4^), (43), on voit que le poids W{x)
construit ci-dessus satisfait, pour \x ^i, la condition

W(.c) =\œ\^^(x),

^{x) étant une fonction paire qui oscille entre deux constantes finies
lorsque x -> -^ oo. Cependant, Cw(o) ̂  <?w(o +)? quoique <3û(o) = (2û(o+)•
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4. Deuxième contre-exemple.

Dans ce numéro, nous mettons en évidence un poids W(rc) tel que
^w(o) 7^ ^w(o +) = ̂ w- Notre construction est fondée sur les propriétés
élémentaires de la mesure harmonique, dont la théorie est exposée
dans [11], chap. II.

LEMME. — Soit E un ensemble fermé sur la droite, réunion dénombrable
d'intervalles disjoints et fermés, jouissant, en outre, des propriétés suivantes :

io [—i, i]cE, E=—E.

2° A Vintérieur de chaque cercle de rayon fini, E ne possède qu'un nombre
fini de composants connexes.

3° II existe des R arbitrairement grands tels que [\/ÎÏ, RJcE. Sous ces
conditions, il existe une fonction p((), définie sur E, telle que :

(i) p(t) soit paire, et constante sur chaque composant connexe de E;

(ii) p(() croisse vers l'infini lorsque t > o croît vers V infini en parcourant
l'ensemble E;

(iii) on ait \P(i) ^K<oo pour chaque polynôme P satisfaisant
|P (^1^=(^+5)P(° sur E, K étant indépendant de P.

Démonstration. — Notons par CQ le complément de E dans le plan
complexe. Montrons d'abord que, correspondant à chaque zGCQ il existe
une mesure positive co^; sur E telle que

(44) fd^(t)^ï,
^E

(45) M o g l ^ + v / ^ — i 6/ûû^)<oo,

(46) log | P ( z ) [ ̂  f lo^ 1 P ( t ) 1 d^ ( t ) pour tout polynôme P.
^E

Considérons, pour R > o, le domaine <35^= 6!ç\[ z | < R } ayant
pour frontière l'ensemble E R = = E H { z < R } et le cercle 1^== { \z\ == R}.
(DR est de connexité finie, et à chaque zç:CQ^ correspond une mesure
harmonique OD^ portée par ERUFR. On étend la définition de co^ à E en
la mettant ==o sur E^ER, et si z^^p on entendra par co^ la mesure
qui est identiquement nulle. Les co^ sont positives.

Le principe du maximum montre que pour chaque zG(D, les mesures co^,
restreintes à E, forment une famille monotone, croissante par rapport
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au paramètre R. Puisque fd^{t)<^î pour chaque R, à tout zÇ(S
^E

correspond une mesure positive co^, portée par E, telle que

(^7) dw^ (t)-> d(^z (t) faiblement sur E pour R-> oo,

et que (44) solt satisfait.
Grâce à la propriété i°, la fonction H(z)=log z + \jz1—i (détermi-

nation positive de la racine carrée) est harmonique et positive dans Û3,
et continue jusqu'à sa frontière. Donc, si js€Û3 et z < S^R,

H(z)= f î^Wd^^^f ï{(t)d^(t).
^Eur- ^E..^RUi^ ^

Si l'on tient S fixe, et fait tendre R vers l'infini, ceci, joint à (47),

donne f îl{t) d^z{t) ̂ H(z), d'où (45) s'obtient en faisant S-^oo.
J^

Reste à établir (46). Si P(z) est un polynôme, l'expression
log( | P (z) l 2 ^" £ 2 ) es^ sous-harmonique dans <©R et continue jusqu'à sa
frontière, pourvu que £>o. Donc, si Z€<®R, et £ > o,

(48) l o g d P ^ p + ^ ^ f l o g ( | P ( Ç ) | 2 + £ 2 ) ^ R ( Ç ) .
^E l ^ P^^^

Lorsque £ tend vers zéro en décroissant, les fonctions log( |P(^) ̂ ^
forment une famille décroissante, bornée au-dessus sur l'ensemble EpUr^.
On peut donc appliquer le théorème de Lebesgue à l'intégrale de droite
dans (48), et l'on trouve à la limite £ == o,

(49) l og |P (^ ) | ^ f l og |P (Ç) 1^(0.
^E_ur -^^n

Vu que la famille des mesures co^ est croissante sur E par rapport au
paramètre R, on a par (4g) et (47),

l o g i P ^ l ^ f ^ r i ï ' w i ^ w + f 10^(01^(0.JE ^r,

Or, P est un polynôme. La formule (46) sera donc prouvée dès qu'on
montrera que, si R->oo en parcourant une certaine suite de valeurs,
la quantité (^(r^logR tend vers zéro pour chaque z fixe €û3.

Selon la propriété 3°, il existe des R arbitrairement grands tels que

[_R, -^R]u[v/R,R]cER.

Prenons un tel R, et notons par îl^(z) la fonction, harmonique dans
le domaine obtenu en enlevant du cercle { | z \ < R} les intervalles
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(—R,—v/RL L\/R? R)? q111 vaut i sur 1̂  et o sur ces deux intervalles.
Si jz€d3^, on a, par le principe du maximum,

(5o) ^ ( r K ) ^ H R ( ^ ) .

On va estimer H^z). La chaîne des transformations

Z-^ -.=^-> I-+s =W->^=W-> ———— ==(7R ^S v / R ( w - i )

engendre une application conforme js-^.o- du domaine de définition

de HR^) sur l'extérieur du segment — ( i - h - — ) î ( i — ^ = } \ ' Cette
L \ V^/ \ V^V J

application conforme fait correspondre au point z == o le point cr = oo,

et à FR le sous-segment — —5 o de la frontière du domaine des cr. Si z est
L V11 J

fixe, et /R est très grand par rapport à z , on peut donc dire que
_ _i_

Hn^^CteR 1 avec une constante indépendante de R. Si l'on donne
maintenant des valeurs arbitrairement grandes à R, mais de façon que la
condition 3° soit toujours remplie, on voit, que pour z fixe ECO, on peut
rendre Hn^logR aussi petit qu'on veut. Ce fait, joint à (5o), établit (46).

Une fois vérifiées les propriétés (44)? (45), et (46), la démonstration
s'achève rapidement. De (44) et (45) vient l'existence d'une fonction p(()
ayant les propriétés (i) et (ii), et telle que

(5 i ) f p ( Q l o g ( / 2

«^E

+ 5) d^i(t) <oo.

La propriété (iii) est alors conséquence de (5i) et (46).

LEMME. — I I existe une fonction continue et paire, F (x) ̂  i
(—oo<^<oo) , jouissant des propriétés suivantes :

i° F(a;)^5 pour tout x appartenant à un certain ensemble E satisfaisant
Vhypothèse du lemme précédent;

1° étant donné ô > o, on peut trouver une suite de fonctions entières f/iÇz),
de type exponentiel S, bornées sur l'axe réel, telle que ç,, {x) [ ̂  F (x),
— oo << x < oo, tandis que

riog 1^)1^
^-00 I 4- x

> oo, n —> oo .

DÉMONSTRATION. — Pour chaque A^io, posons
(52) f^= n nC-S)-

-^n^A. n^
V/2
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La fonction entière f^{z) est égale à sin ^z divisé par un polynôme;
elle est donc de type exponentiel 11, et bornée sur l'axe réel.

On a les inégalités suivantes :

(53) |/A(^)|^I, M^A,

W I/A^I^G-O^))^, v/^T7A^|^|^,
(55) |/A(^)|^I, MW2^
(56) l/A^lf^exp^A), |^|^v/eT7^,

En effet, (53) est évident, (54) résulte de

n (^-I)^ M^V^TTA
-A ^^A
V/2- -

joint à log^^(I~^)^=:=--o(I)^22^2^-o^-^î i^i^^î /
L n^e^ J ^^eA

et (55), (56) s'obtiennent au moyen de l'identité

» , . sinTr.r
A(^)=————___————__——————^T--n n (-s)

l^^A A<n<^
V^

On prend maintenant une suite { A n } tendant très rapidement vers
l'infini, l'ajustement exact de sa vitesse de croissance étant remis à plus
tard. On exige toutefois, dès le début, que

,„ , 1000 A3 ^ .(57) —^—— <nen<€^,

et que
(58) A^>^.

Posons ^n= /A""" Si { A ^ { croît assez vite, on a

,K \ /sina^y i
(59) ^~~\~^~x~} ^V M^A,,\ ^n^ / 2

((\ \ V / /sma^^X2^(60) ^-^^-^^ I^I^A,.
n

De ces inégalités, (5g) est manifeste; quant à (60), on a, par la formule
de Taylor-Lagrange,

/sina^^V
I-(-^)^cte(a^
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donc, si \x\^An, la somme dans (60) est majorée par

i+CteA^A^i+aCteA^A^^,11 ̂ à k — — " " ^ ^ ^ ^ n + l -
71+1

si {An} est assez rapidement croissante.
On va prendre

(61) F^^i+Vfi-f8"^2'
- v v (lnx i ^

Si A^|rc ^A^i on a, par (56) et (57),

(62) 4(^)Lexp(-^), ^<,,;

et par (53),

(63) ./A/?)LI, ^^+i.
T ^ / l

Nous prenons les A.n assez rapidement croissants pour que

^exp(-^)^i.
i

Alors, de (5g), (60, (6i), (62) et (63) il vient

(64) . , ' / ^ /-c\\2 .T.. . / / . /, /a-\\2
I+^•^(^))^^F^^/^+(^(^))2' A^1.|^A,,.

On voit de même que
(65) F(^)^3, |^ |^AI.

Soit

(66) E=[-A, , A, lu {J [-A^, -V^A.]^ QfV^S A,,Ji, Ai|U \^ L~A^i, -V2^JU

^=1 A^=l

Vu la condition (58), E satisfait à l'hypothèse du lemme précédent.
Mais aussi F {x) .= 5, x^E, en vertu de (64) et de (55) joint à (57).
La propriété i° de F{x) est donc vérifiée.

Venons-en à la propriété 2°. Soit S > o, et prenons N assez grand pour
que

2a,,+ ^7r ^ô, 7î^N.n — —

Alors, si ^^N, chacune des fonctions-? — v ——^ •L ' ? ÎICÎ LIIIC; U-C-i!) lUJ

,<^,^(.-c^)v/,/sina^\2\ /, / ^ \ \ 2

V ^ yA^\^n==N
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est entière, de type exponentiel S, et bornée sur l'axe réel. Il est clair
que î^=<yl(x)^'F{x) pour —oo<rc<oo. Or, on a par (5g),

(67) ^(^)^I4- I^/^^^\ I^I^A,, N^7^/.
2 \ ~n~ \ n / /

Et pour \/e + i A^^ | ̂  | ̂  10 A^, le membre de droite dans (67) vaut

(A \au moins exp p.-"-? selon (54) et (57). Donc, si N^n^î,

r^-iog^^c,
^A, •2?2 — — "

C étant une constante numérique. De là tire-t-on enfin

r^y'^^ciog^co, /^oo.
Cela démontre la propriété 2°.

y/i
THÉORÈME VII. — I I existe un poids pair Vf{x) tel que y^-/—r —^ o,

o;-^^:oo, n== o, i, 2, . . . et tel que <3w(o) T^^wÇo+) == <?w

DÉMONSTRATION. — Soit F(rc) la fonction définie par la formule (61),
et soit E Fensemble donné par (66). Soit p (() la fonction associée à
l'ensemble E, dont l'existence est garantie par le premier lemme de ce
numéro. On étend la définition de p(() à toute la droite réelle par inter-
polation linéaire sur les intervalles contigus de E* Ainsi obtient-on une
fonction p(a;)^i, paire, et croissante vers l'infini sur la demi-droite
positive.

Posons
(68) W(^) =max(F(^ ) , (^-4- S)?^-»)

Puisque "W(^) ̂ (^^+ 5)^, W(^)^i et
/yifl

(69) „. —^o, .r-^±oo, pour ^ = = 0 , 1 , 2 , . .
; W (; X )

Je dis que CwÇo)^^. En effet, puisque F {x) ̂ 5, rcGE,

.W(^) = (^2+5)P(•Y» surE.

Donc, selon le premier lemme de ce numéro, il existe une constante K < oc
telle que |P(^) |^K pour chaque polynôme P satisfaisant | P ( x ) |^W(^),
—oo^rc^oo. Le poids W(^r) étant continu, cela entraîne ^(0)7^^5
grâce à un théorème bien connu d'Akhiezer ([13]).

Cependant, <?w(o +) = ̂ w- Ceci sera établi dès qu'on montrera que
^w^^^^^w pour chaque S > o. Si §>o est donné on peut, par le
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lemme précédent, trouver une suite de fonctions entières y/, (2;), de type
exponentiel S, bornées sur Taxe réel, telle que

(7°) l ? / i ( ^ ) | ^F (^ ) î — o o < . r < ô o , - "

tandis que<,.) j-^n^, n—^oo.

De (69) et du fait que chaque 9^ est bornée Sur Taxe réel, vient ÇnGûw,
y i = = i , 2 , . . . . De (70) et (68) on a

(72) I I ^ H w ^ I (^==1, 2, . . . ) .

Or, selon un théorème d'Akhiezer ([!]), l'existence d'une suite de fonctions
entières 9^6 Cw? de type exponentiel S, telle que (71) et (72) aient lieu
simultanément, implique que les fonctions entières de type exponentiel S
appartenant à <3w y sont denses. Toutes ces fonctions-là sont dans <3w(S+),
par le théorème 1 (n° 1). Donc C?w(S+) est dense dans e^, c'est-à-dire,
^(^4-) == ^w? comme il nous fallait.

REMARQUE. — En raffinant certains détails de la construction
ci-dessus, on peut obtenir un poids W(x) croissant sur (o, oo), tel que
^w(o) T^CW^ +) = ^w- Comme cela mène à des calculs plus longs, bien
qu'étant les mêmes en principe, on ne le fera pas ici.

NOTE. — Lorsque je terminais la première rédaction de cet article,
j'ai reçu dans mon courrier le fascicule courant du Bulletin of thé American
Mathematical Society. Là se trouve une Note de Levinson et McKean ([8])
où sont énoncés, sans indication des démonstrations, des résultats analogues
à certains exposés ici, mais ayant trait à l'approximation pondérée en
norme quadratique.
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