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CATEGORIES STRUCTUREES

Par M. CuarLes EHRESMANN.

INTRODUCTION.

Cet article est la premiére partie d’un travail sur la notion de catégories
structurées et d’espéces de structures structurées. Les principaux résultats
sont résumés dans une série de Notes a ’Académie des Sciences [3 e].

Le premier paragraphe débute par un court rappel sur les notions d’es-
peces de structures et de catégories d’homomorphismes. Soit (G, p, H,'S)
une catégorie d’homomorphismes au-dessus de C telle que & contienne le
groupoide des éléments inversibles de la catégorie JC et que C soit, de plus,
munie d’une structure de catégorie inductive. Nous définissons les sous-
structures d’une structure de J¢. Cette notion précise celle de sous-objet
d’un objet d’une catégorie quelconque, en utilisant le fait que JC est une
catégorie d’homomorphismes et C une catégorie inductive; elle conduit a
munir J¢ d’une structure de catégorie ordonnée, a laquelle se rattachent les
principaux résultats de ce paragraphe.

Soit (M, p, 3¢, I') une catégorie d’homomorphismes & produits finis,
au-dessus d’une catégorie U d’applications; nous définissons au début
du paragraphe II les catégories J¢-structurées [ou plus précisément
JH(HK', I¢")-structurées]. Ensuite nous donnons un certain nombre
d’exemples : catégories topologiques et catégories différentiables [3 b];
catégories doubles qui interviennent en particulier dans la théorie des
transformations naturelles entre foncteurs [3 d]; catégories structurées par
des ordres, plus spécialement catégories et groupoides inductifs [3 ¢], ete.
Ces exemples, que j’ai été amené a considérer dans I'étude des espaces
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350 C. EHRESMANN.

fibrés, des espaces feuilletés, des prolongements de variétés différentiables,
des structures locales en général, sont 4 l'origine de ce travail. La fin du
paragraphe II contient une série de théorémes généraux :

Les foncteurs JC-structurés forment une catégorie d’homomorphismes
au-dessus d’une catégorie de foncteurs, et au-dessus de OM; elle est a
produits finis et résolvante a droite.

Soit (€, s) une catégorie JC-structurée; si C est une sous-catégorie

de € et s une sous-structure de s telle que p(s) = C, alors (€, 5) est une
catégorie JC-structurée.

Si (€, s) est une catégorie JC-structurée, les catégories des trios et des

quatuors de C sont des catégories JC-structurées.

Tous ces théorémes utilisent ’hypothése supplémentaire : (0N, p, 5, I')
est une catégorie d’homomorphismes résolvante a droite (c’est-a-dire ¢
contient « assez » de sous-structures).

La deuxiéme partie de cet article (4 paraitre prochainement) contiendra
la théorie des espéces de structures structurées; nous montrerons comment
le procédé d’élargissement complet d’un groupoide inductif peut étre géné-
ralisé a des espeéces de structures structurées. Ensuite nous donnerons
des applications de toutes ces notions a4 des problémes plus particuliers.

I. — Catégories d’homomorphismes et sous-structures.

1. ConventioNs. — Une catégorie sera en général représentée par le
symbole désignant la classe support de la catégorie en y adjoignant en
haut a droite le symbole de la loi de composition faisant de cette classe
une catégorie. Par exemple : C!, CI e’ (resp. e, e, e), ..., dési-
gneront les catégories obtenues en munissant la classe G, G,, C, ... de la
loi de composition L (resp. .). La classe des unités d’une catégorie sera
désignée par le symbole représentant la catégorie, en y adjoignant en bas
et & droite I'indice , ; par exemple : C}, ((‘3'1")(,, CY .... Si une classe d’objets
est associée naturellement a la catégorie (par exemple les classes dans une
catégorie d’applications de classe dans classe), nous identifierons les unités
aux objets correspondants sans le mentionner.

Soit ' une catégorie. Les applications source et but qui associent a
un élément f de C* son unité & droite et son unité a gauche respectivement

seront notées a* et B*. La classe des couples (g, f) tels que le composé g 1 f
soit défini [c’est-a-dire tels que a'(g) = B(f)] sera désignée par le
symbole €' Ct; Papplication

(& f)—grfs ou (g f)ectxet,

par le symbole z*.
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Pour simplifier les notations et si aucune confusion n’est possible, nous
représenterons une catégorie par le méme symbole que la classe support;
dans ce cas, il sera sous-entendu que la loi de composition est désignée
par .; ainsi on écrira € au lieu de €. De méme, on écrira aussi C,, « et (3
au lieu de C,, « et B.

Soient C! et @' deux catégories; le mot foncteur signifiera toujours
foncteur covariant. Un foncteur de ' vers C' sera désigné, soit par un
triplet (G, F, @), ou F est application correspondante, soit par la seule
lettre F. La restriction de F a la classe Cr, considérée comme application
de C! dans C!, sera notée F,.

2. RAPPEL SUR LES ESPECES DE STRUCTURES [3 a]. — La notion d’espéce
de structures étant essentielle dans cet article, nous allons en rappeler la
définition et les principales propriétés.

Derinttion 1. — On dit qu'une catégorie C est une catégorie d’opérateurs
sur une classe X, st l'on a défint une lov de composition : (f, z) > fz pour
certains couples (f, z)€C X X, telle que fz€ZL, et que les axiomes suivants
sotent vérifiés :

(1) Associativité : St g(fz) ou (g.f)z est défint, ces deux éléments sont
définis et égaux :

(2) St g.f et fz sont définis, alors g(fz) est défini;

(3) Soit e€C,; si ez est défini, on a ez = z;

(4) a. Pour tout z€ZXL,, il existe au moins un fE€C tel que fz soit défini;
b. Pour tout f€C, il existe au moins un z€ZX, tel que fz soit défini.

Ces axiomes entrainent que, pour tout z€ X, 1l existe un et un seul e€C,
tel que ez soit défini; on obtient ainsi une application p, : z - e de X,
dans C,; on dira que z est une structure sur p,(z).

Dérinition 2. — Sotent X, une classe et C une catégorie; on dit que X,
est une espéce de structures au-dessus de C si lon s’est donné une sous-
catégorie C, de C qut soit une catégorie d opérateurs sur X,; soit p, Uappli-
cation correspondante de X, dans C,; on dira aussi que (C, p,, L,) est une
espéce de structures. Si, de plus, C, = C, on dira que [C, p,, L,] est une
espéce de structures sur C.

Soit (C, po, Xo) une espéce de structures. Soit X la classe des couples
(f, 2) €C X X, tels que fz soit défini, c’est-a-dire tels que a(f) = po(z).
Munie de la lo1 de composition :

(f2). (fyz)y=(.1, %) si, et seulement si, 5 = fz,
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X est une catégorie, appelée catégorie des hypermorphismes associée
a T'espece de structures (C, p,, L,). La classe des unités de X s’identifie
a X, en identifiant (e, z) 4 z. L’application p, se prolonge en un fone-
teur (C, p, X) vérifiant la propriété suivante :

(E) Pour tout h€X et tout z€ZX, tel que
Po(3) =po(a(h)),
il existe un et un seul A'€X tel que
pH)=p(h) et a(l)=z.

L’espéce de structures (C, p,, ¥,) sera aussi désignée par le symbole (C, p, ).
Inversement, solent C et £ deux catégories. Soit (G, p, X) un foncteur

vérifiant la condition (E); on dira que I est une catégorie au-dessus de C

relativement & p. On montre [3a] que p(Z) est une sous-catégorie de C
et que I'application
h—(p(h), a(h))

permet d’identifier ¥ a la catégorie des hypermorphismes associée a I’espéce
de structures (C, po, X,) dans laquelle la loi de composition est définie par

(fs 3)—>B)
si, et seulement si, il existe

heX, f=ph) et s=a(h).

3. EsPiicES DE STRUCTURES DOMINEES PAR UNE CATEGORIE. — Nous
désignerons par JNL, une classe de classes contenant avec une classe toutes
ses sous-classes. N, s’identifie & la classe des unités de la catégorie I
dont les éléments sont les triplets (M’, f, M) tels que Med,, M'e€I,
et que f soit une surjection de M sur une sous-classe de M’, la loi de compo-
sition étant définie par

(M", f/, M) .(M', f, M) = (M", f'f, M) si, et seulement si, M, =M,
ou f'f désigne la surjection :

x— f'(f(x)) pour tout xeM.

S1 f= (M’, f, M), nous noterons aussi f(z) par f(z).

Soit (G, p, £) une espéce de structures telle que p (¢) appartienne
a I, pour tout e€ p,(X,). Soit

fep(2), e=a(f) et e=05(f).
Posons

F(f)=(@ (¢), fip' (e))eom,



CATEGORIES STRUCTUREES. 353

_7(;) =/fz pour tout z tel que p(z) =e¢;

F(e) sera identifié avec p (¢). Si f est un élément inversible de p(X),
Papplication f est une bijection de F(e) sur F(e). L’application
F : f— F(f) pour tout f€p(X) est un foncteur de «(F) = p(Z) vers M
vérifiant ’axiome :

(A) Soient e€«(F), et e’€a(F)y; on a

F(e) 20 (ensemble vide);
siez*¢e, on a
F(e)nF(¢)=0.

De plus, le couple (€, F) détermine entiérement (G, p, I).

Inversement, soit (G, F) un couple tel que F soit un foncteur d’une
sous-catégorie a(F) de C vers M vérifiant I’axiome (A). On montre [3 a]

que la classe I, réunion des classes F(e), ou e€«(F),, est une espéce de
structures au-dessus de C, dans laquelle la lo1 de composition est définie par

(f,z) >F(f) (5) si, et seulement si, z€F (a(f)).

Nous dirons que (G, F) est un couple définissant une espéce de structures,
a savoir l'espéce de structures X, ainsi construite.

Remarques. — 1° Soient C une catégorie, «(F) une sous-catégorie et

(M, F, o (F)) un foncteur. Soit F le foncteur qui associe a f€a(F) Pappli-
cation
(@(f)y 3) > (BN F(f) (5)), ou seF(a(f).

Le couple (¢, F) définit I'espece de structures (C, po, o), ot Z, est la
classe des couples (e, z) tels que e€a(F), et z€F (¢), et

Po(e, 5) —=e.

20 Soit (C, F) un couple définissant une espéce de structures (C, p, X)
tel que @ (F) contienne f€C si «(f) €« (F); ceci équivaut a dire qu’on s’est
donné une loi de composition entre la catégorie C et la classe X, vérifiant
les axiomes 1, 2, 3, 4a, de la définition 1. On peut prolonger F en un
foncteur (M, F, @) défini par

F(f)y =F(f) pour tout feax(F),
F(e) =0 pour tout e€C,, edga(F),,
F(f)=(F(B(/)), 8,0)  pourtout fga(F).

39 Soit C" une catégorie; le triplet [C, 3, C] est une espéce de structures
pour la loi de composition .; soit e€C,; le triplet (€, B, &' (e)) est une
sous-espéce de structures [3 a] de [C, B, C].
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Soient (€, F,) le couple définissant Pespéce de structures (€, B, & (e))
et Fe le foncteur associé a F. par la remarque 2. Un foncteur (N, G, ¢')
est dit représentable [2] s’il existe un e€C; tel que G et F,se déduisent
I'un de Pautre par une équivalence naturvelle. A tout couple (G, F) défi-
nissant une espéce de structures [C, p, X], on peut associer un foncteur

représentable F de la maniére suivante :

Soit @ un élément quelconque n’appartenant pas & €. Soit €, la classe
des couples (z, a), ou z€ZX,. Soit C’ la classe réunion de G, {a} et C,.
Cette classe est une catégorie pour la loi de composition

1) =1y
si, et seulement si, une des conditions suivantes est vérifiée :

(1) YEC, Y €€, «(Y) = B(y). Alors Y.y est le composé de Y et y
dans C;

(2) Y€C, v= (2, a), z€F(a(Y')); alors

Y.y=(3 a);

(3) Y'= (2, a) et Y = a; alors

La remarque 2 permet de prolonger F en un foncteur (om, F, e');
ce foncteur F, identique a (OT(’,, F., C'), est représentable.

Soit € une catégorie et (I, v, K) un foncteur.

Dérinition 3. — On appellera espéce de structures dominée par (v, K)
un couple (C, F) tel que (K, F, a(F)) soit un foncteur et que (C, YF) définisse
une espéce de structures; Uespéce de structures définie par (C, YF) sera appelée
espéce de structures sous (C, F).

Nous reviendrons plus tard sur la notion d’espéce de structures dominée
par une catégorie (§ IIT et IV). Pour l'instant, nous allons seulement en
indiquer des cas particuliers.

Soit F la catégorie de tous les foncteurs (8, G, §)tels que (8, G,8)em;
soit (M, p., F) le foncteur défini par

ps: (5, G,8)>(S, G, ¥).
, \ i, =
DErinition 4. — Une espéce de structures dominée par (p,, F) sera

appelée espéce de morphismes.

Soit (C, p, X) une espéce de structures. Considérons les conditions
suivantes :

a. (C, p, L) est Dl'espece de structures sous une espéce de mor-
phismes (C, F).
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b. b, : Pour tout e€p(Z,), la classe p (¢) est munie d’une structure

de catégorie (p e))t, que nous noterons F(e); .
b, : Soit fep(X), e=a(f) et ¢ = B(f'); alors (F(¢'), f, F(e)) est un
foncteur F(f).

c. ¢ ¢ (Z,)! est une catégorie;
¢, : Les conditions (2, z) € (Z,)* % (Z,)* et (f, 2’1 z) €L entrainent

(f, z) €=, (f, sHeX et Sz L3)=f51[5;
s ¢ Siz,€(Z)! et (f, ) €L, on a

fzﬂe(zo)%-
Prorosition 1. — Les conditions a, b et ¢ sont équivalentes.
Démonstration. — Les conditions a et b sont équivalentes par défi-

nition. Si elles sont vérifiées, la catégorie (£,)* somme des catégories F(e),
ou e€ p(,), vérifie la condition c. Inversement, supposons la condition ¢
vérifiée. Soient z€ZX, et z'€X,. St z' 1z est défini, p(z' 1z) (z' L z) est
défini et, d’aprés ¢, on a

p(s1z)=p() =p(2);
en particulier,

p(at(s)=pEt=) =p(s);
done p (e) est une sous-catégorie de (Z,)! pour tout e€ p(Z,). Soit fe€p(X)
tel que «(f) = e; les conditions ¢. et ¢, signifient que P'application f est
un foncteur de p (e) vers p (B(f)). Par suite, b est vérifié.

CororLAIrRE. — St U'on suppose les conditions c, et ¢, vérifiées et si p(X)

(resp. }) est un groupoide, la condition c, est aussi satisfaite.
Démonstration. — Les conditions (f, z,) €X et z, € (Z,)} entrainent
Jao=f (50 L 5y) = [0 L [50.

Si (Z,)* est un groupoide, il en résulte fz,€(Z,)y. Supposons que p(X)
soit un groupoide; de la suite d’égalités

S (fz) = (St od (fz0)) = (f7'.f) e 1 (@b (fz0)) = 1 (@b (f50))

on déduit
Sro=at(fz0) € (20},
donc ¢, est vérifié.

Soit A une classe munie d’une relation d’ordre <C; la classe des
couples (z’, z), ot z << z’, est une catégorie pour la loi de composition entre
couples

7

(3", 3\) L (5, 3) = (5", 3) si, et seulement si, 3, =3".
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Inversement, si C est une catégorie telle que deux éléments f et f' de C
ayant méme ensemble d’unités dans € soient identiques, la donnée de €
définit sur G, la relation d’ordre :

z < 7z’ s1, et seulement si, il existe f€C tel que
s=ua(f) et 5 =0B(f).

Nous dirons que la catégorie C définit alors un ordre sur C,.

Soit Q, la classe des classes ordonnées (A, <), ou A€JM,; soit Q la
catégorie des triplets ((A’, <), A, (A, <)), ou

(A, <) €y, (A, <) e,

et ou h est une application de A dans A’ compatible avec les ordres de A
et A’. Soit w l'application
(A, <)y Ay (A, <)) —> (A, Ay A);
(o, o, Q) est un foncteur.
Derinition 5. — Une espéce de structures (C, F) dominée par (v, Q)

sera appelée espéce de structures ordonnée; si de plus C définit un ordre
sur C,, nous dirons que (C, F) est une espéce de structures bi-ordonnée.

Soit ((A, <), h, (A, <))€Q; soit @ (resp. @) la catégorie de couples
définissant I’ordre de A (resp. de A); soit h application
(5, 5) > (h(z), h(5)), ou (z,3)e€d;
(@, h, @) est un foncteur et application 7 :
((A, <), s (A, <)) (& By Q)

est une équivalence de £ sur une sous-catégorie pleine Q de F dont les
unités sont des catégories S définissant un ordre sur 8,. L’application

e, By >(e, (7,1, &)F),

ou (G, F) est une espéce de structures ordonnée, est une bijection de la
classe des espéces de structures ordonnées sur la classe des especes de

morphismes (€, F) telles que
}A“(a(f‘))c Qca.
4. RAPPEL SUR LES CATEGORIES D HOMOMORPHISMES.

DeriniTioN 6. — Sotent C et I deux catégories; on dit [3a] que (C, p, IC,'S)

est une catégorie d’homomorphismes si les conditions suivantes sont vérifiées:

(1) (€, p, K) est un foncteur;
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(2) & est une sous-catégorie de IC contenant I3C,;
(3) (C, p’,8) est une espéce de structures, otu p’ désigne la restriction de pa'S;
(4) Sotent h€ JC et h' € JC; les relations

a(h)y =a(h'), B(h)y =8B el ph)y=p(h)
enltrainent h = h'.

Soit (G, p, &, S) une catégorie d’homomorphismes. Un élément h de JC
s’identifie, en vertu de la condition (4), & un triplet (S, f, S), ou

S=a(h) €, S'=8(h)e€d, et f=ph)ec.

Cest le plus souvent sous la forme d’un tel triplet que nous représenterons
un élément de JC. Remarquons que nous identifions ainsi JC & une sous-
catégorie de la catégorie induite p, (C) dont les éléments sont les tri-
plets (S', f, S) tels que

S e ¢, S e 3¢, feg¢, a(f) =p(S) et By =p(S).

Un élément de & étant entiérement déterminé par la donnée de «(h)
et de p(h), nous le représenterons, soit sous la forme ((3(h), p(h), «(h)),
soit sous la forme (p(h), «(h)). Si1 S est le groupoide des éléments inversibles
de J¢, alors JC est une espece de structures au-dessus de $ X8 pour la loi
de composition

(F ) h) [ b f

si, et seulement si, .
a(H=ah) et a(f)=5(h), on he#, fes, fes.

Soit (€, p, &, 8) une catégorie d’homomorphismes; soient 8. et C, les
groupoides des éléments inversibles de S et de C respectivement. Si p(S.)
est un sous-groupoide saturé [3 a] de G, c’est-a-dire si les conditions

Jee, et a(f)ep(Sy) entrainent fe€p (8y),
nous dirons que JC est saturé au-dessus de C.

En particulier, soit (M, p, 4, ) une catégorie d’homomorphismes telle
que N soit la catégorie définie au n® 2. Soit h€IC; I’élément p(h) est,
par définition, une application (p(3(h)), g, p(«(h))), oi g est une surjection.
Comme la donnée de «(h), de B(h) et de g détermine entiérement p(h),
nous représenterons simplement h par le triplet (3(h), g, 2(h)) [au lieu

de (B(h), p(h), «(h))]. Si h est tel que ’
p(a(h))cp(B(h))

et si p(h) est 'injection canonique de p(x(h)) dans p(B(h)) nous écrirons h

sous la forme (B(h), t, a(h)), c’est-a-dire . désigne Iapplication identique

de p(x(k)).
Ann. Ee. Norm., (3), LXXX. — Fasc. 4. 45
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Ezemples. — 1° Soit (M, p;, F) le foncteur défini au n® 2; soit F, le
groupoide des éléments inversibles de F (équivalences de foncteurs);
(M, pgy F, F.) est une catégorie d’homomorphismes.

20 Soit B, la classe des topologies (ou métatopologies avec la termi-

nologie de [3 b]) sur les classes M€, ; soit  la catégorie des applications
continues (S', f, S) de S dans S’, ou S est une topologie sur la classe M et S’
une topologie sur M'. Soit 0 le foncteur

(S, £, S) = (M, f, M).

Soit ® le groupoide ‘des éléments inversibles de % (homéomorphismes);
(911, 0, ‘53, %) est une catégorie d’homomorphismes.

30 Soit (M, w, fl) le foncteur défini au n° 2; soit Q le groupoide des
éléments inversibles de (isomorphismes entre classes ordonnées);
(M, w, Q, Q) est une catégorie d’homomorphismes.

4° A toute catégorie C correspond la catégorie d’homomorphismes
e, Id,, €, €), ou Id, désigne le foncteur identique de C.

5. Sous-sTrucTurEs. — Soit (G, p, d, S) une catégorie d’homomor-
phismes telle que § contienne le groupoide I' des éléments inversibles
de €.

Dans J¢,, considérons la relation

sps si, et seulement si, (s, p(s), s) €.

Cette relation entraine évidemment p(s) = p(s’).

Prorosition 2. — ¢ est une relation d’ordre dans #, et (C, p,I') est

Pespéce de structures sous Uespéce de structures ordonnée (C, F) telle que
F(e)=(p'(e),p.) pourtout ecao(F),
ot ¢, est la relation d’ordre induite par ¢ sur p (e).

Démonstration. — Les conditions s ¢ s’ et s'p s” entrainent

"

(8", p(s), ). (s, p(s), s) =(s", p(s), s) €N, d’ou sps’.
Supposons s ¢ s’ et s' ps; on a

(5 p (5, 8) (5, p(5),5) = (5, p(5), 5) =5
et
(s p(s)y8). (s, p(s), 8) =55
par suite,
(s, p(s),s)el.
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Comme (G, p, I') est une espéce de structures, des égalités
a(shp(s),s)=s et p(ssp(s),s)=p()

on déduit (s, p(s), s) =s; donc s'=s et ¢ est une relation d’ordre;

la catégorie de couples définissant p s’identifie & la sous-catégorie JC,

de € formée des éléments (s’, p(s), s) en identifiant (s', s) avec (s', p(s), ).
Les relations

(', p(s), s) €, fep @) et a(f)=p(s)

assurent I'existence de (s, f, s)€I' et de (s', f, s'’) €I'; on a
(851, 8) (s p(s)y ) (s, 7 5) = (5" fop (5) [~ ) = (5, p(5), §) e &L
Par conséquent, p(I') opére sur JC,, la loi de composition étant
(fs (s, p(5),8)) > (5, p(5),5) i, et seulement si, a(f)=p(s).

(p(T'), p, 3C,) est T'espéce de structures sous une espéce de morphismes
et la proposition résulte de la fin du no 2.

Supposons désormais que C soit une catégorie inductive (au sens du
paragraphe II, n° 6, sens un peu plus général que celui défini dans [3 c]).
Sig€Cet f€C,le pseudo-produit dans € des éléments g et f qui est toujours
défini (voir § II, prop. 22) sera désigné par gf.

Considérons dans J¢, la relation

spS si, et seulement si, p(s) <<p(S) et (S, p(S)p(s),s)€x;
les relations induites par ¢ et o sur p (¢) sont identiques, pour tout
e€p(JC,). La relation p(s) < p(S) entraine
a(p(S)p(s))=p(s);
si, de plus, (S, p(S) p(s), s) €I, alors on a aussi
BlpS)p(s))=p(S).

ProrosiTion 3. — ¢ est une relation d’ordre dans JCy; st s S, s est un
sous-objet [5] de S dans .
Démonstration. — Nous supposerons s ¢ S. 51, de plus, S ¢ s, alors
p(S)=p(s), d’ou spS et Sps,
c’est-a-dire s = S, d’aprés la proposition 2. Supposons s’ ¢ s; des relations

c=(pS)p(s))-(p(s)p(s)) <pS)p(s),
a(k)=p(s) et B(k)=p(S)
résulte
k=p@S)p(sh, (S, p(S)p(s),s)ea et s'pS.
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Soient g = (s, g, S') et g'= (s, g, S) tels que

(S, p(S)p(s),s).8§=(S,p(S) p(s),s).3"
Des relations
(pS)p().s=pB)p(s)).-5,
g<(p@)p(s)).g <@ ®)ps)).g, 2@ =a(g), B(g) =53
on déduit g= g’. Par suite, g = g’, ce qui signifie que s est un sous-objet
de S dans JC.

La notion de sous-structure que nous allons maintenant définir précise
la notion de sous-objet d’une catégorie.

DeriniTioN 7. — Sott SE€ I, ; on dira que s € K, est une sous-structure
de S dans (G, p, H,S), et on écrira s xS, st les conditions suivantes sont
V4

périfiées :
(1) On a p(s) < p(S) et (S, p(S) p(s), s) € IC;
(2) Soit (S, g, S')€ I tel que -
a(p(s)g) =a(g) e B(p(s)g)=p().
Alors on a
(s, p(s) g §') edt.

St s =S, on écrira ausst
/)

(S,p(S)p(S),S):SwS

et Uon dira que Saos est une p-injection. Sout Hoc la classe des p-injections.

Si aucune confusmn n’est p0551ble on dira seulement que s est une sous-

structure de S dans J€ et ’on écrira s xS et S»o s au lieu de s xS et S»s.
P »

ProposiTion 4. — Sotent s€ H, et SEIC,; on a s xS si, et seulement st,
les conditions sutvantes sont vérifiées : ’

(1) spS dans (C, p, 4, S);

(2") La condition (S, (p(S) p(s)).g’, S') €I entraine (s, g', S') € I.

Démonstration. — Supposons s x3; la condition (1) de la définition 7
signifie sp S dans (G, p, ¥, §). So{t

S, p(S)pls).5,8) e

Montrons que les éléments g et g, = p(s) (p(S) p(s).g") sont égaux.
En effet, on a

pr)<p@)p(s), g=p)g<(pS)p(s))g
et
g=ps).8'<p(s)(p(S)p(s) &)
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par ailleurs, :
a(gy) <a(g) et B(g) <pls) =B,
d’ou

a(g)=a(g)=p() et B(g)=5E")=p@).

Puisque (G, <) est une catégorie inductive, les relations
<&, a(g)=alg) e B(g)=5(g)

entrainent g’ = g,. Il résulte alors de la condition (2) de la définition 7
qu'on a (s, g’, S’)€dC, donc (2') est vérifiée. Inversement, supposons les
conditions (1') et (2') vérifiées; soit (S, g, S') € IC tel que

2w(p(s)g)=a(g) et B(p(s)g)=p(s).
On obtient g = (p(S) p(s)).(p(s) g), en utilisant les relations

(PGB)p(s)).(p(s)g) <g  al(pS)p(s).(p(s)g))=a(g)
et
&) =8UpS)p())-(p(s)g))=p(8).
De la condition (2’) on déduit donc

(s, p(s)g, S') e, c’est-a-dire s :;cS.

Exzemples. — 1° Les sous-structures de S dans (I, 0, , ) sont les
topologies induites par S sur les sous-classes de 6(S). Soit %, la sous-
catégorie de & formée des applications continues ouvertes d’un espace
topologique dans un autre; soit 0, la restriction de 6 a %u; (JR, 0., ”Z‘»u, ‘CS)
est une catégorie d’homomorphismes. Les sous-structures de S dans

(om, 0,, G, B) sont les topologies induites par S sur un ouvert de S,
c’est-a-dire les éléments plus petits que S pour la relation d’ordre considérée

dans [3 ¢] sur @.

20 Les sous-structures de €! dans (O, p,, F, F,) sont les sous-
catégories de C! (voir § II, prop. 9).

30 Les sous-structures de (A, <) dans (O, w, O, Q) sont les sous-classes
de A munies de I'ordre induit par <.

4° Dans (€, Id,, G, C), on a

saS si, et seulement si, s<CS dans € et B(Ss)=S.

Si les relations s <S et sxS sont équivalentes, C est une catégorie
inductive complétement réguliére a droite. Dans ce cas, la condition s << « (f)

entraine 3(fs) = B(f).
50 51 sxS, on a p(s) xp(S) dans (C, Id,, C, C).
»
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TatoriEME 1. — Dans 3, la relation s xS est une relation d’ordre.
P

Sotent s€ I, s' €I, et SE I,; les conditions

s, s'xS (resp.s'oS)
” »

et .
p(s) xp(s) dans (€, 1dg, €, €)
entrainent
s’ s (resp.s'ps).
»
Démonstration. — ¢ étant une relation d’ordre, si sxS et Sas,

on a s=95. Supposons s, xs et sxS; alors s, 9S. Montrons que le
couple (S, s,) vérifie la condition (2') de la proposition 4. Soit

g= (S, p(S)p(s).8,5) e
Les éléments p(S) p(si) et (p(S) p(s)).(p(s) p(s.)) sont égaux, car ils sont
majorés par p(S), ont méme source p(s,) et méme but p(S); par suite
§=(S,(p(S)p(s))-(p(s)p(s1).8), ') ek

et, puisque s xS,
g=(s(p(s)p(s)).8,8)€d;

comme s, xs, 1l en résulte

(s1, 8", S) e, c’est-a-dire s, o S.
Supposons s xS, s’ S et p(s’) xp(s) dans (G, Id,, &, C). On a

J=(S, p(S)p(s),s)esk;
des relations
ps)<p(s) et B(p(s)p(s))=p(s),

on déduit que les éléments p(S) p(s’) et (p(S) p(s)).(p(s) p(s’)) sont égaux,
car ils sont majorés par p(S), ont méme source p(s’) et méme but p(S).
Par conséquent,

J=(S (pS)p(s))-(p(s)p(s)), )
et, en vertu de la proposition 4,

(s, p(s)p(s), s)ea, d’ou s'ps.
Supposons, de plus, s’'xS; soit

§=(p)ps).5,8) ek

On trouve

§=(S, p(S)p(s),8).8=(S, (p(S)p(s))-(p(s)p(s)).g", ")
= (S, (p(S)p(s")) .8, 8)eu.
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La proposition 4 entraine donc

(s',g',S)ea et s’ S.

Cororrare 1. — Les conditions sxS, s'«S et p(s)=p(s)
P p
entrainent s = s’.

En effet, d’apres le théoréme 1, ces conditions entrainent

saxs et § s, d’ou s=s.

CororLAIRE 2. — Soit s xS; alors, pour la relation ¢, s est le plus grand
P

élément de la classe des structures s’ telles qu’on ait
s'pS el p(s) =p(s).

Dirintrion 8. — Soient h€JC et h' € IC; on dira que h' est un sous-
homomorphisme de k dans (G, p, 3, 8), et Lon écrira h'oh ou h'xh,

/l
st les conditions suivantes sont vérifiées :

a(W)oca(h),  BE)xp(R) e p(H)<p(h)
Prorosition 5. — Dans J¢, la relation k' xh est une relation d’ordre
périfiant les conditions suivantes :
(1) Sth' ah, a(h') = a(h) et B(k') = B(R), alors h=h';
(2) W' «h entraine p(k')xp(h) dans (C, 1d,, G, €); si de plus,
p(h)=p(k'), alors h=h';

(3) Les conditions (h,, h)escxac, (b, h')exxH, h'«xh et h «h,
entrainent It, .h' <h, .h; . .
(4) Les conditions : h'«h, h"«<h et p(h")xp(k') dans (€, 1d,, C, C)

P P

entrainent h” < h'.
//

Les conditions (1) et (3) signifient que (JC, =) est une catégorie ordonnée
(voir § II, définition 18). La condition (2) signifie que p appartient a ('
(voir § 11, n° 6), c’est-a-dire (§ 1V) que (J¢, =) est une catégorie ordonnée
au-dessus de (C, <).

CororLLAIRE. — Si C est complétement réguliére a droite et si pour
tout s€ I, la classe des éléments p(s'), ot s’ «xs, est une sous-classe induc-
r

tive de C,, alors (JC, x) est une catégorie inductive au-dessus de (C, <).
Prorosition 6. — Supposons
LeT, Ier, a()axal(h) e p(H)<p(h);
P

alors on a aussi B(k') xB(h) et, par suite, b’ xh.
P P
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Démonstration. — Soient
h= (S, h,S)el et  AW=(s, I,s)el
tels que h' << h et j = (S, p(S) p(s), s)EIC; on a

p(hj.B=1)=h.(p(S)p(s)). K= <p(S)p(s),
a(p(lj.k=))=p(si) et B(p(hj =) =p(S),
d’ou
p(hj = )=pS)p(si) et (S, p(S)p(si), s) €.
Supposons, de plus, s xS; soit

§= 68 (p(S)p(s)).8,S) e

Les éléments A~ .(p(S:) p(si1)) et (p(S) p(s)).h~" sont égaux, car ils sont
majorés par h™', ont méme source p(s,) et méme but p(S). Par suite,

= (S, (p(S)p(s)).(K.8),S)ex

.z
et il résulte de la proposition 4 qu'on a
&= (s, W.g,8)es,;
par conséquent,
W.g'=(s,g,8)e’x e s xS
Prorosrtion 7. — Soient

h= (s, h, s)e€ s, s as et sy sy,
r r

S’tl existe h' €C tel que

< h, a(h) =p(s) et B()Yy=p(s)).
on a
W= (s, I',s)ed et W ooch.
ll
Si de plus h et k' sont inversibles, alors k' €T.
Démonstration. — On a

7¢.(s>o s’): (81, ho(p(s) p(s')), s)es;
p

les éléments h.(p(s) p(s’)) et p(s.) p(s,).h’ sont égaux, car ils sont majorés
par h, ont méme source p(s’) et méme but p(s,); par suite,

ﬁ.(s:o s’):(sl, (p(s1)p(sy)).I,s)esx
P

et, en vertu de la proposition 4, on trouve

W= (s, I, §)es.
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Si, de plus, €T et A’ est inversible, on a aussi (s, h'~, s,) € %, d’ou
kel.

Soit [T]€ la catégorie longitudinale des quatuors de € (voir § II, n° 5),

c’est-a-dire la classe des quadruplets (g, fi, f, g) €C* tels que g,.f = f..g,
munie de la multiplication ,

&S S8 MEs i i 8) =& L 06 A 8)
si, et seulement si, g’ = g,.

Prorosition 8. — Sotent

hee, Mee, a(h)=s, a(h) =5+, B(h)=s, el S(N) =5s;

les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) k' < h dans (C, Id., C, C);
(2) K< h dans C, B(ss') = s et B(s:s)) = s:;
(3) s'<s, s,< s et (h, s\ s,, ss’y M) €[ ]C.
En effet, les conditions (1) et (2) sont équivalentes d’aprés ce qui précede.
Si (2) est vérifié, les éléments h.ss’ et s, s, .h’ sont égaux, car ils sont majorés
) 1 gaux, J

par h, ont méme source s’ et méme but s,; par suite, (3) est vérifié. Si la
condition (3) est satisfaite, on a

sas et 8 s puisque 3(ss') =s et B(s5,) =s.

De plus, .
$,<<sis, et ss'<s, d’ou W <<sis,.W=h.ss'<h.

Si h'xh dans (C, Id,, G, C), nous désignerons par h'g h' le quatuor
(h, B(h) B(R'), «(h) 2(h"), h'). La classe Ul des quatuors h@h' est une
sous-catégorie de [[]|C; soit U’ la sous-catégorie de U formée des qua-
tuors h ‘El h' tels que A’ et h soient inversibles.

Soit []]d¢ la catégorie longitudinale des quatuors de JC et Op le foncteur

&uSo i 8) > (&), p(1), p(f)s p(g)) de[T]3 vers [T]C;

(e, ap, (114, I') est une catégorie d’homomorphismes, ou I est le
groupoide des éléments inversibles de [[|#C. Pour qu'un quadruplet

G = (g, f, f, g) appartienne a[T]d¢, il faut et il suffit qu’on ait
a()=a), (=2, 2(f)=F@) o  B(J)=5)

et que [0p (G) soit un quatuor; en effet, les éléments g,.f et f,.gsont alors
égaux, puisqu’ils ont méme image par p, méme source et méme but.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXX. — Fasc. 4. 46
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Soit UL la sous-catégorie de [T]#¢ formée des quatuors

H:(h, $i 08, sos, h’)
\ P »

tels que s'xs et s,«s,. Soit AU’ la sous-catégorie de Al formée des
» r

quatuors de U tels que hel et k' €T.

PropositioN 9. — On a h'xh dans (C, p, 3, 8) si, et seulement st,
il existe

ﬁ:(/}', B(h)w p(R), a(h)o a(k'), I?’)e‘u;
» »
dans ce cas, O p(H)eAl.

Démonstration. — S1 b’ x h, on a
/)

a(B)aa(l),  p(H)ap(h) e p(K)<p(h)

par suite, Dp(ﬁ) est un quatuor et Heql. Inversement, si ﬁeﬁ, on
trouve (1p(H )€U en vertu de la condition (3) de la proposition 8; il en
résulte p(1') < p(h), donc b’ «h dans (C, p, ¥, 8). '

Si h'«h dans (G, p, #,'8), le quatuor H correspondant sera représenté
par la notation ﬁ@ﬁ’. Dans ¢ (resp. dans C) on dira qu’un triplet

(g1, f1, ) est inclus dans un quatuor s’il existe un quatuor (g, fi, f, g)-
La proposition 7 est équivalente a :

ProrositioN 7 bis. — Pour qu’'un triplet

. -
T= (Iz,, $1 208, sP s/>, ou hede,
P »

soit inclus dans un quatuor H, il faut et il suffit que

§s= a(ﬁ), $1= @(7‘>
et que
(0 =(p(R), p(s0) p(s)s p(5) P(5))

soit inclus dans un quatuor H; dans ce cas, on a HEW et HE L. Si, de plus,
HeW etherl, alors Hel'.
Si T= (E, si®s), s:os'> est inclus dans un quatuor, les quatuors H
i3 p

et H dans lesquels sont inclus T et p?(T) sont uniques; par conséquent, on a

H:p(/?)@/t' et H:ZEZ’,
12
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ou b’ et k' sont déterminés par T. L’élément k' peut étre considéré comme
le composé de h par (s, s'); ce composé sera noté h |— (s,, s') et appelé
p-restriction de h 4 (s, s'). ’

Remarquons que le composé h’ est aussi déterminé par la donnée du
triplet (k, (p(s\), p(s")))-

En particulier,

— si &= B8(h), s’ xa(h), il existe une p-restriction h|— (s\, 8') et
/)

7i|—(s’1, s’) :/t(s:o S’);
14 r

— si &, xB(h) et s'=a(h), il existe une p-restriction h|—(s,, s') si,
et seulement si, /
a(p(S)ph)=p(s) et Bp(s)ph) =p(s));
alors
b= (s, 8") :<5’1’ ]’(311)17(7;)7 Sr)’
P

Soit J¢' une sous-catégorie de JC contenant JC,; soit p’ la restriction
de p & d¢'. Supposons que (C, p’, 3¢, #'NT) soit une catégorie d’homo-
morphismes.

Prorosition 10. — Les conditions suivantes sont équivalentes :
(o) s xS dans (C, p, I, ‘5) entraine s xS dans (C, p’, 3¢', 3¢'AT);
» »”
(g)) On a ZfL"I—p—(JCOXZJL’O)CJE’, Cest-d-dire si b’ € I, toute p-restriction
de h' appartient a 5¢'.
Démonstration. — Si (d) est vérifié, la catégorie des p’-injections
contient JC, et (a,) est vérifié. Inversement, supposons (g,) vérifié et

x
soit s xS dans (C, p, d¢, S). Les relations S€ I’ et s xS entrainent
/l

Sl: (S, ) =(S, p(S)p(s), s)eut.

Soit (S, g, S') €I’ tel que
a(p(s)g) =a(g) et P(p(s)g)=p(s);

le composé (S, g, S') (s, 8') = (s, p(s) g, S') étant défini, il appartient
p
a J¢’. Par suite, on a sxS dans (C, p’, ', 3'NT).
r

Nous verrons plus loin (§ II, théoréme 16) que[[]C est une catégorie
inductive pour la relation d’ordre

(g fo fh8)<(gnfufi8)
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s1, et seulement si,
§'<g&  gi<sn i</ et [/
Dans le théoréme suivant, nous poserons
[2]=(n, g(R), a(ﬁ), R)e ([1]%), pour tout hed;

et
[A] = (h, B(R), a(h), h)e€([T]C)o pour tout L €C.

Tutoritme 2. — Les relations suivantes sont équivalentes :
(1) On a
[#] a [2] e [(R)] o [5(A)] dans (e, Op, D2, T');
Or Ov

(2) k' est un sous-homomorphisme de h dans (C, p, 5, S).
Démonstration. — Soient
h= (81, 1, s) € et = (s, I, ") ede.
Supposons A’ «h; de la proposition 5, il résulte A’ ch dans (G, Id,, C, €),
/)
d’ou (h, B(h) B(R'), a(h) a(h'), K')€U; de plus, ce quatuor est le pseudo-
produit [A][A'] dans [[]C. Comme le quadruplet (ﬁ, 8108, 8% s',—h') est
P P o _
un quatuor de JC et admet [A] [A’] pour image par [Jp, on en déduit |7 |3| k]
dans ([T]¢, Op, [115¢, I'). Soit G = (h, fi, f, E)EDJL’ tel que
«([p(W)]op@)=[P(B)] e p([p(W)]ap(G)=[p(F)]=[n];
on a
oD =1p(a)] e [p()]Op(G)=(#, p(s) p(fi), p(s) p([) p(F)),
d’ou
a(p(s)p(F)=a(p(7)) e E(p)p(f))=p).
Il en résulte

J'=0ps) p(f), a(f))ese;

de méme,
j;:<sl17p(sl1)l7<ﬁ)v f‘(f'))ege
Soit G’ = (I, f’,,f',k); puisque la projection par Op de G’ est le
quatuor [p (') |0O0p(G), on a G'€[]dC. Par suite, |2'] « [R]. De plus,
Or

s, xs, entraine de méme [s,] « [s,] et (1) est vérifié. — Inversement, suppo-
r O»

sons [_E’]m[hj dans ([T]€, Op, [T]5¢,1"). Alors, on a
W<h et [ A )= (h, B(R)B(A'), a(h)a(l'), ');
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on en déduit

(S’P(S)P(S’)vsr)ege et (SI’P(SI)P(SQ)vsli)Gge-

Soit
g=(s,8 )€, ou g=(p(s)p(s)).5"
On a
G=(h, h.g,g, S")e[]]4
et

Dp(@): (hy hogyo gy p(S)) =[R][W].(K, K.2' g, p(S));
il en résulte

(W, 0.g, g, 8)e, c’est-a-dire (¢, &', §') € €.

Ceci prouve que s’ est une sous-structure de s dans (C, p, J¢, 8). Si, de
plus, [s)] « [si], on a de méme s,«s,, donc h'och dans (G, p, J, 8).
Or ’

CororLatre 1. — Soient h€l et k' €. On a K xh si, et seulement si,
- - »
(7] = [A].

ar
En effet, si [h'] « |k], la démonstration du théoréme prouve qu’on a
Or
% (') xa(h) etil résulte de la proposition 6 que k'« h.
r r

CoroLLAIRE 2. — AL est une sous-catégorie de la catégorie des [l p-injections.

DerinttioNn 9. — On dira que (C, p, &, ) est une catégorie d’homo-
morphismes résolvante a droite st axiome sutvant est vérifié :

(R) Sotent h€ JC et h' € I tels que
a(h)y =a(h) el B(h)y=B(1);
alors 1l existe
soca(h), avec p(s)y=oa(p(h)np(k')).
P
La sous-structure s de «(h) sera appelée p-noyau de (h, h’).

On définit de méme la notion de catégorie d’homomorphismes (C, p, #, S)
résolvante & gauche en remplacant dans cette définition « par B.

Ezemples. — 1° (N, p., &, F.) est résolvante a droite.

20 Si pour tout e€C, et tout E€C, tels que e < E, on a $(Ee) =E,
alors (G, Id., G, C) est résolvante a droite et a gauche.

3° Si pour tout S€JC, et pour tout e < p(S) 1l existe sxS tel que
14

p(s) = e, alors (G, p, 9, ) est résolvante a droite et a gauche. Il en est
ainsi en particulier pour (M, », , Q) et (oM, 6, B, ).
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4o (O, 6, B,, B) n'est pas résolvante a droite.
Prorosition 11. — Si¢ (G, p, #, 8) est une catégorie d’homomorphismes
résolvante a droite et st e < E dans €, entraine 3 (Ee) = E, les conditions
he s, hes, a(h) =a(h') et B(h)y =B (1)

enlrainent

/Ll—p— (B(h),s) :h'l: (B(h), s),
ot s est le p-noyau de (h, h').

Démonstration. — Posons

phynp(K)y=f,  e=5() e E=p(p(h);
on a
Ee.f<p(h) et Ee.f<<p(h'),
d’our
p)ynp(h)=f<Eef<p(h)np(h);
il en résulte f = Ee.f et E = e. Les éléments

S et p(R)p(s) :p(h)p(a(h)fs) |

sont égaux, car ils sont majorés par p(h), ont méme source p(s) et méme
but E. Donc f= p(h) p(s). De méme, f= p(h') p(s). Comme

h':(ﬁ(h)v 5) = (B(R), p(h) p(s), s) = (B(R), [, 3)
et :
h/‘;T (B(Rh), s) = (B(h), [y 5),

on a

hh= (B(h), ) = A = (B(h), 9),

Nous supposerons de plus dans la suite que # est muni d’une relation
d’ordre << telle que (3, <) soit une catégorie inductive et que p soit une
application inductive stricte de (#, <) dans (G, <), c’est-a-dire que (I, <)
est une catégorie inductive au-dessus de (C, <) relativement a p (voir § IV).

TutoriME 3. — Les conditions sutvantes sont équivalentes :
(c) (€, p, K, S) est résolvante a droite et U'on a h’' <h dans (C, p, I, 8) si,
. 14
et seulement st, h’' << h dans JC.

(¢') Sotent s€JC, ‘et s'€Iy; on a s'xs dans (G, p, I, S) si, et seule-
r

ment si, s’<< s dans # et dans ce cas B(ss’) = s; de plus, les conditions

hexk, HKese, a(h)y=a(k) e B(h)=B(H)
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entrainent
phnly=p(h)ynp (k).

Démonstration. — Supposons la condition (¢) vérifiée; alors on a

s'as dans (G, p, 3, S) si, et seulement si, s'<s;

dans ce cas, (s, p(s) p(s’), s’) est un sous-homomorphisme de s, donc

(s, p(s)p(s), s) =sos=ss et B(ss') =s.
P

On en déduit que les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) k"< h dans JC;
(b) a(h') < ea(h), B(A') < B(h) et p(h) < p(h');
(¢) ' xh dans (I, Id,,, ¢, IC).
Soient h€dC et h' € I tels que
a(h)y=a(k) et B(h)=[(4);

comme la catégorie d’homomorphismes (#, Id,,, ¥, ) est résolvante a
droite et que o (hNFh') est le Id, -noyau de (h, h’), on a

BhAnk) =B (h),
d’apres la proposition 11; par conséquent, on a aussi
Blp(h)ynp(K)) =p(B(h)).

Soit s le p-noyau de (h, h'); les éléments p(h)Np(h’) et p(h) p(s) sont
égaux car ils sont majorés par p(h), ont méme source p(s) et méme

but 8 (p(h)); de méme,
pRYnp(H)y=p(R)p(s).

Par suite,

hlp— (B(h), s)=(B(h), p(h)p(s),s)=(B(h), p(R)np(k'),s) =/l’i'p- (B(h),s)
et '

hi=(B(h), s) < hnah'
14

Les relations

a(hnh') <<a(h), s<<a(h) et pla(hnh))y=a(p(h)np(h)) =p(s)

entrainent
a(hnk) <s.
Donc
s=a(hnh) et ol =hp (B(h), s);
r
ainsi

plhnhk'y=ph)np (k).
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— Inversement supposons la condition (¢') vérifiée; si ' << h, on a

a(h') cwa(h), B(A') B (h) et  p(R)Y<<p(h), d’oun h' o h.
P

Soient h et b’ deux éléments tels que
a(h)y=a(h') et B(h)=B(N)
puisque
a(hnhk')y <<a(h)
et
pla(hnh)) =a(p(hnk)) =a(p(h)np(h)),

la catégorie d’homomorphismes (G, p, J¢, S) est résolvante a droite.
Supposons h’'«h; posons
.

a(h)y=s,  a(k)=s, PBh)=s e [(K)=5.
Comme s’ as et s, as,, les éléments
hs' = h.ss' et s =58 .
ont méme source s’ et méme but s,. Démontrons qu’ils sont égaux; en effet,
p(hs’)y =p(h).p(ss) et p(sih')=p(sis)).p(H)
sont majorés par p(h), et ont méme source p(s’) et méme but p(s,),
donc p(hs’) = p(sih’). On en déduit hs'= s, h’, d’ou

N=5s . K< (s15)) . W=hs'<h.
Ainsi Paxiome (c) est vérifié.

Remarque. — Le théoréme 3 est encore vrai (sans modification de la
démonstration) en remplagant ’hypothése : (#, <) est une catégorie
inductive, par 'hypothése : (J¢ <) est une catégorie ordonnée (§ II, n° 6)
dans laquelle deux éléments ont une intersection.

Exemple. — Soit (C, p, 3, $) une catégorie d’homomorphismes résol-
vante a droite telle que J€, soit une classe inductive [3 a] pour la rela-
tion «; si 'on munit JC de la relation o, JC devient une catégorie induc-
tive et la condition (¢) du théoréme 3 est vérifiée. Il en est ainsi dans les

categorles d’homomorphismes (M, p_, F, F.) et (om, 6, G., ® )lorsque F

et &, sont munis de leur relation d’ordre usuelle Par contre, (N, 0, &, ©) ne
vérifie pas la condition (c).

Soit (¢, p, I¢, ) une catégorie d’homomorphismes telle que 3 contienne
le groupoide I' des éléments inversibles de J¢ et que (¢, P, S) soit une
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espéce de superstructures [3 a] au-dessus de (G, p, §). Ces conditions
entrainent que (G, pp, #,S) est une catégorie d’homomorphismes.
Un élément h de JC sera représenté, soit par le triplet (8(h), p(h), «(h)),
soit par le triplet (B(%), pp(h), «(R)).

Remarquons que les conditions

s€a,,  Sesk, e saxS
»p

entrainent p(s) g p(S) dans (G, p, &, S) mais, en général, elles n’en-
trainent pas p(s) < p(S).

»
Proposition 12. — Soient s€ JC, et S€ I,. Les conditions

sxS,  p(s)y<p(S) et BP(S)p(s))=p(S)

PP

entrainent s «S.
r

Démonstration. — Soit

J=(S,pp(S)pp(s),s)edk;

on a
pp(J)=p(p(S)p(s))=pp(S)pp(s),
car
pPPS)p(s))<pp(S)pp(s),
(PSP =p(s) et B(H(S)p(s)) =p(S).
Done

PU)=B(S), ppS)pp (), p()=p(S)p(s) et j=(S,p(S)p(s),s).
Soit
Z=(S.p(S)p(s).8,S)e€d, ou gei.
On a
P(E)=(P(S), p(p(S)p(5)). p(&)s p(S)=(p(S), (pp(S)pp(s)).p(g) P(S)),

d’ou .
F= (S, ppS)pp(s).p(8), ).
De la condition s xS et de la propoéitionlé, il résulte
) F'=(s,p(s"), §) €.
Comme g'= (p(s), p(g’), p(8")), on en déduit
P& =g et F=(s8,8)eux
Par suite, s xS, d’aprés la proposition 4.

P
Ann. Ec. Norm., (3), LXXX. — Fasc. 4. 47
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CororLAIrRE 1. — Les conditions

hede, h e, I xh, Py <p(h),
rp

Pp(a(h)ya(h)))=p(a(h)) et B(PBR)BH)))=p(B(h))

entrainent h' < h.
7

CororLAIRE 2. — Supposons que p vérifie de plus la condition
p(hs) =p(h) p(s) lorsque s<<a(h).

Alors les conditions s xS et p(s) < p(S) entrainent s =S.
PP »

En effet, de ces conditions il résulte
PP P()=ppS)pp(s),
2(ppS)pp(s))=pp(s), BppS)pp(s)) =pp(S),
d’ou
PS)y=pB(pS)p(s))

puisque :
BpSYPp()<pS) et pEEE)PEN=pP(S).
On est ainsi ramené aux hypothéses de la proposition 12.

Désormais, nous supposerons de plus que les conditions

hese, s€ ¥, et s<B(h)
entrainent p(sh) = p(s) p(h).
Proposition 13. — Soient s€IC, et SE€IC,; la relation s xS dans

— —_ — — /)
([Jti, p, #,8) eniraine s xS dans (@, pp, ¥, 3).

rr

Démonstration. — Posons j = (S, p(S) p(s), s) €IC; on a
J= (S, pp (S)pp (5), 9),
car on obtient égalité pp(j) = pp(S) pp(s) en utilisant les relations

pp(J)=p(p(S)p () <ppS)pp(s),

pp () =a(pp () <a(pp(S)pp (s)) <pp(s)
et

pp (8)=8(pp(j))<B(pp (S)pp(s)) <pp (S).
Soit g = (S, g, S')€JC, ot gEC, tel que

a(pp(s)g)=0a(g) e B(pp(s)8) =pp/(s).
Montrons qu’on a B

(s, pp (s) g, Sy ex.
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En effet, puisque p(s) < p(B(g)), on a

P(p(s)p(8)=pp(s)pp (8) =pp (s)&;
des relations

2(p)pE))<pE), Bp)pg)<pls),
p(p)p(g)))=p(p(S)) et pEp)p(E))=pp(s)),
1l résulte
a(p(Hp(g)=p(S) et B(p(s)p(8)=ps).
Comme s « S dans (5, p, 3¢, S), on en déduit
(P ()P (8),8) = (s, pp (5) 8, §') €4C.
Ceci prouve qu’on a s « S dans (e, pp, 5, S).
Pp

CoroLrLAIRE 1. — Les conditions h€ 3, k' € 5 et b’ « h entrainent h’'x h.
r rr

CoroLLAIRE 2. — St, pour tout s€ I, et tout SE€ I, tels que s < S, on a
B(Ss) = S, alors s < S entraine s xS dans (C, p, 3, S).

En effet, ces conditions signifient qu’on a s = S dans (JC, Id,,, K, o) et
le corollaire résulte de la proposition.

CoroLLAIRE 3. — St (¢, p, 3¢, S) est résolvante d droite et si la condition
sutvante est vérifiée :

Pour h€ I et h' € I tels que
a(h)y=a (k) et B(h)=73(4),
on a
p(hnk)y=p(h)ynp (k),
alors (€, pp, 3, S) est résolvante & droite.

Démonstration. — Soient h€IC et K’ €H tels que «(h)= a(k') et
B(r) = B(h'); soit sle p-noyau de (h, k'); d’apres la proposition, on a s x S
dans (¢, pp, %, 8) . Les relations

p)y=alp(m)ap(k)) e p(p(R)np(k))=pp(h)npp (k)

entrainent pp(s) = «(pp (k) npp (k')), donc (h, k') admet s pour pp-noyau
et (€, pp, 3, 8) est résolvante a droite.

CoroLLAIRE 4. — Supposons que s ¢ S dans (C, p, ¥, S) entraine s < S
dans ¢, et B(Ss) = S; alors 5 « S dans (€, pp, ¥, 8) est équivalent a s o S
P

p

dans (3¢, p, 2, S).
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En effet, 5 « S entraine s « S d’aprés la proposition 13. Supposons § « S;
P rp b
comme "

J=(S, pp(S)pp (5),5) e,

P)=S),pp(S)pp (), p(s)rex et pp(s) <pp(S),
d’ou p(s) ¢ p(S). Par suite,
PE) <p(S) dansze et B(p()pE)=p(3).
La proposition 12 entraine alors s « S.
/)
- Prorosition 14. — Supposons que (C, p, &, 8) vérifie la condition (c)
du théoréme 3 et que s3 S dans (C, p, 3, 'S) eniraine s < S dans IC;
alors (JL’,}_), J,'S) est résolvante & droite si, et seulement si, '(G, pp, 9, S)
est résolvante a droite.

Démonstration. — Si (3¢, p, 3¢, ) est résolvante a droite, (C, pp, 3¢, S)
est résolvante a droite d’aprés le corollaire 3 de la proposition 13. Inver-
sement, supposons que (G, pp, I, 8) soit résolvante a droite; soient k& IC
et b’ €0 tels que

a(h)=a(h) e B(R)=p(A);
soit § le pp-noyau de (h, h’). D’aprés Paxiome (c), s<< S dans ¢
entraine s = S dans (G, p, 4, 8), donc 3(Ss) = S; du corollaire 4 de la
proposition 13, il résulte qu’on a s « (k). De plus, les relations
p

P <a(p)np(r)),  p(p(R)npE))=pp(R)npp (k)

et
v ) =a(pp(R)npp (W) =p(a(p(R)np(R)))

entrainent p(s) = a(p(h)Ap(k’)). Donc s est le p-noyau de (h, k')
et (3¢, p, 3¢, S) est résolvante a droite.

TrtorEmME 4. — Supposons vérifides les conditions sutvantes :

(1) (G, <) est une catégorie (I, J', IJ")-structurée (voir § 1I, n® 6) compleé-
tement réguliére a droite et le groupoide C, des éléments tnversibles de C est
un groupoide inductif (§ II, n° 6).

(2) (I, <) est complétement réguliére a droute.

(3) &K est saturé au-dessus de C et les conditions

heT, hel, a (A <a(h) et p((W)<<p(h)

entrainent h' << h.
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Alors il existe une sous-catégorie JC, de IC contenant I telle qu’on ait s’ << s
dans 3¢, st, et seulement si, s’ x s dans (C, p., I, I'), ot p. est la restriction

Pu
de p a ..

Démonstration. — Soit JC, la classe de tous les éléments h € JC vérifiant
la condition suivante :

Soit s€ I, et s << a(h); soit p(k)”.p(s) la classe de tous les éléments g€ €
tels que g < p(h) et a(g) = p(s). Posons

P Ip)= (") (p(R)".p(s)).
Alors il existe h|s€JC tel que
h|s<<h, a(h|s)=s et plhjs)y=ph)|p(s).

Montrons que J¢, contient I'. En effet, supposons A€l et s << a(h).
Soit g€C, Iélément inversible induit par p(h) €C, sur p(s), dont I'exis-
tence est assurée par le fait que C. est un groupoide inductif. Nous allons
montrer : g = p(h)|p(s). On a

p)p(s)<g.

Soit g'€p(h)”.p(s) tel que g'<< g. Comme g'.g™* < fB(g) et que C est
complétement réguliere a droite, on a

(B()BE)-(8s7)=6(8) et (g4).(B(BEN=B(),
d’ou g'.g ' €C,. Puisque C, est un groupoide inductif, il en résulte

gl.g" ey, cest-a-dire 3 (g)=pB(g");

en tenant compte des relations g'<< g et «(g) = «(g’), on trouve g = g'.
Ainsi p(h)|p(s) = g et, en vertu de la condition (3), il existe

(81,8, 5)€l et (s1,8,8)<h.
Donc
hls=(s,g8,s)€RK et he,.

Montrons que JC, est une sous-catégorie de J. Soient

hes, et heX, tels que a (/) =05 (h).
Soit s < «(h) et s,= (3(h|s); nous allons démontrer I’égalité
(hi-h)[s=(hi]s0). (R]s);
en effet, st k < p(h,.h) et a(k) = p(s), on a

) — ’1 0‘” ou c1<p(,11) et g'< (h)v
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puisque (C, <) est (J, J’, J")-structurée. Comme a(g’) = p(s), on a
ph)p(s)<g’, dou  p(s)<a(g));
par conséquent,
ph)Ip(s) <gi-(a(g)p ) et (p()]p(s))-(p(R)]p(s) <k,
ce qul prouve
(p () p (s)).-(p(R)|p(s)) = n (p (1)~ p (s)).
On en déduit
(hi.h)|s= (hi|s,).(k|s) et finalement  &,.hed,.
De plus, &, est saturé par induction dans 3¢, car les relations

hex,, W<<h et s <a(h)

entrainent
s<<a(h) et ph)s)y<<pP.(x(l)s)),
c’est-a-dire
s <<h.(a(l)s)y<<l, d’ou h)s=n|s e NIed,.
Il en résulte que si h€ ¥, et s, << 3(h), on a s,h€ I, donc
Pu (80 h) =p ($y k) = pu (5)) pu (R).

Par suite, on peut appliquer le corollaire 2 de la proposition 13 et I'on a :

s'<<s dans 5, entraine §' ocs dans (G, p., 8, I').

Pu

— Inversement, montrons que si s'xs, on a s’ < s dans J¢,. Posons
Pu

J=(p () p(s), s) €y;
on a p(s')€p(j)".p(s); soit
gep ()" .p(s) telque g<p(s).
En utilisant les relations
(@) =p(), (p(B&)-g=p() e g.(p()P(&))=p()

on obtient g= (p(s’) B(g))™"* et, puisque C, est un groupoide inductif,
g = p (s'). Par conséquent, p (s') = p (j)|p (s') et il existe

JIs= (51, p(5),s") ek, avec $§;<<s§ et p(s1)=p(s).

D’aprés ce qui précéde, on a alors s,x s, donc s'= s, <<s en vertu du

corollaire 1, th. 1. ”"
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DeriniTion 10. — Avec les notations du théoréme 4, un élément de I,
sera appelé homomorphisme p-ouvert.

Exemples. — 1° Dans la catégorie d’homomorphismes (om, 6, B, %), un
homomorphisme 0-ouvert est une application continue ouverte.

20 Dans (I, p,, F, F.), un foncteur F est p_-ouvert si, et seulement
si, F(C) est une sous-catégorie de [3(F) pour toute sous-catégorie C
de «(F). En particulier, tout foncteur F tel que F, soit une injection
est p, -ouvert. A l'aide de la décomposition canonique d’un foncteur
(voir [3 a]) tout foncteur est donc le composé d’un foncteur ouvert et d’un
foncteur fidéle. Remarquons que la sous-catégorie F, de F vérifie la
condition () de la proposition 10. '

Cas particulier. — Dans ce qui suit intervient, le plus souvent, le cas
d’une catégorie d’homomorphismes (I, p, ¢, I'), ot I est la catégorie
d’applications construite au n® 5 et ot I' est le groupoide des éléments
inversibles de JC. Nous supposerons It muni de la relation d’ordre

(E’7 ./’ F) < (E’“f], El)

si, et seulement si, ECE,, E'CE/ et si f est une restriction de f,.

Alors Ot est une catégorie inductive telle que 3(Ee) = E pour tout
e€M,, E€M, et e < E; par suite, les relations

e <<E dans 01y, et exE  dans (N, Id,,, JI, ON)
sont équivalentes.
Dans (O, p, 3¢, T), on a s ¢ S si, et seulement si,
p(s)cp(S) et (S, ¢, s) €€,

Pour que s soit une sous-structure de S dans (I, p, ¢, I'), il faut et
il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées :

(1) On a p(s) € p(S) et (S, 1, s) €IC;

(2) Les conditions (S, g, S)€JC et g(p(S)) Cp(s) entrainent

’ (s, 8, 8') €ac.

Prorosition 15. — St JC est saturé au-dessus de N, alors (p(I'), pB, IC,)
est une espéce de structures, ou Iy désigne la classe des p-injections.

Démonstration. — Supposons

sxS, gep((l) et a(g)=p(S);

puisque p(I) est saturé dans ¢, on a g'€p(l'), ou g’ est la bijection

induite par g sur p(s); les relations g'<<g et a«(g’,s) =s xua(g, S)
entrainent (g', s) « (g, S) d’aprés la proposition 6, donc

B (g s) f@ (&, 8).
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Des définitions, il résulte que p(I') opére sur ¢, pour la loi de compo-
sition
(g, Sx» 9)—}(5 (& S)»opB (g s)) si, et seulement si, a (g) =p (S).
P p

Soient
h=(S,h,S)es e h= (S, 7', S) e 5¢;

pour qu’une sous-structure s de S soit le p-noyau de (h, &'), il faut et il
suffit que p(s) soit la classe formée des z tels que h(z) = h'(x).

Prorosrtion 16. — Si (M, p, 4, I') est résolpante a droite, I' opére sur
la classe €, des p-injections Sx s telles que s soit le p-noyau d'un

couple (h, h'), ot a(h) = S.

En effet, soit (S, g, S) =g €I et s le p-noyau de (k, k'), ot «(h) = S.
D’aprés 'axiome (R), le couple (g7*.h, g*.h’) admet un p-noyau s, xS,;
comme p(s,) = g (p(s)), il résulte de la proposition 7 qu'on a

&= (s, g, s)el.
Ainsi I' opére sur JC, par la loi de composition

(&) Sos)—>Sios si, et seulement si, S—=oa (2).

Nous munirons # de la relation d’ordre :

(GL F,GY) < (GY, F, G*) si, et seulement si, G* (resp. G1) est une
sous-catégorie de G* (resp. de G¥) et si F est une restriction de F.
Alors F est une catégorie inductive supraréguliere au-dessus de It

relativement & p; au sens de [3¢]. De plus, (M, p,, F, F.) vérifie la
condition (¢) du théoréme 3. Les trois conditions

GlgGL, GLxGT e GL<GL

sont équivalentes (voir § II, prop. 9). Soit (%, p, 3¢, ) une catégorie
d’homomorphismes telle que I' soit le groupoide des éléments inversibles
de J¢. Du corollaire 2 de la proposition 12 et de la proposition 14, il résulte :

ProrositioN. — Les conditions s xS dans (&, p, ¥, T) et sxS

\

dans (oM, ps Py €, T') sont équivalentes. (9, p, 4, T‘) est résolvante a
droite si, et seulement si, (O, ps P, ¢, T') est résolvante a droite.

Remarque. — Soit (M, p, 3¢, T') une catégorie d’homomorphismes.
Pour que (S, s) soit un monomorphisme strict [2] de J¢, il suffit
que s soit une sous-structure de S et qu’il existe une famille d’élé-
ments (S, ki, S), o t€1, telle que p(s) soit la classe des x pour lesquels
on a h; (z) = h;(x), pour tout i€l et j€I. Soient h€ I et h' € IC; si (h, k')
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admet un p-noyau s, alors s est un noyau de (h, &') dans ¢ [2]. Si JC est
saturé au-dessus de 1L, pour tout monomorphisme strict (S, g, S’) de JC tel
que g soit injective, il existe une sous-structure s de S telle que (s,y,S’) €T;
mais un noyau d’un couple (h, ") n’est pas toujours isomorphe 4 un p-noyau

de (h, k).

II. — Catégories structurées.

1. CATEGORIES D’HOMOMORPHISMES A PRODUITS FINIS. — Soit JI, une
classe de classes contenant avec une classe toutes ses sous-classes, avec

deux classes leur produit. Soit I la catégorie de toutes les applications
de M e, dans M’ € M,

DirintTioN 1. — Nous dirons que (O, p, 3¢, T') est une catégorie d’homo-
morphismes & produits finis si (O, p, 3¢, ') est une catégorie d’homo-
morphismes telle que I' soit le groupoide des éléments inversibles de JC et que,
pour tout couple (s, s:) € I, X Iy, il existe une unité s, X s, de IC vérifiant
les conditions suivantes :

(I) P($1X 8) =p(s1) X p(s2).

(2) Soit p; la projection canonique de p(s,)X p(s2) sur p(s;), o t =1, 2:
pi(xy, a3) = a; pour tout (x,, x:) €p(s) X p(s:).
Alors on a
Pi= (8i Pir $1 X $3) €3C.
(3) Les relations (s, hi, s)€ I, 1 = 1, 2, entrainent
(81X 89y [Py B2, 5) €€ o |l hy](5) = (i (5), hx(3)) pour tout zE€p(s).

Ces conditions signifient que le couple (s, s;) admet (s;Xs:; pi, P2)
pour produit [4] dans JC.

Prorosition 1. — Le produit s, Xs. est complétement déterminé par les
conditions de la définition. '

En effet si S est un autre produit de (s,, s.) vérifiant les conditions (1),
(2) et (3), on a
(S, v,y s1x8)el avec v ==p(81) X p (%),
d’ot S = s,Xs., puisque (G, p, I') est une espéce de structures.
Nous supposerons désormais que (I, p, J¢, I') est une catégorie d’homo-

morphismes a produits finis.
Prorosition 2. — Soient f; = (s, fi, s:) €I, ot i = 1, 2. Alors on a

(87 < 84y f1X fay $1X 52) €3¢,
Ann. Ec. Norm., (3), LXXX. — Fasc. 4. 48



382 C. EHRESMANN.
avec
(fix fo) (2, 22) = (fi(21), fa(2s)) pour tout (zy, ;) €p (s1) X p (s2).
Avec les notations de la proposition 2, nous poserons

SixX fom= (8, 5 8y f13< fay 81X $2).

Prorosition 3. — Les relations

siesy et s, xS, $; € ¥y, s; € 38,,
entrainent
sy XS, s X s,.

En effet, on a
(81X S25 L XX 1, 8} X §5,) €8,

soit (syX s, g, S) €K tel que g(p(S)) Cp(s,)Xp(s,). Comme (s; p:g, S) €I
et p:g(p(S))Cp(s;), ou i =1, 2, on a aussi (s;, p;g, S) € XK, d’ou

(81 < 8%, [P18y P28], 8) = (51 < 55, &, S) €4¢.
Donc
(8 <8,) o (s1<s2).

Prorosition 4. — Les applications
(fo?) = hxfo e (Joh) - Fx]
sont deux foncteurs équivalents de ICX IC pers IC. Les applications
(Jofu ) = (Bxf)=<fi et (Fofuf) — fix(fxf)
sont deux foncteurs équivalents de JCX ICX IC vers IC.
Ceci résulte des propriétés du foncteur-produit [3 d] dans I :
(fo fo) = fix [

La premiére équivalence associe a (s, $:) €I, X I, le triplet (s2Xsi,
Y, $1X82) ou Y(i, xz) = (22, ;). La deuxiéme équivalence associe a
(81, 82, s3) le triplet (sq X (s2Xs3), Y/, (81X $2)Xs;), ou

Y ((z1y @), @) = (1, (22y 23) ), x, €p(8i).

DirinitioN 2. — On appellera sous-catégorie de JC stable par produit
une sous-catégorie ¢’ de IC telle que, sv f; €', ov 1 = 1, 2, on ait
fix fre e,

Remarquons que, méme si I' est contenu dans J¢', cette définition
n’entraine pas que (M, p, J¢’, I') soit une catégorie d’homomorphismes a
produits finis.
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Ezemple. — T' est une sous-catégorie de JC stable par produit, U'inverse
de fixfs, ou fi€l et f. €T, étant (f;' Xf7").

2. DEFINITION DES CATEGORIES ET GROUPOIDES STRUCTURES. — Nous
. = o .. R .
désignerons encore par (I, p,, F, F,) la catégorie d’homomorphismes

(§ I, n° 3) dans laquelle F est la catégorie des foncteurs (C*, F, ') tels
que (G, F, €)€M, et ps le foncteur

(eL, F,el)(e, F,e).
Nous désignerons par J¢' et J€” deux sous-catégories de I contenant I'.

Derinition 3. — Nous appellerons catégorie JC(IC', J€")-structurée
[resp. d€((aC’, a¢'), J")-structurée] un couple (C,s), ou C'€F,, s€I,
et p(s) = C, vérifiant les conditions suivantes :

(1) Ilexiste s, € IC, tel que p(s,) = C,, (s, 1, s0) € IC et (50X 80, [B, 2], s) € H'
[resp. (30? %, 3) €I’ et (30’ Ba S)Egel]‘

(2) Soit C'xC la classe des couples (f', f)€CXC tels que f'.f soit défini
et » Dapplication (f', f) = f'.f, ou (f', [)€C Xk C. Il existe s’xsXs tel

2
que p(s') =C % C et lon a
(s, #, s') €.

En particulier une catégorie JC(JC, dC)-structurée sera appelée caté-
gorie JC-structurée.

Prorosition 5. — Pour que (C, s) soit une catégorie IC(IC, IC")-struc-
turée, il faut et il suffit que (C, s) soit une catégorie J((I, IC), I")-struc-
turée.

En effet, si (G, s) est J¢((IC, J), JC")-structurée, on a
((80< 89), [By ]y s)€HC
par définition du produit dans #. Inversement, la relation
(80X S0y [B, @], s) €8
entraine

(Sos p1[Bs @], 8) = (S0, 2, S) €T el (so, 3, 5) €C.

Une catégorie JC(JC', I")-structurée [resp. J€(I', d¢"), IC")-struc-
turée] est aussi une catégorie JC-structurée.

ProrositioNn 6. — Soit (C, s) une catégorie IC(I', IH")- [resp.
Je((ae’, ae’), a")-] structurée; Uélément s, défint par la condition (1) est
une sous-structure de s; par suite il est unique.
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En effet, soit s, un élément vérifiant la condition (1). Soit (s, g, S) €3¢
tel que g(p(s))CC,. Alors on a
(So» @y 8). (8, &, S) = (80, 28, S) € et ag(x) =g (x) pour tout z€p(S).

Donec

(50, 8 S) € et Sp LS.
P

1l résulte du corollaire du théoréme 1 (§ I) que s, est unique.

DeriniTioN 4. — Nous appellerons groupoide JC(JC’, 3€")-structuré
[resp. groupoide JC{(JC’, a'), JC")-structuré] un couple (G, s) vérifiant les
conditions suiyvantes :

(1) G est un groupoide.

(2) (G, s) est une catégorie IC(I', IC")- [resp. I((IC', I'), 5")-] struc-
turée. _

(3) On a (s, j, s)€ I, ouu j(g) = g~* pour tout g€QG.

De la condition (3) résulte (s, j, s)€T.

DeriniTioNn 5. — On appellera foncteur J¢(IC', 3')-structuré [resp.
ae((ae’, a’), a")-structuré] un triplet ((C,, 1), F, (C, s)) vérifiant les condi-
tions suivantes :

(€, s) et (C,, si) sont des catégories IC(IC', I")-structurées [resp.
ae((ae’, ae’y, ae")-structurées).

On a

(€, F, c)eF et (s1, F,s)ea.

Soit JC(Je’, J"), la classe de toutes les catégories J€(JC', J¢")-struc-
turées et G (J€’, 3"), la classe de tous les groupoides J€(J¢', J€")-struc-
turés. Soit JC(J€’, 4¢") la catégorie de tous les foncteurs structurés, dont
la classe des unités est identifiée a JC(J¢’, JC"),. Désignons par :

p lapplication ((C}, s,), F, (€, 5)) - (C,, F, ) de 3¢(a¢’, 3¢") dans F;

P, Vapplication (G, s,), F, (€, s)) — (s, F, s) de 3€(J¢’, #¢") dans J¢.

3

Soit I' le groupoide des éléments inversibles de J¢(J¢’, a¢”). Appe-
lons G (5¢’, 5€") (resp. Tg) la sous-catégorie pleine de I¢(a¢’, 3¢") (resp.
de T') admettant G (J¢', 3¢"), pour classe de ses unités.

On définit d’une maniére analogue,

ac((ae, 2y, se"y [resp. g ((a€, 5, 5¢") |
dont le groupoide des éléments inversibles sera noté I' (resp. I'g).
“En _pérticulier, nous écrirons

Je (e, ye) =88 = e ((4¢, 4¢), 4). -
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Remarque. — Les deux foncteurs p et p, déterminent la catégorie

\

induite p*(&F, p;), équivalente a p}(J¢, p), dont les éléments (voir [3 a])
sont les couples (F, h)€F x J¢ tels que p,(F)=p(h). On peut identifier
J¢(J¢’, 5") a la sous-catégorie pleine de p*(F, p,) ayant pour unités les
catégories JC(J¢’, JC")-structurées. Nous allons démontrer que J¢(J€’, J¢”")
est une sous-catégorie d’homomorphismes de la catégorie d’homomor-
phismes p*(&, p;) au-dessus de &. Un élément quelconque de p*(F, p_)
pourrait étre appelé foncteur structuré dans JC¢, au sens vague.

Tatorime 1. — (F, p, IC(3¢’, 3"),T) est une catégorie d’homomor-

o

b
phismes dont (F, p, G(J¢', 3"),Tg) est une sous-catégorie d’homomor-
phismes.

Démonstration. — Le seul point a démontrer est que les conditions
F=((€,s) F,(¢,s))el et (&,5)ea(a, 5",
entrainent lexistence de (C,,s,)€JC(J¢’, J"), tel que (5, F,s)edn.
Puisque (M, p, I') est une espéce de structures, il existe (s,, F, s)€T.

Montrons qu’on a (C),s,)€JC(I, J"),. Soient s,xs et s s, tels
que p(s.) = C, et p(s,) = (C}),. D’apres la proposition 6 (§ I), on a

(si, Fu, 50) €Tl et (s5>< 855 (Fxx F)u, s9< 8,) €T

Il en résulte I'existence de s, € J¢, tel que
q

P35 =(C)o et (3, Fi,5,) €T, ou Fo x5 et p(3)=¢,.

Alors (5,Xs,, (FXF), s,xs,)€l' et, d’aprés la proposition 6 (§ I),
s,xs,. Comme J¢' DT, on en déduit

(3655 [By @], §1) = (55 < 35 (F <X F)u, 56 50) . (50 X 8o [ B @], 3).(5, F, 51)€9€_'-

Soient s'xsXs tel que p(s)=C*kC et s, xs;Xs tel que
p(s)) = C, % C; en vertu de la proposition 7 (§ I), on a
(s, (Fx<TF), s)el.
Soit §'x sX 5 tel que p(s’) = p(s'); il existe
(5, (F<F), §)el, avec p(5,)=p(s,)

et, d’aprés la proposition 6 (§I), 5, «s,Xs,. Comme " contient I :
(5iy %55 51) = (5o, By 5).(5, %, 7). (5,5 (Fx<F)1, § )~ €2¢".

Donc
(€, 5)ed(a, 5", e  ((C],5),F (¢,3))el.
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~

&

Tutorime 2. — (F, p, H((IC, 3¢'), "), I") est une catégorie d’homo-

morphismes.
La démonstration est analogue & celle du théoréme 1.

TrtorEME 3. — Si JC est saturé au-dessus de I, alors (F,p, 3¢ (3¢, 5¢"),T),
(om, ps,pde(5e’, 5", T) et (3¢, p,, 9¢(5¢', 3"), T) sont des catégories
d’homomorphismes. '

La démonstration de ce théoréme est analogue a celle du théoréme 1,
apres utilisation de la proposition 15 (§ I).

DeriniTioNn 6. — On appellera sous-catégorie (resp. sous-groupoide)
(', J¢")-structuré de (C, s)€IC (I, J"), une sous-siructure de (&, s)
dans (%, p, a¢(ac’, e, f‘)v[resp. dans (F, p, g (ac', a"), fg)] On définit

de méme une sous-catégorie (resp. un sous-groupoide) JC((d¢’, a¢'), J¢”)-
structuré.

Avant d’étudier les propriétés des catégories et groupoides structurés
nous allons donner quelques exemples.

3. Premiers ExempLEs. — L. Soit (R, 0, G, ‘1‘5) la catégorie d’homo-
morphismes définie au paragraphe I (n° 3).

DiriniTion 7. — Une catégorie (resp. un groupoide) G-structuré est
appelé catégorie (resp. groupoide) topologique.

Cette définition coincide avec celle de [3 b]. En effet, si (C, s) est une
catégorie topologique au sens de [3 b], la condition (1) de la définition
d’une catégorie B-structurée est vérifiée en prenant pour s, la topologie
induite sur C, par la topologie donnée sur C. De plus la condition (2) est
vérifiée, s’ étant la topologie induite par sXs sur C' % C'. Ainsi la défi-
nition d’une catégorie topologique peut encore s’exprimer sous la forme :

1° Les applications « et 3 sont des applications continues de s dans s.
20 L’application %" est une application continue de s" dans s, ou s’ est

la topologie induite par sXs sur €' xC"

Nous verrons plus loin que la définition d’une catégorie JC¢-structurée
peut toujours étre ainsi simplifiée dans le cas o (I, p, I, I') est résol-
vante a droite.

II. Soit C" (resp. €!) la catégorie des applications r fois différentiables
d’une variété r fois différentiable dans une autre (resp. sur une autre, de

rang localement constant); C” sera considéré comme catégorie d’homomor-
phismes au-dessus de &.
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DErinition 8. — Une catégorie (resp. un groupoide) (G, @), C)-structuré
est appelé catégorie (resp. groupoide) r fois différentiable.
Cette définition coincide avec celle de [3 b].
ITI. Soit @, la classe des demi-groupes D! (c’est-a-dire D est une classe
que nous supposerons appartenir & J,, munie d’une loi de composition 1

associative). Soit @ la classe des homomorphismes (D4, f, D) entre demi-
groupes, c’est-a-dire [ est une application de D dans D, telle que

f(ELz)=f(5")L[f(3) quels que soient 5 et 5'€D.
@ est une catégorie d’homomorphismes au-dessus de I pour la pro-
jection (Di, f, DL) — (D, f, D).
Remarquons qu’'on a (D%, D)€@ si, et seulement si, DL est un
sous-demi-groupe de D! muni de la loi de composition induite par 1.

Prorosition 7. — Pour que (C', 1) soit une catégorie (d-structurée il faut
et il suffit que 1 soit une lot de composition associative partout définie sur C
et que Uapplication

& f)=>g1fs ou gec e fec,
soit un foncteur de C' X C vers C'.

Démonstration. — Soit (C', 1) une catégorie ®-structurée; d’apreés la
remarque précédente, C, est un sous-demi-groupe de Ci, donc
el E€C, si e€C, et €¢C,.
D’aprés la méme remarque, les conditions (g, f)€C'%xC et (g',f)€CKC

entrainent ,
E'rg A )=\ /)18 f)€C %€

de plus, %" étant un homomorphisme du demi-groupe (C'xC')L dans Ci,
on a
(8"18)-(f1f)=(8"1) 1 (8-])

et les conditions de la proposition sont vérifiées. Inversement supposons
ces conditions remplies; puisque (g, f) = g L f est un foncteur, on a

a(grf)=ea(g)ra(f) et B(gLf)=Pp(&) LB();
les conditions (g, f)€C % C et (g, f') €C' % C" entrainent
(8" L (g-)=(8'18)-(f" 1))
Donc (€, 1) est M-structurée.

IV. Dans I’exemple III, on peut remplacer ®@ par la sous-catégorie &’
(resp. @") de @ formée des triplets (D1, f, D) tels que D! et D! soient



388 C. EHRESMANN.

des demi-groupes admettant une unité 1 (resp. un élément o tel que
210 =01z= 0 pour tout z€D) et qu’on ait

f)=1 [resp. f(o) =o].
Pour que (€', 1) soit @'-(vesp. ®")-structurée il faut et il suffit que (€', 1)
soit une catégorie (-structurée et que de plus :

1€C, (resp. 0€€y).

Une catégorie (d’-structurée est une catégorie avec multiplication stric-
tement associative au sens de Benabou [1].

V. Soit G un demi-groupe. Soit [G] la catégorie définie de la fagon
suivante :

Une unité de [G] est un couple (Z, 1), ou Z€IM, et 7 est une appli-
cation de GXZ dans Z, c’est-a-dire une loi de composition externe sur Z,
le composé ¥ (v, z), ou YEG et z€Z, étant noté yyz. On suppose, de plus,
vérifié 'axiome .
(1) ¥y)xs :"l',X(YX;)’ ou veG, YeG et el

Un morphisme de [G] est un triplet ((Z', ¥'), T, (Z, y)), ou (Z, ) €[G],,
(Z', v €[Glo, (Z', T, Z)€M et

v T(s)=T(yyxs) pour tout z€Z ettout ve€G.

[G] est une catégorie d’homomorphismes au-dessus de I relativement

a la projection
» ((Zyy), T, (L, )~ (Z', T, Z).

Soit [G, o] la sous-catégorie pleine de [G] ayant pour unités les
couples (Z, y) vérifiant ’axiome supplémentaire :

(2) Il existe o€Z tel que Yy 0o = o pour tout YEG.

Si G admet une unité 1, soit [G, 1] la sous-catégorie pleine de [G]
ayant pour unités les couples (Z, y) vérifiant la condition

(2") 11z = z pour tout z€Z.

Prorosition 3. — Soit C une catégorie : pour que (C, y) soit une caté-
gorie [G]-structurée (resp. [G, o]-structurée, resp. [G, 1]-structurée), il faut et
il suffit que les conditions sutvantes soient remplies :

(1) (€, 1) €[Glo (resp. (€, ) €[G, o], resp. (€', 1) €[G, 1].).

(2) (Y7.C,)CC, pour tout YEG.

(3) St (g, f)€C'%C, on a

(vx& YxSf)EC X C  pourtout yeG
el
(rug)-(a ) =yx(8-f)
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DerinitioNn 9. — Une catégorie [G]-structurée sera appelée catégorie a
demi-groupe G d’opérateurs. St G est un groupe, une catégorie [G, 1]-struc-
turée sera appelée catégorie a groupe G d’opérateurs.

Exemples. — 1° Soit (C*, y) une catégorie a demi-groupe d’opérateurs G.
Si C* est un groupe abélien et si C'= G est commutatif, alors (C*, ¥)
est un anneau commutatif.

20 Soit E un espace topologique et G un groupe d’opérateurs sur E
tel que, pour tout Y€ G, I'application

¥ zo>vya, ou ze€k,

soit un automorphisme de E. La catégorie des jets locaux des applications
continues de E dans E est alors une catégorie a groupe d’opérateurs G,

le composé Yj.f étant (f. §) (juf) (ju 7)™, bt &’ = f(a).

4. CartGoriEs DoUBLES. — Soit (M, p_, F, F.) la catégorie d’homo-
morphismes définie au paragraphe I.

DeErinttion 10. — Une catégorie F-structurée sera appelée catégorie

double.

Prorosition 9. — Soit C une catégorie et C, une sous-classe de C.
La relation (C, ., CL) €F entraine que CL est une sous-catégorie de C munie
de la loi de composition induite par celle de C'.

Démonstration. — Solent f€C, et f'€C,; on a al(f) = &'(f) et, si f'1f
est défini, f'1 f=f'.f puisque ¢ est un foncteur. Par suite, si f'.f est
défini, on aura

at(f)=a(f) =N =)
d’ou f'1 f est défini et
Jyf=s.rec.

CoroLLAIRE. — Pour que (C', CL) soit une catégorie double, il faut et il

suffit que les conditions suivantes sotent vérifiées :

(1) CL est une catégorie dont C| est une sous-catégorie (C,)L.

(2) o et ' sont des foncteurs de CL vers (C,)L.

(3) C%C est une sous-catégorie (C',C)L de CLXCL et " un foncteur
de (C'k C)L pers CL.

Rappelons que la lo1 de composition dans la catégorie-produit CLx L
est définie par

(&)U M= ELfseL))

si, et seulement si, g1 f et g'1Lf’ sont définis dans CL. Dans CLX G4,
on a

g g)=(at(g"), 2t (g)) et B(g, &) =(Btg"), BL(g))
Ann. Ee. Norm., (3), LXXX. — Fasc. 4. 49



390 C. EHRESMANN.

TutortmME 4. — Soit (C', CL) une catégorie double; alors (CL, C) est
ausst une catégorie double.

Démonstration. — Soient zL€CL et z’L€CL tels que ('L, zL)EC K C.
Puisque (z'%, zt) est une unité de (C'xC)L et que % est un foncteur
de (C'xC)t vers CL, on a z'L.z1€CLl. Comme a est un foncteur de C!
vers (C))L, a'(z1)€Cl; de méme ['(z1)€CL Donc C! est une sous-
catégorie (Ct) de C'. Soient (f’,f)€CkC’; alors (ad(f’), ad(f))ECKC
puisque C'k C est une sous-catégorie de CLX CL et, x" étant un foncteur,
on a

ak(f1). ot (fy=w(at(f), st (f))=x(at(f, ) =at (£ (f, ) =at(f. f).

Si z’€C,, on trouve al(z)€C,NCL puisque C, est une sous-catégorie
de CL; 1l en résulte que at est un foncteur de C vers (Ct)’; il en est de
méme pour PBL. Soit ClxCL la classe des couples composables dans C!;
soit (g, f)€CLxCL; comme o est un foncteur de CL vers (C,)t, on a

(grf)=a(g)La(f) et (4(g), ¥(f)ect kel
Supposons
(& Neetxet, (g, fHrectxel, (g gec ke e (f,f)eCckC.

D’aprés la condition (3) du corollaire de la proposition 9, on a

& e L(f s NH=@'rLf,81fHecxk ¢
et
&'rf)-(grfy=1(&-grl-f)-

On en déduit que Ck CL est une sous-catégorie de C'X C et que 'appli-
cation (g,f) > g1f, ou (g f)ECLXxCL est un foncteur de (CixkCi),
vers €. Ceci prouve que (CL, €') est une catégorie double.

Prorosition 10. — Stv (€, CL) est une catégorie double, on a
e,neg = (€)= (e}

En effet, soit f€C; puisque « et 3" sont des foncteurs, de CL vers CL,
on a les relations

a(ak(f))=ab(@(f)); (BN =6« (N);
glat(MN=at (BN BEHN)=BE ).
Par suite (C))t= (C}),. S1 z€CLNC,, on trouve
=0 (z) =al(a(z)) €(€))t

DeErinttionN 11. — La classe (C;)t sera appelée classe des sommets de la
catégorie double (C', CL) et désignée par le symbole Cy,.
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D’aprés ce qui préceéde, si (G, CL) est une catégorie double, les condi-
tions suivantes sont vérifiées :
(a) € est une catégorie.
(b) CL est une catégorie.

(c) « et " (resp. al et L) sont des foncteurs de CL vers CL (resp.
de C vers C).

(d) Axiome de permutabilité : Si les composés (g'.g) L (f'.f) et

(g'Lf").(g1f) sont définis, on a
(8" )L (S )= (8"1S)-(g1])

(e) CLx Cl est une sous-catégorie (CLlx CL) de C'X C et 'application x+
est un foncteur de (CLx CL)" vers C.

(f) €% C est une sous-catégorie (C'x C')L de CLXCL et 'application »’
est un foncteur de (C'x C)L vers CL.

(g) C, (resp. C%) est stable relativement a 1 (resp. a .).

(h) Si les composés g'.g, f'.f, gL et g1 sont définis, alors

(8"-8) (S f) et (g'0f)-(51])
sont définis et égaux.
(t) Pour tout f€C, on a
a(at(=al @) FE)=HEW);
“(BHN) =8 () El )= E ).

TratorimE 5. — Soit C une classe munie de deuzx lois de composition .
et L; pour que (C', CL) soit une catégorie double, il faut et il suffit que Uun
des trois systémes d’axiomes suivants soit vérifié :

(1) (a); (b); (c), (d).

(2) (a), (b), (e), (f), (¥).

(3) (a), (b), (2), (h), ().

Démonstration. — Montrons que le systéme d’axiomes (1) entraine
que (G, Cl) est une catégorie double. Soient z’€C; et z" €C; si 717
est défini, comme o est un foncteur, on a

(315 )=a (5")1La (5) =35"1L3 €Cy;
ad et 3L étant des foncteurs, on a al(z)€C, et 31(z) €C;; par consé-
quent, C, est une sous-catégorie de CL Pour tout f€C, on a

o (at(f)) = at(«’(f)) puisque « est un foncteur; de méme les autres

relations de I’axiome (i) sont aussi conséquence de l’axiome (c). Soit
(f', f)€C%C; de (i) résulte

a(ak(f1) = ab (' (f)) = at (5 (f) = B(a(/))
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et (ad(f’), a(f)) €C % C’; d’'une maniére analogue, on trouve
, (B, Breexe.
Soit (g', g) €C'*, C tel que (g', ') ECLkCLet (g, f)ECL% CL; d’apres (c) :
a(gLf) = (g1 (f) =5 () LB (NH=F(g1)),

donc (g'1f’,g1f)€C*C. On en déduit que C*xC est une sous-
catégorie de CL1 X CL. Par ailleurs :

at(g'.g)=at(g") .2t (g) =B/ BN =B
entraine (g'.g, f'.f)€CLXCL et, en vertu de (d), «° est un foncteur
de (C'%x )L vers CL Par suite (C, CL) est une catégorie double.
— Supposons le systéeme d’axiomes (2) vérifié; si z’€C,, on a

al (z’):a'(al(z")>e€;;
si 2°€C, et s1 (2, ) €CLxCL, le foncteur %" applique I'unité (2", z)
de [(CLx CL) sur (z"1z)€C,; par conséquent C| est une sous-catégorie
de CL SizLeCl, on a

a'(zl):aJ-(a'(zl))e@ﬂ'-

Soit (g, f) €CLk CL; en vertu de (e), on a («'(g), &'(f)) ECLX CL et
«(g1f)=a(x(g ) =xt(a(8), @ () =a'(g) 1 (f),

c’est-a-dire ', et pour la. méme raison {3, sont des foncteurs de C! vers (C})L.

En tenant compte de (f), ceci démontre que (€', CL) est une catégorie

double.

— Enfin, supposons vérifié le systéme d’axiomes (3). Soit (g, f) € CLXCL;
comme précédemment, on prouve que (i) entraine («'(g), «'(f)) € CLk CL;
en vertu de (h), le composé (g1f). («'(g) L2’ (f)) est défini et, puisque C,
est stable relativement a 1, on trouve

@ (g)La (= (s1]).

On en déduit que 'axiome (c) est vérifié; de plus 'axiome (h) entraine (d);
donc le systéme d’axiomes (1) est vérifié et (C', CL) est une catégorie
double en vertu du début de la démonstration.

Remarque. — 1° Si tous les éléments z; L z;, ou z; €C, (resp. zi.zi,
ou z1 € CL) sont réguliers [3 a] dans € (resp. dans C4), les seuls axiomes (a),
(b), (h), (i) entrainent que (C’, CL) est une catégorie double. En effet,
de (k) et (1) résulte

(55 051). (5, 15)) =5, L5,
d’ou
o (5, L5,) =25, 13, €C,.

Ceci prouve que (g) est vérifié.
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20 Bien que les lois de composition . et 1 aient des propriétés symé-
triques, il sera plus commode de supposer que la donnée de la catégorie
double (€, Ct) comprend aussi 'ordre dans lequel on considére les lois
de composition; donc (€', CL) signifie : € est la catégorie qui est struc-
turée dans & par Ci.

Une sous-catégorie double de la catégorie double (€', CL) est une sous-
classe ¢, de C, qui est une sous-catégorie de C' et une sous-catégorie
de CL. Alors (C), CL) est une catégorie double.

Un foncteur F-structuré sera appelé foncteur double. Par définition un

foncteur double F = ((C}, @), F, (€, C)) est défini par une appli-
cation F de C vers C, telle que (G}, F, €) et (CL, F, C1L) soient des fonc-
teurs. D’aprés le théoréme 1, les foncteurs doubles forment une catégorie

d’homomorphismes (F, p,, F, F .), ot
75 (F)= (¢}, F, €);
d’aprés le théoréme 2, ils forment aussi une catégorie d’homomorphismes
(57 ﬁlﬂ’ g’ fﬁ.{)’ 0“'1
Ps(F)=(p;)5(F)= (e}, F, eb).

Catégories doubles de quadruplets. — Soient C, et €, deux catégories
ayant méme classe d’unités A. Soit O (C., C,) la classe des quadruplets

(f’z, f,n fh f‘z)? ou fieei’ f;eei, 1= I>‘2,
a(fy=a(fa); a(f)=50L); LU =a(fy);  BU)=BU)-

Sur O(C., €,), on définit les deux lois de composition :

Fos Iy Fs SO as fos Sis ) =(Fas Froofis Frofos Jo) si, et seulement si, f,=f’;
(For o Fis SO s frs fis JO) = (o fos [os fis faufs) - si, et seulement si, fi=f.

Derinition 12. — La premiére des lois de composition sur [ (C., Cy)
définie ci-dessus sera appelée multiplication longitudinale, la seconde,
multiplication latérale.

Prorosition 11. — [O(Cs, C,), munie des multiplications longitudinale
et latérale, est une catégorie double.

La catégorie longitudinale sera notée[]](C., C,), la catégorie laté-
rale || (C., C,); les applications source et but dans ces catégories seront
B et l(3El

désignées par oD et B resp. par « . La classe des sommets de la

catégorie double [1(C., C,) s’identifie a A.

DiriNition 13. — Etant données deux catégories doubles (€', CY) et
(e, eY), on dira que (€, @) est une catégorie double quotient de (&, C*)
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s'il existe une relation d’équivalence ¢ sur € telle que C, (resp. CL) s'identifie
a la catégorie quotient [3 ¢] de C (resp. de C*) par ¢.

En particulier, le résultat suivant résulte d’un théoréme de [3 a]. Soit =
un foncteur double d’une catégorie double (€, C') sur une catégorie
double (€, @1). Soit ¢, la relation d’équivalence définie sur € par

S~ f si, et seulement si 7w (f) = 7w (f).

Pour que (€, ) s'identifie & la catégorie double quotient de (€, C*)
par p-, il faut et 1l suffit que = vérifie les conditions :

(1) Si gi.f: est défini dans C), il existe g€C et f€C tels que g.f soit
défini, g, = 7 (g) et fi = = (f).

(2) Si giLf: est défini dans G}, il existe g€C et fE€C tels que giLf
soit défini, g, = n(g) et fi= =(f).

TatoriME 6. — Une catégorie double (€', C*) admet pour catégorie double
quotient une sous-catégorie de la catégorie double O (e, éL), ou C, (resp. €1)
est muni de sa structure de sous-catégorie de Ct (resp. de C).

En effet application
et [ (B, B 2t () @ ()

est un foncteur double de € vers O(C), ¢Y) vérifiant les conditions

ci-dessus.

DeriniTioN 14. — Avec les notations précédentes, Uélément c(f) sera
appelé cadre de f dans C.

Soit € une catégorie. Rappelons [3 a] qu'un quatuor de C est un quadru-
plet (f,, fofi, f-)€0(C, C) tel que

Sfofi=11 fo

Soit [J€ la sous-classe de [O(C, C) formée des quatuors de C.

ProrositioN 12. — [ C est une sous-catégorie double de O (C, C).

Soit F = (€4, F, €) €7 ; ce foncteur se prolonge en un foncteur double
OF = ((TI¢,, = €.), O F, ((T]¢, H¢E)), ou OF est 'application définie
par

OF (/s [ fo o) = EF ) B FUA), F(f))-
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L’application O : F— OF est un foncteur de F vers %. Nous dési-
gnerons par[[| (resp. |—|) le foncteur de F vers F :

Pa-0: "F»(_mel,gF,me):mF
[resp. p;.0: F—(He, OF, (He)=FE]F],

ou (Cy, F, C)€F. Pour tout CEF,, soit ¢(C) I'équivalence de[[|C sur [ &
définie par

(f,27f,17f17f2)—>(fluf/27f‘z7f1)-

Nous désignerons par ¢ I'application C — z(C).

Prorosition 13. — Avec les notations précédentes, (-, ¢,[1]) est une
équivalence naturelle dans F.

Dans la construction précédente, on peut remplacer (] C par la catégorie
double O (C, €) et la proposition 13 serait encore valable.

Soient €, une catégorie et (C', C') une catégorie double; soit F(C’, C,),
la classe des foncteurs de C, vers C'.

ProrosiTion 14. — F(C', C)) est une catégorie pour la lot de compo-
sition (@', @) - 'L ®, ou V'L D(f) = V' (f)LD(f) si, et seulement si,
Q' (f) L D(f) est défini pour tout fE€C,.

Cette proposition résulte de 'axiome de permutabilité; 'unité & droite

\

de @ est le foncteur a* ®, son unité a gauche, le foncteur p ®.

Remarque. — Si ® est un foncteur double de (G, ) vers (€, eh),
at ® n’est plus un foncteur de Gt vers G, donc la classe des foncteurs

doubles de (€, &) vers (€, ') ne s’identifie pas a une sous-catégorie
de F(C, C), contrairement & ce qui a été énoncé dans un corollaire
de [3e].

La définition d’une transformation naturelle (¢’, <, ¢) d’un foncteur ¢
vers un foncteur 9’ conduit immédiatement au théoréme suivant (pour
les notations, voir [3d]) :

TatoriME 7. — Soient C et C' deux catégories; la catégorie longitu-
dinale 9U(C’, C) des transformations naturelles entre foncteurs de C vers C’
s’tdentifie a la catégorie F ([ €', C), en identifiant la transformation natu-

-

relle (9, =, ¢) au foncteur P€F (- €', C) tel que

©()=(9'(N), =(BUN)s =(2())s ¢(f))  pour tout fec.
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Inversement P€F (| €', C) s’tdentifie a la transformation naturelle
(¢, = 9), ot
o=olo, ¢=glo
et
(¢’ (e), T(e), T(e), 9(e)) =D (e) pour tout e€C,.

Ce théoréme montre que si (€', C*) est une catégorie double, un fonc-
teur ® d’une catégorie I' vers C" peut étre considéré comme une trans-

formation naturelle généralisée de o' ® vers 3* ®. Nous verrons plus
loin (§ III) une autre généralisation de la notion de transformation natu-
relle, & savoir la notion de quintette [3e].

des

foncteurs doubles est une catégorie d’homomorphismes (O, p, p,, F, F.)
au-dessus de JN. Nous verrons au n® 7 que cette catégorie d’homomor-

\

phismes est résolvante a droite et & produits finis. Par suite, on peut

5. CatEcorIiEs n-upLeEs. — D’aprés le théoréme 2, la catégorie

)

|

définir des foncteurs F-structurés et plus généralement poser la défi-
nition :

DeriniTioN 15. — Soit F"~'! la catégorie des foncteurs (n — 1)-uples
considérée comme catégorie d’homomorphismes au-dessus de . Une caté-
gorie F " "-structurée sera appelée catégorie n-uple, un foncteur F" "-struc-
turé, foncteur n-uple. Une catégorie 2-uple est une catégorie double.

-D’aprés le théoréme 13 et le corollaire 2 du théoréme 14, s1 F*'! est
une catégorie d’homomorphismes a produits finis, résolvante a droite
au-dessus de I, il en est de méme pour F!"' = F*' = catégorie des
foncteurs &F " 'l-structurés, ce qui justifie la définition par récurrence.

Du théoréme 13, il résulte aussi que si (C*),_, et (C7),_, sont des caté-
gories n-uples, alors la classe € X €, munie des lois de composition (1:) X (T:)
ol i = n, est une catégorie n-uple.

TrtoriME 8. — Soit C une classe et soient 1., ois i = n, des lois de compo-
sition sur C telles que C soit une catégorie. Pour que (C),_, soit une caté-
gorie n-uple, il faut et il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées :

(1) Soient o' et B les applications source et but dans C*'; alors o' et 3
sont des foncteurs de CY vers CY, pour tout i = n et tout j = n, j #Z1i.

(2) St les composés (g'1:g) 1, (f'r:f) et (g 1,f")1: (gL f) sont définis, on a

ELg) L)) =@ L) u(gLf), ou iZn et  jZn

Démonstration. — Supposons le théoréme démontré pour une catégorie
m-uple, ot m =~ n— 1, et montrons-le pour une catégorie n-uple. Soit
((3"", (@"'i)géié,l> une catégorie n-uple. Par hypothése «' est un fonc-
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teur (n-— 1)-uple. Soit ¢'€Cl'; on a o(e') €CY, puisque CL' est par
définition une sous-catégorie (n — 1)-uple de la catégorie (n— 1)-uple
(€*),_._,. Supposons guif défini; puisque la classe C* % G des couples
composables relativement & 1. est une sous-catégorie (n — 1)-uple de la
catégorie-produit (€%),_._,x(€Y),_._., le composé (a(g)) L (2'(f)) est
défini; du fait que l'application :

e (g ) e
est un foncteur (n — 1)-uple, on déduit
xb (al(g), o' (f)) =t (2 (g5 f)) = @ (g 1))
d’ou
@' (g) L (o (f) = o' ( 1. f)-

Ceci prouve que o« est un foncteur de C' vers C'; par conséquent,
la condition (1) du théoréme est vérifiée. La condition (2) résulte de ce
que ' est un foncteur (n — 1)-uple. — Inversement supposons les condi-
tions (1) et (2) du théoréme vérifibes. Comme o est un foncteur de C*/
vers CY, si j 51, on a

a(al(f)) =o' (d(f)), ou feC,
et

ol (e' L;€'') =e' L€, on e'ect et etecl;

donc G} est une sous-catégorie (n — 1)-uple de (€*),_,_,. Nous allons
démontrer que (CY)x(CY) est une sous-catégorie (n— 1)-uple
de la catégorie (n— 1)-uple produit (eY),_._.x(e*), . .. Sup-
posons (g, fle(e*) x(e*); puisque « est un foncteur de €
vers G on a
(gL f)=2a(g) Lo(f)

done («'(g), «(f))e€(e*)x(e*); de meme (B(g), F(f)e(c)x(ch).
Supposons de plus (g, f)e(Ct) x (") tel que g'1.g et f'uf soient
définis pour tout 2 =~ ¢ = n. On trouve

@' (g70:g) =o' (87) Lt (8) =B'(f) LB () =B (S'1S);5
par conséquent

(/1) (f'1:f) e(et)x(et)  pour 2=izn
L

et (C*) x (@Y) est une sous-catégorie. Il ne reste qu’a montrer que x
est un foncteur (n — 1)-uple. On a

(g5 1) L&) = (8 L8) L (J'L:f);
Ann. Ec. Norm., (3), LXXX. — Fasc. 4. 50
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comme
d(g' L) =l (g') Lo (f') =B (8) LB () =B (g 1Sf)s
le composé (g'1.f') 1:(g 1.f) est défini; la condition (2) entraine

(8 /) L8 IN=(8'18) L' 1S )= (" L) 1 1] ) =4 (g, f') 16 (85 ).
Ceci démontre le théoréme.

Soit (€%),., une catégorie n-uple. Désignons par A"... A" un fonc-
teur (n — p)-uple tel que, pour tout j =~ p, on ait

1Zi; Zn, i A si jJAT et Mi=oali ou pi.

Un tel foncteur est invariant par toute permutation de l’ensemble
(i1, .-+, 1,) en vertu de 'axiome de permutabilité [condition (2) du théo-
réeme 8]. L’image de f€C par un tel foncteur A%...A” est appelée
(n — p)-face de f. Les o-faces seront appelées sommets de f; la classe des

sommets de C est la classe \C‘?ﬂ'i. Les 1-faces seront appelées arétes
iZn

de C.

Remarques. — 1° Soit (yi, ..., Y,) une suite de foncteurs telle que
vi = o', ' ou Id, et v; = Id pour exactement p indices i. Pour tout f€C,
la famille (y:...v2(f))w.....vn sera appelée (n — p)-cadre de f, noté

cnp (f). En particulier, les (n — 1)-cadres forment une catégorie n-uple,
la loi de composition 1 pour tout ¢t = n, étant définie par

Cnt (S enar (f) = ena (F 0.
s1, et seulement si, f* .f est défini. Cette catégorie n-uple est une catégorie
n-uple quotient de (eY),_.

20 Soit G une catégorie. Par récurrence on peut définir une catégorie
n-uple (") L dans laquelle tout élément s’identifie & son 1-cadre :

(@“])"" — @.I.’
el = ((e[n—l])ll, (@[n—l])ll);
par récurrence on montre que, pour tout ¢ =~ (n — 1), il existe une bijec-
tion ¢, de € sur O ((C)L (€»*)1); 1a loi de composition 1, sur G
est 'image réciproque par ¢, de la multiplication longitudinale sur &, (C™).
La loi de composition 1. est définie par
(W, K, K R) L (W Kk by =R [T K, KEF, E=Sk RER)
si, et seulement si, B’ | b, k' ]k, k[ k et h[—|h sont définis dans
(@)t (@)1, La catégorie n-uple (C')X, admet pour sous-caté-

n ’ . ’
e définie par récurrence par

cl—c o ell=pg((et=)L).

gorie n-uple la classe
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En particulier

ck =[eC.

30 Soient €, = (C'),_, une catégorie p-uple et C, = (C*)_, une caté-
gorie n-uple. La classe F(C,, C,) des foncteurs p-uples de €, vers (C*),_,

est une catégorie (n— p)-uple pour les lois de composition i1, ou
p <j = (n— 1), définies par

(9'1,0) (f) = (¥'(f) ,O(f)

s1, et seulement si, ®'(f) 1,®(f) est défini pour tout f€C. En particulier,
si p=r1, la classe des foncteurs de C' vers C! est une catégorie
(n — 1)-uple. S1t p = (n — 1), la classe des foncteurs (n — 1)-uples de C,_,
vers (é"‘i)i ~n_1 st une catégorie. Un élément ® de cette catégorie peut
étre considéré comme une transformation naturelle généralisée du fonc-
teur (n — 1)-uple a*" ® vers le foncteur (n — 1)-uple B*" ®.

ProrositioN 15. — Pour qu'une catégorie n-uple (Y, (C*),_._,) soit

n—1

un groupoide F'"V-structuré, il faut et il suffit que C* soit un groupoide.

Démonstration. — La condition est évidemment nécessaire; montrons
qu’elle est suffisante. Pour tout f€C, nous désignerons par f~* l'inverse
de f dans le groupoide C*. II suffit de prouver que l'application f > f*

L

est un foncteur (n — 1)-uple de (€Y., sur (C¥),_i .. Puisque a™' est

un foncteur de G vers G, on a
(s)y—'= (az""'(:"))—' =ali((z)) eeli pour tout slecti,

ol 2 =i n. Puisque »%

trouve

est un foncteur de CY'x G vers €', on

(g7 f) =xbi(g, ) =i (& ) = (i ) = (g Lf)h

donc lapplication f — f~* est un foncteur de C* vers C* pour 2 =i = n
et (€%, (e%),_,_.) est un groupoide F~'-structuré.

Derinttion 16. — On appellera groupoide n-uple une catégorie n-uple
(€Y., telle que C* soit un groupoide pour tout i = n.

En particulier, il résulte de la proposition 15 que si (€, C') est un
groupoide double, alors (€, ) et (G, €) sont des groupoides F-struc-
turés.
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6. STRUCTURES D’ORDRE SUR UNE CATEGORIE.

Dirinition 17. — On dira qu’une catégorie n-uple (C*),_, définit un

ordre n-uple (') si chacune des catégories C* définit un ordre <; sur la classe
de ses unités.

Dans ce cas, la classe A des sommets de (@"i)ién est munie des n ordres
induits par <;. Remarquons que la donnée de A et des n ordres induits
ne détermine pas (€Y)._,. En particulier, soit une classe munie de deux
ordres <, et <,; soit A, (resp. A') la catégorie des couples (E, ),

ou e <,E (resp. e <,E); la catégorie double [1(4;, AY) est la plus grande
catégorie double définissant un ordre double qui induit sur A les ordres <<,
et <{»; ceci signifie que toute catégorie double définissant un ordre double
induisant les ordres <<, et <<, sur A s’identifie & une sous-catégorie double
de O(4;, AY). Ce résultat peut se généraliser au cas ou l'on se donne
n ordres sur la classe A.

Prorosition 16. — Soit (CY),_, une catégorie n-uple vérifiant la condition :
Deux élémenis de C ayant le méme ensemble de sommets sont identiques.

Alors (€%),_, définit un ordre n-uple.

En effet, la classe des sommets de f€C est identique & la réunion des
classes des sommets de a*'f et 3Yf; par suite, si f et g ont méme ensemble
d’unités dans G, ils ont aussi méme ensemble de sommets et f = g.

Soit  la catégorie des homomorphismes entre classes ordonnées et
(01, ©, Q, Q) 1a catégorie d’homomorphismes considérée au paragraphe I.
(M, w, Q, Q) est une catégorie d’homomorphismes a produits finis, résol-
vante 4 droite. Le produit de (A, <) avec (A’, <) est la classe ordonnée
(AXA’, <), dont Pordre est I'ordre produit des ordres de A et de A'.

Pour que (€', <) soit une catégorie Q-structurée, il faut et il suffit que
les conditions suivantes soient vérifiées :

(1) € est une catégorie et (C, <<) est une classe ordonnée.

(2) f* <f entraine «(f") < a(f) et B(f") < B(f).
(3) Silonaf'<f, g <<g, etsig.fetg'.f sont définis, alors g'.f' < g.f.

Pour que (€, <) soit un groupoide Q-structuré, il faut de plus que :
(4) f' < f entraine f'~* < f™.

Prorosition 17. — Pour que (C, <) soit une catégorie Q-structurée,
il faut et il suffit quil existe une catégorie double (S, S*) vérifiant les

(*) La notion d’ordre n-uple est & rapprocher de celle de classe n fois ordonnée
de Cantor [6].
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conditions suiyvantes :
(1) € s'identific a (St);
(2) S* définit Pordre < sur C.

Démonstration. — S'il existe une catégorie double (8, $) vérifiant les
conditions (1) et (2), posons €= (8!)' et munissons € de la rela-

tion : f' << f si, et seulement si, il existe k€S tel que
f=p8tk) et fr=ol(k).
Sif'<f,ona |
(=B (k) et o (f)=al(a(k), dou () <)

de méme 3'(f') < B'(f). Soit g€ tel que g.f soit défini; soit g'€C tel
que g'.f’ soit défini et qu’il existe k, €S avec ‘

g=pY(k) et g=al(k);

puisque $* définit un ordre sur (8%), les égalités
ol (@ (k) =ab(B (k) =a'(g) et BL(a'(k))=B+(E (k) =a(g)
entrainent o' (k,) = '(k); par suite k,.k est défini et 'on obtient
g f=BY(ki.k), g.f=ab(k.k), donc g.f'<g.f.

Ceci montre que (G, <) est une catégorie Q-structurée. Inversement

si (€, <) est Q-structurée, soit © la catégorie des couples (E, e), ou e€C;,
Eec, et e<E. La classe S des quadruplets ((Ei,e.),f, [, (E,e)),
ou f'<f, a(f')=e, B(f')=ey, a(f)=E, B(f) = Ei, forme une sous-
catégorie double de (O, €) vérifiant (1) et (2).

Soit &’ la sous-catégorie de O formée des homomorphismes stricts,
c’est-a-dire des triplets ((A’, <), h, (A, <)) tels que les relations 7z’ <z
et h(z') = h (z) entrainent z = z'.

~

DerinitioN 18. — Une catégorie Q (', Q)-structurée sera appelée caté-
gorie ordonnée; un groupoide Q((Q, "), Q)-structuré sera appelé grou-
poide strictement ordonné.

Pour qu’une catégorie Q-structurée (€, <) soit une catégorie ordonnée,
il faut et il suffit que les conditions

S<fi a(f)=a(f) et BHI=B)

entrainent f'= f.
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Prorosition 18. — Un groupoide Q-structuré (€, <) est une catégorie
ordonnée.

En effet, soient g€C et g’ €C tels que

g<g  alg)=alg) et BE)=pL).
On a

Ble)y=BE) =g 87" <88 <g.8"'=B(8)

a(g) =a(g) =g~ g <gg<g.g=a(g).

On en déduit

g8 =p(3) et glg—a(g).
Donc
gi=g" et g=g.
Prorosition 19. — Pour qu’un groupoide Q-structuré (C, <) soit un

groupoide strictement ordonné, il faut et il suffit que la condition suivante
soit vérifiée :

Pour tout f€C et tout e < a(f), il existe au plus un f'€C tel quef'< f
et a(f') =ce.

Pour que (€, <) soit un groupoide strictement ordonné, il faut et il
suffit qu'il existe une catégorie double (8", 8*) vérifiant les conditions (1)
et (2) de la proposition 17, que C soit un groupoide et qu'on ait :

(3) Les relations k€S, k'e€s, BLk)=B4) et o'(k)= (k)

entrainent k = k’.

DErinttioN 19. — On appelle catégorie (resp. groupoide) fonctoriellement
ordonné une catégorie (resp. un groupoide) C munt d’une relation d’ordre
vérifiant la condition :

(1) L’application qui associe & fE€C la classe des éléments f'<< f est un
foncteur généralisé [3 a] de C vers C.

D’aprés une proposition de [3 a], un groupoide fonctoriellement ordonné
est aussi un groupoide strictement ordonné.

Prorosition 20. — Pour que (€', <) soit un groupoide fonctoriellement
ordonné, il faut et il suffit que C" soit un groupoide et qu’il existe une catégorie
double (', $*) vérifiant les conditions (1) et (2) de la proposition 17 ainsi
que la condition :

(3") Soient f€SE et z€S, tels que «'(f*) = BL(z). Alors il existe un et
un seul k€S tel que

Brhy=f et a' (k) = =.
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Démonstration. — Les conditions sont nécessaires en vertu de la propo-
sition de [3 a] citée ci-dessus. Inversement supposons donnée une caté-
gorie double (&, ') vérifiant les conditions (1), (2) et (3'); alors, d’aprés
la proposition 18, (€', <) est un groupoide ordonné. En tenant compte
des conditions (1) et (2), la condition (3') signifie que si fE€C, e€C,
et e << «(f), il existe un et un seul f'€C tel que f'<<f et a(f’) =e.
En particulier, les relations

e€C, et  g<e entrainent a (g) <e, dou g=a(g).

Soit d < g.f. Par hypothése, il existe k€S et k'€S tels que
o (ky=(a(f), a(d)); prk)y=/f; BrK)=g et o (K)=F (k).

Il en résulte

d="(at (k)).(at(k)).

Soit Q" la sous-catégorie de Q formée des triplets ((A’, <), h, (A, <))
tels que h vérifie la condition :

Si e’ < h(z), 1l existe 2’ << z avec h (z') = ¢€'.

Prorosition 21. — Pour que (C, <) soit un groupoide foncto-
riellement ordonné, il faut et il suffit que (€, <) soit un groupoide
Q' nQ", &' nQ"), Q)-structuré.

Cect résulte de la proposition 20.

Soit J, la sous-classe de Q, formée des classes inductives [3 a], c’est-
a-dire des classes ordonnées (A, <) telles que toute sous-classe majorée
admette une borne supérieure, appelée agrégat. Soit J la sous-catégorie
de Q formée des applications inductives entre classes inductives [3 al,
c’est-a-dire dont les éléments sont les triplets ((A’, <), h, (A, <)) tels
que h vérifie les conditions :

(1) 2’ < z et 2”"<< z entrainent h(zNz') = h(z)Nh(z'), ot zNz" désigne
la borne inférieure, ou intersection, de z et z’ dans A.

(2) Soit C une sous-classe majorée dans A et soit U C son agrégat

dans A; on a
h(uC) =uUh(C).

(M, o, I, INQ) est une catégorie d’homomorphismes & produits finis
résolvante a droite. Une sous-structure de (A, <) dans J est une partie
sous-inductive faible [3a] de A. Toute sous-structure dans J étant
a fortiort une sous-structure dans Q, une catégorie J-structurée est aussi
Q-structurée.
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Pour que (€', <) soit une catégorie J-structurée, il faut et il suffit
que (€, <) soit une classe inductive et que les conditions suivantes soient
vérifiées :

(I,) Les relations f'<< f et f"<< f entrainent

a(f'nf)=a(f)na(f);  BU'NS)=BU)NEU"-

(I,) Les relations f;<< f, ou 1 €1, entrainent

a<Ufi>= U =0 ﬁ(Uﬂ)z Uswo.
iel iel iel iel

(I,) Les relations g;<< g,fi<<f, ou t€1, (g, f)EC*kC et (g, [)ECKkC
entrainent

(&ing))-(finf) = (&-f)Nn (& fi)

(Ug:-)-(Uﬂ)zU (51:10-
iel i€l iel

Prorosition 22. — Soit (€', <) une catégorie J-structurée; soient g et f
deux éléments de C; soit H la classe des éléments g’ .f" tels que g'<< get f'<<f.
Alors la classe H admet un plus grand élément.

Démonstration. — Soit { g, f > la classe des couples (g, f’) tels que
gee,  fee, g<g  fI<f et a(g)=B().

Soit G la classe des g’ tels qu’il existe (g, ') €g, f); soit F la classe
des f' tels qu’il existe (g', f')€<{ g, f). La classe « (G) est alors égale a
la classe 3(F). D’aprés la condition (2), la classe G, majorée par g, admet
un agrégat UG < g tel que 2(U G)= U «(G). De méme F admet un
agrégat U F < ftel que 3(U F) = U 3(F). Par suite, « (U G) = B(U F)
et (U G).(U F) est défini; comme (U G).(U F) appartient a H, on trouve
UH=(uG).(VF).

Derinttion 20. — Avec les conditions de la proposition 22, le plus grand

élément U H de H sera noté gf et appelé pseudo-produit de g et f.

Remarquons que la loi de composition (g, f) — gf, partout définie, n’est
pas forcément associative.

ProrosiTion 23. — Soit (€', <) une catégorie J-structurée; le pseudo-
produit (g, f) — gf vérifie les conditions suivantes :

(1) Sotent g€C, g'€C, fEC et [E€C tels que g << g et f'<<f. Alors
on a g'f" < gf.
(2) Soient g€C et fEC; on a

B(afy<B(g) et a(gf)<a(f).
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(3) Soient s€C, et SEC; tels que s < S; on a
o (Ss) =s=H(sS).

En effet les conditions (1) et (2) résultent de la définition du pseudo-
produit. Supposons s < S dans €. On a «(Ss) <s. De plus s.s < Ss,
donc

s<<a(Ss)<s et s=a(Ss).
De méme
B(sS) =s.

En utilisant les sous-catégories Q' et Q" de  définies plus haut, posons
I=and et I =anl.

Les éléments de J’ sont les applications inductives strictes [3 a]. La sous-
catégorie J’' de J contient le groupoide des éléments inversibles de J et
vérifie la condition (3) de la proposition 10 (§ I), puisque toute restriction
d’une application inductive stricte est une application inductive stricte.
J" contient aussi J N2, mais J” ne vérifie pas la condition (o). Les sous-
catégories J’ et J” de J sont stables par produit (mais ce ne sont pas
des catégories d’homomorphismes & produits finis au-dessus de IM).

Dérinition 21. — Une catégorie J(J', J)-structurée sera appelée caté-
gorie inductive; si (C', <) est une catégorie inductive, un élément [’ tel
que f'< f sera dit induit par f.

Tutortme 9. — Soit C une catégorie et (C, <) une classe inductive.
Pour que (C', <) soit une catégorie inductive, il faut et il suffit que soient
vérifiés les axiomes (1,) et (1,) ainst que les axiomes :

(I,) Les conditions g'<yg, f'<f, (g f)€C*C e (g, f)EC*C
entrainent g'. ' < g.f.

(I,) Les conditions g’ < g, «(g') = a(g) et 3(g') = B(g) entrainent g’ = g.

Démonstration. — Les conditions sont évidemment nécessaires. Montrons

qu’elles sont suffisantes, c’est-a-dire qu’elles entrainent 'axiome (I,), dont
nous reprenons les notations. Comme on a

x(ging;) =e(g)na(g;) =B NES),
le composé h = (g: N g;).(f: N f)) est défini et, en vertu de (I}), on a
h<(gi-f) N (8- f))-
Puisque g:..f; < g.f et g;.f; < g.f, en utihisant (I,), on trouve

«(gi-fing;-f;) = a(fi) na(f;) =a(finf;) =a (k)
et
B(gi-fing;-f;) =B(&)nB(g)) =B(8&ing;)=B(h).

Ann. Ec. Norm., (3), LXXX. — Fasc. 4. 51
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De l'axiome (I,) on déduit alors
h=(g:-fi) N (8;-F)-

On démontre d’une maniére analogue la deuxiéme relation de (I).

Cororraire 1. — Pour que (€', <) soit une catégorie inductive au sens
de [3 c], il faut et il suffit que (C', <) soit une catégorie J(J', I")-structurée.

En effet les conditions (I,), (L), (I,) et (I,) signifient que (€', <) vérifie
tous les axiomes d’une catégorie inductive au sens de [3 ¢| & 'exception
de I’axiome :

(I)) Sik < g.f,1l existe g’ << get f'<< ftels que k = g'.f’; Paxiome (I})
est équivalent & la condition (€, <), #, (C'*C, <))€ I”".

Cororraire 2. — Dans une catégorie inductive au sens de [3 c], deux élé-

ments quelconques ont un pseudo-produit et la lot de composition (g, f) ~ gf
est associative. :

Remarque. — Dans la suite de cet article, nous verrons que les caté-
gories JC(JC', I")-structurées telles que JC' et IC” vérifient la condi-
tion (o) de la proposition 10 (§ I) jouissent de nombreuses propriétés.
C’est cette raison qui a motivé la nouvelle terminologie employée ici, car
la classe des catégories inductives au sens de la définition 21 est plus stable
pour certaines opérations que la classe des catégories inductives au sens

de [3 ¢].
Prorosition 24. — Soit (€', <) une catégorie inductive; soient fE€C
et f'€C tels que ' < f; alors on a
S =B S () =B S =)
Démonstration. — En utilisant la proposition 23, on trouve

S =1 alf)<falf)s =B <BU) S(S))
a(BOf) (fa(f))) < a(fa(f)) <a(f)
et

BEBU) (S lSN) <BU-
Posons f"= B(f") (fx(f")); comme f'<f", on a
a(f) <a(f) et B <BUM-
Il en résulte
a(fy=a(f) e BU)=BUN)-
Puisque [3, «] est une application inductive stricte, les relations

S<Ss e =af)  er BN =BUY)
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entrainent f'= f”. On montre de méme I’égalité

S =@ a(f)

4oy

CoroLLAIRE. — Soit (€, <) une catégorie inductive; les conditions
SEC, See¢, et s<S
entrainent 7
s=15(Ss) = (sS)s.

Prorosition 25. — Soit (€', <) une catégorie inductive. Pour que (€', <)
soit une catégorie J(J', I")-structurée, il faut et il suffit que le pseudo-
produtt (g, f) - gf soit associatif.

Démonstration. — La condition est nécessaire d’aprés le théoréme 9

et son corollaire. Si elle est vérifiée, soit k << g.f; en vertu de la propo-
sition 24, on a

k=P (k) (8-S)a (k) = (B(K)g) (fa(k)),
en utilisant I’associativité du pseudo-produit. De la définition du pseudo-
produit, il résulte
k= (uG).(UF),

ou G est une classe majorée par (3(k)g) et F une classe majorée par (f«(k)),
donc UG < get UF </ Ceci démontre que 'axiome (I;) est vérifié.

Soit (€, <) une catégorie J-structurée. Soit €' la classe des tri-
plets (S, f, S) tels que
fee, Sec, See, «(f)<S e BNH<S.
Munie de la loi de composition
(8", S (8, f£,8) =" 1., S)
si, et seulement si,

a(f)=B(f) e S;=8§,

C’ est une catégorie; les unités de C' sont les triplets (S, e, S) ou e€C,

et e < S. L’application f — (B(f), f, «(f)) identifie € & une sous-catégorie
de C'.

Prorosition 26. — Avec les notations précédentes (C', <) est une caté-
gorie J-structurée, la relation d’ordre étant définte par (S, fi, Si) < (S, f, )
si, et seulement si, S, << S, S, < S et fi<f. Si (C, <) est une catégorie

inductive [resp. J (J', J")-structurée], (C', <) est une catégorie inductive
[resp. J(J', I")-structurée].
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Démonstration. — Supposons f; = (S,, f;, S)) < f= (S, f, S) pour tout
1t€l; 0n a

Uﬁ:(US’i,Uﬂ,USi> et finfi= (S nS), finf SinS)),

i€l iel iel iel
b
d’ou

{(Un)=Js) o aling)=a(i)ax(r)

s<ke)f>:kej 8(f) e B(Ainf)=8(A)ne().

Ainsi les conditions (I,) et (I.) sont vérifiées. Soit
gi=(5,8,5)<g=@"4¥5)
tel que g;.f; et g.f soient définis; comme g;.f; < g.f,on a aussig;.f; < g.f.
Des relations
gi-fi=(S% 8o S0),
on déduit

G- fON(E, - [) =6 nS), (5:ng)-(finf;),SinS,) = (5:ng)).(fin f;)

U(gi-ﬁ):<us;', U s, Usi>=<Ugr,->.<Uf;\).

iel ;€1 iel i€l iel iel

et

Donc (€', <) est une catégorie J-structurée. — Si (G, <) est une catégorie
inductive, les conditions

<t a(f)=a(f) e p(L)=p()
entrainent
S;=S, Si=¥§ et fi=/f, d’ou ﬁ:f
Ainsi Paxiome (I,) est également vérifié dans (¢, <). — Enfin si (€, <)
est une catégorie J (J', J")-structurée, soit
h= (S}, h, S) < (8,8 S).(S, £, S);
comme
h=g'.f, ou g'<g et fl<f,
on trouve
ZZ(S’;’ 8 a(8) (x(8"), [ 81);

par suite, (G, <) est une catégorie J(J’, J")-structurée.

CoroLLAIRE. — Si (€, <) est un groupoide J-structuré, alors (C', <) est
un groupoide J-structuré. '
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En effet, la condition (S|, fi, Si) < (S', f, S) entraine
S, don (S, 71 S)) < (8, LS.

DiriNitION 22. — Avec les notations précédentes, la catégorie (resp. le
groupoide) J-structuré (C', <) sera appelé catégorie des homomorphismes
locaux (resp. groupoide des 1somorphismes locaux) associée a la catégorie
(resp. au groupoide) J-structuré (€', <).

Remarque. — La classe C' peut aussi étre munie de la loi de composition
(S5, fHS) (S, £,S) =", f'f,S) si, et seulement si, S'=S§;,

ou f'f désigne le pseudo-produit de f* et f dans (C', <). Soit <, la relation
d’ordre définie sur €’ par

(81 /1, S1) < (S, f,S) i, et seulement si, $'=8,, S=S, e [f<f
Une démonstration analogue a celle de la proposition 26 conduit a :

Prorosition 26 bis. — Si (€, <) est une catégorie J-structurée, alors
((@’)", <1) est une catégorie J-structurée.

Toutefois, méme si (C, <) est une catégorie inductive, ((@1)", <1> n’est
pas une catégorie J(J’, J)-structurée.

Soit € un groupoide. Rappelons (voir [3 a]) que (€', <) est un grou-
poide inductif si (C, <) est une classe inductive et si (¢, <) est un grou-
poide fonctoriellement ordonné.

TrtorimE 10. — Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) (€, <) est un groupoide inductif.

(2) (€, <) est un groupoide J((I'NI", I'NJI"), J)-structuré.
(3) (€, <) est un groupoide J(J, I'NI")-structuré.

Démonstration. — Les conditions (1) et (2) sont équivalentes d’apres la
. proposition 21. Montrons ’équivalence des conditions (1) et (3). Un grou-
poide inductif est une catégorie inductive au sens de [3 c]; du corollaire 1
du théoréme 9, il résulte que (€, <) est une catégorie J(J, J”)-structurée;
comme f’ < f entraine f'~' < f~*, (€', <) est aussi un groupoide J(J, J")-
structuré. De plus les relations

g S=s) s<g e [J<f
entrainent

a(fy=a(f) e [B(&)=PH(5),
et, en vertu de la proposition 20, g'= get f'= f. Ceci démontre que (€', <)
est un groupoide J(J, I’ N J”")-structuré. Inversement, soit (€', <) un
groupoide J(J, I’ N J")-structuré. D’apreés la proposition 18 et le corol-
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laire 2 du théoréme 9, (€', <) est une catégorie inductive au sens de [3 c].

Il ne reste qu’a prouver que les conditions g < ¢ et e € C, entrainent g€ C,.
En effet, on a

(g <e et f(g) <e
c’est-a-dire, en utilisant la condition (I.) :
B ng)-(gna(g)=(L()-8) n(g.2(8) =) &
puisque I'application %" appartient & J’, il en résulte
gna(g) =g  dou  gla(g).
Des relations
gThg=a(g).alg) et gTi<a(g),

on déduit, pour la méme raison :

g=a(g) €C,.

Remarques. — 1°© Méme si (€', <) est un groupoide inductif, le grou-
poide (€, <) des isomorphismes locaux associé n’est pas un groupoide
inductif; en effet, les conditions e€C,, SEC, et e << S entrainent
(e, e, S) < (S, S, S), bien que (e, e, S) ne soit pas une unité de C'.

20 Pour qu’une catégorie inductive (€', <) soit fonctoriellement
ordonnée (définition 19), il faut et il suffit que (C, <) soit une catégorie
J(J', J")-structurée, que (C,, <), ou C, est le groupoide des éléments
inversibles de €', soit un groupoide inductif et que C, soit saturé par
induction dans €. Exemple : la catégorie des surjections.

7. THEOREMES GENERAUX SUR LES CATEGORIES STRUCTUREES. — Dans
tout ce paragraphe, nous supposerons que la catégorie d’homomorphismes
a produits finis (ON, p, &, I') est résolvante a droite. I’ et JC” désignent
deux sous-catégories de JC contenant I

Prorosition 27. — Pour que (C,s) soit une catégorie IC-structurée,
il faut et il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées :

(1) C est une catégorie, s€ I, et p(s) = C.
(2) On a (s, a, s)€I et (s, B, s)€IC.
(3) Les conditions (sXs, t,s') €I et p(s’) = C* C entrainent

(s, %', ') €8C.

Démonstration. — Ces conditions sont nécessaires; en effet si s’ xsXs
et p(s’) = Cx C', soit s"€IC, tel que p(s") =C *xC et (sXs,,s") €.
Par définition d’une sous-structure, on aura aussi (s',t, s")€JC, par
suite, (s, z’, s”) €JC. Montrons que les conditions sont suffisantes. D’apres
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laxiome (R), le couple ((s, «,s), (s, t, s)) admet un p-noyau s, oxs tel
que p(so) soit la classe des f€C pour lesquels f= « (f), c’est-a-dire
p(se) = €,. Comme

a(p(s))=¢, et B(p(s))=¢,
on a aussi

(S0, @, 5) € et (50, B, 5) €3¢,
ce qui prouve que 'axiome (1) des catégories JC-structurées est vérifié.
Soient p, et p. les projections canoniques de p(s)Xp(s) sur p(s); on a

(s,api, §X8) = (s, @, §).(S, p1, $ X s) €Y et (8, Bp2y s X 8)ESK.

L’axiome (R) assure que le couple ((s, api, sXs), (s, Bps, sXs)) admet

un p-noyau s xsXs tel que p(s’) = € x €. Donc (€, s) est une caté-
gorie JC-structurée.

Prorosition 28. — Supposons que IC' vérifie la condition (3) (prop. 10,
§ I). Pour que (C', s) soit une catégorie JC(IC', IC") - [resp. JC((IH', '), K")-]
structurée, il faut et il suffit que les conditions suivantes sotent vérifiées :

(1) C est une catégorie; on a s€ I, et p(s) = C.

(2) Ona (sXs,[B, ], s) €I [resp. (s, «, s) €I’ et (s, B, s) €.

(3) St s'xsXs et p(s’) = C % C, alors (s, », s") €IC".

Démonstration. — Supposons que (C', s) soit une catégorie JC(IC', J¢")-
structurée. D’aprés la proposition 5, il existe s,xs tel que

P (50) =€ et (50 < 80, [B, @], 5) €8C.

En vertu de la proposition 3, on a s,Xs,xsXs done, a aide de (g),
on trouve s,Xs,xsXs dans I et

(s <s,[B, a], s)€eat.

Ainsi les conditions (1), (2) et (3) sont nécessaires. — Montrons qu’elles
sont suffisantes. Un raisonnement analogue a celui de la proposition 27
montre que, dans ¥, il existe

So XS tel que p(s,) =G,
et
s'as s tel que p(s') =C%C.

Par suite 'axiome (2) de la définition 3 est vérifié. De plus, comme
SoX syxsXs dans JC', on obtient, en utilisant la condition (2) :

(80 X 80, B, a], s) €€,

Le cas J¢((a¢’, d¢'), 38")-structuré se traite d’'une maniére analogue.
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CoroLLAIRE. — Si I et I" vérifient la condition (o), pour que (C', s)
soit un groupoide IC((I', '), K")-structuré, il faut et il suffit que soient
vérifiées les conditions (1) et (3) de la proposition 28 ainsi que les conditions :

(2} On a (s, o, s)€I;

(4) € est un groupoide et U'on a (s, j, s) € IC, o j désigne Uapplication
f—1"rec.

En effet, les conditions sont évidemment nécessaires. Inversement si
elles sont vérifiées, on a

(s, Bys)={(s, a,8).(s,/, s)€ T,
donc la condition (2) de la proposition est aussi vérifiée.

Prorosition 29. — St JC est stable par produit et vérifie la condition (a),

alors JC((I¢', '), I") est une sous-catégorie pleine de IC(JC', K").

Démonstration. — Soit s € 3¢,. D’aprés I’axiome (R), le couple ((s, p1, s X s),
(s, p2,$Xs)),0u p. et p,sontles projections canoniques de p(s) X p(s) sur p(s),
admet un p-noyau s'xsXs tel que p(s') soit la diagonale A de p(s)X p(s).
Supposons (C', s)€JC((I’, J'), J"),. Les relations

(s, @, s)€d et (s, B, s)es
entrainent
(sx<s,Bxa,sxs)ed.

Puisque J¢' vérifie la condition (3), on a

(s xs,t,s")ed,
d’ou
(sxs[B,a],st)y=(sxs, (Bxa)sxs), (sxs,t,s)ed.

Par suite, (C, s) est une catégorie J¢(JC’, JC")-structurée, ce qui démontre
la proposition, car (s, [1,t], s) €I (voir théoréme 12).
Reprenons les notations définies au n° 2.

Tutorime 11. — (3¢, p,, J (3¢, 3"), T) et (3¢, p,., G (I, 3"), Ty)
sont des catégories d’homomorphismes saturées au-dessus de IC.

Démonstration. — Le seul point & démontrer est que les conditions
(e,s) ese(s,s"), e (5 F s)el
entrainent Pexistence de (€, 5) tel que
((e,3),F, (e,s))el.
En effet, puisque F est saturé au-dessus de N, il existe C tel que

(e,F, e)eF,.
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Soit soxs tel que p(s,) = €. Comme s, est un p-noyau (démo‘nstration
de la proposition 28), d’apreés la proposition 16 (§ I), il existe

So kS tel que (5, Ft, s0) €T
on a alors p(5) = C,. Comme J¢' contient I', on trouve
(50 x50, [ By 2], 5) = Gox< 5o, Fuxx Fu, 50 80) - (8 80, [8, @], ). (5, F, 5) €,

oit o« et 3 désignent les applications source et but dans €. Soit s’ xsXs
tel que p(s’) = C' % C". En utilisant la relation

(3x<35, FxF sxs)el
la proposition 16 (§ I) assure P'existence de
§axsx5 telque (57, (FxF)i,s)el, e pFE)=cCc%c.
Par conséquent :
G, 7, 5)=(5F, 5).(s, ¢, 8'). (&, (F < F)u1, s )~ e 5.
I1 en résulte
(€s)em@e, x’), e ((&,5)F,(e,s))ed (s, 5.
Si de plus on a (C,s)€G (5, J"),, on obtient
(5, 7,5) = (5, F,5). (8,5 8). (s, F, 5) €T,
ou j et j désignent resp. les applications f — f~* dans € et dans €. Donc
((€,5), F, (¢, 5))eg (5, '),
CororLratre. — (I, pg, p, 9¢(d¢', 3¢"), T) et (oM, ps D, G (3¢, 3¢"), Tg)
sont des catégories d’homomorphismes.
En effet, supposons vérifiées les conditions
((€,5),F,(e,s))el et (cL, s)ede(a, "),
Puisque (0N, p, I') est une espéce de structures, il existe 5, € JC, tel que
(s, F,s)el
et il résulte du théoréme 11 qu’on a alors

((eL,5), F, (€4, s,))eT.

TukoreEme 12 :

(3¢, Bre, B (30, 3¢), 5¢), I') et (o€, 5o, G ((5, €', 5¢7), Tg)
Ann. Ec. Norm., (3), LXXX. — Fasc. 4. 52
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sont des catégories d’homomorphismes saturées au-dessus de IC;
(oM, ps p, ((2€, ), 2, ') ev (M, pg 7, (3¢, 3¢, a¢'), )

sont des catégories d’homomorphismes et IC s’identifie & une sous-catégorie
pleine de Jc((ac’, a¢’), o").
Démonstration. — La premiére partie du théoréme se démontre d’une

maniére analogue au théoréme 11. Soit s€JC, et posons C = p(s).
Munissons € de la loi de composition (triviale) : '

(fs NN—f.f=f si, et seulement si, f' =f.

On a (s, «, s) €T, puisque «(f) = f pour tout f€C. D’aprés 'axiome (R).
il existe s'xsXs tel que p(s’) = C % C = diagonale A de CXC. Les
relations :
(sx<s,[1,t], s)edt et [t,t](€)=A entrainent (s, [t, t], 5) €4C.
Par ailleurs : (s, p,t, s') €3¢, ou p, est la projection de p(s)X p(s) sur p(s),
Des égalités ’
8y [ty 1], 8). (s, prt, §') =¥ et (s, pit, 8'). (8, [ty ¢ ], 8) =3,

il résulte
(s, %, 8")=(s, pit, s') €l

Donc (€, s) est une catégorie JC((I, I'), I'-structurée. Enfin Pappli-
cation '

(5,8, 8) > ((p(5),5), 8 (p(5),5)) )
est une équivalence de JC sur une sous-catégorie pleine de JC((JC’, JC’), JC”).

Tutorime 13. — St I et K" sont des sous-catégories de IC stables
par produit, les catégories d’homomorphismes (on, ps D, JC(3¢, 3"), T),
(M, p,p, G (I, 3", Tg) et (M, p,p, Je((3, 5€), 5¢"), T") sont des
catégories d’homomorphismes & produits fints.

Démonstration. — Comme F et J¢ sont des catégories d’homomorphismes
a produits finis au-dessus de N, pour vérifier que (M, p, p, I¢(I¢, 5¢"), T')

\

est une catégorie d’homomorphismes a produits finis, le seul point a
démontrer est que les relations
(e, s)ese (s, 5y, e (€,5)edk (s, 5",
entrainent 3
(ex €, sx5)ed(s, 5"),.
D’apres la proposition 3, on a

SoX Sk S X § e% P(5ox3) =(€ <€),
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Puisque
(SDX 30’ [Ba CZ], S)GZ‘C, et <§0 XEO? [B’ &]7 E)Ege’»
on a aussl '
((503< 80) X (30X o), [B, @] < [B, ], s x5) ese.
En vertu de la proposition 4 il existe

(($0>X50) X ($9X50)s ¥y (S0X 80) X (50 3)) €T,
Y((f’)f)J (.7,’ .7)):(<f'77,)v (fnf))w

(503 50) < (505 50, 7 ([8, @] < [B, a])y s 5)
= (50X 50) X (80 5), [BxB,ax &, s x5)es.

Par ailleurs, il existe s” (s X 5)X (sX5) tel que |

P = (€ xEC)k (€ xC).
Des propositions 4 et 7 résultent

((§x5)x<(sxX5), 7, (sxs)x(sx5))el et (8", v, s < 5")el;
J¢” étant stable par produit, des relations
(s, ¢,s)exn’ et (5%, 5) e

on déduit

(X5, (¢ xz)(p)™", s")ese.
Par suite, (C'X €, sXs) est une catégorie J¢(J€’, JC")-structurée.

Remarque. — La démonstration de ce théoréme se modifie aisément si
lon suppose que JC est saturé au-dessus de I au lieu de supposer
que (M, p, 3, I') est résolvante a droite. En effet, dans ce cas, la propo-
sition 15 (§ I) assure l'existence de s” « (sXs)X (sX5) tel que

pis)=(exe)k(exe) et (s", 1, 8 x§)el.
Ceci permet d’énoncer, en utilisant le théoréme 3 :

on

TatoriEME 13 bis. — Si IC est saturé au-dessus de I et st I et IC” sont
stables par produit, (01, p,, p, 3¢(3¢', 3¢"),T) et (om, p, p, (3¢, se"), a¢"),TV)
sont des catégories d’homomorphismes & produits finis, méme si (O, p, 3¢, T)
r’est pas résolvante & drotte.

TutoriME 14. Supposons que ' et " vérifient la condition (a).
Soit (C', s) une catégorie (resp. un groupoide) JC(IC', 9")-structuré. Soits x s

tel que p (5) soit une sous-catégorie (resp. un sous-groupoide) C de C.
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Alors (€ $) est une sous-catégorie (resp. un sous-groupoide) IC(IC', ")
structuré de (C', s). On peut remplacer dans cet énoncé (I, 3¢") par
se((ae’, ae), ).

Démonstration. — En utilisant la condition (s) et la proposition 3, les
relations

Sas,  (sxs [P a]n5)es et [B,al(C)cexC
entrainent sXs «sXs et
(x5 [Bal,s)=0Gx5[B al 5 es,

ou « et [ désignent les applications source et but dans €. Par ailleurs
supposons

sxsxs, § s xs, p(s) =¢C%¢ et  p(d)=C%¢.
D’apres la proposition 3 et le théoréme 1 (§ I), on a
SXSXKSXS et Klle 0

comme _

(%, 5)=1(s,%,5).(s,,5)€s e «(p(¥))ce,
on trouve (3,%,s)€JC, ot %" est la restriction de " & €' % C. Donc (e, 5)
est une catégorie JC(J’, I")-structurée et

(€, )1, (€, 5)ede (s, ).

Des relations

(€, 5), 8 (8, 0))ea(a, a') et g(p(a))cC,

on déduit
(Z?’,g, IS')GE et (s, 8, 0)e€d,
d’ou .

((€,5), & (57, 0))eme(a, a') et (E,5)x(C,s).
P

Méme démonstration pour les catégories JC((JC', JC'), IC")-structurées.
p g b b

Cororratre 1. — Sv I et I" vérifient la condition, (3), les conditions
sutvantes sont équivalentes :

1) (&,5s) x (C, s) dans Je(ae’, 3"y [resp. dans G (3¢, 3")]| et il
P
existe s' o« s tel que p(s') = C.
P

(2) (€,s)€d (I, X")y, C est une sous-catégorie (resp. un sous-
groupoide) de C'; s s dans € et p(s) = C.
P
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En effet si la condition (1) est vérifiée, on a

(€, 5)ax(e,s) e (€,57)x(Cs),
r P
donc

(é’, 3):(@,5‘) et §=-s'.

CoroLLAIRE 2. — Si I et I" vérifient (5), les catégories d’homomor-
phismes (¥, p, & (o', 3¢"), T), (%, p, ae((o¢', o), "), '), (F, p, G, Tg),
(m, p, p, (e, 2", T) et (M, p,p, H((5, 5'), 5"), T') sont résol-
vantes a drotte.

Ce corollaire résulte du théoréme 14, de la proposition 14 (§ I) et du fait
que (M, p;, F, F.) et (M, p, K, I') sont résolvantes a droite.

Remarques. — 1° En général, (C,3) « (C, s) n’entraine pas s 5.
Il en est toutefois ainsi lorsque (I, p, ¢, II‘) vérifie la condition :

S1 (S, s")€dC, il existe s xS tel que p(s) = p(s).

En particulier &, G, J vérifient cette condition.

29 Dans le théoréeme 14, hypothése : J¢' et JC” vérifient (3) est néces-
saire. Par exemple, soit (€, <) un groupoide inductif; un sous-groupoide
de C' qui est une sous-classe inductive faible de (G, <) peut ne pas étre
un sous-groupoide inductif de (€', <). Une sous-structure de (C, <)
dans J(J, J") ou dans J((J'NJI”", I'NJI"), J) est un sous-groupoide C’
de €' vérifiant les conditions :

(a) € est une partie sous-inductive de (G, <);

(b) Sife€C, e€Cy, e < a(f), on a fe€C.

3° D’aprés la proposition 14 (§ I), pour que (€, s;) soit une sous-
catégorie JC(IC’', H")-structurée de (C,s), il faut et il suffit qu'on ait
(€, s1) « (€, s) dans (0N, p, p, J¢ (¢, s¢"), T). v

Dans la fin de ce numéro nous supposerons que J¢’ est une sous-catégorie
de JC stable par produit et vérifiant la condition ().

La projection canonique d’une classe produit e, X e, sur e; sera notée p;
(ou éventuellement p, pour éviter des confusions), t = 1, 2.

Soit (C', s) une catégorie JC-structurée. En utilisant 'axiome (R) et la
proposition 4, on peut construire les éléments suivants :

(a) saxsoXs tel que p(se) soit la classe des couples («(f), f); on a

Ta= (S, Paty Sa) = (8, Pa, $¢X 8).(SoX 8, t, $4) €I
et
o= (Sa, € X t, § X 8).(s X5, [, L], s) €K,
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d’ou
Yo Yo = Sa et Yo Ta=S$, c'est-a-dire v, el
(b) saxsXs, tel que p(s,) soit la classe des couples (f, a(f)); on a

RL,;‘: (s, Py S’a) erl.

(c) ssoxsoXs (resp. sy sXs) tel que p(ss) [resp. p(ss)] soit la classe des
couples (B(f), f) [resp. (f, B(f))]; on a

Tp=(s Pt sp) € et yp=(s, pit, sp) €T,

(d) seaxsoX (50X ) tel que p(ss,) soit la classe des couples (B(f), («(£),f));
on a
TBa= (57 P‘zPla 12} Siﬂa) el.

Prorosition 30. — Soit s € IC, et soit L la lot de composition sur p(s)X p(s)
définie par
(', )L (2, ) = (2, =) si, et seulement si, x|, — x'.

Alors ((p(s)X p(s))L, sXs) est un groupoide IC(T', JC)-structuré.

Démonstration. — Posons p(s) = €. La classe des unités de (Cx€)*
s'identifie a la diagonale A de CXC. Soit s,xsXs tel que p(s,) = A;
on a (voir démonstration du théoréme 12) :

(Soy [‘a ‘]7 s)erl,
d’out
(s05< 50, [ BY, 2t ], s 3¢ ) = (803 50, [ty 1] X [+, 1], s < 5) €T.
Soit s ot (s X s) X (sX 5), tel que
p(st)=(exe)tx (exeyty
alors
<5 > s, %, S""):(S <8, [prpys PPy ]t 5,1>€9€a

ou p, sont les projections canoniques de (sXs)X(sXs) sur sXs et p; les
projections canoniques de sXs sur s, t = 1, 2. Donc

((exe)t, sxs)es (T, ).
Enfin, il résulte de la proposition 4 qu’on a
(sxs,/,sxs)el,  ou j(a&, x)=(z, 2).
Par suite, ((CX C)*, sXs) est un groupoide J¢|(I, J¢)-structuré.

Tatorime 15. — Soient (€, s) et (C, 5) deux catégories I¢ (I, IC)-struc-
turées telles que C,= C, et que les conditions s,x s et p(s,) = C, entrainent
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so 5. Alors il existe [ (s, 5) € I, tel que ((T1(€, €), O (s, s)) et (([H(e, ),
O (s, ) sotent des catégories JC(IC', IC)-structurées.

Démonstration. — Un quadruplet appartenant a [1(€, €) est identifié
& un élément ((f', '), (f, f)) €(€x &) x (€x€) tel que

(B, 2(70) (B, a(rD)) =B, B, (a(r), 2 (1)),
ou « et 3 (resp. « et B) désignent les applications source et but dans ¢
(resp. dans €). D’aprés la proposition 4, on a
T=((3xs) X (sx5),7, (sx5) x(sxs))el
et
Yo==( (S0 < 89) X (S9><X 84), Yos (80X 80) X ($9< 84)) €T,
ou » ,
(70, D= 0 (3 1))

I’axiome (R) assure que le couple (W', ), ou

= (50 80) X (50 80), (B @) > (B @), (s x5) < (§x5))
et ‘
B =50 50) X (50 50), (B B) = (&), (5 5) X (5x5)).7

admet un p-noyau [(s,s) tel que p(Ofs, s)) = o(e, €). Du théo-

réme 13, il résulte, (X C)* étant la catégorie considérée dans la propo-
sition 30, que » :
S=((exe)x(Exe), (sxs)x(§x5))

est une catégorie JC(IC', JC)-structurée. D’apres la proposition 4, on a

7= ((sx5) x (3x3),7, (s x3) x (§x3))eT,
ou

Y,<<f,’ 71>’ (f? f)>:<(f/’ ) (.?a .7))
En vertu de la proposition 16 (§ I), il existe S = (sXs)X(sXs) tel que
(8, ¢, O(s,5))€el.

On voit que vt est une équivalence de [T](€", ) sur une sous-catégorie
de (Ex @)% (€% ). D’aprés le théoréme 14, (‘y' (m(@', é)), S) est une
sous-catégorie JC(JC’, JC)-structurée de X. Donc, en vertu du théoréme 12,
((€, €), O(s, 5)) est une catégorie J¢ (I, dC)-structurée. Une démons-
tration analogue montre qu’on a aussi

(E(e,e), a(ss)emk e, o),
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TutorimMe 16. — Soit (C, s) une catégorte IH(HK', I)-[resp.
(3, ), H)-Jstructurée. Il existe Os€dy tel que ([T]C, Os) et
(FH €, Os) sotent des catégories (', I)-[resp. I ((H', K'), 3)-]struc-
turées. Si (€, s) appartient & G (I, 3), [resp. & G((I', K'), &K),], il en
est de méme pour ((I]C, Os) et (=] €, Os).

Démonstration. — Supposons (€, s) € ¥ (', 3¢),. Un quatuor (', ', f, k)
appartenant & [JC’ sera identifié a un élément ((A', f'), (f, k) de O(C, &)
tel que h'.f = f’.h. D’apreés la proposition 4, on a

((sXs) X (sxs8), 7, (sxs)x(sxs))el,
ou

TR L) (s 1) = (/5 1)y (s R))-

Soit s'xsXxs tel que p(s’) = C%xC’; d’aprés la proposition 3, on a
§x s (sxs)x(sxs);
de plus s’ X s’ est un p-noyau et la proposition 16 (§ I) assure I’existence de
(s<s, v, S)el ou v, <Y-
En vertu de I'axiome (R), le couple ((s, %" pi Y1, S), (s, #° p2Y1, S)) admet
un p-noyau Os « (s, s) (voir théoréme 15) tel que
p(Os)=0¢.
Par conséquent il résulte du théoréme 14 que
(Me,Os) e (He, 09

sont des catégories JC (I’ IC)-structurées. Si de plus (C', s) €G,, en dési-
gnant encore par. j 'application f — f~* dans C, les relations
((sXs) X (sXs) T2(t X)X (Jx, ONEH et v, (v Xj)X (j>x)(OEC)cOe
ou

Y2 (B S5 (s ) = (B ), (s )
entrainent (s, [[|j, Os) €T, ou [T]j désigne 'application k — &~ dans [T]C".
Ceci prouve (m ¢, E]s)ezjo; on a de méme ([ €, Os) €G,.

— Supposons (€, s) €Je((#’, #'), #),; d’aprés ce qui précéde, on a
(T, Os)€ &,. Soit [T]s, « Os tel que p ((T]s,) = ((TI€),. Soit . Iappli-
cation h — ((h, B(h)), (x(h), b)) de C sur ([[]@')0; les relations

7= (Mo s 5) = (M sor [+ B), [, 2], s) €2
et
ﬁ,: (8, H_l, r_|_|50> = (3, Plj Pty Dj%)egea
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entrainent
= =[] et p.p=s, dou pel.
Montrons qu’on a ([__l_] S0, @5, [ s) € JC'. En effet, soit

ay=((sx8) X (s5), (B 1) x (ax1), (sxs5)x(sx5))€H

Soit s, le p-noyau du couple
((50y @Ppap'y 1y 58X 82), (S0, PP2Pats $3X 5a)).

Comme p(a,) (OC)Cp(si), on a, en vertu de la proposition 10 (§ I),
ay=a, (s, Os)€s.
p

Par ailleurs, on a

y== (5 X 5z, YBX 1, 58X 54) €T
et

Ay== (SoX 8, & X 1, § X §q) € I,
d’ol a;.a, € H'. Puisque p(@s.@s) (p(s1)) Cp(sss), on trouve

@y = (@) b= (s3ar 51) €2€
Finalement on obtient
(50> oD, O'5) = " . 7pa Gy @, € 5.
De méme on prouve (I__!—Iso, BT, Ds)eJC'. Donc
(Me, Os)ex((x, o), #),.

Pour la méme raison,
(FHe, Os)es (s, &), &),

CorovrrAIRE. — Il existe deux foncteurs m— et E{— de la catégorie 3¢ (3¢', K)
[resp. 3¢ (8¢, &), &), resp. G (3¢, &), resp. G, a), 5)| vers elle-

méme et une équivalence naturelle (E, , m) se projetant par p sur Uéqui-

valence naturelle ([, ¢, [T)).

Démonstration. — Soit ((C, 5), g, (C, 5))’€I; d’aprés le théoréme 13,
on a
((€,5), (gx8) x (gx8), (€, 5)) €,
d’ou
((x3) < (3x3), ((§x &) x (§x8))¢, Os)€.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXX. — Fasc. 4. 53
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Comme g'(OC) = (Og) (O€)c OC, il résulte de la définition de [Is
qu’on a : S : - .

(0% Og Os) €k, cesti-dire (€, O3), Og (e, Os)) e
Comme []] est un foncteur de & vers &, I'application ﬁ :
(€25 & (¢ 9) (€ 0%), D& (@ Os))
est un foncteur de JC vers JC. De méme I'application _El— :
((e75), 5 (¢, 9)>((Fe, %), 0g (Fe, Os)
est un foncteur de JC vers JC.

Enfin, en vertu des propositions 4 et 7 (§ I), on trouve

((s><s).>< (§X8), vy (§x8) < (sxs))eTl,

ou
TS L) (s R) = (5 )y (A )
et
e(s)=(0Os, v, Os)el.
Par suite,

T(C, ) :((EC, []s), T, <m€', Ds))ef‘

et <|—§|, g, m> est une équivalence naturelle. De plus on a
p(E(C,s5)) =¢(C).

Remarque. — Avec les hypothéses du théoreme 15, une démonstration
analogue a la fin de la démonstration du théoréme 16 permet de démon-
trer :

TatoriME 15 bis. — Si (€, s) et (C', 5) sont des catégories 3¢ ((3¢', I¢'), 5¢)-
structurées, alors il en est de méme pour (_l—l_l (e, ¢e), afs, E))

Ezemples. — 1° Si (C', 5) est une catégorie topologique, (|T]C, Os) est
une catégorie topologique.

20 S1 (G, s) est une catégorie (resp. un groupoide) ordonné, alors
(€, Os) est une catégorie (resp. un groupoide) ordonné. Si (Cs) est
une catégorie inductive, (m c, Ds) est une catégorie inductive.

30 Si (€, @) est une catégorie double, <m e, b l—:—|6> est une caté-
gorie triple, ou ¢t désigne la classe [JC munie de sa structure de sous-
catégorie de la catégorie-produit (€*)". Plus généralement, si (C‘h)[é” est
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une catégorie n-uple, alors <m el (@D'"")2 zi é,l> est une catégorie n-uple et

(D:l els, (GD L), iy H c"")

est une catégorie (n -+ 1)-uple. En particulier, soit € une catégorie. Par
récurrence sur n, on construit la catégorie n-uple :

el — (el L)

iZn

définie par
P=(me, @) o  F=(m(el), (@), (D).
On obtient les formules
el = (e, ((@E~enB " F)is, ),

ou

M'e=c e [e=00"e);

le symbole <D(]:D'H 6’))‘:‘"_’)IE désigne, en accord avec les conventions
posées ci-dessus, la classe O([["'€) munie de sa structure de sous-
catégorie de la catégorie produit ([ (1" @))!,"_,,‘ La catégorie n-uple e

est identique a la catégorie n-uple e construite dans la remarque finale

du no 5.

Rappelons que si C" est une catégorie, on appelle catégorie des trios de C,
notée J1C’, la classe des triplets ((f’, f), h) €(CX C) X C tels que

a(f)=a(h) et a(f) =B (h),
munie de la lo1 de composition J :
«f/, f), Z)j Wf' ) h) :((f’, f), /7./1) si, et seulement si, f:f’

TutoriME 17. — Soit (C, s) une catégorie IC(IC', H) - [resp. IC((IC,
&), K)-structurée. Il existe Js€ I, tel que (JC', Ts) soit une catégorie
Je(5', K) - [resp. J((I', #K'), IC)-]structurée; si (C, s)€G (I, 3),, on
a aussi (€, Js)E€G (I, 50),. '

Démonstration. — En utilisant la proposition 4, on voit qu’on a

T=(sX s apy; < B3, (s s) xXs)e€s et 2= (sxs mlap X a),(sxs)xs)ex,

ou 7 (fi, f2) = (f2 f1). Comme JC est la classe des éléments ((f', f), )
tels que

P& (S5 1) By = (a(f), B(R) =p (&) (S5 ) 1)
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Iaxiome (R) assure Dexistence de s« (sXs)Xs avec p(Js)= JC.
Puisque J€ est une sous-catégorie de (CXC)tX €, il résulte du théo-
reme 14 et de la proposition 30 que (JC, Js) est une catégorie

(', #)-structurée. Si de plus (C, s)€G (I, J€),, pour la méme raison

on a aussi (JC, Js)E€G (I, #),. Si (€, s) est une catégorie J((dC,

'), JC)-structurée, il existe Js, x Js tel que ‘
P(3Js)=(2¢),.

Montrons qu’on a (Js,, 7, Js)€d¢'. En utilisant les propositions 4 et 7

(§ I), on trouve

A= (5 <X (85X 8), v, (§X80) X ).
(83X 8y) X8 T Xt (85X 8) X 8).(($exX8) X8, (ax<Xt) Xt (§X5)XS),

ou
v((f'se), h)y =(f", (e R));

U= (5> Soy 1 XX 0y § XX 8).(§>X 8, L X V8, § X §3) €I

et
dy=((s < 8) > So» ([ts t] X t) ty 85) b= (2O 50, s%) €T
P

L’axiome (R) permet de construire s, « sXss tel que p(s,) soit la classe

des triplets (f, (B(h), k) pour lesquels a(f) = a(h). Des relations
pl@)(ae)cp(s) et p(@) (p(s))cp(s),

on déduit & I’aide de la proposition 10 (§ I) :

dy=u, = (s, Js)€a et Ay = = (S, 51) €.
r »

Il en résulte

(T80, 0, Os)=ay.a@,.a, €3 et (D€C,0s)€H((H,5), ),

CororLrLAIRE. — Soit (€, s) une catégorie HK-structurée; on a

T=((3¢,s), 7 (=€, Os)) e,

(B )5 (s 1)) = ((['s )y A)-

St (C, s) est un groupoide J-structuré, on a = €L.

Démonstration. — En vertu des propositions 4 et 7 (§ I), on a

(35,7 08) = ((8x8) X5 Y (p2x1), (sx5) X (sx5)) = (0s, Os)€H,
P

VSR =W ) k).
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Montrons que si de plus (C,s)€G,, on a aussi (Os, <, Js) € K.
En effet, d’aprés la proposition 4, on a
(sx<s,msxs)el, ou w(f, h)=1(h,[).
Soit
b= (s> (s $),t < (1)), sX(sxX8)).(sx (sxs8), (txm)y", (sxs)xs)el;
la proposition 16 (§ I) assure 'existence de s, x sX (sXs) tel que
U, =b, (s, 3s)el.
4

"En vertu du théoréme 1 (§ I), on a

s s X 8, ou p(s)=€x%C¢C,
d’ou

(<8 (tXX%)t, 8) €,

comme (:X %) (p(s1)) Cp(s’), on trouve

b= (8, %, 8") . (8, (e x %), 8) €.
D’apreés la proposition 4, on a

Ti= ((s X 8) X (sX8), 1, s X ((sx 5) X)) €T,

<

ou
TS (S ) ) = (5 )5 (fs ).
Il en résulte
53:?1~<1—72-I_"1 x ] S). OsxTs[,e],0s)ese
et
p(b:) (3€)=r"(0€)cOe,

Donc

bil(Os, 2s)=(Gs, Y ds)es e (Is, 7, Os)el.

P

Remarque. — En général si (€, s) appartient & J€(3¢', 3¢"), il n’en est
pas de méme pour ([D c, Ds) et (JC, Js). Toutefois, si " est une sous-
catégorie de I stable par produit, vérifiant la condition (3) et contenant ¢,
on a :

Tukorime 18. — Si (C, s) appartient & 3€(H', H"),, il en est de méme
pour ((TIC, Os), (€, Os) et (AC, Js).

Remarque (ajoutée & la correction des épreuves) : Soit (€', s) une caté-
gorie ¥-structurée et p une relation d’équivalence sur C telle qu’il existe
uue catégorie quotient C'/p de €. S’il existe une structure quotient [3e]s/p
de s par ¢ dans (M, p, &, I'), en général (C'/p, s/g) n’est pas une caté-
gorie H -structurée. C’est pourquol nous avons été amenés a définir plus
récemment la notion de catégorie faiblement J¢ -structurée, stable par
passage au quotient (voir Structures quotient, act. polycopié, Paris, & paraitre

dans Comm. Mat. Hely.).
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