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SUR LES FONCTIONS ARITHMETIQUES
MULTIPLICATIVES

Par M. Huserr DELANGE.

1. Intropuction. — On appelle fonction arithmétique une fonction définie sur
I'ensemble des entiers naturels.

L.1. f étant une fonction arithmétique réelle ou complexe, si I'expression

N
5 2/ ()
=
tend vers une limite finie quand I'entier N tend vers + o, nous disons que f
posséde une valeur moyenne égale a cette limite.
Remarquons tout de suite que, comme on le voitimmédiatement, il est équi-
valent de supposer que l'expression précédente tend vers une certaine limite
quand l'entier N tend vers 4o ou que I’expression

DG
tend vers la méme limite quand le nombre réel positif z tend vers 4.
Lorsque la fonction arithmétique réelle ou complexe f posséde une valeur
moyenne, nous désignons celle-ci par M( /).
1.2. Lafonction arithmétique réelle ou complexe f est dite multiplicative si
I'on a
J(mn)=f(m) f(n) toutes les fois que (m, n) =1.

Sil'on n’a pas f(n)= o pour tout n, ceci implique f(1) =1.
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Nous désignerons ici par I la classe des fonctions arithmétiques réelles ou
complexes multiplicatives et non toujours nulles.

Il est clair qu’une fonction de la classe 1L est complétement déterminée
quand on connait ses valeurs pour les nombres premiers et leurs puissances, et
que ces valeurs peuvent étre choisies arbitrairement.

1.2.1. Nous désignerons par I, la sous-classe de I formée des fonctions
de 01U qui satifont a '
[f(rn)] <1 pour tout n.

Il est clair que, pour qu'une fonction de la classe J1L appartienne a la
classe J1,, il faut et il suffit qu’on ait
| f(p")| =1 pour tout p premier el lout r entier > o.
1.3. La fonction arithmétique /est dite additive si 'on a
flmn) =f(m)—+ f(n) toutes les fois que (m, n)=r.

Il est clair que, si f est une fonction arithmétique réelle additive, quel que
soit le nombre réel ¢, la fonction arithmétique g définie par

g(n)=expiitf(n)|
appartient a la classe J11,.

1.4. Précisons une fois pour toutes que, dans tout ce qui suit, la lettre p est
utilisée comme symbole générique d’'un nombre premier,

De plus, lorsque nous considérons une série ou un produit infini dont le
terme général est une fonction de p, il est entendu que les termes sont supposés
rangés dans I'ordre des p croissauts.

1.5. Nous avons donné ailleurs (*) des conditions suffisantes pour qu'une
fonction de la classe J1t, posséde une valeur moyenne nulle.

Nous montrerons ici que, pour que la fonction f de la classe J1, posséde une
valeur moyenne non nulle, il faut et il suffit que :

1° la série El—_lj)i(—@ soit convergente;
2° On n’ait pas f(2") =--1 pour tout r>x.1.

Plus précisément, nous établirons les deux théorémes suivants :

TutorkME 1. — St f€ N, et si M (f) existe et n'est pas nulle,

1° la série 2 l——}{(—m est convergente.;

2° Onn'a pas f(2")=—1 pour tout r>.1.

(1) Ann. scient. Ec. Norm. Sup., (3), t. 18, 1961, p. 1-29. Dans la suite, nous désignerons ce
Mémoire par (A).
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TntorkMe 2. — Si f€IMN, et si la série 2 L) gy convergente, M( f)

. P
existe et
N — ! S f(P")k
mo=T(=3)| =257 |
j=1
Cect ne peut étre nul que st f(2")=—1 pour tout r >>1.

Nous compléterons le théoréme 1 en donnant une borne supérieure de

1— R f(p)
2=

dépendant uniquement de

M(NI-

Nous compléterons aussi le théoréme 2 par un résultat concernant le cas ou
la fonction fdépend d'un paramétre.

On verra que nos résultats permettent de retrouver trés simplement les
conditions nécessaires et suffisantes obtenues par Erdos et Wintner (*) pour
qu’'une fonction arithmétique réelle additive posséde une loi de distribution.
Cette méthode s’applique d’ailleurs aussi bien au cas d’une fonction additive a
valeurs dans I'espace R™.

Dans la démonstration du théoréme 2, nous utiliserons un théoréme prélimi-
naire (théoréme 3) sensiblement plus général qu’il n’est nécessaire, mais qui
nous parait intéressant en lui-méme, et dont nous donnerons d’ailleurs une
autre application.

Nous donnerons aussi des résultats concernant des valeurs moyennes sur
certains ensembles d’entiers naturels.

Cet article présente des points communs avec le Mémoire (A) cité plus haut.
Nous avons jugé préférable pour la clarté de 'exposé de tout reprendre comple-
tement ici.

9. PrenmnalREs. — 2. 1. Nous aurons besoin dans la suite du lemme suivant :
+ @

. . .. O o \ . B
LemMe 1. — Soit la série de Dirichlet 2‘ n_:’ ot les coefficients a, sont réels ou

1
complexes et satisfont a

|| ZK pour tout n>x1.

St l’on a, quand s tend vers 1 par valeurs supérieures,
-+ i
a o I
—’-: = -+ 0[ ]7
n° §S—1 §—1I.

(2) J. London Math. Soc.t. 13, 1938, p. 119-127 et Amer. J. Math., t. 61, 1939, p. 713-721.

Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIIL. — Fasc. 3. 35
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on a quand x tend vers + o

a
E ’—;‘ =alogx + o[logx].
nLx

Il est clair qu’on a nécessairement |« | <K car, pour s réel >1,

+

¥ 2 2K (s)-

1
Pour obtenir la conclusion indiquée, il suffit de remarquer que, si 'on pose
U= Up—+ 1V, et a=u-+ 1,

et si K’ > K, on a quand s tend vers 1 par valeurs supérieures

+ o

Elt"+K’ u—+ K’
~Y

n* s—1

1

et

bl

+ »

?V”—!— K’ v + K’
~J

dianed ns s —1I

1

ce qui revient a dire que, quand s tend vers zéro par valeurs positives,

+ o

Zun—l—K’ I u+ K’
~J

n ; S
1
et
-+ »
zvn—i—K’ I v+ K
Tnh ~ .

n n’ s

1

Un théoréme bien connu de Hardy et Littlewood sur les séries de Dirichlet a
coeflicients positifs montre alors qu'on a quand ¢ tend vers oo

3, 0~ e KOs

logn<t

et
Z ‘-)’L—-Z—K-N(V—'—K_’)t.

logn<t

En prenant ¢ =logx, on trouve que, quand x tend vers + o,

!
2 y—"_:—K ~ (u+K")logx

nLx

et
!
Z ‘-)"—_'Tl—i ~ (v + K" log z,

n<x
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et, par suite,

2%—" =ulogx + o[logx]
nLx

et

Z %’ =v logx + o[logx].

nzx

2.2. A toute fonction f de la classe I nous associerons les nombres ¢!”'( /)
définis de la facon suivante :

Pour chaque nombre premier p, nous déterminons la suite ¢.”’( /), ¢,”’(f), ...,
¢”(f), ... en prenant

) =S(p)s
puis, pour r >1,

r—1

() P =P = 2P SV P
j=1
2.2.1. On a pour tout n > 1
(2) Fnylogn=X,¢7 (1) /(2 ) logp.
pi/n

Cela résulte immédiatement de ce que, sip, est I'un des diviseurs premiers

de n et si n =p’ m, avec m non divisible par p,, la somme des termes corres-
0

pondant a p = p, dans I'expression au second membre est égale a r f(n)logp,.

En effet, si r=1, on a le seul terme
P (f) f(m) logpo= f(po) f(m)logpe= f(n)logp,,

et, sir >1, on ala somme
r—1

S (i m) logpe=F(m)logpa] SLer (1) F(ps) + V) b

j=1 j=1
d’apres (1), ceci est égal a
rf(py) f(m)logpy=rf(n)logp..

2.2.2. Laformule (2) peut aussi s’écrire

f(m)logn= Y, ¢7(f)f(m)logp,
pim=n
et 'on en déduit que, pour > o,

3) | Ssmtogn=3, sm)4( 5 );

nZLx m£x
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ou Y, est la fonction définie par
(4) Yr(@) =Y, ¢4 ()logp (),
pl<ax .
2.3. Supposons maintenant, jusqu’a la fin de ce chapitre, que la fonction f
appartienne a la classe J1¢,.
2.3.1. On voit d’abord qu’on a, quels que soient p et r,
(5) |’ (f) | =2"—1.

Cette inégalité s’obtient immédiatement, par récurrence sur r, en tenant
compte du fait que ¢/’ ( /)= f(p) et de la formule (1).

2.3.2. Pour chaque p, la série enticre

+»
I +2f(1)/)5/
j=1
est évidemment absolument convergente pour |z|< 1 et, en raison de I'iné-
galité (5), la série entiére '

= ()
SEAuE
=1 J

I
est absolument convergente pour | z| < -

On voit qu'on a pour | z| < é

(6) I+2j'(pf)5/:exp{2sz;.
: : J
j=1 j=1

En effet, si 'on pose

-+

F,(s) =1+ X f(p/)s/
et =

“+»
p)
e,(z) :2 My‘,
- J
j=t1
on voit que, d’aprés la relation (1), on a pour |z | < é
€, (3) ¥, (s) =F), (3),
de sorte que la fonction égale a
F,(s)exp{—¢C,(5)}
est constante pour |z | < ;

(3) Signalonis que la fonction ¢ considérée ici n’est pas la méme que celle considérée dans notre
Mémoire (A).
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Sa valeur constante est 1 puisque F,(o)=1 et C,(o)=o.
. L1 . 1
De (6) on déduit que, pour [z|< ;>

) <n—z>[1+2f(p/‘)sf :exp{zi‘ﬁﬁ—_‘zi}.

j=1 j=1 J

2.3.3. Tl est facile de voir qu’on a pour Rs>1.

®) /0] 1+2__~f;{1">J.
n=1 j=1

On voit immédiatement que les séries et le produit infini qui figurent dans
cette relation sont absolument convergents.

PisPas o2 Pys - - 6tant les nombres premiers rangés par ordre croissant,
si 'on désigne par f, la fonction de la classe O1 définie par

f(p,.) Si.pé[”(]’

(Pl = .
Jor) { o sip>p,

on voit de proche en proche, en effectuant des produits de séries de Dirichlet,
que, si ®s >1, on a pour chaque ¢ >>1

+» q + = .
Jy(n) NIAVZD)
24— =11 ['+Z —,,/—]
n=iu r=1 Jj=1

(8) se déduit de la par passage a la limite en faisant tendre ¢ vers + .
De (8) on déduit qu’on a pour Rs >1

1 “+= f(n) o I +: Fply |

n=—1

d’ou, en tenant compte de (7),

LS N f07) P(f) —1
mz Py _<1—§>[1+/§:7—]exp§21.17}>

n=1 p>2

ou, puisque ¢”(f) = f(p),

RS VACO 1 v S(7) 1—f(p) P (f)—1

j=1 p>2 p>2
J>1

2.3.4. Il est a noter qu'on a pour s réel >1
O 1 — oy clLP) — _
(10) exp{—zlpﬂ—cm__/ ;[{/)‘ I}‘éexp{a—‘zl ?xf(]’)}’
p>2 /j';l? ! p>

2
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ou a est la constante définie par
2

y_2 .
d p(p — 2)
p>2

a—

Cela résulte immédiatement de ce que, par suite de 'inégalité (5),

AL B Py s

/s ] /‘_“d YR
P p>2 p>2 r
j>1 J>1

Comme 1 — R f(p)> o0, (10) entraine
(11) exp{——zl——[—f:(—m-kZ%}lée“.

p>2 p>2
j>1

3. DemonsTRATION DU THEOREME 1. — Soit / une fonction de la classe J1L, et
supposons que M( /) existe et ne soit pas nulle.

3.1. On a, quand « tend vers + oo,

D f(n) ~M(f)a,

neax

ce qui entraine que, quand s tend yers 1 par valeurs supérieures,

¥ L M,
- n* §—1

Il en résulte, d’apres la relation (g), que le produit

(=) 2|

tend vers M( f).

i/ -
" p ,E Jr’ s

p>2

3.2. Le produit des deux premiers facteurs tend vers
3 IR
[-s0)
_. j=1
En raison de I'inégalité (11), le fait que M( f) £ o nécessite que
1 +E f—(:;—l—) Z 0,

ce qui revient a dire qu’on n’a pas

f(2/)y=—1 pour tout j> 1.
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3.3. On voit alors que, quand s tend vers 1 par valeurs supérieures,
I'expression )
— P (f) —1
_y i) SOt
exp P’ sl Jr’e
p>2 p>2
i>1

tend vers une limite finie non nulle.

Comme
AP PPy
2 -’—(—f-—);—— tend vers \.‘ _,_(fL_ﬂ
Jp’ dd D)
p>2 p>2
Jj>1 j>

du fait qu’il y a convergence uniforme pour Rs >~ 1 en raison de I'inégalité (5),

il en résulte que
, 1—f(p)
or| -4
p>2
tend aussi vers une limite finie non nulle.
= /() . on d - ‘ol i
CommeZ———— est une fonction de s continue pour s réel > 1, ceci

$
p>2
entraine que

1—f(p)

tend vers une limite finie, de sorte qu’il en est de méme de

S 1—/(p)

Autrement dit, quand s tend vers zéro par valeurs positives,

—f(p)
25

tend vers une limite finie.

3.4. Ceci entraine, d’aprés un théoréme taubérien classique, que la série

L —f(p)
P
est convergente.

En effet, on peut écrire pour Rs > o
I—f( ) + +oo
2 —FL :f et dS(t):sf et S(t) de,
0 0

s(y=Y, L:%IL):E 1—-]{(17).

logp <t p<et

ol
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Quel que soit Aréel > 1, on a pourz >oett<t'Znt

/_—22;75

et pLeht

se)-sp|=| ¥ =2

P

etlp<et

et il en résulte que
lim % Sup)\IS(t') —S(¢) ]}ézlog)\.
14

t>+w 1<t 2
La démonstration du théoréme 1 est ainsi achevée.

3.5. Nous compléterons le théoréme 1 par la remarque suivante :

.. I — a ;. ,o. .
La convergence de la serzez _/fT(B—) entraine évidemment celle de la série a

termes réels > o

ZI —®Rf(P),
/)
On peut ajouter qu’on a
L= Rf(P) g, 1
) D L I

ot B=a - 1, a étant la constante considérée au paragraphe 2.3 . 4.

En effet, la relation (g) et I'inégalité (10) montrent qu'on a pour s réel > 1
LN S () — &S (p)
o R

P
p>2
En faisant tendre s vers 1, on obtient a la limite

|M(f)|ée<\p{u,—2 L:_J_{M}.

P
p>2

d’ou

_I_:ﬂ_(ﬂ)éfl,_l_log 1. .

- M)
p>2

On en déduit (12) en remarquant que

_I_:wél‘
2 =

4. DEMONSTRATION DU THEOREME 3. — 4.1. Pour établir le théoréme 3, nous
aurons besoin de quelques lemmes simples.

Aor.1. LemMe2. — S f€ N et st la sériez M est convergente, on a

sL| 3|

j=1
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Chacune des séries qui figurent dans cette formule est absolument conver-
gente et I’on voit immédiatement que le produit infini est aussi absolument
convergent.

La démonstration de la formule est semblable a celle de (8) au paragraphe
2.3.3. '

4.1.2. LEMME 3. — St f€ M et si la série double
Z Lf(p7)]
r’

est convergente, la série

iuwn

est convergente.
Cela résulte immédiatement de ce que, pour tout x > o,

¥ If(n)l /n[H_z !f(p’)l]

71/74' P pl<a

et de ce que le produit infini

H[”‘E If(/{?/’)l]

est convergent.

4.1.3. LemMe k. — Sotent g et h deux fonctions arithmétiques réelles oucomplexes
quelconques.

Définissons une fonction arithmétique [ par

f(n) ZZIL((l)g(§>.

d/n

1° Siget he M, feN.

2° St M(g) existe et si la serzeZ 1200 ( n)| est convergente, M( f) existe et
~
M) =M ()Y, 1.

1° résulte immédiatement de ce que, quand (m, n)=1, tout diviseur du
produit mn se met, de facon unique, sous forme du produit d’un diviseur de m
par un diviseur de n.

Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIII. — Fasc. 3. 36
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On a ainsi, si (m, n) =1,

Smm) =Y iy (75

dyfin
dy/n
m’ n
=N () h(d..z)g<7)g<z>,
dyf/m 1 -
de/n .
= f(m) f (n).

Pour démontrer 2°, nous poserons
Eg(n) =M(g)z+ xn(x).
nLx
Ainsi v(x) tend vers zéro quand x tend vers 4.
Comme le produit xv(x) est borné sur tout intervalle fini, on en déduit
que vj(«) est borné pour x> 1 : il existe un nombre positif H tel que

[n(x)|<£H pour & >1.

On voit que, pour x > o,

D)= h(d) Y g(m),

nzx dzx x
= = mé?
«

:{E}h(d) [M(g) o+ <-§>J,

ce qui donne

S = e B B (5.

nzx n<x nLx

Il nous suffit donc de démontrer quez hfl—n) 1) <%> tend vers zéro quand x

nZLx

tend vers 4+ oo.
Or, si e est un nombre positif quelconque, il existe un x, > 1 tel que

[n(x)|<Le  pour x> .

e

On a pour x >z,

SH 5)

nLx

)

x

+ 2

leZn)72 <.§>

n__éx—‘ ;—(néx
[A(n) | [A(n) |
=t 2 n +H Z n_
né%— ‘_L£.<né.r
ce qui entraine

—+»

=— hin) [z | A(n)|

T};Tco 2 n n(z_z) éEE n_

nzx 1
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4.2. Nous sommes maintenant en mesure d’établir le théoréme 3, dont
I’énoncé est le suivant :

TnktoriMe 3. — Soient f et g deux fonctions arithmétiques appartenant a la
classe N,.

Supposons que:

M(g) existe;

2 3 I.f(p);g(ml < 4o

30 Silon a|g(2")| =1 pourtout r>>1, avec g(2") = (—1)"" g(2) pourr >1,
on ait f(2") = g(2") pour tout r>> 1.

Alors M( f) existe et
1+2 f(P’)

MH=M@ ] —=——

g(p’)
! +Z p/
j=1

le produit infini, ou le facteur correspondant & p= 2 est pris égal a un s’il se

, o ‘
présente sous la forme -, étant absolument convergent (*).

4.2.1. Soient F, et G, les fonctions définies pour |z| <1 par

Fp(z):1+2f(p/'),:/ et G,,(z)zl—l—Zg(pi):./.

j=1 j=1

On a certainement G,(3) £ o pour | 3| < ; puisque, pour |z | <1,

Zg(p'

j=1

—+wo

et que

IMI

1—1z|

1
<1 pour |z|<;

Fy(5)
G,,(z)
morphes pour |z| <1 et holomorphes pour |z | < é

Les fonctions

y évidemment égales & 1 pour z=o0, sont donc méro-

Nous poserons, pour | z| < . =

(13) (%) —I—I—Zk‘” s/,

,.
/.v

(%) 1l est & noter que, dans le cas oi M(g) o, le résultat est une conséquence du théoréme 2.
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et nous désignerons par A la fonction de la classe J1U déterminée par
h(pr) = A,
A.2.2. On voit d’abord qu’on a pour tout n>x1
n
f(n) ::Z/L((l)g<2>-
d/n
En effet, si I'on définit une fonction arithmétique /7 par
ron=3ne(’),
din

S appartient a la classe J1U d’aprés la premiére partie du lemme 4.
Quels que soient le nombre premier p et 'entier r>x 1,

S =X h(p) g (P,

Jj=0

=g(p") +2 Wy g(pr=7),
j=1
‘ =/ (p")-
Par suite, f"=f.

%.2.3. Remarquons maintenant que, quels que soient p et r,
[ (pr) | =2

Cela résulte immédiatement de ce que les coefficients du développement en

F,(s . .
2(3) sont majorés en module par ceux du dévelop-

série entiére de la fonction & )
p (s

pement de la fonction

e

B\
I 5/

j=1 o I

1 ——Z;f
Jj=1
Sil'on observe, de plus, que
h(p) =r""=f(p)—g(p),

on voit que, pour chaque p > 2, la série

1— 23

N )]
dd DI
j=1
est convergente et sa somme est au plus égale a
S =gl 4
r rp—2)
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| I | (2) l
4.2.4. La serlez ) ¢est-a- dlrez -—L—, est aussi convergente, car la
j=1 j=1

fonction g (( )) est holomorphe dans un cercle de rayon supérieur a -
2

En effet, G,(z) ne peut s’annuler pour |z| = 2— que si | on a
lg(2m) | =1 pour tout 1,
avec
g =(—1)ytg(2) pour r>1.
Mais, dans ce cas,

- F. (s
F,(5) =G, (3) et G-,((S;

4.2.5. Il résulte de ce qui précéde que la série double

Z | h(p/)]
p/

pii
est convcrgcnte.

Alors, d’aprés le lemme 3, la série
“o
N | A(n)|

A n
1

est convergente, et, d’aprés la deuxiéme partie dulemme 4, M( f) existe et 'ona

N e M (o 7*: /c(n.).
M) =M(g) X =~

—l[[ /:hww],
ey

et le produit infini est absolument convergent.

On a, d’aprés le lemme 2,

Si p >2, de sorte que jIF < ;, on a d’apreés (13)

o F ('> +E f(],) )
N A p Pup

d ] T — ’
j=1 4 G, <]l;> “ r'»r(]’/)

Ai p’

j=1
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Si G(g) =0, onade mévme

Si G2<§> =o0, onaF,(5)=G,(3), et en particulier F2< ): o, etl'on a

1
2
+
(2)
hj
I+ — —1.
27
=1

Le théoréme 3 est ainsi complétement démontré.

4.3. Pour la démonstration du théoréme 2, nous n’aurons pas besoin de
ce théoréme dans toute sa force, mais seulement du corollaire suivant, qui
pourrait se démontrer directement de maniére plus simple.

CoroLLAIRE. — Sotent [ et g deux fonctions de la classe I,.
Supposons qu’il existe un ensemble E de nombres premiers tel que Z}—I) <+
pEE
et que
g(p)y=1 quand peE
et

Sy =g(p") quand pé&E.
Alors, st M(g) existe, M( f) existe.

5. DEMONSTRATION DU THEOREME 2. — 5.1. Pour établir le théoréme 2, nous
avons encore besoin du lemme suivant :

Lemme 5. — Soit f une fonction de la classe N, et supposons que
1° f(2") =1 pour tout r>>1;
2° f(p) tende vers 1 quand p tend vers + oo :

3° la série Z I—T{(p) soit convergente.

Alors M( f) existe.

5.1.1. On voit d’abord que la fonction {§, introduite au paragraphe 2.2.2
satisfait a
(14) by () =z +o[z]
quand x tend vers + .

En effet, comme ¢/’( /)= f(p), on a

‘ Yr(@) =N f(p)logp + X, P (f)logp.
p=x pizx
j>1
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On a ensuite

Y. /(p)logp =Y logp+ ¥ [f(p)—1|logp,

pLx p=x psx
=+ O[.l‘],

puisque f( p)—1 tend vers zéro quand p tend vers +-oc.

DN logp= { 3 (f)logp }

pizx peyx |rigx
j>1 J>1

Par ailleurs,

289

Mais, d’autre part, comme f(2")=1 pour r>1, la formule (1) montre

que ¢”’( f) =1 pour r>1, de sorte que

2 ¢ (f)loga|= 2 log2 < log.
2z 2j Zx
Jj>1 J>1

Par ailleurs, pour chaque p > 2, on a d’apreés (5)

foga log 2

N, P (f)logp| = N, o/ logp <2157 logp = 22" logp.

pi<x plzx
J>1

Donc

log2 log2

j>1
:o[x[

Z P (f)logp | Llogz + 2213 log3 + 221085 Z log p,

picx p<Vx

5.1.2. De (14) et du fait que ¢,(x) est bornée sur tout intervalle fini, on

déduit immédiatement que, pour x infini,

2 l‘!’/<%> — %‘: o[zlogx].

mzZx

5.1.3. Laformule (3) du paragraphe 2.2.2 peut s’écrire

3 togn =0 3, 0+ 3 pom44(5) -

nLx mZx

et, comme

=y

m<£Lax

S| u(s)- =]

m«Lx

LP./’(;E) — %

on en déduit

(15) ' Zf(n) logn:::wzf—(nl) + o[z logz].

n<x nLx
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5.1.4. Maintenant, la formule (g9) du paragraphe 2.3.3 montre que,
lorsque s tend vers 1 par valeurs supérieures,

LN S()
{(s) & ns

n=1

tend vers une limite finie, soit a, de sorte qu'on a
+ o
ZM —-— 0[ 1 ]
ns s—1 s§—1I
1

Alors le lemme 1 montre qu’on a pour « infini

2 ‘f—(,lQ = alogx + o[logx]

et (15) donne -
(16) Zf(n) logn = ax logz + o[z log«].
5.1.5. Sil’on pose
F(z)= f(n),
on a pour x > 1
Zf(n) logn :—_/.xlogtd[’(t): F(z)logx —wa(tl)dz,

nLx

1

u

=F(x)logz + O|x|.
Avec (16), ceci donne, pour « infini,

F(z)=ox + olx].

Donc M( /) existe et est égale a a.

5.2. Nous sommes maintenant en mesure d’établir le théoréme 2.

Supposons donc que fsoit une fonction de la classe I1t,, assujettie seulement
a ce que la série

R —f(p)
. P
so1t convergente.

5.2.1. La convergence de la série

I — )
2 g(l’

implique évidemment celle de la série a termes >0

1—®Rf(p)
3 AL,
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On peut trouver une fonction positive w(p) telle que w(p) tende vers + o
quand p tend vers 4+ oo, mais que la série

ZW(P) fRf(p)

soit encore convergente.
Soit E I’ensemble formé du nombre 2 et des p > 2 pour lesquels

I—J{f(p)>w<p)
s’il y en a.
Ona ¥y 1< 4+ o car,si peE et 2,
E’EP< pEEet p>
I 1—®Rf(p),
=)=y

Soit g la fonction de la classe J1L déterminée par

Jpr) st pgl,

gy =y"" s pek.

5.2.2. gappartient évidlemment a la classe J1,.
On a g(2") =1 pour tout r>x1, puisque 2 €E.
g(p) tend vers 1 quand p tend vers + oo, car on a toujours
1
—Rg = —
1 ] (P) = w (p)
de sorte que R 0'(p) tend vers 1.

Enfin, la série - (p) est convergente.
g

En effet, on a pour xé 2

O —2(p) N 1—f(p) 2 1—f(p)
Z——,,——Z—— —p
p<Lx pLx pLx

PEEL

Les deux sommes au second membre tendent vers des limites finies quand «
tend vers + o, la premiére par hypothése, la seconde parce qu'on a

______I—ﬁ(P)‘éﬁ et 2 < +oo.

Ceci étant, le lemme 5 permet d’affirmer que M(g) existe.
Alors, le corollaire du théoréme 3, énoncé au paragraphe 4.3, permet
d’affirmer I'existence de M( /).

Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIII. — Fasc. 3. 37
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5.2.3. Pour déterminer la valeur de M(f), observons que, du fait que,
pour x infini, :

Ef(m =M(f)x~+olz],

nLx

il résulte que, quand s tend vers 1 par valeurs supérieures,
f(n) M(f) r
Z =5—1"° [ST]] '
¥ /() *
de sorte que —— C( ) Elzn—s tend vers M( f).

La formule (9) du paragraphe 2.3.3 montre alors que

M(f):<l‘—;>|:1+2[(21/i2:|expi—2 I——i(]?) +Zc(}?)(;;)i—ll.
j=1

p>2 p>2 ‘
j>1

Ceci montre déja que M( /) ne peut étre nulle que si
pOACLI.
2f ’

c¢’est-a-dire si f(2/) =—1 pour tout j>x1.
D’autre part, on voit que M( f) est la valeur du produit infini convergent

(- >[I+Zf(p')]

Tous les facteurs autres que le premier, correspondant a p=2, sont
non nuls.

De plus, pour chaque p > 2, la formule () du paragraphe 2.3.2 donne, en

: 5L | o VS e =1,
()2 |- 225

Jj=1

prenant z — ;I),

On a, par suite, pour z > 2,

(-] -2 =) 3 24|

2<pLx 2pLx
i1

w1 S2) P —1),
—e pz 2 » -+ Z IP’

2pLx 2<pLx
j>1
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et, quand x tend vers 4o, ceci tend vers

exp | S 2=/ P) dﬂf)-_ll'

La démonstration du théoréme 2 est ainsi achevée.

5.3 Nous compléterons le théoréme 2 par la remarque suivante :

Soit f une fonction de la classe I, dépendant d’un paramétre t, qui parcourt
un certain ensemble de points d’un espace topologique.

Supposons, d’une part, que, pour chaque t appartenant & cet ensemble, la série

Zl—z(ﬁ)

sott convergente, de sorte que M( f) existe d’aprés le théoréme 2, d’autre part,

que, pour chaque nombre premier p et chaque entier r>=1, f(p") soit une fonction
continue de t.

Alors M( f) est le produit de exp%——E 1’—_’{_’_@} par une fonction continue
det.

Ceci se déduit immédiatement de la premiére expression de M( /) obtenue

+wo .
au paragraphe précédent, en observant que la série ZJ% et la série
j=1
double 3 L1 ot uniforme *
ouble ZT sont uniformément convergentes par rapport a ¢ et que,
p>2
i>1
pour chaque p, les ¢?

S

6. APPLICATION AUX FONCTIONS REELLES ADDITIVES. — f étant une fonction
arithmétique réelle, désignons par N,(«, u) le nombre des » au plus égaux a x
pour lesquels

)

s’expriment par des polynomes en f(p), f(p*), ...,

f(n)Zu.

On dit que f posséde une loi de distribution s’il existe une fonction réelle ¢
non décroissante sur | — oo, + o[ et satisfaisant a

lim o(u)=o et lim o(u) =1,
U->—o Up>—+ o

telle que, pour toute valeur de u pour laquelle o est continue, = N, (x, u) tende
x
vers o (u) quand 2 tend vers + .

6.1. D’aprés un théoréme bien connu du Calcul des Probabilités, pour qu’il
en soit ainsi, il faut et il suffit que, quand 2 tend vers + o,

. il ;i .
f_w e d[xNj(x, u)]
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converge vers une fonction continue ®(z).
Mais on voit immédiatement qu’on a

f*m(‘)m‘d[iNf(xv u)] ::;2 Z explit f(n)).

- nZax

Donc, pour que la fonction arithmétique réelle f posséde une loi de distri-
bution, il faut et il suffit que, pour chaque ¢ réel, la fonction arithmétique
égale a

explit f(n)]
posséde une valeur moyenne, et que cette valeur moyenne soit une fonction
continue de ¢.

6.2. On va voir que, grace a cette remarque, nos résultats fournissent une
nouvelle solution du probléme qui consiste a trouver des conditions nécessaires
et suffisantes pour qu'une fonction arithmétique réelle additive / posséde une
loi de distribution, probléme résolu par Erdos et Wintner.

Les conditions obtenues par Erdos et Wintner sont les suivantes :

Si 'on définit une fonction f* sur 'ensemble des nombres premiers par

Sf(p) quand |f(p)|<1,
1

o= i

il faut et il suffit que les deux séries
| £ Iy
RO o ZO

soient convergentes.
On voit immédiatement que la convergence de ces deux séries est équivalente
a ce qui suit :

Quel que soit R >0, ona

2 z <+ et V' f(l))— <+
If(p) >R |f(p)| <R r
et la série
S(p)
1f(p) <R r

est convergente.

Il suffit d’ailleurs que ceci ait lieu pour un R >> o pour qu’il en soit de méme
pour tous.

6.3. Soit donc f une fonction arithmétique réelle additive.

6.3.1. Supposons d’abord que f posséde une loi de distribution.
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Alors, pour chaque ¢ réel, la fonction arithmétique égale a
explit f(n)]

posséde une valeur moyenne ®(¢), et la fonction @ est continue.

Comme ® (o) =1, il existe un nombre positif T tel que

|(I)(t)]§é pour |¢|=T.

Le théoréme 1, avec le complément que nous lui avons donné au para-

graphe 3.5, montre alors que, pour chaque # réel satisfaisant a | ¢| T, la série

1—explitf(p)]
2

est convergente, de sorte qu’il en est de méme des séries

(17) 2 1—cost f(p)

P
et
(18) Esintf(p)’
P
etl'on a ‘
1—cost f(p)
(19) 2—— =6

ot C =B+ logo.
La convergence de la série (17) pour [¢| =T entraine celle de la série

2 1—costf(p)’
p

2

|f(PHéT
et, comme il existe un « > o tel que
‘ 1 — cosf> af? pour |0|La2,
on en déduit la convergence de la série
2 S(p)?.
. p
o) l<g

Par ailleurs, 'inégalité (19) donne

Z 1—costf(p)
2 p o ’
(P 1>5
d’ou, en intégrant sur 'intervalle [0, T] et divisant par T,
1 ——Sian(P)]éc
2 l-morl=e

1£(p)1>7
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Comme, quand | f(p)|> ,%,

_ sinT f(p) 1
T/(p) ~ 2
on déduit de la que
2 z =2C
P
(1> F

Compte tenu de ceci, la convergence de la série (18) pour || T entraine
celle de la série

2 sint f(p)
, T
)<y
et, comme, pour || =2,

3
]0——sin0|é%é 02,

!
3
on en déduit la convergence de la série
2 fp) .
9 p
Ifip =g

6.3.2. Supposons maintenant que, pour tout R > o, on ait

Z l<—|—oc> et 2 J—0(7p)j<+oo,

[/ (p)I>R |f(p) 1<k

Z J(p)
[fip) <R r

et la série

soit convergente.
On voit que, quel que soit T > o, la série

1 —exp[itf(p)]
2=

est uniformément convergente sur I'intervalle [— T, + T].
R étant fixé arbitrairement, on voit d’abord que la série

2 1—exp[it f(p)]

p
If(p)I>R

est uniformément convergente sur [— T, 4 T, puisque

1—explitf(p)] !4 2,
J2 —p
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Ensuite, il en est de méme de la série

k]

2 1—exp[it f(p)]

ISP £R P
car on a
1—explitf(p)] __ ;, f(p) | 1—costf(p) L-[tf(p) _ sintf(p)]
r r P P P

et, quand | f(p)| <R, on a pour |z| T
_L—costf(p) _ef(p) T f(p)

0 —

) - p °2p T 2 p
e
‘tf(p) __sint f(p) ’4 lefp) P TR f(p)
P p = 6p — 6 p

Il résulte de 1a que la série
Z 1— exp|it f(p)]
p

est convergente pour tout ¢ réel et sa somme est une fonction continue de ¢.

Alors, le théoréme 2, avec le complément que nous lui avons donné
au paragraphe 5.3, montre que, pour chaque ¢ réel, la fonction arithmétique
égale a ' v

exp[it f(n)]

posséde une valeur moyenne, et que cette valeur moyenne est une fonction

continue de .
La fonction f posséde done une loi de distribution.

6.4. La méme méthode permet de traiter le cas d’une fonction additive a
valeurs dans l’espace R™.

/f étant une fonction arithmétique a valeurs dans I'espace R™, désignons
par N(«, &)le nombre des n Zx pour lesquels f(n) appartient aI’ensemble &.

Nous dirons que /f posséde une loi de distribution s’il existe une mesure
positive ou nulle p définie dans R™ et satisfaisant a w(R™)=1, telle que,

pour tout ensemble & dont la frontiére est de mesure nulle, éN,«(x, &)
tende vers 1.(&) quand x tend vers + .

St f est additive, on trouve que, pour que f posséde une lov de distribution, il
Sfaut et il suffit que, pour tout R > o, on ait

Y o loie ow 3 e .

I/p 11 >R ILf(p) I <R

f(p)
2

(P Il <R

et la série
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soit convergente, ou, ce qui revient au méme, que, si
f(n) - [fi(n)’ f‘l(n)v ceey Hl(”)]»
chacune des fonctions f,, f., ..., f. posséde une loi de distribution.

7. VALEURS MOYENNES DE FONCTIONS MULTIPLICATIVES SUR CERTAINS ENSEMBLES D ENTIERS.
— Soit A vun ensemble infini d’entiers naturels, et soit v () le nombre des
nombres de A au plus égaux a .

S étant une fonction arithmétique réelle ou complexe, si I'expression

ROPIUL

nZx
neEA\

tend vers une limite finie quand  tend vers 4 oo, nous dirons que f posséde

une valeur moyenne sur 'ensemble A égale a cette limite.

Nous désignerons lavaleur moyenne de f'sur I'ensemble A, lorsqu’elle existe,
par M(f, A).

La valeur moyenne M( f) considérée jusqu’ici apparait comme cas particulier
de celle-ci, en prenant A égal a 'ensemble de tous les entiers naturels.

7.1. Le théoréme 2 entraine que, st f est une fonction de la classe MM, et si la
série
Z —f(p)
])

est convergente, [ posséde une valeur moyenne sur ’ensemble Q des entiers positifs
qui ne sont divistbles par aucun carré autre que 1.

Cette valeur moyenne est d’ailleurs non nulle et est en général différente
de M(f).

Ceci résulte immédiatement de ce qu’on a

Y fm=3 filn),

nLx nLxe
n€qQ

ou f, est la fonction définie par

fo(n):{f(ﬂ) si neq,

0 si ngQ.
fonction qui appartient aussi a la classe J1%,.
On voit que

M(/, Q):%‘zM(.fo):II [1—» _I_:MJ

p+1

7.2. On peut obtenir des résultats relatifs a des ensembles autres que Q
grace au théoréme suivant :
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TatorkME 4. — Soient f et h deux fonctions de la classe MN,.
Supposons que :

Rf(p)

, . ' I — .
1° La série 2‘ ——, Sou convergente;

2° [l existe un nombre réel ou complexe o, différent de 1, tel qu'on ait pour x

infini

x x
2 h(p) :Plogaz + O[logx:l.

psx

Alors M( fh) existe et est nulle. Autrement dit, on a pour x infini
zf(n) h(n)=o[z].
Ce théoréme s’établit aisément comme suit :

Définissons 'ensemble E, puis la fonction g, comme au paragraphe 5.2.1,
en omettant toutefois le nombre 2 dans I'ensemble E.

Comme au paragraphe 5.2.1, on a
I
2 = <<+,
peEp
SEIM,, et g(p) tend vers 1 quand p tend vers -+ o.
Si g, est la fonction de la classe 1L déterminée par

&i(pr)=g(p)h(p),

g1 €M, et 'on a pour « infini

Y &ap) =2 hp) =Y [1—5@)]h(p),

pew pax pew
T RN
—Plogw logz |’

puisque [1— g(p)]~(p) tend vers zéro quand p tend vers + oo.

Le théoréme principal de notre Mémoire (A) permet alors d’affirmer
que M(g,) existe et est nulle, et le théoréme 3 permetd’en déduire que M( fh)
existe aussi et est aussi nulle.

7.3. Comme premiére application, indiquons le théoréme suivant :

TurorkME 5. — Soit fune fonction de la classe I, telle que la série

3! —/f(p)

p
soit convergente.

Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIIL. — Fasc. 3. 38
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St k est un entier >1 et l un entier quelconque, f posséde une valeur moyenne
sur I’ensemble des entiers positifs satis faisant d

n={(modh).

7.3.1. Silest premier avec k, le théoréme 4 montre que, lorsque y est un
caractére modulo £ autre que le caractére principal, on a pour  infini

¥ J(n) z(n) =ol].

nLx

Si y, est le caractére principal, le théoréme 2 montre que M( fy,) existe, de
sorte qu'on a pour x infini

N F(n) o (n) =M(fys) 2+ o[ 2],

nzZwx

On déduit de la que

2 Sm= Z 5 2 nn),

n<x nZLa
n=1(modk)

:qf(IT)M(on)l‘—FO[x]'

Jf posséde donc sur 'ensemble considéré une valeur moyenne égale a

o <fx0)_[]([__)[ +2 f<pf>]

4k
7.3.2. Si(k,l)=2>1, etsil’on pose
k=0ok et I1=20l,
on a (', l"y=r et I'on voit que la condition
n=l| (mod k)
est équivalente a
avec n'=/ (mod/X").
On voit aussi que

sy =3, hays(%);

d/n’
ou 4 est la fonction arithmétique définie par

Z p(d)f(og) si nn’a pas de diviseurs premiers autres que ceux de 0 (*),

h (n) - d/n

0 dans le cas contraire,

() Ici, p est naturellement la fonction de Mobius.
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et g est la fonction de la classe J1U déterminée par

S(pr) st p#d,

g :{ 1 si pfd.

On arrive au résultat en utilisant ce qui a été établi au paragraphe précédent
et le complément suivant a la deuxiéme partie du lemme 4 :

Les notations restant inchangées, si I'on remplace I'hypothése que M(g)
existe par celle que, pour tout / premier avec £, ou £ est un entier donné >1,
la fonction g posséde une valeur moyenne égale a A sur 'ensemble des n satis-

faisant a
n=1! (mod k),

on peut conclure que, si (£, /)=1, la fonction f posséde une valeur moyenne
sur I'ensemble des n satisfaisant & cette condition, valeur moyenne qui est

égale a
h(n)
P XS

(k,n)=1
+
La série Eli(nn—)l est bien convergente ici car, comme on a, quand » n’a
1
pas de diviseurs premiers autres que ceux de d,

[ (n) | <D () ],

d/n
on a pour tout z > o

3 M;"—”é[][wz ;]41|}+pjl_].

nzx p/o pi<x p/S

7.4. Comme autre application du théoréme %4, on a encore le théoréme
suivant :

TurorkME 6. — Soient q un entier >1 et & une fonction arithmétique réelle
additive, a valeurs entiéres, et supposons que :

1° Pour chaque entier m, l’ensemble E,, des nombres premiers tels que
F(p)=m  (modgq)

posséde une densité par rapport a ’ensemble de tous les nombres premiers, soitD,,;

2° Le plus grand commun diviseur de q et des m positifs et = q—1 pour
lesquels D,,™> o soit égal a 1.

[Alors, d’aprés le théoréme 4 de notre Mémoire (A), pour tout entier r,
I'ensemble des entiers naturels » pour lesquels

Fn)y=r (modq)
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| <, LI , Con . .
posséde une densité égale a 7 et 'ensemble des nombres de Q satisfaisant a la
o .- . c .1 6
méme condition posséde une densité égale a - ——'
77
St [ est une fonction de la classe N, et si la série

Z 1—f(p)

[)
est convergente [ de sorte que M(f) existe d’aprés le théoréme 2 et M(f, Q)
existe d’aprés ce qui a été dit au paragraphe 7.1], quel que soit Uentier r, la
Jfonction posséde une valeur moyenne égale a M(f) sur l’ensemble des entiers

naturels n pour lesquels
F(n)=r (modg)

et une valeur moyenne égale a M( f, Q) sur U'ensemble des nombres de Q satis-

Jaisant a la méme condition. \

7.4.1. Pour établir ce résultat, nons introduisons d’abord les fonctions 4;
définies par

hj(n)= exp{ggﬁﬁ(n)l.

J

Chacune de ces fonctions appartient a la classe 1T, et I'on a pour 2 infini

~ x x
Z hi(p)=p; logx +0[1001?]’
2 - oY

pe
ou
71 -
—S'D,, ex §27rjmz{.
Pi ,;0 P\ 7
g—1
Comme tous les D,, sont >0 et sz=1, on ne peut avoir p;=1 que

si jm = o(modgq) pour tous les satisfaisanta 1 Zm<Lq—r1ettelsqueD, > o,
ce qui n’est possible que si j= o(modg).
Donc, sij=£ o(modgq), le théoréme 4 montre qu’on a pour « infini
D\ f(n) hj(n) =o[2],

nLx

c’est-a-dire

Zf(n) exp%%ﬁi(iz)}:o[x],

nZx

ou, en multipliant par exp[-— 2—7Eq/-'—lJ,

3 /) exp) 25 5 () — ]| = of )

ngLx
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En ajoutant les relations correspondant & j=1, 2, ..., ¢ —1 et la relation

M f(m)=M(f)z+o[z],

nLx

et divisant par ¢, on obtient

E f(n):;}-M(f)v—!—o[pL]

n<Zx
& (n)=r(mod q)

Le résultat relatif aux nombres de Q s’obtient en raisonnant sur la fonction f,
considérée au paragraphe 7.1 au lieu de la fonction f.

7.4.2. Atitre d’exemple, on peut prendre pour & (n) dans le théoréme 6 le
nombre des diviseurs premiers ‘de n, ou le nombre total des facteurs dans la
décomposition de n en facteurs premiers, ou la somme des puissances £*m des
diviseurs premiers de n, ou le nombre des diviseurs de » appartenant 4 un
ensemble donné de nombres premiers possédant une densité positive par
rapport a I’ensemble de tous les nombres premiers, etc.

7.5. Si fest une fonction de la classe 01T, dépendant d’un paramétre ¢ qui
parcourt un certain ensemble de points"d’un espace topologique, si la valeur
de fpour chaque nombre de la forme p” est une fonction continue de ¢, et si la
série

3! —/(p)
p
est convergente pour chaque valeur.de z, sa somme étant une fonction continue
de ¢, on voit sans peine que chacune des valeurs moyennes qui existent pour
chaque valeur de ¢ d’apres le théoréme du paragraphe 7.1 et les théorémes 5
et 6 est une fonction continue de z.

7.6. f étant une fonction arithmétique réelle et A un ensemble infini
d’entiers naturels, on peut définir le fait que f posséde une loi de distribution
sur Pensemble A en remplacant, dans la définition donnée au début du

chapitre 6, du fait que f posséde une loi de distribution, ;Nf(x, u)
par ﬁNf(w, u, A), ou Ny(x, u, A) est le nombre des n appartenant 4 A, au
plus égaux a x et tels que f(n) Zu.

Par une modification semblable de la définition donnée au paragraphe 6.4,
on définira le fait qu'une fonction arithmétique avaleurs dans un espace numé-
rique & un nombre fini de dimensions posséde une loi de distribution sur un
ensemble donné d’entiers naturels.

Dans les deux cas, si I'on prend A égal a 'ensemble de tous les entiers
naturels, on retombe sur le fait de posséder une loi de distribution considéré
précédemment.
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Ceci dit, ce qui précéde entraine que, lorsqu’une fonction arithmétique addi-
tive, réelle ou a valeurs dans un espace numérique 4 un nombre fini de
dimensions, posséde une loi de distribution, elle posséde aussi une loi de dis-
tribution sur 'ensemble Q et sur chacun des ensembles d’entiers naturels consi-
dérés dans les théorémes 5 et 6. Dans le cas des ensembles considérés dans le
théoréme 6, on peut ajouter que la loi de distribution est la méme pour
I'ensemble des n tels que F(n)=r(modg) que pour I'ensemble de tous les
entiers naturels, et elle est la méme pour I'ensemble des nombres de Q satis-
faisant a la condition indiquée que pour I'ensemble Q.




