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FONCTIONS PLURISOUSHARMONIQUES

ET

. FONCTIONS DOUBLEMENT SOUSHARMONIQUES
Par M. Vazeaix AVANISSIAN.

i @ G

INTRODUCTION.

Deux Mémoires de P. Lelong, I'un sur les fonctions plurisousharmoniques
(c¢f. [15]), l'autre concernant les propriétés métriques des ensembles analy-
tiques définis par une équation (¢f.[17]), nous ont ouvert une voie de recherche,
et inspiré dans ce présent travail : en suivant les méthodes de ces deux Mémoires,
nous analysons ici certaines propriétés des fonctions analytiques de p>.o
variables complexes en vue de leur extension aux fonctions plurisousharmiques
ou doublement sousharmoniques. C’est cette voie qui nous a amené également
a faire I’étude du prolongement de mesures dépendant harmoniquement d’un
groupe de paramétres.

Ce travail comprend quatre chapitres. Dans le premier chapitre, nous sommes
conduit a faire une étude locale d’une fonction plurisousharmonique V(z,, ..., 5,)
au voisinage d’un point P, ot l'on a V(P) =—o0.

Soit V une fonction plurisousharmonique dans un domaine D de C», M,(r),
le maximum de V dans la boule B(P, r)cD, de centre P et de rayon r;
»(V, P, r) la moyenne de V sur la frontiére de B(P, r). En utilisant les
propriétés de convexité de My(r) et A(V, P, r), nous avons établi qu’en tout

N[p(")

point P€D, la fonction Togr * @ UNe limite 7 (P)> o0 (quand r décroit vers

(1) Thése Sc. math., Paris, 1960.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIII. — Fasc. 2. 13
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‘» 'Ts P, ) K] .
'(\1—~Q' Nous montrons de plus qu'en tout point
og7

PeE[V=—=]nD (mémesiy(P)=o)ona:

zéro), égale a celle de

. I\lp(l‘) .
T W Dus R

En formant un exemple, nous avons montré que cette derniére propriété est
en défaut pour une fonction sousharmonique quelconque dans R”si 'onap > 4.
Cette étudc est complétée assez naturellement par I'étude des quantités
~(V, P, R, A(V, P,, R,) [ moyenne spatiale de V sur B(P,, R,)] relatives a
certaines suites de boules B(P,, R,) etleurs comparaisons avec M, (R,). Comme
application de cette étude, signalons ’extension du lemme classique de Schwarz
(dans la théorie d’une variable complexe) aux fonctions plurisousharmoniques.

Dans le chapitre (II), nous étudions une classe de fonctions entiéres
Sf(z, ..., z,) en faisant une hypothése sur la masse (dans la décomposition de
Riesz) relative a la fonction plurisousharmonique V=log|f(z,, ..., 3,)| et
une autre sur la moyenne 4 (V*, O, r), ou V-=sup(V, 0). Une représentation
potentielle des fonctions plurisousharmoniques due a P. Lelong[19] (dont nous
donnons une démonstration directe dans ce cas particulier, nous a permis
d’étendre a la classe considérée une propriété des polynomes de plusieurs
variables complexes établie dans [17]. Cette classe ne contient que des fonctions
entiéres d'ordre o o < 1. Grace aux résultats obtenus, on étend ensuite a p
variables un théoréme de Jentzsch, Lindwart [24] relatif aux fonctions entiéres
d’une variable, limite d’une suite de polynomes. Nous terminons ce chapitre
par l'introduction et 'étude des ensembles que nous avons appelés P-négli-
geables. Un ensemble e de points de C7, est dit P-négligeable, si pour toute
partie compacte K de ¢ on peut trouver au moins une suite de polynomes
P, (s, ...,35,), de degré ¢q,<q,.,<... bornée en module sur K par une
constante, et telle que

lim sup ilog|P,,n(z1, ey 5p)

Tu>+= qn

est égale dans C»— K 4 4 oo presque partout; K est nécessairement de capacité
nulle dans R?7, toutefois un ouvert de R”plongé dans C*( p>~ 2) donne I'exemple
d’un ensemble de capacité nulle dans R*», qui n’est pas P-négligeable.

Le chapitre III étudie les fonctions V(x,, ..., z,, ¥., ..., v,) dépendant de
deux groupes de variables z € R, y € R7, définies dans un domaine D C R/,
bornées supérieurement sur tout compact de D, et sousharmoniques, par rapport
a chaque groupe de variables séparément. Ces fonctions forment une classe
(appelée ici classe S, (D)) qui est plus large que celle des fonctions pluri-
sousharmoniques (qu'on peut considérer de différentes maniéres comme des
fonctions dela classe S, (D). Une étude s’imposait poursavoir si certaines pro-
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priétés des fonctions plurisousharmoniques pouvaient étre étendues a la classe
S, (D).

En reprenant une méthode utilisée dans [15], nous avons démontré la semi-
continuité des fonctions de la classe S, (D), ainsi que leur sousharmonicité
par rapport a I’ensemble des variables (x, v).

Le résultat s’obtient sans faire aucune hypothése sur la mesurabilité (au sens
de Lebesgue) de ces fonctions dans Re+7. L’étude que nous faisons de cette
classe de fonction montre que la décomposition de Riesz relative 4 une fonction
de la classe S, (D) (tout comme une fonction plurisousharmonique) ne peut
faire intervenir de masse isolée; plus précisément nous montrons que le support
des masses relatives a une fonction de la classe S, (D), n’est pas contenu dans
un compact. ‘

Lesfonctions V(,, ..., &, ¥, - .., ¥, tellesque VES, (D), — V€S, , (D),
forment la classe H, (D). Une fonction de cette classe est harmonique par
rapport a chaque groupe de variables séparément, et est harmonique de
I'ensemble des variables (x, y).

Soient D =D, >< D, le produit topologique de deux domaines D, c R?, D, C R,
et W la variété (y,=o ..., y,=0)><D,. Une fonction de la classe H, ,(D-W),
se développe dans D-W selon une série :

V(i ooy Zpy Yiy onoon Yy) = () + ]O;—f']fl— —l—'EA(\-(.l', Q) |y

s=1

+ =

3B 0) [y [P (g3)

s=1

[od o =(0,, ... ¢,_,) désigne un vecteur unitaire porté par Oy]. On constate
que les coefficients A (x, 9), B,(x, ¢) demeurent harmoniques en  (pour ¢
fixé). En utilisant cette propriété a I'aide des résultats de M. Brelot sur le
comportement des fonctions sousharmoniques au voisinage d’un point singulier,
nous avons établi quesi Ve H, ,(D-W) est bornée au voisinage d’un point de W,
alors V est bornée au voisinage de tout compact de W sur D-W, et se prolonge
en une fonction de la classe H, (D). On établit aussi I'existence d’une famille
d’ensembles fermés pour la classe H, ,, analogue aux ensembles singuliérs
impropres que P. Lelong a é¢tudiés dans le cas des fonctions plurisousharmo-
niques [23]. Signalons que les énoncés obtenus a la fin du chapitre III, sont &
rapprocher de résultats de S. Bochner [5], [6].

Dans la derniére partie de notre theése, nous avons défini et étudié des formes
linéaires dépendant harmoniquement d’'un groupes de paramétres. Si l'on
considére une fonction V(x,, .... 2,, ¥;, ..., y,) bornée en module sur tout
compact de D =D, ><D,, harmonique en y€D,, pour x fixé, sousharmonique °
en z €D, pour y fixé, la mesure de Radon positive w, associée a V en tant que
fonction sousharmonique en x, posséde la propriété suivante : pour toute fone-
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tion / continue asupport compact k( /) dans D, €D,, lafonction de y, p. (/) est
harmonique en y €D,. C’est ainsi que nous sommes conduit a définir les formes
(ou mesures) dépendant harmoniquement d’'un groupe de paramétres. Un
théoréme obtenu est le suivant : si 1, est une forme linéaire (dépendant harmo-
niquementde y €D, ); définie sur un sous-espace vectoriel fermé F, de Fy (espace
vectoriel des fonctions continues dans un espace compact E) et uniformément
bornée par un nombre M(D,) > o lorsque y demeure dans un sous-domaine
D, c cD,, alors il existe une mesure de Radon [, définie sur F, et qui posséde
les propriétés suivantes :

. Br(f)=ps (), st fEeL.

b. ‘sggi(” By lley) = 52‘31(” P lle)s

c. Pour tout g appartenanta Fg, .,(g) est harmonique en y €D, . Le théoréme
fait intervenir un domaine D, €D,, si 'on considére D, CD,; {i, ne satisfait pas
en général la condition (b). Le théoréme de Hahn-Banach permettait évidem-
ment de prolonger ., pour y fixé, mais il s’agissait d’obtenir un tel prolonge-
ment {., dépendant encore harmoniquement de y.

Certains résultats exposés ici ont fait I'objet de Notes a I'’Académie des
Sciences [1][2].

Je remercie vivement M. Lelong dont les travaux ont inspiré mes recherches,
de m’avoir fait bénéficier de ses encouragements et de ses conseils au cours de
la préparation de ce travail.

Qu’il veuille bien accepter ici I'expression de ma reconnaissance et de ma
profonde gratitude.

Jexprime mes remerciements 4 MM. Salem et Deny qui ont accepté de faire
partie de mon jury de theése.

Je remercie également M. Montel qui a bien voulu accueillir ce travail dans
les Annales de U Ecole Normale supérieure. .

CHAPITRE 1.

ETUDE D'UNE FONCTION PLURISOUSHARMONIQUE V

AU VOISINAGE D'UN poINT P ot L'ox & V(P)=—o0.
. Préliminaires.
1. — RAPPEL DE NOTIONS SUR LES FONCTIONS PLURISOUSHARMONIQUES. — Soit C”

I'espace de p variables complexes :
sj== Ly, (j=1,2, ..., p)

z,=a,— ty;) du support euclidien R**(x;, v;).
(5 STy PP o i
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Deririon A. — Une fonction V(2)=VN(z,, ..., 5,) a caleurs réelles sera dite
plurisousharmonique dans un domaine D de (¥ st :

a. En tout point M€D, ona —o Z V(M) < +w, et V> —ax, en un point
au moins ;

b. V est bornée supérieurement sur tout compact K contenu dans D ;

c. St II' est un plan analytique défini par les équations :

- — 0 . Ty — A . N
5;=5) 4+ aju, Ea/a/__l (J=1,2,...,p),
/

la fonction ¢ (u)=V (3} a;u), est sousharmonique [ ou éventuellement la constante
— oo | sur les composantes connexes de D N 11'.

La condition (@) montre que la constante — oo, n’est pas plurisousharmonique.
Une fonction plurisousharmonique est une fonction sousharmonique parti-
culiére; on a en effet :

Dermnimion: B (P, Lelong ¢f. [23]). — Pour qu'une fonction V(M),
—wo Z V(M) <+ oo, soit plurisousharmonique dans un domaine D de C?, il faut
et it suffit que :

a'. 'V soit sommable sur tout compact KCD;

b'. que la distribution (au sens de Schwvartz) :

1) =35 o

i,j

soit positive [ c’est-a-dire soit une mesure positive sur les fonctions [ indéfiniment
' >
dérivables a support K( f) compact dans D), quel que soit le vecteur A(a;),

¢’. qu’en tout point P€D, on ait V(P)=V,(P)ou V, (P) est le maximum
en mesure de V au point P (*).

Les fonctions plurisousharmoniques ont été définies et étudiées pour la
premiére fois par P. Lelong (¢f. [15]). Nous nous bornerons a rappeler certaines
propriétés de ces fonctions. ‘

Désignons par Z le point de coordonnées z,, ..., 5, et par

22| = [2(5,._;;) (zi—zn]

la distance euclidienne des deux points Z et Z'. La boule de centre Z et de
rayon R sera notée B(Z, R). La moyenne A (V, Z, R) sur la frontiére des boules

(1) Cest-a-dire V,,(P) est la borne inféricure des £ tels qu’il existe un ensemble ouvert w avec
Pew, pour lequel l'intersection de w et de I’ensemble des points de D ou V > £, est de mesure
nulle.
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concentriques B(Z, R)C €D, est une fonction convexe, croissante de log R.
On notera :
¥(Z, R) = ‘U_f)VTOgZT“)

(en précisant si cela est nécessaire, s’il s’agit d’'une dérivée a gauche ou a
droite). v(Z, R) est positive croissante de logR. On sait que si une suite de
fonctions f,(zi, ..., 5,) holomorphe converge uniformément vers une fonc-
tion f,(3,, ..., 5,)=£0 (nécessairement holomorphe) dans un domaine D,
les v,(Z,R) [ou B(Z, R) appartient 4 D] correspondant a V=1log| f.(z4, ..., 3,)|
convergent vers la valeur v(Z, R)relativea V=1og| (s, ..., 5,)]|; la conver-
gence est uniforme en Z et en R pour R>~2>o0, et B(Z, R) portée par un
compact contenu dans D(cf. [17]). Dans le cas des fonctions plurisousharmo-
niques de la forme V=log| f(zi, ..., 5,)| (/ holomorphe). v (0)= lginov(O, R),

est rappelons-le, égale au degré du premier polynome obtenu en développant
f(z, ..., 5,)au voisinage de O en une série de polynomes homogénes de
degré croissant (la multiplicité de O sur’ensemble analytique f'(s,...,z,) =o0).
Enfin pour p>~a2, et V de la forme log|f(z,, ..., 5,)|, la courbe convexe
n~(logl| f], Z, R), ne peut avoir les sommets [16], [17].

2. Mestre pE Rapon associee. — Cest la mesure de Radon positive du. associée
a Ven tant que fonction sousharmonique dans R*”. Cette mesure s’obtient grice
a la décomposition de Riesz de V (faite dans un domaine D) sous la forme :

V(Z)=H(Z) — ,dlx(a)|a—Z|?-2/’ (p>2).

1)

L’intégrale fdp., sera appelée la masse de V portée par I'ensemble EC €D.
E

La masse 1.(Z, R) portée par une boule B(Z, R), s’exprime a partir de v(Z, R)
par la formule : :
w(Z, R) =(2p — 2)'R¥»—2y(Z, R) sl p o,
w(Z, R) =v(Z, R) st p—=1

[l est sous entendu qu’on prendra ci-dessus la dérivée a droite s’il s’agit d'une
boule compacte, et la dérivée a gauche pour une boule ouverte].

©(Z, R)
R;’.p—‘l

contrairement au cas ou p =1, quune fonction plurisousharmonique n’a pas
de masse isolée pour p>.2.

Rappelons aussi que dans le cas V=log|f(z,, ..., 5,)|, la masse u(Z, R)
de V lorsque Z est un zéro de fsatisfait [16] :

Le rapport

s est borné quand R décroit vers zéro, ce qui montre

(1.1) e(Z, R)>(2p — 2) 7 R (pnoa).
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En effet, v(Z, R) est une fonction croissante de R, et si Z appartient a
I'ensemble analytique f(z,, ..., 5,)=o0, limv(Z, R)=v(Z, 0) est au moins
R>0

égale a 1, car v(Z, o) est la multiplicité de Z sur f(z,, ..., 5,) = o0. Done

“(Z, R)y=(2p —2)'R¥»2v(Z, R) > (2p — 2)"'R¥»2v(Z, 0) > (2p — 2)~ ' R¥»—2,

3. FAMILLE DE FONCTIONS PLURISOUSHARMONIQUES. — Le caractére plurisousharmo-
nique est maintenu par les opérations conservant les fonctions sousharmoniques
a condition que ces opérations respectent lastructure de I'espace C”. Cela résulte
de I'énoncé suivant: Pour que V soit plurisousharmonique il faut et il suffit
que V soit sousharmonique et le demeure pour toutes les transformations
linéaires non dégénérées [ 15],

Ainsi, la limite d’une suite non croissante de fonctions plurisousharmoniques
U,(n—+ ), est de la méme nature ou est la constante — . L’enveloppe
supérieure d’une famille de telles fonctions (si cette enveloppe est semi-continue
supérieurement) est encore plurisousharmonique.

La fonction :

Mp(r)=SupV (s, ..., 5,),

7—P|Zr, B(P, r)c €D; est une fonction convexe croissante de logr, cela
résulte de la définition (A) et du fait que seules les fonctions convexes de logr
sont sousharmoniques sur les plans 1I* issus de O.

4. Nous nous placons d’une facon générale dans C?, p>.2; ou bien dans

R#, p>.3. On notera D* la frontiére d’'un domaine D, et par 4 un vecteur uni-
taire de R ou de C»=R?>< R», suivant 'espace envisagé. O et o désigneront les
notations de Landau. Le volume de la boule B(O, R)CR~, sera noté <,(R) et
la mesure de sa frontiére par o,_,(R); || désignera la distance a I'origine du
pointx = (x4, ..., x,).

Hi’-’ 211

(1) = ———» oy (1) = <
p P
r(2 1) r(2)
ds,_,(a) notera I'élément d’aire de la frontiére de B(O, 1)CR”. Le noyau de la

théorie du potentiel dans R? sera 4,(%, ) =|& — v [>~». Lafonction de Green de
la boule B(O, R) CR” est alors :

vl

)

Gu(p. 5 0) = hy (5 1) — R=7 (1 — ap cosh +¢2) 2
avec ¢ = %ﬂa 0 =£0. Ladérivée de Gy(p, &, 1) au point £€B*(0, R) selon
la normale intérieure est:

(—)GL(’?Y;.—E";”—):([)—Q)PV_/’(I—ZH) (1—o2ucosh 4 u?)

[ERS

avec u=— —Iﬁl, l[Z|=R.

R
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Remarquons qu'on a (1 —2¢cos - 2) = (t— ) (t — ™), et que

Vi

y:(1—~2lcus()+l’)#"', pour ot¢<u,
est majorée par
+ % R
(x—t)—/'zl—s—ZP(S/‘)(l)t“‘, avec P (1) =

s=1

(p+s—m1)!
ST

De sorte que si y =1+ > P"(cos0)r, on a |PY (cosh)| =P/ (1), quel que
soit 0; et pour oété/fgl ;
(1.2) (1%2tc050+t?) ?——1‘4t$P/’(1)t* !

+o
4 .
2 IR () k=1 (= Ry — ] L.

Posons ¢(p, k) = k~*[(1 — k)™ — 1], et notons que lim ¢(p, k) =p:
k>0 ,

Lewme 1. — Pour%ék, o—k<1,ona:

1| Gu(py 5 1) — Gu(py 5 O) — hy (G 1)+ Iy (5, O)| Ze(p — 2 By ol 1z 2 R,

R
IGr(p, &, m)  dGr(p, E O)
dn; dn;

avec ¢ (p, K= (p— 2)[e(p, B) + (1— k) 7],

° Pour Ilnll ~—k<1,0na

e (p, /.)l ul [£]=R.

20
R’

[, (5, n) —hp(E, O)| Ze(p—2, k) Illi,L

En effet, le premier membre du 1° est égal a :

R¥=7| (1 — 2v¢cosl + “2)_1%1 —1 |7
ou l'on a posé ¢= !—t—lﬁm Cette quantité qui d’aprés (1.2) est majorée
pour _|;7{_I <k, et |&] R, par c¢(p — 2, L)}L;lll De méme, si u= ITH{I_ k<1,
le premier membre du 2° est majoré par
(p—2)R=>[e(p, Hyu+w(1—w)y?r]=(p—2)[e(p, k) + (1= ~)7] ?,,‘ :

Enfin, on a pour 'lnll Zk1:

By (B 1) — By (5, O) | £ |E [P (p — 2, k) 12 I—dp—9AMI”

2! I

g



FONCTIONS PLURISOUSHARMONIQUES ET FONCTIONS DOUBLEMENT SOUSHARMONIQUES. 109

II. Comparaison de My(r) et 2(V, P, r), au voisinage d'un point P
de l'ensemble des infinis (négatifs)
de la fonctfon plurisousharmonique V (s, ..., 5,).

5. Nous désignerons par E[...] un ensmble de points d’'un domaine
D c C*(p < 2), défini par la condition entre crochets. En particulier E[V=—x],
est 'ensemble des infinis (négatifs) de V; c’est un ensemble Cr-polaire (*)
dans D (il est donc de mesure R*” dimensionnelle nulle). Soit Pe€D. La fonc-
tion A(V, P, r) est convexe croissante de logr (pour P fixé). La courbe
représentative de ~(V, P, r)=1F(logr), a donc une direction asymptotique
pour r—> o. Sa pente s’obtient comme limite de la pente d’une tangente, ou
comme la limite de la pente de la sécante joignant I'origine & un point Q de la
courbe quand I'abscisse de Q tend vers — =.

Nous désignons :

X AV, Pory (P
/*(P)“}l_;ﬂ—l?)_g'?_*,h;?j(]’l)'
v (P) est nulle en tout point de D qui n’appartient pas a E[ V= —a], c’est-
a-dire presque partout, Mais I'ensemble E[ V= — =] peut contenir des points P

oul'on ay(P)=o0, comme nous montre I'’exemple :

V(:..,...,:/,):—\/—log/', r=|\7

IN

1.
V est en effet plurisousharmonique, car la fonction —/—ax(x< o), est
convexe croissante de x, et V s'obtient en remplacant = par la fonction

. . I .l -
0 o — o 5: 5.
plurisousharmonique logr = - log 2 (50

Dans le cas ou V=log| f(z,, ..., 5,)|( fholomorphe), 7 (P)=v(P)=limv(P, r),
est pour Pe€E[ f=o0], la multiplicit¢ de P sur f(s,, ..., 5,)=o0, donc un

nombre entier et au moins égal a 1.

Lewme 2. — Lamoyenne spatiale A(V,P,r)de V relative a la boule B(P,r)C €D,
est une fonction consexe de logr et on a aussi :

) N
x([)):1imMV’—I”).

0 logr

En effet on a

" 1
AV, P, r)y= %l;f AV, Pty er—di = 2pf AV, P, ru) wr—"du.

(*) Une partie e d’un domaine DcCr est dite Cr-polaire dans D, si lout point a€e appartient
a un domaine w,cD, lel qu'on ait (enw,)eE[V =—w], V étant plurisousharmonique dans
(Poir ¢f. [23]).

Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIIL. — Fasc. 2. 14
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La convexité de A(V, P, r) résulte alors du fait que I'intégrale par rapport
4 un paramétre de fonctions convexes est une fonction convexe. D’autre part
pour P fixé;

[x(P) —e]logrZa (V, P, ) Z [y (P)+e]logr [r<<ro(e, P)].

Done, A(V, P, r) qui est une moyenne de % satisfait pour r<r,(e, P),
aux inégalités ci-dessus. Dot le lemme.

Prorosition 1. — L’ensemble E[y(P)> o> 0] est un ensemble fermé pour
tout % > o.

En effet, il suffit de montrer qu’en tout point de D, 7 (P) est semi-continue
supérieurement. Soit »,C €D, un voisinage de P€D. On peut sans restreindre
la généralité supposer V<o, dans B(P, ) C w,. La moyenne spaciale A(V, P, 2)
sera alors négative. Posons @ =logr, et y,=A(V, P, r)=F(x). La courbe
convexe y,= F(x), coupe la droite x =1og? au-dessous de I'axe des z; soient O’
le point de I'axe des x d’abscisse log2, et Q un point de la courbe représen-
tative y,= F(a) d’abscisse @ = logr(r< ¢). La fonction 7 (P) est encore la
limite de la pente de la droite 0'Q quand r — o.

o - . AV, P, r
(1.3) A(P):!gﬁ-

Or la pente de 0’Q (positive) va en diminuant quand r < ¢, décroit vers zéro.
Il en résulte [ puisque A(V, P, 7) est continue par rapport a P | que 7 (P) est
semi continue supérieurement au point P, comme étant d’aprés (1.3), la limite
d'une suite non croissante (quand r décroit vers zéro) de fonctions continues.
7 (P) étant ainsi semi-continue supérieurement en tout point de D, I'ensemble
E[7(P)>a >0 |CE[V=— ] sera fermé.

6. On a vu dans les préliminaires que la fonction

Mp(ry= lim V(s ...,3,). Mo (r)=M(r).
|h—P|<r

est une fonction convexe croissante de logr | pour P fixé, et B(P, r)c cD].
Lorsque P appartient 4 I'ensemble E[ V=—wo]ND, quel est le résultat de la
comparaison de 7 (P) avec lim l—gélr—-)? La réponse est fournie par le théoréme

. >0 .
suivant :

Tueorime 1. — Sotent V(3z,4, .. ., 5,) une fonction plurisousharmonique dans 1),
et P un point de D. On a :

. Mp
g 7(P) = Jim l:)é:)
2° St V(P)=£ o,

. Mp(l‘) -
v P =
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La premiére partie du théoréme est évidente si V(P) 52 — oo, car M, (r) - V(P);
done y (P)=o. La seconde partie est aussi évidente si V(P) £ —ax, V(P)£o,
Remarquons que cette partie du théoréme sera généralement en défaut si
V(P)=o0, comme nous montre dans C* la fonction harmonique V(s)=|z|cosli=x,
oul'onaM(r)y=r, 2(V, 0, r)=o.

Supposons donc V(P)=-—a. Sans restreindre la généralité on supposera V<o,
dans D. Soit B(P, »)CB(P, R)c cD. En écrivant que les valeurs prises par V
sur la frontiére de la boule B(P, r), sont au plus égales a celles prises par la
fonction harmonique qui coincide avec V sur B*(P, R), on obtient dans B(P, r)
grace a l'intégrale de Poisson :

T = - . . 1 7 R—r2 2p—2 >
Voo N,,)éMp(,)émf\ (75 doyy_i(3),

Q=P +Ra  ZeB (P, ).

X

(1.4)

On a, en posant k = ﬁ <

Rz — 2 R—»r [ - i
— C2p—2) — [ (1 — (2~
Z=Q = o = (T o Roer=2l— [ - e (h) | R=r—2,
ot e(k) - o0, si k— o.
Done, d’apres (1.4) :
(1.5) LV, P, 1) ZMp(r) = 1+ c(B)] 2(V, P, k=1 1),

o . ) . I .
choisissons pour chaque / suffisamment petit R(7) =rlog--Onaalorssir—o:

logk(r) loghk(r)

v - \-—1 » .
(1.6) k(ry(<i1)—o, A=Y r)yr—o, Togr >0, logR(r)_>°

On établit 'énoncé en divisant les trois membres de (1.5) (considéré
pour k(7)) par logr et en passant a la limite quand » — o.

Etudions maintenant Dexistence de 11;101 %I—?(Pf’—)’) Si y(P)s£o, My(r)
et A(V, P, r) sont d’aprés la premiére partie du théoréeme équivalentes
a7 (P)logr. D’ou le théoréme dans ce cas. Supposons 7 (P)=o0, V(P) =— .
(1.5) donne (en remarquuant qu'on a A< o) :

Mp(l’)

- AV, Pkt
47 BN YD RANON

é[l—}—i(“)] }.(V, P,/‘)

Le théoréme sera établi si I'on montre qu’on peut choisir £ = £(r) de maniére
que le dernier membre de (1.7), tende vers 1 quand r — o. Démontrons donc :

Lemve 3. — St k= k(r) vérifie (1.6), et sil’ona V(P)=—w, et y(P)=0o0,
en posant R(r) = k=" (r)r, on aura :

lim P 1)
1'-)07L[V, Pa R(r)] o
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En effet, puisque R(r) >r, on a:
R ()
12[V, P, R(r)] — A(V, P, ,-)1:f 3(P, 1) dlogt = [P, R(r)] [log k(r) |

dr(V, P, r)

Jlozr— ¢t quon prend la dérivée & droite si
=]

<Rappelons quon a v(P, r)=

la dérivée proprement dite n’existe pas)- Donc

MV, P, 1) [v[P, R(r)]logR(r)| | logk(r)
(1-8) l‘“ A R(r)]\é 0V, PLR(]| |log R(r) |
Dans le cas V(P)=—w, 7(P)=o0, la courbe convexe représentative

de y=7(V, P, r)=F(logr), a au voisinage de r=o, une branche para-
bolique. Comme l'ordonnée a I'origine de la tangente (ou celle des demi-
tangentes) au point d’abscisse logr décroit avec r, on en déduit qu’elle tend
vers — oo, avec logr (Sinon il y aura une asymptote). Or R(r) tend vers zéro
avec r, il en résulte que pour r=r, assez petit, I'ordonnée a 'origine de la
tangente (ou celles des demi-tangentes) au point d’abscisse logR(r,) sera
négative, donc la droite représentative de y = v[P, R(r,)|logr, sera au-dessus
de cette tangente, autrement dit pour 7 assez petit on aura :

[v[P, R(r)]logR(r)| _ ‘ |
[V, P, R(1]| " R(r) <R(ry).

Le premier facteur figurant dans le second membre de (1.8), étant borné, le
second facteur tend vers zéro avec r, grace 4 (1.6). D’ou le lemme.

Remarque. — L’exemple ci-dessous montre que pour une fonction sous-
harmonique quelconque dans R’(p>~4), on peut avoir lim%% 1
r>0 y Iy
(V(P)=—wx). Considérons dans R?(p>>4) une répartition des masses sur
I'axe des «,, telle que la densité linéaire qui en résulte soit en chaque point
égale 4 — 1. Le potentiel du a ces masses en un point A(x,, ..., x,) est de
la forme :
—K
V(zy ..., x,) = —
p =
j=2
(K une constante positive).
On a évidemment en tout point de I'axe des a,, V=— . D’autre part,
K
M(R) =— o
, K " ds,_,(Rz)
AV, 0, H)—'_ap_,(x)m—ﬂf p=3

(2)
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P
Posons 92=Zx2., et remarquons que l'élément d’aire de B*(0, R) est

égal i ——— d.l,«_, .. dz,, donc,

2k dr,..
AV, 0, Ry =— — 2 f R
(0, K) Ip—r (R _wpr—s yRE—p?

— 2K f“o',,ﬁg(l)p”*"zdp

Gy (1) Ro2 ,/Ez_'—_Pepp—~:'-
o aKa, (1) = SRy 2Ka,o(1)
T o I)R"_( VR ) =~ gpa(1) R

Par conséquent

(R) . O-/7 l(]) . ¢ ’
}:;I'l])(v O H) ?UP>A2(])/T] (]’él) (3)

Prorosition 2. — Soit V(z,, ..., 5,) une fonction plurisousharmonique dans la
boule B(O, 1+ E), e >o0,V(0,...,0)=—o, st

limM:w>o,
r>o  logr

on aura

1° (1.9) M(r)=ZM(1)+ wlogr (r<u)

et de plus .(V, O, 1) — w logr a une limite 3 finie ou — o, pour r — o.
2° St B est finie, on a
(1.10) B+ wlogr ZM(r) M)+ wlogr (r=m).

En effet, d'aprés le théoréme 1, on a aussi

L’inégalité (1.9), résulte du fait que la courbe convexe représentative
de M(r)=F(logr) est pour r—1, au-dessous de la corde passant par le
point [logr=o0, M(1)], et de pente w. D’autre part A(V, O, r) — wlogr,
nest autre que l'ordonnée a l'origine d’une droite passant par le point
[A(V, 0, r), logr] et de pente w. Puisque M(r) est une fonction convexe
croissante de logr, I'expression A(V, O, r) —wlogr, est une fonction non
croissante quand r décroit vers zéro, d’ott I'existence d’une limite § finie
ou—ac, pour 7— o (I'ordonnée a I'origine de 'asymptote). Si § est finie (1. 10),
exprime alors que la courbe convexe M(7)=F(logr) est au-dessus de son
asymptote.

33 (1) ]I

(3) Par exemple pour p = §, 03(1) = 2112, 0, (1) = 41, ;?—(1—)
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Remarque. — Dans le cas ou V est de la forme log| f(z, ..., 5,)|, f holo-
morphe dans la boule compacte B(O, 1), et f(o, ..., 0)=o0, w est la multi-
plicité de O sur I’ensemble analytique f(z,, ..., 5,)=o0. D’aprés (1.9), ona:

G ) = (s, 1) 120

avec w entier >1, |Z| 1.

Cette inégalité (dans le cas w=r1) est connue sous le nom du lemme de
Schwarz (voir S. Bochner et Martin [3]). La proposition 2 généralise ce lemme
aux fonctions plurisousharmoniques, et montre en méme temps que dans
le lemme de Schwarz on peut prendre w >1, si la multiplicit¢ de O sur
f(z, ..., 3,)=o0, est une entiére » >1.

Trtoreme 2. — Sotent V(z,, . . ., 3,) une fonction plurisousharmonique dans un
domaine D C Cr, B(P,, ¢,) une suite de boules portées par un compact K de D,

et P un pol'nt de E[V - — ] a) K. On SUPPOS(’ (]ll(’
(1.11) ,'IL:‘P——P""%(” Prn—>0, /"/I,IQ*? 0, It—>— o,
on « alors :
)
X(P) = lim M — lm M — lim Ml‘,.(pn).
It = logp, n>t» lng,L P logpn

En effet, supposons V<o dans D. Posons R,=¢,+r,= (14 k,)¢,, et I'on
prendra n assez grand pour que B(P, R,)C €D. On a (puisque V<o) :

RIPA(V, Py Ry Z 03 AV, Py )
Done, pour R, <1,
(1.12)

A(V, P, R) (P2 ALY, Py pa) logo,
logR, -\ R, logp, logR,

De méme, A(V, P, 2,) = M,(R,), par conséquent pour ¢,< 1, on aura :

A(Vs Pm PIL) X MP(H/L) logl{u.
logprz - lOgR’L lOan,

(1.13)

Or d’apreés (1.11) k,— o, donc pour n ——+ = :

On I
= —>1
l)\,L 1+ /l',L

et
logo, logo,
logR, 7 logo,+ (1+4,)

—> 1.

L’existence de la premiére limite résulte de (1.12), (1.13), du lemme 2, et
du théoréme 1. Car par un passage a la limite dans (1.12)et(1.13), on obtient,
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grace au lemme 2 et au théoréme 1 :
AV, Py, pa)

+(P) > lim su
7(P) = lim sup logo,
.. A(V, Py, 0,)
P) ~<lim fin ——— 2%/,
()= N> logop,

d’ou la conclusion.

Pour montrer I'existence de la deuxiéme limite, remarquons que la moyenne
spatiale d’une fonction sousharmonique est inférieure ou égale 4 sa moyenne
périphérique. Donc

A(V? P/l’ P/l)é)-(\yﬂ P/n PH)éMP(Rn)v
et pour ¢, <1 :

(1.14)

A(V, P/n Pn) Ny )~(V7 Pm Pn) ~. Ml’(Rﬂ) ]OgR"'
logp, = logp, — logR, logp,

La premiére et la derniére fonction figurant dans (1.14), convergent vers y (P)
si n tend vers I'infini, et ceci d’aprés le théoréme 1 et la premiére partie du
théoréme 2. D’ot I'énoncé.

Reste a étudier la derniére limite. Soit o), >¢,, B(P,, ¢,)CK. Ecrivons
comme dans la démonstration du théoréme 1, que les valeurs prises par V sur
la frontiére de B(P,, p,), sont au plus égales a celles prises sur la frontiére
de B(P,, ¢,.) par la fonction harmonique qui coincide avec V sur la frontiére
de B(P,, ¢,), on obtient des inégalités analogues a4 (1.5), qui nous donnent
apres les avoir divisées par logs,(p,<1):

2V, Py pu) . Me,(p4) 1 — &, logg, A(V, Py, 0),)

’ Pn
. > K, — —
(1.15) logp, = logp, = (14 K,)*r—1 logp, logo), ’ 4 ,

Pour chaque 5,, on peut choisir ¢’ > o, de maniére que :
V n \

On

, logp), ;
=Kk, o0, = Pp—>0, N —>—4 .
PII logpﬂ

(il suffit par exemple de prendre /:',,:(logpiyl, s, < e, B(P, p',,)c]{>-

. . .. . r r ,
Avec ce choix on passera a la limite dans (1.15). Comme 5{—' < “"tend vers zéro,

n n

on aura :
MIL_M =y (P) (premiére partie du théoréme)
>+ = OgPu
et
v (P)= lim AV, Py, P"_) >~ lim ———MP"(P”) > lim ———A(V’ P”: Pn) =y (P).
’ n>+w loan n>+w 1080, US>+ o Ing,, :

D’ou le théoréme.
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ProrositioN 3. — Avec les mémes hypotheses que dans le théoréme 2, on a,

. ] .. . .
st dy. est la mesure positice de Radon associée a 'V :

lim
0>+ o log Pn

f d[J’(E.)/I’ZI)(E,v P/l):X(P),
[E—D,|>p,

teD'cch, B(P,, z,)cKcD'. K étant un compact.
En effet, la décomposition de Riesz de V faite dans le domaine D’ s’écrit :

V@) =H@) — [ dp@) (. 7)  (ZeD).
.
Done
(1.16) 2(V, Py, pa) =H(P,) —f dp(2)n[ oy (2, 2), Py ],

nr
et comme Pon a
M Iop(Z, Z), Py pp] =inf[ |2 — P, 27, 00720 ],
(1.16) donne :

A7) MV, Py p)=HFP,) —

1

2p — 2

v~ [ dp@) G P GeD).
[2—P, | >0

|[H(P,)| étant bornée dans K, on aura |H(P,)|=o0(logp,), n -+ . De méme,
v(P,, 0,) est bornée par un nombre quine dépend que de K, pour B(P,, ¢,)CK,
(car v(Z, ¢) est croissante de p pour Z fixé). La proposition découle alors

de (1.17).

Proposition 4. — Soient V une fonction plurisousharmonique dans D, D’'C €D
un sous-domaine de D, P un point de E[V=—w |nD' £ 0, P, €D’ une suite de
points de D' qui converge vers P w, CD' un voisinage de P, tel que, son diametre

, 1 . . . .
tend vers zéro avec ) D) (w,)et o (w,), les distances minimum et maximum de P,

a w,, sott enfin M(w,)= sup V. Si on a

Le®,
log| P — P,| ~logd(w,) ~logd (m,) (1 —>—+2).
et
. |P—P,
A Sy T
alors

lim M (o,,)

— A — (P
ny+elog| P —P,| =7 (P).

En effet, pour n assez grand, B[P, c(w,)|Cw,CB[P,, s'(w,)]cD’,
(loge(w,) < o). Donc:
Mo, [6(0)] _ M(w,)  log|P—P,| _ Mu[d'(w,)] logd'(vn).
logd(w,) = log|P—P,| logd(w,) — logd'(»,) logo(w,)

(1.18)



FONCTIONS PLURISOUSHARMONIQUES ET FONCTIONS DOUBLEMENT SOUSHARMONIQUES. 117

Utilisant le théoréme 2, et les conditions imposées dans I'énoncé 4, on établit
la conclusion, en passant a la limite dans (1.18),

7. TukoriMe 3. — Soit V une fonction plurisousharmonique dans C», telle que
w(V+, O, r)=0(ogr), r—> o0, V+=sup(V, 0);
on a, quel que soit le point P € Cr :

. Mp(r . . MV, O, r
lim o ): 1 = wp=—w, avec o =— lim AVS O, 1)
r>rw logr o0 0g 7 r>tw  logr

1m M < +x.
Remarquons que la derniére limite figurant dans le théoréme 3 existe, car V*
étant plurisousharmonique A (V*, O, r) est convexe croissante de logr. La
condition imposée au début du théoréme entraine I'existence d'une direction
asymptotiqne oblique pour la courbe convexe croissante représentative de
~(V*+, 0, r)=F(logr). D’ou I'existence de w. La démonstration du théoréme 3
est alors analogue a celle du théoréme 1. Supposons d’abord P a lorigine.

Soit B(0, r)CB(0, R), et k= %- On obtient de la méme facon que dans le

théoréme 1 :

) N T 1 R2— 2
(Lorg) 2V ,O,l)éM(’)éme(Q)m

A(V+, O,R), OQ=Ra, ZeB*(0,7r).

R day,_, (2)
1+ k
Considérons (1.19), pour R=R(r)=rlogr(r > 1); comme

log r

k(r)——)o, m

—>1 (quand r — + o« ),

il suffit alors de diviser ses trois membres par logr, et passer a la limite pour
conclure. Supposons maintenant P différent de O a distance finie. Posons
|OP|=¢, on a

Mp(r) ZM(r—+p) et log (7 +p) ~logr (r——4o0).

Donc, sir>1:

(1.20) wp=lim MP(F)é lim M(r+p) IOg(r+P):w.
A Togr = M Tog(rrp)  logr

De méme,
M(r) = Mp(r—+p),

Donc, sir >,

= O)p.

(1.21) »= lim M(r)é lim Mp(r+p) log(r—+p)
‘ ryw 0gr T 5L log(r+p) log r

On conclut, en comparant (1.20) a (1.21).
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIII. — Fasc. 2, 15
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ProrositioN 5. — Sotent Py, P, ... une suite de points qui tend vers U'infini:
)'(V—’_v Pm Pn)

tend vers
logp,

C1s £2y - .. une suite de nombres positifs, p,—> . St
une limite (quand n — -+ ), on aura
)~(\’+s l)/n Pu)

. M .
lim v, () = hm 22,
N>+ » IOIJ Pn 1> % |0g PIL

En effet, a chaque ¢, faisons correspondre un nombre R, > ¢, et écrivons les

inégalités (1.19), pour P,, ¢,, R,. Soit k,= %"e on aura, si g, >1,

n

L(V+, Py, 0,) _ M, (pa) _ 1+ Kk, L(V+. P, R, logR,
log p, = logp, T (1— k)= log R, log p,,

I suffit pour conclure de prendre R,= 2, logs, dans (1.22), et passer a la

.. loe
limite (car k,—= £ = L o, osR, —1 -
R, logp. logp,
CHAPITRE 11.
IIl. — Etude d'une classe de fonctions entiéres d’ordre o —o <C1.

1. La représentation d’une fonction plurisousharmonique a partir d’un
potentiel et ses applications aux fonctions entiéres d’ordre fini, a été étudiée
par P. Lelong dans une série de Notes aux Comptes rendus ([19],[20],[21],
voir aussi [22]). Signalons un des résultats.

Si la fonction entiére f(z,, ..., z,), vérifie les conditions suivantes :

SO o, tim ML O SO0

(>4

pour 'entier ¢ > o, on a uniformément sur tout compact de C7,
V(Z) =log| £(2) | = [8,(2)] + 7upms [ dis() ¢y (s 2, ).

Rappelons que dp=£," ds <01‘1 ds désignel’élément d’aire de 'ensemble ana-

Iytique f(z, ..., 3,)=0, k,= %» est la mesure de Radon positive
associée a lafonction plurisousharmonique V=log| f|; 1(¢) est lamasse portée
par la boule B(O, ¢), v(t) = (2p—2) **’u(t), sip >1,9(t) = p(t)sip=1.
R désigne une partie réelle, et :

/ )q)
Sy (Z)=V(0)—+ 2Zz,- ()Vd(:?) IR % [Zzl 0\/;3?)]7 :

i
n=q

eﬁ(a? Z7 9) - | a — Z|2_2/’+2Pn("zi7 E/’ (l), ia|¢0? Z#“

n=~0
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est la fonction obtenue par suppression dans le développement du noyau
— |a—Z|*7*r en série de polynomes homogénes des z;, 5;, des termes de degré
inférieur ou égal a q.

Nous considérons ici particuliérement le cas ou ¢ = o, ce qui entraine que
R|S,(Z)], se réduise & une constante V(0)=1log|f(0)|. Nous démontrons
d’abord directement ’énoncé correspondant a ce cas sous la forme suivante :

Tutorime (P. Lelong). — Si V(Z) est une fonction plurisousharmonique dans
tout Cr, satis farsant aux conditions :

. %(V+, O, R) =0 (R), R—> 4o, V+=sup(V, 0);

+ %
b. f (Z—Jt(—Q<+oc,

on a, en supposant V(0) > — o, lu représentation
(2.1) VO =VO) — [ dp@) (5 L) — k(G O))
cr

Pour établir cet énoncé, établissons d’abord :

Lenve 4. — StV satisfait a (a) et (b), alors

1° (a) entraine 1.( | V|, O, R) =0(R), v(R)=0(R). R - 4.
2° (a) et (b) entrainent la convergence des intégrales

o z
[ [ e,
., BT

En effet, de | V|=2V+—V, résulte immédiatement la premiere partie de 1°;
car (a) entraine A(V, O, R)=0(R)(R - +o). D’autre part A(V, O, R)
est convexe croissante de log R, donc

A(V, 0, eR) —2%(V, O, R)
logeR — logR

v(R) =

Zi(V*, O, ¢R) —V(0) =0(R) (R— +o0).

D’ou la premiére partie du lemme. Pour établir la deuxiéme partie, écrivons

[ [ ] f e

les deux premiers termes ayant un sens, il en sera de méme du troisiéme. De
méme, en posant |£| =1, on a formellement :

dp(%) [p(o +*] f*" 2 (2)
—_— = | 5= 4 (2p — L dt
‘/]‘z|é1 l& R t'»’/l——i 1 (21’ I) 1 [2]/
-+ ® . +% N
]+2_11_1f *O o,
1 2p —2J, A

==

Chaque terme de cette derniére expression a un sens comme on vient de voir;
ilen sera de méme pour I'intégrale considérée. D’ou le lemme.
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Revenons a la démonstration du théoréme. La décomposition de Riesz de V a
partir du noyau de Green, faite dans la boule B(0, R) € Cr, s’¢écrit :

R/ 0Gp(2p, Ra, 7)
(2p —2) @ (1) on;

V(Z) = V(R%) doyy (42)

- dp.(2) Gu(2p, %, 7).

ZeB(O,R)

et puisque V(0) > —oc, on a pour —-

2.2) V(Z) — V(0)

B Rev-— 0Gy(2p, R%, ) 0Gp(op, R, O) ] /e .
(2p—2)0y,(1) [ on; - dn; ' <R a) 721 (“)

- dp () |Gr(2p, & 2) — Gr(2p, &, O)].

EBO,R)

La premiére expression figurant au second membre de (2.2), tend vers zéro,

pour R— +a, et Z€K, ou K est un compact quelconque de Cr. En effet,
|7
1

k<1, elle est majorée en module d’aprés le lemme 1, appliqué dans

Cr; par

R~ ¢, (ap, k) Z15(1v], 0, R)=c,(op, k)| Z MIVLOB) (R—>o0)
RV e R

(lemme %). On a donc

V(Z)—vw):limf dpE) [Ga(op, & 2) — Gu(2p, 5, 0)]  (ZeK)
E€B(0,R)

R>+o JE

cette derniére limite est égale a son tour a

R>+w»

lim f d . (5) [Fap (5, T — hsp (2, O)]-
E€BOR)
En effet, la différence

f dp.(2)[Gr(2p, 2 7) — Gr(2p, &, O) — fop (5, L) + hap (£, O)]
ZeBOn '

est majorée en module d’apres le lemme 1, par
1Z] clep —a, k
c(2p —2, k) g dp€) =
R E€B O] 2P —

)|L|V(R) 0 (R—>+x).

. v/ v
(lemme 4), ZEK, el <k < 1.

Done, sur tout compact Kc C:

V) =VO)= tim [ dp(E) [y (G 7) — by (5 O)).

B>+ Jrep(oR)
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La limite du deuxiéme membre existe donc si V(0) > —a. On vérifie
d’ailleurs que U'intégrale

[ ) G ) — hz, 0))
181>p

converge absolument uniformément pour Z&B(0, kg) (k< 1), quel que soit 5.
En effet, 'intégrale

S an@1 1) — ey 0)]
1E1>p .

est majorée d’aprés le lemme 1, par c(2p — 2, k) Icpf TIEI'ILZEQ <+ et ceci
18>0

quel que soit Z€B(O, kp).

Remarque. — V(0) £ — oo, implique lim ?,Ef) = o, et la convergence simple
(>0
de '
dp(E

[ awomeo=[ L8

181<1 181<t

IV — Classe F, de fonctions entiéres.
2. DeriniTion 1. — Une fonction entiére f(z,, ..., 3,), sera dite de la classe

F., 0o Za< 1, sielle vérifie :
a. A(log*|f], 0, ¢t,)=0(t), 1>+ o.

b. Il existe un nombre c( f)> o, tel que

d (log | f1, O, 1)

V()= dlogt

Ze(f)er (1)

Nous allons maintenant donner des propriétés des moyennes % (log| f|, Z, R)
généralisant aux fonctions F, des résultats obtenus pour les polynomes par
P. Lelong ([17],[18]). Nous appliquons les résultats obtenus a I'étude des
familles de fonctions F,.

Ecartons les fonctions £ de la famille F, pour lesquelles les nombres ¢ (f)
correspondants sont nuls; ces fonctions ne sont que des constantes (*). Ecartons
également le cas « = o, la famille F, n’est d’autre que lafamille des polynomes (*).

(*) En effet, c(f) = o, entraine v(¢) = o, quel que soil ¢. Par conséquent log | f] cst sans masse.
Elle est donc pluriharmonique dans tout C7; elle est constante sur tous les plans Il! issus de O;
car (a) entraine que M(¢) = o(¢), t - +; elle est donc constante.

(3) D’aprés une proposition due a Stoll [26] : si une fonction vérifie (a) et la condition v(2) < vq,
vo une constante positive, alors f est un polynome de degré égal & la partie entidre de v,.



122 V. AVANISSIAN.
Provosition 6. — St f(z, ..., 5,), est de la classe ¥,, 0 <2< 1, il n’y aura
aucun zéro de [, dans la boule de centre O et de rayon ¢

2p 2

=i+ 2) T e = (e 25)T] e

En effet, soient P un zéro de f(z,, ..., 5,), 7, =|0P|, et » > r,. En écrivant
que la masse de V=1log| f(z,, ..., 5,)|, contenue dans B(O, r) est au moins
égale a celle contenue dans B(P,r—r,), et en utilisant I'inégalité (1.1),
figurant dans les préliminaires, on obtient

(r—ro) 2p—2,

P,r—ry)>
B (P r— ) >

Done
— )22 n O\ 2p—2
v<r>sur—:(l—ﬁ) ’
72p—2

r

D’aprés la condition (b) de la définition 1, on aura pour tout r > r,,

(r - %’)”"2»(7» Ze(f)

et
(2.3) P Z P =),
Menons a la courbe y = g(r) la tangente (elle existe et est unique) de pente

égalea 1. Elle coupe 'axe y = o, en un point d’abscisse 2 > 0. On a

2/ —2

(e i) o= (e ) ]

Alors on n’aura (2.3), quel que soit r>r,, que si la droite y =r —r, est
au-dessous de la tangente précédente, ¢’est-a-dire si 7,2, Done, le zéro le
plus proche de l'origine de f(z,, ..., 5,)€F,, est & la distance ¢ au moins,
¢ dépendant de o et de ¢ (/). D’ou la proposition.

TneoriMe 4. — Sotent [(z,, ..., 5,) une fonction enticre non constante, de la
classe ¥, o Za <1, et R, un nombre positif arbitraire. La moyenne

UP(Z):)\(lOglflv 7, 9)7

7.| =R,, 0, 5'>>0, et ¢, = max (g, 5'):

)|UP(7) Ug (7)) | < (91 + Ry)*| logp — logp'|

S (e ) e

Elle est donc également continue de U'ensemble des variables (Z, logp).

o(f
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Pour «=o0, (2.4) est un résultat de P. Lelong concernant les polynomes
de plusieurs variables complexes, avec c¢( f) égal au degré du poly-
nome f([17], [18]). Nous supposons donc xs£0,p>>2. Soit comme d’habi-

tude v(z, Ry= Z2LE/LLR o 4 i 2] <R,
o]

v(t, 2) Zv(t+|Z]) Ze(f) (¢+ Ro)?,

donc
v e dt
(2.5) | Up(Z)—Up(2) || [ v(t,Z)dlogt| Ze(f) [ (t+Ry)* %
: : fp f :
Zc(f) (p1+ Ro)*|logp — logp’|, o, =max(p, o).

Une fonction fde la classe F,, vérifie les conditions de la représentation (2. 1).
En effet, on a vu (proposition 6) que f(o, ..., 0) 3£ o, et d’autre part 'intégrale

(2.6) [+xd”_(l):[@l+wJ+j‘+va<fldt

‘
a un sens. Car les deux derniéres expressions de (2.6), ont chacune un sens,
grace a 'hypothése (b) de la définition 1. On a done

v

log| f (=1, ooy 5) | =1log| f(O)[— f dp.(Z) [hap (s L) — hyp(E, O)].

G

Par conséquent,
(2.7) Up(2) = Up() =— [ dp(@) [he(ap, 5 2) — Iy (2p, &, 21,
ou h,(2p, &, Z) est la moyenne de A,,(Z, Z) sur la frontiére de la boule B(Z, ¢),

égale ainf (|E—Z|*72, p*>?). h,(2p, &, Z) est continue et bornée supérieure-
ment par o*~*/. D’autre part si [ —Z|=¢, ona

|d‘j/|z—2|ﬂ~2ﬂ S e 22t siy (j=iiap).
Donc
keGP B | ZNME D) =1 ),
avec
M(z,Z):{IZQf—Z_I‘j': si |E—Z|xp,
0 si [E—T7|<p.

Ceci étant, rappelons que si f(P) est une fonction réelle définie et finie dans
un domaine borné et fermé D, et si tous les nombres dérivés sont bornés dans D
par une constante M, alors f(P) vérifie dans D, a la condition de Lipschitz :

|f(P) —f(P) [=M|P—P|.
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Appliquons ce résultat a la fonction &,(2p, &, Z), pour £ fixé. Supposons que le
point Z varie dans la boule fermée B(O, R,), on a

2p — 2

e gy ) TET =Ry si [Z]>Ri+op,
(5 72) < ap — o ) i
o si [Z]<<Ry+op.
Par conséquent, pour |Z|=ZR,, |Z| ZR,:
2p — 2 o .
| (HE e L
[hp(ZP’E.’ Z)—/lp(%’,ia Z/)lé op — 2
W |Z—Z/| Si

[E] <Ry+op.

Donc, d’aprés (2.7), on aura pour |Z| =R, |Z'|=_R,, et sous réserve de la
convergence de I'intégrale

(2.8) Uy (Z) = Uy ()]

dp () 2p—2 ,
_ _ -+ Ry + -7
[(217 > liléﬁwp(lil“‘ Ry)z—t prr! B P)]l |

Montrons que le second membre de (2.8), a un sens pour ¢ >0

LeMME 5. — Le crochet figurant au second membre de (2.8) est majoré par
2p — 1 C(/)( +R0 1
2p —2 1 P pt+a
En effet, posant |£| —R,=1¢, on a formellement
dp) [ prRe+o) = TP pRe+ 1)
(2:9) 1E|>no+p(|2|—R0)2”_‘w[ et —|+(2p I)»/ e -
Or, d’aprés la définition 1, v(2) Zc(f)t*, 2 < 1, donc
‘u(RO—I-t)é2171_2(R0+t)21’—2c(f)(Ro+t)°‘
et
B (Ro+2) = o(22r) (t >—+:).
Le premier terme du second membre de (2.9), se réduit a — LR‘/’:F—P—) le
second terme est majoré par

“+= —+= \
ap—1 (Roy+ 0)* p dt
. 2p —2 ¢ (f)/; r G (f)f < e

zp—l c<f>< 5) 1

2Pp —2 1—

D’ou le lemme. Le théoréme % résulte alors de (2.5), (2.8), du lemme 5 et de
| Ug(Z) — U (Z) | Z| Up(Z) — U (Z) | + | Up(Z) — Ug (Z)) |,
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Tntorime 5. — Une fonction entiére [(z,, . . ., 3,) vérifiant les conditions
L(log=|f1, O, t) =0 (1) (t—=>-+o),
v(t) Zc(f)t* (o<<a<<1, t>0),

est d’'ordre o au plus. Plus précisément, il existe un nombre m(a) > o, dépendant
de o et de p, mais non de f, ni de Z, tel que

log| f(a1, ..+, ZP)|é7\[loglfI> 0, 1] —{—m(a)c(f)]Z]“ (ZeCr).

Ce théoréeme peut étre établi directement a partir de la représentation poten-
tielle associée de P. Lelong [21], mais nous allons donner une démonstration a
partir du théoréme 4. f(z,, ..., z,) étant de la classe F,, le théoréme 4 donne
pour |Z| ZR,, |Z'| Ry, p >0, p'>> 0, py=max(p, p')

2.10) [ Up(®) = Uy (Z) | Ze() | (o By | logp — hogg | -+ 221 (s 2 | LA

(2.10) étant valable pour |Z| =R,, et Z’=o0, on a, pour ¢ _p+|Z|, o=,
p>o:

Z — Z @ Z )
Up®) 2 Up21(0) + ()| (el 2otog EEEL 4 22 (1 B0,

Sil'on pose pour Z £ o0, p = k|Z|; 'inégalité ci-dessus s’écrit :

2.11) Up(Z) = U, 12/(0) + e(f)] Z|u[(z+/;)«1og<1+ })

+2[)~1 . I % I .
—a T Tk (1 A)—=]’

k peut varier de o 4 + . Or, en supposant o -+ |Z|>>1, on aura

e+1Z]
f v(t)dlogt
1

(2.12)  Upy2(0) 201 (0) + EL (o 22 =1, 0) + L (1 iy 2,

| Upiry2(0) — U, (0) | £ ég(_f.)_‘(P_'_IZI)x_II’

Sip—+|Z|<1,0naaussi U, ,(0)=U,(0). Dans tous les cas, (2. 12) est
vérifiée. D’apreés (2.11), on obtient alors

2.13) 10g|f(51s -5 5p) |

. — Iy
éUP(Z)éU;(O)—l—c(f”Z]“[ (1+A)°‘+(2—1—A)°‘lov(1+A)—l—ip_; (2[:/) l,

car pour tout p > o0, log| f(Z)|==U,(Z).

Le crochet figurant dans (2.13), est manifestement supérieur a 1. Si l'on
prend () égal 4 la borne inférieure de cette expression pour 4 variant de o
a +o, (2.13) donnera

log| f(51, ..y 5p) | ZUL(O) +m(a) c(f)|Z|* (ZeCr).
D’ou le théoréme. ‘
dnn. Ec. Norm., (3), LXXVIIL. — Fasc. 2. 16
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3. FONCTION ENTIERE LIMITE DES POLYNOMES.
TatoriMe 6. — Sout
P,(s1,...,5,), Py(O)=o (g=1,2,..., px2)

une suite de polynomes uniformément convergente dans la boule fermée B(0O, 1)
vers une fonction non identiquement nulle. Si la mesure de Radon positive d .,
associée a log | P, |, vérifie pour tout q :
dpg (2

(2.16) k=M e<a<,

cr 1=
ot M est une constante indépendante de q, alors la suite P, converge uniformément
localement dans tout C? vers une fonction entiére f(z., ..., 5,) d'ordre « au plus,
et dont ses zéros vérifient encore (2.14).

Démontrons tout d’abord :

LemMe 6. — Avec les mémes hypothéses que dans le théoréme 6, on a, quel
que soit q et t>>0 :
vy (t) ZaMee.

En effet, comme P,(0)s£0, O n’appartient pas & I’ensemble analytique
P,(z,...,3,)=0,doncv,(0)=o0.(2.14) donne

dp@) _ 1 [P ap—aa [0y
M‘;;\'-’l1~2+°ﬂ_'2p——2‘ A 2p — 2 ) e =

Le premier terme figurant au second membre étant nul [on a v(z) <n, pour
un polynome de degré n], on obtient en particulier :

-+
i/’_—ﬁg_,,,,(,)f A
0

2p — 9 [t ==

ou encore
5 _r=2 2
(2.15) v,,(l)éMgl)“f)‘_{_aal“éaMl ,
quel que soit ¢. D’ott le lemme.
Ainsi quel que soit ¢ [les polynomes vérifient la condition (a) de la défi-
nition 1] P,(Z)e€F,, avec c¢(P,)=aM. D’aprés le théoréme 5, on aura alors
(avec les mémes notations) :

(2.16)  log|Py(z1, ..., 5,) | Z Mlog| P, |, O, 1]+ aMm(a)|Z|* (ZeCr).
Rappelons que m(a) ne dépend que de « et du nombre des dimensions de

I'espace. Par hypothése, les P, convergent uniformément dans la boule
fermée B(O, 1) vers une fonction non identiquement nulle, done

sup Aflog| P, |, O, 1] = w, <+ .
q
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D’ou, d’apres (2.16) :
(2.17) log| Py(sis ovvy 3)) | Z 0+ aMm(a) | 7> (=1, 2,...).

La suite |P,| est ainsi bornée uniformément sur tout compact de Cr. Elle
forme une famille normale, et puisque, il ya convergence uniforme dans B(O, 1),
on en déduit la convergence uniforme sur tout compact de C”. La limite sera
une fonction entiére f(z,, ..., 5,) non identiquement nulle vérifiant (2.17).
Donc entiére d’ordre « au plus.

La derniére partie du théoréme se démontre comme suit. Puisque les
polynomes P,(z,, ..., 5,) appartiennent a la classe F,, avec ¢(P,)=aM, il n’y
aura, d’aprés la proposition 6, aucun zéro de P (z,, ..., z,) dans la boule de
centre O et de rayon

A \A?P;? L
6—_—<1—|— > . [«aM] =
2p — 2 T

Soit R >0 un nombre donné arbitrairement grand. La convergence uniforme
de P,(z,...,3,) vers f(z,,...,z,) == o, dans la boule fermée B(O, R), entraine
diflog|f], O, ¢

dlogt
convergence sera uniforme pour o < ¢,< t<R,< R ([17], théoréme 6). Ceci
dit, la fonction f(z,, ..., z,) qui est d’ordre « et dont le v(7) vérifie (2.15),
sera de la classe F,, avec ¢(f)=aM. Donec f(z,,...,5,) n'a pas de zéro
dans B(O, 7). La convergence uniforme de v,(¢) vers v(z) dans ¢ =¢t<_R,,

entraine que
R, R,
vy (4) v(1)
f 'lITlll—) R Ji dt (//——)‘FOO),
] o

a(+#‘_—2)”] (p=2).

/

la convergence de v,(t) vers v(z)= s et 'on sait que cette

et comme l'on a

.

ap— 2+ a f"“v(l)('[[/;/ (Z.u,,(l)éM

971 ¢ 1+0 2p—24%
2] ) 14 “Pt

on obtient

wf“w(l)d/4l\1.

2ap — 2 (e

M étant une constante, R et R, quelconques, on aura

f dp(t) :2]?—~2+af+”v(t)4M‘
(2p—2+o 2P — 2 5 A

cP

D’ou le théoréme.

Un théoréme de Jenzsch-Lindwart [ 24] énonce que dans le plan C', si une
suite de polynomes P,(z)[P,(0O)=1] converge uniformément dans le cercle

n

., . , . 1 .
unité, et si les zéros a, , de P,(3) satisfont 2 T ~M, ou z et M sont deux
: ", p
p=1
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nombres positifs fixes, alors P,(z) converge uniformément localement dans
tout le plan vers une fonction entiére de genre inférieur ou égal a la partie
entiére de «. Le théoréme 6 étend ainsi & p>~o variables complexes ce
théoréme dans le cas « < 1.

4. INTRODUISONS LA NOTION SUIVANTE :

DermnitioN 2. — Un ensemble E de points de C sera dit négligeable par rapport
aux suites de polynomes ou P-négligeable, si pour toute partic compacte K
de E, on peut trouver au moins une suite de polynomes P, (z,, ..., z,) de degré

G < q2 oo . @< oo oy Q>+, telle que :
a. [Py, (51, o0y 5,) | =M, ZeK (n=1,2,...),

ot M est une constante indépendante de q, et de 7.

b. lim sup - log| Py (51, ..oy 5p) | =+ (Ze Cr — K), presque partout.
Gn>+o q’l .
La définition est indépendante de M, elle entraine que tout ensemble contenu
dans un ensemble P-négligeable est P-négligeable.

Toute transformation linéaire quelconque, de déterminant non nul :

(2.[8) S]:Z?—FE tl]c/ (Iélé[)’ Ié/é]))

transforme un ensemble P-négligeable en un ensemble P-négligeable. En
particulier tout ensemble obtenu par déplacement ou homothétie d’un
ensemble P-négligeable est P-négligeable.

En effet, si K est une partie compacte d’un ensemble P-négligeable
et P, (3, ..., 3,), une suite de polynomes vérifiant les conditions (a) et (b)

de la définition 2 par rapport a K, les polynomes Pqn[zj—l—Et"jCj], vérifierons
sur la transformée K* de K par (2.18), la condition (@), et comme un ensemble

de mesure nulle est transformé par (2.18), en un ensemble de mesure nulle,
on aura presque partout hors de K*:

lim sup —log [P, | 5%+ t . ==+ oo,
(In—>+<v? qn & /"[ 4 Ez /C/J
Exemple. — Dans C?, si W(z,...,5,) est un polynome de degré s,
I'ensemble W(z,,...,3,)=0, est P-négligeable. Car les polynomes [nW (Z) 41",
n=rt, 2, ...sontde degré q,= ns, bornés par 1 sur toutes parties compactes

de W (Z)=o, et I'on a hors de I'’ensemble W (Z) =o,

lim supilog | nW(Z) 4+ 1]"=lim supE log| nWy(Z) +1|=+c0.
In>+o Gn Nt S

En particulier, 'ensemble z;= o, est P-négligeable.
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TutoriMe 7. — Toute partiec compacte d'un ensemble P-négligeable est de
capacité nulle dans R*".

Pour I'établir, rappelons tout d’abord que si V,(Z) est une suite de fonctions
plurisousharmoniques (resp. sousharmoniques) bornée supérieurement unifor-

mément sur tout compact d'un domaine D, et si V(Z)=IlimsupV,(Z), la
n>-+4x

régularisée supérieure V*(Z) de V(Z), égale en chaque point au maximum
de Baire (*) de V(Z) est plurisousharmonique (resp. sousharmonique) [15] et
I'ona:

. V*(7.) :Iim[lim sup 2 (V,, Z, l0)];
o0 n>-+» .
b,. V(Z) = V*(Z) partout et V(1) =V (7),

sauf sur ensemble de capacité nulle, ([11][14]).

Ceci étant rappelé, soit K un compact P-négligeable. P, (=, ..., z,) une
suite de polynomes vérifiant les conditions (a) et (b) de la définition 2, par
rapport a K. Posons

U(Z)y=U(s, ..., 5,) = limsup —l-log[ P, (=1, ...y 5,) ]

Yn—>—+» qn

Par hypothése, hors de C»— K, U(Z) =+, presque partout. Supposons
qu'on ait U(O) =+, comme on a
log| 2, (0)| 3| -log| Py, (2] O, 1] =,
qn qn
on aura

(2.19) lim sup ,, = -+ .
Tu>+o

Utilisons I'inégalité (2.4) du théoréme 4. Comme on a remarqué, (2.4) est
valable pour les polynomes avec « =o, et ¢(f) égal au degré du polynome f':

(2.20)

Zlogp|+2L—11z) (ZeCr),

P

I r
!1[%10glpqnl7 Z, P] — Oy,

pr==max (g, 1).

Pour tout p > o0, on a, d’aprés (2.19) et (2.20),

V,(Z) =lim sup -

v

1 .1
4 [— log| Py,
In>t+s D Ln

lim Vo(Z) =1.
>0

A p]zl,
(2.21) -

(¢) Le maximum de Baire d’une fonction f au point M s’obtient comme suit : On considére une
suite w4y Cwy, 7 =1, 2, ..., de voisinage de M qui tend vers M, quand n ->-o. Le maximum
de Baire de f au point M est égal a inf [ sup f(x)].

n

TEW,
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D’autre part, (2.20) et I'inégalité
1 T
—log|P, (Z)| <=2 | —log|P,. |, 7,1 |.
o gl Py ()= o gl Py ls 7,

montrent que les fonctions

Vo (2) =

1

log | P, (Z)],

qn wr/

n

sont bornées supérieurement uniformément sur tout compact de C” a partir
de q,, assez grand pour que w, >1, ¢, >¢q,. D’aprés (a,) et (2.21), on a alors

V*(Z) = régsup [lim sup V,,”(Z)] =lim V,(Z) =1 (Z.eCr).
oo

In>+n

D’aprés (b,), on aura seulement sur un ensemble de capacité nulle dans R*7,

limsup V, (Z) <1.
In>+
Comme cette inégalité est vérifiée sur K, il en résulte que K est de capacité
nulle.
Remarque. — Le théoréme 7 montre alors qu'on peut exiger que (b) soit
vérifié presque partout dans C”.
Remarque. — Un ensemble de capacit¢ nulle dans R*’(p >1) n’est pas
nécessairement P-négligeable dans C?, comme nous montre I'énoncé suivant :

Proposition 7. — Un ouvert w de R» plongé dans Cr n'est jamais
P-négligeable (7).

Supposons que o contient le cube |x;|Zh, j=1,2, ..., p. SiP,(5,...,3,)
est un polynome de degré ¢ par rapport 4 'ensemble des variables, de degré ¢;

par rapport au polynome distingué en z,, et borné en module par M dans le
cube |z;| Zh(j=1, 2, ..., p), on aura, d’aprés un théoréme de S. Bernstein (*),

[Py (21, O) | =M A

%+ Z%—/I}l’h

5€C, {=(5, ..., 5,) lixé, s,=ua, |x|LAh, k=2, 3,..., p. Done, en
répétant p fois I'application de ce théoréme, on trouvera la majoration

p

logM e . ; 5
;]log|P,,(Z)|é O%] — (]1+q'_; mal// log 4 +2 —q;log’z/—l—\/z;—/ﬁ]

j=1

(7) Cet énoncé est a rapprocher d’un énonceé | 23] de P. Lelong : Un ouvert de R7 plongé dans Cr,
n'est Cr-effilé en aucun de ses points. Un ensemble E de points de C7 est dit Cr-effilé en O sil
existe une fonction V(M) plurisousharmonique dans un domaine D, avec OeD, V(0) 3 —w et
VM) <V(0) —a(a>o0), pour M# 0, MeEnD.

(%) Si un polynome P,(z), J°P,=< n, satisfait sur le segment (— A, + A) de 1'axe réel
A | Pr(z) | £M, on a, quel que soit z€Ct, |P,(z) | =ZMA="(a+ b)", ol a et b sont demi-axes
de Pellipse passant par z et dont les foyers se trouvent aux points de 'axe réel d’abscisses 4 et — A.
On a, en fonclion de 3, @+ b = | 5+ /32— k|,
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quel que soit 5, . .., 5,. Ou encore pour tout Z€ €’ :

ll
Lo logM N
;Ilobll,,(Z)|é-—q—+1}|logh1+2‘loo+

j=1

:/—{"le

La condition (b) sera alors en défaut pour toute suite de polynomes bornés
en modules par M sur . ’

TutoriMe 8. — Soit ¥(s,,...,5,) =£0 une fonction enticre dans Cr. L'ensemble
analytique ¥(z,, . .., 5,) = o, est P-négligeable.

Démontrons tout d’abord :

Lemme 7. — Soit F(z,, ..., 3,) une fonction entiére dans C». Le reste
-
Re(Z)= ), < D A(,.):;'l...zj,f’) LS| =s1beectpy () =515 oy Sp)s
n=N+1 \|s|=n

relatif au développement de ¥ en une série de Taylor, satisfait sur tout compact K
de Cr a
1
lim sup (sup | Ry (Z) |>N: 0.
N>+w» \Zek
1

. - N\ s . _—
En effet, si F :ZAU)Z‘;' ...z, onalimsup|A, | =o.

p? s
© s>+

Le nombre des monomes dans le 2 figurant dans I'expression de Ry(Z), est
|s|l=n

au plus égal 4 (n—+1)” (nombre de permutations avec répétitions de n—+1

lettres p a p). Donc, si |z;| < ¢, et N, assez grand pour qu’on ait (si |s| >N,) :

1
[ A | 191 <e, (|s]+n)p<< plsl, pp <1,
on obtient, si N+1 >N, :

“+»
j o
sup |Ry(Z)|= sup Awai. .. 5
+ “+»
= X e pr=(epp) Tt Y (eop)”
n=N-+1 n=o

=(epp)¥ i (1—epp)".
Donc

AR

(sup [Ba(Z) I)Néspp(epp)ﬁ(l —pp)

lzjl<p

et
1

lim sup (;161'? | Ry (Z) |)N < epp,

N>+

pour p, ¢ donnés, ¢ aussi petit qu'on veut. D’ou le lemme.
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Lemve 8. — Soit F(z,, ..., 5,) £ 0, une fonction enticre dans C. Quel que
soit le compact K pris sur Uensemble analytique ¥ = o, il existe une suite de
polynomes S, (34, ..., 5,), de degré q,— + oo, vérifiant |S, (s, ..., 5,)| <1,
sur K, et

lim supi log| Sy, (51, cvvy 5p) | = (Z.€ Cr — K), presque partout.
In>+w Gn

Supposons I'ensemble des zéros de F non vide (sinon le lemme est évident),
et écrivons F sous la forme

F(s, ..., 35,)=Px(@51, ..., 5p) + Ra(zs oo 0y 355),
ou Ry a la méme signification que dans le lemme 7. Soit K un compact pris sur
I'ensemble analytique F =o. On asur K :
ilgz | Px(z1,y .00y 3p) | :ilelg | Ry (515 ovvy 5p) e

D’apres le lemme 7 :

1
(2.22) lim [sup|l"x(:,,....:.,,)|T:0.
R I
Considérons alors la suite de polynomes de degré n :
Qu(B1y « vy 5p) =(51+... 4+ 5,+ n)" (n=1,2,...).
Sic=sup(|a|+...+]5,]|), on aura
€K
sug] Qn(z1, ooy 5p) | Z(0 4 n)n
=

D’aprés (2.22), il est possible de choisir N=N, en fonction de 2, de maniére
qu’on ait

Q 9 I 1
(2.23) (sllégll)m(zi, ey ) |> "éa+n = -

(32 Qa0 1)’

kd

A partir des polynomes Py, Q,, construisons les polynomes de degré
gn=2nN, :

Sg. (315 v vvy 5p) =[Py, (515 ooy 5p) [P [Qu(51y o vvy 5,) N (n=1,2,...).
On a, d’aprés (2.23),
S Ty o eey B s PN (Bry oeey 5,) T I (51y veey 3)) | TN
SUPISy (2 o 2p) [Z[5up [Pr (31, -0 ) [ [sup | Qu Al

1

R EEEEE b SR

La suite S, (34, ..., 5,) vérifie donc sur K :

(2.24) _ [S7,(51y «vvy 5p) | L1
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Or
. 1
(2.23) ;;log]S,,u(:,, e 5p) |
1 . ]
— 2nNu[nlog1Pl\;”(:.,, ceny 5p) |+ Nylog | Qu(5ry -y 5)) ]
i1 I
= > N;log|PN,.(;1* sy 3/')1_‘_ ;ilog‘Q/l(zh SRR 3//)\1’

et d’apres le choix des polynomes Q,(z,, ..., 3,), on a, sur tout compactde C’:

(2.26) lim ,—lLlogl(\)“(;,, ey 5) | =40
N>+

Démontrons qu’on a

1

lim sup N log| Py, (51, ..., 5,)| =0, presque partout dans C7.
N>+ n
En effet, Py (z, ...,35,) converge uniformément sur tout compact
vers F(z,,...,5,),labornesupérieure de 'ensemble des quantités |Py (s, ..., 5,)|,
lorsque N, prend toutes les valeurs entiéres possibles et que Z=(z,, ..., 3,)

varie dans un compact est bornée. Les fonctions log|Py (34, ..., 5,)|, sont
donc bornées supérieurement uniformément sur tout compact, on a

VH(Z) = régsup[limsupNilog|PNn(z], ceey 5p) ] ]
N n

>t

— lim [lim sup o1 (log| Py, |, Z, p)].

p>0 Np>+ o

Les fonctions continues 4 (log|Py, |, Z, p) pour Zappartenant a un compact K, ,
et 0<a=p b, sont également continues de Z€K,, et o< ap b, la
convergence uniforme (sur tout compact)de Py (5, ..., 5,) vers F(z,, ..., 3,)
entraine la convergence uniforme de A(log|Py |, Z, ¢) vers A(log|F|, Z, o),
pour Z€K,, o< a¢z b. Donc

limsup—I—X(log]PNnL Z,p)=o0 (ZeK,, o<aLpLDb).
Np>+» Nn

K, et & étant quelconques, on aura
V'(Z)=o0 (LeCr).

D’aprés (b,), 'ensemble de points de C# vérifiant

lim sup N‘—log] Py, (315 oovy 5p) | <o
Nu>-+e Nn

sera de capacité nulle dans R*’. Donc, d’aprés (2.25) et (2.26) :

. I
(2.27) lim sup 7 log|S,, (%1, ..., 5))| = -+ presque partout dans Cr.
Gn->+o Gn

D’ou le lemme, d’aprés (2.24) et (2.27).
Le théoréme 8 résulte du lemme 8, puisque K est quelconque sur F = o.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIIL. — Fasc. 2. 17
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CoroLLAIRE 1. — St deux fonctions entiéres ¥, et ¥, prennent les memes valeurs
sur un compact non P-négligeable, elles coincideront partout.

En effet, dans le cas contraire, I'ensemble analytique F, —F,, contiendra un
ensemble compact non P-négligeable, ce qui est impossible (sauf si F,=o,
F,=o) d’apreés le théoréme 8.

CHAPITRE 111.

CLASSE DE FONCTIONS DEPENDANT HARMONIQUEMENT OU SOUSHARMONIQUEMENT
DE DEUX GROUPES DE VARIABLES.

V. = Fonctions doublement sousharmoniques.

1. On se place dans l'espace Rr+7, p>.3, ¢>3, de p—+ g variables
z=(xy, ..., x,), y=(¥1, - y-»¥q). On désigne par D un domaine de R*+7,

Dans ce chapitre, nous allons étendre certaines propriétés des fonctions
plurisousharmoniques a une- classe plus générale de fonctions définies
dans D c R#7. Introduisons tout d’abord ces fonctions.

Dermvition 3. —  Une  fonction V(x, y)=V(&y, ..oy Zpy Y1, «- o5 Yy)»
— oV 4w, VZ—own, sera dite de la classe S, (D), ou D est un domaine
de RP+1, 1 :

a. V est bornée supérieurement sur tout compact KCD.

b. Pour x=wx, fixé, DNE[x=x,] comporte en général plusieurs compo-
santes connexes, sur chacune d’elles la restriction V(x,,y) de V est soit sous-
harmonique de y, soit la constante — .

De méme, pour y =y, fixé, la restriction V(z, y,) de V est sur chaque compo-
sante connexe de DNE|y =y,], soit sousharmonique de x, soit la constante — = .

Remarquons que dans le cas ou p et ¢ sont pairs, les fonctions plurisous-
harmoniques peuvent étre considérées comme de la classe S, ,.(D) de plusieurs
maniéres.

Nous nous proposons tout d’abord d’établir qu’une fonction V de la
classe S, ,(D), et semi-continue supérieurement de l’ensemble des p—+-¢
variables (@, ..., @, ¥1,. .., ¥,). Il en résulterala mesurabilité de V par rapport
a(a, y) c’est-a-dire dans R+, sa sommabilité, et finalement sa sousharmonicité
en (x,y). La démonstration de cette propriété, que nous allons donner, suit
de pres celle donnée par P. Lelong dans le cas des fonctions plurisousharmo-
niques [ 15 ]. Elle sera faite en plusieurs étapes.
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ProposiTion 8. — StV est de la classe S, (D), l’ensemble E[V=—c | ne
conlient aucun ouvert.

Démontrons d’abord :

LemMe 9. — St V est de la classe S, , dans une boule BCRP, Uen-
semble B[V = — |, ne peut contenir une boule B, CB.

En effet, on sait que 'ensemble des infinis d'une fonction sousharmonique
dans un domaine D de R” est de mesure nulle dans R”. Soit M(z', y') un point
de B,. Pour x=ga' fixé, la fonction sousharmonique [ou —a]V(a/, y)
dans BNE[x = a'), vaut — oo, sur I'ouvert B, NE[ x = «'|. Donc elle vaut — =,
sur toute la composante BNE[x==2']. Lorsque le point M(«’, y’) varie
dans B,, les composantes BNE[ 2 = a'], balayent un domaine ACB. On a en
tout point de A, V=—oc. Soit O le centre de la boule B, on peut trouver un
nombre @ > o, tel que pour tout y’,|y’|<a, la composante BNE[y=)"],
coupe A suivant un ouvert non vide. L’ensemble des points M(x, v) de B qui
vérifient | y| < a, sera désigné par A’. On a en tout point de A, V=—o, car
pour y =y, fixé, |y,|<a, la fonction sousharmonique [ou — |V(x, y,)
dans BNE[y =y, ], vaut — oo, sur 'ouvert ANE[ y = y,]5 ©. Si maintenant
P(E, 1) est un point quelconque de B, la composante BNE[x =Z] coupe
nécessairement A’ suivant un ouvert non vide et 'on aura V(%, y)=—o0,
sur BNE[« =£]. On aurait alors V(%, vy) =—oc, en tout point de B contrai-
rement a la définition 3, ce qui établit le lemme.

Considérons un domaine quelconque D et supposons que I'ensemble
E[V=—wx], V&S, ,(D), puisse contenir une boule ouverte B, ¢ D. Il contiendra
alors toute boule ouverte B,CD, qui intersecte B,. Car B, contient une
boule B, €(B, N B.), danslaquelle Vvaut — . Finalement’ensemble E[ V=—]
contiendrait tous les points de D, car deux points quelconques de D appar-
tiennent a la réunion d’'une suite finie de boules portées par D et deux a deux
sécantes.

Ainsi, si I'ensemble des infinis de V&S, ,(D), pouvait contenir un
ouvert w CD, V serait identique 4 — o dans D, contrairement a la définition 3.

Dans la suite B(x, R) désigne la boule de centre z;(j=1, ..., p) et de
rayon R portée par R?, et B(y, R) celle de centre y;(i =1, ..., ¢), et de rayon R
portée par R?. B(x, y, R) désignera la boule de centre (x, y), et de rayon R
portée par R7+,

Proposition 9. — Soit V de la classe S, (D). St B(x,, R) ><B(y,, R)C cD,
alors : ,

a. Pour x €B(x,, R) fixé, la moyenne
1
Wr (7, y0) = o () B*(MMV(J«"’ y)doy—(y),

est identique @ — o , ou bien une fonction de x sommable dans B(x,, R).
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b. L’intégrale itérée

L (2o, yo, B, R) = —

S e (x, v,) do,_ (2
Up—i(l)\)»/n‘*(x,,,m R (5 7o) dop- (2)

est finie et tend (quand R — o, R'— 0) vers une limite V*(x,, y,) qut est semi-
continue supérieurement de 'ensemble des variables (x,, y,)€D, et est la plus
petite majorante semi-continue supérieurement (régularisée supérieure de V).

Nous dirons quune fonction f définie dans un domaine D est sommable si
elle est mesurable, et si I'intégrale de Lebesgue de f sur tout compact de D a
une valeur finie; il en est alors ainsi de | f]; f sera dite encore sommable au
sens large si elle est mesurable, bornée supérieurement, mais avec une inté-
grale pouvant avoir la valeur —oc.

Ceci dit, rappelons qu'une fonction u est dite quasi-sousharmonique, si elle
est égale 4 une fonction sousharmonique «*, sauf sur un ensemble de capacité
extérieure nulle (*) ou 'on a u < w* [11]. La partie (@) résulte d’'une propriété
des familles de fonctions sousharmoniques bornées supérieurement quand ces
fonctions dépendent d’un parameétre réel dont elles sont des fonctions semi-
continues supérieurement (le paramétre est ici y) [ 15]. D’apreés cette propriété,
U (@, y,) est une fonction quasi-sousharmonique de xe&B(x,, R), donc
sommable, ou identique & —oc. En tout cas Wy, (, y,) est sommable au sens
large et I'on peut considérer I'intégrale itérée L(x,, y,, R, R"). Il est a remarquer
que la fonction V(, y) n’étant pas supposée mesurable dans R7+, on n’affirme
pas pour le moment I'existence de I'intégrale double correspondante.

La partie (b) se démontre grace au lemme suivant :

Lemme 10. — S V<o, est de la classe S, (D), et st D contient le produit
B(z,, R) < B(y,, R'), alors on aura pour x € B(x,, kR), y €B(y,, kR') (k<1):

(3.1) V’(x,y)é(l(l_k)2

‘—|——/{>/""EL(£0’ Yoy R, R,) (‘R>O7 R/> 0).

Supposons y =y, fixé, comme V(x, y,) est sousharmonique de z [ ou — o |
dans B(x,, R), 'intégrale de Poisson donne
) 1—k
(1+K)=ta, 1 (R)

Vi, y) = N(5p)doy () [2€B (2o, kR).y €B (30, kR)].

B* (o, R)

Majorons sous le signe de 'intégrale, la fonction V(z, y) pour z =% € B*(x,, R)
fixé, et en la considérant comme une fonction sousharmonique [ ou — o | de y.
En opérant de la méme facon, on obtient

. (1— k) [ : :
\/ 'y - P 7 dO' n—1 (2 V o ] d _
(= y)——(I+/~‘)p+’/—‘6/:—1(}{)0'r/71(l{)./ B* (g, R) ! = B* (3, RY) . ) 7 1)

1— A)? ,
- (T&Tlv—ﬁ(-ru, Yo By R [r€B (g, LR), yeB(yy, AR)].

(*) Un ensemble B est dit de capacité extérieure nulle, s’il existe un ouverl de capacité arbitraire-
ment petit contenant E.
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Ce lemme étant établi, revenons a la partie (b) de la proposition 9. Comme V
est bornée supérieurement sur tout compact de D, on peut supposer qu’elle est
négative. Le lemme 10 montre que si L(x,, y,, R, R’)=—ow, on aura
V(z, y)=—wx, dans B(x,, kR)><B(y,, kR"). L’ensemble des infinis de V
contiendra un ouvert contrairement a la proposition 8. Donc, L(z,, y,, R, R’)
est finie pour R >0, R">o.

Supposons toujours V< o, et démontrons que la limite de L(x,, y,, R, R')
existe quand R — o, R"— o, et que cette limite est une fonction semi-continue
supérieurement de (x,, y,). Soit V*(x,, y,) la régularisée supérieure de V,
c¢’est-a-dire la fonction qui en chaque point (x, y)€D, est égale au maximum
de Baire (°) de V au point (z, y). V*(«, y) est semi-continue supérieurement.
Montrons qu’en chaque point (x,, y,), on a

lim L, ¥, R, R') = V* (2, ¥,).
R>0, R">0
En effet, 4 chaque ¢ > o, quelconque correspond un voisinage » de (2, v,)
tel que
V(z, y) LV (20, yo) + ¢ [(z,y)€ncD].

Si B(@, p) < B(yy, $)C Cw, on aura
L(@y, yo, 05 0') = V' (20, 30) + <.
Done
(3.2) lim SUPOL(J'm Yoy 05 01) Z V(@0 y0)

00, '
puisque € > o, est arbitraire.
D’aprés (3.1), ona

(1— k)

V(z, y) < G+ Ry

L(xo, Yo, 0 P’) [xEB(xOv kP)» }’GB (}’Oa kP’)]'
Donc

— k)2
Vi (o, yo) £ (I(_il_—k)p%;,?gld(xo» Yo, 05 0').

Faisons tendre £, ¢, ¢/ vers zéro, on obtient :

(3.3) V*(zy, o) =< lminf L(z, y,, 0, o).
>0, p'>0

En comparant (3.2) a (3.3), on a la conclusion voulue

V*(x% )/0) - (—)!)h{l)l’-)OL(xo, Yo, P) Pl)v

ce qui achéve la démonstration de la proposition 9.

Proposition 10. — Une fonction V de la classe S, (D), est semi-continue supé-
rieurement de l’ensemble des p + q variables (xy, ..., xp, yi, .., ¥y)-
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D’aprés la proposition 9, il suffit de montrer qu’on a en tout point (x,, y,) €D :

lim  L(=, yo, R, R') =V (2, Yo),
R>0, R">0

cette propriété résultera d'un théoréme classique de Lebesgue : si une
fonction f,(x) dépendant d’un paramétre ¢, o < z¢,, est sommable dans un
domaine borné et fermé D de R, quel que soit 7, et si f,(x) tend en décrois-
sant (*°) vers une fonction f(), quand ¢z décroit vers zéro, alors on a

tim [ f,(2) de = ﬁf(:c) dz si f(x) est sommable,
t>0Jp .
—© dans le cas contraire.

Pour la démonstration de la proposition 10, choisissons R, assez petit pour
que D contienne A =B(x,, R,) < B(y,, Ry), et supposons encore V<o, au
voisinage de A, quitte a retrancher une constante a V.

L’intégrale itérée

) do,_i(z) ,
3. Lm,y,H.R’:——~I—,f Lp12 %) V(x, y)do,_(y),
( 4) ( 0y SO : ) O']J—i(R> B* (7, R) O'r]—1 (P\) B* (1o, RY) (T y) ’ 1<))
a une valeur finie pour o <R ZR,, o <R'ZR, (proposition 9)).

Sapposons tout d’abord V(x, y,) non identiquement — o, au voisinage

de z =wx,; V(x, y,) est alors une fonction sousharmonique de x€B(x,, R,).

et la fonction
1

) = 5w
7 B

V(z, y)do, () — V(z, 3)  (0<<R LR,
* (v, RY)
sera définie dans B (x,, R,), sauf pour les points x appartenant a I'ensemble de
capacité nulle (dans R”) :
e:E[V(x’ o) :’_Oo]nB(‘”Ov Ry).

Hors de e, 0, () est positive et tend en décroissant vers zéro quand R'<R,,
décroit vers zéro. Par conséquent d’aprés le théoréeme de Lebesgue, I'intégrale
L

ap—1(R) B* (2, R)

'
g, (R)

(3.5) Tw (x) da,_s (x) = L(xy, yo, R, R))

V(z, yo)do,.(x)

B* (o, R)

(qui a un sens dans le cas considéré), tend vers zéro avec R, et ceci quel que
soit o <R < R,. Distinguons alors deux cas possibles :

1° V(@y, y9) >—®,0na

(3:6) L(o, yo, B, R) = V(o o) = ——= e () dop ()
UP—1 ( ) B* (x, R)

1
-t m V(z, yo)do, s (2) — V(zo, o).

B* (o, R)

(19) La décroissance sera prise au sens large (constance incluse).
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Soit € > o0, un nombre donné arbitrairement petit. On peut choisir pour R
une valeur ¢, telle que

I

—_— V 3 d — '_V ) <i
a.p_‘(P)\/l;*(xo,p) (zy o) dop— (@) (@os ¥0) 2

(car cette différence tend vers zéro avec p). Puis choisissons pour R’ une

valeur ¢/, telle que
1 ~ g
—_— 0, () dop_ < -3
opa(p) B (a0, ) () dop-s(2) 2’
on aura alors d’aprés (3.6), et du fait que L(,, y,, R, R’) est croissante de R
et R :
0 < L(x07 )’07 R7 RI) - V(x07 )/0) < €5

pour R <o, R"<¢'. D’ou la proposition dans ce cas.

2° Si V(&,, yo)=—oc. L’intégrale figurant dans le premier membre
de (3.5), tend toujours vers zéro avec R’ quel que soit o <R <R,. L'intégrale
figurant au second membre de (3.5), tend vers — e (pour R — 0), etl’on peut
choisir pour R une valeur ¢ de maniére que cette derniére intégrale soit infé-
rieure &4 — N, ou N est un nombre positif arbitraire. Puis choisissons R’= ¢’ tel
que, le premier membre de (3.5), soit inférieur 4 1. On aura donc

L(xOv Yoy Ra R/) <— N—|—I,
pour R <p, R'<¢'. D’ou la proposition dans le cas étudié.

3° Supposons maintenant que V(x,y,)soitidentique 4 —o, pour z € B(x,, R,),

on aura encore V(x,, y,) = —w. La fonction
I |
Wy (2) = ———— V(z, ) dog_i(y R'<R,),
v (2) () (2, y)dog—i(y) (o <R <R
n’est pas identique & — oo, dans B(,, R,)[sinon on aura L(x,, y,, R, R’) =— oo,

R>o0, R">o0] elle est non décroissante, lorsque R’ croit vers zéro, et 'on a

lim ¥y, () =— o0, x €B(xy, Ry).
R'>0

Choisissons pour R une valeur fixe ¢ < R,, et considérons la moyenne

! —_— 1 )
L (@0, 7o, 0, K) = Tp—1(0) Jie p)%,(w) ()

Comme on vient de le remarquer, Wy, (x) tend en décroissant vers — oo, en
tout point de B(x,, R,) (quand R’ décroit vers zéro). Le théoréme de Lebesgue
rappelé plus haut s’applique et donne

]{,igol‘(xoa Yo, Py R) =—o0,
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on peut done choisir R'=1¢’, tel que

L(zo, y0, p, B') <—N,
ce qui donne :
L(xy, y0, Ry, R) <—N pour R<To, R'<p.

N étant quelconque, on obtient finalement

lim  L(zy, yo, R, B) =—oc.
R>0, R">0
V(x,y) est donc en tout point (x,y)€D, la limite de L(x,y, R, R').
D’aprés la proposition 9 elle sera semi-continue supérieurement.
On en déduit la mesurabilité de V dans R+, L’intégrale itérée L(x,, v,, R, R')
est alors une intégrale double, et 'on peut intervertir 'ordre de l'intégration.

Proeositiox 11. — S¢' 'V est de la classe S, (D), la moyenne portant sur les
volumes :

s 1 .
A(xo, yo, R, R') = 7, (R) 7, (R) fB(xo,R)xB(yo,R'}V (2, y) dr)(x) dey(y)

est finie pour R > o0, R'"™> o, quel que soit (z,, y,)€D.

En effet, V(«, y) étant mesurable dans R#+ et bornée supérieurement sur
tout compact de D, sera sommable au sens large. Comme la moyenne spatiale
d’une fonction sousharmonique dans une boule est au moins égale a la valeur
prise par cette fonction au centre dela boule, on aura en calculant A (x,, y,, R, R")
comme une intégrale itérée : A(x,, yo, R, R)>xV(x,, y,). Si A(x,, y,, R, 'R)
n’est pas finie, il existera un ensemble mesurable v de diamétre arbitrairement
petit tel que

fV(x,y) dr,(x) drg(y) =— .

Alors en tout point (2, y,) centre d'un produit de boules contenant v, on
aura V(@,,y,)=—oo, car la moyenne correspondante sera —o. On en
déduirait que V(x, y) = — oo, surun ouvertde D contrairement a la proposition 8.

TutoriME 9. — Une fonction V de la classe S, (D), est une fonction soushar-
monique dans D de U'ensemble des variables (x,, ..., x,, yi, ..., y,)€D.

D’aprés les propositions 10 et 11, V est sommable, semi-continue supérieu-
rement dans D. Il suffit pour établir le théoréme de montrer qu’en tout point
(@4, y0) €D, V(x,, y,) est au plus égale 4 sa moyenne spatiale sur toute boule
B(z, yo, R)C €D. Pour commodité d’écriture, supposons x,=o, y,=o.
Soit 6 =(0,, ..., 0,.,) un vecteur unitaire de R?, défini a I'aide des para-

0]~

P
métres 0,, ..., 0, ,, qui avec r=<2x/> , définissent les coordonnées sphé-

j=1
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riques du point x€R’. ¢, o=(g,, ..., 9, ,) les coordonnées analogues du
point y€R?. Un point de R#+ est alors défini par les coordonnées r, o, 0, o.
La boule B(o, o, R)C R, sera définie par r*—+- >~ R*. Avec les nouvelles
coordonnées I'élément de volume dans R7*7, a une expression de la forme (**)

dtpq=rr= 0™ A(0)B(o)drdpdh,...db, ,dy, ... do, .

Par conséquent :

f V(r, 0,0, 9)drq
(B, 0,0,R)

ﬂ dr dpfr/’—' A(0)do,... d()p_1fV(r, 0, 0, 0)p" 1 B(¢) do,...dy,.
w242 ZR2 0 o

La derniére intégrale n’est autre que la moyenne de V sur la frontiére de la
boule B(o, o) CR? au facteur 5,_, (¢) prés. L’intégrale portant sur 0 est égale au
facteur 5, ,(r)s,,(p) prés a 'intégrale itérée L(o, o, r, ¢), définie précédem-
ment. On a donc, en remarquant que L (o, o, 7, 6)>V(0, 0):

r24 12 ZR2

f V(r,p, 0, 0)dr, gV (o, 0) o)1 (r) o, (p) drdo=7,.,(R)V (o, 0)
{B0,0,R)

[)+¢(R) est rappelons-le volume de la boule B(o, o, R]. Finalement on a:

V(o, 0) < V(r, P, 0, Q) dt,

I
TF""/(R) (B0,0,R)

ce qui établit le théoréme.

DeriNiTION 4. — Une fonction V(&y, o« .y X4y Y1y -+, Yy) Sera dite de la classe
H. ,(D) ot D est un domaine de RP+1, si :

VeSs,,, (D), —VeS,,, (D).
Du théoréme 9 résulte:

CoRroLLAIRE 2. — Une fonction de la classe H, (D) est harmonique de l'ensemble
des p + q variables (x, y)€D.

En effet, V et — V seront alors sousharmoniques en (x, y) dans D, d’aprés le
théoréme 9.

2. Nous obtiendrons maintenant une seconde définition de la classe S, ,(D).
La définition B des fonctions plurisousharmoniques (voir les préliminaires)
nous suggeére, en effet, d’obtenir un résultat analogue pour les fonctions de la
classe S, (D).

(11) Rappelons que
1= rco8b;...co80, 1, xj=rcosb;...cos0,_;sinb,_,; 4 [(1 <Jj<p), xp=rsinl,).
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIIL. — Fasc. 2. 18
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Auparavant, démontrons I'énoncé suivant, analogue a un énoncé concernant
les fonctions plurisousharmoniques [23].

ProposiTioN 12. — Pour qu'une fonction V soit de la classe S, (D) il faut et il
suffit que V soit sousharmonique dans D CR”™ par rapport a Uensemble des
variables (x, y), et demeure apres toute transformation

(3.7) T: z=ax)+ha/, y=y5+py; (AZ o, p.20)

une fonction ¢,,,(x,, y;)= V(& + rzx;, ¥} 4+ y;), sousharmonique des p 4 q
variables (x', y') dans T4 (D).

Les conditions suffisantes. — Montrons que si V(x, y) est sousharmonique
en (x, y) et reste sousharmonique en (&', y') aprés toute substitution (3.7),
elle est de la classe S, ,.(D). Supposons tout d’abord V dérivable, et calculons
le laplacien de ¢, ,(,, ¥;) qui sera par hypothése positif.

Aoy @rp(@, y;) =18V +p2A Vo [(2,y)€D].
soit .= Ak, on a
WALV — p2 AV = — R2A2A, V.

Donc

(3.8) AV — kA YV [(z, y)eD].

Comme A,V est bornée sur tout compact KD, (3.8) donnera, si |k| - o,
A.V>o0 [(x, y)€D].

V est alors sousharmonique de 2 pour y fixé. De la méme facon, on voit qu’elle
est sousharmonique de y pour z fixé. Finalement, V est de la classe S, ,(D).
D’ou la proposition dans le cas ou V est dérivable,

Remarquons pour la suite que si V,(x, y) estune fonction de la classe S, (D),
dépendant d’un paramétre z, 0 < t 1, etsi V,(x, v) est non croissante lorsque ¢
décroitvers zéro, alors lafonction V(x, y) =limV (z, y) serade laclasse S, ,(D),

(>0

ou identique 4 — oo (car la limite d’une suite décroissante de fonctions soushar-
moniques est de méme nature ou la constante — oo .

Revenons a la démonstration de la proposition 12. Si V n’est pas déri-
vable, on formera le produit de composition de V avec le noyau régularisant
a(Zyy ooy Tpy Viy -+ o, Yy défini dans R77, de la maniére suivante :

Soit o, (@, ..., Zp, Y1, - .-, ¥,), fonction indéfiniment dérivable et ayant
comme support la boule B(o, o, 1)CR”*7. On suppose que « ne dépend que de

/P q
. S S,
la distance r—_—\/ N4+ ¥y, et
1 1

jaj(x“ ey Ty Yy ey V) ATpng (2, ) = 1;
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on pose

&€y Lp Y1 g _
az,.(;vi, coes Tpy Vi ...,y(/):m <—r~7°°'a —,{—777'“))7/ r—{p+q)

. a comme support la boule B (o, o, r), et vérifie:

faz,a(;ﬁ7 coey Zpy Viy eeey V) ATpag(2y y) =1.
La fonction :

Q. (z,y)=V(x, y)*dr:f\?(x‘i—l— ru, yi+re;) a(u, ) de,g(u, v),

sera sousharmonique de (2, v), etindéfiniment dérivable (*?). Il en est de méme
de la fonction

O, () + D, yi+py;) = [V(x,“ + ha) 4 ruy o4 pny i reg) o (uy 0) drag (uy 0).

Donc, d’aprés la premiére partie de la démonstration ®,(z, v) sera de la classe
Sey (D). ®,.(2,y), tend en décroissant (» | o) vers V(z, y). V étant non identi-
quement — oo, sera de la classe S, (D), d’aprés la remarque faite plus haut.

Les conditions sont nécessaires. — En effet, on a vu (Théoréme 9) qu'une fonc-
tion de la classe S, ,(D) est sousharmonique en (2, y). D'autre part, si u(x) est
une fonction sousharmonique, u(x]+ 72,)=u,(2’) sera sousharmonique
en 2'(h5£0); par conséquent ¢, (2, y;) sera encore de la classe S, .(D),
donc encore une fonction sousharmonique en (z;, y,) (théoréme 9).

TutoreMe 10. — Les conditions suivantes sont nécessaires et suffisantes pour qu’une
Sonction V(xy, ..., 2y, .., ¥y), —0 LV 4o, sottdelaclasseS, (D) ;

a. V sommable sur tout compact KCD;

b. Les distributions **

r 2
A‘1>V _= . B—E 3 A A d.}/j
i=1 Jj=1
sont positives dans D.
c. En tout point P€D, on a V(P)=V,(P), oi V,,(P) est le maximum en
mesure de V au point P.

(12) On sait que si V() est sousharmonique, le produit de composition V (z)%a,-(x), est soushar-
monique (car «, est positive), et tend en décroissant vers V(). Cette derniére propriété résulte de
égalité :

1
V(2)kor(2) =fV(.ri+ rur) an (ug) dvy () = r,,(x)f LV, &, rt) 4(t) tr= dt,
0
ou L, est la moyenne de V sur la frontiere de la boule B(x, rt), et {(¢) = «4; ¢ étant la distance

de (u) = (u;) a l'origine.
(13) Les distributions seront prises au sens de Schwartz [25].
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Les conditions sont suffisantes. — Car (b) entraine que la distribution
AV=A,V 4 AV, soit positive dans D. Cette condition avec (a) et (¢) assurent
comme on sait [13] la sousharmonicité de V par rapport a I'ensemble des
variables (, y). Or V demeure sousharmonique en («/, y') apres la transfor-
mation T définie dans (3.7); sa transformée vérifie en effet encore les condi-
tions (a) et (¢), et les distributions :

A (TV) =2A,V,  Au(TV)=p2A,V,
Awyr (TV) = 12 A,V + p2A,V,

sont encore positives dans D. Alors la proposition 12 nous permet d’affirmer
que V appartient a S, (D).

Les conditions sont nécessaires. — En effet, soit V€S, ,(D) et V deux fois
différentiables, on a nécessairement A, V>0, A, V>x 0. Si V n’est pas dérivable,
nous considérons le produit de composition

Vxo,(z, y) =V, (x, y) €Sy, (D).

on a, si /> o, est indéfiniment dérivable a support compact dans D :
(AV) (f) :f Viz, y)Auf (2, y)drpy(x, y) = ll;!(l)f Vo(z, ) Ba f (2, y) dtpeq (2, ¥),

cette derniére limite est positive, car V,.(z, v) est de la classe S, (D) et déri-
vable, de sorte quon a:

fV,-(x, V)AL f(x, y) depy (2, ¥,) :fo.V,»(x, YY) (2, ) drpg(z, y) 0.

Donc (A, V)(f)>o0. Deméme, ona (A, V)(f)>o.
Le théoréme est donc établi.

VI. Prolongement des fonctions de la classe I, (D).

3. Proposimion 13. — Soit V(x, y)=V(2y, ..., Xy, ¥4, ..., y,) une fonction
définie dans le domaine D =D ,><D,(D,CR,, D, CR,) et vérifiant les conditions
sutvantes

a. Pour y fixé, V(x, y) est harmonique de x €D, ;
b. Pour x fixé, V(x, y) est harmonique de y €D,.

Dans ces conditions, a chaque compact KCD,., correspond un ouvert w CD,, tel
que | V(x, y)| soit bornée sur K >< w. En particulier, da tout domaine D, d’adhé-
rence, compact dans D, correspond un ouvert w CD,, tel que V(x, y) est de la
classe H,,,, dans D, >< w.

La fonction | V(x, )| est une fonction séparément continue par rapport a
chaque groupe de variables, la fonction M(y)=sup|V(x, y)| (ou K est un
x €K
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compactde D), est finie pour chaque y €D, fixé ; comme M(y) est semi-continue
inférieurement, il existera un ouvert w €D, (qui dépend de K) tel que | V(z, y)|,
soit uniformément bornée dans K >< & (**). V(&, y) vérifie alors dans K >< w les
conditions de la définition 4, elle est donc de la classe H, (K >< ), et d’aprés
le corollaire 2 harmonique de I'ensemble des variables (z, y) €K >< w.

Désignons par o I'origine des coordonnées de R7.

Proposition 14. — Soit V une fonction vérifiant les conditions (a) et (b) de la
propostition 13, dans un domaine dela forme D, ><B(o, ¢) (D. CR?); et p un vecteur
unité porté par oy. S'il existe un nombre ¢, < ¢, tel que V(z, y) sout de la classe
H, , dans D, ><B(o, ¢.), alors chaque terme de la série

—+ %

(3.8) V(@ y) =P A ¢)

8S=0

yIie dyli<o),

obtenu en développant V (x, y) (pour x €D, fix€), en une série de polynomes homo-
génes des y;, est de la classe U, ,[D,>< B(o, ¢)], donc harmonique de l'ensemble des
variables (x, y) dans D, ><B(o, 2).

La proposition résultera du lemme suivant :

Lemme 11. — Les coefficients A(x, @) figurant dans (3.8), sont pour chaque
s et ¢ fixés, harmoniques de x €D,. Pour chaques, |A(x, 9)|est bornée sur tout
compact de D, uniformément par rapport a ¢ et a x.

En effet, le développement (3.8), s'obtient grace a 'intégrale de Poisson sur

la frontiere de la boule B(o, ¢")CB(o, ¢); ¢’ pouvant étre aussi voisin qu’on
voudra de ¢. On a

I
V(x,y>:%_1(,)f(

i%’ $€DJrﬁ 0—_— 0_;7 Z)'

T — u?

7 Vi, 0'd) o,y (3),
(3-9) 1— 21080 + u?)*

u =

A partir de (3.9) et du développement (uniformément convergente en 0 tant

“+»

_q
que u<1): (1—aucosl+4u®) *=1 —|—qucos@+2P§“(cosO)u‘, on trouve

§=2

(**) Nous utilisons ici la forme suivante de Baire (Bourbaki [7]). Dans certains espace E (dits de
Baire) et en particulier dans I'espace métrique, on a le théoréme suivant: soit fy (1) une famille de
Jonctions numériques semi-continues inférieurement dans E, telle qu'en tout point y €E, sup fu(y)

a

soit finte. Alors tout ensemble ouvert non vide contient un sous-ensemble ouvert non vide dans
lequel f, (r) est uniformément borné.
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I'expression du coeflicient A (x, ¢):
G (DA, (2) = f Vi, o @) da,(a0),
Gyt ()AL (2, 0) = gf\u o' @) cosl) da,_, (),
Gyt (1A, (2, @):pi’*' j V(, o B[P (cos0) — PO, (cosh) | doyy (7)) (s22).

Remarquons que A (x, ¢) est indépendante de o’ < ¢ | celarésulte de 'unicité
du développement (3.8), pour x fixé|. Donc, si I'on choisit ¢/=¢; <z,
Ay(x, v) (pour o fixé) sera harmonique en x€D,. En effet, V(z, y) est (par
hypothése) de la classe H, ,[D,><B(o, ¢,)|, donc harmonique de I"ensemble
des variables (z, y)€D, > B(o, z,) (corollaire 2). L’intégrale donnant A,(z, )
sera continue en x, et elle satisfait a la condition de la moyenne ; car pour toute
boule B(«, R) portée par D,, la moyenne de A (x, ¢)sur B*(x, R), s’obtient
en remplacant la fonction V(. o' a) figurant dans expression de A,(x, o), par
sa moyenne (9’ a fixé) sur B* (2, R), et comme V(x, o’ Z) est harmonique en x
(pour ¢/ a fixé) il en résulte Uharmonicité de A, (2, o) par rapport a 2(o fixé).
D’autre part| A (x, 2)| est pour chaque s, uniformément bornée sur tout compact
KcD,. Car|V(z, y)|est bornée dans K ><B(o, z,), et |P,”(cos0)—P\”, (cos0)|est
majorée par |P\"'(1)|+|P.”, (1)|(voir les préliminaires). La fonction A, (x, @) |y |
seradonc bornée en module sur tout compact contenu dans D, > B(o, ¢ ). Comme
elle est séparément harmonique, elle sera de la classe H, ,.|D,>< B(o, p)| (défi-
nition 4). D’ou la proposition.

4. Soit W un ensemble de points du domaine D =D, ><D,, D, cR”, D, CR".
Nous dirons qu'une fonction V(,, ..., z,, v,, ..., y,) de la classe H, ,(D — W),
se prolonge en une fonction de la classe H, (D), s’il existe une fonction

V(a, y)eH, (D), quicoincide avec V dans D — W.

Dans la suite, W sera I’ensemble des points de D =D, > D,, défini par:

W: (yu=o, ..., y,=0)x D, (oe€D,).

Soit V(x, y) une fonction de la classe H, ,(D — W), et E(¢, R) ensemble des

points ¥ de D, vérifiant o <= <|y| < R. Considerons le domaine :
d(e, R) =[Dxx< E(e, R)]cD — W.

On peut représenter la fonction V(z, y) en tant que fonction harmonique

en y a partir de la formule

d

(llt[

vV i ’ / d /
f V(% y) = f [\ (@ 0" g (03 ') = Ry (05 )
E* i

[(2; y) €0 (e R).

(3.10) V(z, )’/) ]da,,_1 ()'/)
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ol k£, est une constante numérique égale a (¢ —2)ag,_,(1) [Rappelons que E* est
la frontiére de E(¢, R), £,(, v') le noyau de la théorie de potentiel newtonien

d
1 _
dans R7 et I,

|v|, sont les coordonnées sphériques du point y, la formule (3.10), va nous
permettre d’obtenir dans D — W, le développement :

la dérivée selon la normale intérieure a E(e, R) I S1o, vy @y

o
. alx )
B.1r) Ak, V(x, y) =c(x) + |)/(]’71 —i—EA,‘(xl, N - TR R B i
s=1
“+»
—%—2]3,‘.(1'1, vy Ty 1y eeny Qq) |y 2 (7 3).

s=1

En effet, utilisons les développements classiques suivants (pour ¢>>.3):

3.12) hy(y,y) = W— —!—EPF\.”"“”(CQSO) |y

s§=1

2—g—sgs si |_}’/| =&, iyl >

+w

b ' I Y plg—2 e a—g—s s
(3.13) A, (y, )= R —l—ZPﬂ.’ )(cosO)R- 7| y |

s=1

w

i =R |y[<R
[0=Tangle (0y, 0v')]. Les séries sont absolument et uniformément conver-
gentes, respectivement pour |y| >¢, et |y|<R. Pour obtenir les développe-
ments analogues pour les dérivées selon la normale a E* du noyau 4,(y, '), il
suffit de dériver les développements ci-dessus respectivement par rapport a e
et R (y fixé). En remarquant qu’il s’agit d’'une dérivée selon la normale inté-
rieure a E(e, R) on obtient :

3

« dht 'y 4 N\ g—2 Qe 8 o S— .
(3.14) “L%T)“):ZSPV U(cosh) [y Promret st [y = |y >,

s=1

; / +o
(3.15) dh”fi),;’ YD) — (/R/—"? +2(s +q—2) Pﬂ-”‘”(cos 0) Ri—=s=1| y |s
.1 ;

s=1

si |y |=R, |y|<R

Les séries convergent uniformément en 0 et absolument

- s q —I—S—g)!
[car | Py ’)(0050)|é((1_(1:3)!—s!].

Décomposons l'intégrale figurant dans (3.10) en deux intégrales étendues
respectivement a B*(o, R)cD,, B*(o, ¢)cD,. La premiére intégrale est inva-
riante quand R croit (en restant inférieure a la distance minimale de o a la fron-
tiere de D,). La seconde intégrale est invariante quand ¢ > o décroit. En sub-
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stituant les séries (3.13), (3.15), dans l'intégrale portant sur B*(o, R), et les
séries (3.12), (3.14) dans celle portant sur B*(o, ¢), nous trouvons (')

¢(x) :f(q —2) V(Jc, RZ) -+ Rdcll{ V(J: Ra) da,_, (a)
a(x) = ——fa’7"‘ dga V(;l?, eZ) doy 4 (Z)
Az, 0) = Rif [R ngV(x, R%) +(s+q—2) V(z, RZ)] PY=2(cos 0 ) da,_, (&)

B.(, 9) = s+ f [sv@, cd) — s v (e, sz>] PU-) (cos ) da, (&)

5. PROPRIETES DES COEFFICIENTS FIGURANT DANS (3.11). — Remarquons que les
dérivées partielles de V(a, y) appartiennent a la classe H, ,(D—W). Par

Vi, y)

dy;
en module; car ¢’est une dérivée d’une fonction harmonique de p + ¢ variables.
D’autre part, elle est harmonique en y comme étant la dérivée d'une fonction
harmonique en y. Pour chacune des séries figurant dans (3.11), la série des
modules est majorée par des séries numériques convergentes lorsque « appar-
tient & un compact K, CD,, et |y| <R fixé <R, (R, étant la distance minimale
de o a la frontiére de D,) ou respectivement |y | >¢, >¢ > o. En effet, soit R,
un nombre compris entre R et R,, et pour x€K,, soit

exemple est tout d’abord harmonique en («, y) et bornée localement

o d
R1 g—ﬁ;V(x, R1a>

¢ (Ry, Ki) = sup
M(R,, K.) ::1;1 V(z, Ria) .
A (2, @) est alors majorée par :
[As(zy @) | = [9(Ry; Ka) + (s + ¢ — 2) M(Ry, Ko) ][ PP (1) [ 04 (

Done, pour |y | << R<R,<R,:

ZIA (@ o) yF= 9By, K)o (x )Z(lﬁ?%%%%)

s=1

I)R\ (‘z.EK.‘C)'

+M(Ry, K)o, (1 )Z ﬁi%?#(—?)

(%) Dans le cas ¢ =2, le noyau |y |>—7 figurant dans (3.11) doit éire remplacé par log —— l I

Pexpression de c(x) est alors :

| f[V<x, RZ)-FRlog;{ v(a, R“)] da(a).
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Les derniéres séries étant convergentes, d’ou la conclusion. Méme raisonnement
pour la deuxiéme série figurant dans (3.11).

Les coefficients A (x, ¢), B,(x, ¢), sont d’autre part pour ¢ fixé, harmo-
niques en z €D, (méme raisonnement que dans le lemme 11). Les coefi-
cients A (z, 9)|y[, Bi(z, o)y > seront finalement de la classe respecti-
vement de H, (D), et de H, ,(D — W). Ainsi :

Une fonction de la classe U, (D — W) se développe selon (3.11). Les séries
Jigurant dans ce déceloppement sont uniformément, absolument convergentes
quand (z, y) appartient & un compact K,><E[e,Z|y|ZR,]JCc €D — W. Les
coefficients c(x), x(x), A,(x, 9), B,(x, 9) qui sont des fonctions Laplace de y
pour x fixé, sont en outre harmoniques de x €D, les termes A,(x, ©)|y |, ainsi
que leur somme sont de la classe W, (D), les termes B,(x, ¢)|y[*~1, et leur
somme sont de la classe U, (D — W). On en déduit :

Soit 1, un ensemble de Uespace R? tel que toute fonction harmonique dans un
domaine D, de R’ sannulant sur nAD,, soit identiquement nulle; alors,
st VeH, ,(D—W), DcRr, et si pour tout x&€(nnD,) certains termes
de (3.11), disparaissent; ils disparaitront ausst pour tout x €D,

6. Applications. — Les propriétés des fonctions harmoniques au voisinage
d’un point, ce point exclu, et I'étude ci-dessus nous donnent :

Tueorime 11. — Soit V(ay, ..., ), ¥4, - .., y,) une fonction de la classe
H., ,(D — W), oit D est le produit topologique de deux domaines D, CR”, D, C R7;
et W la variété :

W: (yy=o,...,y4=0)xD, (OGDV,:).

St W contient un point (x=wx,, y=0). tel que sur un voisinage QCD de ce
point, la fonction V demeure bornée supérieurement, alors V est bornée au vousi-
nage de tout compact de W sur D — W, et se prolonge d’une fagon unique en une
JSonction de la classe U, , (D). Plus généralement, cette conclusion demeure si l'on
a, pour un nombre o < s, = q— 2,

(3.16) L(V5 o,y =0(y[) (r—=>0) (z€wnDb,),

ou w est un voisinage de x,€D,, et L la moyenne de V*=sup(V, o) sur la

Jrontiére de la boule B(o, |y |) CD,. St maintenant (3.16) est vérifié avec s, > q—2,
alors on a : ‘
V(‘L'haz/nyia7.)/4):0([y|‘b“) (.}/—>0) [(%)’)ED—W]

Pour x =, fixé, (3.11) est le développement classique de la fonction
harmonique (en y) V(z,, v) au voisinage de y = o. Il est connu que si V(z,, y)
est bornée supérieurement au voisinage de y=o, les coeflicients «(z,),
B,(2x,, ) seront nuls pour tout s>1. Plus généralement, on sait que si pour
un nombre s,, V(@,, y) vérifie L{V*(xy, ). o, |y ||=0(]y[ ™),y >0, 0nale

Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIII. — Fasc. 2. 19
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méme résultat sous Uhypothése s,< g — 2. Et si s,>¢q— 2, B,(x,, 9) est nul
pour tout s tel que ¢ — 2+ s> 5, (**). Ceci étant rappelé, considérons le
développement (3.11), et utilisons le fait que les coefficients B,(x, o) sont
harmoniques en x€D,. Par hypothése pour tout (x, v), appartenant a Q,
V(a, y) est bornée supérieurement; il en résulte que pour chaque r ==, fixé,
z,€[QN(y=0)], on a B(x,, 0)=o0, a(x,)=0. Or Qn|y=y,] est un
ouvert dans R”, donc B,(z, ¢)=o0, 2(x)=o0, pour x€D,. V sera alors de la
forme :

“+=%

V=c(o)+ DAz o)yl [(e, )€D— W],

s=1
Donc bornée au voisinage de tout compact de W sur D — W. Le prolongement
se fait alors par continuité en posant :
V(e y)=V(x,y) st (x,))eD—=W
Vi(x, 0) = ¢(x) si (x, 0)eWnD.
V*(x, y) étant de la classe H, (D), prolonge V.

Plus généralement, si (3.16), est vérifié pour tout & appartenant a wnD,,
on aura pour x = x, fixé, z,€wnD, :

s 8o ¢ — 2, Bi(zo, 9) =0, a(zy) =0 (s=1,2,...);
SI $4>¢q— 2, Bi(zo, 9) =0 pour tout s tel que ¢ — 2 4+ s> 5.

L’ensemble w N D, étant ouvert, on aura dans D, :

sl So<< g — 2, Bi(z, 9)=o, a(x)=o0 (s=1,2,...);

sl 8> ¢ — 2, Bi(z, 9)=0 pour tout s tel que g — 2 4 s> 5.

Dans ce dernier cas, V(x, y) sera de la forme :

V = fonction de la classe Hy, y (D) + 3| Blr, o) yyed — Wi

ly7=+]
§< So—q+2
D’ou le théoréme.
CororLaRe 3. — Soit E un ensemble compact appartenant a un sous-espace
de D =D, ><D, et défini par
L: (y1=yy, cey Ye=Uyq) X (x€K),

ou K est un compact de D,. St V est de la classe H,, (D — E), alors V se prolonge
par continuité en une fonction de la classe H,, (D).

En effet, supposons y'=o(j=1, ..., ¢), et considérons le développe-
ment (3.11). Les coeflicients «(x), B,(x, ¢) doivent &tre nuls pour tout =
appartenant a D,—K. Comme D,— K est un ouvert, on aura a(x)=o,

(1) Poir par exemple, M. Brevor [10], [12], [13].
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B,(x, 0)=o0(s=1, 2, ...). V est alors bernée au voisinage de tout compact
de E sur D — E. On conclut comme dans le théoréme 11.

Le théoréme 11 montre ainsi Uexistence d’une classe d’ensembles B fermés tels
que st E, est contenu dans un domaine D de Rv1, et si VeH, (D —E), on ait
Vel, (D) le prolongement se faisant de D — E a D d’une fagon unique. On sait
qu'il exuste de telle classe d’ensembles appelés ensembles singuliers impropres ('7)
pour les Sfonctions plurisousharmoniques (cf. [ 23]).

Prorosition 15. — Soit V une fonction de la classe U, (D — W). S¢'V est positive

au voisinage o d'un point (x=x,, y=o0) de W, alors V est dans D — W, de
la forme .

/ ~ x(x) ‘ .

V = fonction de la classell, (D) + Ty [(z, y)eD — W].

" En effet, pour x =z, fixé, x, € (w N D), considérons le développement (3.11).
On sait que si V(z,, y) est positive au voisinage de y=o, tous les coefli-
cients B,(x,, 9) sont nuls [10]. Comme wAD, est un ensemble ouvert, on
aura B,(x, )= o, pour x€D,. V est alors de la forme indiquée.

VII. Support des masses d’'une fonction de la classe S.,, (D).

7. Soit V(xy, ..., ), yi, ..., ¥,) une fonction de la classe S, ,(D). D’aprés
le théoréme 9, V est sousharmonique de ’ensemble des variables (z, y). Si dp.
est la mesure de Radon positive associée a V en tant que fonction sousharmo-

nique en (z, y), l’il]tégralefEdp, sera appelée la masse de V portée par EC € D.

PropositioN 16. — Soiz 'V une fonction de la classe S, (D), ou D est un
domaine de R*+1. St la masse de V rlans tout compact KCD disparait, alors V est
de la classe H,. (D).

En effet, si dp. est la mesure de Radon associée a V en tant que fonction sous-
harmonique en (z, y), la conditionfdp: o, pour tout K€D, entraine que dp.
K

est une mesure nulle dans D. Donc, dans la décomposition de Riesz de V dans
un domaine D’C €D, le terme potentiel disparait, on en déduit que V- est
harmonique en (z, y), donc dérivable. On a dans D’'c cD :

A V> o, AV o, A V+AV=AV=o.

(17) Soit Vm une variété différentiable & m dimensions, E une partie fermée de E telle
que @ = V”—E soit un ensemble ouvert connexe. Désignons par L(Q) I'ensemble des fonctions
d’une certaine classe L défini sur Q. On dit que E est un ensemble singulier impropre pour les
fonctions de la classe L, si loute fonction. de la classe L(Q) se prolonge d’une fagon unique en une
fonction de la classe L(V™) (cf. [23]).
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Done, A,V=o0, A,V=o, dans D'. D’ étant quelconque dans D, d'ou la
proposition.

Proposition 17. — Soit V(xy, ..., 2y, ¥4, ..., y,) harmonique en (x,y) d
Uextérieur E d'un domaine borné de R7+1, et de la classe H,, dans un ouvert v C E.
St V tend vers zéro, lorsque }x] -+ \ y| >+, alors

V=o, (x, y)elk.

En effet, V(x, y) sera de la classe I ,(E). Car A, V(x, y) qui est harmonique
en (x, y) dans E, est identiquement nulle dans w CE, sera identiquement nulle
dans E, et V sera de la classe H, ,(E). D’autre part, E étant 'extérieur d’un
domaine borné de R7*7, on peut trouver un cylindrec: [z € w,, —aoo<y; <+ x|,
j=1,2,...,q, contenu dans E; et en particulier V sera de la classe H, ,(c).
Supposons x=x,€w, fixé, V(x,, y) étant harmonique dans tout R7, et
tendant vers zéro quand |y|->-+o, est identiquement nulle. Ainsi pour
tout z€w,, V(x, y)= o, comme V(.x, y) est harmonique en (z, y) dans E, et
nulle dans un ouvert de E, est identiquement nulle dans E.

TueoreME 12. — St V(@y, ..., &)y, Y1, - - .5 ),) est une fonction de la classe U, .
St de lu fronticre d'un domaine borné D C R7+, elle se prolonge ¢ 4
au voz.s‘lnage € a/rontu re un domawne bornc ) C , eLe se pro onge cn une

Sfonction de la classe H,, (D).

Ce théoréme est a rapprocher du théoréme de Hartogs : Une fonction analy-
tique de plusieurs variables complexes sur la frontiere d’un domaine borné se
prolonge en une fonction analytique a Uintérieur de ce domaine.

Considérons (**) un voisinage U de la frontiére extérieure de D, ayant des
frontiéres F, et F,(F,cD), assez réguliéres pour qu’on puisse appliquer la
formule (3.10). F, et F, sont construits de maniére que V soit de la classe H, ,
sur F, et F, et dans le domaine U limité par F, et I,.

L’intégrale (3.10), étendue a F,+F,, donne la valeur de V en un
point (x, y)€U. Décomposons cette intégrale en deux autres portant sur I,
et I',, et posons

V=l (x, y) + g (2, y) =Ir, 15 (2, ¥).
On a dans U : -

3.11) K, Iy (2, y)
— 4/)—'—1/-»‘2

4 q \
» (l Y N -~ R .
= fFV(:,7 7))%; <Z(-l‘z— :.z)‘—l—z (r;i— ‘/)/)‘) do,y—1 (&, 1)
! . =1 j=1

p4q—2 -
B

r q
22 5 d . 3
__ﬁ[Z(xi— 1.1’)"'"2 (yi— n/)‘] Y V(i 0) dopey (Cy 1),
! Jj=1

i=1

I, (x, ¥) ayant une expression analogue étendue a I,.

(") Un procédé analogue a déja été ulilisé par S. Bocuner [5] [6].
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I,,(x, y) est une fonction harmonique en (., y) dans le domaine (A)
contenant le point xr =, y =4, et de frontiére F,. Elle tend vers zéro,
lorsque | x|+ |y | - + . D’autre part, c’est une fonction de la classe H, ,.(A).
En effet, faisons dans (3.11), le changement de variables :

L=tLi—a (i=1,...,p).
ni=n—y; (J=1,...,9).
On obtient (dans U) =
A _pg—2

2
kpig e (2, y) = fV(x,+g,, y,+n1) dn <?E’°+E m> Ag g (2, )

j=1

_prg=2

P

. d , ]
_f< ? +2”/> %V(x"_'_‘-"’ Yi+a)) dopig s (Z, ).
i—=

La premiére intégrale [qui est harmonique en (x, y), et tend vers zéro

avec ] est de la classe H, , au voisinage de la frontiére de D. Car cette

1
lz|+|y]
intégrale est de la forme fV(xi—;— &, vi+1)du(E, 1), avec

_pHg—=2

du(J,m———— <2£'2+2n> oy (1) et f dpn (2, ') < -0,

done I'intégrale portant sur V(x;+ &, y,-+ 1), sera de la classe H, , au voisi-
nage de la frontiére de D; car V(x; 4§, y;-7,) I'est, et I'on intégre par rapport
4 une mesure bornée. D’aprés la proposition 17, elle sera identiquement nulle.

N . .y . . dV ’ ’
Méme raisonnement pour la deuxiéme intégrale; car —— (zi-+&, y, =+, est
encore de la classe H, , au voisinage de la frontiére de D. Finalement

IF1(‘r7 y)E()? V(‘T7 .y):IFa(x7 J’)-

Or I (x, y) est harmonique en (, y) dans D, et est d’autre part de la classe H, ,
au voisinage de la frontiére de D (méme raisonnement que pour I ); elle
est donc dans D de la classe H, ,, comme étant une fonction harmonique
en (x, y)€D, et de la classe H,, , dans un ouvert o CD.

I, (x, v) prolonge donc V(x, y), et le théoréme est établi.

Proposition 18. — Soient V une fonction de la classe S, (D), et K un compact
contenu dans D. St de plus V appartient a la classe 1, (D —K), alors V appartient
a la classe H,, (D).

En effet, soit K€D, €D, D, étant un ouvert de frontiére D] assez réguliére.
D — K est un voisinage de la frontiére de D, ; donc V de la classe H,, (D —K),
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se prolonge en une fonction V(z, y) de la classe H, .(D,). La masse de V en
tant que fonction sousharmonique en (., ), disparait dans D,. Car cette masse
a un facteur prés est égale a
dV(x, dV(z,
f L(l'n z) dopq1(x, ¥) _f ( = ) Aoy (x, y) =o0.
D*

T dn,
D*

La proposition 16 montre alors que V est de la classe H, ,(D,), et comme D,
est quelconque, V est de la classe H, (D).

Prorosition 19. — Le support des masses d'une fonction de la classe S, (D),
n'est jamars contenu dans un compact, sauf si elles s’annulent, auquel cas la
Sonction est de la classe H, ,(D).

En effet, si le support des masses de V de la classe S, (D), est contenu dans
un compact KD, V sera de la classe H, (D —K) (proposition 16), et finale-
ment de la classe H, (D) (proposition 18).

CoroLLAIRE 4. — Une fonction de la classe S, ,(D); ne poupde pas de masse
solée.

En particulier, ce corollaire est valable pour les fonctions plurisousharmo-
niques (et en particulier pour les fonctions de la forme V=1log| f(z,, ..., 5,)|,
Jf holomorphe). Il étend ainsi a la classe S, ,(D) une propriété connue des
fonctions plurisousharmoniques et est a rapprocher (mais d’'une maniére plus
lointaine) du fait qu'une fonction analytique de p >>1 variables n’a pas de
zéro isolé.

CHAPITRE IV.

VIII. MeSures DE RADON DEPENDANT HARMONIQUEMENT
D'UN GROUPE DE PARAMETRES.

1. Soient E un espace compact, F;; I'espace vectoriel des fonctions continues
(dans E) a valeurs réelles, muni de la norme usuelle | /||=sup| /|, qui définit
sur Fg la topologie de la convergence uniforme. On désigne par F, un sous-
espace vectoriel fermé de Iy, et par D un domaine de R’. p., sera une forme
linéaire définie sur F, (mesure si F,=Fy), dépendant d'un paramétre
réel y=(y4, ..., y,)EDCR’ (y sera considéré comme un point de R*). On
suppose qu'on a de plus, sur tout compact K< D une majoration :

(1) NN =ME) IfA (feFy, yekK).

M(K) ne dépendant que de K.

E étant compact, |, sera continue dans I, pour la topologie de la conver-
gence uniforme.
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Le probléme qu’on se propose est le suivant: on se donne un domaine D, € CD,
et I'on suppose que pour tout fe€F,, (/) en tant que fonction de ye€D,
appartient 4 une classe (¢). Pour y contenu dans D, € €D, peut-on prolonger .,
définie sur F, en (i, sur Fy de maniére que {i.,(g), g€Fy, appartienne aussi a la
méme classe (¢) comme fonction de y dans D,, et que la norme de [i, satisfasse
sur D, a la condition :

(h.2) sup(|l v [, = sup (| py 1) ?

Remarquons que dans (4.2), nous exigeons I'égalité des bornes supérieures
dans D, des deux fonctions de y, et non leur égalité pour chaque y fixé.

Cette condition fait intervenir D,, et peut n’étre pas réalisée dans un sous-
domaine D, cD,.

Evidemment, le théoréme de Hahn-Banach [8], nous permet de prolonger p.,
pour chaque y fixé, en une mesure de Radon {., vérifiant I'égalité || w,. ||e, =|| fy ||,
pour tout y; mais il s’agit de voir s’il existe des prolongements tels que, comme
fonction de y, (g), g €F,, soit encore de la classe (c).

Nous examinons ce probleme dans le cas ou (c) est la classe des fonctions
harmoniques.

Dermvimion 5. — Nous dirons que la forme linéaire ., définie sur F, et y €D,

dépend harmoniquement de y, si ., vérifie (4.1), et que I'application :
S () (feFy)

nous fournit une fonction harmonique en y €D, pour tout f€F,. St F,=Fy,
1., sesa dite mesure de Radon dépendant harmoniquement de y €D.

Ezemple. — Soient G un ouvert de R” et DC CG, un sous-domaine. D la
fermeture de D. Pour toute fonction f€F;, considérons la valeur prise au
point y €D, par la solution du probléme de Dirichlet relatif a D, et pour une
donnée égale a f sur la frontiére D* supposée assez réguliére. Quand f varie
dans Fj, cette solution définit une mesure de Radon dépendant harmonique-
ment de y€D.

Un autre exemple nous est fourni grace a I'énoncé suivant :

Proposition 20. — Soit V(&y, ..., &, Vi, - - -, yy) une fonction définie dans
le domaine borné D =D, D,(D,CcR”, D,CR"), bornée en module sur tout
compact de D et telle que : v

Pour x fixé, V(x, y) soit harmonique en y €D,, et pour y fixé, V(x,y) soit
sousharmonique en x €D,,. Avec ces hypothéses, la mesure de Radon positice p.,
associée a V(x, y) en tant que fonction sousharmonique en x (pour y fixé), vérifie
une condition analogue a (4.1), et la condition suivante : pour toute fonction f a
support K(f) contenu dans un compact de D, la fonction de y, u,(f) est
harmonique en y €D,..
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En effet, soit f une fonction continue i support compact K( /) contenu
dans D,. Considérons une suite de fonctions @, () indéfiniment dérivables
support K(¢,) compact dans D, avec K( /)CK(g,), suite qui converge unifor-
mément en décroissant vers f(x).

On a au sens des distributions :

My (@) == (p — 2) G (')/‘A”’ V(r, y)ou(x) d=, ()
=(p—2)a, (I)f Vix, y)Av o, (x) dr,(x).

.y (@,) est harmonique sur tout domaine D, d’adhérence D, compacte dans D, ;
car |V(z, y)| est bornée sur D,> K(g,), et 'on intégre par rapport & une
mesure positive et bornée, portant sur le paramétre . Comme la mesure p.,
correspondant a A, V(x, y) (ye]j‘_,, ﬁxé), est une mesure positive et bornée sur
un compact K contenant tous les K(9,), 1, (@,) tend en décroissant vers w,( /)
qui sera nécessairement harmonique en y€D,. Le raisonnement fait établit
que pour y€D,, |, (/)| =ZA(f), ott A(f) est indépendant de y&D,. Or le
théoréme de Banach-Steinhaus | 3], énonce qu'une famille A, (x) de fonction-
nelles linéaires sur un espace de Banach ne peut étre bornée pour tout x sans
que la famille des normes [|A, || soit bornée uniformément. Il en résulte
que ||, |l, y€D,, est uniformément bornée, cest-a-dire il existe un
nombre M(D,) ne dépendant que de D, tel que

ZM(D) [/l (reDy).

D’ou la proposition, puisque D,, D, sont quelconques dans D,.
Nous nous placons dans la suite dans I'espace E défini au début du chapltre

[ 2y

Proposition 21. — Si 1., est une mesure de Radon dépendant harmoniquement
de y€D, sa norme ||, ||= sup |, (f)|, est une fonction sousharmonique

de y €D, qui est positice continue. En particulier st ., est une mesure positice pour
tout y, sa norme sera harmonique de y €D.

En effet, . (f), f€F;, étant harmonique de ye€D, |p,(f)| sera sous-
harmonique. Comme p.,(f) vérifie (4.1), || 11| sera I'enveloppe supérieure
d’une famille de fonctions sousharmoniques positives bornées sur tout compact
de D. Elle est donc quasi sousharmonique. D’autre part 1.,.(f), | f|| <1, estune
famille également continue de fonctions harmoniques en y €D, ce qui entraine
I'égale continuité en y de |, (/)| (]| f]|<1), et finalement la continuité pour
I'enveloppe supérieure || 11, ||. Cette propriété et celle de quasi-sousharmonicité
entrainent la sousharmonicité.

D’autre part, on sait que pour une mesure p. définie sur E (qui est rappelons-le,
un espace compact), le nombre réel w(r) (positif ou négatif), est appelé la
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J

masse totale de u.; lorsque 1. est une mesure positive, sa masse totale est égale
asa norme [9]. Done si ., est une mesure de Radon positive dépendant harmo-

niquement de yve€D, ||u,||=u,(1) sera harmonique en ye&D. Dou la
proposition.
2. Prorosition 22. — Sout H un sous-espace vectoriel partout dense dans Fy au

sens de la convergence uniforme. Une forme linéaire ., définie sur H et dépendant
harmoniquement d’un paramétre y €D, est prolongeable pour y €D, en une
mesure de Radon dépendant harmoniquement de y €D (d’unc fagon unique, et
sans augmentation de norme pour chaque y fixc).

Soient feFy, f&H, et f, une suite de fonctions appartenant a H et qui
converge (pour la topologie de la convergence uniforme) vers f. On sait alors
que si v est une forme linéaire continue sur H, elle est prolongeable sans
augmentation de norme par continuité en une mesure de Radon ¥ sur Fy. On
définit la valeur de ¥( /) comme étant égale a la limite de v( f,)(n—>—+4 ).
Dans notre cas, il existe donc pour chaque y fixé (rappelons que ., est continue
pour chaque y fixé), une mesure de Radon (unique) {., prolongeant ., ; il suffit
seulement de vérifier si {., va dépendre encore harmoniquement de y. On
a un,(f)= l;fi vy (o) (fu€M); 1y (f) est harmonique pour chaque n, et elle

converge simplement vers une fonction de y, [.(f). Or w,(f,) est une suite de
fonctions harmoniques bornées en modules sur tout compact K de D,
par M(K)sup || f.|| << 4 », ou M(K) est indépendante de y [ condition (4.1)],

done la convergence simple entraine la convergence uniforme et la limite est
harmonique.

Tutorime 13. — Soient F, un sous-espace vectoriel fermé de ¥, ., une forme
linéaire dépendant harmoniquement de y €D, et définie sur ¥,. Lorsque y demeure
“dans un ouvert D, compactement contenu dans D, ., se prolonge de F, a ¥y, en
une mesure de Radon 1., qui dépend harmoniquement de y €D, de plus le prolon-
gement peut étre fait de maniére que ., vérific relativement au domaine 1),
choisi; D,ccD:

(%.3) sup [| i [lrs= sup || py fle,;
reh yek

st Uon considére D, €D, (., ne satisfait pas (4.3), relaticement a D, en général.

Soit g un élément de Fy; qui n’appartient pas a F,, H, I'espace vectoriel fermé
engendré par les combinaisons linéaires de g et des éléments de F,. Nous allons
prolonger p., de F, a H,, en une forme linéaire ) telle que, pour tout élément
de H,, la valeur prise par ;.| soit encore harmonique en y €D, et que || 1.} ||,
vérifie (4.3).

Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIII. — Fasc. . 20



158 V. AVANISSIAN.

Considérons en eftet, la famille de fonctions harmoniques :

(k.4) pr () =MD || f =gl
yeD,, feF,, M(DO:yng I Il

Pour f variant dans F,, (4.4) est une famille bornée inférieurement; car
quels que soient % et f, appartenanta F,, et y€D, :

oy () — iy (f) =y (B) — pp ()| < | (h— f) | = M(Dy) | — 1]
=MD, (|[h—gl+|/—&l)
done
(4.5) py(h) —M(Dy) | h—g || Zpyp(f) = M(Dy) [ f—gl  (yeDy).

Donc, si &, est un élément de F, fixé, p,(h,) est harmonique de yeﬁi, on
aura sup p.,(hy ) = o, >—o0; soit 6 =|| g — h,|; la famille (4.4), sera minorée
yebh

d’apres (4.5), par a,— M(D,)2. On en déduit que I'enveloppe inférieure u, (1)
de (4.4), est surharmonique continue de v, €D, (car toute famille de fonctions
harmoniques bornée inférieurement sur tout compact par une constante finie, a
une enveloppe inférieure qui est continue ou éventuellement une constante, et
comme d’autre part elle est quasi surharmonique est surharmonique). Soit done

w(y) = inf [ () +MD) | f—g]l ]

D’aprés (4.5), on a, pour tout heF, ;
pr(/) =MD | k=gl =u(y)  (yeDy.

u (y) a ainsi une minorante harmonique dans D,, on sait [13[ que si une
fonction V surhamonique admet une minorante sousharmonique dans D,
'enveloppe supérieure des minorantes sousharmoniques de V dans D, est une
fonction harmonique dans D,, et c’est la plus grande minorante harmonique
de V dans D,. La famille de fonctions sousharmoniques dans D, qui
minorent u,(y) dans D,, contient en particulier les fonctions harmoniques

w(h)—M(D,)||h—g|, hE€F,; elle a une enveloppe supérieure m,(y) har-
monique dans D,, et 'on aura pour tout h€¥F,, f€F,, v€D, :

(5.6)  py(h) =MD [[h— gl Zm () Zug(y) = py (/)= MDD [ /=gl

Nous définissons une forme linéaire p.; sur H, (I'espace vectoriel fermé
engendré par F, et g&F,; g€F,) de la maniére suivante : par convention nous
posons :

() = py () pour tout feF,,
(%.7) P (8) = me (),
? pr(ag 4 f) = api(g) + pi.(f) [= ame (y) + py ()],

a étant un scalaire,
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i, est alors linéaire (car toute fonction qui appartient a H, est de la
forme ag + /). Sa valeur pour un élément de H, est d’autre part harmonique

en y€D, | grace au choix de m,(y) et du fait que wr.(f) =y (f), est harmo-
nique deye]_)i, pour tout f€F, ] Il suffit donc de montrer I'inégalité :
|i(ag + )| =M(Dy)[lag + /1| (f€Fy, y €Dy,
pour affirmer que 1) dépend harmoniquement de y €D;.
Dans (4.6), remplacons % et f, par — —g[ce qui est légitime car (4.6), est

vérifiée pour tous éléments % et f appartenant a F, qui est un sous-espace vecto-
riel fermé ], ce qui donne :

—M(D,)

/
i

< mg(y) +1~Lg(\§>éi\1(ﬁi)”£+g”,
c’est-a-dire
(&-8) | (y) 4+ e () | ZM(D) || f + ag .
D’aprés les conventions (%.7),
amg(y) + py () = py (ag + ),
donc finalement d’aprés (4.8),
o3 (ag + /) | ZM(Dy) || ag + /1]

Ainsi p) est une forme linéaire définie sur le sous-espace vectoriel
H,=F,+4{g}; elle dépend harmoniquement de y€D,, et vérifie (4.3), par
rapport a D,, et elle prolonge 1., de F, a H,.

L’extension a tout 'espace Fy, se fait en appliquant le théoréme de Zorn : Tout
ensemble ordonné inductif posséde au moins un élément maximal.

On a vu que p, se prolonge de F, a H, en une forme linéaire .. dépendant
harmoniquement de y€D,, et vérifiant (4.3). On peut évidemment recom-
mencer a partir de (1, et H,, en prolongeant .| de H, & un sous-espace vectoriel
fermé engendré par H, et un ¢lément g, €F,, g, §H,.

Soit & 'ensemble de tous les prolongements obtenus par ce procédé appliqué
successivement. L’ensemble F est totalement ordonné par inclusion, car étant
donné deux éléments de F, I'un est nécessairement le prolongé de lautre.
D’autre part, & est inductif, ¢’est-a-dire toute partie de F totalement ordonnée
a un majorant. En effet, la réunion d’'un nombre quelconque des éléments d’une
partie de & totalement ordonnée, est encore un prolongement qui contient tous
ces éléments, et est par conséquent un majorant pour ces éléments. Il en résulte
que les hypothéses du théoréme de Zorn sont satisfaites. L’ensemble & a un -
élément maximal [i,, son domaine de définition est nécessairement Fy, sinon [1,
serait encore prolongeable et ne serait pas maximal; ., dépend harmoniquement
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de veD,, et satistait (4.3), car c¢’est un ¢lément de &, et 'on sait que tous les
éléments de F possédent ces propriétés, en effet elles se conservent par passage
a la limite inductive. [, prolonge donc 1, de I, a Fy, et le théoréme est établi.
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