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LA CONDITION « INTÉGRALEMENT CLOS "
DANS QUELQUES STRUCTURES ALGÉBRIQUES °.

PAR M. GUY MAURY.

INTRODUCTION (2) .

1. On connaît plusieurs caractérisations des anneaux commutatifs noethériens
intégralement clos :

— La plus connue est certainement celle de van der Wserden-Artin [22], que
nous appellerons « caractérisation A » ;

— Une autre caractérisation (caractérisation B), dérivée des travaux de
Krull [il], est exposée dans le cas des domaines d'intégrité par Nagata [18].

Une troisième caractérisation (caractérisation C) a été donnée par Mori dans
le cas des domaines d'intégrité [ 17], et a été étendue au cas où il y a des divi-
seurs de zéro, par Yoshida [21].

Or il se trouve que seule la caractérisation A a donné lieu à des travaux
ultérieurs, dont voici les principaux :

— Extension de la caractérisation A aux demi-groupes abéliens « intégra-
lement clos », par A. H. Clifïbrd [5];

— Extension de la caractérisation A aux anneaux non commutatifs « intégra-
lement clos », par Asano [l], puis aux demi-groupes non commutatifs « inté-
gralement clos », par Asano-Murata [3];

— Extension de la caractérisation A aux gerbiers commutatifs « intégrale-
ment clos », par M"16 M.-L. Dubreil-Jacotin [9], puis aux demi-groupes
résidutifs abéliens « nomaux », par Molinaro [16];

(1) Thèse Se. math.^ Paris, 1960.
( 2 ) Les numéros entre crochets renvoient à la bibliographie placée à la fin de ce travail.
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— Certes, en 1989, P. Lorenzen [15] avait fait passer une partie des résultats
de Krull, concernant les anneaux de valuation et les anneaux commutatifs
intégralement clos, aux semi-groupes (demi-groupes vérifiant la règle de sim-
plification) commutatifs. Mais, d'une part il se restreignait aux semi-groupes,
d'autre part il ignorait, ce que Ward et Dilworth [23] établissaient la même
année, que la décomposition en idéaux primaires était valable pour les idéaux
d'un demi-groupe commutatifnoethérien.

2. Or dans l'étude de certains problèmes, ce n'est pas la caractérisation A,
mais bien l'une des deux autres qui s'avère techniquement la plus utile : c'est
ce que j'ai montré à propos de la solution du problème suivant, dans laquelle la
caractérisation B est seule utilisable : « Trouver une condition nécessaire et
suffisante pour qu'une extension A[0], simple, entière, sans diviseurs de zéro
de l'anneau normal A (c'est-à-dire commutatif, à élément unité, noethérien,
intégralement clos) soit un anneau normal. »

La résolution de ce problème est l'objet principal du chapitre I.

3. Ceci suggère l'idée de tenter de prolonger les caractérisations B et C aux
domaines où la caractérisation A a déjà été prolongée : ainsi, au chapitre II,
j'énonce des caractérisations B' et C^, analogues respectivement aux caractéri-
sations B et C, pour les demi-groupes commutatifs, à élément unité, noethériens,
intégralement clos, et ce d'une façon tout à fait indépendante de la théorie
d'Artin. Les caractérisations B etC font, en particulier, état de la décomposition
en idéaux primaires, valable, comme on le sait, dans un anneau commutatif
noethérien. Une première raison, pour laquelle les caractérisations B et C
peuvent se prolonger, est que la décomposition en idéaux primaires est, comme
nous l'avons déjà dit, valable aussi dans un demi-groupe commutatif noethérien.
Une seconde raison est que j'ai pu transposer des méthodes de théorie des
anneaux (anneaux de fractions, théorèmes d'intersection de Krull, etc.) grâce,
en particulier, à l'outil suivant : P désignant l'idéal maximal propre du demi-
groupe commutatif, à élément-unité, noethérien D, j'appelle « nœud » de D
l'ensemble F\ P" (éventuellement vide).

n

Cette étude me donne accessoirement des résultats sur le rang d'un idéal
de D et sur les « extensions entières » de D.

4. Je me suis demandé, ensuite, si l'on pouvait étendre les caractérisations B
et C aux anneaux et demi-groupes non commutatifs « intégralement clos »,
c'est-à-dire aux « ordres maximaux » dans le langage d'Asano. Les travaux
récents de Lesieur et Croisot [13], [14], donnant pour un idéal à gauche d'un
anneau ou demi-groupe avec zéro, non commutatif, noethérien à gauche, une
décomposition en idéaux « tertiaires » — remplaçant les idéaux primaires —
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laissaient espérer qu'on pouvait mener l'entreprise à bonne fin. En effet, en
utilisant ces travaux, j'établis, au chapitre III, une caractérisation B / / ' , générali-
sant les caractérisations B et B' des ordres maximaux réguliers, noethériens à
gauche, et dont tous les éléments non nuls sont simplifîables.

5. Enfin, dans la ligne, cette fois, des divers travaux auxquels a donné lieu
la caractérisation A, je montre, au début du chapitre III, comment on peut
étendre la théorie des éléments « nomaux » de Molinaro aux demi-groupes
résidués « nomaux » non commutatifs, la nouvelle théorie comprenant comme
cas particulier la théorie d'Asano f3].

Chacun des trois chapitres peut se lire indépendamment des autres.

6. Je tiens à exprimer toute ma gratitude à M. P. Dubreil, rapporteur de
cette thèse qui, au cours de l'élaboration de ce travail, m'a évité, à plusieurs
reprises, les chemins sans issue, et dont les encouragements me furent si
précieux, et à M. de Possel, qui voulut bien me donner un second sujet et qui,
jadis, guida mes premiers pas dans la recherche. Je voudrais dire aussi le grand
profit que j'ai retiré de la fréquentation du Séminaire d'Algèbre et Théorie des
nombres, dirigé par MM. P. Dubreil, M.-L. Dubreil-Jacotin, G. Pisot, et des
contacts que j'ai eus avec MM. Lesieur et Croisot.

Je suis également heureux de remercier M. G. Julia, Membre de l'Institut,
qui a présenté mes Notes à l'Académie [24], et M. Favard, Professeur à la
Faculté des Sciences, qui a bien voulu présider mon jury.

CHAPITRE I.
THÉORÈMES DE TRANSFERT EN THÉORIE DES ANNEAUX

Introduction.

Par « anneau » nous entendrons dans tout le chapitre « anneau commutatif,
à élément unité ».

Nous nous donnons un anneau A et un suranneau B de A, l'élément unité
de B étant celui de A. 9 sera un élément de B, entier sur A, sauf mention
expresse du contraire. Nous cherchons à quelle condition portant sur les poly-
nômes de A[a^], dont 0 est racine, certaines propriétés de A sont encore vraies
dansA[6].

Ainsi on examinera les cas suivants :

I. A[6] quasi-local, A l'étant.
II. A[9] normal (c'est-à-dire nœthérien, sans diviseurs de zéro, intégrale-

ment clos), A l'étant.
Ann. Éc. Norm., (3), LXXVIII. — FASC. 1. 5
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III. A[6] local régulier, A Fêtant.

IV. A[6] intégralement clos dans son anneau complet des quotients, A l'étant,
0 étant racine d'un polynôme unitaire ç(;3?) de A[a?] et n'étant racine d'aucun
polynôme de A[.r] de degré inférieur. Il sera fait, de plus, certaines hypothèses
simplificatrices sur A.

Nous nous référons très souvent au Mémoire de M. Nagata [18]. Nous aurons
besoin des propriétés fondamentales des anneaux locaux réguliers [parties II
et III], qu'on pourra trouver dans Northcott [19].

I. A [6l quasi local, A l'étant.

1. Dans cette partie, A est un anneau « quasi-local », c'est-à-dire un anneau
dont l'ensemble des éléments non inversibles forme un idéal. Celui-ci est alors
son unique idéal maximal propre. Un anneau quasi-local noethérien est appelé
un anneau local. Un anneau quasi-local peut être défini comme un anneau
n'ayant qu'un seul idéal maximal propre : En effet, soit A' un tel anneau, m' son
idéal maximal et a un élément de A', n'appartenant pas à m^ Ça) est égal à A',
ou bien (a) est compris dans un idéal maximal propre de A' [dans un anneau A'
commutatif, à élément unité, tout idéal propre est contenu dans un idéal
maximal (Krull)], c'est-à-dire dans m'. Seule la première hypothèse est possible
et a est inversible.

Soit 6 un élément de B, qui ne sera pas obligatoirement entier sur A dans ce
paragraphe. L'anneau A[6] (c'est-à-dire l'ensemble des ^,û,0' dans B, ^eA) ,

sera noté aussi A*. Si m désigne l'idéal maximal de A, m* sera l'idéal de A^
formé par les Vw^ô', m, cm. m* est propre, si, et seulement si, 0 n'est pas

N

racine d'un polynôme de la forme i +^,^^ m/€îiï (î = o, . . . , N). A chaque
0

polynôme/(.r)=rto 4-^i^+.. .+0^ de A[*z?], dont 6 est racine (il peut n'y
avoir que le polynôme 0) faisons correspondre le polynôme

f{x) ==:^o+ ~àvX +. . .+ dpX^^

A — Ade - \x~\, Ui étant la classe de a, dans - •mL J m

A*a. Premier cas : m* est propre; considérons —,'

— A* . Ai° S'il n'y a pas de/(^) non nul, —^ est isomorphe à -[*y].
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2° S'il y a un J\x) non nul, soit ®(.r) un polynôme non nul de plus petit
degré parmi les/(cr) et

</^ îr^1^
i=-:l

-— . A /A \la décomposition de ®(^) en facteurs premiers dans -[*2*] ( - est un corps ) • II
A* ^ __

est facile de vérifier que —, est isomorphe à ~[^]/(y(^))- Soit

— — — A
îo,(^)==^o+.. .-hp^S f^-e ^ (^o. " ^ ni).

Considérons
9, {x) ==- i3o + ?-j x -h... 4- i3^S

P, étant un représentant de pt,. Les idéaux de A* dont l'intersection avec A est m,
sont au nombre de q, engendrés respectivement par y/(9) et mÇi== i, . . . , ^ ) .

6. Deuxième cas : m* n^ pas propre. — II n'y a pas alors d'idéaux de A*
propres dont l'intersection avec A est m. Ceci ne peut se produire si 9 est entier
sur A ([18], p. 66, corollaire 1).

2. Si 6 est entier sur A, nous sommes dans le cas a, 2° précédent. Les seuls
idéaux maximaux de A* sont les idéaux engendrés par m et lesy,(6)(î=i ..., q\

A*dans A'*' : en effet, soit ̂  un idéal maximal dans A*, -, est un corps entier sur
\ * Al'anneau / . Or, ceci entraîne que -—. est un corps ([18], p. 66, lemme 3).

p' H A n'est autre que m, p7 contient m* et est, par suite un des idéaux maximaux
déjà trouvés. On déduit de là :

THÉORÈME. — A^ est quasi-local si, et seulement si, la décomposition de ^(^)
A — — ' — A ^dans - [.r] est y(^) ̂ y7 '^), ^(-P) étant irréductible dans - \x\ et A étant un

entier naturel.

Remarque : i° Tout sous-anneau de A* contenant A est quasi-local.

2° Si A* est un anneau quasi-local, extension entière d'un anneau A, celui-ci
est nécessairement quasi-local.

3° Supposons que 9 soit racine d'un polynôme

à coefficient dans A et que 9 ne soit racine d'aucun polynôme de degré inférieur.
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Alors, on peut prendre y(.r)==^(^). En effet, tous les polynômes de A[^],
dont 6 est racine, sont multiples de ^(^). Supposons que ç(^) provienne
de ç(^), on aura

cp(.r)=::À(^)^(^) et cp(^)=:À(^)^(^),

le degré de ®(^) étant supérieur ou égal à celui de ^(^). D'après le choix
de ç(^), ^(^) et ^(^) ont le même degré.

II. — A[6] normal, A Fêtant.

1. NOTATIONS. — A est ici un anneau noethérien, sans diviseurs de zéro,
intégralement clos, plongé dans un anneau B, sans diviseurs de zéro. Soit 6 un
élément de B, entier sur A. Comme dans la partie I, A[9] sera aussi noté A*.
6 est alors racine d'un polynôme unitaire ç(^) de A[^], irréductible dans A(x)
A étant le corps des quotients de A.

9(^) sera appelé le polynôme caractéristique de 6 sur A. Soit n son degré.
Nous cherchons une condition nécessaire et suffisante pour que A* soit intégra-
lement clos. Nous terminons par quelques applications.

2. RAPPEL. — a. Etant donnés un anneau noethérien A/ et un idéal premier p
de A', formons toutes les suites croissantes d'idéaux premiers deA^ distincts et
strictement compris dans p. Il existe un nombre entier r positif ou nul,
tel qu'il existe une suite ayant r termes et qu'il n'existe pas de suite ayant
r + i termes. Le nombre r est appelé le rang de p.

Le plus grand nombre /' qu'on puisse ainsi trouver dans K' est appelé la
dimension de A7.

&. S étant un ensemble multiplicativement stable d'éléments de A7, ne conte-
nant pas o, A' étant ici un anneau sans diviseurs de zéro quelconque, on
notera As l'anneau ensemble des fractions a-^ où a! appartient à A^ et s à S.s

Ainsi, sip est un idéal premier de A', on peut considérer l'ensemble S=A'—p
et l'anneau A§, noté aussi dans ce cas A'p.

c* On sait que ([18], p. 76, corollaire 1) : un anneau noethérien /\ sans
diviseurs de zéro, est intégralement clos si, et seulement si, les deux conditions
suivantes sont réalisées :

(Hi) : Pour chaque idéal premier? de A de rang i, Ap est intégralement clos;
(Ha) : Chaque idéal principal de A n'a pas d'idéaux premiers essentiels

immergés (2).

(2 ) C'est la caractérisation notée « caractérisation B » dans l'introduction.
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Remarque. — Si A n'a que des idéaux premiers, non nuls, de rang i, la
condition nécessaire et suffisante précédente se réduit à la condition (Hi).

LEMME. — Soient A un anneau, sans diviseurs de zéro, intégralement clos, dans
son corps des quotients A, et S un ensemble multiplicativement stable de A, ne
contenant pas zéro, Vanneau As est intégralement clos dans son corps des
quotients A.

Soit u un élément de A, entier sur Ag

un^-blUn-l—...-^-bn=o, avec ^== aj- (.?i €S, a,€Â,/^ i, . . . ,^) .si

Considérons ^ == us^. . .Sn :

^-^-< llP/î- l-^-...-^-c„==o, Ci=bi(s^...Sn)n ( i= ï , . . . ,n ) .

Les c, appartiennent à A, ^ appartient à A et u à Ag.

4. Soit p* un idéal premier de rang i de A* et soit p* n A == p. p est un idéal
premier de rang i ([18], p. 72, propos. 2). D'ailleurs, si p est un idéal premier
de rang i de A, il existe au moins un idéal premier p* de A*, tel que p*nA=p
et p* est alors de rang i.

Posons, p étant un idéal premier de rang i de A, S = A — p , et considérons
[A[6]]g : d'après (II, 3), cet anneau est intégralement clos, si A* l'est. Mais
[A[9]]g==As[9], le polynôme caractéristique de 9 sur A§ étant toujours y(^).
Donc, si A* est intégralement clos, As[9] l'est aussi pour tout S relatif à un
idéal premier de rang i de A.

Réciproquement, si Ag[9] est intégralement clos, S = = A — p , p idéal premier
de rang i de A, il en est de même de A^, où S*=A*—p*, p* étant un idéal
premier de A, dont l'intersection avec A est p, car nous pouvons écrire

As.=:([A[0]]s)s.=:[As[6]]s..

Il suffit alors d'appliquer le lemme de (II, 3).
Ainsi, une condition nécessaire pour que A* soit intégralement clos est que

pour tout idéal premier p de rang i de A, et S = A — p , Ag[9] soit intégrale
ment clos et cette condition, si elle est réalisée, entraîne que la condition (Hi)
est réalisée dans A*.

5. Considérons donc, étant donné S = A — p , p étant un idéal premier de
rang i de A, As[9] :

Ag[9] est une extension entière, sans diviseurs de zéro, de l'anneau local
régulier de dimension i, As. C'est un anneau semi-local d'idéaux maximaux
p ^ = = = ( î = = i , . . . . gr) engendrés respectivement par y/(9) et pg» Ps désignant
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l'idéal maximal deAg, la décomposition deç(.r) module ps, dans -^[^J étant
q

^Vs=Y[^i(^),
i==l

9/(^) étant irréductible dans —s [ x ] , (voir I, 1 et 2, et I, 2, remarque 3).

Si ops est irréductible dans —s [.r], alors A g f O ] est local régulier de dimen-
sion i, son idéal maximal étant engendré par un générateurs de pg. Donc As[6]
est intégralement clos.

Si çpg n'est pas irréductible, et a la décomposition ci-dessus, quelle est la
condition pour queAs[9] soit intégralement clos?

6. Soit un facteur ©/(.r), d'exposant a,== i dans la décomposition précédente
de <pps(.r) et soit, u étant, comme ci-dessus, le générateur de pg,

7

9(^)='['j9^(^) +^^(^ ) .
i=\

a(.c) étant un polynôme de As[.r], de degré n—i au plus. Posons S^==Ag—p^
et considérons (Ag)s^ '- c'est un anneau local de dimension i d'idéal maximal
p^, dont une base est [s, y/(ô)]. Mais comme

, / û v —^(9)
?<• ( 9 ) = ——,———————— 5

JJ^(6)
/==i
r-^i

u est une base.
(Ag)s^ est donc régulier et, par suite, intégralement clos.
Considérons maintenant un facteur <p/(^), d'exposant a, ̂ > i et supposons Agf6]

intégralement clos : c'est alors un anneau semi-local, de Dedekind, donc à
idéaux tous principaux ([18, p. 74» propos. 1). En particulier, p^* est engendré
par un certain élément X(9) et l'on a 9<(9) = X(6) X'(9), X'(9) étant un élément
de As. Démontrons que X'(6) est inversible :

Si X'(6) n'était pas inversible, il appartiendrait à un p*. Comme ç/(9) n'appar-
tient pas à p^. poury^z , ^(9) appartiendrait à p,*. Mais doublions pas que,
dans A^/psA^, X(6) et X^O) sont multiples de y/(9) , 9 désignant la classe de 0
dans A^/pgA^. On aurait donc

9,(6)=^(Q)î(S). K®)eAs/psAs.
Par suite,

cpK^)+ïK^) 1~[?^(^) :=CP^2(^)ï^;( ly).
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avec un certain polynôme ïj(^) appartenant à -^[^j.
Le premier membre s'écrit

r / ^ \ n
c^) i+^)( f]^^) ) h

L \k=i ) \

avec
a'̂  = as.k si À- ̂  i et a .̂ == a^ — i.

®,(^) devrait diviser la quantité entre crochets, ce qui n'est pas, puisque a^. est
supérieur ou égal à i.

^(9) est donc inversible, et l'on peut engendrer p^ par y/(9) dans le
cas a/^> i.

Mais alors, dans
q

îp(^) == I~[cp^(^) 4- // ^.(^),
<=i

taisons x= 9 : p-(9) n'est pas dans p^, car autrement p-(O) == Î / (9 )Y(9 )» où
Y ( 6 ) = = a o + . . .+^-1 9'1-1, ^-eAs ( < = = o , . . . , / î — i ) .

9 serait racine du polynôme deAs[«y] non identiquement nul de degré inférieur
à n

<j
rTcp^-(^) + u{ciQ-{- a^x-r-. . .+ a/^i.r71-1),

À-=I

où a^ a la valeur précisée plus haut. C'est impossible. Donc, si As[9] est inté-
gralement clos, p-(9) n'appartient à aucun p^*, pour î, tel que a/ est supérieur à i.

7. Nous allons montrer que :

Réciproquement, si ^(9) n'appartient à aucun ^, pour i, tel que a/ est
supérieur à i, Ag[9] est intégralement clos.

En effet, soit d'abord i, tel que a,=i. Nous avons vu (II, 6) que (Ag)s* est
intégralement clos.

Soit, ensuite, ?', tel que a /^>i . Une base de (p,*)s* est[?/, 9,(9)], mais si m(9)
n'appartient pas à y ^ , on peut écrire

7-n^9)</= T(O) '
et, par suite, p^ est engendré dans (A§)s* par ç/(9), et (Ag)s* est local régulier
de dimension i, donc intégralement clos.

Ainsi Ag[9] est intégralement clos, d'après la remarque de (II, 2).
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8. Essayons d'exprimer la condition « p-(6) n'appartient pas à ^ », à l'aide,
du polynôme p-(^) et même à l'aide de ç(.r).

^ étant engendré par 9,(6) et u, p-(O) appartient à p; si, et seulement si, il
existe À(6) dans A^ etps(Q) dans psAs, tels que

^ ( 6 ) = À ( 9 ) ( p , ( 6 ) + ^ s ( 0 ) .
De façon générale, si

/ (6) :=ao+ai6+. . ̂ â^.iô7'-1, ^-çAs ((==:o, . . . , ^ — i ) ,

appelons f{x) le polynôme ûo + a^ oc -+-. . . + a^ x^.
Considérons alors

^(œ)=\(x)^i(x) +7?s(^).

Le reste de la division de ^{œ) par y/(^) a tous ses coefficients dans ps-
II en est de même du reste de la division de p-(^) par y/(^). On a en effet,

^{x) —^(œ)=n(x)^(x),

r\{x) étant un certain polynôme de Ag[^], puisque ^ ( 6 ) — u L ( 9 ) est nul. Nous
pouvons donc écrire

r " 1
^(^)=^(^)+yî(^) PI^?^^) +/>s(^),

l- ^=i J

ps(^) étant un polynôme à coefficient dans pg.
Le reste de la division de p-(^) par 9,(.r), comme celui de la division de ^p(^)

etjOs^) par ç/(^) est à coefficients dans pg.
Réciproquement, s'il en est ainsi, ^[9] appartient bien à ̂ , mais il revient

au même de dire que le reste de la division de p-(^) par ©/(.r) a ses coefficients
dans ps? ou que le reste de la division de y(.c) par y<(^) a ses coefficients
dans p|.

Donc, une condition nécessaire, pour que A[6] soit intégralement clos, est
que, pour tout S relatif à un idéal premier, p de A de rang i, on ait la condi-
tion (C) suivante :

(C) : « Si a, est supérieur ou égal à 2, le reste de la division de ^{x} par
y/(a?) n'a pas tous ses coefficients dans p|. »

De plus, si (C) est réalisée, alors, la condition (Hi) est vérifiée dans A[9]
(11,4,).

9. Nous allons montrer que, si (Hi) est vérifiée dans A[6], alors (Ha) l'est
également. Nous nous appuierons sur un théorème de Nagata ([16], p. n6,
corollaire 4) :

Soit 0 un anneau noethén'en, sans diviseurs de zéro, dans lequel (Hi) est réalisée.
Si un idéal principal Ça) de 0, a un idéal premier essentiel immergé f\, f\ est aussi
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un idéal premier essentiel immergé pour(b), b étant un élément non nul quel-
conque de q.

Supposons que (H^) ne soit pas réalisée dans A*, (Hi) l'étant. Il existe a*
dans A*, tel que (â^) a un idéal premier essentiel immergé q*. Alors pour a,
non nul, appartenant à q*nA==q, q* est un idéal premier essentiel immergé
de (^)* idéal engendré par a dans A*. Il existe donc V appartenant à A* et
n'appartenant pas à (a)*, tel que b* appartient à (a)* : q\ Posons

y=zbo-}-. . .-+-bn_^^\ ^€A (1=0, . . . , n — ï ) .

Il existe un6/, pour certain i, qui n'appartient pas à (a), idéal engendré para
dans A, puisque V n'appartient pas à (a)*. En particulier, pour tout q, appar-
tenant àq, Vq appartient à(^V et, par suite, b,q appartient à (û); on remarque,
en effet, à ce propos, qu'un élément

^z=^o+. . .-h^-iô71-1, CiçA. (i=o, . . . , n — ï )

appartient à (a)* si, et seulement si, tous les c, appartiennent à (^). Or, ceci
montre que (a):q contient effectivement (a), donc que q est compris dans un
idéal premier de (a). Or, xy n'est pas de rang i, puisqu'il a même rang que q*.
C'est impossible, puisque (Ha) est réalisée dans A.

10. En résumé de cette étude, nous pouvons énoncer :

THÉORÈME. — Soit A un anneau à élément unité, noethérien, intégralement clos,
sans diviseurs de zéro, plongé dans un suranneau R commutatif et sans diviseurs
de zéro, ayant même unité que A, et soit 6 un élément de B, entier sur A, dont le
polynôme caractéristique sur A est noté ç(^).

Soit p un idéal premier de rang i de A, posons S == A — p.
Soit ps l'idéal maximal de Ag.
Soit ^psO^) le polynôme déduit de (f(x) par passage aux classes des coefficients,

q

modulo ps, et soit TUT y^'^) sa décomposition dans -^{x^ en facteurs premiers.

Soient

9-^)=po+...+^^ P/e^ (.7=0, ...,^.)
PS

et
^i(x) ==(3o+. ..+^^^s

où P/ est un représentant dans Ag de P(.
Alors, pour que A [6] soit intégralement clos, il faut et il suffit, que pour tout

idéal premier p de rang i de A, la condition (C) suivante soit réalisée :

(C) : Pour tout i, tel que a, est supérieur ou égal à 2, le reste de la division
de (f(œ) par ç/(^) n^a pas ses coefficients tous dans p|.

Ann. Éc. Norm., (3), LXXV1II. — FASC. 1. 6
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Remarque. — Si un idéal premier p est tel que, dans la décomposition de ypg,
il y ait un a, supérieur ou égal à 2, alors y(^) a une racine double module ps-
Son discriminant d doit être nul module pg. Or, à appartient à A et (rf) a pour
idéaux premiers essentiels des idéaux pi, . . ., p,. de A, tous de rang i. Il suffira
de vérifier (C) pour ces idéaux premiers pi, . . ., p/.-

11. APPLICATION AU CAS ou A EST PANNEAU DES ENTIERS. — Remarquons d'abord,
A . Ad'une façon générale, que -s est isomorphe au corps des quotients de -î donc

Aà -î dans le cas où A est l'anneau des entiers, p désignant un idéal premier
^

de A. Dans chaque classe de -s? il existe un élément de A. On peut donc
relever ~^i{x) dans A[a?], au lieu de le relever dans As[^], de sorte que la règle
du paragraphe (II, 10) devient :

Soit <f(x) le polynôme caractéristique de 6 sur Vanneau des entiers A. Soit
d== p^1 . . .p^ la décomposition en facteurs premiers du discriminant d de y(v^).
Désignons par Vi= (pi) Vidéal engendré par pi dans A. Soit ç^(.c) le polynôme
déduit de y(^) par passage aux classes des coefficients modulo p,, et soit

T'iw^^n^'1^
7=1

— Ala décomposition de ç (.r) dans - [.r].
Soient

?/.(^)==^o+...+%,,^s %e^ (À-=o, . . . , /^-)

et
^•(^)=^-4-...4-^,^S

^ étant un représentant dans A de ^.
Alors, pour que A* soit intégralement clos, il faut, et il suffit, que la condi-

tion (C) suivante soit réalisée :

(C) : Le reste de la division de y(^) par ^ji{x) relatif à j et i, tels que Oy, est
supérieur ou égal à 2, n^apas tous ses coefficients multiples de p\ (3).

Exemples. — i° ç(^) = x^— x — i. Le discriminant est 5. On a

X 1 — X — I = = ( ^ + 2 ) 2 — ^ X — 5 ,

(3) On retrouve ainsi un résultat de Ore ([20], p. 33g, th. 4), concernant la théorie des idéaux
dans la fermeture entière C' de l'anneau des entiers C dans une extension algébrique finie du corps
des rationnels, et d'ailleurs dû à Dedekind [6]. Cependant, même dans le cas des nombres, notre
théorie ne semble pas avoir été faite.
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et le reste de la division de ç»(.r) par x+ 2 est + 5. A[9] est intégralement clos.

2° (fÇx')=x1—^x—4. On a

îp ( x ) == x 1 ( mod 2 )

et <p( . r )= . r 2 —^x—4 , divisé par x, donne comme reste 4 '' A[9] n'est pas
intégralement clos.

12. APPLICATION AU CAS A=K[.r], K étant un corps algébriquement clos,
9 étant racine du polynôme en y, à coefficients dans K[.r], y/+âriyn~-l+...+a„,
irréductible dans K(^)[j].

Désignons par G la courbe plane

y7^ aij^-1 +. . .+ ̂ == (y(cy, r) ==0.

Alors la condition du paragraphe (II, 10), pour que A[9] soit intégralement
clos, est équivalente à la suivante : « C n^a pas de point multiple ».

Ceci est d'ailleurs bien connu en géométrie algébrique. Soit p un idéal
premier de A, engendré par x—a, açïi. On peut supposer a=o, au besoin
en faisant un changement de variable. Ag est l'anneau formé des éléments '-^-î
où f{x) et g\^) appartiennent à K[.r], g{x) n'étant pas divisible par x. Si /o
et g-o sont les termes constants de /(^) et g{oc\ go non nul, on vérifiera
que v—^ = J o module pg. Donc —s est isomorphe au corps K. cpps s'obtient en^\^) s'o y s
faisant x= o dans ç(.z-,j), d'où

çp^=:y^-4- a, (o)^-1 + . . . 4- a/,(o)

Aet la décomposition dans -^[y], c'est-à-dire dans K[y], est

yn r-a^s

où les éléments a, sont dans K, et sont racines de çpg, la multiplicité de la
racine a^ étant a^. Les éléments a^ sont les ordonnées des points où x=o
coupe C. Considérons un facteur y — a / , d'exposant a /p lus grand que i, s'il y
y en a. Nous pouvons supposer ^=o (en faisant au besoin le changement de
variable Y = y—<7/). Appliquons la condition du paragraphe (II, 10) en remar-
quant d'abord qu'il n'y a pas de terme constant dans ç(.y, y ) et qu'il n'y a pas
de terme de la forme by, b appartenant à K non nul. Le reste de la division
de ç>(.r, r) par y n'est pas à coefficients multiples de x^" si, et seulement si, il
existe dans ̂ {x, j) un terme ax, a appartenant à K et non nul.

D'où le résultat énoncé au début.
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13. APPLICATION AU CAS A== K[.r, j], K étant un corps algébriquement fermé,
et 9 étant racine du polynôme en z, à coefficients dans K[.r, y], irréductible
dans K(x, j)[^] :

,̂ + a^z11-1-}-.. .+ ̂ =:îp(^, j, z).

Un raisonnement analogue au précédent montre que la condition du para-
graphe (II. 10) est équivalente à : « S n'a pas de courbes singulières ».

Exemple : Si z2=xy, l'anneau correspondant est intégralement clos.

III. — A [6] local régulier, A l'étant.

1. NOTATIONS. — A est ici local régulier; u^ . . ., u^ est une base minimale
de l'idéal maximal m de A', p est donc la dimension de A.

Soit B un suranneau de A, commutatif et sans diviseurs de zéro. 6 est un
élément de B entier sur A. Soit <f(x) le polynôme caractéristique de 9 sur A,
et soit n son degré; m* est propre (I, i, a, 2°). De plus, le polynôme y(^) défini
en (I, i ,a, 2°) se déduit du polynôme y(^) par passage aux classes module m
des coefficients (I, 2, remarque 3).

Nous cherchons une condition nécessaire et suffisante pour que A[9~| soit
local régulier. A[9] sera aussi noté A*.

2. THÉORÈME. — Une condition nécessaire et suffisante pour que A[9] soit local
régulier, A Vêtante 9 étant un élément de B, entier sur A, est qu'on ait :

— - - — Ai° ^Çx)=^rt'Çx\ 9'(^) étant irréductible dans -[x~\, À étant un entier
naturel plus grand ou égal à i.

2° Si À est plus grand que i, le reste de la division de y(^) par (p^x) n^a pas
tous ses coefficients dans m2, <f\x) étant un polynôme de A[.y], de même degré
que y^(^), tel qu^en prenant les classes modulo m de ses coefficients, on
obtienne ç'^).

Premier point, — La condition (i) est équivalente à « A* est local » (I, 2).
Si X est égal à i, l'idéal maximal m'* de A* est alors engendré par m dans A*;
^i, . . ., Up est une base de m^, et A* étant de dimension p , comme A, est local
régulier.

Deuxième point. — Supposons la condition (i) réalisée, et supposons que X
est supérieur à i. Démontrons que la condition (2) est réalisée, lorsque A* est
local régulier, en supposant de plus que A a la dimension i ; u désignera un
générateur de m.
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m'* est engendré par ç^ô) et u. Comme A* est local régulier de dimension i,
cette base n'est pas une base minimale de m'* : on peut tirer de cette base non
minimale, une base minimale ayant un seul élément : cet élément ne peut
être que 9\6). On peut écrire

cp(^) = |Y(^)p+ u ̂ {x),

[^.(.r) étant un polynôme de A[.y] de degré n—i au plus. Si [^.(6) n'était pas
inversible, on aurait

^(9) = = ^ ( 6 ) ^ ( 6 ) , avec À ( 6 ) = ̂ 4-, . .+ a.n^-^
0.1ç A ( ; = o, . . ., n — i ).

Mais 6 serait racine du polynôme non identiquement nul, de degré inférieur à n
[ (/ ( ̂ )p-1 + H ( Oo + . . . + a,,_i ̂ -1 ) .

C'est impossible, et p.(6) est inversible. Or, ceci est équivalent à la condition (2)
(raisonnement déjà fait en II, 8).

Troisième point. — Supposons A supérieur à i, et les conditions (i) et (2)
réalisées.

Montrons que, p étant quelconque, A* est local régulier. On peut écrire
cp(^) = ^ ' (x) À ( ^ ) + mo+. . .+ my_i^-1,

/n;€iu (;'==o, . . ., q — i ) ,

q étant le degré de (p^^).
Supposons que rrij n'appartienne pas à m2 et posons

mi-= À^i+. . .+ VpUp (l=o, . . . , ^ — i ) .

Comme mj n'appartient pas à m2 il existe pour ï^r^p, un À,7 n'appartenant
pas à tn; en isolant Ur dans

q-\

^(e^e^^m.e^o,
;=0

il vient
<7—1 p

^ (6 ) ^ (6 ) +^ ^ ̂ ^e^+ ̂ (À?+. ..+ Àr1 ey-1) = o.
i=0 k=l

k^r

Posons
<7-l p

A(e)=:9 / (e)À(e)+^ ^^^es
;==0 Â:=l

^T'/-

et remarquons que A(6) appartient à l'idéal (u^ . . ., u^i, ?/r+i, . . ., Up, y^ô)),
engendré par ces éléments dans A*.

L'élément X^+. . .^-^r1^7""1 est inversible, puisque À^ n'appartient pas
à m (II, 8). Soit [^(9) son inverse. Alors, on a iir=—^(6)A(6). Une base de



46 G. MAURY.

l'idéal maximal m^ de A* est (^, . . . , u,_^ u^, .. ., u^ ç'(9)) : elle contient
p éléments; A* est local régulier.

Quatrième point. — II reste à prouver que, la condition (i) étant réalisée,
et X étant supérieur à i, la condition (2) est réalisée, lorsque A* est local
régulier, et lorsque la dimension de A, donc de A^,^, est supérieur à i. Pour
p =i, en effet, nous F avons établi (2e point). Si A^ est local régulier, une base
minimale déduite de (^/i, . . ., u^ ^(9)) comprend p éléments : un des <//,
soit Up, s'exprime linéairement, en fonction de u^, . . ., ^-i, 9'(9). L'idéal ^
engendré par u^, . . ., u^, dans A^ est premier, et son intersection avec A est
de rangjo — i et comprend l'idéal premier c engendré par u^ . . ., u^ dans A.

c*nA est distinct de m, dont le rang est/>.
c^H A ne peut contenir strictement r, car on aurait dans A la chaîne de jy+i

idéaux premiers distincts : (//i), . . . . c, c^nA, m. Ceci est impossible et, par
suite, c*nA== c.

Désignons par ç^(^) le polynôme déduit du polynôme y'^) par passage aux
Aclasses de - =B, et par ^, le polynôme déduit de y^ en prenant les classes

— R Rde B module n=m/ r : y^ est irréductible dans [^], puisque - est isomorphe
, Aa -•

m
A*Cela étant, B*=^ est local régulier, et est extension entière de Panneau

Alocal régulier B = - ? qui est de dimension i. Si Y] désigne la classe de 9 module c*,
on peut écrire

B*=B[r;].

On pourra vérifier que le polynôme caractéristique de T] n'est autre que 9e(*^).
D

La décomposition de ce polynôme dans - [.z*] est

^(^^[-c^)]^

y'(*r) étant irréductible dans '[-f] d'après ce que nous avons dit plus haut. De
l'identité de la division par ^(.r),

^(.^^^(.^(.a?)^),

degré de r{x) <^ degré de ç^^), on déduit

?c(^) == ?c (^) \W -'- ̂ (^h

degré de r,(x)<^ degré de ç,(^), en prenant les classes, module c, des coeffi-
cients des polynômes. D'après le deuxième point, r^x) ne doit pas avoir tous
ses coefficients dans n2, et ceci entraîne que r(x) n'a pas tous les siens dans m2.

Ainsi, la condition (2) est réalisée.
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IV. — A.[0] intégralement clos dans son anneau complet des fractions.

1. Avant d'aborder le problème qui fait l'objet de cette partie et qui sera
énoncé au paragraphe 8, il nous faut démontrer les généralisations suivantes
de résultats figurant dans [18].

Résultat Ri. — Un anneau © noethérien est intégralement clos dans son
anneau complet des fractions © si, et seulement si :

(H^) : Pour tout idéal premier p, de rang i, de <D, contenant un élément non
diviseur de zéro, (Dp est un anneau local régulier de dimension i.

(H^) : a étant un élément de ©, qui n'est pas un diviseur de zéro, (a) n'a
pas d'idéaux premiers essentiels immergés (c/. II, 2).

Résultat R^. — Soit un anneau noethérien (D. Supposons que pour chaque
idéal premier p, de rang i, de (D, contenant un élément non diviseur de zéro,
©p est intégralement clos. Si un idéal principal (^), a n'étant pas diviseur de
zéro dans ©, a un idéal premier essentiel immergé n, (6) admet un idéal
premier essentiel immergé, b étant un élément non diviseur de zéro de q,
([18], p. 76, corollaire 4; cf. II, 9).

/ •
2. RAPPEL. — a. Soit (o)= F\ q/, q, étant p-primaire (i'= i, . . ., r). Pour

qu'un élément de (D soit diviseur de zéro, il faut, et il suffit, qu'il appartienne
à un p/.

b. Si © ne contient que des éléments inversibles ou diviseurs de zéro, il est
confondu avec (©, donc intégralement clos. Dans la suite, nous supposerons
toujours qu'il existe dans ® un élément non diviseur de zéro, et non inversible.

c. Supposons que l'élément a de ® ne soit pas diviseur de zéro, et

soit -=u, un élément entier sur (D, alors il existe / non diviseur de zéro

dans ®, tel que pour tout entier natureljy, upl appartienne à ©. (Si u est
racine du polynôme à coefficients dans A, x^-^-a^x'^-^-. . .+ a^ on peut
prendre 1= a71"1.)

d. Réciproquement ([18], p. 67, corollaire 3) : Soit ® un anneau noethé-
rien, sous-anneau d'un anneau © / et soit b appartenant à © /. S'il existe un
élément a de ®, qui n'est pas diviseur de zéro dans © /, tel que ab11 appartienne
à ®, quel que soit l'entier naturel n, alors b est entier sur ®.
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3. Soit un élément a non diviseur de zéro dans un anneau local noethérien ®,

d'idéal maximal y, de rang supérieur à i, et soit b appartenant à Ça) : p, alors -
est entier sur ©. (Généralisation du lemme 1 de [18], p. 74-)

Soit h appartenant à p et soit c= -À. D'après le choix de b, c appartient

à (D. Supposons que c n'appartienne pas à p. Alors (a)=(6A). Ceci entraîne
que b et h ne sont pas diviseurs de zéro. Il existe un idéal premier essentiel
minimal ^ de (À) de rang i [le rang d'un idéal principal dans un anneau
noethérien est au plus i, et comme ici h n'est pas diviseur de zéro, il ne peut
appartenir à aucun idéal premier essentiel de(o)]. Comme? n'est pas de rang i,
p' est différent de p. a appartient à p' et, ^ étant de rang i, est idéal premier
essentiel de (û).

Soit q' la composante ^-primaire de (a) (bien déterminée, puisque p' est
minimal); puisque p est différent de p', ^ : p = A f et, par suite, b appartient
à i^. Alors, (û) = (bh) montre que

ce qui est une contradiction du corollaire 1 de la proposition 1 du chapitre
J-radical de [18], parce que p'®^ est le J-radical de ©p7. Nous voyons que c
appartient à p et de là que (- ) h appartient à p, pour tout entier naturel n.

Comme on peut prendre h non diviseur de zéro dans ©, donc dans ©, - est
Ct

entier sur ® (IV, 2, rf).

4. Soit un élément a non diviseur de zéro d^un anneau noethérien ©. Si (a) a
un idéal premier essentiel immergé, il existe b non nul, appartenant à ®, tel
que - est entier sur (D, et tel que - ̂ appartient pas à (D. Réciproquement, s^il
existe un tel élément b, ou bien il existe un idéal premier essentiel y de rang i
de (a), tel que ®p n^ est pas intégralement clos, ou bien (a) a un idéal premier
essentiel immergé. (Généralisation de [18], propos. 2, p. n5.)

Supposons que (a) ait un idéal premier essentiel immergé q. Formons
Panneau des fractions ®q : on l'obtient ainsi : on fait d'abord Fhomo-
morphisme

(7 : ^-^CD^^,n

n étant l'intersection des composantes primaires de (o) contenues dans fl.
Soit f\'= f l- Ensuite, on prend l'anneau ordinaire des fractions © /^. C'est cet

anneau qu'on appelle aussi ® q. Remarquons que q est de rang supérieur à i,
car il ne peut être de rang i, (a) ayant alors un idéal premier essentiel de
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rang, o ce qui ne peut être (IV, 2, a) : donc q®q noté aussi q'®^, est de rang
supérieur à i. Il existe b" appartenant à ®Y, et à ̂ ©^ : ̂ ©Y et n'apparte-
nant pas à ^©Y, a' étant la classe de a dans ©'. a' n'est pas diviseur de zéro
dans © /, car, autrement il existerait \ n'appartenant pas à n, tel que a\ appar-
tienne à n; avec les notations de (IV, 2, a) À n'appartient pas, par exemple,
à qi et, par suite, a appartiendrait à pi, ce qui n'est pas (IV, 2, a\ D'après le

h"paragraphe (IV, 3), ^ est entier sur ©Y, et n'appartient pas à O^

^y.-.^y"1- ^-o\a1 ) s'\a') •••-^-0 ;

s\ çS'=^-^, c\ç^ ( i = i , . . , n ) .
On peut supposer

b"=0^ c ' ç ^ , s ^S ' .s
Posons

b\=is's\ ...s'^c',
j i
^ est entier sur © /. Donc, pour tout entier naturel p , ( ^ )^ appartient à © /,
pour un /' qu'on peut prendre égal à a^ (IV, 2, C). Si donc, b, et / sont des
représentants dans ® de V, l ' , on peut écrire

b^aPCp-^-np, Cpç.^, îîpÇ.\\.

Soient, par numération convenable, A^, . . . . ^,, les idéaux primaires de (o)
non compris dans q, donc rencontrant S = ® — q ; soit mj un élément de

7'

^y^ 8 (./^^-^-^ • • - , ^) et m==TTmy.
/=;4-1

m^ est nul pour tout n en, m n'étant pas nul, puisque S est multiplicativement
fermé, et ne contient pas zéro. Donc,

(mb,)P l=aPdp, d^ç€.

Comme on peut prendre l=an-l, non diviseur dans ® et dans ®, mb^ est
a

entier sur ® (IV, 2, rf). Supposons que mb^- appartienne à ®, alors m^- appar-
^ (2 1 - 1 -

tient à © /, ̂  appartient à S^ — appartiendrait à (©'q', et aussi ̂  ce qui n'estu a i

pas. II suffit, alors, de prendre b=mb^

Pour la deuxième partie du théorème, ^ est entier sur ® et n'appartient pas
à ®. Soient d i , . . ., a/,, les idéaux premiers essentiels de (^). Ils sont tous
minimaux par hypothèse, donc de rang i.

Soit (a) = Ai n . . . nA/,, A, étant ftrprimaire (î '=i, . . ., A). Puisque b- est
Ann. Éc. Norm., (3), LXXVIII. — FASC. 1. 7
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entier sur ©, -^ est entier sur © n, [il/ étant l'intersection des idéaux primaires

de (o) contenu dans a/, x ' désigne la classe de x module n/].
V^ a/ est contenu dans a^® a = A^ (D a/ et, par suite, b' appartient à

A^dD a /H (D^A^. Donc, b appartient à (A,, n,) = A/, et ce pour i =! , . . . , / / .
Donc b appartient à (a). Il y a contradiction.

û. Si © est intégralement clos dans (D, et si p est un idéal premier de
rang i, contenant un élément non diviseur de zéro, ©p est un anneau local
régulier de dimension i [19].

6. La condition (H^) est nécessaire d'après la première partie du lemme du
paragraphe (IV, 4).

La condition (H^) est nécessaire d'après (IV, 5).
Les conditions (H^) et (H^) sont suffisantes d'après la deuxième partie du

lemme du paragraphe (IV, 4).
La proposition Ri est donc établie (IV, 1).

7. DÉMONSTRATION DE LA PROPOSITION R 2. — Soit b un élément non diviseur de
zéro, autre que a, appartenant à q. Considérons ©r^}f=^^. Soit df apparte-

d'nant à a! ©^ : ̂  ©'Y et n'appartenant pas à a! (GV^ ; —, n'appartient pas à ©^
et est entier sur (D^ (IV, 3) [remarquer en passant que a' et b' ne sont pas
diviseurs de zéro dans ©', démonstration déjà faite en (IV, 4)].

d' 'Soit c ' = —,b'\ c ' appartient à fflï'i^.

d' c' c'— = - , montre que „ est entier sur ©'q' et qu'il n'appartient pas à ©Y.

Alors, un raisonnement déjà fait à la première partie du paragraphe (IV, 4)

montre qu'il existe un élément ̂  n'appartenant pas à ® et entier sur (D (^€ ®).
D'après le théorème du paragraphe (IV, 4), (6) admet un idéal premier essen-
tiel immergé.

8. Nous sommes maintenant en mesure d'aborder le problème qui fait l'objet
de cette quatrième partie.
A est ici un anneau avec diviseurs de zéro, noethérien intégralement clos, dans
son anneau complet des fractions et de dimension supérieur ou égal à i.

A vérifie, de plus, les hypothèses suivantes :
1° Les idéaux premiers essentiels de (o) sont tous minimaux;
2° Appelons idéal utile, un idéal premier essentiel de (o), contenu dans un

Aidéal premier de rang i de A. Alors, si ^ est un idéal utile, - est intégralement

clos. Soit B un suranneau de A, commutatif, dont Félément unité est celui
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de A et soit 0 un élément de B, racine d'un polynôme unitaire ç(^), à coeffi-
cients dans A, 6 n'étant racine d'aucun polynôme de A[^] de degré inférieur à
celui de y(^), noté n. On cherche une condition nécessaire et suffisante pour
que A[0], noté aussi A^, soit intégralement clos.

9. TOUT IDÉAL PREMIER DE RANG 1 DE A^ A POUR RESTRICTION DANS A UN IDÉAL PREMIER

DE RANG i. — En effet, soit un idéal premier p^, de rang i, de A*, p^ ç\ A == p est
un idéal premier de A de rang supérieur ou égal à i. p contient donc un
élément a non diviseur de zéro, qui est non diviseur de zéro dans A* (utiliser
le fait que A^ est un A-module libre), a^ admet p* comme idéal premier
essentiel, donc aP^ : p^ comprend effectivement ap^ : il existe

avec biçA. (l==0, . . ., H— l),

et avec un b,, pour o^ /c^^—i, qui n'appartient pas à aA, tel que b^p"
appartient à ûA*, pour tout // appartenant à p\ En particulier, b^p appartient
à a A*, pour tout p appartenant à p et b/,p appartient à aK pour toutjo apparte-
nant à p. Ceci entraîne que p est compris dans un idéal premier essentiel de aA
et, à cause de (H^), que p est de rang i.

10. TOUT IDÉAL UTILE DE A* A POUR RESTRICTION UN IDÉAL UTILE DE A. — Soit,

en effet, n* un idéal utile de A^, compris donc dans l'idéal premier de
rang i, p. L'idéal p = p* n A est premier de rang i (IV, 9) contenant n = n* n A,
nécessairement de rang o. Ainsi, n est un idéal utile de A. La réciproque
résultera de la démonstration qui suit (IV, 12).

11. Soit n un idéal utile de A.
Posons S == A—il .

Considérons As. A§ s'obtiendra en faisant d'abord l'homomorphie a : A*-^ — ?
n' étant égal à îiA^ [remarquer que n est la composante primaire de (o) relative
à n, dans A], puis en prenant les fractions au sens ordinaire par cr(S)

A;=a(A^s)=(^[e-]) =As[6-],
\ n * A(S)

où 9^ est racine de y^(^) déduit de ç(-c) par passage aux classes module n des
coefficients, 9* n'étant racine d'aucun polynôme de -[^] de degré inférieur. As

est le corps des fractions de -• Les idéaux primaires de A* dont l'intersection
avec A est n, sont en correspondance biunivoque avec les idéaux primaires de (o)
dansAs[9*]. Ils sont donnés par la décomposition dans As[.r] de y^(^) (I, i). Soit

''n

pn^^n^^
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A • A -puisque - est intégralement clos par hypothèse, les fi(^) sont dans -[^J.
Les r^ idéaux premiers dont l'intersection avec A est n, sont engendrés respec-
tivement par Vf (9) et n Çi=ï, . . . , r^ f[Çx) étant un polynôme relevant
dans A[.r] le polynôme/(.r) de -[^].

12. Voyons maintenant comment sont obtenus les idéaux premiers de A* de
rang i, ayant l'idéal p pour restriction à A. Appelons n l'idéal premier de (o)
contenu dans p. îi est la composante primaire de (o) relative à n. Les idéaux de
rang i, premiers, dont l'intersection avec A est p, sont en correspondance
biunivoque avec les idéaux premiers de A^, S = A — p , dont l'intersection

\ -•avec As est pg, sont donnés par la décomposition de Çn(^) dans —s [x~\, donc par

les décompositions de/-(^) dans —^[^j.
On trouvera donc toujours un idéal premier de rang i de A*, contenant l'idéal

premier n*, engendré par /^(9) et u dans A*, dont l'intersection avec A est n :

Tout idéal premier de A*, dont la restriction à A est un idéal utile de A, est un
idéal utile de A*.

13. Supposons A* intégralement clos. L'idéal premier n* de A*, engendré
par yj(9) et n, idéal utile de A, est un idéal utile de A* : la composante pri-
maire de (o) relative à n* estn* lui-même. Il n'y a donc pas d'idéaux n^-primaires
distincts de n* dans A^ et ceci a lieu si, et seulement si,jo/= i (définition de pi
en IV, 11). Par ailleurs, p* étant un idéal premier de A*, dont l'intersection
avec A est l'idéal premier p de rang i, contenant n, p* est un idéal de rang i,
qui ne doit contenir qu'un seul idéal premier essentiel de (o), dont l'inter-
section avec A est obligatoirement n.

Ceci a lieu si, et seulement si, en posant S = A — p , f^ désignant le poly-
*' A —nome déduit de fi{oc) par passage aux classes des coefficients dans -s? f^ et

/(s) n'ont pas dé facteurs en commun pour tout i, j\i^Éj'y

14. Soit, enfin, p* un idéal premier de A* de rang i, contenant un seul idéal
premier essentiel de (o), n*, qui est aussi la composante primaire de (o) rela-
tive à n* lui-même. Posons S*==A*—p\ et considérons Ag*;

Or, -^ == -[9*], le polynôme caractéristique de 9* sur - étant/,(*r), u* étant
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engendré par/^(0) et n. On peut écrire

(^•'Wl '̂1"1"^ =<W>-,'W[>'1
n* \ • r

(on pose S = A — p , avec p=p*nA) .
Soit p^ l'idéal ^Ag[6*] et soit

Ss=As[0- ] -ys .

S*Comme Sg contient -,5 on peut écrire

(As^Dsî^pstO*])^ =(As^.
L n*Js:

Si A* est supposé intégralement clos, As* l'est d'après la condition (H,) et, par
suite, aussi (As[6*])s^. Comme ceci a lieu pour tous les idéaux premiers p*
de A*, contenant n*, dont l'intersection avec A est p, on peut voir (II, 2,
remarque) que Ag[6*] est intégralement clos.

Donc, pour que A* soit intégralement clos, il est nécessaire que p étant un
idéal premier de rang i de A quelconque, dont on appelle n l'idéal utile, et S
étant égal à A — p , As[.y]/(/-(o?))(î=i, . . . , rn) soit intégralement clos.

Si cette condition est réalisée, la condition (H^) est réalisée dans A*.
Si la condition (H,) est réalisée dans A*, un raisonnement, utilisant Ra,

analogue à celui du paragraphe (II, 8) montre que la condition (H,) l'est aussi.

15. On peut donc énoncer :

Pour que A[9] soit intégralement clos, sous les hypothèses énoncées au
paragraphe (IV, 8) il faut, et il suffît, que les conditions Ci, €2, G, suivantes soit
simultanément réalisées :

Ci : n étant un idéal utile quelconque,

'n?n(^)=n/-(^),
i==ï

/(<2?) appartenant à ^[^], et étant irréductible dans ̂ [^(^^ i, . . . . r,j.

Cs : Siff(x) désigne ce que devient/^) module ps» S = A — p , p étant un
idéal premier quelconque de rang i de A, dont on note n l'idéal utile; ff^x)
et/^o-) n'ont pas de facteur commun dans -^[^j, pour tout i ety variant de i^(o-) n'ont pas de facteur commun dans -s

^n .̂/).
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IL

Cs : Si7]s)(^)=Jj^f^(.r) est la décomposition de ff\x) en facteurs pre-
k=ï

miers dans -^[^J et g'ih(^) se relevant en polynôme g//,(.r), de même degré
que ~gi^x\ dans As[^], le reste de la division de/(^) par un gik{^) relatif à
un a,/, supérieur à i, n'a pas tous ses coefficients dans p|.

CHAPITRE II.

DEMI-GROUPES NOETHÉRIENS.

CARACTÉRISATIONS DES DEMI-GROUPES NOETHÉRIENS INTÉGRALEMENT CLOS.

EXTENSIONS ENTIÈRES.

Introduction.

Dansée chapitre, nous appellerons demi-groupe noethérien, un demi-groupe D
abélien, à élément unité et vérifiant la condition de chaîne ascendante pour les
idéaux. Le but de ce chapitre est d'utiliser des méthodes de théorie des anneaux
noethériens (anneaux de fractions, théorème d'intersection de Krull, décompo-
sition en idéaux primaires, etc.) pour obtenir des théorèmes sur le rang des
idéaux de D et surtout des caractérisations B' et (7, analogues respectivement
aux caractérisations B et C dont il est question dans l'introduction de cette
thèse. Une application de la caractérisation B/ est donnée. Rappelons que la
décomposition en idéaux primaires est valable dans D [23 ).

I. — Préliminaire 1 : Demi-groupe généralisé des fractions,
selon un sous-demi-groupe S ne contenant pas zéro d'un demi-groupe abélien D.

1. RAPPEL. — Soit D un demi-groupe abélien. L'opération du demi-groupe fait
correspondre à açî), 6çD, l'élément ab= ba de D, appelé produit de a par b.
Cette opération sera appelée multiplication.

Soit S un sous-demi-groupe de D ne contenant que des éléments simplifîables.
Considérons dans le demi-groupe CD des couples (a, s), ^/eD, .?eS, avec la loi
de composition

(a, s) (a', s')=i(aa', ss'), a' €D, s'çS,

la relation d'équivalence Rs régulière pour cette loi
n, a'çD; .^.^eS; (a, s) Rs(^ 'O ^-sa'•==.s'a.

Notons - la classe contenant Ça, ^). Le produit des deux classes a, a? noté a ^
" s s s s
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est la classe contenant (aa'', s s ' ) c'est-à-dire -4-- L'ensemble de ces classes avec
l'opération que nous venons de définir est un demi-groupe noté Dg : on
a Dg= -n Si l'on identifie ̂  avec a, Dg contient D (4).

Remarque. — Ds est le demi-groupe des fractions (au sens ordinaire) de D
selon S. Si S est le sous-demi-groupe des éléments simplifiables de D, Dg est
appelé le demi-groupe complet des fractions de D.

2. PROPOSITION 1. — II y a une correspondance biunivoque entre les idéaux
premiers (^respectivement primaires) de D ne rencontrant pas S et les idéaux pre-
miers (^respectivement primaires) de Dg. En outre si D est noethérien, Dg Vest.

Nous ferons la démonstration dans le cas de la correspondance entre idéaux
premiers, la démonstration étant analogue dans le cas des idéaux primaires.

Soit p un idéal premier de D ne rencontrant pas S; pg désigne l'idéal pDg
de Dg, formé de toutes les fractions p-^ p ep, ^-eS. L'idéal ps est premier, car

a a a . , ,
-,-,Ç.V^ -^Vs (donca^p) ,

entraîne
aa p „ o
___ —— J— . n C. 11 c" C ̂  ^t nn1 v"/ ? € V , ^eS et a a ' s " = p s s ' €y .ss' "" s"

Comme as" n'appartient pas à y, on en déduit, p étant premier,
, a

a'çy et -/-e^s.

psUD = p : en effet,

^==:À, À e D entraîne s^-=p, ^çy.

Soit p un idéal premier de Dg.
Posons p n D = = p . p est premier et ne rencontre pas S, puisque pDg est

contenue dans p, supposé propre, c'est-à-dire distinct de Dg.
Montrons que pDs= p. Soit

pç.V, JD=-, a€D, sçS.

On a s p = a et a appartient à p 0 D = p.
Enfin, si c est un idéal de Dg, c= cnD est un idéal de D etc== cDg, carî'çc

s'écrit
i=- - ? ?'€ D, .ç ç S et s i == ;',

( 4 ) Pour plus de détails, on pourra se reporter à f7] , p. 266 et suiv.
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de sorte que ; appartient àc = cnl). Il est alors évident que si 1) vérifie la con-
dition de chaîne ascendante pour les idéaux, il en est de même de Ds,.

3. Supposons maintenant que S contienne des éléments non simplifiables,
sans toutefois contenir le zéro de D, s'il existe. Considérons la relation £
définie dans D

A',jeD, ^ •^j^3A' ,^€S , tel que sx=isy.

C'est bien une relation d'équivalence ; vérifions, par exemple, la transitivité

x^Ly^ 3 •?; •î€S; tel que sx=:sy^
y ^ z ^ 3 s ' , s ' ç S, tel que s ' x = s ' y ^

d'où
ss' x = ss' y =: ss' z et x .2 z.

S est régulière pour la multiplication, car
xly^ V-sçD entraîne szx==.szy^ • donc z x l z y .

Notons ~x la classe de x\ appelons ̂ .j, produit des classes^ et y, la classe
contenant xy. L'ensemble D des classes d'équivalences, muni de cette loi de
composition, est un demi-groupe D = D/2.

Remarque 1. — Soit S le sous-demi-groupe de D formé par les classes des élé-
ments de S, S est formé d'éléments simplifiables dans D.

En effet, soi t î . i7=?.& et soient s, a, b des représentants de s, a, b respecti-
vement; on a saî^sb. Il existe donc s ' dans S, tel que s ' s a ^ s ' s b . Comme s s '
appartient à S, on a a 2 b et à = 6.

Remarquons que si l'on admettait dans S le zéro de D, s'il existe, tous les
éléments de D seraient congrus à zéro (noté o), car pour tout a, appartenant
à D, oa = oo ; D se réduirait à la classe zéro.

Remarque 2. — Si a est simplifiable dans D, sa classe a l'est dans D.
En effet, a. x =a .y entraîne qu'il existe un élément s de S, tel que sax = say,

et, par suite, a étant simplifiable, sx=sy, c'est-à-dire x=y, a est simplifiable.

PROPOSITION 2. — I I y a une correspondance biunivoque entre les idéaux pre-
miers (respectivement primaires) de D ne rencontrant pas S et les idéaux premiers
(respectivement primaires) de D ne rencontrant pas S. Si D est noethérien, D F est.

Nous ne ferons la démonstration que pour la correspondance entre idéaux
premiers :

Premier point. — A un idéal premier y de D de rencontrant pas S, corres-
pond un idéal premier p de D ne rencontrant pas S : soit y l'ensemble des
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classes des éléments p appartenant à p ; p est un idéal de i) et y ne rencontre
pas S, car ïep entraine qu'il existe un élément .y' appartenant à S et un
élément^ appartenant à y, tels que, s étant un représentant dans Sdeï, s s ^ s ' p ,
ce qui est impossible, p ne rencontrant pas S. Enfin, p est premier, car a.îçy,
a, &€D, a^.y, entraîne sab=sp, p ç y , ^€S. Donc sab appartient à p, et,
puisque sa n'appartient pas à p, on déduit 6ep et & € p .

Deuxième point. — A tout idéal premier p de D ne rencontrant pas S, corres-
pond un idéal premier p de D ne rencontrant pas S.

Désignons par p l'ensemble de tous les éléments de D dont la classe est
dans p : c'est un idéal de D, car Xjo, jo€p, X e D appartient à p, puisque
\p=X.Jo€p. D'autre part, p ne rencontre évidemment pas S. Enfin, p est pre-
mier, car abçy, a, &eD, a^y entraîne a.ïçy, a^y et, par suite, p étant
premier, & € p , c'est-à-dire & € p .

Remarquons que si p et f( sont deux idéaux premiers de D distincts et ne
rencontrant pas S, les idéaux p et q correspondants sont évidemment des idéaux
premiers distincts et ne rencontrant pas S.

Troisième point. — Si p et q sont des idéaux premiers de D, distincts et ne
rencontrant pas S, les idéaux p et ij définis au premier point, sont distincts. En
effet, supposons p = q, et soit q un élément de qi quelconque. Comme q appar-
tient à p=q , il existe jo€p et ^eS, tels que sp=sq. On a donc sqçy et,
puisque ^p, ^€p. Ainsi q C p et de même p C q ; p et il ne peuvent être
distincts.

Quatrième point. — Enfin, soit î un idéal de D, et soit c l'ensemble des élé-
ments de D dont la classe appartient à î. Alors c est un idéal de D. Si D est
noethérien, c est réunion d'un nombre fini d'idéaux principaux, donc aussi î
et D est noethérien.

4. S n'ayant pas d'éléments non simplifiables (remarque 1, § 3), on peut
former (§ 1) le demi-groupe (au sens ordinaire) des fractions de D selon S
qu'on notera D§ ou encore Dg : on appellera Ds le demi-groupe généralisé des
fractions de D selon S.

Si S est le complémentaire d'un idéal premier p, Dg est alors noté aussi Dp.
Des propositions 1 et 2 on déduit alors la proposition suivante :

PROPOSITION 3. — II y a une correspondance biunivoque entre les idéaux premiers
^respectivement primaires) de D ne rencontrant pas S, et les idéaux premiers
respectivement primaires) de Dg.

En outre, Dg est noethérien quand D Vest.
Afin. Éc Norm., ( 3 ) , L X X V I I I . — FASC. 1 8
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PROPOSITION 4. — Soit c un idéal de D et c = Ç^ q,, ^^ décomposition normale
i=ï

de c en idéaux primaires dans D. Soit, de façon générale, b un idéal de D,
b V'idéal correspondant de D, on notera b D§ l}idéal b .Ds. On a alors

A-Ds^=r.Ds=^^Ds ( ^ n S = = 0 )

et ceci constitue une décomposition normale en idéaux primaires de c Ds dans Dg.

En effet, soit 1) l'idéal des éléments de D, dont la classe est dans r .DsnD=t j .
Remarquons d'abord que si ^, prprimaire ne rencontre pas S, il en est de

même de y/. Soit alors

h-=—-, Aei), ^eS, iç.c.

On a h.s=i. Il existe donc Àel), ^'ec, ^eS et ^eS, tels que s ' s h ^ s ' i . On
déduit de là que 1) appartient à tous les ^ ne rencontrant pas S. Supposons que
la numérotation des q, est telle que pour z = = = i , .. ., r, ^ rencontre S, et que
pour i=r+i, . . ., n, ^-ne rencontre pas S. On a donc

nlis n"
/=/•+!

//

Soit /e ̂  q/, on peut trouver pour j=ï, . . . , r, ^ dans Snq[y. Soit
/=/-+i

^ == | | ̂ . On a
7=1

^/€r , donc' .ç/çc

et l appartient à i). Par suite,
//o=n«.

z=/-+l

On a alors
l)Ds=i).Bs=x-Ds,

car d'une part, r est contenu dans l), d'autre part, c.D^ contient t) .Ds.

II. — Préliminaire II : La relation Rn.

D possède un élément unité. On note (a) l'idéal engendré par l 'é lément a
de D dans D.
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1. DÉFINITION. — Soit un demi-groupe abélien D et n un idéal propre de D.
Considérons la relation R n définie dans D,

( i ) a,bçD, 6i[\^b -^ ( a ) u u = ( ^ ) u n .

C'est une relation d'équivalence.

Autre forme de la définition. — Remarquons que si a (respectivement 6)
appartient à n, b (respectivement a) appartient à n. D'ailleurs, n forme une
classe d'équivalenae module Rn : car si i etj appartiennent à n, on a bien

(i)\ju=: ( / ) u n = n .

Si a n'appartient pas à n, il en est de même de b et (i) équivaut alors à (a) = (6).
En résumé, (i) peut s'écrire aussi

( ( a ) = ( b ) si <7d:u,
(i ') a, bçD, aRu^ v / v / . ^

( bçn si aç.\\.

Il est facile de voir que Rn est régulière pour la multiplication. On peut
parler, alors, du demi-groupe D^D/Rn. On peut remarquer que D' a un zéro
qui n'est autre que n, car quel que soit a' e D', a'\\ = n.

2. PROPOSITION 1. — II y a une correspondance biunivoque entre les idéaux deD
contenant n et ceux de D\ A des idéaux premiers (^respectivement primaires) de D
contenant tl, correspondent des idéaux premiers (^respectivement primaires^) de D7.
Si D est noethérien^ D7 Vest.

Soit m un idéal de D contenant n, l'ensemble des classes des éléments de m
forme un idéal m7 de D7. Réciproquement, soit Wi l'ensemble des éléments de D
dont une classe est dans m7 : nii est un idéal de D, contenant n. Soit x appar-
tenant à îiïi, on a a?Rny pour un certain y appartenant à m, donc ou bien x
appartient à îi, donc à m, ou bien Çx) = (y), donc x = ÀJ, À e D et, par suite,
x appartient à m, puisquey appartient à m. De toutes façons, .r appartient à m et

miCm, donc mi==m.

D'ailleurs, si m est premier, m'l'est :
a! b' € m', a' ^ m' entraîne ab ç, in, a^ m,

donc
bç.\\\ et //cm',

a et b étant des représentants de a' et b' respectivement.
De même, si m' est premier, m l'est :

ab ç m, a ̂  m entraîne a' b ' ç m^, a' ̂  m',

donc
b'cm' et bçm.



60 G. MAURY.

De même, on démontrerait que m et m/ sont primaires en même temps.
Enfin, il est évident que, si D est noethérien, JY l'est aussi.

3. On démontrera facilement
i° si n est premier, D^ n'a pas de diviseurs de zéro \^a'b'=\\ entraine a '

(ou / / )=n |;
. 2° si n est premier, et si a est un élément simplifiable de D, n'appartenant
pas à n, sa classe a' est simplifiable dans D^.

III. — Préliminaire III : Nœud d'un demi-groupe noethérien D.

DÉFINITION 1. — On appelle nœud d'un demi-groupe noethérien D l'ensemble
des éléments a, açî), tels qu'on ait a=a^ avec un élément T de D non
inversible.

C'est un idéal n qui peut être l'ensemble vide. \\ ne contient aucun élément
simplifiable.

DÉFINITION 2. — D est dit de nœud nul si :
a. lorsque D a un zéro, il =(o);
6. lorsque D n'a pas de zéro, n est vide.

DÉFINITION 3. — On appelle nœud d'un idéale de D, noté n(v), l'ensemble des
éléments a de D, tels qu'on ait a =pa, avecpGp.

PROPOSITION 1. — Si u est le nœud de D, D n'étant pas de nœud nul, D'= D/Rn
est un demi-groupe de nœud nul.

Supposons, en effet, qu'il existe ^eD^, tel que a1 =. a ' ^ ' , ^ étant un élément
non inversible de D', et supposons a'-^.\\, u étant, comme on le sait, le zéro
de D' (préliminaire II).

Il existe alors des représentants a ^ a ' , T€^, dans D, T n'étant pas inversible
dans D, tels que oRn^T avec ^n. On a alors Ça) = (^^), a = ÂTO, AT n'étant
pas inversible et, par suite, a appartient à n, contrairement à l'hypothèse.

PROPOSITION 2. — Si a est simplifiable dans D, la classe a' de a dans D7 est
simplifiable dans D^.

De a ' x ' = a ' y ' , on déduit a, x, y étant des représentants de a ' , x ' ' , y respec-
tivement : axK^ay-

i° Si a' x ' ̂ - n, alors Çax) == (ay) et

donc

c'est-à-dire x ' = y.

a x == /. ay^ a y == ci [± x ;

•^^ y=[^x et (^)==(y),
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2° Si a!xf= u, alors u' y ' = n, donc

ax = a.xr et a y == ^ y a,

T et [j- n'étant pas inversibles. Puisque a est simplitlable, on dédui t de V^x=x^
et y =yy, et .r, y appartiennent à n : x ' =y' = n.

PROPOSITION 3. — p étant un idéal de D,

^r=n(v) .
71=1

Posons b = ̂  y7'. On a b = bp. En effet, soit bp = /^\ q/, une décomposition
îz=ï i=ï

normale en idéaux primaires de bp. Si b est différent de bp, il existe un des i},,
par exemple x^i, qui ne contient pas b. De bpCq^ , ^ étant qi-primaire, on
déduit alors pCpi et, par suite, il existe un nombre naturel T, tel que

^^vi^^i'

Comme b C p 7 , on a b C q ^ , contrairement à l'hypothèse. On a donc b ==bp. Soit
alors (ïi, . . . ,^.) une base minimale de b : on a T,==jo/y^, qu'on déduit
de b = bp. Mais la base étant minimale, on ne peut avoir que i=j, c'est-
à-dire T/=J^T^ p ^ ç y . Pour tout b appartenant à b, on aura donc b=pb,
avecjoêV. Réciproquement, si b vérifie b=pb, p ç y , doncb=pnb, quelque
soit n, on a bçh. On a donc bien b=n(p) . En particulier, si p est l'idéal
maximal de D, ensemble des éléments non inversibles de D, n(p) est le nœud u
deD.

PROPOSITION 4. — S i t ] est un idéal premier essentiel du nœud u de D, i] ne con-
tient aucun élément simplifîable de D.

En effet, u : AU contient strictement u, puisque i) est un idéal premier essentiel
de n (même démonstration que dans le cas d'idéaux d'un anneau noethérien).
Il existe doncy, y^u, tel queyqCn. Soit q un élément simplifîable de i}, s'il
en existe. On a qyçn. Il existe donc un élément non inversible T de D, tel
que qy=qy^ et par suite, y=yr , puisque q est simplifîable. Mais alors y
appartient à n, contrairement à l'hypothèse : aucun élément de fl ne peut être
simplifîable.

PROPOSITION 5. — Siî) est de nœud nul, D == D/S, où S est Véquivalence définie
au préliminaire I, (§ 3), associée à un sous-demi-groupe S de Dy ne contenant pas
zéro, est aussi de nœud nul.

La démonstration est aisée.
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IV. — Préliminaire IV : Énoncé d'un théorème.

THÉORÈME 1. — Dans un demi-groupe noethérien D, il n^y a qu un nombre fini
d} idéaux y-primaires contenant un idéal y-primaire donné.

Nous renvoyons pour la démonstration de ce théorème à un exposé
de Lesieur ([12], exposé 11, p. 5), ou à Birkhoff([4], p. i3(j).

V. — Rang d'un idéal dans un demi-groupe noethérien.

Définition 1. — Un idéal de D est dit régulier, s'il contient un élément
simplifiable.

Définition 2. — Un idéal premier et régulier p est dit premier régulier
minimal, s'il n'y a pas d'idéal premier et régulier contenu strictement dans y.

THÉORÈME 1. — Dans un demi-groupe noethérien D, tout idéal premier essentiel
minimal p d'un idéal (a), engendré par un élément simplifiable et non inversible a
de D, est premier régulier minimal.

On peut toujours supposer que p est Pidéal maximal de D, en remplaçant, au
besoin, D par Dp (préliminaire I).

Supposons que p contienne un idéal premier régulier i] distinct de p : q ne
peut contenir a, car alors q contiendrait un idéal premier essentiel de Ça), et
ceci contredirait le fait que y est idéal premier essentiel minimal de (a).

Premier cas. — Supposons d'abord D de nœud nul. Soit q^ la composante
q-primaire bien déterminée de xi'.

Considérons
a^^u(a).

L'idéal Ça) étant p-primaire (préliminaire I, propos. 4), et p étant l'idéal
maximal, f t / e s t p-primaire.

Appliquons alors le théorème du préliminaire IV : il existe un entier naturel n,
tel que pour i^n, on ait a;== o^.

On a donc
^)C^')u(a).

Soitïi , . .., T,. une base minimale de ^(n). On ne peut avoir T/€(^), car on
aurait alors

ïy== Ày a et ^^.f\-i

ce qui entraînerait, puisque ^(n) est ^-primaire, Xy==[ j -y ï , pour un
certain î ( i ^=i^r). On a alors T/= [^/^T,, et ceci n'est possible qu'avec j'== ;,
puisque la base est minimale : T/= p</^T/ ; y^a étant non inversible, comme a,
ceci entraîne, si D n'a pas de zéro, une Impossibilité, puisque D a un nœud nul.
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Si D a un zéro, ceci entraîne T^=O, et ceci est encore impossible, puisque
la base est minimale.

On a donc .q^Cq^ et, par suite, ̂ =^, pour tout î^/z. Soit alors b un
élément simplifîable de l'idéal régulier q, on a ̂ ç^C^. Appelons b la classe
de b dans D = D/2, 2 étant l'équivalence définie au paragraphe 3 du préli-
minaire I, associée au complément S de fl, S = D — x i . b" est simplifîable
dans Dq, puisque b11 l'est dans D (remarque 2, préliminaire I), et b" appartient
à tous les

^)D4==^D4:=: ( q D ^ ) ' pour tout ̂  n

(pour la première égalité, se reporter au préliminaire I, propos. 4; la seconde
se démontre facilement). Donc ï11 appartient au nœud Dq, et ceci est
impossible, puisque le nœud ne peut contenir d'élément simplifîable.

Deuxième cas. — Supposons maintenant que D ne soit pas de nœud nul.
Soit alors c un idéal premier essentiel du nœud ti. ^ = q u c est un idéal

premier, comme il est facile de le vérifier, évidemment régulier comme lï.
Considérons Rn et D'=D/Rn (préliminaire II). Soient p' et ^ les idéaux

correspondant à p et xii : ils sont premiers (préliminaire II, propos. 1) et
réguliers (préliminaire III, propos. 2). D' est noethérien comme D, mais de
nœud nul (préliminaire III, propos. 1). y' est d'ailleurs idéal premier essentiel
minimal de (^), a! étant la classe de a (préliminaire II, propos. 1).

D'après la première partie, on a donc

y'==q^ et a ' e ^ , c'est-à-dire aç^\jc.

Comme c ne peut contenir d'éléments simplifiables (préliminaire III, propos. 4),
on a alors : ûgq, contrairement à l'hypothèse.

Définition 3. — Soit D un demi-groupe noethérien, et p un idéal premier
deD.

Considérons les chaînes d'idéaux premiers p< de D (? iCp2C . .. CVn=v),
distincts. Toutes ces chaînes ont un nombre fini d'éléments, p sera dit de
rang r si, parmi toutes ces chaînes, il existe une chaîne de r éléments, et s'il
n'existe aucune chaîne de r-\- i éléments.

Définition 3 bis. — On appelle rang d'un idéal quelconque c de D, le plus
petit des rangs des idéaux premiers essentiels de c.

THÉORÈME 1 bis. — Si D est un semi-groupe noethérien^ et a un élément non
inversible de D, les idéaux premiers essentiels minimaux de F idéal (a), engendre
par a, sont de rang i.
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n

THÉORÈME 2. — Soit D î//i semi-groupe noethérien^ et soit a == U (a,) ^/i îrf<?W
z'==l

âfe D^, engendrés par n éléments a^ . . ., ^,, non inversibles. Alors, pour un idéal
premier essentiel mininal p de a, le rang de p est au plus n.

Pour n = i le théorçme a été démontré (th. ibis).
Nous allons raisonner par récurrence sur n. Considérons Dp au lieu de D;

nous pouvons supposer que p est Punique idéal maximal de D. Dans ce cas,
il est un idéal primaire appartenant à p. Soit

y=y^y^ . . . 3 y,

une chaîne d'idéaux premiers distincts p,, telle qu'il n'y a pas d'idéaux premiers
entre pi e t pa . Nous pouvons supposer que a^ n'est pas dans ps. Alors, psU^i )
est un idéal p-primaire. Il existe donc un nombre naturel t tel que

â ^ € V 2 U ( a i ) pour chaque i (i=z i , . . . , 71).

Considérons les ^ pour lesquels ^e?2 et ^(û^). Ils engendrent un idéal il'
compris dans ?2. t i 'u(^i) est un idéal p-primaire, car il existe t ' ' , tel que

y ^ C a et v^Ca^C^u^ j ) ,

et p7'^ est p-primaire.
p2 contient il' donc un idéal premier essentiel p' de a'; p 'U^i) contenant

l'idéal p-primaire d'U^i), est p-primaire.
Considérons le demi-groupe noethérien ])=ï)/Wy ; les classes de tous les

éléments de D n'appartenant pas àp' sont des éléments simplifiables de D (préli-
minaire II, § 3, 2°) : ainsi, a^ classe de a^ est simplifiable dans D et engendre,
dans D, un idéal (^) qui est p-primaire (préliminaire II, propos. 1).

On déduit du théorème 1 que p ne contient pas d'idéal premier régulier
distinct de lui-même.

Par suite, p^ps. Mais a' est engendré au plus par n—i éléments; alors,
d'après l'hypothèse de récurrence : s ^ n .

Définition 4. — Soit p un idéal d'un demi-groupe noethérien D. Soit il l'idéal
premier des éléments non simplifiables de D. Considérons les chaînes, néces-
sairement finies, d'idéaux premiers

y i==yUf t3p23 . . . ̂ Vn

distincts et contenant strictement û. p est dit de rang généralisé r s'il existe une
telle chaîne comportant r éléments, et s'il n'existe aucune chaîne compor-
tant r+i éléments (r=o, si pUi i== ft). Si o/ est un idéal quelconque de D,
on appelle rang généralisé de a', le plus petit des rangs généralisés des idéaux
premiers essentiels de i l 'Un.
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THÉORÈME 2 bis. •— Le rang généralisé d'un idéal a1 dont une base comporte r
éléments simpli fiables est au plus r.

Il suffit de passer au semi-groupe j D — a ^ D==D/Ra et d'appliquer le
théorème 2.

VI. — Demi-groupes noethériens intégralement clos. Caractérisations.

1. Définition 1. — Un élément x du demi-groupe complet D^ des fractions
du demi-groupe noethérien D est dit entier sur D, s'il existe un élément
simplifiable X dans D, tel que, quel que soit l 'entier naturel p , XP\ appar-
tienne à D (5).

Définition 1 bis. — Un élément x de D' est dit entier sur D, s'il existe un
couple d'entiers naturels n, p avec n^>p, tels que .r"== [LX? avec ;JL€D.

ÉQUIVALENCE DES DÉFINITIONS \ ET 1 bis. — Soit x entier au sens de la définition 1,
montrons qu'il est entier au sens de la définition l bis.

Soit donc x appartenant à D', tel qu'il existe un élément simplifiable de D,
X, tel que, pour tout entier naturel p , XP\ appartienne à D.

Considérons le sous-demi-groupe de D', noté Dpr], formé de tous les
éléments a de D, et de tous les éléments de la forme ax~^ T étant un entier
positif, et a étant un élément quelconque de D. Considérons, d'autre part,
l'ensemble ÀD[)r], formé des produits d'un élément de D[x} par À. Cet ensemble
est formé d'éléments de D, et c'est un idéal de D, n. D étant noethérien, u est
union d'un nombre fini d'idéaux principaux (<z/) ( i= ï , . . ., r}. Tout élément
de D [a?] s'écrit donc p-^ pour i^i^r et ( ^ e D ; ^ ( ^ = i , . . ., r) appartient
à D[x\ :

y=^^., ^;(=D, n,^o

(on pose x° = e, unité de D).
Pour un entier naturel n supérieur à tous les n,-(i' = j, . . ., r), on a

a,
^==^y- ^€D,

pour un certain i\i^i^r). Donc .^= [̂ .̂ S où [ĵ ; appartient à D et où n
est supérieur à ̂ ; x satisfait à la définition 1 bis.

Supposons maintenant que x satisfasse à la définition 1 bis.

(•'•) C'est la définition de P. Lorenxen [15], p. 54-2, th. 6, lorsque D est un semi-groupe.
Ann. Éc. ^orm., (3), LXXVIII. — FASC. 1. 9
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Il existe un élément [j- de D et un couple d'entiers naturels n, p(n^>p^> o)
tel que xn= \LXP. On a x==^ --> où &eD, et où a est un élément simplifîable de D.

N étant un entier naturel quelconque,
N = Ai n + ri ( o ̂  ri ̂  7i ) et ^N == .̂ î 'i pA.

Posons
N^Â-i^+ri.

On a
N.^ == Z:2 /^ + /••2 ( o ̂  r.^ << n ),

.̂  = ,̂ •2 .̂ ^ = ̂ /̂ 'S ̂ 2 et ^N == '̂i-̂ ^2 .̂ 3

avec
^^=.k^p 4- r2.

Si N3 est supérieur ou égal à n, on continuera ainsi, et Fon tombera finalement
sur

x^' == x^ ^.k' ( o ̂  r 1 << il ),

puisque la suite N, Ni, N2, N3, . . . est décroissante.
Prenons alors A == a"-1, X est simplifîable et

^N'/ == a7' ' ^'/''JJL^, avec / / < n.

On a ^'</ /<-I eD et a^'\ appartient à D quel que soit IV. x est entier au sens de
la définition 1 bis.

Définition 2. — Un demi-groupe noethérien D est dit intégralement clos
(dans son demi-groupe complet des fractions D') si tout élément de D' entier
sur D appartient à D.

2. LEMME 1. — Soit D un demi-groupe noethérien^ dont on suppose que V idéal
maximal p est régulier, mais n est pas premier régulier minimal (V, définitions 1
et 2). Soit un élément simpli fiable et non inversible a de D. Si b appartient à (a) :

p, — est entier sur D.' a

Soit h un élément de p et soit c=-h. Puisque b appartient à Ça) : p,
bh appartient à Ça) et c appartient à D. Supposons que c ne soit pas dans p,
alors (û)=(6À), p étant l'idéal des éléments non inversibles de D. Soit y ' un
idéal premier essentiel minimal de (A). Remarquons que h est simplifîable,
puisque a Fest. Donc, ^ est premier régulier minimal (th. 1, V). y ' contenant (a)
et étant premier régulier minimal, est idéal premier essentiel minimal de (a\
Soit ^ la composante p^-primaire de (a) : puisque y n'est pas premier régulier
minimal, on ap^l/ . On a alorsifly^jq' , donc b appartient à (f. Alors (a)==(hh)
montre que

^D^Ci ïVDp '
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(préliminaire I, propos. 4), et
4' D^ == xïV D y ' = ̂  Dy'.^ D^.

Donc q'Dp' est compris dans le nœud de Dp', ce qui est impossible, puisque le
nœud ne peut contenir un élément simplifiable, alors que (('Dp' en contient
(préliminaire I, remarque 2).

Nous voyons que c appartient à p et ( - ) h appartient à p pour chaque n;\a/

- est donc entier sur D.a

LEMME 2. — Soit D un demi-groupe noethérien, et soit un élément simplifiable
et non inversible a de D.

Supposons que Ça) admette un idéal premier essentiel immergé q, alors il

existe b dans D, tel que - est entier sur D et - ̂ D. Réciproquement, s^il existe

un élément b, tel que le précédent, alors, ou bien il existe un idéal premier
essentiel de (a), p tel que Dp n^est pas intégralement clos, ou bien (a) admet
un idéal premier essentiel immergé.

Supposons que (^) ait un idéal premier essentiel immergé q. Soit V un
élément de (a)Dq:xiDxi , qui n'est pas dans (a)Dq.

Notons x la classe de x, .z-eD, dans l'équivalence ï relative à S==D — q,
définie au préliminaire 1 (§ 3).

Alors, à cause du lemme 1, — est entier sur Dq. On a

b ' ^ t - (^eD; ïeS) .

On a

(^-^(Ïy (^D;^S;.^>o) et ^D,.

f.iy^.—,.^(^y^.f^y,V a / ^ \ a ) \ a )

avec
T == s^-P-1 ̂ -P ̂  € D,

Posons c=s' .b, on a
f-lY^^Y.
\a ) \ a )

Donc c" == T . ̂ -7? c^ et il existe ^/, tel que ̂ eS et
s" c" == s " r OT-P c^, ( s " c Y ^ . s ' ^ - P ^ c ^ - P ^ ' c ) P ,

et
f^y=^.f^y.
\ a 7 \ a ]
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S" 0 ' S''CCeci montre que — est entier sur D. D'ailleurs — n'appartient pas à D, car
de s " c =a\, A e D, on déduit

^ . c==a .X et -=- eDq, donc — e D q ,
CI/ Cli

ce qui n'est pas.

Soit maintenant - entier sur D et -^D. Soientpi , . . ., p/^ les idéaux premiers
essentiels de Ça).

Supposons-les tous premiers réguliers minimaux, et supposons Dp^ intégra-
lement clos (?'== i, . . ., À). Alors, soit ( a ) = Ai H . . . H A/, une décomposition
réduite de (û) en idéaux primaires, A, étant p/-primaire (^ == i, . . . , / ? ) .

Puisque - est entier sur D, -^ est entier sur Dp, (on note x la classe de x dans.
l'équivalence S relative à S, = D — p,), donc appartient à Dp,.

bD^C(a)Dy,=AiDvi
et, par suite,

bçAiî)Vi^D=Âi.

Donc, pour un sçSi et un X/eA, , sb=s7^. Comme s n'appartient pas à p/, on

en déduit bçA,, et comme ceci a lieu pour i=ï, . . . , h, on a -eD : il y a

contradiction.

THÉORÈME 1. — Caractérisation B/ : Une condition nécessaire et suffisante pour
qu^un demi-groupe noethérien soit intégralement clos, est que les deux conditions
suivantes soient simultanément réalisées :

i° Pour tout élément simplifîable et non inversible a de D, (a) r^a que des idéaux
premiers essentiels réguliers minimaux (définition 2, V);

2° Pour tout idéal premier régulier minimal p de D, Dp est intégralement clos.

Ceci résulte des deux lemmes précédents et aussi du fait que si D est
intégralement clos, Ds l'est, S étant un sous-demi-groupe de D ne contenant
pas le zéro de D, s'il existe, comme on pourrait le voir par une démonstration
analogue à celle faite à la première partie du lemme 2.

LEMME 3. — Soit un élément simplifîable et non inversible a du demi-groupe
noethérien D.

Supposons que pour tout idéal premier régulier minimal p de D, Dp est intégra-
lement clos. Alors, si (a) admet un idéal premier essentiel immergé A^ pour tout
élément simplifîable b de q, V idéal (é) admet un idéal premier essentiel immergé.

Soit b un élément simplifiable de fl distinct de a. Considérons Dp et soit x la
classe de x, .reD, dans l'équivalence ̂  relative à D — q (préliminaire I, § 3).
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Soit d' appartenant à (a)Djq[:itDx)[ et n'appartenant pas à i(Dx(. L'élément -=

n'appartient pas à Df l=Dq et est entier sur Dq (lemme 1, VI). Rappelons en
passant que a et b sont simplifiables dans D (préliminaire I, remarque 2).
Soit c ' = —b; c ' appartient à Dq et -=- =^- montre que (— est entier sur Da eta s - s • 4 a ^ 1 b •
qu'il n'appartient pas à Dq. Alors, un raisonnement déjà fait dans la première

fpartie du lemme 2, montre qu'il existe un élémentJ , n'appartenant pas à D et
entier sur D, /€D.

D'après le lemme 2 (6) a un idéal essentiel immergé.

3. Le théorème (1, VI) ne renseigne pas sur la structure des demi-groupes
noethériens D, dont l'idéal maximal est premier régulier minimal, et qui sont
intégralement clos [par exemple les demi-groupes Dp intervenant dans la
condition (2) du théorème (1, VI)]. Nous allons démontrer le théorème :

THÉORÈME 2. — Une condition nécessaire et suffisante pour qu^un demi-groupe
noethérien D, dont V idéal maximal p est premier régulier minimale soit intégra-
lement clos, est que p soit engendré par un élément n de D ; p = (rr).

Soit D' le demi-groupe complet des fractions de D. Soit a un élément
simplifîable et non inversible (il en existe, puisque p est régulier); (a) est
p-primaire. Soit p son exposant : p10""1^^), t^Ç^). On peut trouver

^€yP-\ b^(a) et byC(a).

On a alors -pCD. Supposons

b „ , /b\1 ,- _ p C y , alors - y C y ,
a \a j

quel que soit l'entier naturel n et, par suite, - est entier sur D. Donc, si l'on
CL

suppose D intégralement clos, - appartient à D, et ceci est impossible d'après

le choix de b. On a donc - p=D, et il existe Ti€p, tel que - ̂ =e, e étant

l'unité de D. Ti est donc inversible dans IV et - = e ' - ' On déduit de là et de - p == D,a TT a '

-p=^ ( À ç D ; 7 ? ç y ) et ^ /?=^ donc p == ^TT.
f/ 7T

Réciproquement, si p, idéal maximal du demi-groupe noethérien D, est premier
régulier minimal et engendré par un élément r. (nécessairement simplifîable et
non inversible), alors D est intégralement clos.
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Soit a un élément simplifiable de p, alors a ne peut appartenir à p^, quel que
soit Fentier naturel q, car il appartiendrait au nœud de D, ce qui est impossible.
Il existe donc q, tel que a g p^ et a ̂  p^. On a donc a = Xii^, X étant inversible.
Considérons, alors, un élément - entier sur D. Il existe un élément simplifiable

de D, p., tel que pour toute valeur de l'entier naturel n, (^Y p-eD. Si b
\ a J

n'appartient pas au nœud, il appartient à y et n'appartient pas à p7^1 pour un
certain entier naturel r : on a donc b = ^n7, p." est inversible et b est simpli-
fiable : si r1 =—r+q est positif, on a alors (-^] u-eD, pour tout n, et y,
appartient à p7^ pour tout n, donc au nœud de D, et c'est impossible.

Donc, r ' est négatif ou nul et - appartient à D. Si b appartient au nœud de D,
alors b appartient à y71, quel que soit^ et b = À^. On peut prendre, en particulier,
n ^> q et - appartient à D. De toutes façons, on voit que - appartient à D.

Remarques,— i° Le demi-groupe commutatifD
j e == élément unité,

a ̂  a2 ̂  . . . ̂  a11 ̂  . . .,
.r, .r2, . . ., x11, . . . (^'7^ xi si i ̂  y) ,

a.x == a == ax^- ==. . .=: ax11 = = . . . ,
a^ x1-^ a2, . . . , 0^^== a^ . . . (quel que soit i) }

est noethérien. Le nœud de D est engendré par a, l'idéal maximal est engendré
par x. On peut vérifier que x est simplifiable et non inversible. Ce demi-
groupe D est intégralement clos.

2° II n'y a pas d'idéal p-primaire entre p et p2 dans le demi-groupe noethérien
dont l'idéal maximal est engendré par l'élément simplifiable et non inversible TC.
On en déduit que, si D est un demi-groupe noethérien intégralement clos, il
n'y a pas d'idéal p-primaire entre p et p^, (on note p^ la composante p-primaire
bien déterminée de p2), p étant un idéal premier régulier minimal quelconque
deD.

4. THÉORÈME 3. — Caractérisation C : Une condition nécessaire et suffisante
pour qu^un demi-groupe noethérien D soit intégralement clos est que^ pour tout
idéal premier essentiel p d'un idéal principal (a) engendré par un élément simpli'
fiable a deD (et non inversible), il n^a ait pas d'idéal y-primaire entre p et p^.

D'après la remarque précédente, il suffit de démontrer que la condition est
suffisante.

Soit donc p idéal premier essentiel d'un idéal (a) engendré par un élément
simplifiable et non inversible a de D. Considérons Dp et posons, pour simplifier
l'écriture

P ' r r r y D y , Dp == D'.

Soit n' le nœud de D\ Montrons que p7 est engendré par un élément 11.
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II n'y a pas d'idéal p'-primaire entre p72 et p'd'après l'hypothèse. Comme p^p72

entraînerait que p' coïncide avec n', ce qui est impossible, p7 étant régulier, il
existe un élément TC, r.ç.^, î^p^2 et comme ('n) up^ est p'-primaire, on a

^(Tr)^2

et, par suite,
/ x \

p /=--:(7^)Uy^==^((7T)UV / /0=(^)u( F^^)=(7^)Utl/.

^==1 \ n=î /

Nous allons montrer que p7 ̂  (ri) est impossible.
Soit a la classe de a dans l'équivalence 2 associée à D — p (préliminaire I,

§ 3) : c'est un élément simplifiable et non inversible de D'. Par suite, TI est
nécessairement simplifiable et a appartient à p'^ sans appartenir à p '̂1"1 pour un
certain p : a=\^, \ inversible, X^D'. p' étant idéal premier essentiel
de (û)=(7iP), il existe c<t:(îrP), tel que cp'C^). Comme on suppose p^(ri),
on a cep' et p ^> i. Si c n'appartenait pas à (u), il appartiendrait à n7 :
c=cp' avecp'ep' montrerait alors que ce^), contrairement à l'hypothèse.
Ainsi c==c^, Ci€D'. Mais alors, c.^CÇr^-1). On a p —1^1, etci appartient
à p^, car p7 ̂ - (ri). De plus, c, appartient à (n), même raisonnement que pour c.

Finalement, on voit que
c = Cp_i 7rP-1 et Cp-i^C^Tr).

On a Cp^ep' est même Cp_i€(^) : c==Cpî iP , CpeD', et ceci est impossible

d'après le choix de c.
On a donc p' = (ïi) et ceci montre d'abord que p est un idéal premier essentiel

minimal de (a), donc que D vérifie la condition i° du théorème (1, VI). Ensuite,
d'après le théorème (2, VI), cela montre que Dp=D / est intégralement clos
et, par suite, que D vérifie la condition 2° du théorème (2, VI) : D est inté-
gralement clos.

VII. — Extension entière d'un demi-groupe commutatif D.

1. Définition 1. — Soit D7 un demi-groupe commutatif contenant le sous-
demi-groupe D, un sous-ensemble M de D' est dit un D-ensemble de D', si pour
tout açî) et pour tout /n€M, am appartient à M.

Un D-ensemble de D', M, est dit fini, s'il est engendré par un nombre fini
d'éléments a[, .. ., a\. : tout élément de M s'écrit ad^ avec un certain aeD,
pour un certain j (i^y^r).

PROPOSITION 1. — Tout sous-D-ensemble W Sun ^-ensemble de D^ M fini, est
lui-même fini, si D est noethérien.
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Soit d.^ . . ., d^ les éléments qui engendrent M en tant que D-ensemble. Pour
tout i/€M, u==aa^ pour un certain açD, et pour un certain J\î^:j^r) :
a est dit le coefficient de u selon d^ et u est dit multiple de ci.. Les coefficients
selon â .̂ des éléments de M' multiples de a. forment un idéal de D engendré
par TJ éléments a^j, . . ., a,rjj Çrj peut être nul, s'il n'y a pas de multiples de a.
dans M'). L'ensemble des éléments [d^a^}^^ ^^ engendre AF.

Définition 2. — Un élément a' de D7 est dit entier sur le demi-groupe D si, et
seulement si, toute puissance ^^(?== i, 2, . . .) de a' appartient à un certain
D-ensemble fini de D^, M.

PROPOSITION 2. — Si D est noethérien, a' est entier sur D^ a' € D' si, et seulement
si', pour un certain couple rentiers n^ pÇn^>p^> o), on a

aln•==^aa!f>, avec açD,

En effet, le D-ensemble de D7, engendré par les puissances de a ' , est un
sous-D-ensemble W de M, donc un D-ensemble fini, a; étant supposé entier
sur D. L'existence du couple n, p Çn ̂ >p ^> o) et de a de D, tels que alri= aa!^
s'en déduit.

Réciproquement, si l'on suppose cette existence, toute puissance de a! se
trouve dans le D-ensemble de D^, engendré par a ' , a ' 2 , .. ., a'^1 et, par suite,
a' est entier sur D.

PpoposmOiN 3. — Le produit de deux éléments entiers sur le demi-groupe D, est
entier sur D. // suffit d'appliquer la définition 2.

Définition 3. — Un élément de W est dit fortement entier sur D, si une
puissance de a! appartient à D. Tout élément fortement entier est entier. Si D7

est un semi-groupe contenant le sous-demi-groupe noethérien D, la réciproque
est vraie.

Les éléments entiers (fortement entiers) sur D, forment dans D^ un demi-
groupe appelé la fermeture entière (^fortement entière) de D dans D'.

D' est dit une extension entière (fortement entière) de D, si tout élément
de D' est entier (fortement entier) sur D.

2. THÉORÈME 1. — Soit D7 une extension fortement entière, commutative, Sun
demi-groupe D. Pour chaque idéal premier y de D, il existe un idéal premier et un
seul p' de D^ dont F intersection avec D est y ; ̂  est dit associé à p. Si y\ et y\, sont
associés à pi et pa respectivement, on a y\ Cp7, si^ et seulement si, pi Cpa -

Si l'on considère l'ensemble des éléments de D/ dont une puissance est
dans p, on pourra vérifier sans peine que c'est un idéal premier de D/ dont
l'intersection avec D est p. Il n'est pas du tout évident que ce soit le seul idéal
premier de D' ayant cette propriété.
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Le complément de p dans D, soit S ==D — p , est un sous-demi-groupe de D
et de D', ne contenant pas le zéro de D, s'il existe. Soit 2' l'équivalence définie
dans D', associée au sous-demi-groupe S (préliminaire I, § 3). Soit 2, l'équi-
valence définie dans D, associée à S : ̂  est la restriction à D de S'. D'==D/2' est
extension fortement entière de D = D/£.

Si p' est un idéal premier de D' dont l'intersection avec D est p, il lui corres-
pond dans D' un idéal premier y ' ne rencontrant pas S, dont l'intersection
avec D est p. D'g est extension fortement entière de Dg, pg est l'idéal maximal
de Ds, ps==P-t)s? et à y ' correspond dans D'g un idéal premier p^, tel que

V^nD^y,.

Considérons alors la relation d'équivalence R^_ (préliminaire II) définie
dans Ds : D's est appliqué sur un demi-groupe ( S ' qui n'a pas de diviseurs de
zéro et Dg est appliqué sur le sous-demi-groupe (D de cV formé des classes o
et e ' ' , e1 étant l'unité de û)7, o étant la classe de p's. oS' est extension fortement
entière de CD et, par suite, \C01—o } est un groupe. Il résulte de là que, dansD',
p' est maximal par rapport à S, c'est-à-dire que tout idéal de W contenant ^
rencontre S.

Considérons alors qu'il existe un idéal premier y ' dont l'intersection avec D
est p (début de cette démonstration); on en déduit facilement le théorème.

3. Soit à résoudre, comme application, le problème suivant :

Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que, étant donnés un
semi-groupe commutatifD' contenant le semi-groupe D noethérien et intégra-
lement clos, et 0 un élément de D^ entier, donc fortement entier, sur D, le
semi-groupe D[6] engendré par D et 6 dans D^, soit intégralement clos.

Soit donc un semi-groupe noethérien D, compris dans un semi-groupe
commutatifD' dont l'élément unité e est celui de D. Soit G le groupe complet
des fractions de D, G' celui de D\

Un élément 6 de G' est dit algébrique sur G, s'il existe un entier naturel n'',
tel que ô^çG. Soit alors n le plus petit entier naturel, tel que ô^eG,
soit Qn=a(açG). On démontre facilement que, si l'on a 0^ = & ( & € G),
alors n' = kn et b = a71, k étant un entier naturel. L'équation 9"== a est appelée
l'équation caractéristique de 0 sur G.

Si 6 est entier sur D, on a, pour un entier naturel /?/, 0^==&(6çD) . On
démontrera facilement alors que, D étant de plus intégralement clos, il faut et
il suffit, pour que 0 soit entier sur D, que a appartienne à D, dans l'équation
caractéristique Qn=a de 6 sur G.

Portons maintenant notre attention sur le semi-groupe D*===D[6] engendré
dans D' par D et 9, ensemble des éléments a^1, ^ € D ( î = o , i, . . . , n, . . . )

Ann. Éc. Norm., (3), LXXVIII. — FASC. 1. io



74 G. MAURY.

(6° = e, par définition) : a, est appelé le coefficient de a-ft\ Tout élément de D*
s'écrit d'une façon et d'une seule a^1, ̂ eD(;=o, i, . . ., n—i).

D* est noethérien : il nous suffira de démontrer qu'un idéal ^ de D*
quelconque est engendré par un nombre fini d'éléments : o= f t^nD est un
idéal de D, engendré par a^, . . ., ^. Parmi tous les éléments de a*, dont le
coefficient est a,, il y en a un de plus petit degré, dont tous les autres sont
multiples : on voit ainsi que a* est engendré par un nombre fini d'éléments.

4. Soit p un idéal premier minimal de D, et soit S = D — p. L'idéal p* premier
de D*, dont l'intersection avec D est p, est minimal et réciproquement (th. 1,
VII). Si p* est un idéal premier minimal de D*, p*=pnD est un idéal premier
minimal de D.

On a (D[9])s=Ds[9]=Ds. L'équation caractéristique de 9 sur Ds est
encore 9''= a, aeD. ps est l'idéal maximal de Ds. D étant intégralement clos,
Ds l'est, et ps est engendré par un élément TI (th. 2, VI).

Supposons d'abord que a n'appartienne pas à ps, 9 est alors inversible
dans Ds et la réciproque est vraie. Dans ce cas, l'idéal ps=psDs est l'ensemble
des éléments non inversibles de Dg, car un élément de Ds, 69'7,
bçD^Ço^q^n—i) est inversible si, et seulement si, b n'appartient pas
à ps. Ainsi, dans ce cas, l'idéal premier de Ds dont l'intersection avec Ds est ps,
est ps = ps Ds et c'est l'idéal maximal de Ds : celui-ci est engendré par TT et Ds est
intégralement clos (th. 2, VI).

Supposons maintenant que a appartienne à ps, alors 9 n'est pas inversible
dans D* et comme 9 =bQq, bey^Ço^q^n— i) est impossible, 9 n'appartient
pas à ps.

Considérons alors le demi-groupe Ds=Ds/Rp^ (préliminaire II), et soit,
de façon générale, x la classe de x, dans Ds, ^€Ds. On a psHDs=ps ,
car e=bQqÇo^q^n—i), b eps est impossible. Ds est formé des éléments ë
et o, classe des éléments de ps. Ds est formé des éléments e, o, 9, 92, . . . , O^-1

et 9^=o. L'idéal des éléments non inversibles de Ds est engendré par 9, donc
l'idéal des éléments non inversibles de Ds est engendré par 9 et 71, soit ps* cet
idéal. On aps*HD=ps . Une condition nécessaire et suffisante pour que Ds soit
intégralement clos, est qu'il existe un élément T, tel que u et 9 soient multiples
de T. Une démonstration simple montre qu'on peut prendre alors T === 9 et que
ceci a lieu si, et seulement si, ^=0= p-n, avec p- inversible dans Ds.

5. Supposons D* intégralement clos ; p' étant un idéal premier minimal quel-
conque de D*, posons p = D n p', et S = D — p : Ds est intégralement clos.

Réciproquement, si D^ est intégralement clos, en posant
S^D*-^, SCS^

Ds,==(Ds)s' l'est aussi. On déduit de là qu'une condition nécessaire pour que D*
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soit intégralement clos est donc que Dg le soit, pour tout S = D — p, où p est un
idéal premier minimal quelconque de D, c'est-à-dire que (a) soit égal à D ou soit
intersection d'idéaux premiers de D (§ 4 VII). Alors, si cela est vérifié, D* vérifie
la condition 2° du théorème (1, VI).

6. Pour montrer que D* est intégralement clos sous la condition qui vient
d'être énoncée sur (a), il suffit donc de montrer que D^ vérifie aussi la condi-
tion i° du théorème (1, VI). On va se servir du lemme (3, VI).

Supposons la condition sur (a) réalisée, alors Dp' est intégralement clos,
pour tout idéal premier minimal p' de D*, et supposons qu'il existe un élément b'
de D*, tel que (&')*, idéal engendré par b' dans D*, ait un idéal premier essentiel
immergé q'. Alors, d'après le lemme 3, partie VI, en prenant b dans (è'^nD
(6 existe), l'idéal (&)* engendré par b dans D* a aussi un idéal premier essentiel
immergé (f. Je dis que l'idéal (b) engendré par b dans D a aussi, alors, un idéal
premier essentiel immergé.

Considérons l'idéal premier de D : q = x f n D . On a^V:^:^)*, puisque xf
est un idéal premier essentiel de (by. Donc, il existe

c'^.(b)\ c ' ^ z c ^ , ceD, o ^ / ^ ^ — i ,

tel que c^Ç^y. Or,
d^ç:{b)\ <^eD, o ^ ^ ^ ^ — i

a lieu si, et seulement si dçÇb), car
d^-=.bb^\ & i € D , o ^ ^ ^ / î — i

entraîne d=bb^ etq=q1, d'après l'unicité de la représentation d'un élément
de D* sous la forme î /ô^^eD, o^q^n—ï. De c ' ^ ' C Ç b y , on déduit c^CÇby
etc'rÇ(&y, pour tout ^Çq, donc iï€(6), pour toutreq, avec c^(6), puisque
cf n'appartient pas à (6)^. Ceci montre que q est compris dans un idéal premier
de (&), et comme q n'est pas minimal, puisque ^ ne l'est pas, (6) admet un
idéal premier essentiel, qui n'est pas minimal, ce qui est impossible, puisque D
est intégralement clos.

On peut alors énoncer :

THÉORÈME 2. — D* est intégralement clos si, et seulement si, Féquation caracté-
ristique de 6 sur D est 9/^== a, où (û) = D ou bien où (û) est intersection Sidéaux
premiers de D.

CHAPITRE III.

Ce chapitre est relatif à des structures non nécessairement commutatives.
Il se divise en deux parties :

— La première est une généralisation partielle d'un travail de Molinaro [16].
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Celui-ci a défini les éléments <( nomaux » dans un gerbier G, commutatif,
à élément unité, résidué. Nous définissons des éléments « nomaux » dans un
gerbier G', non nécessairement commutatif, à élément unité, résidué. Un gerbier
« nomal » est un gerbier G', possédant un élément nomal : Le gerbier des
idéaux fractionnaires d'un anneau commutatif, noethérien, intégralement clos,
est un gerbier nomal. Dans le cas non commutatif. les (9-idéaux d'un ordre
maximal introduits par Asano [l], [3], fournissent un exemple de gerbier
nomal.

— La seconde partie, plus importante, contient une étude fine des ordres
maximaux réguliers noethériens, à gauche, d'où le lien avec la partie précé-
dente. La théorie des ordres maximaux a été faite par Asano et publiée sous sa
forme générale en ig53 [3]. Un ordre maximal régulier est un anneau, ou un
demi-groupe, non nécessairement commutatif, défini par certaines propriétés,
qui seront données dans le corps du chapitre.

En 1906, Lesieur et Croisot ont publié leur Théorie noethérienne des anneaux y
des demi-groupes et des modules, dans le cas non commutatif'[13] et [14].

Nous montrons que, en utilisant cette dernière théorie, on peut affiner la
théorie des ordres maximaux réguliers noethériens d'un côté. Un anneau, ou
un demi-groupe, ordre maximal régulier, commutatif, noethérien, n'est pas
autre chose qu'un anneau, ou un demi-groupe commutatif noethérien, intégra-
lement clos.

Nous énonçons, en particulier, une caractérisation W des ordres maximaux
réguliers, noethériens à gauche, qui généralise la caractérisation B des anneaux,
noethériens, commutatifs, intégralement clos (chap. I, partie II), et la caracté-
risation B' des demi-groupes noethériens, intégralement clos (chap. II, VI, 1).

PARTIE I.

Section 1 : Notations. Définitions préliminaires.

Soit A un gerbier, à élément unité e, résidué [8], dont la multiplication n'est
pas nécessairement commutative, et dont l'union est notée U.

Soit x un élément de A. Nous notons :
CX.z. la relation définie par

<f, b ç A, a Cl.̂  b o x . • a = x , ' b, ou a EE: b ( et,.),

et ,^<îl la relation définie par

a^ b ç. A, a.,.CX b <->- x • . a: = x ' . b^ ou a == b (^CX ),

x sera dit symétrique si dl^=^dL, et équirésiduel, si x .• a ==x\ a, quel que
soit Pélément a de A. Tout élément équirésiduel est symétrique.
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Section 2 : Propriétés préliminaires de cl^ et .zCl.

On note ( Ç ) la relation d'ordre de A. cX.,. est une relation d'équivalence régu-
lière par rapport à l'union et régulière à droite, par rapport à la multiplication.

La classe E de e module dt.c est l'ensemble des éléments e^ tels que :
x • • <?i= x .• e =x. On a e^xÇ^x et e^ Ç^x •. x. Or

x .' (.v '. œ) ==-- x^ donc ^ '. x = (?(ct^).

E est donc la classe de x ' .x et ne contient que des éléments inférieurs ou
égaux à x\ x.

La classe X de x modulo cl.-p est l'ensemble des éléments x ^ , tels que
x . • x^ = x . • x. On a

.r, (.v . • ,f) C x^ .z-i C ,:/; •. (,z- . • ./•) = .r.

Donc X n'est constitué que par des éléments inférieurs ou égaux à x.
Soit (K une relation d'équivalence définie dans A, régulière à droite pour la

multiplication, et régulière pour l 'union, et dont la classe X de x ne contient
que des éléments inférieurs ou égaux à x :

(^) THÉORÈME I, 1 (6). — Û\, est plus fine que cLp.

Démonstration, — Soit a = b(û^),

x =z a ( x .' a) LJ x = b ( x . ' a) U x{ ôi ),

b ( x . ' a ) C x et x . ' a C x . ' b.

De même, on verrait que
,7- .' h C ,r .• a.

(*) THÉORÈME I, *2. — Si une classe A^ modulo c% contient un résiduel à gauche co
rfe a?, c^ élément est maximal dans sa classe., donc une classe ne peut contenir plus
d'un résiduel à gauche de x.

Démonstration, — Soit a =. o)(^l) avec ^ = x ' . ^, on a a [M = coa(rfl), mais
CO[J-C.T, donc a[j,Ç.r et aÇ^x • • [JL ==(o.

(*) THÉORÈME I, 3. — iSÏa appartient à la classe y A7 modulo CL^ Vêlement
a =x \Çx .' a) est équivalent à a et est élément maximal de A7.

Démonstration :
x .' or == cZ-'. • [ x '. ( x . ' a) j ==: ,z'. ' a

et, d'autre part, a est résiduel à gauche de x.

( r ') Les théorèmes précédés de (-^) se démontrent en ?:ros comme dans [16J , avec des modifica-
tions le plus souvent évidentes.
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Section 3 : Éléments nomaux.

Dans toute la suite, nous supposerons que x est équirésiduel. Cherchons la
condition pour que 0ix== Qix:^ V^GA. Il nous arrivera de noter x • • y. •===.x *. [j-
par x\ pi, pour mettre en évidence le fait que x est équirésiduel.

Si ÊLp=ÊL^, la classe de x dans (9L.r:p, ne contient que des éléments infé-
rieurs ou égaux à x. D'après le théorème I, 3, où l'on fait a = x et x = x : [j-,

x-=-(x\^) •.[0:^.) .' x\

est dans la même classe que x module ÛL.z.:^ et est maximal dans sa classe, donc
on a ~x=x :
(1) x^(x\^) •. [(^) .'^].

Réciqroquement, si l'on a la relation (i), la classe de x dans ûix:^ est formée
d'éléments inférieurs à x, puisque x est résiduel à gauche de x\y.. Donc,
d'après le théorème I, 1, appliqué à (R = CÏ^, ÛLc:^ est plus fine que (SLc, c'est-
à-dire que a0i^,^b entraîne aCi^b.

Mais réciproquement, on a toujours aGL^b entraîne a€L^,^b^ car
(^:IJL) .' a == x .' [j.a -==. x '. [J.a == (x '. a) '. [ j , == (x '.. b) '. [J. •==: x '. [i-b ==. x .' ̂ b,

donc
( ^ • . | JL ) . *6 Ï==(^ ' :1JL ) . 'Ô .

La relation (i ) s'écrit aussi
x == ̂  •. e •=. x '. (x .' ^x) pi

ou encore
(2) (x:^x)'^^e(^a-==a^).

Définitions I, 1. — Nous dirons que l'élément x de A est nomal à droite si :
i° x est équirésiduel;
2° ^=cx,^, Vp-eA.
Nous dirons que l'élément x de A est nomal à gauche si :
i° x est équirésiduel;
2° ,A=^a, V^eA.
— Nous dirons qu'un élément x de A est nomaly s'il est à la fois nomal à

droite et nomal à gauche.
Nous venons de montrer le théorème :

THÉORÈME 1, 4. — Pour qu^un élément x de A soit nomal à droite, il faut et il
suffit que les deux conditions suivantes soient simultanément réalisées :

i° x est équirésiduel;
2° Çx\\j.x) ̂ =^(ÈL,), V^eA.
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THÉORÈME î, 5. — Pour qu'un élément x de A soit nomal à droite, il suffit que
les conditions suivantes soient simultanément réalisées :

i° x est équirésiduel ;
2° II existe un élément k de A, tel que x ==. x : xk;
3° Le résiduel à gauche par lui-même de tout résiduel (à droite ou à gauche)

de x est égal à x : x.

Démonstration. — On a

( x \ k x ) ' . (x\kx)-=x .• x, V^eA,
d'où

x ' . { x ' . k ' œ ) k ' ' x = ( œ : x ) ' . {x\kœ)k'= (^:A-) •. e
et

( x ' . k ' j c ) k = = e x:x^'

D'autre part, on a l'égalité

{sc'.x) .' \^{x'.œ) •. ((x '.x) .' À')] -==. (a)\x) . ' À',

or,
( .r '.x') . • /.' =^ x . ' œk =: ̂ ',

pour l'élément k particulier du théorème. Par suite,

(jc'.œ) .' [(x'..x) '. x} == x^

x est donc un résiduel à droite de x\x, donc est maximum dans sa classe
module ^,^0L (th. I, 2). Par suite, .̂ <9L est plus fine que ^€i (th. I, 1) et, par
suite,

^Vz-==: Xe*- ==z x : x^- •>

car a^OLb entraîne a^,^€Lb\ en effet,

./• . • a -==. x . • b entraîne ( x . • a) . • ,v == ( x. ' b ) . • x^
donc

x . • ax •=. x . • bx et ( x '. x ) •. a = ( x \ x ) •. b.

De la relation
(^:k'^)k^e(^.^a),

on déduit donc
( x '. k' x )k'== e(Ct^) quel que soit /^çA,

et, par suite, x est nomal à droite (th. I, 4)-

THÉORÈME I, 6. — Pour que le gerbier A contienne un élément nomal à droite
{à gaucher il faut et il suffit que V ensemble des éléments idempotents positifs
admette un élément maximal, qui soit équirésiduel.

Démonstration. — Remarquons d'abord que V/eD, j.'y et y '. y sont des
idempotents.
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Montrons, par exemple, que (y.J)2=y.J.
Posons

z = . y ' . y , ^yCj, .^-jS^J^J et ^-<=J-.J==^;

mais ;? 3 e, car ey Cy, donc z2 3 ̂  et ̂  == z.
Ceci étant, si x est nomal à droite, on a

yï _^ ̂  entraîne (x '.r) . ' y = x . • y2 =- x . • y,

d'où
r(.r.-r)C.r.-j et j'C (^:j) •. {x\y).

Mais (^:r) • • (^:.y) est maximal dans la classe de e modulo ^:y= ̂ x, donc
(,^:r) '. (<r:j) = x\œ et. rC^:,r,

ce qui montre que x'.x est l 'idempotent maximal.
Montrons que cet idempotent maximal x\x est symétrique; d'abord a€L^. ,rh

entraîne ^.z.^clA, car a€i^,^h est équivalent à aeX.,.6, donc
(,r'..v) '. a •==. x\ux =- x .' ax •=z (^ .' u.) .' x =z (^'.' b) .' x == x .' bx -=. (x\x) •. b.

Ensuite a^.^ëib entraîne a0L^. ,.6, car
( x \ x ) •. a == ( x '. x ) •. b entraîne x : ux == x '. bx •==. u,

mais la condition de nomalité à droite fournit (th. I, 4)
{x\ax)a == (x\bx)b == e(CXyc)^

donc
x . ' na=ix.- ub, {x .' u) .' u .-=: (.̂  . • ? / , ) . ' b et rtCX^:/^,

c'est-à-dire, a' étant nomal à droite a€i^b et acX^.., 6.
Montrons enf in , qu'un idempotent maximal symétrique est équirésiduel.
Soit 6 ridempotent maximal supposé de plus symétrique. La classe de e dans

cl6=QCX a pour élément maximal
0 . '0^:0 •. ^ = = 0 .

On a
aO:EEa:E=:ôrt(clo=oA), 0 .• Oa==0 .' a=^ \ a^

et
0 - . 0^==0 • . 6 ^ 0 = 0 .'a.

Posons 9 •• aQ=x, 0 •. Qa= y . On a successivement
^O.z-CO, fWhrCO, O a O ^ O a O C O ^ O , , / ;06<.OÇO^O .• O a O C O ,

, rOaC8 •. 0=--; 0 et ^Çr;

de jnême, on montrerait que ^•3 y, donc

0 . - ^0=0 - . 0 ^ et O . - < / = : 0 - . ^ V^eA.
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Nous avons donc prouvé que si A admet un élément nomal à droite x, il
admet un idempotent maximal qui est équirésiduel, à savoir : x\x.

Réciproquement, si A admet un idempotent maximal équirésiduel 6, cet
élément vérifie les trois conditions du théorème I, 5 :

Pour la première, il est immédiat de le voir;
Pour la seconde, il suffit de prendre k = e ;
Pour la troisième, il suffit de se rappeler que (9:jo) •. (0:jo) est un idem-

potent, V/?€A, et que (9^)pÇ6, donc

^\\^\p}p}^'^^^ et ( 0 : 7 - > ) - . ( 0 : / ) ) 3 6 : 0 = = 0 .

COROLLAIRE. — Un gerhier A contient un élément nomal (fun côté si, et seule-
ment si, il contient un élément nomal, à savoir f idempotent maximal de A.

Définition I, 2. — Nous appelons gerbier nomal un gerbier A contenant un
élément nomal.

THÉORÈME I, 7. — Si un gerbier A admet un idempotent maximal commutant
avec tous les, éléments de K, c'est un gerbier nomal.

Démonstration. — II suffit de montrer que Fidempotent maximal 6 est équi-
résiduel, d'après ce qui a été vu à la démonstration du théorème I, 6.

Premier point : Soit cçA, tel que c 2Cc9=9c, c39. On a alors c==6. En
effet,

(^^^e^^eccô.
Posons c6 == y, on a y2 Cy.

Mais de c3 6 on déduit

cQ^^==^^e et j3e,

donc
y^y et c 6 Ç 6 , soit c6==6 .

Mais 93^, donc Oc3c et 93c, donc 6 ==c.

Deuxième point : On a

c'est-à-dire
az Ç 6 -<-> aza Ç 6 a <-̂  za Ç 6,

6 . - a = 6 - . a , V^eA.
az C 6 entraîne aza C 6 a.

Réciproquement, azaCQa entraîne azazCQaz, donc

(a^ÇO^/s).

Posons y = az U 9 ; on a

y^= (az)2 U a^ 6 U Ô2^ 6 <^s U ô2^: 6y.
A/m. JÉ'c. YVorm., (3), LXXVIII. — F'ASC. 1. i l
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Si, dans la démonstration du premier point, on prend c=y!, on peut écrire
0==yet, par suite, asÇQ. On démontrerait de même que ̂ a^aza est équivalent
à ^aÇ6.

Remarque. — Nous verrons dans la deuxième partie de ce chapitre que (9
étant un ordre maximal, les (9-idéaux forment un gerbier résidué à élément
unité (?, qui est l'idempotent maximal. Ce gerbier est donc nomal.

(*) THÉORÈME 1^ 8. — Si dans un gerbier A, une congruence ôi est telle que
A/(H soit un groupe, et qu^il existe un élément a maximal dans sa classe, alors
0{, = cïa = a<^ et le gerbier est nomal.

Démonstration. — Premier point : Montrons d'abord que a '. a = a .• a est élé-
ment maximal de la classe de ^(^l).

En effet, soit <?i = eÇûi), on a e^ a == a(<X). Donc

Ci a C a et <^j C a '. a.

D'autre part, a ==(a •. a) a, car, en posant a • • a =x, on a ^aCa, et comme on
vient de voir

eCa - . a , aC (a •. a)a,

on déduit a = (a '. a)a ; par suite,

<?j a === (a '. a)a(m), d'où ^E^ a * . a(^l),

puisque A/dl est un groupe. On prouverait de même que

c\ E= a . • a ( (X ) et a . • a == a • . a.

Deuxième point : Étant donné une congruence dîl, telle que la classe de y ne
contienne que des éléments inférieurs ou égaux à y, si toute classe module c%
contient un résiduel à gauche (respectivement à droite) de y, on a cR = (9iy
(respectivement Ûi =^l).

Nous entendrons par congruence une équivalence régulière par rapport à la
multiplication et à l 'union de A. Si le résultat n'était pas vrai, une classe
modulo el^ se décomposerait en plusieurs classes module c%, car on a d'après
le théorème I, 1, acJ^b -> aëLyb. Alors cette classe contiendrait plusieurs rési-
duels à gauche distincts de y, ce qui est impossible (th. I, 3).

Troisième point : Soit une classe A/ module (R et açA\ il existe ^eA, tel
que aa^= a^a = eÇiK). On a donc

ait C a •. a == a . • a,

a a C a •. a =: a . • a,

donc
f t"C(a .* a) .' a .. et. aa*Caf(a .' a) .• a] C a . • a,
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ce qui prouve que
a[(a '. a).-a] ===. e(oi),

puisque chaque classe de {(Ji) est convexe. Ceci montre que

[ (a ' .oO.-^eA^

inverse de A7 dans le groupe A/Jl. On déduit que

(a- .oO.-Ka' .a) . -^^;

toute classe contient un résiduel à droite de a et même de a .• a == a •. a. On
démontrerait de même que toute classe de ûi contient un résiduel à gauche
de a et même de a .• a. On a donc, d'après le deuxième point,

ôi^ 0^== o^== <^a : a= a :a<^.

Quatrième point : ^ == a .• a === a •. a est un idempotent maximal symétrique :
On a vu (%= a? = p0. De plus, dans A/ûi la classe de p est la classe de l'élé-
ment unité e, et c'est aussi la classe de tous les éléments idempotents qui sont
donc inférieurs à ,8 (premier point). Nous avons vu, enfin, qu'un idempotent
maximal symétrique est équirésiduel) (démonstration du théorème I, 6\ Le
gerbier A est donc nomal.

(*) THÉORÈME I, 9. — Soit un gerbier A nomal, a son idempotent maximal;
A/(9La ^st un groupe.

Démonstration. — Posons a^ === a .• aa. On a

a . • ^i a =- a . • (a . • a a ) a-=--- a . • <?,

d'après la condition de nomalité à droite. Donc a^a== ^(<5la); de même, on a
aa^-=e{€L^). La classe de a^ est l'inverse de la classe de a et A/âLa est un
groupe.

PARTIE II.
Section 1 : Les définitions (TAsano.

Asano a étudié d'une part les anneaux, qui sont des ordres maximaux [l],
et d'autre part les demi-groupes, qui sont des ordres maximaux [3]. Ces études
sont bâties sur deux séries de définitions analogues. Nous donnons ici les défi-
nitions de base d'Asano, en nous plaçant dans le cas des demi-groupes. Les
définitions correspondantes du cas des anneaux se laissent facilement imaginer,
à partir de celles-ci.

i i .
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Définition II, 1. — Soit (9 un demi-groupe, et soit M le demi-groupe des
éléments de M simplifîables des deux côtés. Soit M7 un sous-demi-groupe de M.
Un demi-groupe S est dit demi-groupe quotient à gauche de (9 selon M7, si :

i° S contient (9;
2° S a un élément unité i ;
3° tout élément a de M' a un inverse a { dans S : aa~1 = a~1 a = i ;
4° Pour tout élément x de S, il existe a, aeM', tel que a^ç (9.

Remarque II, 1. — L a définition d'un demi-groupe quotient à droite de (9
selon M' s'imagine sans peine. On démontre que S existe, étant donnés (9 et M7

si, et seulement si, pour un élément a de (9 quelconque, et pour un élément a
de M' quelconque, il existe des éléments a! et a', a ' ç Q , a^M', tels que
^a = a7^ [2]. Ce demi-groupe quotient à gauche de (9 selon M7 est alors déter-
miné à un isomorphisme près par (9 et M'.

Remarque II, 2. — Si S est un demi-groupe quotient à gauche de (9 selon 1VT,
alors étant donnés n éléments ai, . . . , a^ de M', il existe des éléments de (9,
Ci, . . ., c^ tels que

y == Ci ai ==r c'a aa ==. • • == c/î a^, avec y e M'.

Définition II, 2. — Si ]\r=M, S est appelé le demi-groupe quotient à gauche
de (9.

Si S est demi-groupe quotient à gauche et à droite de (9, S est appelé le
demi-groupe quotient de (9.

Définition II, 3. — Un sous-ensemble (9 de S est appelé un ordre de S, si :

i" (9 forme un sous-demi-groupe avec élément unité ;
2° S est un demi-groupe quotient de (9 selon S^H<9, S* désignant l'ensemble

de tous les éléments de S ayant un inverse.
(Dans la suite, un élément de S ayant un inverse, sera dit régulier.)

Définition II, 4. — Soit (9 un ordre de S, un sous-ensemble A de S est appelé
un 0-ensemble à gauche (à droite), si l'on a (9ACA (A(9CA).

Définition II, 5. — Un (9-ensemble à gauche (à droite) A est appelé un
Q-idéal à gauche (à droite) de S, si A contient un élément régulier de S et s'il
existe un élément régulier X te lqueAÀC(9(XAC(9) . A est appelé un O-O'-idéal,
s'il est un (9-idéal à gauche et un ^'-idéal à droite. Un (9-0-idéal est appelé
aussi un ©-idéal bilatère et même plus brièvement un 0-idéal.

Remarque II, 3. — On peut supposer dans la définition II, 5 que À appartient
à (9. Si (9 est un anneau commutatif noethérien, les (9-idéaux d'un côté, les
(9-idéaux bilatères, coïncident avec les idéaux fractionnaires de (9.
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Remarque II, 4. — Soient A et B deux (9-idéaux à gauche de S (à droite, bila-
tères). Alors A uB e t A n B , U et n ayant le sens habituel, sont des 0-idéaux
à gauche de S (à droite, bilatères) : il suffit de se reporter aux définitions et à
la remarque II, 2.

Soient A un O-O'-idéal, B un cV-^-idéal, AS={ab, açA, & € B { est un
O-^-idéal : il existe, en effet, [L tel que B ^ C ^ 7 , donc AB [^CA^CA.
et il existe À tel que AÀC0, donc, AB[J.AÇO, ^X étant régulier comme A et a.
En particulier, le produit de deux (9-idéaux est un (9-idéal.

Définition II, 6. — Deux sous-ensembles M et N de S sont dits équivalents,
s'il existe des éléments réguliers A, u., V, y . ' , tels que

/ N ^ Ç M et / /MyCN.

Remarque II, 5. — En particulier, deux ordres (9 et 0' de S sont dits équi-
valents, s'ils le sont en tant que sous-ensembles de S. Dans ce cas, A et ^,
éléments réguliers satisfaisant à A^^C 0 peuvent être pris dans (? (et de même
A' et p/ dans 0 ' ) , car il existe des éléments réguliers a et ^ de (?, tels que aÀ et
^P appartiennent à (9. On a alors

.a/iC^âCaC^Cd).

THÉORÈME I I , l (Asano) . — Soit A un Q-idéal à gauche, formons

Or— \x, .cçS, ^ A C A j - et 0,.-=- { ̂ , ^€S, A.Z-ÇA { .

0i est un ordre contenant 0 et équivalent à 0. 0i est de plus un Q-idéal gauche.
Qr est un ordre équivalent à 0 et A est un 0/— Or-idéal.

Démonstration. — 0i et (9/. sont des demi-groupes contenant i. Si A et a sont
des éléments réguliers, tels que [J-eA, AXÇ0, on peut écrire

C^JL/C^/AÀCAÀC^.

De plus, 0 est contenu dans 0i : 0i est donc un ordre équivalent à 0 et c'est
aussi un (9-idéal à gauche.

On peut écrire successivement

A À A C ^ A C A , / A C c y et A/.CO^ /.c^C/A^O,..

Montrons que le demi-groupe, contenant i , 0,. est un ordre : pour tout x appar-
nant à S, il existe a, appartenant à S* n (9, tel que a == y.^x u,~i appartient à 0.
Par suite, en posant

a'-::-: A^a, a'eS*ne),.,

a' ==\ay. appartient à 0r, et l'on a a 'x==-a ' ' . De même, pour tout x appartenant
à S, il existe a^eS^n^/ , tel que x^ appartient à 0r.

On a aussi
^ÇAc^A, donc ^.cU^A^ÇO
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et, enfin, A0, ÇA et 0^AÇA. Tout ce qui précède montre que 0r est un ordre
équivalent à 0 et que A est un 0r0/-idéal.

Définition II, 7. — Oi et Or sont respectivement appelés ordre à gauche et
ordre à droite de A.

Définition II, 8. — Un 0-idéal à gauche (à droite) A est dit entier^ si c'est
un demi-groupe, ou encore, si l'on a A2 ÇA.

Remarque II, 6. — Les conditions suivantes sont équivalentes : i° AÇ0^;
2 0 A 2 CA; 3° AÇ0^.

Définition II, 9. — Un ordre de S est dit un ordre maximal, si tout ordre le
contenant et équivalent à lui, lui est égal.

THÉORÈME II, 2 (Asano). — Soit 0 un ordre de S, les conditions suivantes sont
équivalentes :

i° 0 est un ordre maximal ;
2° // n^existe pas de 0-idéal à gauche (a droite) entier, contenant 0, qui ne soit

pas égal à 0 ;
3° L) ordre à gauche d'un 0-idéal à gauche quelconque est 0, et V ordre à droite

d'un 0-idéal à droite quelconque est 0;
4° V ordre à droite et F ordre à gauche d'un 0-idéal bilatère quelconque est 0.

Démonstration. — La condition 1 entraîne la condition 2. Celle-ci entraîne
la condition 3, qui entraîne la condition 4. Montrons que la condition 4 entraîne
la condition 1. D'abord, sous Phypothèse exprimée par la condition 4, si M est
un 0-ensemble à gauche contenu dans S et tel qu'on a i tXMÇ0, ÀeS*n0; on
a aussi MXÇ0. En effet, on peut écrire successivement

< 9 À 0 3 V U Ç 0 À M À Ç ( 9 À C0À0, donc MÀC(9,

Soit maintenant Q' un ordre équivalent à 0 et contenant 0 : il existe des élé-
ments X et y. appartenant à S*n0, tels que ^O^^CO. D'après ce qu'on vient de
voir, on a 0'p.XÇ0 et, de même, pLX0^C0. 0' est donc un 0-idéal bilatère
dont l'ordre à gauche est, par suite, 0. Mais de 0 /0 /C0 /, on déduit

o'ce et o'^e.

Remarque II, 7. — D'après ce théorème et la remarque II, 6, un 0-idéal à
gauche (à droite, bilatère) est entier si, et seulement si, il est contenu dans 0,
0 étant un ordre maximal. De plus, chaque 0-ensemble à gauche équivalant à
un ordre maximal 0 et contenant un élément régulier est un 0-idéal à gauche
se reporter au début de la démonstration du théorème II, 2).

Remarque II, 8. — Comme il est équivalent d'écrire Ac€0^ ou AcAÇA,
ou cA C Or, A étant un 0-idéal à gauche (à droite) quelconque, 0 étant un ordre
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quelconque de S, 0i et Or étant respectivement les ordres à gauche et à droite
de A, l'ensemble noté A-1 de tous les c de S, tels que AcACA est aussi
l'ensemble de tous les éléments c de S, tels que KcCQ^ ou encore l'ensemble
de tous les éléments c de S, tels que cAC0,.. On pourra vérifier que A~1 est
un 0,.-0ridéal. En prenant la notation des résiduels,

A-^^/. 'A^^-.A.

Définition II, 10, — Un ordre 0 de S est dit régulier, quand pour chaque
élément x de S, il existe des éléments réguliers a et (3 de 0, tels que

xOaCO, ^O^cCO.

THÉORÈME II, 3 (Asano). — Soit 0 un ordre de S, les conditions suivantes sont
équivalentes :

i ° 0 est régulier ;
2° Pour chaque x, xç S, il existe un Q-idéal bilatère contenant x ;
3° Pour tout élément [JL de S*, 0pi0 est un Q-idéal bilatère;
4° Si M est un sous-ensemble de S et si XMp.Ç0^ X, ^€8*00, il existe des

éléments réguliers a et ? appartenant à 0, tels que a M Ç 0 et M ̂  3 0 ;
5° Pour chaque élément régulier a de 0, il existe yJ et ^ appartenant a S* H 0,

tels que 0a3a'0, a030a^;
6° Chaque 0-idéal à gauche Ça droite) contient un 0-idéal bilatère.

Nous ne donnerons pas la démonstration de ce théorème qui n'offre pas de
difficultés.

Définition II, 11. — Un 0-idéal à gauche (à droite) A est dit normal, 0 étant
un ordre quelconque de S, si les ordres à gauche et à droite de 0 sont maxi-
maux,

Section 2 : L'équivalence d'Artin dans les ordres maximaux.

Nous supposons que 0 est un ordre maximal de S. Alors, l'ordre à gauche
(à droite) d'un 0-idéal à gauche (à droite) est 0; les 0-idéaux bilatères ont
donc 0 pour ordre à droite et à gauche (th, II, 2).

Les 0-idéaux à gauche (à droite, bilatères) entiers sont ceux qui sont com-
pris dans 0 (remarque II, 7).

Soit (L) le treillis des 0-idéaux à gauche, (^) le sous-treillis des 0-idéaux
bilatères, (L/) le sous-treillis des 0-idéaux à gauche entiers, (%')le sous-treillis
des 0-idéaux bilatères entiers (remarque II, 4)

Dans la suite, nous noterons par une majuscule d'imprimerie un 0-idéal d'un
côté, et par une majuscule italique un 0-idéal bilatère.
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Considérons dans (L) la relation d'équivalence ôi :
A, B e ( L ) , A = = B ( J l ) ^A-'=B-1

(ou encore (9 .' A == 0 .' B) (remarque II, 8).
Soft (^/la restriction de (Ji à (%)

A, ôïç. (^), A =d3(<^/) ̂ A-1 ==tô-1

(ou encore (9 .' A ==(? •. A== (? .• d3== 0 '. cî3) (remarque II, 8).
So i tA la classe de A , A e ( L ) ; (E) sera l'ensemble quotient (L)/(îl, (l/)

l'ensemble quotient (L/)/c%, (^) et (^) désigneront les ensembles quotients
( ^ ' ) / ( J ^ ' et (S7)/^/ respectivement. A désignera la classe de A module ffiJ
[ À désignant la classe de A module Ôi, A étant considéré comme élément
de(L)].

Section 3 : Propriétés de la relation (^ (Asano).

PROPRIÉTÉ II, 1. — Toute classe À a un élément maximal
A^r^A-1)-1^^-. (0 . -A ) , Ae(L).

Démonstration. — En effet, d'abord, (A"1)"1 est un 0-idéal à gauche comme A,
puisque A~1 est un (9-idéal à droite (remarque II, 8). Ensuite,

^ . •Ar^^ . 'A*^^ . - [0-. ( (9 . 'A)1 ,

d'après une propriété bien connue des résiduels. Enfin, AC(9 •• (0 •• A) =A\
On déduit de cette propriété que A**= (9-. ((9 • • A*) est égal à A*.

PROPRIÉTÉ II, 2. — (îi est régulière pour V union de (L); dans CL} on peut définir

une union \J

X~UB=:AUB, A, Be(L),

et une relation (Ï ordre ̂ , A ̂  B s i ' A \J B == B, ou encore si A* Ç B*.

Démonstration. — En effet, si B =EE: B^dl), B, B^ç^L), on a,* quel que soit
A€(L),

AuB=AuB'(^),

car
^.•(AuB^^.-A^^.^^^.-A^^.'B7):^^.- (AuB^).

En particulier, A U B = A* U B* et cet élément est égal à (A U B)*.

PROPRIÉTÉ II, 3. — On peut définir dans (L) une intersection H de la façon
suivante :

A, B ç (L) , Â7TB == A*nB\
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De plus, A*nB* ̂  élément maximal de sa classe A H B. Ainsi (L) est un treillis,
(l/) un sous-treillis de (L).

Démonstration. — Montrons que A n B est la borne inférieure de À et B. Soit

C^A, C^B, G, A, Be(L).
On en déduit

' G* ÇA*, C*CB* et C*CA*nB*,
ou encore

C^A*nB*==À7i'B.

Montrons maintenant que C=A*oB* est maximal dans sa classe : on a
CÇA\ CÇB*,

et
0 .' C3^ . -A* , 0 ' . ( (9.- C )Ç(9 - . ( (9 . -A* ) ,

c'est-à-dire C^ÇA*. d'après les propriétés bien connues de la résiduation, et
d'après la propriété II, 1. De même, on a C*CB\ donc C*ÇA*nB* et, par
ailleurs,

C/3A*nB*==C.
On en déduit donc

(7-^A*nB*=C.

PROPRIÉTÉ II, 4. — (%) est un groupe réticulé commutait f.

Démonstration. — Les (9-idéaux bilatères de l'ordre maximal 0 forment un
gerbier G' non commutat ifen général, à élément unité (9, et résidué. En effet,
A, cB étant deux (9-idéaux bilatères, montrons que

A.' tô== { ^^eS, (^œCA}

est un (9-idéal bilatère : en effet, A .• oï est un (9-ensemble à droite et à gauche.
Si X appartient à S*n<9, tel que cÇXc<9, et si p- appartient à S*nA, on a
tôXp-ÇA, donc A . . ' c% possède l'élément régulier Ap-. Si [L' appartient à S*nd3,
et si ^/ est un élément de S*n (9, tel que X 'ACO, on peut écrire X'UL^CÊ), et
ceci, compte tenu de la remarque II, 7, montre que A .• c? est un (9-idéal bila-
tère : de même, A *. cS est un (9-idéal bilatère.

Le début de la remarque II, 7 prouve que (9 est Fidempotent maximal de G\
Le théorème I, 7 prouve que G7 est un gerbier nomal, le théorème I, 9 montre
que (%) est un groupe.

fflJ est régulière, par rapport à l 'union de % d'après la propriété II, 2 et par
rapport à l'intersection de (^) : nous renvoyons pour ce dernier point à la
démonstration d'Asano, ([3], p. i3). (%) est un groupe réticulé.

Dans les sections suivantes, nous supposerons que (L'), donc Ç^'}, donc (%')
vérifient la condition de chaîne ascendante : d'après le théorème 12 de [9]
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(p. 280), on en déduit que (%) est un groupe réticulé commutatif. Mais cette
propriété est vraie, sans l'hypothèse supplémentaire que (I/) vérifie la condi-
tion de la chaîne ascendante, car ^ est conditionnellement complet ([31, p. 10
et [4], p. 233).

PROPRIÉTÉ II, 5. — (£') et (%') sont des treillis modulaires.
(%) est un treillis distributif donc modulaire ([9], p, i48), donc ausïi (%').

Démontrons que (L/) est modulaire : il faut montrer que :

Â^Ce^), A^C entraînent A'u'(Bn'C) --= (À u'B)?^.

Or, par définition, B n C est égal à B^pTC*, en désignant par A*, K\ C* l'élément
maximal de A*, B*, C* respectivement. Donc le premier membre de l'égalité (i)
est égal à A^L^B^nC*). Comme on a A*CC* et comme (LQ est modulaire, il
est aussi égal à (A'uB^nC*, c'est-à-dire à (A VB)T^C.

Section 4 : Propriétés de la relation ôi (suite).

Les propriétés énoncées à la section 3 sont dues à Asano.
Nous avons remarqué de surcroît les propriétés suivantes :

PROPRIÉTÉ II, 6. = On peut définir le produit A. X d'un élément À de (%) par
un élément X de (E) de la façon suivante : c'est la classe AX du produit AX,
AXe(L), A e X x e x .

Démonstration. — Si A appartient à (^), et si X appartient à (L), il est facile
de vérifier d'abord que AX appartient à (L), II faut, ensuite, montrer que, si X
et Y appartiennent à (L), avec Ae(%) et X==Y((?I), on a AX=AY(<Jl) , et
d'autre part que si

X € ( L ) , A , d ? e ( ^ ) , A==d3(<^ / ) ,
on a

AX=ôïX(ôi).

Pour la seconde partie, il suffit de remarquer que

0. 'AX==0. -d3X,

et ceci résulte de
(0.- A) . •Xr=(0. -^3) . •X: -0 . -AX=(9. -^X.

Pour la première partie, posons

^.'•AX==V, 0 .•• A^z=V^
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On a successivement

AXVC0 , XVCc^ . • A ": 0 - . A, XV.4 Cc^ \ ACO . ' X — c) . • Y,
YVAÇ0, Y V C ^ - . A -iô.'A, AYVÇ0, VÇ(9. A\, VCV ,

et de même V'CV.

PROPRIÉTÉ II, 7. — On a les propriétés suivantes du produit A .X :

(CQ A. (Xu -Y)=4.X -ul.Y;

(€2) (AV^).X=4.XuTo3.X;

(€3) (J.tô).X =l.(^.x);

(C.)0.X==X;

(€5) Pour tout couple X^ÇL^, Ae(®'), ilexiste un^ç. (L7), ̂ /y^ A.Y^X

^ V ensemble des Y ûyû/^ c^ propriétés admet un élément maximal noté X.. • A ;

(Ce) Pour tout couple X€(l^), Y€:(L/), ̂  ûfe p/^ 0 est un ordre régulier^ il

existe un AçÇ^), tel que A.Y^X et l'ensemble des A ayant ces propretés,

admet un élément maximal noté X •. Y.

Démonstration. — Pour démontrer les propriétés (Ci), (€2) , (C.^), (C^) il
suffit de prendre des représentants dans les différentes classes.

Démontrons (Co) : Soit X* Félément maximal de X, on a X*Ç0. Soit A un
élément de (^/) appartenant à la classe À de (^).

Considérons l'ensemble des éléments x de 0, tels que A^CX* : c'est un
0-idéal à gauche Y compris dans 0, et contenant X*, et l'on aAY^ÇX*, donc
A.Y^X. Réciproquement, soit Y'efi/), tel que A. Y' ÇX. Pour un représen-
tant Y/ de Y', on a A Y' Ç X*, A étant le représentant de la classe A déjà considéré
plus haut. On déduit

TCY, d'où Y 'CY.

Démontrons (Ce) sous l'hypothèse supplémentaire que 0 est régulier. Soit X*
l'élément maximal de X, on a X"'C0. Soit Ye(L/) un représentant de Y^L'),
o n a Y C 0 .

Considérons l'ensemble des x, xç.©, tels que .rYCX*. C'est un 0-ensemble
à droite et à gauche, compris dans 0; pour montrer que c'est un 0-idéal bila-
tère, il suffit de montrer qu'il contient un élément régulier p. 0 étant régulier,
et a étant un élément régulier de X*, il existe un élément régulier ? de X*, tel
que X*30a3(30 (th. II, 3) et, par suite, (ÎYCp0CX* et ? appartient à A.
Ceci étant, on a alors

A^CX\ donc J.Y^X.
Ann. Éc. Norm., (3), LXXVIII. — FASC. 1. ï 2
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Réciproquement, soitA/e^') te* q^A'.Y^X, alors A/ étant un représentant
dans (î?7) de À'', on en déduit A'YÇX*, et par suite,

A ' C A , donc Â ' ^ A .

Dans les démonstrations précédentes, nous nous sommes placés dans le cas
d'un demi-groupe 0. Les démonstrations dans le cas d'un anneau se font en
calquant ces dernières.

PROPRIÉTÉ II, 8. — SoitX^ Be(Ï?), Ae(^) , tels ^A.B^X?; il exister
tel que

Xç(L'\ X^B, X/ r^A.X.

On exprime ceci, en disant que tout élément À, Aç (^), estÇL^-principal^iS],
§ 1 ^ 7 , p. 107).

Démonstration. — Considérons

A-1^) et X^l-1.^;
on a

A.X=A . (J-1.^)^^..!-^)^^^.
De plus,

X=.l-1 .X'^J-1. (J.B)==B.

Section 5 : Étude fine des ordres maximaux réguliers.

0 est supposé, dans cette partie, sauf mention contraire, un ordre maximal
régulier noethérien à gauche.

Conformément au Mémoire [13], nous introduisons les définitions suivantes :

Définition II, 12. — Un élément À, Ae(%7) sera dit premier, si c9, (Sç (%7),
tô.e^i entraînent tô^J ou e^A.

Définition II, 13. — Un élément X, Xe(L/) sera dit primaire, si

i.x^x, x^D), Aç(^\ x^x,

entraînent l'existence d'un entier k, tel que A^^X-.^, ou tel que, ce qui est
équivalent, A^^X.

PROPRIÉTÉ II, 9. — SoitX un élément primaire de (l/), l'ensemble des élé-
ments A de (^'), pour lesquels il existe un entier naturel k, tel que A^^X-.^ a
un élément maximal % qui est un élément premier de (%'). Cet élément se nomme
le « radical » de X.
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Démonstration. — La démonstration est donnée au Mémoire [13] (p. 90); on
remarquera, en effet, que les treillis (^/) et (L/) satisfont aux hypothèses géné-
rales vérifiées par les treillis (r) et (L) de ce Mémoire (p. 8i-83), d'après les
propriétés énoncées à la partie II, section 4 de ce chapitre.

THÉORÈME II, 4. — Tout élément de (L/) est intersection (fun nombre fini d^élé-
ments primairesy et la décomposition peut être réduite. Il y a unicité des éléments
de (%') radicaux de ces composants primaires.

Démonstration. — II suffit de se reporter au Mémoire [13] (p. 108, th. 7.1
et p. 112, n3, th. 8.1 et 8.2), en utilisant les propriétés de la partie II, sec-
tion 4, et notamment la propriété II, 9.

Définition II, 14 (7). — Un élément ® de (%') est A\{premier, si :
A, d3e(^), AdïC^

entraînent, soit A C ^T, soit d3 Ç °î.

Définition II, 15 (7). — Un élément X de (L/) est ait primaire, si :
Aç(^), Ye^), ^YCX, Y^X

entraînent qu'il existe un entier naturel k tel que A^'ÇX,

Définition II, 16 (7). — Un élément G de (^) sera dit primaire à gauche
dans (%'), si :

Aç(^), tôe(^), Ac^cc, < B $ e

entraînent qu'il existe un entier naturel k, tel que A ' ' ' C e .

Définiton II, 17 (7). — Un élément C de (^') sera dit primaire à droite
dans (^). si :

Ae(%'), ^e(^), (^A ce, ^$e

entraînent qu'il existe un entier naturel k tel que A^Ce,

Définition II, 18 (7) . — Un élément (3 de (%') sera dit primaire dans (^s'il
est à la fois primaire à droite et primaire à gauche.

THÉORÈME II, 5. — Toute classe première ^ de (^/) différente de © a pour
élément maximal ̂  de (^'), ^7^ (9,. premier. Réciproquement, tout élément
premier ^ de (%') non équivalent à 0 modulo ffiJ est maximal dans sa classe ®.

^ est un élément premier de (^/), et si Von a Êe^)^ tel que ^C(3Ç0, on
déduit e=0 modulo ffiJ.

( 7 ) Dans cette définition, 0 est un ordre quelconque, noethérien à gauche.
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Démonstration. — Nous pouvons remarquer que l'élément ̂  de la classe ^
d'un 0-idéal bilatère ^ est l'élément maximal de la classe ^. Supposons qu'on
ait

A, tôe^), Ad3or

et, par exemple, Aj;°î*. On en déduit

A. (Jï ̂  ̂  et À -^ ^F,

ce qui entraîne, puisque ^î est premier,

^^Ï, donc d3C^\

Réciproquement, soit ® un élément premier de (^/), non équivalent à 0
module ffiJ. Soit A un élément de (î^) appartenant à ® : on a

^-'==:A-1 et ^Uz-i^A,
en posant

on a
U^A^A, y:^^-';

^llEEEyEEEC^^/), donc ^AC^.

Or, A<E^ est impossible, puisque cela entraînerait VCS., donc®==0. On
déduit donc que A est compris dans % ou encore que S est maximal dans sa
classe ^. D'autre part, ^ est élément premier de (^/), carJ.tô^®, A^^T
entraînent, en prenant des représentants A dans A, d3 dans d3 : A d3 C^£, A$^î
et, par suite. tôC% ettô^^.

On sait que ^, élément premier de (^/), est maximal dans (^/) c'est une pro-
priété bien connue des éléments entiers d'un groupe réticulé).

Par suite, ^ C <3 C 0, % étant un élément premier de (^'), (3 € (%') entraînent

^<e^0 et e=-0.

THÉORÈME II, 6. — Toute classe primaire dans (%') différehte de 0, a pour élé-
ment maximal un élément primaire dans (Ï>'\ Réciproquement, tout élément de (%^
primaire à gauche (d droite) dans (%') non équivalent à Q modulo 6{! est maximal
dans sa classe. Celle-ci est un élément primaire de (^) et tout élément primaire à
gauche (à droite) dans (%') est primaire dans ̂ f.

Démonstration. — Dans le cas où 0 est commutatif, la démonstration peut
être prise dans le Mémoire [8]. Rappelons que (%') est commutatif et que, par
suite, « primaire dans (^') » s'entend au sens habituel.

Soient è un élément primaire dans (%'), e* l'élément maximal de (!,
soient A, ^(î^), tels que A d3ÇÊ*, tô$e\ On déduit J.tô^^, avectô^<!,
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d'où, k étant un entier naturel, A^^C? et, par suite, AkCe*, ce qui montre
que <3* est primaire à gauche dans (S'). De même, on montrerait que (3* est pri-
maire à droite dans ("S').

Réciproquement, soit C un élément primaire à droite dans (®7) non équiva-
lent à (9 module û<! et soit (3 sa classe dans (î^). Soit (3* l'élément maximal de e.
Montrons que <?*Ce. De e-1^^-1, on déduit

^>* /3*—1 ̂  ^-^ ^>* p—1 ̂

Or, ê=(S-1 (3 est un (9-idéal bilatère appartenant à (^/) et l'on a e^&Ce, car
(3*(3*~1 est un élément de (^/). Comme pour tout entier naturel k, on a ^$(3,
on en déduit (3*C(?. Soient alors A,tô€ (^/), tels que

J.^^I, 3^'ë.

On en déduit, A, ûï étant des représentants de A et tô, respectivement : A(SCC,
A<E<? et, C étant primaire à droite dans ('S7), ^C(S, pour un entier naturel k,
donc tô^Ç C, ce qui montre que (3 est primaire. Par suite, d'après la première
partie de la démonstration, i3 est aussi primaire à gauche dans (î^) donc pri-
maire dans (®7).

THÉORÈME 11̂  7. — Toute classe primaire X de (L/) différente de 0 y a pour élé-
ment maximal un élément primaire de (L7) X*, non équivalent à 0 module ûi. Le
radical de X a pour élément maximal le radical de X* qui n^est pas équivalent
à 0 modulo Ûi.

Démonstration. — Rappelons que le radical ^ de X* est le plus grand des élé-
ments A de (^/) pour lesquels il existe un entier naturel^, tel queA^CX*. C'est
un clément premier de ("S7), si X^ est primaire ([13], p. 90). Soit Xç. (£/), pri-
maire, et soitX* l'élément maximal de X. On a X ^ Ç O . Soient

A ç ( ^ ' ) , Y^L'), avec Y$X*, AYCX\

On en déduit A .Y^X, Y ^ X e t , par suite, il existe un entier naturel À ' t e l
que A^^X, donc on a A^ÇX* et X* est primaire. La dernière partie du théo-
rème est facile à démontrer.

THÉORÈME II, 7 bis. — Si les 0-idéaux à gauche entiers sont normaux, tout élé-
ment primaire de CL1) non équivalent à 0 modulo (îi est maximal dans sa classe
et celle-ci est élément primaire de (L') non égal à (9.

Démonstration. — Soit X un élément primaire de (L7) équivalent à (?
modulo tfl.

Soit Y un élément de (L/) équivalent à X module (R : X--1=Y^1. On tire de
là XX-1Y=XY-1Y. Mais XX-^A est un élément de (%') équivalent à (?
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module tfl : en effet, c'est d'abord un (9-ensemble contenant évidemment un
élément régulier et contenu dans 0 (remarque II, 8), et de plus, on peut écrire

^.•xx-^x-'.-x-1:^^
carX-^.-X-1 est l'ordre à droite du 0-idéal à droite X 1 (th. 11,2), ce qui montre
que XX"1 est équivalent à (9 module û{! :

Par ailleurs, on a Y ̂ YCcr, 0' étant l'ordre à droite de Y. Or, nous allons
montrer que, sous les hypothèses faites, deux (9-idéaux à gauche entiers équi-
valents modulo ai, X et Y, ont même ordre à droite 0' : appelons 0" l'ordre à
droite de X, les ordres à gauche de X et Y étant égaux à (9 (th. II, 2). 0' et 0"
sont d'ailleurs maximaux, puisque X et Y sont normaux. On sait (remarque II,
S) que X "1 est un (^-(9-idéal, que Y-1 est un (9'-(9-idéal. De X-^Y-S on
déduit (9'X-^X -1 et, par suite, O'ÇX-'-.X-1; Or, X-^.X --i est l'ordre à
gauche du (i^-idéal à gauche X-1 ; 0" étant maximal, cet ordre à gauche est 0" et,
par suite, 0 ' C 0 " et de même 0" C0', donc 0'= 0". On a vu (th. II, 1), que X
était un e^-idéal à droite, par suite, on a

XY-^YCX^^X et .4 Y CX.

On ne peut avoir Y$X, car X étant primaire, il en résulterait pour un certain
entier naturel k, A^CX et, par suite, A^ 'CX, c'est-à-dire X=^ , et ceci est
impossible. On a donc YÇX et X est élément maximal dans sa classe. Montrons
maintenant que X est élément primaire de (I/) . Soient

^e^), ^(D), avec Y 4 T X , l'.Y^X.

On en déduit, en prenant des représentants A7, Y dans À' et Y respectivement :
A' YCX et Y^X, X étant, comme on l'a vu, élément maximal de sa classe. Par
suite, X étant primaire, il existe un entier naturel k, tel que A^ CX et, par suite,
A^^X, ce qui montre que X est primaire.

Remarque II, (). — On peut démontrer que, si (? est un ordre maximal, dont
tous les (9-idéaux à gauche sont normaux, Jl est régulière pour l'intersection
de.(L) : c'est le cas, par exemple, si (9 est un anneau, ordre maximal régulier,
dont les (9-idéaux à gauche entiers vérifient la condition de chaîne descendante
(Jacobson, Theory of Rings, p. i32).

THÉORÈME 11^ 8. — Soit a un élément régulier de 0, le 0-idéal à gauche 0a est
intersection (fun nombre fini de Q-idéaux à gauche entiers primaires. La décom-
position peut être réduite. Les radicaux de ces composants primaires sont bien déter-
minés^ et sont des 0-idéaux entiers premiers minimaux. (Tout 0-idéal premier
contenu dans Vun deux lui est égal).

Démonstration. — Nous entendrons « décomposition réduite )> au sens du
Mémoire [13] (p. 112). Il est facile de montrer que 0a est maximal dans sa
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classe. D'après le théorème II, 4, on peut écrire

Ô~a=.Ç\^

où X, est un élément primaire de (lY) dont le radical est un élément premier
de (^ /), ^h ^7^ 0- D'après la définition de l'intersection dans (LQ, l 'élément^-, - ,̂ ;

A_ h

maximal de Ç\^i est Ç\ X^,X*désignant l'élément maximal de X,(?=i , . . . , A).

On a donc
h

c^^F^x;.

D'après le théorème II, 7, X^* est primaire, et son radical ^ a pour classe le
radical ̂  d eX , ( ?= i , . . ., À). D'après le théorème II, 5, ̂  ( î = = i , . . ., h) ne
peut contenir un (9-idéal premier distinct de lui-même.

LEMME II, 1. — Tout Q-idéal entier A, A 7^ (9, contient un 0-idéal rr^aximal
dans sa classe modulo W\ non équivalent à (9. Tout 0-idéal entier premier mini-
mal n'est pas équivalent à (9 modulo ( P J .

Démonstration. — Soit a un élément régulier de 4. ©a contient un (9-idéal
bilatère, puisque (9 est régulier (th. II, 3), et l'union de tous les (9-idéaux bila-
tères, contenus dans ©a est un (9-idéal bilatère A 7 ; on a successivement :

A'COa, A'-^^a)-1

et
( A'-1 )-1 Ç [ 0 a-1 ]-1 = 0 a.

Donc (A7-1)"1, qui est un 0-idéal bilatère contenu dans Oa, est compris dans A ' .
On déduit que (A7-1)"1 =A', et A' est maximal dans sa classe modulo W\ qui
est différente de (9. On a donc

J/ —— ^Pi ^pr
/± —— -^ . . . ̂  ,

les ̂  étant des éléments premiers de (^/) et les p, des entiers convenables.
Soit maintenant ^ un (9-idéal bilatère premier entier minimal, et soit Af

un (9-idéal bilatère contenu dans S ayant les propriétés décrites ci-dessus. Dési-
gnons par ̂  Félément maximal de ^(î= i, . . ., r); d'après le théorème II, 5,
^ est premier. On a

a^1, ..., ^/CA'C^

et, par suite, ^C^ pour un certain i (i ̂ i^_r\ et ^ étant minimal, S,=== S.
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Remarque II, 10. — Soit ^ un (9-idéal bilatère entier premier minimal, et
soit A un (9-idéal bilatère ^-tertiaire (d'un côté). Alors A est ^-primaire
dans (S'). Nous ne donnerons pas la démonstration, facile, une fois rappelée la
définition d'un (9-idéal ^-tertiaire (voir [13] et [14]).

Section 6 : Caractérisation des ordres maximaux réguliers noethériens à gauche.

Définition II, 19. — Soit 0 un ordre de S quelconque dont tous les éléments
sont réguliers, sauf (éventuellement) le zéro. Soit ̂  un (9-idéal premier compris
dans (9, M un sous-ensemble de S et soit (2^= 0—^ le complémentaire de S
dans (9. Nous notons

M^== { x, ,2-eS, tel que, il existe sçï avec sO xCM. ),
^M=-: { x, ^€S, tel que, il existe sçC^ avec a^ôsCM (,

IVLç et ^M peuvent être l'ensemble vide.

Remarque II, 11. — On pourra vérifier que (9^ et ^0 sont des ordres de S
contenant (9, que M^ est un (9^-idéal à gauche, contenant M, si M est un (9-idéal
à gauche.

LEMME II, 2. — Soit M un Q-idéal à gauche contenu dans (9, ^'-primaire, (9
étant noethérien à gauche, si ̂  est contenu dans ®, on a M^ n (9 == M, si ̂  n'est
pas contenu dans ®, on a M^== (9^,.

Démonstration. — Sous les hypothèses faites, il existe un entier naturel k, tel
que ^ÇM. Si 9J n'est pas contenu dans ®, on peut trouver un élément s
dans ^lk n'appartenant pas à ^ (démonstration par récurrence sur k) : on
a.y(9i C^CM et, par suite, i appartient à M^ et M^==(9^. Si ^ est contenu
dans ^, sôxCM, ^e®, ^€(9, entraînent, puisque s n'appartient pas à ^/, et
que M est ^-primaire, x e M et M^ n (9 = M.

THÉORÈME II, 9. — Soit (9 un oindre régulier, noethérien à gauche, dont tous les
éléments (sauf le zéro) sont réguliers. Pour que (9 soit un ordre maximal, il faut
et il suffit que les conditions suivantes soient simultanément réalisées :

(Ci) : Pour tout ordre 01 équivalent à (9 et tel que 0' 3 (9, et pour tout Q-idéal
bilatère premier minimal ®, contenu dans (9, on a0' = ^ û ' ;

(€3) : Pour tout élément régulier a de (9, Ûa est intersection d'un nombre fini
de O'idéaux à gauche primaires contenus dans (9, dont les radicaux sont des
©-idéaux bilatères, compris dans (9, premiers minimaux;

(€3) : 0^ est un ordre maximal, pour tout Q-idéal bilatère premier minimale,
compris dans (9.



LA CONDITION « INTÉGRALEMENT CLOS )) DANS QUELQUES STRUCTURES ALGÉBRIQUES. 99

Démonstration. — i° Les conditions sont nécessaires : en se reportant au
Mémoire [3], on voit facilement que la définition que nous avons donnée
pour 0^ coïncide dans le cas où 0 est un ordre maximal régulier avec la défini-
tion d'Asano pour (9^,. On peut donc appliquer ses résultats : on a (9^= ^,0 et (9^
est un ordre maximal, ce qui montre que les conditions (Ci) et (€3) sont véri-
fiées. (C^) résulte du théorème II, 8.

2° Les conditions sont suffisantes : Soit 0' un ordre contenant 0 et équivalent
à e. D'après (Ci) on a ô'^= ̂ 0 ' , °î étant un 0-idéal premier bilatère minimal
compris dans 0 quelconque. 0 étant régulier, 0' est un 0-idéal bilatère, donc,
d'après la remarque II, 11, en tenant compte que 0^=^0/ et 0^=^0, 0^ est
un 0^-idéal bilatère, dont l'ordre à droite est 0^,d'après la condition (C.,) et le
théorème II, 2.

Or, on a
0^' 0' C e^, donc C^. •C\-., =r=C-)^ 3 û 1 .

Soit donc x=ba-1, 6, aç.0, un élément de € ) ' quelconque. D'après ce qui pré-
cède, x appartient à 0^ et, par suite, b appartient à Q^a=^a)y Or,

n

d'après (C,,), Ôa est égal à^X/, où les X, sont des 0-idéaux à gauche, compris

dans 0, ^-primaires. D'après le lemme II, 2, on a pour i'= i, . . ., n
((9a)^=-(X,.)^. et (ea)^r\ô=(X,)^^ô=Xi.

Mais alors b appartenant à (0^)^ pour i=ï, . . ., n, b appartient à X,
pour i = ï , . . ., n, donc à ûa et x appartient a 0, ce qui montre que 0' = 0.

Remarque 11^ 12. — La caractérisation énoncée au théorème II, 9 est lacarac-
térisation notée W dans l'introduction du chapitre III et de la thèse.

Remarque II, 13. — II résulte d'un théorème de Goldie [10] qu'un anneau à
élément unité, non commutatif, noethérien à droite et à gauche, dont tous les
éléments, autres que le zéro, ne sont ni diviseurs de zéro à droite, ni diviseurs
de zéro à gauche, admet un anneau quotient S (définition II, 1), donc, est un
ordre de S.

R. Croisot m'a fait remarquer que, de même, un semi-groupe non commutatif,
à élément unité, noethérien à droite et à gauche, admet un groupe quotient S
et, par suite, est un ordre de S.
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