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LA CONDITION « INTEGRALEMENT CLOS »
DANS QUELQUES STRUCTURES ALGEBRIQUES .

Par M. Guy MAURY.

INTRODUCTION (2).

1. On connait plusieurs caractérisations des anneaux commutatifs noethériens
intégralement clos :

— La plus connue est certainement celle de van der Weerden-Artin [22], que
nous appellerons « caractérisation A »;

— Une autre caractérisation (caractérisation B), dérivée des travaux de
Krull [11], est exposée dans le cas des domaines d’intégrité par Nagata [ 18 ].

Une troisiéme caractérisation (caractérisation C) a été donnée par Mori dans
le cas des domaines d’intégrité [ 17], et a été étendue au cas ou il y a des divi-
seurs de zéro, par Yoshida [ 21 ].

Or il se trouve que seule la caractérisation A a donné lieu a des travaux
ultérieurs, dont voici les principaux :

— Extension de la caractérisation A aux demi-groupes abéliens « intégra-
lement clos », par A. H. Clifford [5];

— Extension de la caractérisation A aux anneaux non commutatifs « intégra-
lement clos », par Asano [ 1], puis aux demi-groupes non commutatifs « inté-
gralement clos », par Asano-Murata | 3 |;

— Extension de la caractérisation A aux gerbiers commutatifs « intégrale-
ment clos », par M™ M.-L. Dubreil-Jacotin [9], puis aux demi-groupes
résidutifs abéliens « nomaux », par Molinaro [ 16 |;

(1) Thése Sc. math., Paris, 1960.
(2) Les numéros entre crochets renvoient a la bibliographie placée a la fin de ce travail.
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— Certes, en 1939, P. Lorenzen [ 15] avait fait passer une partie des résultats
de Krull, concernant les anneaux de valuation et les anneaux commutatifs
intégralement clos, aux semi-groupes (demi-groupes vérifiant la régle de sim-
plification)) commutatifs. Mais, d'une part il se restreignait aux semi-groupes,
d’autre part il ignorait, ce que Ward et Dilworth [23] établissaient la méme
année, que la décomposition en idéaux primaires était valable pour les idéaux
d’un demi-groupe commutatif noethérien.

2. Or dans I'étude de certains problémes, ce n’est pas la caractérisation A,
mais bien I'une des deux autres qui s’avére techniquement la plus utile : c’est
ce que j'ai montré a propos de la solution du probléme suivant, dans laquelle la
caractérisation B est seule utilisable : « Trouver une condition nécessaire et
suffisante pour qu’'une extension A[ 0], simple, entiére, sans diviseurs de zéro
de I'anneau normal A (c’est-a-dire commutatif, 4 élément unité, noethérien,
intégralement clos) soit un anneau normal. »

La résolution de ce probléme est ’objet principal du chapitre I.

3. Ceci suggére I'idée de tenter de prolonger les caractérisations B et C aux
domaines ou la caractérisation A a déja été prolongée : ainsi, au chapitre II,
j’énonce des caractérisations B’ et C/, analogues respectivement aux caractéri-
sations B et C, pour les demi-groupes commutatifs, 4 élément unité, noethériens,
intégralement clos, et ce d'une facon tout a fait indépendante de la théorie
d’Artin. Les caractérisations B et C font, en particulier, état de la décomposition
en idéaux primaires, valable, comme on le sait, dans un anneau commutatif
noethérien. Une premiére raison, pour laquelle les caractérisations B et C
peuvent se prolonger, est que la décomposition en idéaux primaires est, comme
nous I'avons déja dit, valable aussi dans un demi-groupe commutatif noethérien.
Une seconde raison est que j'ai pu transposer des méthodes de théorie des
anneaux (anneaux de fractions, théorémes d’intersection de Krull, etc.) grace,
en particulier, a 'outil suivant : P désignant 'idéal maximal propre du demi-
groupe commutatif, & élément-unité, noethérien D, jappelle « nceud » de D

’ensemble n P (éventuellement vide).

n

Cette étude me donne accessoirement des résultats sur le rang d’un idéal
de D et sur les « extensions entiéres » de D.

4. Je me suis demandé, ensuite, si 'on pouvait étendre les caractérisations B
et C aux anneaux et demi-groupes non commutatifs « intégralement clos »,
¢’est-a-dire aux « ordres maximaux » dans le langage d’Asano. Les travaux
récents de Lesieur et Croisot[13], [14], donnant pour un idéal a gauche d’'un
anneau ou demi-groupe avec zéro, non commutatif, noethérien & gauche, une
décomposition en idéaux « tertiaires » — remplacant les idéaux primaires —
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laissaient espérer qu’on pouvait mener I'entreprise a bonne fin. En effet, en
utilisant ces travaux, j’établis, au chapitre III, une caractérisation B”, générali-
sant les caractérisations B et B’ des ordres maximaux réguliers, noethériens a
gauche, et dont tous les éléments non nuls sont simplifiables.

5. Enfin, dans la ligne, cette fois, des divers travaux auxquels a donné lieu
la caractérisation A, je montre, au début du chapitre III, comment on peut
étendre la théorie des éléments « nomaux » de Molinaro aux demi-groupes
résidués « nomaux » non commutatifs, la nouvelle théorie comprenant comme
cas particulier la théorie d’Asano [3].

Chacun des trois chapitres peut se lire indépendamment des autres.

6. Je tiens a4 exprimer toute ma gratitude a M. P. Dubreil, rapporteur de
cette thése qui, au cours de I'é¢laboration de ce travail, m’a évité, a plusieurs
reprises, les chemins sans issue, et dont les encouragements me furent si
précieux, et a M. de Possel, qui voulut bien me donner un second sujet et qui,
jadis, guida mes premiers pas dans la recherche. Je voudrais dire aussi le grand
profit que j’ai retiré de la fréquentation du Séminaire d’Algébre et Théorie des
nombres, dirigé par MM. P. Dubreil, M.-L. Dubreil-Jacotin, C. Pisot, et des
contacts que j'ai eus avec MM. Lesieur et Croisot.

Je suis également heureux de remercier M. G. Julia, Membre de I'Institut,
qui a présenté mes Notes a I’Académie [24], et M. Favard, Professeur a la
Faculté des Sciences, qui a bien voulu présider mon jury.

CHAPITRE 1.

THEOREMES DE TRANSFERT EN THEORIE DES ANNEAUX

Introduction.

Par « anneau » nous entendrons dans tout le chapitre « anneau commutatif,
a élément unité ».

Nous nous donnons un anneau A et un suranneau B de A, I'élément unité
de B étant celui de A. 0 sera un élément de B, entier sur A, sauf mention
expresse du contraire. Nous cherchons a quelle condition portant sur les poly-
nomes de A[ «], dont § est racine, certaines propriétés de A sont encore vraies
dans A[6].

Ainsi on examinera les cas suivants :

I. A[0] quasi-local, A I’étant.

II. A[0] normal (c’est-a-dire ncethérien, sans diviseurs de zéro, intégrale-
ment clos), A I’étant.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIIL. — Fasc. 1. 5
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II. A[6]local régulier, A I'étant.

IV. A[f] intégralement clos dans son anneau complet des quotients, A I'étant,
0 étant racine d’un polynome unitaire () de A[x| et n’étant racine d’aucun
polynome de A|x] de degré inférieur. Il sera fait, de plus, certaines hypothéses
simplificatrices sur A.

Nous nous référons trés souvent au Mémoire de M. Nagata | 18 ]. Nous aurons
besoin des propriétés fondamentales des anneaux locaux réguliers [ parties II
et IIT], qu'on pourra trouver dans Northcott [ 19].

I. A [6] quasi local, A 1'étant.

1. Dans cette partie, A est un anneau « quasi-local », c¢’est-a-dire un anneau
dont 'ensemble des éléments non inversibles forme un idéal. Celui-ci est alors
son unique idéal maximal propre. Un anneau quasi-local noethérien est appelé
un anneau local. Un anneau quasi-local peut étre défini comme un anneau
n’ayant qu’un seul idéal maximal propre : En effet, soit A’ un tel anneau, m’ son
idéal maximal et ¢ un élément de A’, n’appartenant pas a4 m’; (@) est égal a A’,
ou bien (@) est compris dans un idéal maximal propre de A’ [ dans un anneau A’
commutatif, ¢ élément unité, tout idéal propre est contenu dans un idéal
maximal (Krull)], ¢’est-a-dire dans m’. Seule la premiére hypothése est possible
et a est inversible.

Soit 6 un élément de B, qui ne sera pas obligatoirement entier sur A dans ce
paragraphe. L’anneau A[ 6] <c’est-a-dire I’ensemble des Zai()‘ dans B, a,~eA>,
sera noté aussi A*. Si m désigne I'idéal maximal de A, m* sera I'idéal de A*

’ N [ . . ’
formé par les Zm,-e‘, m;€m. m* est propre, si, et seulement si, 0 n’est pas
. :

racine d'un polynome de la forme 1 +2m,~x", m;€m (i=o, ..., N). A chaque

polynome f(x)=a,+ a,x + ...+ a,x’ de A[x], dont 6 est racine (il peut n’y
avoir que le polynome O) faisons correspondre le polynome

(&) =tGy+dz +...+ GyaP,
A -, A
de =[], 4; étant la classe de a; dans —-
m m

. gy A
a. Premier cas: w” est propre; considérons —-

1° S'il n’y a pas de f(x) non nul, % est isomorphe a %[x]
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2 §’il y a un f(«) non nul, soit 3(x) un polynome non nul de plus petit
degré parmi les f(x) et

q
() =] |75 (=),

la décomposition de o(x) en facteurs premiers dans %[w] (% est un corps)- Il
. - A CA . :
est facile de vérifier que — est isomorphe a —[x]/(¢(2)). Soit

51(4”'):50"!“-”4';57”,-»’0"“7 ﬁze (l.:(), ...,Il[).

= A
m
Considérons
0 () = Zo+ Bix .o By
B: étant un représentant de 3;. Les idéaux de A* dont 'intersection avec A est m,
sont au nombre de ¢, engendrés respectivement par 9;(6) et m(i =1, ..., gq).

b. Deuxiéme cas : m* n'est pas propre. — Il n’y a pas alors d’'idéaux de A*
propres dont I'intersection avec A est m. Ceci ne peut se produire si 6 est entier
sur A ([ 18], p. 66, corollaire 1).

2. Si 0 est entier sur A, nous sommes dans le cas a, 2° précédent. Les seuls
idéaux maximaux de A* sont les idéaux engendrés par m et les ¢;(0)(i=1 ..., ),

. Ca, . A* .
dans A* : en effet, soit p’ un idéal maximal dans A*, ; est un corps entier sur

s A . R A . .
I'anneau TR Or, cecl entraine que p’_;ﬁ est un corps ([ 18], p. 66, lemme 3).
p'N A n’est autre que m, p’ contient m” et est, par suite un des idéaux maximaux
déja trouvés. On déduit de la :

TukorkME. — A* est quasi-local si, et seulement si, la décomposition de o(x)
A — Y —, . ., . A N
dans _ [z] est o(x) =9'*(x), ¢'(x) étant irréductible dans — [x] et 1 érant un
entier naturel.
Remarque : 1° Tout sous-anneau de A* contenant A est quasi-local.

2° Si A* est un anneau quasi-local, extension entiére d’un anneau A, celui-ci
est nécessairement quasi-local.

3* Supposons que 6 soit racine d'un polynome

b(z) ="+ ara” '+ ..+ a,

a coefficient dans A et que 0 ne soit racine d’aucun polynome de degré inférieur.
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Alors, on peut prendre g_o(x)zq_a(x) En effet, tous les polynomes de A[ ],
dont 6 est racine, sont multiples de ¢ (). Supposons que @ (x) provienne
de o(x), on aura

9(x)=Mz)d(z) et G(z)=k(z)(z),

le degré de 3(x) étant supérieur ou égal a celui de ¢(z). D’aprés le choix
de p(z), 3(x) et {(z) ont le méme degré.

II. — A[6] normal, A I'étant.

1. Norations. — A est icl un anneau noethérien, sans diviseurs de zéro,
intégralement clos, plongé dans un anneau B, sans diviseurs de zéro. Soit 6 un
élément de B, entier sur A. Comme dans la partie I, A[0] sera aussi noté A*.
6 est alors racine d’un polynome unitaire ¢(z) de A[x], irréductible dans A (=)
A étant le corps des quotients de A.

@(x) sera appelé le polynome caractéristique de 6 sur A. Soit n son degré.
Nous cherchons une condition nécessaire et suffisante pour que A* soit intégra-
lement clos. Nous terminons par quelques applications.

2. RappeL. — a. Etant donnés un anneau noethérien A’ et un idéal premier p
de A’, formons toutes les suites croissantes d’idéaux premiers de A’, distincts et
strictement compris dans p. Il existe un nombre entier r positif ou nul,
tel qu’il existe une suite ayant r termes et qu’il n’existe pas de suite ayant
r -+ 1 termes. Le nombre r est appelé le rang de p.

Le plus grand nombre » qu'on puisse ainsi trouver dans A’ est appelé la
dimension de A’.

b. S étant un ensemble multiplicativement stable d’éléments de A’, ne conte-
nant pas o, A’ étant ici un anneau sans diviseurs de zéro quelconque, on

) . a : : ;
notera A I'anneau ensemble des fractions — ot @’ appartient 4 A’ et s & S.

Ainsi, sip estunidéal premier de A’, on peut considérer’ensemble S=A’'—p
et 'anneau Ajg, noté aussi dans ce cas A’p.

¢* On sait que ([18], p. 79, corollaire 1) : un anneau noethérien /\ sans
diviseurs de zéro, est intégralement clos si, et seulement si, les deux conditions
suivantes sont réalisées :

(H,) : Pour chaque idéal premierpde A de rang 1, Ap est intégralement clos;
(H,) : Chaque idéal principal de A n’a pas d’'idéaux premiers essentiels
immergés (?).

(2) C’est la caractérisation notée « caractérisation B » dans U'introduction.
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Remarque. — Si A n’a que des idéaux premiers, non nuls, de rang 1, la
condition nécessaire et suffisante précédente se réduit a la condition (H,).

LemmMe. — Soient A un anneau, sans diviseurs de zéro, intégralement clos, dans
son corps des quotients A, et S un ensemble multiplicativement stable de A, ne
contenant pas zéro, l'anneau Ay est intégralement clos dans son corps des
quotients A.

Soit z un élément de A, entier sur Ag

a; .
bt — . by=o, avec b;— —g—’ (51 €S, €A, i=1, ..., n).
o

Considérons 3 =us,...s,:
Brad ey Bt .+ cp=o, ci==bi(s1...5,)" (i=1, ..., n).

Les ¢; appartiennent a A, 3 appartient & A et u a As.

4. Soit p* un idéal premier de rang 1 de A* et soit p*NA =p. p est un idéal
premier de rang 1 ([ 18], p. 72, propos. 2). D’ailleurs, si p est un idéal premier
de rang 1 de A, il existe au moins un idéal premier p* de A, tel que p*"NA =1y
et p* est alors de rang 1.

Posons, p étant un idéal premier de rang 1 de A, S=A —p, et considérons
[A[6]]s : d’apreés (II, 3), cet anneau est intégralement clos, si A* I'est. Mais
[A[6]]s=As[0], le polynome caractéristique de 6 sur Ag étant toujours ¢(x).
Donc, si A* est intégralement clos, A[0] 'est aussi pour tout S relatif 4 un
idéal premier de rang 1 de A.

Réciproquement, si Ag[ 6] est intégralement clos, S=A —p, p idéal premier
de rang 1 de A, il en est de méme de Ag., ou S*=A*—p*, p* étant un idéal
premier de A, dont l'intersection avec A est p, car nous pouvons écrire

Ad = ([A[0])9)s-=[As[0]]s-

Il suffit alors d’appliquer le lemme de (II, 3).

Ainsi, une condition nécessaire pour que A” soit intégralement clos est que
pour tout 1déal premier p de rang 1 de A, et S=A —p, A[0] soit intégrale
ment clos et cette condition, si elle est réalisée, entraine que la condition (H,)
est réalisée dans A*.

5. Considérons donc, étant donné S=A —yp, p étant un idéal premier de
rang 1 de A, Ag[0]:

Ag[ 0] est une extension entiére, sans diviseurs de zéro, de I'anneau local
régulier de dimension 1, Ag. C’est un anneau semi-local d’idéaux maximaux
p,=(i=1, ..., q) engendrés respectivement par 9,(0) et ps, ps désignant
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Fidéal maximal de Ag, la décomposition de o (x) modulo ps, dans 'i:—s [« ] étant
S

T
srs=] ] 22 (=),

i=1

o;(x) étant irréductible dans ;\5 [z], (voir], 1 et2, etl, 2, remarque 3).
L

Si ops est irréductible dans f:—s [x], alors Ag[ O] est local régulier de dimen-
< :
sion 1, son idéal maximal étant engendré par un générateur « de ps. Donc Ag[6]
est intégralement clos.

Si pps n'est pas irréductible, et a la décomposition ci-dessus, quelle est la
condition pour queAg[ 0] soit intégralement clos ?

6. Soit un facteur g;(x), d’exposant «,=— 1 dans la décomposition précédente
de ops() et soit, u étant, comme ci-dessus, le générateur de p;,

q
o(@) =] Jori(@) +up(a).
w(a) étant un polynome de Ag[x], de degré n— 1 au plus. Posons §; = A;—p;
et considérons (Ag)s, : ¢’est un anneau local de dimension 1 d’idéal maximal
p..., dont une base est [u, 9,(6)]. Mais comme
—u [.L(O)

1]@7/(6)

j=1
VE

9;(0) =

u est une base.

(A¢)s: est donc régulier et, par suite, intégralement clos.

Considérons maintenant un facteur g;(x), d’exposant a; > 1 et supposons Ag[]
intégralement clos : c’est alors un anneau semi-local, de Dedekind, donc a
idéaux tous principaux ([ 18, p. 74, propos. 1). En particulier, p; est engendré
par un certain élément A(0) et 'on a o, (8) =4 (06)2/(0), 2’(0) étant un élément
de A5. Démontrons que 2’(9) est inversible :

SiA/(8)n’était pas inversible, il appartiendrait 4 un p;. Comme ¢,(9) n’appar-
tient pas 4 p} pour j>£7, 2/(9) appartiendrait a p;. Mais n’oublions pas que,
dans A;/psAs, () et 2/(0) sont multiples de 3;(6), 0 désignant la classe de 0
dans Ag/psAg. On aurait done

5:(0)=5:(0) 4(0),

¢
@:(x>+n<x)[ﬂw<x>] H@) $ (@),

<6>€ As/vsAs
Par suite,
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avec un certain polynome v(x) appartenant a ?[x]
S

Le premier membre s’écrit

9
a.,«w)[l -+ () <]]Eﬁzi(x>>]»
k=1

ap=oy st ki et oy == o —I.

avec

o;() devrait diviser la quantité entre crochets, ce qui n’est pas, puisque o, est
supérieur ou égal a 1.
2'(0) est donc inversible, et I'on peut engendrer p; par ¢,(0) dans le
cas o; >1.
Mais alors, dans
U

o(@) = [[eri(2) + up(a),

faisons @ =0 : u.(0) n’est pas dans p;, car autrement () = ¢,(0)v(0), ou
v(0) =ap+. ..+ ap_, 07, a; €Ag (i=o, ..., n—1).

0 serait racine du polynome de Ag[«| non identiquement nul de degré inférieur

an

7
l—l q)%i(x) + u(tog+ & —+...+ a g 2",
k=1

ol o, a la valeur précisée plus haut. C’est impossible. Donc, si A¢[ 0] est inté-
gralement clos, p.(0) n’appartient a aucun p;, pour, tel que o, est supérieur a 1.

7. Nous allons montrer que :

Réciproquement, si w(f) n’appartient a aucun p;, pour 7, tel que «; est
supérieur a 1, Ag[ 0] est intégralement clos.

En effet, soit d’abord 7, tel que «;=1. Nous avons vu (II, 6) que (Ag)s; est
intégralement clos.

Soit, ensuite, Z, tel que «; > 1. Une base de (p; )s: est[u, ¢;()], mais si (6)
n’appartient pas a p;, on peut écrire

_'/
o 1 ExU)
SR

et, par suite, p;, est engendré dans (Ag)s: par 9;(9), et (A5)s: est local régulier

)

de dimension 1, donc intégralement clos.
Ainsi Ag[ 0] est intégralement clos, d’aprés la remarque de (II, 2).
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8. Essayons d’exprimer la condition « () n’appartient pas a p; », a l'aide;
du polynome p.(x) et méme a I'aide de o(x).

p, étant engendré par ¢;(0) et u, n(0) appartient a p; si, et seulement si, il
existe A(0) dans A et ps(0) dans pgAq, tels que

() =2(0) ¢ (0) + ps(0).
De facon générale, si :

fO) =ap+ a0 +... .+ a0, a;€Ag (i=o0, ..., n—1),

appelons f(x) le polynome a,+ a, @ . . .+ a,_,z"*.
Considérons alors
Y(z) = A(x) 9:(2) + ps(x).

Le reste de la division de { () par ¢,(x) a tous ses coefficients dans ps.
Il en est de méme du reste de la division de p.(x) par ¢;(«). On a en effet,

Y(x) — p(2) =n(x) ¢(x),

7(x) étant un certain polynome de Ag| 2], puisque ¢(0) — w.(6) est nul. Nous
pouvons donc écrire

q
) =(@) + n(:‘v)[[[ cp%i<w>] +ps(2),

_i=1

ps(@) étant un polynome a coefficient dans ps.

Le reste de la division de p.(x) par ¢;(x), comme celui de la division de {(x)
et ps(x) par ¢;(x) est a coefficients dans p;.

Réciproquement, s’il en est ainsi, [0 ] appartient bien a p;, mais il revient
au méme de dire que le reste de la division de p.(2) par ¢;(x) a ses coeflicients
dans ps, ou que le reste de la division de o(x) par ¢;(x) a ses coefficients
dans ps. _ :

Donc, une condition nécessaire, pour que A[f]soit intégralement clos, est
que, pour tout S relatif 4 un idéal premier, p de A de rang 1, on ait la condi-
tion (C) suivante :

(C): «Si a; est supérieur ou égal a 2, le reste de la division de o(x) par
¢:() n’a pas tous ses coefficients dans pg. »

De plus, si (C) est réalisée, alors, la condition (H;) est vérifiée dans A[6]
(11, 4,)..

9. Nous allons montrer que, si (H,) est vérifiée dans A[0], alors (H,) I'est
également. Nous nous appuierons sur un théoréme de Nagata ([16], p. 76,
corollaire 4) :

Soit © un anneau noethérien, sans diviseurs de zéro, dans lequel (H,) est réalisée.
St un vdéal principal (a) de O, a un idéal premier essentiel immergé 4, g est ausst
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un idéal premier essentiel immergé pour (b), b étant un élément non nul quel-
conque de {.

Supposons que (H,) ne soit pas réalisée dans A*, (H,) I'étant. Il existe a*
dans A, tel que (@*) a un idéal premier essentiel immergé g*. Alors pour a,
non nul, appartenant & ¢*NA =g, ¢* est un idéal premier essentiel immergée
de (a)* idéal engendré par a dans A*. Il existe donc b* appartenant a A* et
n’appartenant pas a (a)*, tel que b* appartient a ()" : q*. Posons

b'=bo+...+ b, 071, b,eA (i=o0, ..., n—1).

Il existe un b;, pour certain 7, qui n’appartient pas a (@), idéal engendré para
dans A, puisque b* n’appartient pas a (a)*. En particulier, pour tout g, appar-
tenant a g, b*gappartient a(a)* et, par suite, b;g appartient a (a); on remarque,
en effet, a ce propos, qu'un élément

C=cot...+ Cp B, €A (i=o, ..., n—1)

appartient a (@) si, et seulement si, tous les ¢; appartiennent a (@). Or, ceci
montre que (a):q contient effectivement (a), donc que g est compris dans un
idéal premier de (@). Or, g n’est pas de rang 1, puisqu’il a méme rang que g*.
C’est impossible, puisque (H,) est réalisée dans A.

10. En résumé de cette étude, nous pouvons énoncer :

TutorkME. — Soit A un anneau a élément unité, noethérien, intégralement clos,
sans diviseurs de zéro, plongé dans un suranneau R commutatif et sans diviseurs
de zéro, ayant méme unité que A, et soit 0 un élément de B, entier sur A, dont le
polynome caractéristique sur A est noté p(x).

Soit p un idéal premier de rang 1 de A, posons S=A —p.

Sott ps Utdéal maximal de Ag.

Soit ops(x) le polynome déduit de ¢(x) par passage aux classes des coeﬁbients,
T

. . , .. A .
modulo ps, et soit I I oi(x) sa décomposition dans p—s[az] en facteurs premiers.
. sk
=1

Sorent
"@(.@):Bo—i—...—l—gnix"i, _Bje— (J=o0, ..., m)

et
qi(@) =Bo+...+ P2,

ot (3; est un représentant dans A de Bi-
Alors, pour que A[ 0] soit intégralement clos, il faut et il suffit, que pour tout
idéal premier p de rang 1 de A, la condition (C) suivante soit réalisée :

(C) : Pour tout i, tel que a; est supérieur ou égal a 2, le reste de la division
de o (x) par o;(x) n’a pas ses coefficients tous dans pg.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIIL. — Fasc. 1. 6
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Remarque. — Si un idéal premier p est tel que, dans la décomposition de pp,
il y ait un «; supérieur ou égal a 2, alors ¢(2) a une racine double modulo .
Son discriminant d doit étre nul modulo ps. Or, d appartient 4 A et (d) a pour
idéaux premiers essentiels des idéaux p,, ..., p. de A, tous de rang 1. Il suffira
de vérifier (C) pour ces idéaux premiers p,, ..., p,.

11. APPLICATION AU CAS OU A EST L’ANNEAU DES ENTIERS. — Remarquons d’abord,

B . Aq . . A
d’une fagon générale, que S est isomorphe au corps des quotients de 3 donc
S
A ) , . L . S .
a S dans le cas ou A est 'anneau des entiers, p désignant un idéal premier

de A. Dans chaque classe de %a il existe un élément de A. On peut donc
N

relever ¢;(x) dans A[«], au lieu de le relever dans Ag[ ], de sorte que la régle

du paragraphe (II, 10) devient :

Soit ¢(x) le polynome caractéristique de 0 sur I’anneau des entiers A. Soit
d=p5...p% la décomposition en facteurs premiers du discriminant d de ¢(x).
Désignons par p;= (p;) I’idéal engendré par p; dans A. Soit 3, ,(x) le polynome
déduit de ¢(x) par passage aux classes des coefficients modulo p;, et soit

g (@) =] | 752,
Jj=1

la décomposttion de ¢, (x) dans ;—\[ac]
Sotent

€ (k=o, ..., ny)

sy

6/[(.{17):6%—-}-...%——5%“2’"}", B_

B

et
Qi) = Bi+. . 4 Bhxni,

8%, étant un représentant dans A de 8.
Alors, pour que A* soit intégralement clos, il faut, et il suffit, que la condi-
tion (C) suivante soit réalisée :

(C) : Le reste de la division de ¢(x) par ¢;;(x) relatif a j et i, tels que o ;; est
supérieur ou égal & 2, n’a pas tous ses coefficients multiples de p! (*).

Exemples. — 1° 9(x) = ax*— x — 1. Le discriminant est 5. On a

2 —x —1= (x4 2)— bz —5,

(3) On retrouve ainsi un résultat de Ore ([20], p- 339, th. 4), concernant la théorie des idéaux
dans la fermeture entiére €' de I’anneau des entiers C dans une extension algébrique finie du corps
des rationnels, et d’ailleurs do a Dedekind [6]. Cependant, méme dans le cas des nombres, notre
théorie ne semble pas avoir été faite.
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et le reste de la division de ¢(x) par z + 2 est + 5. A[0] est intégralement clos.
2° @(x)=a*— 22— 4.0na

o(x)=ua? (mod 2)

et o(x)=a>— a2 — 4, divisé par x, donne comme reste 4 : A[0] n’est pas
intégralement clos.

12. Apprication Av cas A =K[x], K étant un corps algébriquement clos,
f étant racine du polynome en y, a coefficients dans K[x], y"+a,y"'+...+a,,
irréductible dans K(z)[ y].

Désignons par C la courbe plane

Vit ayn L+ a, =0 (2, ¥) =o.

Alors la condition du paragraphe (II,10), pour que A|f0] soit intégralement
clos, est équivalente a la suivante : « C »’a pas de point multiple ».

Ceci est d’ailleurs bien connu en géométrie algébrique. Soit p un idéal
premier de A, engendré par x — a, a€K. On peut supposer a = o, au besoin
f(=)

g(z)’
ou f(x) et g(x) appartiennent a K[z ], g(x) n’étant pas divisible par x. Si f,
et g, sont les termes constants de f(x) et g(x), g, non nul, on vérifiera

en faisant un changement de variable. A est I'anneau formé des éléments ==—

que g(x) 5{0 modulo ps. Donc -‘/} est isomorphe au corps K. ops s’obtient en
faisant « = o dans ¢(x, y), d’ou

Ppg= "'+ s (0)y* ' ...+ a,(0)

et la décomposition dans {:—S[y], c’est-a-dire dans K[ v ], est
S

q
oo

ou les éléments a; sont dans K, et sont racines de @ps, la multiplicité de la
racine a; étant «;. Les éléments a; sont les ordonnées des points ou x=o0
coupe C. Considérons un facteur y — a;, d’exposant «; plus grand que 1, s’il y
y en a. Nous pouvons supposer a;= o (en faisant au besoin le changement de
variable Y =y — a;). Appliquons la condition du paragraphe (I, 10) en remar-
quant d’abord qu’il n’y a pas de terme constant dans o(x, y) et qu’il n’y a pas
de terme de la forme by, b appartenant 4 K non nul. Le reste de la division
de o(, y) par y n’est pas a coefficients multiples de x* si, et seulement si, il
existe dans ¢(, y) un terme ax, a appartenant a K et non nul.

D’otu le résultat énoncé au début.
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13. AppricaTioN AU cas A = K[, y], K étant un corps algébriquement fermé,
et 0 étant racine du polynome en z, a coefficients dans K[, y], irréductible
dans K(x, y)[z]:

a4 ay =9 (2, ¥, 5).

Un raisonnement analogue au précédent montre que la condition du para-
graphe (II.10) est équivalente & : « S n’a pas de courbes singuliéres ».

Exemple : Si 5> = xy, 'anneau correspondant est intégralement clos.

III. — A[6] local régulier, A 1’étant.

1. Notarions. — A est ici local régulier; u,, ..., u, est une base minimale
de I'idéal maximal m de A; p est donc la dimension de A.

Soit B un suranneau de A, commutatif et sans diviseurs de zéro. 0 est un
élément de B entier sur A. Soit () le polynome caractéristique de 6 sur A,
et soit n son degré; m* est propre (I, 1, a, 2°). De plus, le polynome ¢(z) défini
en (I, 1,a,2°) se déduit du polynome ¢(x) par passage aux classes modulo m
des coefficients (I, 2, remarque 3).

Nous cherchons une condition nécessaire et suffisante pour que A[f] soit
local régulier. A[ 6] sera aussi noté A*.

2. TukoriME. — Une condition nécessaire et suffisante pour que A[0] soit local
régulier, A I’étant, 0 étant un élément de B, entier sur A, est qu’on ait :

1° o(x)=209"(x), ¢'(x) étant irréductible dans %[aﬁ], A étant un entier

naturel plus grand ou égal a 1.

2° St A est plus grand que 1, le reste de la division de ¢(x) par ¢'(x) n'a pas
tous ses coefficients dans m*, o'(x) étant un polynome de A[x], de méme degré
que o'(x), tel qu’'en prenant les classes modulo wm de ses coefficients, on
obtienne ¢'(x).

Premier point. — La condition (1) est équivalente a « A* est local » (I, 2).
Si A est égal a 1, I'idéal maximal m™ de A* est alors engendré par m dans A*;
U, ..., u,estune base de m’*, et A* étant de dimension p, comme A, est local
régulier.

Deuxiéme point. — Supposons la condition (1) réalisée, et supposons que A
est supérieur a 1. Démontrons que la condition (2) est réalisée, lorsque A* est
local régulier, en supposant de plus que A a la dimension 1; u désignera un
générateur de m.
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wm'* est engendré par ¢'(6) et u. Comme A* est local régulier de dimension 1,
cette base n’est pas une base minimale de m'™* : on peut tirer de cette base non
minimale, une base minimale ayant un seul élément : cet élément ne peut
étre que ¢'(0). On peut écrire

¢ (z) =[¢'(#)] + up(),
w(z) étant un polynome de A[x] de degré n—1 au plus. Si p.(0) n’était pas
inversible, on aurait
w(0) =¢'(0) A2(9), avec A(0)=a,+...+ a0,
a; €A (i=o, ..., n—1).
Mais 0 serait racine du polynome non identiquement nul, de degré inférieur a n
[0 ()P + w(ap+. . .= a, g 2"1).

(est impossible, et 11(0) est inversible. Or, ceci est équivalent a la condition (2)
(raisonnement déja fait en II, 8).

Troisiéme point. — Supposons A supérieur a 1, et les conditions (1) et (2)
réalisées.
Montrons que, p étant quelconque, A* est local régulier. On peut écrire
o(x) =09 (z) A(x) +mo+...+ mg_ 297},
m;Em (i=o, ..., q—1),
q étant le degré de o' ().
Supposons que m; n’appartienne pas a m* et posons

mi= N uy+. ..+ u, (i=o, ..., q—1).

Comme m; n’appartient pas a m* il existe pour 1 =_r__p, un %/ n’appartenant
pas a m; en isolant u, dans

qg—1

¢ (8) 1(8) + ¥, myb=o,

i=0

il vient
g—1 p
¢I(e)x(e)+2 E)\ikukei—l—ur(7\2+...+7\2‘19’/"1):0.
i=0 ,1:;,1
Posons
g—1 p
AO)=9/(0)A(0) + X, D Heaud,
i=0 k=1
k#£r

et remarquons que A(0) appartient a 'idéal (u, ..., u, o, tr, ..., u,, ¢'(0)),
engendré par ces éléments dans A*.

L’élément A) ...+ A7"67~" est inversible, puisque A/ n’appartient pas
am (II, 8). Soit 1’ (6) son inverse. Alors, on a u,=— p/(6) A(0). Une base de
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I'idéal maximal m™ de A* est (uy, ..., u—s, Ups, - .., u,, @'(0)) : elle contient
p éléments; A* est local régulier.

Quatriéme point. — 1l reste a prouver que, la condition (1) étant réalisée,
et A étant supérieur a 1, la condition (2) est réalisée, lorsque A* est local
régulier, et lorsque la dimension de A, donc de A*, p, est supérieur a 1. Pour
p =1, en effet, nous I'avons établi (2° point). Si A* est local régulier, une base
minimale déduite de (u,, ..., u, ¢'(6)) comprend p éléments : un des u,
soit u,, s’exprime linéairement, en fonction de u,, ..., u,,, ¢'(0). L'idéal ¢*
engendré par u,, ..., u,,, dans A* est premier, et son intersection avec A est

“de rang p — 1 et comprend I'idéal premier ¢ engendré par u,, ..., u,, dans A.

*N A est distinct de m, dont le rang est p.

¢“N A ne peut contenir strictement ¢, car on aurait dans A la chaine de p +1
idéaux premiers distincts : (u,), ..., ¢, ¢*NA, m. Cect est impossible et, par
suite, ¢*NA =r¢.

Désignons par 9. () le polynome déduit du polynome ¢’(x) par passage aux
classes de % =B, et par ¢, le polynome déduit de ¢, en prenant les classes

I .o, . B . B .
de B modulo w=mjc : o_est irréductible dans [z ], puisque - est isomorphe
A

m
’ A* ’ L . LY )
Cela étant, B*= — est local régulier, et est extension entiére de I'anneau
L A . ) . .o
local régulier B= " qui est de dimension 1. Siv désigne la classe de O modulo ¢*,

on peut écrire
B*—B[n].

On pourra vérifier que le polynome caractéristique de v, n’est autre que o.(x).

, . ‘ B i
La décomposition de ce polynome dans —[ ] est

9(z)=[d'(2)],
¢'(x) étant irréductible dans f-:[av] d’aprés ce que nous avons dit plus haut. De
I'identité de la division par o' (),
¢ (@) =9'(z) A(z) r(z),
degré de r(x) < degré de ¢’'(x), on déduit
¢ (@) = 9 (@) A (@) + re (@),

degré de r.(x) < degré de ¢ (), en prenant les classes, modulo ¢, des coeffi-
cients des polynomes. D’aprés le deuxiéme point, 7.(x) ne doit pas avoir tous

ses coefficients dans n?, et ceci entraine que r(x) n’a pas tous les siens dans m?.
Ainsi, la condition (2) est réalisée.
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IV. — A[6] intégralement clos dans son anneau complet des fractions.

1. Avant d’aborder le probléme qui fait I'objet de cette partie et qui sera
énoncé au paragraphe 8, il nous faut démontrer les généralisations suivantes
de résultats figurant dans [18].

 Résultat R,. — Un anneau @ noethérien est intégralement clos dans son
anneau complet des fractions @ si, et seulement si :

(H)) : Pour tout idéal premier p, de rang 1, de @, contenant un élément non
diviseur de zéro, @p est un anneau local régulier de dimension 1.

(H,) : a étant un élément de @, qui n’est pas un diviseur de zéro, (a) n’a
pas d’'idéaux premiers essentiels immergés (cf. II, 2).

Résultat R,. — Soit un anneau noethérien ©. Supposons que pour chaque
idéal premier p, de rang 1, de @, contenant un élément non diviseur de zéro,
Oy est intégralement clos. Si un idéal principal (a), @ n’étant pas diviseur de
zéro dans @, a un idéal premier essentiel immergé g, () admet un idéal
premier essentiel immergé, b étant un élément non diviseur de zéro de g,
([18], p. 76, corollaire 4; cf. II, 9).

2. RappeL. — a. Soit (o) = n 9, §; étant p-primaire (i=1, ..., r). Pour
i=1
qu'un élément de @ soit diviseur de zéro, il faut, et il suffit, qu’il appartienne
aun p;.

b. Si © ne contient que des éléments inversibles ou diviseurs de zéro, il est

confondu avec @, donc intégralement clos. Dans la suite, nous supposerons
toujours qu’il existe dans @ un élément non diviseur de zéro, et non inversible.

c. Supposons que l'élément a de © ne soit pas diviseur de zéro, et
) . . . . .. ,
soit —=u, un élément entier sur @, alors il existe / non diviseur de zéro

dans @, tel que pour tout entier naturel p, u”l appartienne a ©. (Si u est
racine du polynome a coefficients dans A, z"+4-a,2" '+ ...+ a,, on peut
prendre /=a"".)

d. Réciproquement ([18], p. 67, corollaire 3) : Soit @ un anneau noethé-
rien, sous-anneau d’un anneau @’ et soit b appartenant a @’. S’il existe un
élément a de @, qui n’est pas diviseur de zéro dans @', tel que ab" appartienne
a @, quel que soit I'entier naturel », alors b est entier sur @.
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3. Soit un élément a non diviseur de zéro dans un anneau local noethérien ©,

d’idéal maximal p, de rang supérieur a 1, et soit b appartenant i (a): p, alors g
est entier sur @ . (Généralisation du lemme 1 de [18], p. 74.)

Soit A appartenant & p et soit c= —/h. D’aprés le choix de b, ¢ appartient
a @. Supposons que ¢ n’appartienne pas a p. Alors (a) = (bh). Ceci entraine
que b et h ne sont pas diviseurs de zéro. Il existe un idéal premier essentiel
minimal p’ de (%) de rang 1 [le rang d’un idéal principal dans un anneau
noethérien est au plus 1, et comme ici / n’est pas diviseur de zéro, il ne peut
appartenir a aucun idéal premier essentiel de (0)]. Comme p n’est pas de rang 1,
p’ est différent de p. a appartient 4 p’ et, p’ étant de rang 1, est idéal premier
essentiel de (a).

Soit g’ la composante p’-primaire de (a) (bien déterminée, puisque p’ est
minimal); puisque p est différent de p’, o' : p =19’ et, par suite, b appartient
aq'. Alors, (a) = (bh) montre que

0 Op'=4q"y' Oy,
ce qui est une contradiction du corollaire 1 de la proposition 1 du chapitre
J-radical de [18], parce que p' @y’ est le J-radical de @p’. Nous voyons que ¢

. R b\» . . .
appartient a p et de la que (Zz) h appartient a p, pour tout entier naturel n.
Comme on peut prendre A~ non diviseur de zéro dans @, donc dans @,Z est

entier sur @ (1V, 2, d).

4. Soit un élément a non diviseur de zéro d’un anneau noethérien ©. Si (a) a
un idéal premier essentiel immergé, il existe b non nul, appartenant a @, tel

b . b . \ - .
que - est entier sur @, et tel que - n’appartient pas ¢ ©. Réciproquement, s’il

existe un tel élément b, ou bien il existe un idéal premier essentiel p de rang 1
de (a), tel que ©p n'est pas intégralement clos, ou bien (a) a un idéal premier
essentiel immergé. (Généralisation de [18], propos. 2, p. 75.)

Supposons que (a) ait un idéal premier essentiel immergé g. Formons
I’anneau des fractions @g : on l'obtient ainsi : on fait d’abord 1’homo-
morphisme

c: ®—>®’:9,
n

n étant l'intersection des composantes primaires de (o) contenues dans g.
Soit ¢/ = g- Ensuite, on prend 'anneau ordinaire des fractions @'q’. Cest cet

anneau qu’on appelle aussi © g. Remarquons que g est de rang supérieur a 1,
car il ne peut étre de rang 1, (a) ayant alors un idéal premier essentiel de
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rang, o ce qui ne peut étre (IV, 2, a) : donc g @ g noté aussi 4'@g’, est de rang
supérieur a 1. Il existe b” appartenant 4 ©'q’, et 4 o' @y’ : g’ @'g’ et n’apparte-
nant pas a ' @’g/, @’ étant la classe de a dans @'. a’ n’est pas diviseur de zéro
dans @', car, autrement il existerait A n’appartenant pas a w, tel que a) appar-
tienne a4 n; avec les notations de (1V, 2, @) % n’appartient pas, par exemple,
a g, et, par suite, a appartlendralt a p,, ce qui n'est pas (IV, 2, a). D'apres le

paragraphe (1V, 3) —- est entier sur @'¢’, et n’appartient pas 4 @'y’

b \" b’ \"! ¢,
— ) — | = — .. — T =0,
a 81 a Sn

5;€8=0"—4, ¢, e® (i=1, .. ,n).
On peut supposer
o .
b= L de®, sef.
Posons
by =s's,...s,¢,

b—’, est entier sur @'. Donc, pour tout entier naturel p, ( ) " appartienta @',
a

pour un ! qu’on peut prendre égal a a* (1V, 2, C). Si done, b, et [ sont des
représentants dans @ de &', I, on peut écrire

7 a . + ]
b =arc,—+ np, c,€Q, nyE.

Soient, par numération convenable, 9,4, ..., q,, les idéaux primaires de (o)
non compris dans g, S = © — gq; soit m; un élément de

;NS (J=i41, ..., 1) et m= I I m;.

J=i+1

mn est nul pour tout n&€w, m n’étant pas nul, puisque S est multiplicativement
fermé, et ne contient pas zéro. Donc,

(mb)y l=ard,, d,e .

~ - mb
Comme on peut prendre /=a"', non diviseur dans © et dans ©, —
m

entier sur © (IV, 2, d). Supposons que —b— appartienne a @, alo

b b’
tient a @', m’ appartient a S/, —’, appartiendrait a ©'y’, et aussi > ce qui n’est
pas. Il suffit, alors, de prendre b =mb,.
Pour la deuxiéme partie du théoréme, % est entier sur @ et n’appartient pas

a @. Soient ay, ..., a; les idéaux premiers essentiels de (a). Ils sont tous
minimaux par hypothése, donc de rang 1.

Soit (a)=A;Nn...NA, A; étant a-primaire (i =1, ..., k). Puisque % est

Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIIL. — Fasc. 1. 7
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. 0 - . - X ye . L . .
entier sur ©, i est entier sur © o, [ n; ¢tant I'intersection des idéaux primaires
de (o) contenu dans w;, 2" désigne la classe de x modulo ;.

b'©a; est contenu dans /@ a=A\, Oua; et, par suite, 0’ appartient i
AN Oo,n©'=A;. Done, b appartient a (\;, n;) =.\,, et ce pour {=1,..., A
Donc b appartient a (a). Il y a contradiction.

5. Si © est intégralement clos dans ©, et si p est un idéal premier de
rang 1, contenant un élément non diviseur de zéro, © p est un anneau local
régulier de dimension 1 [19].

6. La condition (H) est nécessaire d’aprés la premiére partie du lemme du
paragraphe (IV, 4).

La condition (H)) est nécessaire d’apreés (IV, 5).

Les conditions (H) et (H,) sont suffisantes d’aprés la deuxiéme partie du
lemme du paragraphe (IV, 4).

La proposition R, est donc établie (IV, 1).

7. DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION R,. — Soit 0 un élément non diviseur de
zéro, autre que a, appartenant a g. Considérons ©'g'= @ q. Soit d’ apparte-
by s by d, b M iy
nanta a' @'y’ : ' @'y’ et n’appartenant pas a ' ©'q’; —; n’appartient pas & ©'q’
et est entier sur @'g' (IV, 3) [remarquer en passant que a’ et b’ ne sont pas
diviseurs de zéro dans @', démonstration déja faite en (1V, 4)].

. d' .
X r__ % . 5 1o
Soit ¢'= —;b'; ¢ appartient a ©'y’.

d ! ! . / I s . y
== IL;,, montre que%, est entier sur ©'g’ et qu’il n’appartient pas a ©'y’.

Alors, un raisonnement déja fait a la premiére partie du paragraphe (IV, 4)
montre qu’il existe un élément g, n’appartenant pas a © et entigr sur © (e€ ©).
D’aprés le théoréme du paragraphe (IV, 4), (b) admet un idéal premier essen-

tiel immergé.

8. Nous sommes maintenant en mesure d’aborder le probléme qui fait 'objet
de cette quatriéme partie.
A est ici un anneau avec diviseurs de zéro, noethérien intégralement clos, dans
son anneau complet des fractions et de dimension supérieur ou égal a 1.

A vérifie, de plus, les hypothéses suivantes :

1° Les idéaux premiers essentiels dc (0) sont tous minimaux;
2° Appelons idéal utile, un idéal premier essentiel de (o), contenu dans un

idéal premier de rang 1 de A. Alors, si v est un idéal utile, ? est intégralement
1

clos. Soit B un suranneau de A, commutatif, dont I’élément unité est celui



LA CONDITION « INTEGRALEMENT CLOS » DANS QUELQUES STRUCTURES ALG];'.BRIQUES. 51

de A et soit O un élément de B, racine d’un polynome unitaire o(x), a coefli-
cients dans A,  n’étant racine d’aucun polynome de A[ x| de degré inférieur a
celui de 9 (), noté n. On cherche une condition nécessaire et suffisante pour
que A[ 0], noté aussi A*, soit intégralement clos. '

9. Tour IDEAL PREMIER DE RANG I DE A* A POUR RESTRICTION DANS A UN IDEAL PREMIER
DE RANG 1. — En effet, soit un idéal premier p*, de rang 1, de A*, p"NA =p est
un idéal premier de A de rang supérieur ou égal a 1. p contient donc un
élément a non diviseur de zéro, qui est non diviseur de zéro dans A* (utiliser
le fait que A* est un A-module libre). ¢A* admet p* comme idéal premier
essentiel, donc aA*: p* comprend effectivement aA™ : il existe

V'=by+...+ b, 0 avec b;eA (i=o, ..., n—1),

et avec un b, pour ok—n—1, qui n'appartient pas a aA, tel que b*p*
appartient 4 aA*, pour tout p* appartenant a p*. En particulier, b*p appartient
a aA”, pour tout p appartenant a p et b,p appartient & aA pour tout p apparte-
nant a p. Ceci entraine que p est compris dans un idéal premier essentiel de aA
et, a cause de (H,), que p est de rang 1.

10. Tour IDEAL UTILE DE A* A POUR RESTRICTION UN IDEAL UTILE DE A. — Soit,
en effet, n* un idéal utile de A*, compris donc dans l'idéal premier de
rang 1, p. L'idéal p =p*N A est premier de rang 1 (IV, 9) contenant n =n"N A,
nécessairement de rang o. Ainsi, w est un idéal utile de A. La réciproque
résultera de la démonstration qui suit (IV, 12).

11. Soit n un idéal utile de A.
Posons S=A — .

*

Considérons Ag. Ag s’obtiendra en faisant d’abord 'homomorphie ¢: A*— %,

n’ étant égal 4 nA* [ remarquer que n est la composante primaire de (o) relative
amn, dans A, puis en prenant les fractions au sens ordinaire par (S)

A
A;: G(A*)G(S): <;[6*J>c(s): As[ 6*],

.

ou 0* est racine de ¢ () déduit de () par passage aux classes modulo w des

. 5, . , A s
coefficients, 0* n’étant racine d’aucun polynome de _[] de degré inférieur. Ay

. A . o ,- .
est le corps des fractions de - Les idéaux primaires de A* dont I'intersection

avec A est n, sont en correspondance biunivoque avec les idéaux primaires de (o)
dans A¢[6*]. Ils sont donnés par la décomposition dans Ag[ x| de ¢, (x) (I, 1). Soit

ROE | FAGE

i=1
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puisque i: est intégralement clos par hypothése, les f;(x) sont dans %[w].

Les r, idéaux premiers dont I'intersection avec A est u, sont engendrés respec-
tivement par f;(6) et w (i=1, ..., r, f/(2) étant un polynome relevant

dans A[x] le polynome f;(x) de %[z]

12. Voyons maintenant comment sont obtenus les idéaux premiers de A* de
rang 1, ayant Iidéal p pour restriction a A. Appelons nI'idéal premier de (o)
contenu dans p. n est la composante primaire de (o) relative a n. Les idéaux de
rang 1, premiers, dont l'intersection avec A est p, sont en correspondance
biunivoque avec les idéaux premiers de A5, S=A —p, dont l'intersection

avec Ag est pg, sont donnés par la décomposition de ¢, () dans :—b [«], donc par
<L

les décompositions de f;(x) dans ’:—:[x]

On trouvera donc toujours un idéal premier de rang 1 de A*, contenant I'idéal
premier u*, engendré par f; () et u dans A*, dont I'intersection avec A est u :

Tout idéal premier de A*, dont la restriction a A est un idéal utile de A, est un
idéal utile de A™.

13. Supposons A* intégralement clos. L’idéal premier u* de A*, engendré
par f;(0) et u, idéal utile de A, est un idéal utile de A* : la composante pri-
maire de (o) relative a n* estu* lui-méme. Il n’y a donc pas d’idéaux w*-primaires
distincts de n* dans A* et ceci a lieu si, et seulement si, p;=1 (définition de p;
en IV, 11). Par ailleurs, p* étant un idéal premier de A*, dont I'intersection
avec A est I'idéal premier p de rang 1, contenant u, p* est un idéal de rang 1,
qui ne doit contenir qu'un seul idéal premier essentiel de (o), dont I'inter-
section avec A est obligatoirement n.

Ceci a lieu si, ct seulement si, en posant S=A —yp, /¥ désignant le poly-
nome déduit de f;(x) par passage aux classes des coefficients dans ;35, S et

/% n’ont pas dé facteurs en commun pour tout Z, j(5£ ).

14. Soit, enfin, p* un idéal premier de A* de rang 1, contenant un seul idéal
premier essentiel de (o), u*, qui est aussi la composante primaire de (o) rela-
tive a w* lui-méme. Posons S*= A*— p*, et considérons Ag.;

S
A= <?>S*.

n*

A* A o , .
Or, - = _[0"], le polynome caractéristique de 6* sur % étant f;(x), u* étant
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engendré par f;(0) et n. On peut écrire

(%[(’*J)S,:<[%WJL> = (As[0]s:
- k), 2

n*
n*
(on pose S=A —p, avec p=p*"NA).
Soit p; I'idéal & A[0*] et soit
Si=As[0°] — »i.
Comme Sg contient %, on peut écrire

(As[e*})sﬁ'—“[(As[e*Dg] = (As+)sg-

n* |s}

Si A* est supposé intégralement clos, Ag. I'est d’aprés la condition (H)) et, par
suite, aussi (Ag[0*])s;. Comme ceci a lieu pour tous les idéaux premiers p*
de A*, contenant w”*, dont l'intersection avec A est p, on peut voir (II, 2,
remarque) que Ag[ 6] est intégralement clos.

Donc, pour que A* soit intégralement clos, il est nécessaire que p étant un
idéal premier de rang 1 de A quelconque, dont on appelle u I'idéal utile, et S
étant égal a A —p, A[z]/(fi(z))(i=1, ..., r) soit intégralement clos.

Si cette condition est réalisée, la condition (H') est réalisée dans A*.

Si la condition (H)) est réalisée dans A*, un raisonnement, utilisant R,,
analogue a celui du paragraphe (II, 8) montre que la condition (H)) I'est aussi.

15. On peut donc énoncer :

Pour que A[0] soit intégralement clos, sous les hypothéses énoncées au
paragraphe (1V, 8) il faut, etil suffit, que les conditions C,, C,, C, suivantes soit
simultanément réalisées :

Cy : w étant un idéal utile quelconque,

on (@) =] (=),
i=1

N

LA , . . A .
Jfi(x) appartenant &[], et étant irréductible dans —[2](i=1, ..., ).
C, : Si f¥(z) désigne ce que devient f;() modulo ps, S=A —p, p étant un
idéal premier quelconque de rang 1 de A, dont on note w I'idéal utile; /()

et /() n’ont pas de facteur commun dans %f[x], pour tout ¢ et j variant de 1
S

ar.(i£)).
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h
G, : Si f¥() :[[g'j‘,;“(:v) est la décomposition de f*(z) en facteurs pre-
k=1

. A — A .
miers dans p—s[w] et g.(x) se relevant en polynome g;(x), de méme degré
S - ’

que gy (), dans Ag[x], le reste - de la division de fi(x) par un g (x) relatif a
un a;; supérieur a 1, n’a pas tous ses coefficients dans pg.

CHAPITRE II.

DEMI-GROUPES NOETHERIENS.
CARACTERISATIONS DES DEMI-GROUPES NOETHERIENS INTEGRALEMENT CLOS.
EXTENSIONS ENTIERES.

Introduction.

Dans ce chapitre, nous appellerons demi-groupe noethérien, un demi-groupe D
abélien, a élément unité et vérifiant la condition de chaine ascendante pour les
idéaux. Le but de ce chapitre est d’utiliser des méthodes de théorie des anneaux
noethériens (anneaux de fractions, théoréme d’intersection de Krull, décompo -
sition en idéaux primaires, etc.) pour obtenir des théorémes sur le rang des
idéaux de D et surtout des caractérisations B’ et C’, analogues respectivement
aux caractérisations B et C dont il est question dans l'introduction de cette
thése. Une application de la caractérisation B’ est donnée. Rappelons que la
décomposition en idéaux primaires est valable dans D [23].

I. — Préliminaire I : Demi-groupe généralisé des fractions,
selon un sous-demi-groupe S ne contenant pas zéro d'un demi-groupe abélien D.

1. Rapper. — Soit D un demi-groupe abélien. L’opération du demi-groupe fait
correspondre 4 a€D, beD, I'élément ab = ba de D, appelé produit de a par b.
Cette opération sera appelée multiplication.

Soit S un sous-demi-groupe de D ne contenant que des ¢léments simplifiables.
Considérons dans le demi-groupe @ des couples (a, s), «€D, s€S, avec la loi
de composition

(a, s)(d,s") = (ad, ss'), a' €D, s'es,

la relation d’équivalence Ry réguliére pour cette loi
a, a' €D s, s'eS; (a, s)Rg(d, s') = sad =5 a.

« . a ,
Notons = la classe contenant (4, s). Le produit des deux classes -, < noté -

s 8
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s o1 ad o,
est la classe contenant (aa’, s5) ¢’est-a-dire - L'ensemble de ces classes avec

I'opération que nous venons de définir est un demi-groupe noté Dg : on

@D s S .
aDg= - Si I'on identifie QT“ avec a, Dg contient D (*).
S d
Remarque. — Dy est le demi-groupe des fractions (au sens ordinaire) de D

selon S. Si S est le sous-demi-groupe des éléments simplifiables de D, Dy est
appelé le demi-groupe complet des fractions de D.

2. Prorvositiox 1. — Il y a une correspondance biunivoque entre les idéaux
premiers (respectivement primaires) de D ne rencontrant pas S et les idéaux pre-
miers (respectivement primaires) de Ds. En outre si D est noethérien, Dg Uest.

Nous ferons la démonstration dans le cas de la correspondance entre idéaux
premiers, la démonstration étant analogue dans le cas des idéaux primaires.
Soit p un idéal premier de D ne rencontrant pas S; ps désigne I'idéal pDg

de Dy, formé de toutes les fractions %pep, s€S. L'idéal pg est premier, car

7 a
Ty €9Ps, ;el’s (donc agyp),

entraine
aa’ 2
W:fw PEY, s"eS et ad's" = pss' €.
Comme as” n’appartient pas a p, on en déduit, p étant premier,
!

aey et Fevs.

psND = p : en effet,

IE):}., reDd entraine sA—=p, A€p.

Soit p un idéal premier de Dy.

Posons pnD =yp. p est premier et ne rencontre pas S, puisque pDg est
contenue dans p, supposé propre, c’est-a-dire distinct de Dy.

Montrons que pDg=1p. Soit

PEY, p= ~ aeD, s€S.

On asp=a et a appartient apND =yp.
Enfin, si ¢ est un idéal de Dg, ¢ = ¢AD est un idéal de D et ¢ = ¢ Dy, carie€c
s’écrit

i= -, ieD, SES et si=1,

(*) Pour plus de détails, on pourra se reporter a [7], p. 266 et suiv.
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de sorte que Zappartient i c = cnD. Il est alors évident que si D vérific la con-
dition de chaine ascendante pour les idéaux, il en est de méme de Dy,

3. Supposons maintenant que S contienne des éléments non simplifiables,
sans toutefois contenir le zéro de D, s’il existe. Considérons la relation X
définie dans D

z, yeD, xZy< 3, sE€S, tel que sx—=sy.
(est bien une relation d’équivalence ; vérifions, par exemple, la transitivité
zX2y=13s, se€Ss, tel que sz =sy,
yEs= 35, 5€8, tel que s’z =v¢"y,
d’ou
ss'x—=ss'y—=sss et xZsz.

T est réguliére pour la multiplication, car

zXy, VYz€D entraine szx =szy, - donc sz X zy.

Notons z la classe de «; appelons z.y, produit des classes @ et y, la classe
contenant xy. L’ensemble D des classes d’équivalences, muni de cette loi de
composition, est un demi-groupe D = D/X.

Remarque 1. — Soit S le sous-demi-groupe de D formé par les classes des élé-
ments de S, S est formé d’éléments simplifiables dans D.

En effet, soit5.@=75.b et soient s, a, b des représentants de 3, @, b respecti-
vement; on a saXsb. Il existe donc s’ dans S, tel que s'sa=s'sb. Comme ss’
appartient 4 S, onaaXb et a=b.

Remarquons que si I'on admettait dans S le zéro de D, s’il existe, tous les
¢léments de D seraient congrus a zéro (noté o), car pour tout a, appartenant

aD, oa=o00; D se réduirait a la classe zéro.

Remarque 2. — Si a est simplifiable dans D, sa classe @ I'est dans D.
En effet, .2 =a.y entraine qu’il existe un élémentsde S, tel que sax = say,
et, par suite, a étant simplifiable, s& = sy, ¢’est-a-dire z =y ; a est simplifiable.

Prorositiox 2. — Il y a une correspondance biunivoque entre les idéaux pre-
miers (respectivement primaires) de D ne rencontrant pas S et les idéaux premiers

(respectivement primaires) de 1) ne rencontrant pas S. Si D est noethérien, D Uest.

Nous ne ferons la démonstration que pour la correspondance entre idéaux
premiers :

Premier point. — A un idéal premier p de D de rencontrant pas S, corres-
pond un idéal premier p de D ne rencontrant pas S : soit p I'ensemble des
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classes des éléments p appartenant a p; p est un idéal de D et p ne rencontre
pas S, car 5€p entraine qu'il existe un élément s' appartenant a S et un
¢lément p appartenant a p, tels que, s étant un représentant dans Sde s, ss'=s'p,
ce qui est impossible, p ne rencontrant pas S. Enfin, p est premier, car ¢.b€p,
a, beD, adp, entraine sab=1sp, peyp, s€S. Donc sab appartient a p, et,
puisque sa n’appartient pas 4 p, on déduit bep et bejp.

Deuxiéme point. — A tout idéal premier p de D ne rencontrant pas S, corres-
pond un idéal premier p de D ne rencontrant pas S.

Désignons par p I'ensemble de tous les éléments de D dont la classe est
dans p : c’est un idéal de D, car Ap, p€p, L €D appartient a p, puisque
Ap=»X.p€p. D'autre part, p ne rencontre évidemment pas S. Enfin, p est pre-
mier, car ab€p, a, beD, agp entraine a.bep, a€p et, par suite, p étant
premier, b €p, ¢’est-a-dire b€ p.

Remarquons que si p et g sont deux idéaux premiers de D distincts et ne
rencontrant pas S, les idéaux p et g correspondants sont évidemment des idéaux
premiers distincts et ne rencontrant pas S.

Troisiéme point. — Si p et g sont des idéaux premicrs de D, distincts et ne
rencontrant pas S, les idéaux p et § définis au premier point, sont distincts. En
effet, supposons p =4, et soit ¢ un élément de g quelconque. Comme ¢ appar-
tient 4 p=y, il existe pEp et s€S, tels que sp=s9. On a donc sgE€yp et,
puisque s€p, g€p. Ainsi ¢Cp et de méme pCyq; p et g ne peuvent étre
distinets.

Quatriéme point. — Enfin, soit ¢ un idéal de D, et soit ¢ 'ensemble des élé-

ments de D dont la classe appartient a ¢. Alors ¢ est un idéal de D. Si D est
noethérien, ¢ est réunion d’'un nombre fini d’idéaux principaux, donc aussi ¢

et D est noethérien.

4. S n’ayant pas d’éléments non simplifiables (remarque 1, § 3), on peut
former (§ 1) le demi-groupe (au sens ordinaire) des fractions de D selon S

qu'on notera Dy ou encore Dy : on appellera Dy le demi-groupe généralisé des
Jfractions de D selon S.

Si S est le complémentaire d’un idéal premier p, Dy est alors noté aussi Dp.
Des propositions 1 et 2 on déduit alors la proposition suivante :

ProrositioN 3. — [l y a une correspondance biunivoque entre les idéaux premiers
(respectivement primaires) de D ne rencontrant pas S, et les idéaux premzers
(respectivement primaires) de Dy.

En outre, Dg est noethérien quand D Uest.

Ann. Ec. Norm.,(3), LXXVIII. — Fasc. | 8
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"

ProrositioN 4. — Sott ¢ un idéal de D et ¢ = m q;, une décomposition normale
i=1
de ¢ en idéaux primaires dans D. Soit, de facon générale, b un idéal de D,
b I'idéal correspondant de D, on notera b Ds I’idéal b .Ds. On a alors

et cect constitue une décomposition normale en idéaux primaires de ¢ Dg dans Dg.

En effet, soit h 'idéal des éléments de D, dont la classe estdans c.DgnD =1.

Remarquons d’abord que si g;, p-primaire ne rencontre pas S, il en est de
méme de p;. Soit alors

i=L, Ge FeS, ek

On a h.s=1. Il existe donc h€l), i€r, s€S et s’ €S, tels que s'sh=1+'i. On
déduit de 1a que l appartient a tous les g; ne rencontrant pas S. Supposons que
la numérotation des g; est telle que pour i=r1, ..., r, g; rencontre S, et que
pouri=r—1, ..., n, g; ne rencontre pas S. On a donc

n

hS () u

i=r—+I

n

Soit /& (T} 9:» on peut trouver pour j=1, ..., r, s; dans Sng; Soit

i=r-1

S:I 'sj. On a
j=1

slex, donc' §ier

et [ appartient a lj. Par suite,

On a alors

car d’une part, ¢ est contenu dans l), d’autre part, ¢.Dg contient h.Dy.

II. — Préliminaire II : La relation R;.

D posséde un ¢lément unité. On note (@) I'idéal engendré par I'élément a
de D dans D.
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L. Derximion. — Soit un demi-groupe abélien D et wun idéal propre de D.
Considérons la relation R, définie dans D,

(1) a,beD, alyb > (a)un=(b)umn.
(’est une relation d’équivalence.

Autre forme de la définition. — Remarquons que si a (respectivement b)
appartient & n, b (respectivement @) appartient a n. D’ailleurs, v forme une
classe d’équivalenae modulo R;, : car si 7 et j appartiennent a n, on a bien

(Hun=(j)un=n.

Si a n’appartient pasaun, il en est de méme de b et (1) équivaut alors a (a) = (b).
En résumé, (1) peut s’écrire aussi

(a)=(b) si ugn,

(1" w, beD, aRyb = .
ben s1 aEewn.

Il est facile de voir que R, est réguliére pour la multiplication. On peut
parler, alors, du demi-groupe D’=D/R}. On peut remarquer que D’ a un zéro
qui n’est autre que n, car quel que soit a’€D’, a’'n=n.

2. Proeosirion 1. — Il y a une correspondance biunivoque entre les idéaux de 1
contenant w et ceux de D'. A des idéaux premiers (respectivement primaires) de D
contenant w, correspondent des idéaux premiers (respectivement primaires) de 1)'.
St D est noethérien, D' Uest.

Soit m un idéal de D contenant n, 'ensemble des classes des éléments de m
forme un idéal m’ de D’. Réciproquement, soit nt, ’ensemble des éléments de D
dont une classe est dans m’ : m, est un idéal de D, contenant n. Soit x appar-
tenant a m,, on a xR,y pour un certain y appartenant & m, donc ou bien =
appartient a n, donc & m, ou bien (x) =(y), donc x=7=1y, A €D et, par suite,
a appartient & m, puisque y appartient & m. De toutes facons, x appartient a m et

ny Sy donc  my—m.
D’ailleurs, si m est premier, m’ est :

a'bew, o gm' entraine abe€m, agm,
done
bem et bew,

a et b étant des représentants de a’ et b’ respectivement.
De méme, si m’ est premier, m I'est :
abewm, agm entraine «'b'ew’, agm

done
bew et bem.
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De méme, on démontrerait que w et m’ sont primaires en méme temps.
Enfin, il est évident que, si D est noethérien, D' I'est aussi.

3. On démontrera facilement

1° si u est premier, D’ n’a pas de diviseurs de zéro [ a'd'=n entraine a’
(oud)=n|;

2° si w est premier, et si a est un élément simplifiable de D, n’appartenant
pas aw, sa classe a’ est simplifiable dans D’.

III. — Préliminaire III : Neeud d’'un demi-groupe noethérien D.

Derinirion 1. — On appelle neeud d’'un demi-groupe noethérien D I'ensemble
des éléments a, a€D, tels qu'on ait a=ua~x avec un élément = de D non
inversible.

C’est un idéal w qui peut étre I'ensemble vide. w ne contient aucun élément
simplifiable.

Dermvition 2. — D est dit de neeud nul si :

lorsque D a un zéro, n=(0);
b. lorsque D n’a pas de zéro, n est vide.

Derinirion 3. — On appelle neeud d’un idéal p de D, noté n(p) I’ensemble des
¢léments a de D, tels qu’on ait @ = pa, avec p €.

Prorosition 1. — Si w est le noeud de D, D n’étant pas de neeud nul, D'=D /R,
est un demi-groupe de neeud nul.

Supposons, en effet, qu’il existe a’€D’, tel que @’ = a'<', =’ ¢tant un élément
non inversible de D', et supposons @', n étant, comme on le sait, le zéro
de D' (préliminaire 1II).

Il existe alors des représentants a€a’, t€</, dans D, = n’étant pas inversible
dans D, tels que aR\ya~ avec agn. On a alors (a) = (a<), a=A=a, %7 n'étant
pas inversible et, par suite, @ appartient a w, contrairement a I'hypothése.

Prorosimiox 2. — 8¢ a est simplifiable dans D, la classe @' de a dans D' est
simplifiable dans D'

De a'x'=a'y’, on déduit «, x, y étant des représentants de o', 2/, y' respec-
tivement : axzR,ay.

1° Siad'x' £, alors (ax) = (ay) et

ax=1lay, ay =ap.x;
done
r =AYy, y=px et (x) =(»),
c'est-a-dire ' =y".
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2° Std'x’=n, alors «'y'=n, donc
axr—art el ay =—auy,

< et . n’étant pas inversibles. Puisque « est simplifiable, on déduit de laz =2~
et y =yuw et x, y appartiennent a w : &’'=y'=n.

Prorosition 3. — p étant un idéal de D,

n=1
Posons b = m p". On a b = bp. En effet, soit bp = n q;, une décomposition

n=1 i=1
normale en idéaux primaires de bp. Si b est différent de by, il existe un des g,
par exemple g,, qui ne contient pas b. De bpCy,, g, ¢tant g,-primaire, on
déduit alors pCyp, et, par suite, il existe un nombre naturel =, tel que

Sy S

Comme bCp-, on a bCy,, contrairement & 'hypothése. On a donc b = bp. Soit
alors (<;, ..., 7,) une base minimale de b : on a ~,=p;7; quon déduit
de b=Dbp. Mais la base étant minimale, on ne peut avoir que i=j, c’est-
a-dire ;= p;7;, pi;€p. Pour tout b appartenant a b, on aura donc b= pb,
avec pe€yp. Réciproquement, si b vérifie b = pb, peyp, donc b = p"b, quel que
soit n, on a b€b. On a donc bien b =u(p). En particulier, si p est I'idéal
maximal de D, ensemble des éléments non inversibles de D, n(p) est le nceud n
de D.

ProrosiTioN 4. — St g est un idéal premier essentiel du nceud wde D, g ne con-
tient aucun élément simplifiable de D.

En effet. n : g contient strictement w, puisque g est un idéal premier essentiel
de w (méme démonstration que dans le cas d’idéaux d'un anneau noethérien).
Il existe donc y, y &, tel que ygCn. Soit ¢ un élément simplifiable de g, s’il
en existe. On a gye€un. Il existe donc un élément non inversible = de D, tel
que gy =gqy~ et par suite, y =y=, puisque ¢ est simplifiable. Mais alors y
appartient a w, contrairement a I’hypothése : aucun ¢lément de g ne peut étre

simplifiable.

Prorosirion 5. — St D est de naeud nul, D =D|[E, ot X est I’équivalence définie
au préliminaire 1, (§ 3), associée a un sous-demi-groupe S de D, ne contenant pas
zéro, est aussi de nceud nul.

La démonstration est aisée.
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IV. — Préliminaire IV : Enoncé d'un théoréme.

TutoreME 1. — Dans un demi-groupe noethérien D, il n'y a qu’'un nombre fini
d’tdéaux p-primaires contenant un idéal p-primaire donné.

- Nous renvoyons pour la démonstration de ce théoréme a un exposé
de Lesieur ([12], exposé 11, p. 5), ou a Birkhofl (|4], p. 139).

V. — Rang d'un idéal dans un demi-groupe noethérien.
Définition 1. — Un idéal de D est dit régulier, s’il contient un ¢lément
simplifiable.
Définition 2. — Un idéal premier et régulier p est dit premier régulier

minimal, s’il n’y a pas d’idéal premier et régulier contenu strictement dans p.

TatoriME 1. — Dans un demi-groupe noethérien D, tout idéal premier essentiel
minimal p d’'un idéal (a), engendré par un élément simplifiable et non inversible a
de D, est premier régulier minimal.

On peut toujours supposer que p est I'idéal maximal de D, en remplacant, au
besoin, D par Dp (préliminaire I).

Supposons que p contienne un idéal premier régulier g distinct de p : g ne
peut contenir @, car alors g contiendrait un idéal premier essentiel de (a), et
ceci contredirait le fait que p est idéal premier essentiel minimal de (a).

Premier cas. — Supposons d’abord D de nceud nul. Soit g la composante
g-primaire bien déterminée de g'.
Considérons
o, =90V («).

L’idéal (a) étant p-primaire (préliminaire I, propos. 4), et p étant 'idéal
maximal, a; est p-primaire.
Appliquons alors le théoréme du préliminaire I'V : il existe un entier naturel n,
tel que pour > n, on ait a;= «,.
On a donc
4 C g0y (a).

Soit <, ..., 7, une base minimale de ¢™. On ne peut avoir =,&(a), car on
aurait alors
=« et adyg,

ce qui entrainerait, puisque g™ est g-primaire, A;=\;T; pour un
certain £ (1 =Z¢_r). On a alors ©;= u.;ax;, et ceci n’est possible qu'avec j =1,
puisque la base est minimale : <;=p.;a<;; p;a étant non inversible, comme a,
ceci entraine, si D n’a pas de zéro, une impossibilité, puisque D a un nceud nul.
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Si D a un zéro, ceci entraine ©;= o, et ceci est encore impossible, puisque
la base est minimale. '

On a donc g™ C g et, par suite, g’ =g, pour tout >~ n. Soit alors b un
élément simplifiable de I'idéal régulier g, on a b" € 4" Cg". Appelons b la classe
de b dans D=D/X, ¥ étant 'équivalence définie au paragraphe 3 du préli-
minaire I, associée au complément S de g, S=D —q. b* est simplifiable
dans Dy, puisque 0" I'est dans D (remarque 2, préliminaire I), et b appartient
a tous les

99Dg=¢g'Da= (g Dg)" pourtout i>xn

(pour la premiére égalité, se reporter au préliminaire I, propos. 4; la seconde
se démontre facilement). Donc b" appartient au nceud Dg, et ceci est
impossible, puisque le nceud ne peut contenir d’élément simplifiable.

Deuxiéme cas. — Supposons maintenant que D ne soit pas de nceud nul.

Soit alors ¢ un idéal premier essentiel du nceud w. g, =gU«c est un idéal
premier, comme il est facile de le vérifier, évidemment régulier comme g.

Considérons R, et D’=D/R, (préliminaire II). Soient p’ et g, les idéaux
correspondant a p et g, : ils sont premiers (préliminaire II, propos. 1) et
réguliers (préliminaire III, propos. 2). D' est noethérien comme D, mais de
nceud nul (préliminaire III, propos. 1). p est d’ailleurs idéal premier essentiel
minimal de (a’), @’ étant la classe de a (préliminaire II, propos. 1).

D’aprés la premiére partie, on a done
Y =4, et ad ey, cest-a-dire a€quUc«.
Comme ¢ ne peut contenir d’éléments simplifiables (préliminaire III, propos. 4),
on a alors : a € g, contrairement & I’hypothése.

Définition 3. — Soit D un demi-groupe noethérien, et p un idéal premier
de D.

Considérons les chaines d’idéaux premiers p; de D (p, Cp.C ... Cp,=p),
distincts. Toutes ces chaines ont un nombre fini d’éléments. p sera dit de
rang r si, parmi toutes ces chaines, il existe une chaine de r éléments, et s’il
n’existe aucune chaine de r -+ 1 éléments.

Définition 3 bis. — On appelle rang d’un idéal quelconque ¢ de D, le plus
petit des rangs des idéaux premiers essentiels de ¢.

TukoriME 1 bis. — St D est un semi-groupe noethérien, et a un élément non
inversible de D, les idéaux premiers essentiels minimaux de U'idéal (a), engendre
par a, sont de rang 1.
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n

TrtoreME 2. — Soit D un semi-groupe noethérien, et soit « = U (a;) un idéal
i=1
de D, engendrés par n éléments a,, . . ., a, non inversibles. Alors, pour un idéal
premier essentiel mininal p de «, le rang de p est au plus n.

Pour n =1 le théoréme a été démontré (th. 1bis).

Nous allons raisonner par récurrence sur n. Considérons Dp au lieu de D;
nous pouvons supposer que p est I'unique idéal maximal de D. Dans ce cas,
a est un idéal primaire appartenant a p. Soit

P=p1D92D...0%,

une chaine d’idéaux premiers distincts p;, telle qu'il n’y a pas d’idéaux premiers
entre p, et p,. Nous pouvons supposer que a, n’est pas dans p,. Alors, p,U(a,)
est un idéal p-primaire. Il existe donc un nombre naturel z tel que

alep,U(ay) pour chaque i (i=1, ..., n).

Considérons les a; pour lesquels a;€p, et a;€(a,). Ils engendrent un idéal o’
compris dans p,. o’ U(a,) est un idéal p-primaire, car il existe ¢, tel que

p'Ca et priCaMCa U(a,),
et p"'" est p-primaire.

p, contient o’ donc un idéal premier essentiel p’ de a’; p'U(a,) contenant
I'idéal p-primaire a’ U (a,), est p-primaire.

Considérons le demi-groupe noethérien D =D/R’, ; les classes de tous les
éléments de D n’appartenant pas 4 p’ sont des éléments simplifiables de D (préli-
minaire II, § 3, 2°) : ainsi, a, classe de a,, est simplifiable dans D et engendre,
dans D, un idéal (a,) qui est p-primaire (préliminaire II, propos. 1).

On déduit du théoréme 1 que p ne contient pas d’idéal premier régulier
distinct de lui-méme.

Par suite, p’=p,. Mais o’ est engendré au plus par n —1 éléments; alors,
d’aprés ’hypothése de récurrence : s Zn.

Définition 4. — Soit p un idéal d’un demi-groupe noethérien D. Soit a I'idéal
premier des éléments non simplifiables de D. Considérons les chaines, néces-
sairement finies, d’idéaux premiers

Pr=—=pUadp,D...Dp,

distincts et contenant strictement a. p est dit de rang généralisé r s'il existe une
telle chaine comportant  éléments, et s’il n’existe aucune chaine compor-
tant 7 -1 éléments (r=o, si pUa=na). Si o est un idéal quelconque de D,
on appelle rang généralis¢ de o/, le plus petit des rangs généralisés des idéaux
premiers essentiels de o' U a.
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TutoriMe 2 bis. — Le rang généralisé d'un idéal o' dont une base comporte r
éléments simplifiables est au plus r.

1l suffit de passer au semi-groupe |D—a{, D=D/R, et d’appliquer le
théoréme 2.

V1. — Demi-groupes noethériens intégralement clos. Garactérisations.

. Définition 1. — Un élément & du demi-groupe complet D’ des fractions
du demi-groupe noethérien D est dit entier sur D, s’il existe un ¢élément
simplifiable % dans D, tel que, quel que soit I'entier naturel p, x*% appar-
tienne a D (*).

Définition 1 bis. — Un élément x de D’ est dit entier sur D, s’il existe un
couple d’entiers naturels n, p avec n > p, tels que "= p.a’ avec L €D.

EquivaLence pes pEriNiTions 1 et 1 bis. — Soit . entier au sens de la définition 1,
montrons qu’il est entier au sens de la définition 1 bis.

Soit donc « appartenant a D', tel qu’il existe un élément simplifiable de D,
X, tel que, pour tout entier naturel p, x” appartienne a D.

Considérons le sous-demi-groupe de D', noté D[zx], formé de tous les
éléments a de D, et de tous les éléments de la forme ax®, © étant un entier
positif, et a étant un élément quelconque de D. Considérons, d’autre part,
Iensemble AD[x], formé des produits d'un élément de D[] par %. Cet ensemble
est formé d’éléments de D, et c¢’est un idéal de D, n. D étant noethérien, u est
union d’un nombre fini d’idéaux principaux (@) (=1, ..., r). Tout élément

. s, . o PN - . o; - .
de D[] s’écrit donc . sopour 1i<r et pn€D; - (i=1, ..., 1) appartient
aD[z]:
% = [, w €D, N >0
(on pose z° = ¢, unité de D).

Pour un entier naturel » supérieur a tous les n; (i =1, ..., r), ona

u.
= y.—)fa reD,
pour un certain ¢ (1 =_¢ =_r). Donc a" = py. ", ol ., appartient 4 D et ou n
est supérieur a n;; a satisfait a la définition 1 bis.

Supposons maintenant que x satisfasse a la définition 1 bus.

(#) Qlest la définition de P. Lorenzen [15], p. 542, th. 6, lorsque D est un semi-groupe.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIII. — Fasc. 1. 9
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Il existe un élément p. de D et un couple d’entiers naturels n, p(n>p o)
tel que 2" =yp.a’. Onax = g, oubeD, et ouaestun élémentsimplifiable de D.

N étant un entier naturel quelconque,

N=kn+nr (oLr,=n) et aN = ahwr+r ph,
Posons
Ng = klp + "y .
On a
No—=lon—+r, (oZry<<nm),
aNe — pts phot — ghupry [J,k‘.‘ et N — Hkl—k/rg xNs
avec
Ny=lop + r..

Si N, est supérieur ou égal a n, on continuera ainsi, et I'on tombera finalement
sur :
aN = " uk (o= r' < n).

puisque la suite N, N,, N,, N;, ... est décroissante.
Prenons alors 2 =a"*, A est simplifiable et

aN =t ek avec 1< n.

On a x’a'~' €D et ¥\ appartient a D quel que soit N'. & est entier au sens de
la définition 1 bis.

Définition 2. — Un demi-groupe noethérien D est dit intégralement clos
(dans son demi-groupe complet des fractions D") si tout élément de D’ entier
sur D appartient a4 D.

2. Lemme 1. — Soit D un demi-groupe noethérien, dont on suppose que l'idéal
maximal p est régulier, mais n’est pas premier régulier minimal (V, définitions 1
et 2). Soit un élément simplifiable et non inversible a de D. Si b appartient a (a) :

b . v
p, -, est entier sur D.

Soit /& un ¢lément de p et soit c= —h. Puisque b appartient & (a) : p,

bh appartient a (a) et c appartient a D. Supposons que ¢ ne soit pas dans p,
alors (@) = (bh), p étant I'idéal des éléments non inversibles de D. Soit p’ un
idéal premier essentiel minimal de (). Remarquons que /4 est simplifiable,
puisque a l'est. Donc, p’ est premier régulier minimal (th. 1, V). p’ contenant (a)
et étant premier régulier minimal, est idéal premier essentiel minimal de ().
Soit g’ la composante p’-primaire de (a) : puisque p n’est pas premier régulier
minimal, on ap>£y’. Onaalorsg’:p=4', donc b appartient a ¢'. Alors (@)= (bh)
montre que ‘
o' Dy’ Cq'p' Dy
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(préliminaire I, propos. 4), et
0'Dy'=0q'p'Dp'=q'Dp'.p" Dy".
Donc 9’ Dy’ est compris dans le nceud de Dy’, ce qui est impossible, puisque le

nceud ne peut contenir un élément simplifiable, alors que ¢’Dp’ en contient
(préliminaire I, remarque 2).

. . b\" . s
Nous voyons que ¢ appartient a p et <E> h appartient a p pour chaque n;

QI@

est donc entier sur D.

Lemme 2. — Soit D un demi-groupe noethérien, et soit un élément simplifiable
et non inversible a de D.

Supposons que (a) admette un idéal premier essentiel immergé y, alors il

. b . b - . .
existe b dans D, tel que o, est entier sur D et — &D. Réciproquement, s'il existe

un élément b, tel que le précédent, alors, ou bien il existe un idéal premier
essentiel de (a), p tel que Dy n'est pas intégralement clos, ou bien(a) admet
un idéal premier essentiel immergé.

Supposons que (a) ait un idéal premier essentiel immergé g. Soit b’ un
élément de (a)Dg:gDg, qui n’est pas dans (a)Dg.

Notons z la classe de , x€D, dans 'équivalence X relative 4 S=D — g,
définie au préliminaire I (§ 3).

N o' .
Alors, a cause du lemme 1, — est entier sur Dg. On a

y=2"" (beD;ses).
On a
b\t b D) Y e ) ~ b -
<—(; E_ 7) ([J-GD,SGS,II)P>U> et §¢Dq'
(3./5\) ,“3‘7/1—/7—1 11 311——/1 E"Il I‘———? (EI'E !
S e 7 ) " "\a )’
avec

T=§nrisrzeD.

(=i

n=rcr et il existe 5", tel que s"€S e

ol
(=]
=
o
(2]}
3
I
ril
Ql

s'et=s"tarrcr, (s"e)yr=s"rPrar7r(s" c)r,

" n "o\ p
SN _ npg (S
a a
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s'c

. . "o s"c . ;
Ceci montre que — est entier sur D. D’ailleurs — n’appartient pas 4 D, car

de s"c=an, A€D, on déduit
= ¢ b~
s'.c=a.l et — €Dy, donc — e€Dsg,
a a
ce qui n’est pas.
. . b . b . .q, .
Soit maintenant - entier sur D et - &D. Soientpy, ..., p, les idéaux premiers

essentiels de (a).

Supposons-les tous premiers réguliers minimaux, et supposons Dp; intégra-
lement clos (i =1, ..., &). Alors, soit () =A,N...NA, une décomposition
réduite de (a) en idéaux primaires, A, étant p-primaire (¢=1, ..., h).

. b . l/ .

Puisque ~ est entier sur D, —/: est entier sur Dp; (on note & la classe de x dans,
I'équivalence X relative 4 S;= D — p;), donc appartient a Dy,
b Dp,C(e)Dyp,= A:Dy;
et, par suite,
>[)7€ Ki D}"inE = 7(1

Donc, pour un s€S; et un ;€ \;, sb =s%;. Comme s n’appartient pas a p;, on
en déduit b€ A;, et comme ceci a lieu pour =1, ..., i, on ageD tilya

contradiction.

TrkoriME 1. — Caractérisation B' : Une condition nécessaire et suffisante pour
qu’un demi-groupe noethérien soit intégralement clos, est que les deux conditions
sutvantes sotent simultanément réalisées :

1° Pour tout élément simplifiable et non inversible a de D, (a) n’a que des idéaux
premiers essentiels réguliers minimaux (définition 2, V);
2° Pour tout idéal premier régulier minimal p de D, Dy est intégralement clos.

Ceci resulte des deux lemmes précédents et aussi du fait que si D est
intégralement clos, Dy I'est, S étant un sous-demi-groupe de D ne contenant
pas le zéro de D, s’il existe, comme on pourrait le voir par une démonstration
analogue a celle faite a la premiére partie du lemme 2.

Lesme 3. — Soit un élément simplifiable et non inversible a du demi-groupe
noethérien D.

Supposons que pour tout idéal premier régulier minimal p de D, Dy est intégra-
lement clos. Alors, si (a) admet un idéal premier cssentiel immergé g, pour tout
élément simplifiable b de g, Uidéal (b) admet un idéal premier essentiel immergé.

Soit b un élément simplifiable de g distinct de 2. Considérons Dy et soit z la
classe de &, z €D, dans I'équivalence X relative a D — g (préliminaire I, § 3).
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Soit d' appartenant 4 (a)Dg:gDg et n’appartenant pas & gDg. L’élément %
n’appartient pas 4 Dg= Dj et est entier sur Dg (lemme 1, VI). Rappelons en
passant que @ et b sont simplifiables dans D (préliminaire I, remarque 2).
Soit ¢/ = %5; ¢’ appartient a Dy et % :%_I montre que %’ est entier sur D et
qu’il n’appartient pas 4 Dj. Alors, un raisonnement déja fait dans la premiére
partie du lemme 2, montre qu’il existe un élément{—:n’appartenant pas a D et

entier sur D, f€D.
D’aprés le lemme 2 (b) a un idéal essentiel immergé.

3. Le théoréme (1, VI) ne renseigne pas sur la structure des demi-groupes
noethériens D, dont I'idéal maximal est premier régulier minimal, et qui sont
intégralement clos [par exemple les demi-groupes Dyp intervenant dans la
condition (2) du théoréme (1, VI)]. Nous allons démontrer le théoréme :

TutoriME 2. — Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un demi-groupe
noethérien D, dont U'idéal maximal p est premier régulier minimal, soit intégra-
lement clos, est que p soit engendré par un élément = de D; p =(=).

Soit D' le demi~groﬁpe complet des fractions de D. Soit @ un élément
simplifiable et non inversible (il en existe, puisque p est régulier); (a) est
p-primaire. Soit ¢ son exposant : p*~* € (a), p* C(a). On peut trouver

beypet, bg(a) et byC(a).

b
On a alors ~pCD. Supposons

quel que soit 'entier naturel n et, par suite, f—z est entier sur D. Donc, si 'on

e b . . oo . .
suppose D intégralement clos, - appartient & D, et ceci est impossible d’apres
le choix de 4. On a donc ,é, p=0D, et il existe n€p, tel que g n=e, e étant

I'unité de D. = est donc inversible dans D)’ et (—b, = =. Ondéduitdelaetde %p =D,

¢
-
b : e

;p:?t (2eD; peyp) et Ep:)., donc p=im.

Réciproquement, si p, idéal maximal du demi-groupe noethérien D, est premier
régulier minimal et engendré par un élément = (nécessairement simplifiable et
non inversible), alors D est intégralement clos.
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Soit @ un élément simplifiable de p, alors @ ne peut appartenir a p¢, quel que
soit I’entier naturel ¢, car il appartiendrait au nceud de D, ce qui est impossible.
Il existe donc ¢, tel que a€p? et agp?~*. On a donc a="Ar7, A étant inversible.

1, ", b .. . . ..
Considérons, alors, un élément - entier sur D. Il existe un élément simplifiable

de D, p, tel que pour toute valeur de I'entier naturel n, (g)n weD. 81 b

n’appartient pas au nceud, il appartient & p” et n’appartient pas a p’*' pour un
certain entier naturel 7 : on a done b=y =", p” est inversible et b est simpli-

fiable : si 7= —r—+ ¢ est positif, on a alors <Ti,_,>" €D, pour tout n, et 1
appartient a p”* pour tout n, donc au nceud de D, et ¢’est impossible.
Donc, 7 est négatif ou nul et g appartient a D. Si b appartient au nceud de D,

alors b appartient a p*, quel que soitn et b =7=". On peut prendre, en particulier,

v b . . b .
n>>q et —appartient a D. De toutes fagons, on voit que — appartient a .

Remarques. — 1° Le demi-groupe commutatif D

{ e — élément unité,

AFBRE . FarFE ..,
O N (@£ 2 st i),

ar—=a—ax’=—...—=ax"=...,

axt = a?, N artxt = an, .. (quel que soit 7) }

est noethérien. Le nceud de D est engendré par a, I'idéal maximal est engendré
par . On peut vérifier que « est simplifiable et non inversible. Ce demi-
groupe D est intégralement clos.

2° Il n’y a pas d’idéal p-primaire entre p et p* dans le demi-groupe noethérien
dont I'idéal maximal est engendré par I'élément simplifiable et non inversible =.
On en déduit que, si D est un demi-groupe noethérien intégralement clos, il
n’y a pas d’idéal p-primaire entre p et p®, (on note p* la composante p-primaire
bien déterminée de p*), p étant un idéal premier régulier minimal quelconque
de D.

4. TukoriME 3. — Caractérisation C' : Une condition nécessaire et suffisante
pour qu'un demi-groupe noethérien D soit intégralement clos est que, pour tout
idéal premier essentiel p d’un idéal principal (a) engendré par un élément simpli-
fiable a de D (et non inversible), il n’a ait pas d'idéal y-primaire entre p et p'*.

D’aprés la remarque précédente, il suffit de démontrer que la condition est
suffisante.

Soit donc p idéal premier essentiel d’un idéal («) engendré par un élément
simplifiable et non inversible a de D. Considérons Dyp et posons, pour simplifier
I’écriture

p =9 Dy, Dp=D'".

Soit n’ le nceud de D’. Montrons que p’ est engendré par un élément 7.
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Il n’y a pas d’idéal p’-primaire entre p’* et p’ d’aprés 'hypothése. Comme p'=yp’
entrainerait que p’ coincide avec n’, ce qui est impossible, p’ étant régulier, il
existe un élément =, c€yp’, n€p’? et comme () Up'* est p’-primaire, on a

p = (77.') up”?
et, par suite,

p = (m)up"= ﬂ ((ﬂ)up’"):(n)u<mp’">::(r:)un’.

n=1 n=1

Nous allons montrer que p’ == () est impossible.

Soit @ la classe de @ dans I'équivalence X associée a D — p (préliminaire I,
§ 3) : c’est un élément simplifiable et non inversible de D’. Par suite, = est
nécessairement simplifiable et @ appartient & p’? sans appartenir 4 p’*** pour un
certain p : a=Axnf, A inversible, A€D’. p’ étant idéal premier essentiel
de (a) =(=?), il existe cq (n?), tel que cp’ C(n?). Comme on suppose p' = (1),
on a c€p’ et g >1. Si ¢ n'appartenait pas a4 (w), il appartiendrait a w :
¢ =cp' avec p' €p’ montrerait alors que c€(nf), contrairement a 1I’hypothése.
Ainsi c=¢, w, ¢, €D'. Mais alors, ¢,p’ C(w*~"). Ona p —1>>1, et ¢, appartient
ayp, carp’ £ (n). De plus, ¢, appartient & (7), méme raisonnement que pour c.

Finalement, on voit que

c=cp P! et Cor P S ().

On a ¢, , €y’ est méme c, , €(T) : c=c,n*, c,€D’, et ceci est impossible

d’aprés le choix de c.

On a donc p’ = (=) et ceci montre d’abord que p est un idéal premier essentiel
minimal de (@), donc que D vérifie la condition 1° du théoréme (1, VI). Ensuite,
d’aprés le théoréme (2, VI), cela montre que Dp =D’ est intégralement clos
et, par suite, que D vérifie la condition 2° du théoréme (2, VI) : D est inté-
gralement clos. '

VII. — Extension entiére d'un demi-groupe commutatif D.

L. Définition 1. — Soit D’ un demi-groupe commutatif contenant le sous-
demi-groupe D, un sous-ensemble M de D’ est dit un D-ensemble de D', si pour
tout a€D et pour tout m €M, am appartient & M.
Un D-ensemble de D', M, est dit fini, s’il est engendré par un nombre fini
d’éléments a,, ..., a, : tout élément de M s’écrit ad’, avec un certain a€D,
pour un certain j (1= j <r).

ProposiTioN 1. — Tout sous-D-ensemble M' d’un D-ensemble de D', M fini, est
lui-méme fini, si D est noethérien.
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Soit @, ..., d, les éléments qui engendrent M en tant que D-ensemble. Pour
tout u€M, u=aa’,, pour un certain €D, et pour un certain j(1jr):
a est dit le coefficient de « selon @ et u est dit multiple de @’. Les coefficients
selon @, des éléments de M’ multiples de @, forment un idéal de D engendré
par r; éléments a,;, . .., a,;; (r; peut étre nul, s’il n’y a pas de multiples de &,
dans M"). L’ensemble des éléments { @ a;;};_, ., engendre M'.

i=1,...,7;

Définition 2. — Un élément o’ de D’ est dit entier sur le demi-groupe D si, et
seulement si, toute puissance @' (1=1, 2, ...) de &' appartient & un certain
D-ensemble fini de D', M.

PropositioN 2. — Si D est noethérien, a' est entier sur D, a’ €D’ st, et seulement
st, pour un certain couple d’entiers n, p(n~>p >0),ona

a'"=aa'r, avec a€D,

En effet, le D-ensemble de D', engendré par les puissances de «/, est un
sous-D-ensemble M’ de M, donc un D-ensemble fini, &’ étant supposé entier
sur D. L’existence du couple n, p(n>>p >o0) et de a de D, tels que o'*=aa'”
s’en déduit.

Réciproquement, si 'on suppose cette existence, toute puissance de a' se
trouve dans le D-ensemble de D', engendré par o', a2, ..., a** et, par suite,
a' est entier sur D.

Prorosition 3. — Le produit de deux éléments entiers sur le demi-groupe D, est
entier sur D. Il suffit d’appliquer la définition 2.

Définition 3. — Un élément de D’ est dit fortement entier sur D, si une
puissance de a’ appartient a D. Tout élément fortement entier est entier. Si D’
est un semi-groupe contenant le sous-demi-groupe noethérien D, la réciproque
est vraie.

Les éléments entiers (fortement entiers) sur D, forment dans D’ un demi-
groupe appelé la fermeture entiére ( fortement entiére) de D dans D’.

D’ est dit une extension entiére (fortement entiére) de D, si tout élément
de D’ est entier (fortement entier) sur D.

2. TutorkME 1. — Soit D' une extension fortement entiére, commutative, d'un .
demi-groupe D. Pour chaque idéal premier p de D, il existe un idéal premier et un
seul p' de D', dont U'intersection avec D est p; p' est dit associé a p. St p, et p, sont
associés a p, et p, respectivement, on a p, Cy, si, et seulement si, p, Cp,.

Si I'on considére I'ensemble des éléments de D’ dont une puissance est
dans p, on pourra vérifier sans peine que c’est un idéal premier de D’ dont
I'intersection avec D est p. Il n’est pas du tout évident que ce soit le seul idéal
premier de D" ayant cette propriété.
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Le complément de p dans D, soit S=D —p, est un sous-demi-groupe de D
et de D', ne contenant pas le zéro de D, s’il existe. Soit X' I'équivalence définie
dans D', associée au sous-demi-groupe S (préliminaire I, § 3). Soit X, I'équi-
valence définie dans D, associée a S : X est la restriction a D de X'. ﬁ’:D/Z’ est

extension fortement entiére de D =D/X.
Sip’ est un idéal premier de D’ dont 'intersection avec D est p, il lui corres-

pond dans D’ un idéal premier 3" ne rencontrant pas S, dont l'intersection
avec D est p. D's est extension fortement entiére de Ds, ps est I'idéal maximal
de D, ps=7p.Ds, et 4 p’ correspond dans D's un idéal premier p's, tel que

psnDg=7s.

Considérons alors la relation d’équivalence Ry (préliminaire II) definie
dans Df : D's est appliqué sur un demi-groupe @' qui n’a pas de diviseurs de
zéro et Dg est appliqué sur le sous-demi-groupe @ de @' formé des classes o
et ¢/, ' étant I'unité de @', o étant la classe de p's. @' est extension fortement
entiére de @ et, par suite, { D' — o} est un groupe. Il résulte de la que, dansD’,
p’ est maximal par rapport a S, c’est-a-dire que tout idéal de D’ contenant p’
rencontre S.

Considérons alors qu’il existe un idéal premier p’ dont I'intersection avec D
est p (début de cette démonstration); on en déduit facilement le théoréme.

3. Soit a résoudre, comme application, le probléme suivant :

Trouver une condition nécessaire et suflisante pour que, étant donnés un
semi-groupe commutatif D’ contenant le semi-groupe D noethérien et intégra-
lement clos, et 0 un élément de D’ entier, donc fortement entier, sur D, le
semi-groupe D[0] engendré par D et 6 dans D', soit intégralement clos.

Soit donc un semi-groupe noethérien D, compris dans un semi-groupe
commutatif D’ dont I'élément unité e est celui de D. Soit G le groupe complet
des fractions de D, G’ celui de D'.

Un élément O de G’ est dit algébrique sur G, s’il existe un entier naturel 7/,
tel que 6”€G. Soit alors n le plus petit entier naturel, tel que 6"€G,
soit 6=a(a€G). On démontre facilement que, si I'on a 0"=0b(beG),
alors n' = kn et b = a*, & étant un entier naturel. I’équation "= a est appelée
I'équation caractéristique de 6 sur G.

Si O est entier sur D, on a, pour un entier naturel »/, 0" ==5b(b&D). On
démontrera facilement alors que, D étant de plus intégralement clos, il faut et
il suffit, pour que 0 soit entier sur D, que @ appartienne a D, dans I'équation
caractéristique 0" =a de 0 sur G.

Portons maintenant notre attention sur le semi-groupe D*= D[] engendré
dans D’ par D et 0, ensemble des éléments a;0’, ;€D (i=o0,1,...,n,...)

Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIII. — Fasc. 1. 10
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(0° =, par définition) : a; est appelé le coefficient de a;0°. Tout élément de D*
s’écrit d’une facon et d’'une seule ¢;6', a,€D (i=o0, 1, ..., n—1).

D* est noethérien : il nous suffira de démontrer qu'un idéal o* de D*
quelconque est engendré par un nombre fini d’éléments : a=a*ND est un
idéal de D, engendré par a,, ..., a;. Parmi tous les éléments de a*, dont le
coefficient est a;, il y en a un de plus petit degré, dont tous les autres sont
multiples : on voit ainsi que a* est engendré par un nombre fini d’éléments.

4. Soit p un idéal premier minimal de D, et soit S=0D —p. L’idéal p* premier
de D*, dont I'intersection avec D est p, est minimal et réciproquement (th. 1,
VII). Si p* est un idéal premier minimal de D*, p*=pND est un idéal premier
minimal de D.

On a (D[0])s=Ds[0]=Ds. L’équation caractéristique de 0 sur Dy est
encore 0"= a, a€D. ps est I'idéal maximal de Ds. D étant intégralement clos,
Ds l'est, et ps est engendré par un élément = (th. 2, VI).

Supposons d’abord que @ n’appartienne pas a ps, 0 est alors inversible
dans Dy et la réciproque est vraie. Dans ce cas, I'idéal p;=ps D est I'ensemble
des éléments mnon inversibles de Dg, car un élément de Dg, 50,
beDs(oq=n—r1) est inversible si, et seulement si, b n’appartient pas
a ps. Ainsi, dans ce cas, 'idéal premier de Dg dont I'intersection avec Dy est pg,
est ps=ps D5 et c’est I'idéal maximal de Dg: celui-ci est engendré par = et Dy est
intégralement clos (th. 2, VI).

Supposons maintenant que a appartienne a ps, alors 6 n’est pas inversible
dans D* et comme 0 =560, b€ps;(0 = g=n—r1) est impossible, 6 n’appartient
pas a ps.

Considérons alors le demi-groupe Ds=Dg/R;: (préliminaire II), et soit,
de facon générale, & la classe de x, dans Di, z&€D;. On a psNDs=yps,
car e=0b01(0o Zq=n—1), b€ps est impossible. Dy est formé des éléments ¢
et 0, classe des éléments de pi. Dg est formé des éléments ¢, o, 6, 62, ..., 6~
et = 0. L’idéal des éléments non inversibles de D est engendré par 6, donc

I'idéal des éléments non inversibles de D} est engendré par 6 et w, soit ps™ cet
idéal. On a p;” ND=yps. Une condition nécessaire et suffisante pour que Dj soit
intégralement clos, est qu’il existe un élément =, tel que = et  soient multiples
de 7. Une démonstration simple montre qu’on peut prendre alors = =10 et que
ceci a lieu si, et seulement si, "= a = p.x, avec p. inversible dans Ds.

5. Supposons D* intégralement clos; p’ étant un idéal premier minimal quel-
conque de D*, posons p=DnNy’, et S=D —p : Dg est intégralement clos.
Réciproquement, si D est intégralement clos, en posant
S=D'—y, SCS,

Dg, = (Dg)s l'est aussi. On déduit de 12 qu'une condition nécessaire pour que D*
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soit intégralement clos est donc que Dg le soit, pour tout S =D —p, oup est un
idéal premier minimal quelconque de D, ¢’est-a-dire que (@) soit égal 4 D ou soit
intersection d’idéaux premiers de D (§ 4 VII). Alors, sicela est vérifié, D* vérifie
la condition 2° du théoréme (1, VI).

6. Pour montrer que D* est intégralement clos sous la condition qui vient
d’étre énoncée sur (), il suffit donc de montrer que D* vérifie aussi la condi-
tion 1° du théoréme (1, VI). On va se servir du lemme (3, VI).

Supposons la condition sur (&) réalisée, alors Dy est intégralement clos,
pour tout idéal premier minimal p’ de D*, et supposons qu’il existe un élément &’
de D*, tel que (b')", idéal engendré par b’ dans D, ait un idéal premier essentiel
immergé q'. Alors, d’aprés le lemme 3, partie VI, en prenant 6 dans (b )*AD
(b existe), 'idéal (b)* engendré par b dans D* a aussi un idéal premier essentiel
immergé ¢". Je dis que I'idéal (b) engendré par b dans D a aussi, alors, un idéal
premier essentiel immergé.

Considérons I'idéal premier de D : g=4¢"ND. Ona(b)*:9">(b)*, puisque g’
est un idéal premier essentiel de (6)*. Donc, il existe

dE(b), ' =c01, ceD, 0ZqgZn—u,
tel que ¢’ 9" C(b)*. Or,
dbie(b), deD, 0ZLgZn—1
a lieu si, et seulement si d&€(b), car
dr=bb, 07, b,eD, 0ZLqg' Zn—1

entraine d=bb, et ¢ = ¢', d’aprés I'unicité de la représentation d’un élément
de D* sous laforme uf’, u€D, 0 Zqg-—n—1.Dec'q"C(b)*", ondéduitc'qC(b)*
et ¢'rC(b)*, pour tout »C g, donc a € (), pour tout 7 € g, avec c&(b), puisque
¢’ n’appartient pas a (b)*. Ceci montre que g est compris dans un idéal premier
de (b), et comme g n’est pas minimal, puisque g’ ne I'est pas, () admet un
idéal premier essentiel, qui n’est pas minimal, ce qui estimpossible, puisque D
est intégralement clos.
On peut alors énoncer :

TukoriMe 2. — D* est intégralement clos st, et seulement si, I'équation caracté-
ristique de O sur D est "= a, ot (a) =D ou bien ou (a) est intersection d'idéaux
premiers de D.

CHAPITRE III.

Ce chapitre est relatif a des structures non nécessairement commutatives.
Il se divise en deux parties :

— La premiére est une généralisation partielle d’un travail de Molinaro [16].
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Celui-ci a défini les éléments « nomaux » dans un gerbier G, commutatif,
a élément unité, résidué. Nous définissons des éléments « nomaux » dans un
gerbier G’, non nécessairement commutatif, 2 élément unité, résidué. Un gerbier
« nomal » est un gerbier G', possédant un élément nomal : Le gerbier des
idéaux fractionnaires d'un anneau commutatif, noethérien, intégralement clos,
est un gerbier nomal. Dans le cas non commutatif. les O-idéaux d’un ordre
maximal introduits par Asano [1], [ 3], fournissent un exemple de gerbier
nomal.

— La seconde partie, plus importante, contient une étude fine des ordres
maximaux réguliers noethériens, a gauche, d’ou le lien avec la partie préce-
dente. La théorie des ordres maximaux a été faite par Asano et publiée sous sa
forme générale en 1953 [3]. Un ordre maximal régulier est un anuneau, ou un
demi-groupe, non nécessairement commutatif, défini par certaines propriétés,
qui seront données dans le corps du chapitre.

En 1956, Lesieur et Croisot ont publié leur Théorie noethérienne des anneauz,
des demi-groupes et des modules, dans le cas non commutatif[13] et [14].

Nous montrons que, en utilisant cette derniére théorie, on peut affiner la
théorie des ordres maximaux réguliers noethériens d’un coté. Un anneau, ou
un demi-groupe, ordre maximal régulier, commutatif, noethérien, n’est pas
autre chose qu’un anneau, ou un demi-groupe commutatif noethérien, intégra-
lement clos.

Nous énoncons, en particulier, une caractérisation B” des ordres maximaux
réguliers, noethériens a gauche, qui généralise la caractérisation B des anneaux,
noethériens, commutatifs, intégralement clos (chap. I, partie II), et la caracté-
risation B’ des demi-groupes noethériens, intégralement clos (chap. II, VI, 1).

PartTie 1.

Section 1 : Notations. Définitions préliminaires.

Soit A un gerbier, a élément unité e, résidué [ 8], dont la multiplication n’est
pas nécessairement commutative, et dont I'union est notée U.

Soit  un élément de A. Nous notons :

@, la relation définie par

u, beA, @ hD<>x . uu=uwx.b, ou a=b(A,),

et & la relation définie par

a, beA, aAb<>x.a=x".0D, ou a=b(,Q),

x sera dit symétrique si A, = A, et équirésiduel, si x . a =x".a, quel que
soit I'élément a de A. Tout élément équirésiduel est symétrique.
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Section 2 : Propriétés préliminaires de @, et ..

On note ( €) la relation d’ordre de A. @, est une relation d’équivalence régu-
liére par rapport a I'union et réguliére a droite, par rapport a la multiplication.
La classe E de e modulo @, est I'ensemble des éléments e,, tels que :
x. eg=x.ce=x.0nae,xCxete, Cx-. 2. Or
x.o(r.x)=wx, donc x.x=e(A,).

’

E est donc la classe de @ .z et ne contient que des éléments inférieurs ou
égaux a .r-. .x.

La classe X de z modulo ¢, est I'ensemble des éléments x,, tels que
. x,=ax. 2. Ona

xy () Cua, Q. (o) =ur.
Donc X n’est constitué que par des éléments inférieurs ou égaux a x. .

Soit R une relation d’équivalence définie dans A, réguliére a droite pour la
multiplication, et réguliére pour 'union, et dont la classe X de « ne contient
que des éléments inférieurs ou égaux a @ :

(%) TurorkMe I, 1 (°). — QR est plus fine que A,

Démonstration. — Soit a=b(R),

x=a(x. a)Uzx=b(x. a) Uz(R),

bz . u)Cx et . aCx.mb.

De méme, on verrait que
o b

(%) TaeoreMe 1, 2. — St une classe A’ modulo R contient un résiduel a gauche o
de x, cet élément est maximal dans sa classe, donc une classe ne peut contenir plus
d’un résiduel @ gauche de x.

Démonstration. — Soit a= w(R) avec w=ux". §, on a ap. = w(R), mais
wp.Cx, doncap.CretaCx . . =w.

(%) Tutorime 1, 3. — Si a appartient a la classe, A’ modulo ., U'élément
a=ux".(x." a) est équivalent a a et est élément maximal de A’.

Démonstration :

wou=—x. e (xoa)|=woa

et, d’autre part, « est résiduel a gauche de .

(") Les théorémes précédés de (% ) se démontrent en gros comme dans [16], avec des modifica-
tions le plus souvent évidenles.
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Section 3 : Eléments nomaux.

Dans toute la suite, nous supposerons que « est équirésiduel. Cherchons la
condition pour que A,= @, .,, V= €A. Il nous arriverade noter x .- p=uax". 1.
par x: ., pour mettre en évidence le fait que « est équirésiduel.

Si A, = @,.,, la classe de « dans &, ., ne contient que des éléments infé-
rieurs ou égaux a x. D’apreés le théoréme I, 3, ou l'on fait e = x et x =z,

= (x:p) . [(x:p) . 2]
est dans la méme classe que « modulo @, ., et est maximal dans sa classe, donc
onaxr=ux:
(1) x=(z:p) " [(w1p) - 2]

Réciqroquement, si I'on a la relation (1), la classe de « dans @, est formée
d’éléments inférieurs a x, puisque x est résiduel a gauche de x:p. Done,
d’aprés le théoréme I, 1, appliqué 8 R = @,.,, ., est plus fine que A, ¢’est-
a-dire que a@,., b entraine a @, b.

Mais réciproquement, on a toujours a@, b entraine a0, car

(i) ra=x. po=x . pa=(r.a) . pn=(x.0) . p=x . pb=uzx. b,
donc
(- p)ca=(x:p)."b.
La relation (1) s’écrit aussi

x=x.e=x'. (L. pI)R

ou encore
(2) ' (zipr)s=e(=0a,).
Définitions 1, 1. — Nous dirons que I'é]lément « de A est nomal a droite si :

1° x est équirésiduel ;
2° A= Ay, Vu€A.

Nous dirons que I'élément 2 de A est nomal a gauche si :

1° & est équirésiduel ;

2° .1,-(%::1::@&, VHEA-

— Nous dirons qu'un élément . de A est nomal, s’il est a la fois nomal a

droite et nomal a gauche.
Nous venons de montrer le théoréme :

TutoreME 1, 4. — Pour qu’un élémens x de A soit nomal a droite, il faut et il
suffit que les deux conditions suivantes soient simultanément réalisées :

. 1° x est équirésiduel ;
2° (wipx)p=e(A,), V9EA.
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Tatorime I, 5. — Pour qu’un élément x de A soit nomal a droute, il suffit que
les conditions suivantes sovent simultanément réalisées :

1° x est équirésiduel ;

2° [l existe un élément k de A, tel que x = x . xk;

3° Le résiduel a gauche par lui-méme de tout résiduel (a droite ou a gauche)
de x est égal a x:x.

Démonstration. — On a

(k) (w:hx)=w . a, VI €A,
d’ou
o (K)o =(x:x) (v 2)K = (x:2) . ¢
et ‘
(x:h )kl =e 2.

D’autre part, on a I’égalité
or,

(wix) o h=uw. xh=ux,
pour I'élément k particulier du théoréme. Par suite,
(xiz) . [(xix) 2] =,

x est donc un résiduel a droite de x:x, donc est maximum dans sa classe
modulo ,.,@ (th. I, 2). Par suite, ..,& est plus fine que ,& (th. 1, 1) et, par

suite,
A== 2 = .. A,

car a, Qb entraine a,,,Ab; en effet,

xroa=wx. b entraine (. a). x=(z."b)." x,
done
o= a . b et (wix) a=(x.x)".b.
De la relation
(k' x) kK = e (. ),
on déduit donc
(k' x)k =e(A,) quel que soit K'€A,

et, par suite, & est nomal a droite (th. I, 4).

TutoriMe I, 6. — Pour que le gerbier A contienne un élément nomal a droite
(@ gauche), il faut et il suffit que Uensemble des éléments idempotents positifs
admette un élément maximal, qui soit équirésiduel.

Démonstration. — Remarquons d’abord que Vye€D, y.-yet y .y sont des
idempotents.
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Montrons, par exemple, que (y *.y)*=y".y.
Posons
s=ycys &Sy, SySaySy et BCy.y=3;

mais ze, car ey Cy, donc 32Dz et 3°=3.
Ceci étant, si x est nomal a droite, on a
yi=y entraine (z:y). y—x. y'==ax.'y,
d’ou
yro)Cay ety C(any) ().
Mais (:y) . (:y) est maximal dans la classe de e modulo @,,,= @,, donc

() (ey)=ax et yCQuir,

ce qui montre que .x:x est 'idempotent maximal.
Montrons que cet idempotent maximal .x:x est symétrique; d’abord a@, .. b
entraine a,., b, car a@,,,b est équivalent 4 a0, donc

(r:z)u=rxiar—x . ar=(r. a). c=(rv. b)crr==x. br=(r.x)".b.

(xix)y.a=(z:x) . b entraine xiux = xlbx = u,

mais la condition de nomalité a droite fournit (th. I, 4)
k (r:ax)a= (x:bx)b=c(Ay),
donc

2o ua=.ux. ub, (vow)yca=(r. u). b el Qs b,

c’est-a-dire, x étant nomal a droite a b et aél,., ,.b.
Montrons enfin, qu'un idempotent maximal symétrique est équirésiduel.
Soit O I'idempotent maximal supposé de plus symétrique. La classe de e dans
A= a pour élément maximal
B.oH=0-.0=90.

Ona
al = u=0a(Ay=yl), 0. 0u="0. a="H- ab

et
0 0u=0".al0="0. «.
Posons . all =, 0-.0a=y. On a successivement
w0 <, 0l Ch, Nalax0alCOul, 20a0Chal) . 0alCh,
e Ch- 0 =1 el 2Cr;

de méme, on montrerait que 2 v, donc

0o ul=0"0u et 0. w="0-.a, Ve,
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Nous avons donc prouvé que si A admet un élément nomal a droite «, il
admetun idempotent maximal qui est équirésiduel, a savoir : z:x.

Réciproquement, si A admet un idempotent maximal équirésiduel 0, cet
élément vérifie les trois conditions du théoréme I, 5 :

Pour la premiére, il est immédiat de le voir;

Pour la seconde, il suffit de prendre £ =e;

Pour la troisiéme, il suffit de se rappeler que (9:p)-.(6:p) est un idem-
potent, Wp€EA, et que (0:p)pCh, donce

0:((0:p)p]20:0 =10 et (0:p)-. (B:p)20:0 =0.
CoroLLAIRE. — Un gerbier A contient un élément nomal d’'un coté si, et seule-
ment st, il contient un élément nomal, a savoir l'idempotent maximal de A.

Définition 1, 2.
élément nomal.

Nous appelons gerbier nomal un gerbier A contenant un

Tutoreme I, 7. — St un gerbier A admet un idempotent maximal commutant
avec tous les, éléments de A, c’est un gerbier nomal.

Démonstration. — 11 suffit de montrer que I'idempotent maximal 0 est équi-
résiduel, d’aprés ce qui a été vu a la démonstration du théoréme I, 6.

Premier point : Soit c€ A, tel que c>Ccl=1fc, c20. On a alors c=10. En
effet,
(c0)2=c*02=c20CcH.
Posons c =1y, onay*Cy.
Mais de ¢2 0 on déduit

donc
yi=y et chHcCh, soit ¢0=90.

Mais 6 D¢, donc 8cDc et H2¢, done 6 =c.
Deuxiéme point : On a

azC0<>azaCla<>zaCh,

¢’est-a-dire
0.-a=0".aqa, VaeA.

azCH entraine azaCla.

Réciproquement, aza CfHa entraine azazClasz, donc
(az)*CH(az).

Posons y'=azUf; on a

Y= (az)*vazsiu="~0azu62=10y".
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIII, — Fasc. 1. 1
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Si, dans la démonstration du premier point, on prend ¢=y’, on peut écrire
 =y'et, parsuite, a3 CH. On démontrerait de méme que 6D aza est équivalent
azaCHh.

Remarque. — Nous verrons dans la- deuxiéme partie de ce chapitre que O
étant un ordre maximal, les @-idéaux forment un gerbier résidué a élément
unité @, qui est I'idempotent maximal. Ce gerbier est donc nomal.

(%) Tutoreme I, 8. — Si dans un gerbier A, une congruence R est telle que
A/®R soit un groupe, et qu'il existe un élément x maximal dans sa classe, alors
R = A&, =, etle gerbier est nomal.

Démonstration. — Premier point : Montrons d’abord que o .0 = .- z est élé-
ment maximal de la classe de e(R).

En effet, soite,=¢(R), onae,a= a(R). Donc

e;aCa el ey Cac.a.

D’autre part, x = (a . 2)«, car, en posant « *. o =, on a xa Ca, et comme on
vient de voir

eCa . a, aC(a-. a)a,

on déduit « = (x . z)«; par suite,
o= (a.a)a(R), d’ott er=a . a(R),
puisque A /R est un groupe. On prouverait de méme que

ey=a." %(R) et AR R

Deuxiéme point : Etant donné une congruence R, telle que la classe de v ne
contienne que des éléments inférieurs ou égaux a y, si toute classe modulo R
contient un résiduel a gauche (respectivement a droite) de v, on a R =@,
(respectivement R = ).

Nous entendrons par congruence une équivalence réguliére par rapport a la
multiplication et a I'union de A. Si le résultat n’était pas vrai, une classe
modulo @, se décomposerait en plusieurs classes modulo R, car on a d’aprés
le théoréme I, 1, aRb -~ a@ ,b. Alors cette classe contiendrait plusieurs rési-
duels a gauche distincts de y, ce qui est impossible (th. I, 3).

Troisiéme point : Soit une classe .\’ modulo R et a€ A/, il existe a* € A, tel
que aa*=a"a=e(R). On a donc

ad’Ca . a—=u. o

WaCo.a=a. u

donc

KR

@ C(a.ca). a et aa*Cal(a . a). «|Ca.:



LA CONDITION « INTEGRALEMENT CLOS » DANS QUELQUES STRUCTURES ALGE’:BRIQUES. 83
ce qui prouve que
al(a-.a). a]l=e(R),
puisque chaque classe de (R) est convexe. Ceci montre que
[(a-.a). a)e A
inverse de A’ dans le groupe A/R. On déduit que
(ar. o). |(ar.a). aleA;

toute classe contient un résiduel a droite de o et méme de « .- =a . «. On
démontrerait de méme que toute classe de & contient un résiduel a gauche
de o et méme de « .- «. On a donc, d’aprés le deuxiéme point,

R== A= A=Ay . = 5 :aX.

Quatriéme point : 3 = . a = o . « est un idempotent maximal symétrique :
On avu R = Ag= gA. De plus, dans A/R la classe de {3 est la classe de 1’élé-
ment unité e, et ¢’est aussi la classe de tous les éléments idempotents qui sont
donc inférieurs & 8 (premier point). Nous avons vu, enfin, qu'un idempotent
maximal symétrique est équirésiduel) (démonstration du théoréme I, 6). Le
gerbier A est donc nomal.

(%) Tueoreme I, 9. — Soit un gerbier A nomal, « son idempotent maximal;
A/&, est un groupe.
Démonstration. — Posons a; = o .* aa. On a

acapa=a. (a. aa)a="a. e,

d’aprés la condition de nomalité a droite. Donc a,a= e¢(@,); de méme, on a
aa,=e(&,). La classe de a, est I'inverse de la classe de a et A/A@, est un
groupe.

Parmie II.

Section 1 : Les définitions d’Asano.

Asano a étudié d’une part les anneaux, qui sont des ordres maximaux [1],
et d’autre part les demi-groupes, qui sont des ordres maximaux [3]. Ces études
sont baties sur deux séries de définitions analogues. Nous donnons ici les défi-
nitions de base d’Asano, en nous placant dans le cas des demi-groupes. Les
définitions correspondantes du cas des anneaux se laissent facilement imaginer,
a partir de celles-ci.

II.
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Définition 11, 1. — Soit © un demi-groupe, et soit M le demi-groupe des
éléments de M simplifiables des deux cotés. Soit M’ un sous-demi-groupe de M.
Un demi-groupe S est dit demi-groupe quotient & gauche de © selon M/, si :

1° S contient O

2° S aun élément unité 1;

3¢ tout élément o de M’ a un inverse o ' dans S : o '=ota=1;
4° Pour tout élément x de S, il existe 2, €M’ tel que az € 0.

Remarque 11, 1. — La définition d’'un demi-groupe quotient i droite de ©
selon M’ s’imagine sans peine. On démontre que S existe, étant donnés © et M’
si, et seulement si, pour un élément @ de © quclconque, et pour un élément «
de M’ quelconque, il existe des éléments a’ et o/, a'€0, «'€M’, tels que
a'ao=a'a[2]. Ce demi-groupe quotient a gauche de © selon M’ est alors déter-
miné a un isomorphisme prés par © et M'.

Remarque 11, 2. — Si S est un demi-groupe quotient i gauche de © selon M’,
alors étant donnés n éléments «,, ..., o, de M’, 1l existe des éléments de O,
Ciy + .., Cpy tels que

R R T Y P i ) avec yeM.

Définition 11, 2. — Si M'=M, S est appelé le demi-groupe quotient ¢ gauche
de O.

Si S est demi-groupe quotient & gauche et a droite de @, S est appelé le
demi-groupe quotient de ©.

Définition 11, 3. — Un sous-ensemble © de S est appelé un ordre de S, si:

1 O forme un sous-demi-groupe avec élément unité;

2° S est un demi-groupe quotient de O selon $*N O, S* désignant I'ensemble
de tous les éléments de S ayant un inverse.

(Dans la suite, un élément de S ayant un inverse, sera dit régulier.)

Définition 11, 4. — Soit @ un ordre de S, un sous-ensemble A de S est appelé
un O-ensemble a gauche (4 droite), si 'ona OACA (AOCA).

Définition 11, 5. — Un O-ensemble a gauche (a droite) A est appelé un
O-idéal a gauche (4 droite) de S, si A contient un élément régulier de S et s'il
existe un élément régulier A tel que A2 CO(AA CO). A estappelé un ©-0'-idéal,
s’il est un ©-idéal a gauche et un ©’-idéal a droite. Un O-O-idéal est appelé
aussi un O-idéal bilatére et méme plus briévement un O-idéal.

Remarque 11, 3. — On peut supposer dans la définition II, 5 que X appartient
a O. Si O est un anneau commutatif noethérien, les O©-idéaux d’'un coté, les
O-idéaux bilatéres, coincident avec les idéaux fractionnaires de O.
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Remarque 11, &. — Soient A et B deux ©-idéaux a gauche de S (a droite, bila-
téres). Alors AUB et AnB, U et N ayant le sens habituel, sont des O-idéaux
a gauche de S (a droite, bilatéres) : il suffit de se reporter aux définitions et a
la remarque II, 2.

Soient A un O-@'-idéal, B un @'-@"-idéal, AB={ab, a€A, b&B| est un
O-O'-idéal : il existe, en effet, u tel que By €O, donc ABuCAO' CA.
et il existe 2 tel que AL CO, done, ABur C O, p étant régulier comme 7 et p..
En particulier, le produit de deux O-idéaux est un O-idéal.

Définition 11, 6. — Deux sous-ensembles M et N de S sont dits équivalents,
s'1l existe des éléments réguliers 4, u., A/, u/, tels que

ANuCM et AMuCN.

Remarque 11, 5. — En particulier, deux ordres @ et @ de S sont dits équi-
valents, s’ils le sont en tant que sous-ensembles de S. Dans ce cas, » et .,
éléments réguliers satisfaisant 8 20’ € © peuvent étre pris dans © (et de méme
A et p! dans @), car il existe des éléments réguliers « et § de @, tels que ok et
w@ appartiennent a @. On a alors

ar@'pBCa0fCo.
Tueoreme II, 1 (Asano). — Soit A un O-idéal a gauche, formons
O=—{z, x€S, xACA} et O,={z, x€S, AzCA /.

O, est un ordre contenant O et équivalent a ©. O, est de plus un O-idéal gauche.
O, est un ordre équivalent a © et A est un O,— O,-idéal.

Démonstration. — O, et O, sont des demi-groupes contenant 1. Si 2 et u. sont
des éléments réguliers, tels que n.€A, AXACO, on peut écrire

O 1. COALCANCO.

De plus, © est contenu dans @, : &, est donc un ordre équivalent a © et c’est
aussi un O-idéal a gauche.
On peut écrire successivement

ALMACOACA, 72ACO, et ALCO, 10,CIACO,.

Montrons que le demi-groupe, contenant 1, O, est un ordre : pour tout « appar-
nant a S, il existe «, appartenant a S*N O, tel que a = au.2zu~" appartient & O.
Par suite, en posant
al == ko, €S no,,
a'=Aayp. appartient a O,, et I'on a «’@=a’. De méme, pour tout x appartenant
a S, il existe 2" €S*N O,, tel que z«” appartient a O,.
On a aussi
4O, CAO,.CA, donc pO,ACAACO
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et, enfin, AO,CA et O,ACA. Tout ce qui précéde montre que O, est un ordre
équivalent & O et que A est un 9,-0,-idéal.

Définition 11, 7. — O, et O, sont respectivement appelés ordre a gauche et
ordre a droite de A.

Définition 11, 8. — Un ©-idéal a gauche (& droite) A est dit entier, si c’est
un demi-groupe, ou encore, si 'on a A2CA.

Remarque 11, 6. — Les conditions suivantes sont équivalentes : 1° ACO;;
2°A2CA; 3 ACO,.

Définition II, 9. — Un ordre de S est dit un ordre maximal, si tout ordre le
contenant et équivalent a lui, lui est égal.

Tatorkme II, 2 (Asano). — Soit © un ordre de S, les conditions suivantes sont
équivalentes :

1° O est un ordre maximal ;

2° Il n’existe pas de O-idéal a gauche (a droite) entier, contenant ©, qui ne soit
paségal a O;

3° L'ordre a gauche d'un O-idéal a gauche quelconque est O, et U'ordre a droite
d'un O-idéal a droite quelconque est O;

4° L'ordre a droite et Uordre ¢ gauche d'un O-idéal bilatére quelconque est ©.

Démonstration. — La condition 1 entraine la condition 2. Celle-ci entraine
la condition 3, qui entraine la condition 4. Montrons que la condition 4 entraine
la condition 1. D’abord, sous I'hypothése exprimée par la condition 4, si M est
un O-ensemble a gauche contenu dans S et tel qu'on ait \MC O, 2€S*NO; on
a aussi MAC O. En effet, on peut écrire successivement

01OMACOAMACOL COLO, donc MACO,

Soit maintenant O un ordre équivalent a @ et contenant @ : il existe des élé-
ments A et p. appartenant a S*N O, tels que A0’ CO. D’aprés ce qu'on vient de
voir, on a @A CO et, de méme, prO' CO. O est donc un O-idéal bilatére
dont I'ordre a gauche est, par suite, ©. Mais de @'O'C @', on déduit

0CO et O=o0.

Remargque 11, 7. — D’aprés ce théoréme et la remarque II, 6, un O-idéal a
gauche (a droite, bilatére) est entier si, et seulement si, il est contenu dans O,
O étant un ordre maximal. De plus, chaque ©-ensemble 4 gauche équivalant a
un ordre maximal O et contenant un élément régulier est un O-idéal a gauche
se reporter au début de la démonstration du théoréme II, 2).

Remarque 11, 8. — Comme il est équivalent d’écrire Ac€@;, ou AcACA,
ou cACO,, A étant un O-idéal a gauche (adroite) quelconque, © étant un ordre
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quelconque de S, O, et O, étant respectivement les ordres a gauche et a droite
de A, I'ensemble noté A=' de tous les ¢ de S, tels que AcACA est aussi
I'ensemble de tous les éléments ¢ de S, tels que Ac € ,, ou encore I’ensemble
de tous les éléments ¢ de S, tels que cACO,. On pourra vérifier que A~ est
un O,-Op-idéal. En prenant la notation des résiduels,

A1—=09; A=0,".A.

Définition 11, 10, — Un ordre O de S est dit régulier, quand pour chaque
élément x de S, il existe des éléments réguliers « et 3 de O, tels que

x0aCO, BoxCoO.

Tatoreme II, 3 (Asano). — Soit © un ordre de S, les conditions suivantes sont
équivalentes :

1° O est régulier;

2° Pour chaque x, x €S, il existe un O-idéal bilatére contenant x;

3° Pour tout élément p. de S*, Ou.O est un O-idéal bilatére;

4° St M est un sous-ensemble de S et si A\Mp.CO, A, .€S*NO, il existe des
éléments réguliers o et 3 appartenant a O, tels que cMC O et MBD O;

5° Pour chaque élément régulier o de O, il existe &' et o' appartenant ¢ S*N O,
tels que Oa 'O, a0 Od’;

6° Chaque ©-idéal a gauche (a droite) contient un O-idéal bilatére.

Nous ne donnerons pas la démonstration de ce théoréme qui n’offre pas de
difficultés.

Définition 11, 11. — Un O-idéal a gauche (a droite) A est dit normal, © étant
un ordre quelconque de S, si les ordres a gauche et a droite de © sont maxi-
maux,

Section 2 : L’équivalence d’Artin dans les ordres maximaux.

Nous supposons que O est un ordre maximal de S. Alors, 'ordre a gauche
(a droite) d'un O-idéal a gauche (a droite) est O; les ©-idéaux bilatéres ont
donc O pour ordre a droite et a gauche (th, II, 2).

Les O-idéaux & gauche (a droite, bilatéres) entiers sont ceux qui sont com-
pris dans O (remarque 1II, 7).

Soit (L) le treillis des O-idéaux a gauche, (%) le sous-treillis des O-idéaux
bilatéres, (L") le sous-treillis des ©-idéaux a gauche entiers, (¥')le sous-treillis
des O-idéaux bilatéres entiers (remarque II, 4)

Dans la suite, nous noterons par une majuscule d’'imprimerie un ©-idéal d’'un
coté, et par une majuscule italique un ©@-idéal bilatére.
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Considérons dans (L) la relation d’équivalence R :
A, Be (L), A=B(R) = A" =B~
(ou encore @."A = 0.¢B) (remarque II, 8).
Soit R’ la restriction de R a (%)
A, Be(B), A=0B(R)= A" =@
(ouencore @. A =0".4A=0. - B=0O".®%) (remarque I, 8).
Soit A la classe de A, Ae(L); (L) sera I'ensemble quotient (L)/®, (T)
I’ensemble quotient (I/)/®R, () et (&) désigneront les ensembles quotients

(B)/R' et (F')/R' respectivement. A désignera la classe de 4 modulo R’
[ A4 désignant la classe de 4 modulo ®R, A étant considéré comme élément

de (L)].

Section 3 : Propriétés de la relation ® (Asano).

Proprittt 11, 1. — Toute classe A a un élément maximal
A= (A-)-1=0-.(0.-A), Ae(L).
Démonstration. — En effet, d’abord, (A=*)~* est un ©-idéal 4 gauche comme A,
puisque A~* est un O-idéal a droite (remarque II, 8). Ensuite,
O A=0. A*—=0. [0 (0. A)],
d’aprés une propriété bien connue des résiduels. Enfin, ACO-. (0 .- A)=A".

On déduit de cette propriété que A= O-. (O .- A*) est égal 4 A™.

Proprigre I, 2. — R est réguliére pour U'union de (L); dans (I_,) on peut'déﬁnir
une union U
A

c|
=l

3=AUB, A, Be (L),
et une relation d'ordre =, A =~ B si A'U B=B, ou encore st A\*CB*.

Démonstration. — En effet, siB=B'(®R), B, B'€(L), on a; quel que soit
Ae(L),
AuB=AuUB(R),
car
O (AUuB)= (@ A)n(®0.-B)=(0.-A)n(0.-B)=0.- (AUB').

En particulier, AUB =A*"UB" et cet élément est égal a (AUB)".

Propriett 11, 3. — On peut définir dans (L) une intersection N\ de la fagon
suivante : ‘

A, Be(L), AnB=A"nB".
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De plus, A* N\ B* est élément maximal de sa classe AN B. Ainsi (E) est un treillis,
(E’ ) un sous-tretllis de (E)

Démonstration. — Montrons que A N B est la borne inférieure de A et B. Soit

C=A, C=B, GG, A, Be(L).
On en déduit
* C'CA*, C*'CB* et C'CA*nBY
ou encore

CZAnB =ANnB.

Montrons maintenant que C = A*N B* est maximal dans sa classe : on a
GCA,  CCB,

et
O0.-C20. A%, O (0. C)CO . (0.-AY),

c'est-a-dire C*CA*, d’aprés les propriétés bien connues de la résiduation, et
d’aprés la propriété II, 1. De méme, on a C*CB*, donc C*CA*NB" et, par
ailleurs,
C'D2A*AB =C.
On en déduit donc
' C*=A"nB'=C.

Proprigte II, 4. — (%) est un groupe réticulé commutatif.

Démonstration. — Les O-1déaux bilatéres de 'ordre maximal © forment un
gerbier G’ non commutatif en général, a élément unité O, et résidué. En effet,
A, 03 étant deux O-idéaux bilatéres, montrons que

A .G { x,x €S, BxCA }

est un O-idéal bilatére : en effet, 4. @3 est un @-ensemble a droite et a gauche.
Si A appartient & S*N O, tel que @A CO, et si . appartient & S*N4, on a
@h.CA, done 4 .- B posséde I'élément régulier Ap. Si p/ appartient & S*N @,
et si A’ est un élément de S*N O, tel que A4 C O, on peut écrire A'u/zCO, et
ceci, compte tenu de la remarque II, 7, montre que A .- @ est un O-idéal bila-
tere : de méme, 4 . B est un O-idéal bilatére.

Le début de la remarque II, 7 prouve que O est I'idempotent maximal de G'.
Le théoréme I, 7 prouve que G’ est un gerbier nomal, le théoréme I, 9 montre
que (B) est un groupe.

R’ est réguliére, par rapport a 'union de & d’aprés la propriété II, 2 et par
rapport a l'intersection de (%) : nous renvoyons pour ce dernier point a la
démonstration d’Asano, ([3], p. 13). (B) est un groupe réticulé.

Dans les sections suivantes, nous supposerons que (L'), donc (%), donc (%)
vérifient la condition de chaine ascendante : d’aprés le théoréme 12 de [9]
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(p- 230), on en déduit que () est un groupe réticulé commutatif. Mais cette
propriété est vraie, sans 'hypothése supplémentaire que (L) vérifie la condi-
tion de la chaine ascendante, car ® est conditionnellement complet ([3], p. 10
et[4], p. 233).

Proeriert I, 5. — (1) et (') sont des treillis modulaires.

(B) est un treillis distributif donc modulaire ([9], p, 148), donc aus$i (¥').

Démontrons que (L') est modulaire : il faut montrer que :

A, B, Ce (E’), A~=C entrainent KU(EF(_]) :(KUE)FG
Or, par définition, B n Cest égal 4 B*n C*, en désignant par A*, B*, C*I'élément
maximal de A*, B*, C* respectivement. Donc le premier membre de I'égalité (1)
est égal 4 A*U(B*NC*). Comme on a A*CC* et comme (L’) est modulaire, il
est aussi égal a (A"UB*)N C*, ¢’est-a-dire 3 (A UB) n C.

Section 4 : Propriétés de la relation R (suite).

Les propriétés énoncées a la section 3 sont dues 4 Asano.
Nous avons remarqué de surcroit les propriétés suivantes :

Proeriett II, 6. = On peut définir le produit A.X dun élément A de (®) par
un élément X de (E) de la facon suivante : c'est la classe AX du produit AX,
AXe(L), 4€4,XeX.

Démonstration. — Si A appartient a (%), et si X appartient a (L), il est facile
de vérifier d’abord que AX appartient & (L). 1l faut, ensuite, montrer que, si X
et Y appartiennent a (L), avec A€(%) et X=Y(R), on a AX=AY(R), et

d’autre part que si
Xe(L), A,®e(%), A=a(R),

on a
AX = BX(R).
Pour la seconde partie, il suffit de remarquer que
0. AX=0. BX,
et ceci résulte de
(o. A)X:(@(B) cX=0.AX =0 . BX.
Pour la premiére partie, posons

0. AX =V, 0. AY=V.
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On a successivement

AXVCO, XVCO. Ad--0-.4, XVACO, VACO. X -0.Y
YVACO, YVCO-.A—-0.A4,  AYVCO, VCo. AY, VCV,

et de méme V'CV.

Proeritte II, 7. — On a les propriétés suivantes du produit A.X:
(€) 4. (XUY)=4.XU 4.Y:

) (AU®).X=4.XU®.X:

) (4.3).X =1.(@.X):

(C,) 0.X=X;

(Cs) Pour tout couple X (L), = (%), il existe un Y (1), tel que 4. Y =X
et Pensemble des Y ayant ces propriétés admet un élément maximal noté X .- A

(Cs) Pour tout couple YE(L’) Ye(L'), si de plus © est un ordre régulier, il

existe un je(%’ ), tel que A.Y =X et l'ensemble des A ayant ces propriétés,

admet un élément maximal noté X -. Y.

Démonstration. — Pour démontrer les propriétés (C,), (C,), (Cy), (C.) il
suffit de prendre des représentants dans les différentes classes.
Démontrons (C;) : Soit X* I'élément maximal de X, on a X*C 0. Soit 4 un

élément de (®') appartenant a la classe A de (®).
Considérons I'ensemble des éléments x de O, tels que Az CX*: ¢’est un
O-idéal a gauche Y compris dans O, et contenant X*, et 'on a AYCX”*, done

AY=X. Réciproquement, soit Y € (L), tel que E.Y’SY. Pour un représen-

tant Y de Y, on a 4 Y €X*, 4 étant le représentant de la classe A déja considére
plus haut. On déduit

Y CY, d’ou YcCY.

Démontrons (C,) sous ’hypothése supplémentaire que @ est régulier. Soit X*

I'élément maximal de X, on a X*C€ 0. Soit Ye(I') un representant de Ye (L),
onaYCO.

Considérons I'ensemble des z, x € O, tels que Y CX*. Cest un ©-ensemble
a droite et & gauche, compris dans @; pour montrer que c’est un O-idéal bila-
tere, il suffit de montrer qu’il contient un élément régulier 3. © étant régulier,
et o étant un élément régulier de X*, il existe un élément régulier 3 de X*, tel
que X*20a2 {30 (th. II, 3) et, par suite, BYCBOCX"* et 3 appartlent ad.
Ceci étant, on a alors

AY € X, donc A.Y =X.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIII. — Fasc. 1. 12
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Réciproquement, soit 4’ € (%) tel que 47, ¥ <X, alors 4’ étant un représentant

dans (') de A’, on en déduit 4’Y CX*, et par suite,

A'CA, donc A’ éA—

Dans les démonstrations précédentes, nous nous sommes placés dans le cas
d’un demi-groupe O. Les démonstrations dans le cas d'un anneau se font en

calquant ces derniéres.
Proeriere I1, 8. — Soit X/, Be (L), e (%), tels quei.]§> X'; il existeX

tel que
Xe(L), X 2B,

§1let7,p. 107).
Démonstration. — Considérons

z—‘e(‘5> et X=Ad". X;
ona
AX—=a4. (. X)=(4.4+)X=X.
De plus,
X— -t . X' A, (A.B) =B.

Section 5 : Etude fine des ordres maximaux réguliers

O est supposé, dans cette partie, sauf mention contraire, un ordre maximal

régulier noethérien & gauche.
Conformément au Mémoire [13], nous introduisons les définitions suivantes :
Définition II, 12. — Un élément A:, A€ (@7) sera dit premier, si @3, Ce (%7),
®.C A entrainent 3 4 ou C 4.
Définition 11, 13. — Un élément X, X € (L) sera dit primaire, si
AX =X, Xe(i), Ae(¥), XX,
entrainent I'existence d’un entier £, tel que A" ~X:.0, ou tel que, ce qui est

équivalent, 4*X.
Proerire 11, 9. — Soit X un élément primatire de (f’), Uensemble des élc-
ments A de ( ?.g/) , pour lesquels il existe un entier naturel k, tel que j"éX‘.@, a

un élément maximal T qui est un élément premier de (%'). Cet élément se nomme

le « radical » de X.
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Démonstration. — La démonstration est donnée au Mémoire[13] (p. go); on

remarquera, en effet, que les treillis (3') et (I') satisfont aux hypothéses géné-
rales vérifiées par les treillis (<) et (L) de ce Mémoire (p. 81-83), d’apres les
propriétés énoncées a la partie II, section 4 de ce chapitre.

Takorime 11, 4. — Tout élément de (1.') est intersection d’un nombre fini d'élé-
ments primaires, et la décomposition peut étre réduite. Il y a unicité des éléments

de (‘Z&’ ) radicaux de ces composants primaires.

Démonstration. — 1l suffit de se reporter au Mémoire [13] (p. 108, th. 7.1
et p. 112, 113, th. 8.1 et 8.2), en utilisant les propriétés de la partie 1I, sec-
tion 4, et notamment la propriété II, 9.

Définition 11, 14 (7). — Un élément € de (') est dit premier, si :
A, Be(F), ABCL
entrainent, soit A C <, soit BC 4.
Définition 11, 15 (7). — Un élément X de (L) est dit primaire, si :
Ae (%), Y e (L)), AYCX, Y¢EX
entrainent qu’il existe un entier naturel £ tel que 4*CX,
Définition 11, 16 (7). — Un élément C de (¥') sera dit primaire a gauche

dans (%), si :
Ae (%), Be(T), A®BCCe, @ EC

entrainent qu’il existe un entier naturel £, tel que A*CC.

Définiton 11, 17 (7). — Un élément € de (') sera dit primaire a droite
dans (®'), si :
Ae(¥), Be(F), @A Cé, BEC

entrainent qu’il existe un entier naturel £ tel que 4*CC.

Définition 11, 18 (7). — Un élément € de (¥') sera dit primaire dans (%')s’il
est a la fois primaire a droite et primaire a gauche.

Tutorime II, 5. — Toute classe premiere T de (%’) différente de Qa pour
élément maximal T* de (¥'), T* £ O,. premier. Réciproquement, tout élément

premier % de (%') non équivalent @ © modulo R' est maximal dans sa classe .

% est un élément premier de (%’), et si lon a CE(T), tel que TCCCO, on
déduit €= O modulo R'.

(") Dans cette définition, O est un ordre quelconque, noethérien & gauche.
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Démonstration. — Nous pouvons remarquer que I'élément €* de la classe <

d’un ©-idéal bilatére € est I'é1ément maximal de la classe @. Supposons qu’on
ait
A, Be(®), ArC

et, par exemple, 4 £<2*. On en déduit

I

Rl
i
S

.;Jfa—é.‘" et

BN
o

~ce qui entraine, puisque T est premier,
Eé?, donec BCI*.

Réciproquement, soit € un élément premier de (%), non équivalent a @
modulo ®'. Soit 4 un élément de (%) appartenant a < : on a
P =4 et TU = YA,
en posant
U—=A"'4, Q=22

b

on a
U=QP=0(R'), donc PACZ.

Or, ACZ est impossible, puisque cela entrainerait ¥C 2, donc € =0©. On
déduit donc que A4 est compris dans < ou encore que € est maximal dans sa
classe . D’autre part, 2 est élément premier de (%), car /T:J%éﬁ, Ax7
entrainent, en prenant des représentants 4 dans A, Blans B: ABCR, AET
et, par suite. BC < et U_—Séﬁ

On sait que %, élément premier de (%), est maximal dans (') c’est une pro-
priété bien connue des éléments entiers d’un groupe réticulé).

Par suite, ZC CCO, € étant un élément premier de (¥'), C € (%) entrainent

—o.

oll

§<Eé5 et

Tueorkme II, 6. — Toute classe primaire dans (%’) différente de O, a pour élé-
ment maximal un élément primaire dans (%'). Réciproquement, tout élément de (')
primaire & gauche (a droite) dans (%) non équivalent @ © modulo R’ est maximal
dans sa classe. Celle-ci est un élément primaire de (') et tout élément primaire i
gauche (a droite) dans (®') est primaire dans @'

- Démonstration. — Dans le cas oi © est commutatif, la démonstration peut

étre prise dans le Mémoire [8]. Rappelons que (¥') est commutatif et que, par
suite, « primaire dans (3') » s’entend au sens habituel.

Soient € un élément primaire dans (%), €* I'élément maximal de C,
soient A, @€ (T'), tels que ABCC*, BEEC*. On déduitA=.0=?>_._/___§, avec (3 éﬁ,
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d’ou, k étant un entier naturel, 4*~<C et, par suite, 4*CC*, ce qui montre
que C* est primaire a gauche dans (%'). De méme, on montrerait que C* est pri-
maire & droite dans (%').

Réciproquement, soit € un élément primaire a droite dans (%) non équiva-

lent 4 © modulo R’ et s0it € sa classe dans (%). Soit @* I'élément maximal de C.
Montrons que C*CC. De ¢—*=C**, on déduit

erere=¢ete.

Or, & =C~* C est un O-idéal bilatére appartenant a (%) et I'on a C*&C¢C, car
¢*¢e** est un élément de (®'). Comme pour tout entier naturel £, on a &¢C,

on en déduit C*C €. Soient alors 4,3 € (%), tels que

4.®<¢ ALec.

On en déduit, 4, @ étant des représentants de Adet @, respectivement : A BCC,
A C et, C étant primaire a droite dans (¥'), B3*CC, pour un entier naturel £,

done B3*C G, ce qui montre que C est prlmalre Par suite, d’aprés la premiére
partie de la démonstration, C est aussi primaire a gauche dans (%) donc pri-
maire dans (%').

Tatorime I, 7. — Toute classe primaire X de (17 ) différente de O, a pour élé-
ment maximal un élément primaire de (L") X*, non équivalent ¢ © modulo R. Le

radical de X a pour élément maximal le radical de X* qui n’est pas équivalent
a © modulo R.

Démonstration. — Rappelons que le radical & de X* est le plus grand des élé-
ments 4 de (%) pour lesquels il existe un entier naturel £, tel que A*CX*. C’est

un élément premier de (%), si X* est primaire ([13], p. o). Soit X& (L), pri-
" maire, et soit X* I'élément maximal de X. On a X*C O. Soient
Ae(®),  Ye(l), avec YEX,  AYCX.

On en déduit E.Yé)_(, Y £ X et, par suite, il existe un entier naturel 4 tel

que A*~<X, donc on a A*CX* et X* est primaire. La derniére partie du théo-
réme est facile & démontrer.

TutoriMe 11, 7 bis. — Si les O-idéaux a gauche entiers sont normauzx, tout élé-
ment primaire de (L") non équivalent a © modulo R est maximal dans sa classe

et celle-ci est ¢lément primaire de (') non égal ¢ ©.

Démonstration. — Soit X un élément primaire de (L') équivalent a4 ©
modulo R.

Soit Y un élément de (L') équivalent 4 X modulo ® : X~*=Y*. On tire de
la XX~'Y=XY'Y. Mais XX~ *=24 est un ¢lément de (¥') équivalent a @
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modulo ® : en effet, ¢’est d’abord un O-ensemble contenant évidemment un

¢lément régulier et contenu dans @ (remarque 1I, 8), et de plus, on peut écrire
O XXz X1 X1 0,

car X~*.-X~* est l'ordre a droite du O-idéal a droite X~* (th. II, 2), ce qui montre
que XX~* est équivalent & © modulo R’ :

Par ailleurs, on a Y''YC O, @ étant U'ordre a droite de Y. Or, nous allons
montrer que, sous les hypothéses faites, deux ©@-idéaux a gauche entiers équi-
valents modulo R, X et Y, ont méme ordre a droite @' : appelons @ l'ordre a
droite de X, les ordres 4 gauche de X et Y étant égaux a @ (th. II, 2). O et @
sont d’ailleurs maximaux, puisque X et Y sont normaux. On sait (remarque II,
8) que X' est un @"-O-idéal, que Y~' est un O'-O-idéal. De X~'=Y", on
déduit O’ X~ *=X"* et, par suite, @ CX'-.X*; Or, X~*-.X* est I'ordre &
gauche du ©"-idéal a gauche X~ ; @” étant maximal, cet ordre a gauche est @” et,
par suite, @' CO" et de méme @' C ', donec @=¢". On a vu (th. I, 1), que X
était un @’-idéal a droite, par suite, on a :

XY'YCX0'=X et AYCX.

On ne peut avoir YEX, car X étant primaire, il en résulterait pour un certain
entier naturel £, 4A*CX et, par suite, 4*C X, c'est-a-dire X =0, et ceci est
impossible. On a donc YCX et X est élément maximal dans sa classe. Montrons
maintenant que X est ¢lément primaire de (L'). Soient

j’e(@’), Ye(i’), avec Y AN\, ;:l’.YéX.

On en déduit, en prenant des représentants 4’, Y dans A’ et Y respectivement :
A'YCX et YgX, X étant, comme on I'a vu, élément maximal de sa classe. Par
suite, X étant primaire, il existe un entier naturel £, tel que A”* CX et, par suite,
A"~ X, ce qui montre que X est primaire.

Remarque 11, %). — On peut démontrer que. si @ est un ordre maximal, dont
tous les O-idéaux a gauche sont normaux, R est réguliére pour 'intersection
de (L) : c’est le cas, par exemple, si O est un anneau, ordre maximal régulier,
dont les ©-idéaux a gauche entiers vérifient la condition de chaine descendante
(Jacobson, Theory of Rings, p. 132).

Tueorime LI, 8. — Soit a un élément régulier de O, le O-idéal a gauche Oa est
intersection d’un nombre fini de O-idéaux a gauche entiers primaires. La décom-
position peut étre réduite. Les radicaux de ces composants primaires sont bien déter-
minés, et-sont des O-idéaux entiers premiers minimaux. ( Tout O-idéal premier
contenu dans U'un d’eux lut est égal).

Démonstration. — Nous entendrons « décomposition réduite » au sens du
Mémoire [13] (p. 112). Il est facile de montrer que @a est maximal dans sa
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classe. D’aprés le théoréme II, 4, on peut écrire

h

O—a::‘ \)?”

i=1

ou X; est un élément primaire de (I/) dont le radical est un élément premier
de (‘(‘5’), 2, Z;5% O. D’'apres la définition de I'intersection dans (f’), I’élément
h h

maximal de ) X; est [} X/, X(désignant'élément maximal de X;(1=1.,.... /).

i=1 i=1

On a donc

h
C)u::‘ \X:

i=1

D’aprés le théoréme II, 7, X; est primaire, et son radical <2; a pour classe le

radical 2, de X; (=1, ..., k). D’aprés le théoréme I, 5, &, (=1, ..., h) ne
peut contenir un ©-idéal premier distinct de lui-méme.

Lemme 11, 1. — Tout O-idéal entier A, A £ O, contient un O-idéal maximal
dans sa classe modulo R', non équivalent & ©. Tout O-idéal entier premier mini-
mal n’est pas équivalent ¢ © modulo R'.

Démonstration. — Soit a un élément régulier de 4. @a contient un O-idéal
bilatére, puisque O est régulier (th. II, 3), et 'union de tous les ®-idéaux bila-
téres, contenus dans @a est un O-idéal bilatére A’; on a successivement :

A'COa, A2 (0 a)!
et
(A=)y"'c[0at'=0a.

Done (4*)7!, qui est un ©-idéal bilatére contenu dans @a, est compris dans 4’.
On déduit que (4’~*)"* = 4’, et A’ est maximal dans sa classe modulo ®’, qui

est différente de ©@. On a donc

bN
Ol

=0 gl
les ; étant des éléments premiers de (') et les o, des entiers convenables.
Soit maintenant € un ©-idéal bilatére premier entier minimal, et soit A’
un O-idéal bilatére contenu dans < ayant les propriétés décrites ci-dessus. Dési-
gnons par %; I'élément maximal de @i(iz 1, ..., r);d’aprésle théoreme II, 5,
; est premier. On a
2, ..., 20rCA'Ce

et, par suite, ;€< pour un certain ¢ (1 =Zi<_r), et € étant minimal, ;= <.
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Remarque 11, 10. — Soit € un O-idéal bilatére entier premier minimal, et
soit 4 un O-idéal bilatére <-tertiaire (d'un coté). Alors 4 est €-primaire
dans (%'). Nous ne donnerons pas la démonstration, facile, une fois rappelée la
définition d'un O-idéal @-tertiaire (voir [13] et [14]).

Section 6 : Garactérisation des ordres maximaux réguliers noethériens a gauche.

Définition 11, 19. — Soit @ un ordre de S quelconque dont tous les éléments
sont réguliers, sauf (éventuellement)le zéro. Soit € un @-idéal premier compris
dans @, M un sous-ensemble de S et soit CZ = O — < le complémentaire de <
dans ©. Nous notons

M,={z, x €8, tel que, il existe s€Z avec sOxCM},
M={z, €S, tel que, il existe s€ CZ avec z OsCM },

M, et ;M peuvent étre 'ensemble vide.

Remarque 11, 11. — On pourra vérifier que @, et O sont des ordres de S
contenant @, que M, est un O_-idéal a gauche, contenant M, si M est un O-idéal
a gauche.

Lemme 11, 2. — Soiz M un O-idéal a gauche contenu dans O, %'-primaire, ©
étant noethérien a gauche, st %' est contenu dans %, onaM, N O =M, si &' n’est
pas contenu dans %, on a M= O,

Démonstration. — Sous les hypothéses faites, il existe un entier naturel £, tel
que Z*CM. Si €' n’est pas contenu dans %, on peut trouver un élément s
dans €'% n’appartenant pas 4 € (démonstration par récurrence sur £) : on
asO1CE'*CM et, par suite, 1 appartient a M, et M, = O,. Si &' est contenu
dans €, sOxCM, s€ %, x €O, entrainent, puisque s n’appartient pas a €', et
que M est &'-primaire, z€M et M, N O = M.

Turoreme II, 9. — Soit O un ordre régulier, noethérien a gauche, dont tous les
éléments (sauf le zéro) sont réguliers. Pour que O soit un ordre maximal, il faut
et il suffit que les conditions suivantes soient simultanément réalisées :

(Cy) : Pour tout ordre O’ équivalent a O et tel que ©'2 O, et pour tout O-idéal
bilatére premier minimal <, contenu dans ©, on a0, = _,O';

(Cy) : Pour tout élément régulier a de O, Oa est intersection d'un nombre fint
de O-idéaux ¢ gauche primaires contenus dans ©, dont les radicaux sont des
O-idéaux bilatéres, compris dans ©, premiers minimaux;

(Cs) : O, est un ordre maximal, pour tout O-idéal bilatére premier minimal ,
compris dans O.
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Démonstration. — 1° Les conditions sont nécessaires : en se reportant au
Mémoire [3], on voit facilement que la définition que nous avons donnée
pour @, coincide dans le cas ou O est un ordre maximal régulier avec la défini-
tion d’Asano pour @,. On peut donc appliquer ses résultats:ona 0,= ,0 et O,
est un ordre maximal, ce qui montre que les conditions (C,) et (C,) sont véri-
fides. (C,) résulte du théoréme II, 8.

»° Les conditions sont suffisantes : Soit @ un ordre contenant O et équivalent
a ©. Daprés (Cy)on a O, = _0', ¢ étant un O-idéal premier bilatére minimal
compris dans @ quelconque. © étant régulier, @' est un O-idéal bilatére, donc,
d’aprés la remarque I, 11, en tenant compte que O, =_0" et O,= 0, O_ est
un O,-idéal bilatére, dont 'ordre a droite est ©,,,d’apreés la condition (C,) et le
théoréme 11, 2.

Or, ona
0 o/ oY o U ' o/
O, 0'CO donec  0,;.10, =052 0.

@<

Soit donc x =ba ', b, a€ @, un élément de O’ quelconque. D’aprés ee quipré-
céde, x appartient a O, et, par suite, b appartient a O a=(0Oa),. Or,

n
dapres (C,), Ou est égal 2‘1’ \X,-, ou les X; sont des O-idéaux a gauche, compris
i=1

dans O, «T-primaires. D’aprés le lemme I, 2, on a pour i =1, ..., n

(©a)p;— (Xi) g, et (Oa)g,NO = (X;)e;NO =X,.

i

Mais alors b appartenant & (Qa), pour i=1, ..., n, b appartient a X,
pouri=rti, ...,n, donc & @a et x appartient a @, ce qui montre que ©' = O,

Remarque 11, 12. — La caractérisation énoncée au théoreme I, 9 est la carac-
térisation notée B” dans I'introduction du chapitre III et de la thése.

Remarque 11, 13. — 1l résulte d’un théoréme de Goldie [10] qu'un anneau a
¢lément unité, non commutatif, noethérien a droite et a gauche, dont tous les
éléments, autres que le zéro, ne sont ni diviseurs de zéro a droite, ni diviseurs
de zéro a gauche, admet un anneau quotient S (définition 1I, 1), done, est un
ordre de S.

R. Croisot m’a fait remarquer que, de méme, un semi-groupe non commutatif,
a élément unité, noethérien a droite et a gauche, admet un groupe quotient S
et, par suite, est un ordre de S.
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