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INTRODUCTION.

Depuis les contributions fondamentales de Cauchy ([26]; [36], p. 10; [ 68],
p. 95);Gauss([113];[36], p. 38; [68]; [118], p. 5) et Laguerre, on enregistre
un très grand nombre de travaux sur la « localisation » (ou, « géométrie ») des
zéros des polynômes d'une variable complexe. On peut se renseigner sur bon
nombre d'entre eux dans les livres de Dieudonné [36], Marden [68] et
Walsh [118], et dans l'exposé, plus ancien mais particulièrement suggestif, de
Van Vieck [113]. D'autre part, des faits récents tels que la découverte en 1965
par Biernacki [12] d'une réciproque du théorème célèbre de Gauss-Lucas,
montrent que le sujet est encore loin d'être épuisé; tandis que, la démonstra-
tion du théorème d'Erdôs-Lax que De Bruijn [31] a donnée en 1947 (et ses
autres résultats dans [3l], en rapport avec le travail plus ancien de Schaake et
Van der Corput [105]) offre un exemple frappant de ce que l'application des
résultats classiques de la localisation à l'Analyse des polynômes peut encore
donner.

Les problèmes de la localisation ayant été toujours considérés comme des
problèmes pour une classe spéciale de fonctions analytiques, les polynômes, le
sujet ne semble pas avoir attiré les feux de la mathématique moderne, (voir les
préfaces de [36], [68], [ 118] et le traitement très classique d'un problème
de localisation dans BOURBAKI, Topologie générale, chap. VIII (2e éd.), p. 97,
ex. 1.) Il n'a donc pas été question, dans le passé, de chercher la généralité
propre (au sens moderne du terme) des problèmes et des résultats de la loca-
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lisation; sans que, pour autant, des faits liés à une telle recherche ne se
présentent pas d'eux-mêmes, déguisés sous la forme d' « élémentarité », de
« simplicité », d' « élégance », etc., comme dans tant d'autres cas de la mathé-
matique classique ; faits, qui avaient fini par créer la quasi certitude intuitive que
certaines méthodes « élémentaires » sont liées à la « nature » même du sujet
{voir les préfaces de [36], [68] et [11-8]). Tendance heureuse qui, inaugurée
par les démonstrations de Cauchy et Gauss, a trouvé une source d'inspiration
particulièrement féconde dans les travaux de Paul Montel ([78]-[88]). A côté
de ses propres découvertes bien connues sur le sujet, c'est l'esprit de ses
démonstrations « algébriques » qui a pénétré la localisation tout entière et
préparé la voie pour la recherche de la généralité propre des choses, pour
1' « algébrisation » du sujet, si j'ose dire.

En nous proposant ce but, nous devions tenir compte du fait que la loca-
lisation formait plutôt un riche ensemble de problèmes, de résultats et de
méthodes qu'une « théorie »; ceci nous a obligé à choisir certaines notions et
certains théorèmes, aptes à être généralisés de façon utile, comme notions et
théorèmes fondamentaux.

Chacun des chapitres I-IV du présent travail correspond à un élément de ce
choix.

Voici certains des résultats auxquels ce choix nous a conduit : (les besoins de
l'exposition nous conduisent ci-dessous à placer les chapitres dans l'ordre II,
III, IV et I).

Chap. II. Les théorèmes fondamentaux de Gauss-Lucas et de Laguerre-
Walsh, convenablement énoncés s'étendent à tout corps commutatif'(§ 7).

Quand le corps K en question est algébriquement clos, cela entraîne, par
exemple, les résultats suivants :

a. Si la caractéristique de K est o {respectivement p^>o\ tout poly-
n

nome ^.a^^1 [resp. avec v/^o, i (mod^)] vérifie le théorème (V Allardice-

Ballieu (th. 5, § 8), qui est un résultat fondamental pour le problème de Landau-
Montel: la méthode de démonstration est encore celle de Fejér-Montel.

6. Si la caractéristique de K est o Çresp. p^> o), tous les résultats fondamen-
taux pour les polynômes apolaires et leurs applications restent valables (théorèmes
de Grâce, Szegô, Walsh, Marden, etc.), y compris le théorème célèbre de
Grace-Heawood et (essentiellement) le résultat remarquable de Biernacki
cité au début Çresp. pourvu que les polynôme s considérés soient de degré < ^ ) (§ 9).

Ces généralisations sont devenues possibles gràco à l 'introduction de la notion
de « rf. e, ». (en rapport avec la notion auxiliaire de « s. e. »), notion complè-
tement neuve, nous semble-t-il. Elle généralise pour tout corps (non nécessai-
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rement commutatif) Fia notion de cercle « prôjectif» (« cercle » ou « domaine
circulaire » au sens de la théorie des fonctions d'une variable complexe), plus
précisément, pour tout corps projectif¥^= FU { ^ } ; nous démontrons que, les
tram-formations « homo graphiques » de F,.) transforment les d. e. en d. e.
Cela généralise le théorème classique pour la conservation des cercles de G^ par
les transformations homographiques (G = plan complexe) (A' du chapitre II).

Chap. III. a. Après avoir étendu, sans difficulté, aux espaces vectoriels
topologiques sur un corps ordonné Ko plusieurs propriétés des espaces vectoriels
topologiques sur le corps des réels R (A/ et Appendice III), on est conduit à
définir les « d. e. » d'un espace Ko-préhilbertien séparé (Ko étant ordonné et
pythagoricien). Dans Fisomorphisme canonique de K,2, et K()(Q, les d. e. de
V espace \\^ s'appliquent biunivoquement sur les d. e. du corps Ko(î ' ) ; on peut
donc les identifier.

Notons « d. c. » la généralisation naturelle de la sphère « projective » dans
K^U { GO j- (qui coïncide avec cette sphère même dans R ^ u t c o } ) , considérée
dans le paragraphe 13; notre théorème Ïb affirme alors que, dans K ^ u { c o { ,
où Ko est supposé maximal tout d. e. de frontière non vide est un d. c. Cela résout
complètement le problème de la caractérisation « concrète » des d. e. de fron-
tière non vide (resp., de la caractérisation algébricotopologique des d. c.)
d e K ; u { o û } .

Note. — Walsh ([118], p. 62) avait, par une autre voie, démontré un résultat
indirectement équivalent au cas particulier Ko=R et 71=2. du théorème 2&.

Rappelons que (selon Artin et 0. Schreier), tout corps commutatif algébri-
quement clos, de caractéristique o, K peut être mis sous la forme K = K o ( î ) ,
Ko étant ordonné maximal et ; vérifiant l'équation ^ t 2=— i. La conjonction de
ce fait et de notre théorème 26 entraîne que, les d. e. (par rapport à la
K^-cowexité}, de frontière non vide, du coi^ps topologiquc K = K o ( î ) sont tout
simplement les d. c. de K<2 . Le problème de la caractérisation « concrète » des
dits d. e. du corps K est donc complètement résolu.

6. Les succès répétés de l'interprétation mécanique de (iauss Çvoir, par
exemple, [H(S]), considérée traditionnellement comme liée à la « nature »
même du sujet, demandaient leur explication « structurale ». Or, celle-ci est
presque immédiate, pourvu qu'on se débarasse des hypothèses superflues et
qu'on utilise un langage approprié (§ 3-5). Parmi les généralisations inévi-
tables que cela entraîne, signalons^celles (immédiates) des théorèmes bien
connus de Jensen et de Bêcher.

Chap. IV. L ordre du corps ordonné maximal Ko et ses propriétés algé-
briques suffisent pour démontrer tout théorème usuel de la géométrie et de la
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trigonométrie élémentaires planes, dans lequel il n'est pas question de comparer
les longueurs de deux arcs de cercles des rayons différents, ou la longueur d'un
arc de cercle et d'un segment rectiligne. Cette remarque simple nous a conduit
à une définition des angles dans K^ (§ 1); les « nombres » trigonométriques de
nouveaux angles vérifient toutes les formules additives usuelles. Cela permet
de définir « arg5 » avec la propriété arg(^1^;2) =<7i arg^i+ ^2 arg^(^eQ),
qui exprime unisomorphisme fondamental.

On est en mesure maintenant d'étendre à Ko(^) la théorie « directe » des
fonctions i^ationnelles, y compris le principe de V argument, de Cauchy, et le
théorème de Rouché.

La conjonction de ces faits, du chapitre II et du paragraphe 7 du chapitre ï
étend, d'un seul coup, la plupart des résultats connus de la localisation à tout
corps commutatif, algébriquement clos, de caractéristique o (voir § 6).

Chap. 1 a. Toute inégalité « suffisamment générale » pour la minoration des
valeurs absolues de tous les zéros d\m polynôme s étend, a priori, aux séries
de Taylor (§ 5-6). Cela s'applique, en particulier, à toutes les inégalités de
notre connaissance.

On arrive à ce fait utile (qui, dans cette généralité, ne semble pas avoir été
remarqué auparavant) par deux voies différentes, indépendantes l'une de
l'autre :

i° par des considérations ayant trait à la théorie des fonctions d'une variable
réelle et établissant divers faits simples (nouveaux, nous semble-t-il) pour
des fonctions éventuellement discontinues (§ 1-4) î

2° par des considérations topologiques sur certains espaces fonctionnels (§ 5).

b. 11 arrive, en mathématiques, que les nouveaux points de vue conduisent
à des méthodes de démonstration nouvelles; c'est ainsi que l'introduction de
la méthode « des fonctions décroissantes)) nous permet de démontrer, d'une façon
simple et uniforme, toutes les inégalités « explicites » Çpour la minoration, etc.)
de notre connaissance. Des faits apparemment très divers aquièrent ainsi un lien
intrinsèque.

La méthode permet, en plus, d'obtenir autant à) inégalités nouvelles qù'on veut,
pour la minoration des valeurs absolues de tous les zéros d'une série de ïaylor
(W, chap. ï).

Note. — Le souci d'utilité et de justice a rendu l'historique du chapitre 1
quelque peu étendu (§ 8). La littérature systématique sur le sujet est, en effet,
là-dessus imparfaite; par exemple, elle passe sous silence des résultats impor-
tants et généraux contenus dans Kojima ([52], IQI 7) et Carmichael ([24], 1917),
tandis qu'elle cite abondamment des résultats particuliers de ces auteurs, y
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compris le théorème de « Carmichael-Mason » ([23], 1914)? cas.particulier d'un
théorème de M. Petrovitch ([99], 1901), ayant fait l'objet d'un article bien
connu de Landau ([63 a\, 1905}, etc.; et les démonstrations de plusieurs inéga-
lités classiques continuent à être basées sur des artifices plus ou moins particu-
liers, tandis qu'il existe depuis plusieurs années une méthode simple et
générale pour leur démonstration, celle de Markovitch ([70], 1939;
[7l], 1948).

Si la localisation a été l'objet de cette recherche, les remarques qui ont
conduit à sa généralisation ont été quelquefois, si j'ose dire, plus générales que
l'objet. Plusieurs de ces remarques sont groupées dans les parties A7 des
chapitres I, III et IV, l'Appendice III, et dans les paragraphes 1-4 du cha-
pitre IV. Citons, à titre d'exemple, la validité, dans un corps commutatif algé-
briquement clos de caractéristique o, du principe du module maximum pour les
fonctions algébriques (chap. IV) et du théorème déjà cité d'Erdôs-Lax pour les
polynômes (chap. IV).

La présente thèse est dédiée à la mémoire de Panayiotis Zervos, dont un
travail [122] a attiré mon intérêt sur les racines des équations algébriques, dès
mon entrée à l'Université d'Athènes (1949). Ce fut ensuite un théorème de
Paul Montel (exposé dans le livre [30] de M. N. Criticos) qui m'a orienté vers la
localisation. L'enseignement ensembliste et d'inspiration philosophique de
P. Zervos ([123], [1236]) et les exigeances de rigueur de M. N. Criticos, en
même temps que ses encouragements et ses conseils, ont beaucoup influencé le
début de mes recherches. Celles-ci ont enfin trouvé leur source d'inspiration
principale, d'une part dans les travaux de Paul Montel, et de l'autre, dans
l'œuvre et l'enseignement de l'École abstraite de Paris.

J'adresse mes vifs remerciements à tous les spécialistes de la localisation qui
ont bien voulu me renseigner sur leurs travaux; la correspondance avec
M. Marcovitch, en particulier, me fut très utile.

Des remarques de MM. Denjoy et Bouligand ont permis d'améliorer certains
points essentiels; je leur adresse mes remerciements respectueux.

Il convient, enfin, de rappeler que plusieurs mathématiciens grecs et, surtout,
Th. Varopoulos (récemment décédé) s'étaient occupés auparavant des côtés
classiques de la localisation, sous l'influence directe de Paul Montel.

Note. — Au moment où ce manuscrit était prêt pour l'imprimeur j'ai pris
connaissance de la théorie des angles dans K; que Bourbaki venait juste de
publier (B. Algèbre, chap. 9), théorie évidemment beaucoup plus savante que
celle que nous esquissons dans le paragraphe 1 du chapitre IV. Comme, toute-
fois, cette dernière avait été exposée oralement au Séminaire Dubreil-Pisot, le
9 mars 1969 et comme la partie correspondante de mon manuscrit de thèse était
déjà entre les mains de M. Pisot(bien avant la publication du chapitre 9 de B.),
j'ai cru pouvoir ne rien changer ci-dessous.
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CHAPITRE I.

SUR LA LOCALISATION DES ZÉROS DES SÉRIES.

A'. — Préliminaires. Extension aux séries de certains théorèmes pour les polynômes.
Généralité propre de certains résultats.

1. SUR LES SÉRIES DES FONCTIONS MONOTONES. — Terminologie^ notations :
0 = ensemble vide ; 1̂ (E) = ensemble des parties de l'ensemble E ; 1 = inter-
valle de l'ensemble totalement ordonné E; si 1 est un segment d'extrémités a et
b, on le désignera, parfois, par [a, 61]; ]^, 6]== l'intervalle ouvert à gauche et
fermé à droite, de mêmes extrémités ; (a, fe[ == l'un des intervalles ]û, &[, [a, 6[,
le choix étant implicitement déterminé chaque fois. Fonction croissante ==
fonction non décroissante;/varie dans le même sens dans I=yest monotone
dans I; les f^ varient dans le même sens = les f., sont soit toutes croissantes,
soit toutes décroissantes = les /v sont des fonctions monotones de même type.
Quand l'ensemble de convergence d'une série de fonctions I — ^ R e s t u n intervalle,
on l'appellera « intervalle de convergence de la série ».

(^N = ensemble des entiers naturels, Z = anneau des entiers, Q = corps des
rationnels, R == corps des réels et G = corps des complexes).

On a souvent à supposer qu'une série de fonctions R -> R converge dans un
intervalle (<?, 6). Il y a donc intérêt à étudier les deux problèmes distincts
suivants pour une famille (/^)veN de fonctions Ça,b)—>T{ : i° Trouver des

conditions suffisantes pour que l'ensemble de convergence de Y// soit un

^o\is-interwlle de (a, &). 2° Déterminer cet intervalle par une condition autre
que celle d'être le dit ensemble de convergence.

Une solution classique est celle du théorème de Cauchy-Hadamard pour les
séries de Taylor (resp. du théorème analogue pour les séries de Dirichlet). On
peut aisément généraliser les conditions de ce théorème. Commençons par
supposer que 1 est un intervalle d'un ensemble totalement ordonné quelconque E
et que les /^ : 1 ->- R varient dans le même sens. Dans le cas particulier où tous les

/^ sont à valeurs positives, il est évident que l'ensemble de convergence de V /„

est un intervalle', on peut aisément démontrer le même fait dans le cas général;
la démonstration repose sur le

LEMME 1. — Si les points x^y x^ ̂ >^i appartiennent à V ensemble de convergence

de ^,/v, tout point ^e[^i, ^2] appartient aussi à cet ensemble et la somme de

la série en î, est comprise entre ses sommes en x^ et en x^.
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Démonstration. — Supposons, par exemple, que les/, sont croissantes. Alors
quels que soient m et n^m,

/). //. n

2 // (^ )^= ̂  /. (E) ̂  ̂  /v (^ ).
v == /n v == w v == w

r- ^ -,

La convergence de la série numérique ^/(^) resp. ^/(^) implique
^-o L ' ' / - -o J

que, pour £ > o etm^m^ (resp. m^m",), on ait
r

- £ < ̂  /v(.z-i ) resp. ̂  /,, (.r,) < c , quel que soit n ̂ 7ïi ;
'fin \ v=f,i

donc, pour m^max {^ , m's },
n n n

-^^f.W^^M^^^/.^X^

ce qui démontre la convergence de ^/v(Q; Fautre assertion du lemme devient
'-'==0

alors évidente.

THÉORÈME 1. — Si les / : I ->R varient dans le même sens, l'ensemble de
co

convergence de ̂ ,/ est un intervalle Fcl. Dans le segment [y, o]ci la conver-
V==0

gence de la série est uniforme.

Les cas triviaux (P==0,F=un seul point) mis à part, c/est une conséquence
immédiate du lemme.

COROLLAIRE 1.1. — Hypothèse : les /, : I -^R(veN) sont monotones sans
varier nécessairement dans le même sens. Conclusion : L'ensemble de convergence

commutative de ̂ / est un intervalle F cl et la convergence de la série est
v==o

uniforme dans tout segment [y, S] c P7 ; V1 est également l'ensemble de convergence
absolue de la série.

Démonstration. — Soit A l'ensemble de convergence commutative de la série.
L'hypothèse de commutativité entraîne la sommabilité de la famille (/,)vçN en
tout point de A. Désignons alors par 9, les/, croissantes et par cr^, les autres /,:
l'application du théorème de Fassociativité de la somme d'une famille sommable

à la décomposition (yx)u(9^) de (/) donne ̂ / =^ 9,+^, en tout point



ASPECTS MODERNES DE LA LOCALISATION DES ZÉROS DES POLYNOMES D'UNE VARIABLE. 3 I I

de A; l'application du théorème 1 aux séries du second membre montre que
i° l'intersection } " ' de leurs intervalles de convergence V et \" contient A, et
2° en tout point de } ' " ^.f^ converge absolument, donc commutativement.

D'où, A=F.
Dans le cas particulier où toutes les f^ sont à valeurs positives, on peut

supprimer le terme « commutative » dans la conclusion du corollaire 1.1.
D'où, le

COROLLAIRE 1 . 2 . — Soit (^/v)veN une famille de fonctions 1 -> R+. Si 'V f.,
^ - - 1 »

converge en deux points x^, x^ ^> Xy sans converger uniformément dans \x^, x.^\
tout entier, il existe des f.,, d^indice v aussi grand qu'on veut, qui ne sont pas
monotones dans \ x^ y x^ ].

Les remarques suivantes sont évidentes :

1. On peut passer aux résultats analogues pour les suites de fonctions
g\ : î -> R, où ^v+i — g\ est monotone.

2. Dans le théorème 1 (resp. corollaire 1.1) la fonction F=F ->R (resp.

F ^ — R ) définie par F(^) =='y,/v(^) est monotone (resp. différence de deux
fonctions croissantes), donc, quand E=R, intégrable au sens de Riemann dans
tout segment [y, SjcF (resp. CF77), ^intégration pouvant être effectuée terme à
terme.

3. Soit E un ensemble totalement ordonné quelconque, muni de la topo-
logie ^o(E) {voir chap. III, § 1). Si, dans les hypothèses du théorème 1 (resp.
corollaire l . 1), les f^ sont continues, la fonction F définie ci-dessus est continue
dans F (resp. I^). Les hypothèses spéciales : 1 = R, /v(^) = d>,x^ et \'"= [y, G^
donnent un théorème classique d'Abel.

4. Le théorème 1 permet de donner au théorème de Fubini ([103], p. 12) la
forme suivante : Toute série de fonctions croissantes (resp. décroissantes) peut
être dérivée terme à terme dans son ensemble de convergence H sauf, au plus, en
un sous-ensemble de mesure nulle de H.

En effet, H est nécessairement un intervalle (éventuellement vide); il n\v a pas
besoin de le supposer expressément.

Même remarque pour le dernier exercice du chapitre X de Bourbaki [ 18j;
on peut également supprimer l'hypothèse de la continuité de /, dans cet
exercice, seule l'hypothèse de la monotonie de même type des /y étant
essentielle.

Ann. Èc. Norm., (3), LXXVII. — FASC. 4. 4o
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5. Soit (û, 6)CR. i° Soit (jDv)veN une famille de polynômes R->R. Si tous
les p^ varient dans le même sens dans Ça^b\ V^v définit une fonction continue
dans son intervalle de convergence (y, 8) C (^, 6).

2° Si les restrictions desjOy à (a, 6) prennent seulement des valeurs positives,
et si Ypv converge en deux points x^, x.^x^ de (a, 6) sans qu'ail définisse une
fonction continue [x^ x.^ -> R+, il existe des p^y d^ indice v aussi grand qu^on veut,
qui ne sont pas monotones dans [x^, x.^\.

6. La série de fonctions monotones (a, b) ->R la plus générale peut toujours
•Xs

être écrite sous la forme ±^ (/av+/2v+i), où les f^ sont croissantes et les
v=-o

/2v+i décroissantes. Son ensemble de convergence absolue est un intervalle,
mais cela n'est plus toujours vrai pour son ensemble de convergence; l'étude de
ce dernier pose des problèmes intéressants.

7. Des problèmes se posent même dans le cas où la série est supposée
convergente dans un intervalle de R. Par exemple, les fonctions définies par ces
séries sont de classe de Baire au plus 2 (puisqu'elles sont limites des fonctions
ayant un ensemble dénombrable des discontinuités), tandis que toute fonction
de classe au plus i peut être représentée par une telle série (série des poly-
nômes R->R, théorèmes de Weierstrass et de Baire); il est donc naturel de
se poser les problèmes : i° Existe-t-il des fonctions de classe 2 qui soient limites
des fonctions à variation bornée ? Existe-t-il des fonctions de classe 2 qui ne soient
pas de telles limites ?

8. Soit {a, &)cR. Sierpinski a démontré que toute fonction mesurable
(a, 6) — R coïncide presque partout avec une série de polynômes. Ce résultat
fondamental n'est pas toujours applicable à la recherche des zéros d'une
fonction discontinue, car il y a des problèmes où l'on ne peut négliger même
un seul point; la connaissance d'une suite convenable de fonctions qui convergent
partout vers la fonction donnée pourrait alors être utile; il y a même des raisons
qui rendent particulièrement souhaitable l'uniformité de cette convergence
(w^§2-3).

C'est un des rapports des questions considérées ci-dessus avec la recherche
et la localisation des zéros des fonctions.

Examinons à présent le problème 2° du début de ce paragraphe, dans le cas
où (a, 6)CR et les /, sont des fonctions croissantes (resp. décroissantes)
Ça, b) ->R+; on supposera que l'intervalle de convergence (y, S) est non vide.
Alors, trivialement, -y=û(resp. o = & ) ; pour déterminer â(resp. y), considé-
rons la fonction croissante (resp. décroissante) y (x) =limsup\//,(^). Dans le

v-y y.
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cas particulier où la monotonie de r(^) est stricte, la considération de sa fonc-
tion inverse a"(y) conduit à S==sup^(y) fresp. Y = i n f W y ) L

y<ï l L v< i J
Le corollaire 1-1 entraîne la

PROPOSITION 1. — Soit DCC et (^)vçN une famille de fonctions D -> C. S^il
existe une surjection © : D -> Ça, 6)CR et une famille (/)veN de fonctions mono-
tones (gui ne varient pas nécessairement toutes dans le même sens)/., : (a, 6) ->R+,
telles que pour tout ZÇ.D, on ait | a\,(^) [ = /v(ç(^))? alors, Vimage par y de

V ensemble de convergence absolue de ̂  CT^(^) coïncide avec V intervalle de conver-

gence (y, S) de ^,/(^) et la convergence de ^,^(^) est uniforme dans tout

ensemble dont l^ image par (D est un segment contenu dans (v, o).

Applications. — 1. Les séries de Taylor : ^(^)=a^, cp(^)== . z\ et
/(.r) = ^ x'\ On déduit de là le théorème pour les séries de Laurent.

2. Les séries générales de Dirichlet :

o-v(-s) -==. a^e~^^ îp(^) =1^(z) et f^(x)^=.\a^ e-1-^.

2. SUR LES « ZÉROS » DES FONCTIONS DISCONTINUES. — La connaissance d'un zéro
d'une fonction continue nous renseigne topologiquement sur les valeurs que
prendyau voisinage de ce zéro; ce n'est plus nécessairement le cas quandyest
discontinue en ce zéro. La connaissance des zéros d'une fonction discontinue est
donc souvent, considérée isolément, moins intéressante et moins maniable
que celle des zéros d'une fonction continue; c'est pourquoi nous intro-
duisons ci-dessous la notion plus générale de c-zéro (resp. d-zéro) d'une
fonction définie dans un espace topologique et prenant des valeurs complexes
(resp. réelles). Dans le cas des fonctions continues, les deux notions coïncident
avec la notion ordinaire de zéro.

Les c-zéros. — Soit E un espace topologique et soit/ : E -> C.

DÉFINITION 1. — Un point 'C^E sera appelé « c-zéro » de f, si Von a
liminf| f^x} = o. Si y € C, et si ^€ E est un c-zéro de f^x) — -y, on dira que f
x^

a en ̂  la « c-valeur » y.

L'ensemble des points où/prend la même c-valeur y est fermé dans E.
Si/est continue au point Ç, elle a une unique c-valeur, fÇQ, en Ç.
Supposons, pour un instant, que E est compact. Élargir ^ensemble A des

valeurs de f par V adjonction de ses c-valeur s revient alors à considérer la ferme-
ture A de A.
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Démonstration. — Soit açA. L'image réciproque par f du filtre des
voisinages de a est une base de filtre B sur E; il existe & € E adhérent à B.
Comme tout voisinage U de h rencontre tout ensemble de B, /(U) contient
^'éléments aussi proches qu'on veut de a.

D'où, le

THÉORÈME (de Weierstrass). — Si E est compact et si f est bornée, f atteint ses
bornes, en tant que c-valeurs.

Revenons au cas d'un E quelconque et soient (/v)v<=N un^ famille de fonctions
quelconques / : E - >- G, P une partie infinie de N; si / possède des c-zéros, ^v sera
choisi arbitrairement parmi eux. Avec ces notations, on a le

THÉORÈME 2. — Hypothèses : Tout point de E possède, i° un système fonda-
mental dénombrable de voisinages, et 2° un voisinage dans lequel la suite (/)vçN
converge uniformément vers une fonction f' : E —> C.

Conclusion : Toute valeur à'adhérence ̂ ç E de (^v\çp est un c-zéro de f.

Démonstration. — L'hypothèse | /[ ^> a ^> o dans un voisinage U de Ç entraîne
que [/ [ ^> [^' dans U, pour un certain !^€=] o, a] et pour v assez grand.

THÉORÈME 2 b. — Hypothèse : i°; E est localement compact et (/\€N converge
uniformément dans toute partie compacte de E.

Conclusion : Celle du théorème 2.

Dans le cas particulier où les / sont continues, on peut remplacer, dans le
théorème 2 (resp. 26) le terme « c-zéro » par « zéro ». 26 généralise alors la
première assertion du théorème suivant de Hurwitz ([68], p. 4) : Soit (/)v<=N
une suite de fonctions analytiques d'une variable complexe, convergeant uni-
formément dans toute partie compacte d'un ensemble ouvert et connexe A vers
une fonction /, non identiquement nulle. Alors, i° toute valeur d'adhérence
^€A d'une suite (Cv)v<=p annule/; et 2° si ^eA et fÇQ} = o, chaque voisinage
assez petit V de ^' contient un nombre des zéros de fn égal à la multiplicité du
zéro ^ de/, quel que soit n^ny.

Les à-zéros. — Soient E un espace topologique et/: E > R.

DÉFINITION 2. — Un point $eE sera appelé « à-zéro » de f si Von a
]îm irif f(.ï) lim sup f(.r} ̂  o ;

.r^-: ' .-y-^^

en d'autres termes, ^ doit être soit un c-zéro de /, soit un point dans tout voisi-
nage duquel / change de signe. Si' ^ € R et si $ € E est un à-zéro de /(^) — y,
on dira que f a en E la « à-valeur » y.
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L'ensemble des points où/prend la même rf-valeur y est fermé dans E.
Si/est continue au point ^, elle a une unique rf-valeur, fCQ, en ^.
Soit Ai l'ensemble des c-valeurs de/et Aa celui des rf-valeurs. AiUA.j(=A.j)

a alors les mêmes bornes que Ai. D'où la validité du théorème cité
« de Weierstrass », aussi pour les d-valeurs.

Supposons, pour un instant, que E est connexe. Alors, si f possède des
d-valeurs ^> o et des d-valeurs <^ o, elle a au moins un à-zéro.

Démonstration. —/possède alors des valeurs ^> o et des valeurs <^ o; donc,
quand/n'a pas derf-zéro, on peut définir la partition E=Ei UE^ suivante de E:
EI (resp. Ea) est la réunion de tous les points x de E tels qu'il existe un voisi-
nage de x dans E, en chaque point duquel on a/^>o (resp. /<^o). E, et E,, sont
alors des ouverts, ce qui contredit l'hypothèse que E est connexe.

THÉORÈME (de Bolzano). — Si E est connexe et si f prend les d-valeurs a et p^> a,
pour chaque élément y de [a, [j] il existe au moins un point x de E tel que j\x)
prend la d-valeur y.

Si/ est soit partout ^> o, soit partout <^ o, on dira qu'elle « garde un signe
constant ».

Considérons les théorèmes 2 et 2 6; si l^on écrit «d-zéro)) au lieu de « c-zéro »,
ils restent valables. On les appellera resp. « théorème 3 » et « théorème 3 b ».

Des théorèmes 2, 26, 3 et 36 on passe de façon évidente aux résultats ana-
logues pour les séries.

Dans le reste de ce paragraphe, on supposera toujours que E = (a, b) C R.

Une fonction strictement monotone f peut atteindre chacune de ses (-/-valeurs
au plus une fois; donc, si f ne garde pas un signe constant dans Ça, b), Ça, b)
contient exactement un d-zéro de f.

Réciproquement, si/, supposée par exemple strictement croissante, a un
rf-zéro S dans \a, 6[, on a /($ — c) <^ o et /(E + 0 o, quel que soit £ ^> o
(pourvu que a<^Ï — £<^+c<^ b).

La conjonction de cette remarque et des théorèmes 1 et 3 démontrent la

PROPOSITION 2. — Soit (^)vçN unc famille de fonctions Ça^ b) -> R qui varient
dans le même sens et dont au moins une est strictement monotone. La fonction

oc

(strictement monotone) définie par j\x) = ,̂ é'v^) dans V intervalle de conver-
v==:o

grnce (y, S) de cette série a les propriétés suivantes : 1° Si, pour n assez grand,

/,,==^1 g^ ne garde pas un signe constant dans ( y , o), la suite des d-zéros Ç,, des /,
v==o

converge vers un d-zéro de /; elle converge donc vers le rf-zéro de /. 2° Si f
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possède un d'zéro ^ (nécessairement unique) et si $€]y, â[, tout voisinage V
de ^ contient un d-zéro, nécessairement unique, de fn, quel que soit /z^^o(V).

On possède donc, dans le cas des fonctions /v strictement monotones, une
extension complète du théorème de Hurwitz énoncé pour les rf-zéros, (elle
s'applique évidemment aux zéros eux-mêmes quand toutes les/^ sont continues).

3. LES APPLICATIONS J-H ET LE PREMIER THÉORÈME D^EXTENSION. — Soit E Un CSpâCC

topologique dont tout point possède un système fondamental dénombrable de
voisinages et soit (A^)veN une famille de parties de E. On dira queAcE est
V « ensemble d'accumulation » de (A^)'^N? si A est la réunion des points xçE
ayant la propriété suivante : Chaque voisinage de x rencontre une infinité
d^ ensembles A,,. On notera A = J((A^)). C'est la définition de Janiszewski ([16],
p. 244)? formulée dans sa généralité propre.

Considérons l'ensemble J^(resp. JT) des applications E -> C, muni de la
structure (uniforme) de la convergence dans les ensembles d'une partie jS de
II(E) (resp. de la convergence compacte). Terminologie : celle de [18]
(chap.X).

DÉFINITION. — Une application 9 : Jr^->^il(E) [resp. £ —>^ (E)] sera appelée
« application J-H », par rapport à jô (resp. ), si elle a la propriété suivante :
Pour toute suite convergente (/v)veN d^ éléments de jTg, (resp. £) lim/,===/

v> ̂

implique que J((?(./v))) H K C 9 (f) H K, quel que soit f ensemble K de î? (resp. la
partie compacte K de E). « J » et « H » veulent rappeler les noms de Janiszewski
et de Hurwitz (pour son théorème déjà cité).

La définition ensembliste suivante est parfois utile : Supposons que le même
ensemble d'indices, N, est définitivement choisi pour toutes les suites dénom-
brables (^) d'éléments d'un ensemble X. On dira, alors, que (^v)veN et (^v)veN
sont « essentiellement distinctes », si l'on a x^-^-x., pour une infinité de valeurs
de v.

DÉFINITION 4. — Si (y^)vçN converge vers f on appellera « multiplicité relative
à ((Yv), 9) » da ^ € 9 (f) le nombre (fini ou non) des suites essentiellement
distinctes (^) de points Ï.n^^Çfn) q^ admettent la valeur d ) adhérence S.

Ces définitions entraînent que, si, dans £ ̂  (resp. JF) lim/v =f, tout ensemble
v-> ^

Kde Ci (resp. toute partie compacte KdeE) contient un nombre de points de ©(/^
au moins égal au nombre des suites essentiellement distinctes (^) (^€9(//i))
ayant une valeur d'adhérence dans K. Appelons ça « lemme 2 ».

Moyennant des conditions évidentes, on peut remplacer ci-dessus JFg (resp. £ ' }
par une de ses parties.

Faisons correspondre maintenant à chaque application E -> C l^ ensemble de
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ses c- (mp. d-) zéros, et désignons l'application S ->|jl(E) ainsi définie par y.
Alors', si les hypothèses du théorème 2 b Çresp. 36) sont vérifiées, y est une J-H
application.

APPLICATION. — Soit : E = u n cercle ouvert ^\<^l de C; ( A ) / = fonction
quelconque E -^ G (resp. R) ; (/) == famille de fonctions E — C (resp. R) conver-
geant uniformément vers / dans toute partie fermée de E; C ( 4 ) contient au
moins p c- (resp. rf-) zéros de/y, quel que soit v^Vo- (2)

On notera ^i, . . ., ^np « les » p plus petits, en valeur absolue, c- (resp. rf-)
zéros de/,,, avec | L,a\^ Cn,/+i ? en choisissant arbitrairement un nombre suffi-
sant de ^ni de valeur absolue | ^np parmi les c- (resp. rf-) zéros de /, ayant cette
même valeur absolue. Notation : /^=liminf ^np •

/i->- oo

Le lemme 2 entraîne alors la

PROPOSITION 3. — Si rp<^l, le cercle fermé \z\^rp contient au moins p
c- (resp. d-) zéros de f, dont au moins un est situé sur la circonférence \ z = r^

COROLLAIRE 3 .1 . — Si, pour tout n^rio, M^ majore les valeurs absolues d'au
moins p c-Çresp. d-) zéros de fn et si lim infM,,<^ /, alors, lim infM,, majore les

n -)>- oo IL -^- co

valeurs absolues (Tau moins p c-Çresp. rf-) zéros de f.

EXEMPLE. — /= fonction analytique régulière dans E ; fn == polynôme-section
de degrés de/. Les hypothèses générales sont alors automatiquement vérifiées.
La seconde assertion du théorème deHurwitz permet, dans ce cas, de compléter
la proposition 3, pourvu que/ne soit pas identiquement nulle.

PROPOSITION 4. — i° Si r^ <^ l, le cercle ouvert z <^r^ contient au plus p — i
zéros de /. 2° Dans le cas particulier p == i, on peut supprimer l^ hypothèse Tp <^ l,
à condition de remplacer le cercle considéré par le cercle \z <^ min [ l , r ^ } .
3° Quand lim sup \^np\<^ ̂  lim | ̂ np \ existe.

n > oo n •>- x

COROLLAIRE 4.1. — i° Si [J^ minore [ ̂  et si lim inf p^<^/, le cercle ouvert
\z\ <^ lim infp-,, contient au plus p — i zéros de /. 2° Quand p=ï, le cercle

n ->- oo

|^| <^ min ( / , l iminf^l ne contient aucun zéro de /. 3° Si lim sup [̂  <^ /, le
( / î>oo j n^^

cercle ouvert \ z \ <^ lim sup ^,, contient au plus p — i zéros de /. Quand p=ï, le
Tl^oo

cercle \ z <^ min ^ /, lim sup \^n \ ̂  contient aucun zéro de /.
( / < . • > - Xî )

Le seul point qui reste à démontrer est le 3° de la proposition 4.

(^ (resp. R).
(2) E ne contient que de c- (resp. d-) zéros de // situés sur une suite des circonfé-

rences Z \ = /;(;€N'), OÙ /;• < /z+j .
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Démonstration. — I. Cas p= i : Soit pi une valeur d'adhérence de (| i^ii)/,^;
il existe alors une sous-suite ([Çmi[)^e.i de ( [ L i ) qui converge vers pi . Le
théorème de Hurwitz implique donc que z < ^ p i — £ ne contient aucun zéro
de /; l'autre assertion du même théorème implique alors que z <^ pi — £ ne
contient aucun zéro de /„, pour n^n^Çs.) (/étant limite uniforme des /„);
donc pi =l iminf |^ i (==^1).

Le résultat est également conséquence de la théorie des familles normales.

II. Cas général : Supposons le théorème établi pour^o^v et considérons le
cas / ? = v + i . Il suffit d'appliquer le même raisonnement à la couronne
circulaire î\ — z <^ ^ <^ p ^ i — £-

REMARQUE. — Le 2° du corollaire ^ i . l étend ( dans le sens indiqué là) aux séries
de Taylor tontes les inégalités connues pour la minoration^ en valeur absolue^ de
tous les zéros dhm polynôme de degré quelconque.

( Exemple. — Le théorème d'Enestrôm-Kakeya, suivant lequel un poly-

n

nome non constant V^^, à coefficients positifs vérifiant les inégalités

a^^^v+i (v = o, . . ., n — i) ne s'annule pas dans le cercle z <^ i, conduit au
n.

résultat (connu) : Une série ̂ a^\ a^^a^ ̂ o (v€N) , non constante, nea ^ z , a^^a^^ _^Q ( v (

s'annule pas dans z \ <^ i. )

Dans le cas général, cette extension ne semble pas avoir été remarquée
auparavant.

L'ensemble des propositions et des corollaires démontrés dans ce paragraphe
seront appelés ((premier théorème d } extension ».

Application. — La validité du théorème do Pellet pour les polynômes
implique sa validité pour les séries de ïaylor [voir aussi § 5 ).

4. EXTENSION A L X SÉRIES DU THÉORÈME DE CAUCHY POUR LA « COMPARAISON » DES

POLYNOMES. — DÉFINITION 5. — Si h est une fonction quelconque [a, b) -> R(resp.
{a, h] >Rtel le que À(â)^o[resp. h(h)^o'], on notera ^(A)[resp. S(A)j le
nombre suivant : Si h(x) n'a aucun d-zérOy onposera ?(A) = b\ resp. ̂ (h ) --=-- a \ ;
si non, on appellera ^(A) le plus petit \resp. ̂ (h) le plus grand] d-zéro de h. Quand
il n'y a pas de danger de confusion, on abrégera 2 et E en E.
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Soit (^v)v€ir une famille de fonctions croissantes [a, 6] ->R, dont au moins

une est strictement croissante, telles queV^(a) converge et soit ao une cons-
V=l

tante positive au moins égale àY^û). Considérons la fonction strictement
V=l

décroissante/: [û, o)->R, définie pary(.r)=ao—^15v( t r) dans l'intervalle
v==l

de convergence [a, o) de cette série ; alors, f{a) ̂  o et, si /(a) ̂  o, l'ensemble
desœç^a, o) tels que /(^) ^> o est un intervalle non vide [a, o'); donc, fÇa)= o

n

équivaut à ^(/) == o etfÇa) ̂  o entraîne ^(/) = o'. Notations : /„== ao—^,^v?
v=i

? — ? ^ y1 \^n—— -sn\Jn}'

PROPOSITION 5 . — La suite (^n)/ieN< est manifestement décroissante et possède,
par conséquent, une limite p.

ï. Si f^S, on a p = ̂ (/).' ^? de plus, p <^ S, p ̂ = ̂  est l'unique à-zéro de /.

II. Si/possède un d-zéro \ nécessairement unique et égal à ̂ (/)1, on a ̂ (/) == p.

III. Dans tous les cas, min { 8 , p } = ̂ (/).

Démonstration. — Le fait que (^) est décroissante est évident. Il en est de
même de renoncé tout entier dans le cas où, quel que soit n, S,i==è. On peut
donc supposer que f^(x)^o pour un certain xç\a, 6); mais on a, alors,
/^(a?)^opour tout n^Uo. Les^sontdonc, pour n^no les plus petits rf-zéros
des/» respectifs. Supposons que p <^ o; alors, pour n assez grand on a ^,<^ S et
la proposition 2 (i°) montre que p est un rf-zéro de /. Réciproquement, la pro-
position 2 (2°) montre que ^ <^ o implique p = ^. On ne peut donc avoir à la fois
^ < ^ o et p^o; donc, en particulier, p = o entraîne Ç=o. 1 et II étant ainsi
complètement démontrés, l'assertion III l'est aussi, car elle est une conséquence
de 1 et de II.

COROLLAIRE 5.1. — Si, sous les hypothèses de la proposition 5, ^ minore ̂ ,
^eN*, alors

min I ô, lim sup ̂  \^c,(f).
\ n^^ )

Notation : [j- == min { }. Alors, [a, p-[ ne contient aucun d-zéro def. En d'autres
termes, il suffit de démontrer que \a, [j.n[ ne contient pas de d-zéro de fn, n ç N*,
pour assurer que \^a, [^ ne contient pas de d-zéro de f.

Remplaçons dans les hypothèses précédant la proposition 5 croissante par
oo

décroissante, ^/v(û) par ^,/v(6), [a, o) par (y, 6], [û, o ' ) par (y, 6], o' par ^
V==l V=l

Ann. JE'c. Norm., (3), LXXVII. — FASC. 4. ^l
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et ^ par ^; on peut démontrer pour ;;(/), sous ces hypothèses, une proposition
(notée aussi prop. 5) analogue à la proposition 5. Si l'on suppose que M^ majore
^(/n)? ^€N\ on peut également démontrer un corollaire (noté ausi cor. 5.1)
analogue au corollaire 5.1, c'est-à-dire que

max ( y, lim inf M/, ) ̂  ^ (/).
( n-^x )

L'adjonction de l'hypothèse de la continuité des ̂ transformerait les résultats
précédents en des résultats pour les zéros véritables des fonctions/,, et/.

Remarque.— Mêmes hypothèses générales que dans le corollaire 5.1.
Soit r: : [û, o)-^R une fonction ayant une valeur ^Op en a et satisfaisant

àS^(lr)^T(•r^ ^^ (ïue solt x^a^}^ notons h{x) = ao— ï(^).

Alors^(À)^(/).

Tout minorant de J(A) e^tdon^ a fortiori, minorant de E(/); sien particulier,
!;(/) est le rf-zéro de/, ^(^) est lui aussi le plus petit rf-zéro de h.

Remarque analogue pour E(/).
Ce fait simple est à la base de plusieurs démonstrations connues qui reviennent

essentiellement à utiliser des fonctions r(^) obtenues à partir de ^^(.r)
par des inégalités classiques. Voir, par exemple, [125].

Les définitions et les remarques précédentes permettent, en particulier,
d'établir des rapports simples mais utiles entre certaines fonctions d'une variable
complexe, munies de leurs c-zéros, et certaines fonctions d'une variable réelle,
munies de leurs d-zéros. La première idée de ses rapports est contenue dans le
théorème suivant de Cauchy ([36, p. 10: [68], p. g5): Dans C, les valeurs abso-

n

lues des zéros du polynôme Ya.,^ sont toutes minorées par la racine positive de

" n

Inéquation \aQ\=^\a^\x) et majorées par la racine positive de l^équa-
\=:in — \

tion\a,n x'l=^. a^ x\
V ==0

(L'utilisation de la transformation z=z~^ rend immédiate l'équivalence de
ces deux assertions pour les polynômes.)

Commençons par généraliser les circonstances de ce théorème. Soit : 0^D C C,
(^v)^N- une famille de fonctions D -^ C, y une surjection de D sur un inter-
valle [a, 6)(resp. {a, b~\) de R) (^v).eN- une famille de fonctions [a, b) -> R

(resp. (a, &] -> R) telles que, i° ^(z) \ = ̂ (y(^)), quelque soit ^ e D, et 2° ̂ g\(x)

converge dans un intervalle [a, o) (resp. (y, 6]).
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Exemples. — Les séries de ïaylor, avec ç(^)= z\\ les séries générales de
Dirichlet, avec ç(^)=ît(^) (voir les applications de la proposition 1, où l'on
doit remplacer/ par ̂ ).

Soit ao une constante complexe telle que Y,^^)^:! ̂  | (resp. ̂ ^(6)^1 ̂ o |)

et soit/la fonction D' -> G définie par/(^)= Oo—^^(^) dans l'ensemble de
\/==i

CX

convergence D^cD de^a,(^); associons à / la fonction h : [ a , o) ->R(resp.
y;

(y, 6J->R) définie par h(x)= Oo —y.^(^) dans l'intervalle de conver-

gence [a, o) (resp, (y, 6]) de cette série.
Il est évident que D ^ D O ([a, o))(resp. D ' D y ((y, 6]).
En vertu de la définition 5, [a, E(À)[ (resp.] ^(À), 6]) ne contient aucun rf-zéro

de h(x\
D'autre part, on a, pour tout zçD^

li^)!^!^ —^^(^), où ^ = = c p ( ^ ) ...w
v=l

Quand xç\a, o) (resp. .r€(y, 6]), le second membre de cette inégalité est
fini; quand x<^S (resp. <^Y), ce membre vaut —oo. Elle donne le

THÉORÈME 4 (« de comparaison »). — &'[a, ^]c|^, S(^)[. il existe Q^>o tel

que [/I ̂ > 6 y^/ que soit sç~^([a, [j.]); donc, ̂ ([^ ^(^)[) ^^ contient aucun

c-zéro de /. Résultat analogue pour ^(A).

Si les ̂  sont monotones, l'hypothèse que l'ensemble de convergence de Y^v

est un intervalle est assurément satisfaite. Si, en particulier, Y^v est stricte-
ment monotone, la deuxième assertion du théorème 4 se laisse préciser :

PROPOSITION 6. — Ou bien /(^) n^a aucun c-zéro dans D', ou bien les valeurs
absolues des images par <p de ses c-zéros sont toutes minorées Çresp. majorées) par
l } unique à-zéro de h (x). Dès lors, la proposition 5 et le corollaire 5 .1 s^appliquent
de façon évidente.

La proposition 6 s'applique aux séries générales de Dirichlet, avec y (z) == îl(^),
et aux séries de ïaylor, avec ç(^) == z . Dans ce dernier cas, nous avons plus
précisément, le
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COROLLAIRE 6 .1 .— Soit fÇz) ==^ a ^ z ' ne s'annule pas de dans le cercle de con-
V=i0

vergence^ soit hÇx) =o a une racine positive (unique) p et p minore les valeurs
absolues de tous les zéros de fÇz). Seule la seconde alternative s^ offre aux fonctions
entières qui n'admettent pas o comme valeur exceptionnelle de Picard; d'où, le
théorème de Cauchy cité au début de ce paragraphe.

n

Si l'on pose /^(^)=[ao —^ a^ x^ et p,,= racine positive de A,,==o, on
V==1

obtient le

COROLLAIRE 6.2. — Si' [L^ minore p^ le cercle ouvert

\ z [ << min ] - — — — , lim sup ̂  ^
lim sup v | a^i 'i->^

\ n-^-x

ne contient aucun zéro de fÇz\

5. APPLICATIONS « DU LEMME D'EXTEiNSiON » . — Saufmention expresse du con-
traire, les notations de ce paragraphe sont indépendantes des conventions faites
dans les paragraphes 2-4.

Le lemme évident suivant précise une situation qui se présente souvent.

LEMME (d'extension.) — Soient E et H des ensembles non vides, F un ensemble
non vide d'applications E -> H, S un espace topologique, ç une application F -> S,
et A une partie fermée de S. Alors :

I. si <& est un filtre sur F, la validité de la relation (p(f)çApour tout élément
f dune base de filtre 3> entraîne sa validité pour tout/correspondant à une valeur
d'adhérence de <p suivant <S> ;

II. si ^ est une topologie sur F et si y est continue, la validité de y(/)eA
pour tout élément/d'une partie Fo de F, partout dense dans F, entraîne sa vali-
dité pour tout fç. F.

Ce lemme sert à unifier les démonstrations d'un grand nombre de propositions ;
nous en citons ci-dessous quelques-unes, en rapport avec notre sujet.

Diverses formules de l'Analyse classique (réelle ou complexe) peuvent être
mises sous l'une des formes y(/)=o, y(/)^o, o?(/)^o, où/et Œ) vérifient
les hypothèses du lemme; prenons resp. A = { o } , A==R+, A=R_; il suffît
alors d'avoir démontré ces formules pour une base de filtre convergeant vers/,
pour qu'elles s'appliquent à/. Remarque analogue pour II. [Au cas où ©(/)= o,
on pouvait également appliquer le « principe de prolongement des identités »;
[18],chap.I, p. 54.]
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Exemples, — I . Inégalités appelées «moyennes élémentaires» ; extension aux
séries.

Ces inégalités peuvent, en général, être mises sous la forme (p((6^), . . . ,
(/v))eR+, où J est fini et o est une fonction définie par une expression algé-
brique explicite (« expression algébrique » , au sens cTAbel) des variables posi-
tives 6^, . . ., ^ (veJ), telle que tout radical qui y entre a une valeur réelle.
(PWr[41].)

2. Le fait que, dans les définitions usuelles de l'intégrale, \ fdt est fonction
*/E

continue de/, rend souvent possible l'application du lemme avec ç(/) = j fdt.
JE

Exemple. — La validité du théorème fondamental et de la formule intégrale
de Cauchy pour les polynômes implique leur validité pour les séries de Taylor.

3. Indépendamment de 2, la validité des inégalités de Cauchy pour les séries
de Taylor est conséquence de leur validité pour les polynômes, parce qu'elles
peuvent être écrites / 'max[/(^)|— dp\ r^\€R+ et que l'expression entre paren-

thèses est fonction continue de la série convergente de Taylor /(^); c'est cette
expression qui sera notre fonction o. (Il existe des démonstrations vraiment élé-
mentaires de ces inégalités, dans le cas des polynômes. Une a été donnée par
Montel [87], qui se réfère aussi à l'intérêt de Mittag-Leffler pour la question ;
une autre est due à Pompeiu [102]. Dans l'extension de ces démonstrations aux
séries, le « passage à la limite » remplace le lemme.)

La méthode ayant été suffisamment illustrée, passons au cas qui nous inté-
resse : Soit E une région (ensemble ouvert connexe) de G, et soit F l'ensemble
des restrictions à E des fonctions analytiques qui sont régulières au moins dans E ;
munissons Fde la topologie de la convergence compacte. Le théorème précité
de Hurwitz se laisse mettre alors sous la forme suivante :

THÉORÈME [de la continuité des zéros (réguliers) d'une fonction analytique.] —
Les zéros Zi de f définissent, localement, des fonctions Zi(f) continues dans F.

n

Considérons Fespace-produit E=TTAv, où A^= C; a^ parcourt Ay.
v=o

n

Soit F l'ensemble des polynômes f{z) ==V^^, où z parcourt G, muni de la
v=o

topologie de la convergence compacte. L'application o- : E-^F, définie
n

par 0(^0, . . . , a^==^^a^z\ est continue; donc, aussi la composée de a et
v==o

de ZiÇf) est continue. C'est le théorème classique sur la continuité des zéros d'un
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polynôme par rapport à l'ensemble des coefficients du polynôme. Le langage adopté
ici montre que le théorème de Hurwitz constitue une véritable extension de ce
théorème aux fonctions analytiques, pourvu qu'on remplace la notion (inadé-
quate dans le dernier cas) de l\( ensemble des coefficients » par la notion « élé-
ment de l'espace fonctionnel F » .

Les considérations précédentes s'appliquent inchangées aux fonctions méro-
morphes dans une région E, puisque le théorème primitif de Hurwitz s'applique
à elles ([22] I, p. 194).

Application. — Soit E le cercle z ^p, privé de petits cercles ouverts c, des
centres b,, et soit F l'ensemble des fonctions méromorphes / dans
H <^ p +£(£^> o), différentes de zéro et de l'infini sur z\ = p, ayant les mêmes
pôles b,Çi== i, . . ., m) et le même nombre m des zéros dans |^|^p, muni de
latopologie de la convergence compacte dans E. Soient, î^(/)les zéros de/; ils
sont, localement, des fonctions continues de/. Soit, enfin, ?(/;^i(/), ...,^n((/))
une fonction continue par rapport à l'ensemble des variables/, ̂ , . . ., ̂ ; donc
9 est une fonction Çi(/) continue dans F.

Conséquence. — Si ACC est fermé, il suffît que 9i(/)eA soit vrai pour les
/rationnelles, pour qu'il soit vrai pour me/quelconque. Cela supplique en par-
ticulier, avec A = { o }, à la formule classique log [ / [== . . . « de Poisson-Jensen »,
due à R. Nevanlinna ([9l], p. 3). (On pouvait même supposer ici les zéros ^C/)
fixes.)

On peut également appliquer le lemme à la localisation des zéros des fonc-
tions, mais, dans les cas étudiés ici, les méthodes des paragraphes précédents
conduisent à des résultats au moins aussi généraux. Toutefois, on retiendra de
la méthode actuelle le fait que, les problèmes de la localisation sont, en général,
des problèmes pour des espaces fonctionnels.

Application. — Soit E une région de G et soit F l'ensemble des fonctions ana-
lytiques qui sont régulières dans E (au moins) et qui possèdent au moins un zéro
dans E, muni de la topologie usuelle; notons ^-(/) les divers zéros de /con-
tenus dans E. La fonctionnelle min | ̂ -(/) | est alors définie en tout point de F et

i

elle est continue (en vertu du théorème de la continuité des zéros). La recherche
de minorants.(dits souvent « limites inférieures ») des valeurs absolues de tous
les zéros d'un polynôme, dans le sens de la littérature classique, entre donc natu-
rellement dans la recherche de fonctionnelles {définies dans F) qui minorent la
fonctionnelle Zi (/) |.

Même remarque dans le cas de p zéros de/. Toutefois, la recherche de majo-
rantes d'au moins p zéros de/a un sens seulement si l'on suppose que F est cons-
titué de fonctions ayant au moiïîs p zéros, dans ïL. Cette condition explique pour-
quoi la plupart des majorantes connues d'au moins p zéros d'un polynôme ne
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s'étendent pas, par un passage à la limite immédiat, aux séries de Taylor; en
effet, ces majorantes dépendent dejo 4- i seulement coefficients du polynôme et
devraient, par conséquent, rester inchangées dans le passage à la limite indiqué
dans la proposition 3, si l'extension était valable. Or, si le reste des coefficients
de la série est arbitrairement choisi, la série peut même diverger en tout
point z-^o. On est alors tenté à reformuler les résultats classiques de Monte!
([78], [82]) et de Van Vieck ([112],) de la manière suivante : « Si tous lescoef-

X,

ficients d'indice v ^> n d'une série de Taylor V^^ sont nuls, . . . » afin de souli-
v=o

gner la dépendance de la majorante des coefficients a^^^>n} et non seulement
des p + i dits coefficients,

Si l'on remplace min ^/(/) | par le cercle \z ^min ^-(/) |, on est conduit
i

à considérer comme l'espace H du lemme l'ensemble des cercles de centre 0,
muni de sa topologie naturelle. Il ne serait pas plus difficile de considérer un
espace H ayant pour support un ensemble convenable de domaines (fermetures
des régions) simplement connexes, autres que les cercles.

Exemple. — Les « roues dentées », de centre 0, du théorème de Lipka ([68],
p. 101); d'où, l'extension immédiate de ce théorème aux séries de Taylor, cas
particulier de l'extension du théorème de Lipka-Marden (foc. cit., [68]); nous
avions déduit, dans [125], cette extension de la remarque que la démonstration
de Marden s'applique également au cas des séries, mais, la présente méthode per-
met d affirmer a priori la validité de V extension aux séries de Taylor de tout théo-
rème de ce genre (par rapport à un ensemble convenable de domaines) pour les
polynômes, pourvu qu^on suppose, quand p ^> o, que E contient au moins p zéros
de f. C'est dans l} implicitation de cette dernière hypothèse que réside l'intérêt
particulier du théorème de Pellet-Lipka-Marden pour les séries [125].

Notes. — 1. Il faut dire ici que Pellet avait démontré son théorème pour les séries
de Taylor, fait que j'ignorais pendant la rédaction de [125], car il ne figure que
dans le Mémoire de Pellet [97], les autres auteurs de ma connaissance se
bornant à l'énoncer et à le démontrer pour les polynômes.

2. Un exemple intéressant de fonctionnelle "[^(/)(^ ^(/)[) discontinue est
offert par un théorème de Westerfield [120].

6. PROBLÈMES DES FONCTIONNELLES COMPARABLES. — Soit : E un ensemble ̂  0,
F un ensemble ordonné 7^0, et y / = E — F deux applications telles que
<pi(E) = Ç2(E). Si l'on a, quelque soit xçE, ̂ (^^(^(^[resp. 92 (^^yi^)]?
les <fiÇi= i, 2) seront dites « comparables ») et yi sera appelée « minorante »
(resp. « majorante ») de 92. (Quand F==R, les fonctions E ->F seront souvent
appelées « fonctionnelles ».)
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Hypothèses et notations : [ a, 6)cR; A., est un ensemble ^z 0 ; a,, parcourt A,, ;
g\,(a^x) est une application A,, x | </, 6) -^ R^ ; ^-0(^0, x) est indépendante de^;
quand v^i, ^v(a,,, x) est croissante en x, au moins une des g\ l'étant stricte-

ment, 5v(a,,, a)=o; a parcourt JÏA^ ; /^ :fJ[(A.,x[a, 6))->Rest définie
'^eN veN

par A(a, a?)=^(ao)—^^(^, ^) et // est la restriction de A à l'ensemble de
V==l

convergence de cette série, ensemble qui, en vertu du théorème 1, se réduit,
pour chaque valeur de a, à un intervalle [a, S); o = S(a); on suppose qu'il existe
un point ̂  ç A., auquel g\ (a.,, .z-) s'annule identiquement par rapport à x (y ç N*) ;
notons-le ?„; alors, A,,(a, .r) = A((oo, . . ., a,,, [3,,+.i, ^+2, . . ., ̂ )) identiquement
en a?, et en ao, . . ., a,,.

On va appliquer maintenant les résultats et les notations des paragraphes 3-4.

Ainsi, ^(A(a)) est la fonctionnellelTÎA^-^ R+. définie par la définition 5; on
'/€N

notera $(a) = S(A(a)), ̂ (a)= ̂ (a)).

Problème ((fini » ; Définir des minorantes de E/î(a).

Problème « ^î/mif » ; Définir des minorantes de E(oQ-

Le corollaire 5.1 entraîne le

THÉORÈME 5. — Ces deux problèmes sont équivalents, dans le sens suivant :
I. Si p.(a) minore E(a), ;J.((ao, . . . , a^, [^i, ̂ , • . • )) minore ^(a).
II. &', quel que soit v€N*, ^,,((ao, . . ., a^)) minore ^(a), /a fonctionnelle
min ( 8(a), lim sup ^ ((ao, . . ., a^)) ( minore ^(a).( n-^^ ' j -

D'où, le

THÉORÈME 5.6. — £û recherche des minorantes du S(^) d'une série de Taylor de

la forme hÇx)== ao—Va^^ , oiz a^ parcourt R+, (rappelons que, ^^ tout point
v==l

^ où h possède un zéro positif p(a), p (a )==^(a) ) ^ ramène, par la manière
simple indiquée dans le théorème 5(11), au problème analogue pour les polynômes

ii
de la forme hn{x) = ao —V â^a^, où a^ parcourt 'R+et nç N\

V=l

Remplaçons maintenant les hypothèses et les notations du début de ce para-
graphe par les suivantes : O e A ^ C C ; 0 € D c C ; v e N ; ^ parcourt A., et a par-

court une partie de E de J~[ A^ laquelle contient, en particulier, tous les élé-
^ € N
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ments de H A., qui n'ont qu 'un nombre fini de coordonnées non nulles;

o-,, : A ^ x D - > C est définie par ^(a^, ^)==a^; / ( a ) = = ( l i m sup ^ ^ | )~ 1 ;
\ ^ -> y. /

/(a, ^)==V^^\ partout où cette série converge; [ a = ( ao , a^ , . . . ) ;
v=o

n

/,,(a, ̂ )=^ a^=/((ao, . . . , a ^ ,o , . . .), z).
v=o

Définition. — Pour chaque valeur de a( çE), on notera :
i° r(a)= minimum des valeurs absolues des zéros de/(a, z), lorsque le

cercle z ^^(a) contient des zéros de cette série;
2° r(a) == ^(a), lorsque de tels zéros n'existent pas.

Abréviation : /^(a)=r((ao, . . . , a,,, o, o, . . . ) )== minimum des valeurs
absolues des zéros de/,,(a, -s).

Problème « fini » (resp. « î'^/mz ») : Définir des minorantes de r,,(a) (resp. 7'(a)).

(Le symbole r,, introduit ci-dessus est sans rapport avec le r^ de la proposi-
tion 4.)

Le corollaire 4.1 (3") entraîne le

THÉORÈME 6. — Ces deux problèmes sont équivalents, dans le sens suivant :

I. Si a(a) minore r(a), [^.((ao, . . ., a,,, 0,0, . . . )) minore r,,(a).

II, Si, quel que soit v€N\ ^((ao, . . ., a^)) minore ^(a), la fonctionnelle
min ( ^(a), lim sup [^((ao, . . ., a,,)) ) minore ^(a).

( /i->î0 ' )

Abréviation : [j-,,(a)= ;^(ao, . . ., a^).

On supposera, dans le reste de ce paragraphe, que | a | eE, quel que soit aeE;
on notera E| l'ensemble des a eE, A la fonction définie par la série

A ( [ a ,^)= ao —Y ^ x^ et A,, la fonction définie par le polynôme

/;.
h^\y.,x)= a o [ — ^ [ a , x\

REMARQUE. — En vertu du théorème 4, ^([ a |) == (J(A(| a |))') minore ^(a).
ÎÏ autre part ̂  E ( [ a | ) = r ( a ) n'est pas, en général, une identité et, par conséquent,
V ensemble des minorantes de r(a) /2<? coïncide pas, en général, avec V ensemble des
minorantes de ^( [ a |); toutefois, c^^ coïncidence a lieu si Von ne retient dans le
premier ensemble que les minorantes qui dépendent seulement de \ a , et que nous

^/in. Éc. Norm., (3), LXXVII. — FASC. 4. 4'^
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appellerons « minorantes de première espèce » de ^(^). Compte tenu du théo-
rème 56, cela entraine le

THÉORÈME 5 c. — La recherche des minorantes de première espèce de r(a) se
ramène à celle des minorantes de E^([ a [).

Les auteurs qui ont traité la localisation des zéros des polynômes ont trouvé
un grand nombre de minorantes, de première espèce surtout, de ^(a). Les théo-
rèmes du présent paragraphe nous permettent A'1 affirmer, a priori que leurs résul-
tats s'étendent tous au cas des séries de Taylor, de la façon immédiate indiquée ci-
dessus. Ces auteurs avaient donc traité (apparemment sans le savoir) le cas des
séries de Taylor (et même des cas plus généraux, quelquefois). Cela s'applique,
en particulier, à la liste des minorantes classiques de première espèce de r,,(a),
donnée dans le paragraphe 8. En ce qui concerne notre propre recherche de
minorantes de première espèce de rÇy.') (sujet principal de la partie B^dece cha-
pitre), il suffira de les établir dans le cas de A,,( a [).

Réciproquement, les minorantes bien connues der(a) trouvées par Petrovitch,
Landau et Caramata (yoirf. S) sont établies une fois qu'on les a démontrées pour
les polynômes ; par exemple, leur démonstration commune, dans le cas des poly-
nômes, par Markovitch (§8) s'étend a priori, aux séries.

Dans le cas de ces dernières minorantes et dans bien d'autres cas, pour toute
valeur de a telle que lim sup ;^/,(a) <^ /(a), lim ;J-/,(a) existe, ce qui entraîne des

//,->- ao /?->- »

simplifications des expressions considérées. En d'autres termes, la mino-
rante a(a) | == lim sup u^(a) ] est une fonctionnelle continue ?'-(/), oùyparcourt1 L "^ J
l'ensemble des/vérifiant l'inégalité y-Çf) <^/(a), muni de la topologie de la
convergence compacte; c'est le cas des minorantes considérées dans le para-
graphe 5.

Terminologie : Pour abréger, on dira qu'une minorante [j<(a)[resp. [^(oc)] est
« associée » à /(oc, z) |resp.y/,(a, ^)]au lieu de dire qu'elle minore ^(a) [resp.
^(a)].

7. GÉNÉRALITÉ PROPRE DE CERTAINS RÉSULTATS. — Pour la terminologie et les
notations, voir aussi la partie A' du chapitre III. Le théorème de Cauchy-Hada-
mard, le théorème de Cauchy sur la comparaison des polynômes et son extension
aux séries de ïaylor, plusieurs de leurs corollaires enfin, restent valables en
présence de structures moins fortes que celles du corps complexe C; citons,
par exemple, l'extension bien connue du théorème de Cauchy-Hadamard aux
corps values complets.

En fait, les hypothèses pour la multiplication : [ existence d'éléments inverses,
commutativité, associativité } sont beaucoup trop fortes; elles cachent les hypo-
thèses réellement utiles.
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Terminologie de ce paragraphe. — Anneau == anneau non nécessairement
associatif. Algèbre B^ = un anneau B qui est un A-module sur l'anneau A (pour
lequel on ne fait aucune hypothèse particulière). K^-valeur absolue sur un
anneau A. (Ko étant un corps ordonné) == application cp : A->- K,^, jouissant des
propriétés : r ç(^)=o est équivalente à a=o, 2° y( (7&)=y(^) 9(6),
3° ç(a+6)^y(<2)+9(6). Si l'on remplace i° et 2°, resp., par les propriétés
plus faibles i° <p(o)=o et 2° ©(a&)^ç(^)y(6), on doit également remplacer
« Ko-valeur absolue » par « K^-norme », Considérons l'algèbre B^, où A est muni
d'une Ko-valeur absolue y ;/: B^ -> K,^ sera appelée « Ko-norme » sur Y algèbre B y ,
si/est une Ko-norme sur Vanneau B^ et si, de plus, on a, quel que soit X ç A et
&€B,,/(Xé)=y(A)/(6).

La relation (—^.)(—b}=ab, vraie dans tout anneau A, entraîne pour un
anneau A muni d'une Ko-valeur absolue ç, y ( — a ) = y(^); si A possède un élé-
ment unité, à gauche ou à droite, e, ç(^) = i. Si, alors, B^ est une algèbre nor-
mée par/, on a encore/(— a)=f(a).

Telles seront toutes les algèbres considérées par la suite.
Si l'on pose a(a,b}=f(a—b}, aestunKo-écartsurBv[resp. rf(À, [j-)==cp(À—[J-)

est une Ko-distance sur A], La structure uniforme ainsi définie sur B^ x B^ et la
topologie sur B^ déduite de celle-ci sontmanifestement compatibles avec la struc-
ture d'algèbre de B^; quand ledit espace uniforme est complet, l'algèbre sera
appelée complète.

Notation. — Ci-dessous, toutes les normes et les valeurs absolues seront
notées a\.

Exemple d } algèbre T{-normée complète non associative et non commutative. —
L'espace vectoriel R\ muni de la multiplication vectorielle a /\b, est une telle
algèbre sur R, qui sera notée BR; la valeur absolue ordinaire sur R' est une
R-norme sur BR; Bp, munie de cette R-norme, est complète.

Considérons les « séries formelles » V^,(^i(. . .(^)). . . )) sur une
\»=0

algèbre B^. Si By est R-normée complète, soit D l'ensemble (éventuellement
vide) des systèmes des valeurs des variables (dans B^) pour lesquels la série d'élé-
ments de BA obtenue converge, et soit D/ la partie de D en chaque élément de
laquelle ^v|= ^/,\ , quel que soit ([^, v, k, X). (Par exemple, dans le cas
d'une série deTaylor, D'=D puisque x^=x^.) Ces hypothèses entraînent le

THÉORÈME 7. — D7 contient le cercle de Cauchy-Hadamard; dans tout cercle
circonférencié contenu dans le cercle de C-H, la série converge uniformément. Si,
de plus, la B.-norme considérée est une R-valeur absolue y D/ coïncide avec le cercle
de C-H, sauf y éventuellement y en certains points de sa circonférence.
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C'est le « théorème de Cauchy-Hadamard » pour B^. Application évidente a BR :
le cas particulier des séries de Taylor est alors trivial.

On appellera « THÉORÈME 8 » l'extension analogue (qui est évidente) du
théorème 4, énoncé pour la minoration des R-valeurs absolues des zéros des
séries de ïaylor (première assertion du corollaire 6.1). Ce sera le « théorème
de comparaison de Cauchy » pour les séries de Taylor ^ dans B^.

Le cas particulier des séries à coefficients dans G est instructif; en effet, on
vient de voir que le théorème de comparaison s'applique non seulement aux zéros
contenus dans C mais, également, à tous les zéros contenus dans une extension
quelconque d'algèbre 'R-normée complète de G, pourvu que la norme considérée
induise sur G la valeur absolue ordinaire. De sorte qu'on peut dire, de façon
imagée, ^'aucune de ces extensions ne saurait mettre en défaut le théorème de
Cauchy. Application évidente aux « zéros-quaternions ».

Remarque. — Certains théorèmes élémentaires pour les séries numériques
restent valables dans une algèbre R-normée complète; exemple : la règle
d'Abel [109].

Dans le cas des polynômes, le théorème de comparaison de Cauchy a une
généralité propre encore plus grande; en effet, la version concernant la mino-
ration est vraie dans une algèbre quelconque munie d'une énorme (Ko étant un
corps ordonné maximal), et la version concernant la majoration est vraie dans
une algèbre quelconque munie d'une Ko-valeur absolue. (Ce sont là des consé-
quences immédiates de la théorie des corps ordonnés d'E. Artin et 0. Schreier.)
C'est notre « PROPOSITION 7 ».

Enfin, nous avons l'utile

PROPOSITION 8. — Le problème de la recherche de minorantes de première espèce
associées à une série de Taylor (resp. polynôme), dans une R-alg-èbre normée
complète Çresp. Ko-normée) qui est une extension de R Çresp. de Ko), coïncide
avec le problème analogue dans R (resp. Ko). En effet, les deux ensembles des
minorantes coïncident.

C'est la raison qui nous a conduit à distinguer les minorantes de première
espèce.

Note. — La structure d'algèbre considérée ci-dessus n'est pas la structure
algébrique la plus générale possible dans laquelle on puisse formuler un
théorème de comparaison de Cauchy.

8. RÉSULTATS CONNUS; REMARQUES. — I. Récurrence-itération. — L'histoire (au
sens large) des méthodes des approximations successives des racines remonte
au moins jusqu'à Archimède. Plusieurs de ces méthodes déterminent des suites
approximantes des minorants (resp. majorants) des valeurs absolues des racines
des équations « numériques ». Pour ce qui concerne la théorie de l'itération,
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des récurrences, etc., nous nous référons à l'exposé fait par S. Pincherle (et les
références qu'il cite) [100], au livre de Valiron [110] et, surtout, au livre récent
de Montel [88]. L'étude détaillée de ces méthodes, afin de distinguer les cas où
l'on détermine également des minorantes (resp. majorantes) au sens des fonc-
tionnelles comparables ( au moins, pour une partie assez grande de FTA^ ) , nous
semble devoir être instructive; malheureusement, nous ne pouvons pas la faire
ici. Signalons, toutefois, deux méthodes intéressantes :

1. Soit^=== ûo+. . .+ a^iX'1'1 une équation à coefficients dans R^.; on peut
notera sa racine positive. Soient^o un nombre ^> E, (f(x)='^/ao-+-. . .-{-a^^-1

(racine positive), et (^v)veN ^a ^ite définie par .2^1= ç(^). On sait depuis
longtemps (voir les références de Pincherle, loc. cit., p. 09) que lim^ existe

V->>sc

et est la racine S. La démonstration repose sur le fait que (^) est (strictement)
décroissante, ce qui est le fait intéressant pour notre point de vue.

77, — j

A. Lomnicki ([67], 1924) redécouvre ces faits, pour ^o=i+Vû^, et,
\»=0

faisant le rapprochement avec la recherche des majorants de $, il remarque qu'on

obtient ainsi des majorants aussi proches qu^on veut de E ; on peut donc toujours

construire des fonctionnelles majorantes ( définies sur 1T A^, Ay = R^. ) meilleures

que toute fonctionnelle majorante (de la fonctionnelle ^) donnée. Les remarques
analogues pour la racine ^ de ^o=^i^+- • .+^^(^7^ o) sont évidentes.

Ce résultat n'étant pas mentionné expressément par les auteurs des exposés
systématiques sur la localisation (quoique de simples références à Lomnicki,
hors texte, existaient), nous l'avons retrouvé indépendamment dans [125], pour
un nombre ^> o arbitraire XQ.

Remarque. — Si la série a^—V^^, avec <2^€R+ et ûo^> o, possède un zéro
V=:l

positif E,
/ ^ nz=l _1\

Ç== lim lim a71- x n (ai4- a^x + . . . + a/^;"1) " ) .
n^^ \v->oo ° v /

2. La méthode de Markovitch^ en liaison avec son procédé approximatif des
polynômes; voir [72], [73], [74] et [75]. Elle conduit en divers problèmes
nouveaux, que nous examinerons ailleurs.

II. Séries de Taylor. — 1. Rappelons le principe d'une méthode inaugurée
par Bernoulli et développée par Wronski [12l], Runge, Hadamard [44], etc.

Le zéro de valeur absolue minimum d'une série f\z) =^^a^z'Çao^o')est un pôle
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de la fonction [/(^j"1, situé sur la circonférence du cercle de convergence du
développement taylorien de [/(^)]~1 en 0; donc, la valeur absolue de ce zéro
est (hm supv/ b^\ \~\ b^ désignant le coefficient de z,, dans ce développement

\ v ->- so )
Des formules de récurrence permettent de calculer les ^ à partir des a^
{voir Montel [88], p. 3i). De nombreux auteurs ont utilisé ce principe;
citons, par exemple, R. de Montessus (1900, [89]), Carmichael (1917, [24])
et Markovitch (1954, [73]).

2. M. Petrovitch (1901, [99]) a démontré, par l'inégalité des déterminants
de Hadamard, le remarquable résultat qui suit et qui est à Forigine d'une série
de recherches faites par Landau [63 a], Montel ([82], § 10;), Karamata [49] et

Markovitch [71] : THÉORÈME P. 1 : Soit r un nombre ^> o. Sif(z) =V^^(ûo ̂  o)

/ os

converge pour \ z \ = r, elle ne s'annule pas dans le cercle \ z \ <^ a^ \ r ( V |2y,2^

\v=o

Du théorème P. 1, Petrovitch a déduit le THÉORÈME P .2 : Sous les hypothèses du

théorème P . l , f(z) ne s'annule pas dans <^r 2 ÛL \r ; elle ne

s ) annule donc pas dans <^ Oo max ( z \ V
\z\^r\ ' — —

\ v==o

Ces résultats furent approfondis par Landau (1905, [63 û]). Il donne i° une
démonstration élémentaire immédiate de P. 2 et 2° une démonstration élémen-
taire de P.l par l'inégalité de Cauchy-Schwarz ; 3° il prouve le THÉORÈME L. l :
Sous les hypothèses de P .2, fÇz) ne s'annule pas dans z <^ | ̂ o | /'(max | f(z) [)-1 ;

4° il montre que les théorèmes P . l , P .2 et L. 1 sont des corollaires de la formule
classique de Jensen ; cette démonstration de Landau utilise la formule

2^ / 1 /(^) I 2 ̂ î =^ I ̂  I 2 r2v et 1e8 propriétés classiques des moyennes.
v==o

Montel, dans la dernière partie de son Mémoire [82], généralise ces inégalités,
dans le cas où f{z) est un polynôme ; la formule citée de Jensen lui permet de
démontrer le THÉORÈME M. 1 : Si Von note

iM/ , ( r )= (— f \f(r^)^d^\ (m^o),
\ t/o /

les zéros z, de f(z) vérifient les inégalités ——^^\^ ^ Mm(r)^ elles
^'^•m { r ) d^ j r71

vérifient donc, en particulier, les inégalités obtenues de celles-ci pour r=i .
Landau [G4] et Karamata [49] ont démontré le THÉORÈME L-K :

/(^) =^a^''(^^07^°) ne s'annule pas dans z < a^ \ t(\ a^ \ + sup { | ̂  | r })-'1,
^ ̂ 1
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quel que soit le nombre ^>o. [Quand ^> rayon de convergence de fÇz), le
résultat est trivialement vrai.]

Markovitch a employé dans plusieurs problèmes, avec beaucoup de succès,
les inégalités classiques

IL

^a^v

min {a^}^^-———^ max \c^}, pour ( a ^ ^ ) e R ' x R ' ;
1^^ l^'f^n2^'/=:i

il en a déduit de là une méthode générale de « comparaison » (1939, [70J;
1948, [71]). En rappliquant, il a démontré très simplement le théorème L-K
et, en remplaçant l'inégalité de Cauchy-Schwarz employée par Landau (1905,
[63 a]) par celle de Hôlder, il a pu généraliser le théorème P.l [71]; sa géné-
ralisation est distincte de celle de Montel.

REMARQUES. — I. Le fait que Montel et Markovitch considèrent uniquement des
polynômes ne restreint nullement la portée de leurs résultats, pourvu qu'on les
énonce sous la forme : « . . . , /(^) ne s'annule pas dans \z < ^ . . . ». La validité
de ces énoncés pour les séries de Taylor est conséquence immédiate de notre
théorème 6 (ou du lemme d} extension du paragraphe 5).

j_
/ °° \m

II. ( ^^C ) ? où 6^0, étant fonction décroissante de la variable positive/^
\v==o /

x

([45], p. 28), le théorème P. 1 entraîne le THÉORÈME : ̂  a^z" (a^ ̂  o) ne s'annule
v=:o

1

/ x \ m

pas dans \z\<^\a^\r^ ̂ |^ mrm^ ) , oùo^m^^, quel que soit r> o.
\v==o /

L'application de ce résultat à f{z) =zcl— a^z — a^ (a^o) donne l'inégalité
_2_ 1

(i + < + a^Y1 ̂  a, (i + a^ + a^)^ + a.,.

Elle illustre la méthode simple suivante pour la formation d'inégalités :
Si R(^o, . . ., a^) est une majorante générale des valeurs absolues des zéros
ûfea^^â^^-1^-. . .+ûo(û^o, ^7^0), onaa^n^a^Rn-i+. . .+âo.
Ces inégalités sont, souvent, trop faibles.

III. Polynômes. — La localisation des zéros des polynômes fut souvent traitée
en rapport avec le problème plus général de la localisation des zéros des
fonctions analytiques; c'est le cas, par exemple, du problème de Landau-
Montel [78]; voir aussi Biernacki ([lu], [11]), Dieudonné [34], Favard ([38],
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[39]) et Walsh [118], pour d'autres exemples. Par contre, en ce qui concerne
la recherche de minorantes des valeurs absolues de tous les zéros d'un polynôme,
les spécialistes du XXe siècle se sont, le plus souvent, satisfaits du cadre des
polynômes', il suffira, pour le voir, de comparer les chapitres sur le sujet des
livres de Dieudonné [36] et de Marden [68] avec le chapitre correspondant de
Y (( Analyse algébrique » de Cauchy et avec l'esprit des œuvres de Laguerre [61] ;
Dieudonné et Marden sont beaucoup plus riches en résultats, mais Cauchy et
Laguerre adoptent un point de vue plus général. Cela s'explique, peut-être, par
le fait que les auteurs modernes se sont occupés surtout de la recherche de
majorantes (tout en citant l'équivalence évidente, pour les polynômes, de ce
problème avec celui de la recherche de minorantes), tandis que c'est le cas des
minorantes celui où les résultats pour les polynômes s'étendent d'une façon
naturelle aux séries de Taylor.

La non-coordination de la littérature par rapport aux problèmes des poly-
nômes et des séries est illustrée par l'exemple suivant : La majorante

^
( i+ [â i 2+ â r 2 j 2 + . • • + ci,i 2)2 des valeurs absolues des zéros du poly-
nôme ^+ûl;J7l-l+. . .+a,, est universellement connue sous le nom de
« théorème de Carmichael et Mason » ([23], 1914). Or, c'est un cas très
particulier du théorème P.l de Petrovitch (publié en 1901) pour les séries de
Taylor; toutes les deux démonstrations reposent sur le théorème des déter-
minants de Hadamard.

Les considérations de notre paragraphe 6 étendent, en général, les résultats
de cette sorte aux séries de ïaylor les plus générales.

D'après ce que je sais, les spécialistes se sont occupés seulement des
polynômes sur G (ou sur KCC). Ainsi, certains résultats intéressants obtenus
par les algébristes qui s'occupaient des corps values ultramétriques n'ont pas
eu des répercussions sur la localisation proprement dite.

Pour tout ce qui est en rapport avec les remarquables propriétés des corps
values, nous renvoyons à [6] et aux travaux bien connus de M. Krasner; voir
par exemple [53]-[58].) Le paragraphe 7 de ce travail constitue un premier
essai d'étudier la généralité propre algébrique des résultats pour les minorantes
dans C.

La classification suivante des minorantes (resp. majorantes) est justifiée par des
raisons d'exposition : On appellera une fonction y(ûo, ..., a^ ^o, • • . ? ^«expli-
cite » si y appartient à une extension résoluble du corps Q(^o,... , a,,\ X o ? • • • » ̂ ).
Par abus de langage, on appellera aussi « explicite » une fonction qui serait
explicite si, dans l'expression qui la définit, les exposants irrationnels qui
figurent étaient remplacés, d'une manière arbitraire^ par des exposants
rationnels. Toute fonction non explicite sera dite « implicite ».

Note. — Donc, algébrique explicite = « expression » algébrique au sens
d'Abel [l], sans que des racines imaginaires de l'unité y entrent.
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La liste suivante (A et B) de majorantes de première espèce associées à

^a^'1-^ avec ao=i , est assez représentative de l'ensemble des résultats

connus, pourvu qu'on y ajoute les résultats déjà cités, dans 1 et II.

A. Majorantes (de i^ espèce) implicites :

1 . La racine positive de
I L

^-=:'V oy | ̂ -v (Cauchy, 1829).

2. La racine positive do

,/•"=: ̂  ̂  | .,, ,^-'1 (Gauss, 1849).

^Résultat moins fort que 1. )

3. max \ ?i, ^ ;, où ^ et £3 sont resp. les racines positives des équations

œ 1 1 1 - — \ 6/1 | ̂ m-} 4- ... 4- | ̂ .--i [ x -\- a,n \ -\- c,

^l~•'it = c -1 ( [ ^/.+i .x'1-"1-1 +...+[ an \ ),

le nombre strictement positif c et l'entier m € [ i , ^ — i ] étant choisis
arbitrairement.

C'est la méthode de Carmichael (1917, [24]); l'intéressant résultat 10 de la
liste B, ci-dessous, est un corollaire de celle-ci.

4. Notation : b'^=a.,.
La racine positive de

/ /"! \ / ^'2 \ / //. \

'ï"l'==•{ 2j 1 h- )•r'//""1 l- ( ^ l b ' ' ' \v"l 2^ - • • • -+- ( ^ I ̂  l" ) (Carmichael, loc. cit,).
\ ^ - 1 / Vv^^-n / ^-^,._.-4, /

5. Même notation.
La racine positive de

/ /., \ / /.-, N

tr//-: ( x^ b^ 1 ) •À'" "' 4 ( S i ̂  Â14 ' ) xn'^ - ' + • • • (Carmichael, loc. cit.).
.—(V ^|)^-,+( ^ l,^..)^-,

\^--=1 / V^-.-^+i / •

6. Une autre méthode intéressante a été donnée par Westerfield (1933, [120]).
On peut l 'énoncer comme il suit : Considérons l'équation en //,/T ̂ v^^\

n

( h + ̂ T==^ ?^ (A 4- Â-)^-'
v=l

Ann. Éc. Norm., (3). LXXVII. — FASC. 4. 43
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et astreignons les inconnues u^ à être des polynômes de la forme VA7 ̂ . L'équa-

tion admet alors plusieurs solutions distinctes ; soit u^ = P^ (À, k} l'une d'elles. S'il
existe alors deux fonctions h=hÇ\a^ |,..., |^|) et k=k(\a^ |, ..., a^\) telles que
a^^P^h, k\ quel que soit ([^ ,... , \a^ ), A( |^ i ,..., ^D+^d^ i ,..., \a,, )

est une majorante. Westerfield a, en particulier, démontré ainsi simplement
plusieurs résultats connus.

Remarque. — Ainsi énoncée, cette méthode est un cas particulier de la
méthode suivante : considérons l'équation en ^(i ^v^/z)

//, — i
[ cp (^ . . . , d,,)\H=>^^^[^(d^..^d^,

y étant une fonction positive donnée des variables positives rf,,, et les u., étant
astreints à appartenir à une certaine classe de fonctions positives de d^, . . ., dn
et de y, telle que l'équation en question possède toujours des solutions. S'il
existe alors n fonctions </v (| ai |,..., | On [)(i ̂ v ̂ ^) telles que | a^ \ ̂  u^ ( r / i , . . . , rf,,),
quel que soit (| a^ |, . . . , a^ ), cp est une majorante.

\ / \ v // ^ / ^ \//"'/Application. — Soit ç==Y^. Alors ( V ̂  ) —V//^ V ̂  ^ admet la

solution ?^=û^(//i +. . .+ ̂ V^ ; la méthode s'applique donc, a fortiori,
avec d^\d^ +. . . 4- c/v) == â?v , ce qui démontre le résultat 8 ci-dessous.

\ '- '-\7. Westerfield ordonne l'ensemble des nombres ( a^\, a^ 2, . . ., [û^|^ en
m—1

suite décroissante^ notée q^ . . ., ^,,; il notej^ la racine positive de y^iVy.
v=:o

II démontre alors (1938, [120]) le THÉORÈME : Si (g\, . . ., ̂ ) est la solution
m n

positive du système Y^v=.ym(i ̂ m^n'}, Y^v^v est une majorante.^—^,H\-^^=:"^^=^h Z _ j 5 ^ .
V -==. ï V == J

Remarque. — Y^'v^v n^ est pas continue par rapport à a.,, contrairement à ce
qui arrive à la plupart des autres majorantes de la littérature.

7l

8. V rf,,, où d,n est la racine positive de
V=l

( y ^v ) ^;;;-'' -:: 1 ̂  (Rudnicki, KJ:^ [1-0^|).



ASPECTS MODERNES DE LA LOCALISATION DES ZÉROS DES POLYNOMES D'UNE VARIABLE. 337

9. max \ Vn —^— ^ Yn étant la racine positive de
J^V^/ l (' ^V—l )

II— 1

r"=-^V v^J"=-^r (Anghelutza, 1984, [^]).
V =:()

10. Méthode « de comparaison par la moyenne arithmétique », de Markovitch
(1939, [70]; 1948, [71]) . Illustrons son principe par un exemple : Associons à

/ / — I n - , \

l'équation (i) : ̂ =^ r/, x ' l'équation (2) : x"=M^b^\ les 6,, étant des

nombres positifs, arbitrairement choisis et M étant le m a x ^ - ^ ^ j ; alors,
( ^ )

Mh^^ a., ; donc, la racine positive de xn='^ ^[^ est ^ de la racine
V==0

II — 1

positive de œfi=^(Mb^}x\ La méthode revient alors à définir des fonc-

tions /À, =/À, ( |^i |, . . . . ^ ), ce qui peut être fait d'une façon absolument
arbitraire; c'est là que réside la puissance de sa méthode.

•
Remarque. — La remarque qui suit le corollaire ^ . 1 (voir aussi l l î o j )

généralise, théoriquement, cette méthode; techniquement, son intérêt est dû

au choix ï (^)=^"—V(M/^)^ , a^ec M = max \-0— \^ de Markovitch.^— f b>) )

B. Majorantes (de i10 espèce) explicites :

Notation : /(^) = ̂  + a^ z'1-1 + . . . + a,,

1. i + m a x { | ^ | j (i^v^n) (Cauchy, 1829, [26]).

( .')
2. max •( (^ I a^\Y \ (Cauchy, 1829, [26]).

^ ////—————,-.——- \—1 ' T i r \ ^V )'). \\ i 4- M"' — i ) , on M == max; ^ ' • .pv. v-1/;

Notation : C^= le v01110 coefïlcient du binôme.

(Cité par Jules Tannery, 1906, [ 10(S].)

/ " \^
4. ( i+^ ^ ^ ) .

(Cas particulier du théorème P . l de Petrovitch, retrouvé indépendamment
par Carmichael et Mason, 1914? [23 [, et connu sous leur nom.)
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5. max <
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^ }
- î 2 ——— ;a,,-i a^_i (o< v </?.).

(Kojima, 1914? [51] ; démonstration initiale par l'inégalité des déterminants
de Hadamard.)

l^v6. (9^ - r)-1 max \ (-!^J-) (G. D. Birkhoir, 1915 [13]; Jensen [W])

n
7. Pour toute /î-ade de nombres A^^> o, tels que VÀ^ '^ I ,

iiïax ( ( Ày | Oy | y ( ( Fuj iwa ra, 1916, f^2 ] ).

Cette intéressante méthode a inf luencé plusieurs auteurs; voir, par exemple,
Carmichael f24]. On sait, d'ailleurs, que plusieurs des résultats de la présente
liste se démontrent aisément par cette méthode ([36], chap. III) .

(S, Pour tout couple (jo, q ) de nombres positifs tels que l + ' = i ,

(Kunryeda [o9], Montel [79], [80]).

9. max

donc,

max )i, Y | ̂  ^ (Mon
V=1 )

( n \ n n

2i«. i ) .2
\ V —. 1 / V == 1

10. Pour toute (n — i)-ade de nombres Xy ^> o,
u.^ . a;

^ ——r- -J- / . . . . . ,max < / i | -1' A i , --1- ///-i,
^ " ^1^ ^ ̂  . . . A,_,

(Kojima, 1917 l_^|î ^o^r aussi A.3.)

10 b. max { i + ^i , . . ., i + | ̂ -i ; | cin \ (Carmichael [24]).
n ^

11. V a., v. (Carmichael, 1917 |24J; il le démontre par deux voies diffé-

rentes. Walsh le retrouve en 1924, | 1171, par une autre voie, et le résultat est
souvent attribué à lui, seulement.^)

12. Avec les notations de A. 7, 71+73 (Westerfield, 1931, [119]).
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13. 2max) ^[ ' ( (Monte l , 1984, [82]).

14. 2 max (Anghelutza, 1984, [4]; corollaire de A. 9).

15. Pour tout X ^> o,

(v/oT^F) ^Q (Markovitch, 1989, [70]).

16. Pour tout couple (m, /??/) de nombres > i tels que -L +-!-,= i, et pour
tout ^^> o,

^+-1
//i m'

^-1 14- (.y. i ̂ vp"^ (Markovitch, 1989, [70]).

17. Pour À,, == i, À// = o et /^ ^> o (i ̂  ̂  ̂ ^ — i ),
i 4- Av ^vmax ' — •

' 1 /v-i 1 av_i 1 )

(Cowling et Thron, 1964 [28]; nous avions retrouvé, indépendamment, ce
résultat, par une voie différente, dans [125]. Voir aussi l'article [29], 1956,
de Cowling et Thron.)
1 18. Pour toute /i-ade de nombres ^>o(i^v^^),

n v \sn'.
Ctn dn- aî • '^^-^ (!=ï

Oi î TL
max <, l. , h ^1 / .n'.

(Cowling et Thron, 1954 [28]; corollaire de 17.)
L'intéressante méthode 17-18 a permi à ses auteurs de démontrer simplement

plusieurs des résultats de cette liste.

19. max) i , - ^ i + l ai p-4-

(Corollaire du théorème [20] de A. Brauer pour les matrices, cité par M. Parodi
dans [95], 1952 et dans[96], 1959.)

Il est évident que, quand le polynôme est lacunaire, plusieurs des résultats
précédents se renforcent.

Notes historiques\ — I. Le résultat intéressant B. 3 (J. Tannery, 1906, [108])
n'est cité par aucun des auteurs de notre connaissance. II. Les méthodes
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générales A. 3 de Carmichael et B. 10 de Kojima restent ignorées par la litté-
rature (quoique les articles correspondants sont cités hors texte), tandis que le
résultat assez particulier B.5 de Kojima est universellement cité. III. Le
résultat B.l l de Carmichael-WaIsh a occasionné plusieurs recherches; citons
les démonstrations de Rudnicki (application de A. S, [104], 1934), deMarkovitch
([70], 1989), d'Anghelutza ([5], 1941) et de Vythoulkas ([115], 1947).
Westerfield ra amélioré sensiblement (A. 7 et B. 12, 1933 et 1931).

On n'étudiera pas, dans ce chapitre, de majorantes (resp. minorantes) qui
ne soient pas de première espèce.

Nous allons exposer maintenant une méthode qui, appliquée au cas particulier
des polynômes, permet de construire très simplement autant de majorantes (resp.
minorantes) qu'on veut; elle permet, en particulier, de démontrer d'une manière
uniforme tous les résultats de la liste B, et plusieurs résultats implicites, en les
généralisant, le plus souvent.

Il serait juste aussi facile — aux notations près — d'appliquer cette méthode,
énoncée pour les minorantes, directement aux séries de Taylor (comme c'est le
cas dans [124] et [125]); seulement, il n'est pas nécessaire de le faire puisque,
en vertu du paragraphe 6, les dites extensions sont a priori valables (pourvu
qu'on les énonce convenablement).

B'. — La méthode des fonctions décroissantes; applications.

PRINCIPE DE LA MÉTHODE. — On désignera par F l'ensemble des hypothèses sui-
vantes : E et E'sont des ensembles totalement ordonnés'^ [a, 6] est un segment
de E; 1 et A sont des ensembles (quelconques) d'indices; ?(resp. X) parcourt
I(resp. A); (^) [resp. (^"A)] ̂ t un(ï famille de variables qui parcourent [^, b |;
cr((^) ; (x^) estune fonction à valeurs dans E', croissante par rapport à chaque a>,
et décroissante par rapport à chaque Xi. Si I u A est infini, on supposera en plus
que a est croissante (resp. décroissante) par rapport à (^) (resp. .r/)), au sens
indiqué ci-dessous.

Notations. — Pour abréger, on écrira cr(^; .r/) au lieu de o((.r)); (^)).
(jÇx; x) désignera la fonction [<2, 6] -> E/ qu'on obtient, quand on remplace
chaque x\ et chaque x^ par x. Si M,, et M^ appartiennent à E, (M^) ̂  (M^ ) signi-
fiera : Mv^ M^, quel que soit v.

LEMME 3. — Ajoutons aux hypothèses F V hypothèse que les éléments (quelconques)
R)^, R) , M( et M', de E vérifient les relations (R^ ̂  (R) ) et (M,) ̂  (M^ ). Conclusion :
a(R^M;)^a(R,;M,).

Démonstration. — Quand on remplace, dans <J(R^; M, ), un seul R), par R^, la
valeur de <r ne diminue pas, puisque a est croissante par rapport à x\', même
remarque, si l'on remplace, dans O-(R); M^ ), un seul M^ par M,. De là, on
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démontre le lemme par une récurrence évidente, quand lu A est fini. Leiemme
est évident, si lu A est infini ( A ) .

On désignera par F' l'ensemble des hypothèses suivantes : Ajoutons aux hypo-
thèses F l'hypothèse que E = E' et que E est un demi-groupe (monoïde) additif,
totalement ordonné Çx^y entraînant x ^ - z ^ y ^ - z , quel que soit z), conte-
nant un élément neutre (noté o).

LEMME 4. — Ajoutons aux hypothèses V les hypothèses: g • : [ a , b] -> E est une
fonction vérifiant la relation gÇx) + aÇx\ x)==x', x^ç[a, &]; R,(resp. r^)
€[û, b\ et F) ^^O^RA. Conclusion : On a, quels que soient les éléments M( de
\a, 6] et Félément M^M/ Çresp. ^^M/) de [a, b |,

min { ^ g(x^ -+-cr(rr, M,)} ̂  .z'o ̂  max (M, g{x^ -+-(7(R^; M,);-.

Démonstration. — Considérons, par exemple, l'inégalité de gauche. Si x^^- ;j>,
on a a(xo; Xo)^(j(r^; ^)^o-(^; M,), ce qui entraîne ^o^^(^o)+ a"(^; M/).
Ce lemme simple entraîne le

THÉORÈME 9. — Sous les hypothèses du lemme 4, toute racine p de V équation
g'Çx) = o vérifie les inégalités

( A ) . . m i n - { ^ , cr(r),; M;); ^p^max { M , (7(R),; M;)}.

Dans le cas particulier où, quel que soit \, G est indépendante de x^ on peut
mettre ces inégalités sous la forme

(B) min ; ̂  cr(M,) }^ p ̂  max -| M, c r ( M , ) j .

L'intérêt des inégalités (A) et (B) réside aux faits : i° que p ne figure plus dans
les membres de gauche et de droite, et 2° que les M, sont des éléments arbitraire-
ment choisis de [à?, b ].

REMARQUES. — 1. Même du point de vue « applications », la généralité des
notions et des énoncés considérés ci-dessus est justifiée par plusieurs raisons;
la possibilité de définir des « sommes » non dénombrables dans certains demi-
groupes totalement ordonnés (exemple : les nombres ordinaux) en constitue une,
la notion d'intégrale définie par Banach dans [8] (intégrale définie sur toutes les
parties d'un certain ensemble) en constitue une autre. Ces deux exemples
seront étudiés ailleurs.

2. Désignons par H l'ensemble des hypothèses suivantes : E, E7 et W sont des
ensembles totalement ordonnés; [a, 6]cE, (y, ^CE'; J === ensemble quelconque;
(I/)/ej est une famille d'ensembles d'indices; ij parcourt ly; (^.),ei est une
famille de variables qui parcourent [a, 6]; <py est une fonction de toutes les

(1) En vertu de Phypothèse supplémentaire introduite dans ce cas.
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variables ^(^€l/), monotone par rapport à chacune d'elles, avec le même type
de monotonie pour toutes; ç, a (y, o) comme ensemble des valeurs. (yy);çj est
une famille de variables qui parcourent (y, o); /((yy)yeî) est une fonction à
valeurs dans E^, monotone par rapport à y / dans le sens contraire à celui de y,.

Les fonctions de la forme/((yy)) se présentant très souvent dans les inéga-
lités « positives », il est utile de leur donner un nom; appelons-les « fonctions
doublement monotones ».

Des exemples immédiats de telles fonctions sont fournis par les séries

^a^x~\ les produits Fl^v^' (finis ou non) et par les sommes, produits,
racines positives, etc. de telles fonctions, quand ^€R+ et v parcourt une partie
de N; mais, ces exemples ne sont pas les seuls.

3. Le théorème 9 admet diverses généralisations; il suffit d'appliquer aux
fonctions o- nos considérations de [1251.

LEMME û. — Ajoutons aux hypothèses V F hypothèse plus forte que E est un corps
ordonné maximal et remplaçons <(=x» par ( ( = x 1 ) ) dans F7, avec ^eQ* et
[û, 6] c E^ si t -^ 1. V hypothèse du lemme 4 entraîne alors les inégalités

\ i ) ( ' i j
m i n ( ^ [g(^)+fj(r^ M,)}1 \ ̂ œ, ̂ max ) M, [g{œ,) 4- cr(R,; M,)]7 ; .

PROPOSITION 9. — Sous les hypothèses du lemme 5, toute racine p€[û , 6] de
gÇx) = o satisfait aux inégalités

( i ( ( n
(C) m i n ( ^ [cr(rr ,M,)]^^p^max(M, [cr(^; M, ) ] 7 } .

L'hypothèse qu'on a fait dans le lemme 5, permettrait de développer F essentiel
du paragraphe 10 pour un corps ordonné maximal quelconque E. Pour fixer les
idées, nous choisissons E = R, ci-dessous.

10. APPLICATIONS DE LA MÉTHODE. — Elles concernent le problème : Construire
des majorantes de la fonctionnelle ̂ i, . . ., a,,), définie par la racine positive^
de l'équation

x^- •==- ai .̂ -1 + . . . 4- a^ on a^ ç R,.

Formules générales, — Quand Ça,, .... ̂ ) ̂  (o, ..., o) (seul cas intéressant),
'E, est aussi la racine positive de l'équation x'= ̂ .z•/-14- . . . 4- a ^x 1 ' / / , où
o <^ t ̂ _ i. Cela conduit à poser

/(J7 )= ̂ iji -r-...-{- anyn ;

^/(^)=(ïl^A~\ où 9^>o et ^6,=./-/.
V^eiy 7
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L'application de la proposition 9 à/(çy(.r/ )) donne alors

( / // \^
(10) ^ m a x ^ M ^ ^ — ^ — ^ ^ où M = = m a x { M ^ j . .

/ — J -11 i]
i^j /

On peut considérer des produits TT^ finis ou inf in is ; nous nous limitons
ci-dessous au cas fini, dans lequel on va considérer divers cas particuliers de (10).

I. 0^. = i ; ? = [ . Notons alors : Iy= \ (y, i ), . . ., (y, / — \ ) j . On obtient

/ \ •/- ^ { ^.r a^ u", ^ft( ï l ) £^max M, ^ + — — 4- r-.——— +. . .+ ,-.———f-5 1 M,! M^M,. M^. . . M^_i

Choix particuliers des M^ :

1. M^ == M. Cela donne

/ i x - ^ ( it/r 6<9 ^^ ^ )
. i i . l ) ^m a^M^ l +M-h?+•••+M^!•

Remarque. — On utilise souvent le fait simple suivant :

U-î Un

^M^-^M'^^
implique que ^^M.

2. Myv==My. Cela donne

( ' i ' 2 ) E ^ m a x ^ M a , . ..., M^; a.i + ^ 4- <— +.. .4- —^M, M2 MF1

3. Myv=M^. Cela donne

^2 ^3 a^( i i .3 ) t^max^ M^, . . ., M^; ^i4- — + ,-.— +. . . -+- „——.-,- ,( Ma MsMr, M 2 . . . M / ^

Remarques. — 1. Il est, quelquefois, utile d'exprimer le résultat (n) comme
il suit : Soit J == j: i , . . ., n}, Iy= [Q\ i ), . . . . (/, y )} et M = max {Mj,}.

Alors, si
C<1 .̂̂  ^/^

MH + M.7M^ +' "-r" M^...M,,^
o^ a ^^M.

2. Sous la même hypothèse, on a l'inégalité plus forte
i

^(aiM^^+asM"-^-. ..4-^)".
^/i7i. j5'c. yVorw., (3), LXXVII. -- FASC. 4. 44
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il. J = j i , . . . ,^ , i ,=i j ;(y, i), . . .^y,/)};o, .=-^o^=T.
Alors,

/ ^ - ^ AÏ /^ iMî a,M.^ ^JVH v)
( 1 < 2 ) ^max M-(X7+M.X;+•••+M^^ )•

Quand t — o, on retrouve la remarque 1.
La racine positive ^ de xn= a^x'1-^ +. . . + a^ coïncide avec la racine positive

de xl=a^x-^-(a^^-a^x~^' +. . . + ^a?2-7'-), donc, avec la racine positive de

.r =: - [̂ ..i + y^/Ï -h 4 ( ̂ î + ̂ ;i •^--1 + • • . + a,,x1 -" ) ] ;

le second membre de cette équation étant de la forme /(y/^)), on a

( i 3 ) ^max^M, ^ [ a., + ̂ i + 4 ( ̂ 2 4- 03 M^i + a, N7; M^ +... + a,, M^ . . . M^^_, ) ] \.

Remarque. — La racine positive de l'équation

/T. b•> bn, 7, /•> In

1111 i i j nl t t~- b.) bn
i/^,4- — +. . .4- -^ +. . .+i//
y x .r^ \/^^^.+t/^+^+.. .+^+.. .+t/^4-^+.. .4-^

(^, 6^, . . ., ^ sont des constantes positives) vérifie une inégalité analogue à (i 3);
cette remarque s'applique également à certaines fonctions algébriques explicites
définies par des expressions algébriques plus compliquées.

L'inégalité de Hôlder permettrait d'obtenir des nouvelles inégalités à partir
des inégalités précédentes, tout comme dans le cas de Montel [82], Marko-
vitch[71]et[125].

Appliquons maintenant les formules générales précédentes à la démonstration
de certains résultats connus.

71,

Applications de (i i . 1). — Notation : F (M) =Y ^M'"1.

i" Soit À une constante > o et soit A le max i ^ À ' } ; alors, û^^AX^ et
n

F(M)^AÀ-1^(MX)1-V ; donc, s i M A > i , on a

F(M)^A^^—^^=AM(M7-i)- ;

alors, iM^F(M) équivaut à M^X-^i+A). D'autre part, M^X-^i+A)
entraîne M X > i ; donc, M^À-^i+A) entraîne M^F(M); par conséquent,
S^X-^i+A). C'est le théorème de Landau et Karamata (§ 8). Le cas parti-
culier À == i donne le théorème B.l de Cauchy.

n n

2° max { i, F ( i ) } = m a x ^ i,^ûJ; donc, E^max^i .^aJ. Cela démontre

la dernière partie du théorème B.9 de Montel.
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3° Soient /l, ', . . ., A,;' des constantes positives (^>o) de somme i et soit A
/ i ' //

le max ((a. A, ) ' ) ; alors, a^\^ ^) etF(M)^A^A71^ y"1. Le choix M == A

entraîne F(M)^A.i ==M; donc, E^max ( (^A, , ) Î ) . C'est le théorème B .7
de Fujiwara.

Remarques. — Les applications 1°, 2° et 3° de 1^ méthode montrent claire-
ment que sa généralité propre est au moins celle des séries de Taylor, la restric-
tion au cas des polynômes étant tout à fait artificielle.

II. On a déjà remarqué (voir Dieudonné [36], chap. III) que les théorèmes
B/2 de Cauchy, B.9 et B.13 de Montel peuvent être obtenus comme corollaires

//
de B.7, pour les choix respectifs : i° A^== ï-^ 2° A^== -1- V a^ et 3° )^=p', où

//. di\) r̂
V==1

?/':=: p/'-i_^_ p^-^_p . .+ i • I I arriverait au même d'appliquer directement notre
méthode.

i / ^
4° Soit À une constante positive (,^>o) et soit a^max j^ - '—^ ; alors,

o^^XC^a'' et

F(M)^.M^C;^y--.Mf(^^)"-.

I l 1 \n Idonc M ̂ F( M) équivaut à M^ a i +-r ) — j ; donc,— \ /y

^«[(.^r-r1
C'est le théorème B. 15, de Markovitch; le cas particulier A = i donne le théo-
rème B.6 de G. D. BirkhofT et Jensen.

5° Faisons le « changement de variable » M = = p P , p ^ > o , où l'on a posé

fJ = max j^i . Alors, a^^\ et F(M)= p? 2 iïi + ^Y-i1. OnaM^F(M)

k 'n 1~'1

équivaut à p8^p8 2 ( i + — ) — i équivaut à M ̂  i + ^ ) — - 1 .Donc,1 [ [ —-[ [ \ M/ 1 — ^ / J

r / ^ --1
^^ / i + ^ ) — i • C'est le théorème B.3 (J. Tannery [IG(S |).

Remarque. — La majoration systématique de la somme F(M) que nous avons
fait dans les exemples précédents revient à une application tacite de la remarque
faite après le corollaire 5.1. Certains procédés de Montel [82] et la méthode
précitée de Markovitch (f70], [71]) pouvant également être considérés comme
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des applications de cette remarque, cela explique les ressemblances que pré-
sentent certaines applications de ces méthodes.

//
6° Posons d^==. ——^ (i^^^^); il suffit alors d'avoir M ̂  V ̂ , pour qu'on

n- / n \ m~l

ait E^^.rfy; il suffit donc d'avoir : Wn~i^-[ ^ ^ ) (a^w^/z), ce qui- — ̂  — \ ^ j / \ — - — / i
^=1 \V==1 /

( // \ m—\

équivaut à ̂ m^ V ci, ) ; cette dernière inégalité sera a fortiori satisfaite
v--=l /

//

si l'on a ^m= fl'^ ̂  ^v Cela démontre le théorème A.<S de Rudnicki .
V =: 1

1

Application de ( T r .'2). — Le choix i\i,== d^ (^ ̂ v^^) donne

? ̂  max a.) <//, j -<^2, . . ., a71 ; ^/i + —^- + . . . -h -^—, ^ •==- ('\ + <'-, -I- . . . -4- a'^

C'est le théorème B. il de Carmichœl et Walsh.

Applications de (n .3). — i° Faisons dans (i i .3) le changement des variables
Mv= ^ [- a^-(2^v^^). Cela donne

6Ï^_ )

(n . 3 ^) ^^max* ̂ 1 - 2 ? • • • î ^1 —tl-\ (i4-^24-^^:î+. . .4-^2. . .^)^i •
( ^i ^/i—i )

Si Fon pose ^=1^, (n. 3&) devient le théorème B.18 de Cowling et
Thron.

2° Le changement des variables u-7^ ——^C2^^^71— I)? P'71 ==A^_i, avec
/'•v_-i

À,,^> o, donne
AI A-l /q AI . . . Àfl__j

^+^^+...+^...^^^^+^^^^^^^+...+^^^^^^^^^

Cette somme est <^ Xi car, le coefficient de Ai dans le numérateur de la frac-
tion obtenue ne contient pas tous les termes, par hypothèse ^> o, du dévelop-
pement du produit ( i + As ). . . ( i + À,,_i ). Donc,

- ^ ( I 4- Àv ^y , , . , I On , . , )^max -.—— _ — ( 2 ^ ^ ^ / z - i ) , ,—— ——; ( i + À , ) ^ ;
( Av_i '(v—i i^n—\ all—'[ ]

c'est le théorème B. 17 de Cowling et Thron ; le cas particulier \= i donne le
théorème B.5 de Kojima. Voir aussi [12^].

3° Posons ^==p-1. Alors,^+p.2^3+..•4-[^2.•.!^ :=p~ l+F--2+...+? l - -";
donc, si p est la racine positive de l'équation x' '= x""1 + x11^ -\-. . .+i, on a
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i +- ;^2+. . .+ ;^. • '[^=^ et ^^pmax ^-^t. C'est le théorème A. 9 de( a^—\}
Anghelutza.

4° Le choix \^=^^^^n—i), ;^=i donne directement le théo-
rème B. 5.

Revenons à la formule générale ( 11.3).

5° Le changement des variables i \^==—u——-4-À,/2^v^/i—i),
/.J . . . /v_l v ——— ——— /

M,,== ^——'-——? avec X^"> o, donneAI . . . A/i_i -"

a.i 7i 7^ i l ; a;; /i 7^7;;
/ 1 = M, + ~M7 ==: M, 4- .VLMT; + M^

==- (démonstration par induct ion) . ' 4- ^ -\- . . . 4- ——'-"-—- .
1M^ M^ M;; M ^ . . . M,,

D'où

S^max 1 —— < / -—— +/„ ( 2 . ^ ^ ^ / 7 — 1 ) , .—a-——; a,-{- 7, /

( A i . . . Av._i A i . . . /i,,__i 5

C'est le théorème B . I O de Kojima. Le choix particulier / ^= j donne le
théorème B. 10 b qui améliore légèrement B. 1.

Remarque. — L'intéressante identité Xi= (— +. . .+ -.—a—— reste vraie
1M^ 1V1.2 • . • 1V1^_i

dans tout corps commutatif, pourvu que les My et les \ soient non nuls.
( _ 1 _L)

6° Le choixÀ,=max^^,. . ., a"^ a,,. . ., a^( ^ j ^ v ^ / z — i ) , dans 5°,
( ^ 1 _i_ i

démontre que E^max) a,-{- Ai , â^+À, , . . .,a7/:=l+A„„l; a^ ( résultat un peu\ " n—A ^ ; 1

plus fort que le théorème B. 12 de Westerfield.

Application de (i3). — Le choix M^= i donne

r ̂  max) i , ^ | ai + \ a] 4- 4 (a, -h . . . 4- a//)] 1 .

C'est le théorème B. 19 que Parodi démontre dans [95] comme corollaire d'un
théorème [;20] de A. Brauer pour les majorants des modules des valeurs caracté-
ristiques d'une matrice d'ordre /i.

Emploi de l'inégalité de Hôlder. — 1. Soient ^(i^v^/i) des constantes

^> o arbitrairement choisies ; comme al —+. . .+ an — ^-1 entraîne ^ ^- M,c'i IVln c,i M,,/, ——

on a alors que, a fortiori, pour tout couple (À-, k ' ) de nombres^> o tels
que k - ' + k ' ~ ' = i ,

rv^'v / / ^ ^ ^ 1 ^ ^ / ^ \^ / ^ w'
[^) "••-'-(cj l [(^} ^-^OV^-M^J j ^I
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entraîne que E^M = max | M^ j . (On pourrait aussi formuler d'autres implica-
tions, analogues à celle-ci.) Cela démontre, pour c^=c et

rr
M^=^-' 1-4- ( ^aî^

le théorème B. 16 de Markovitch, généralisation du théorème P. 1 de Petrovitch.
L'emploi des paramètres c., et, essentiellement, l'idée de cette démonstration
sont dus à Markovitch [71].

//
2. Soit J la racine positive de l'équation ^0=^ a ^ x ' , Ov^o, ûo=i et

a^ o. Soit 6 un nombre € [o, i [ et soit (k, k' ) le couple considéré dans 1.
Alors, ^ majore la racine positive p de l'équation

/ \ \1 ^
^o=( ^4^°^ ) (.r(l-o)^)^7;

donc, si E <^ i, ^ majore la racine positive pi de l'équation

- 2^ (-
\v=i /

^{\^}k' \ k'

— X^-^' ) ;

si l'on pose ^{x}=[^ak ̂ hi} ? F1 est aussl ^a raclne positive de

^ =i+<î>(^), donc également de ^ =(I+$(.F))(1 ) . En posanty==<r-1,

nous passons maintenant au cas des majorants de la racine positive ^
n

de <î(,y==V â^-vj7, puisque $ est majorée par la racine positive de

y=[I+(Ï)(y~ l)]( l~o)/l '. Or, ^(y"1) est doublement monotone. Donc,

( i 4 ) i ^max j i, M, ^ i + ^ aî(M7.,1 . . .M^1)
\ \ _ ^ == '

a î(Mv-, ' . . .M^)^ ( M = = m a x { M ^ O .

Pour 0= o et M^= i, ^ 1 4 ) donne le théorème B.S de Kuniyeda et Montel;
voir aussi [125 |.
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Remarque. — Comme le cas k=kr=2 de ce théorème coïncide avec le
théorème P.l de Petrovitch (ou, de Carmichael-Mason) pour les polynômes et
comme le théorème B.8 pour les minorantes s'étend (en vertu du paragraphe 6)
aux séries de ïaylor, il s'ensuit que B.8 généralise P . l , même dans le cas des
séries; même remarque pour le théorème B.16 de Markovitch, par rapport
à P . l .

Nouveaux résultats. — Les inégalités générales (n)-(i 4) permettent de cons-
truire autant de majorantes qu'on veut. En voici certains choix, faits au hasard :

1. ( 11.1 ) donne pour M == 2 :

.. ,. ( 09 dn \c ̂  max { 2, <%i + — -i- . . , + — ..
'— ( 2 2")

2. (n .2) donne, pour My= a^Ç^^v^n) :

( _ (
E, ̂  max i a^""1 ( 2 ̂  v ̂  n ; Oj 4- n ( -

3. (n .3 6) donne, pour ;^==i(2^v^^) :

... ( ^ , .. . , )_ ̂  max ^ —— ( 2 ̂  ̂  ̂  //. ) ; /^ai ^ .
( ̂ -i )

Si l'on veut obtenir des majorantes de la forme considérée traditionnellement,
le corollaire suivant de (i i .2) est assez suggestif :

Si Von subdivise la suite a^. . ., a,,, de façon tout à/ait arbitraire, en des sous-
suites a ̂ ,. . ., a^i) ; a^m),. . ., a^m) (les indices d'une même sous-suite vont en

croissant) et si F on fait le changement des variables dé fini par
.VO-) - y,

T-^-I / Y
I/^ :=^[ ^'i^

\ ry=ï
M .̂;- '^c'.j ^a.> ) (^=i, ..., ^^; k=^ ..., m),

^ variables Af/ ^^ c/^ étant positives et les y/, réelles, on a

Vk .Yk

..a) x -i^^-i F /.a) x -, /^)

(i5) ^maxj c^ ̂  a^,, j J c^ ̂  a^-) ) (^=i, • • • , m);
IT

\<7=1 / J L \<T=1\ 1 \rr — i / I 1 \ < T _ i \

^. + ̂ ' ( ̂  ^/^, ) + . . . + ̂  ( ̂  ^^.,

\7=1 / \<7=1

Plusieurs des majorantes de la liste B sont des cas particuliers de (i5).
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(i5) entraîne le corollaire ( i56) :

Hypothèse supplémentaire :
v ( /. »

C- Y . . ^A')——!Si ^^0,^1, J^TT^—;^^ s < ^ )
<7=-^ l

V 0 )

• Y -. .^'-isi ^ a^. > ̂  T , y/,^ ^—— -
(T =: 1

Conclusion :

(v ( i ) M-VI / v ( ^ » \i-.r,»
(1^) C^^4- .̂,) ^- • • • - i - ( ^^o) .

vO-^l / \<7-i /

Applications de ( i5 /?). — 1° Subdivision : m=i. Si, alors,
//

, // i , v^, ) ' ^——— quand ^ ^y^ l i ,

//

.7 :É= quand ^ ^/^ ' ?

on a / . y-,.
£^^+(2^) •

\/-=2 /

(y == o donne la majorante B. 9 de Montel. )

2° Subdivision : v^= i ; À- = i , . . ., n — i. Alors, si

. k A ^} ' k •̂  ,—— quand a^^ ̂  i ,

\h ^r: j.—— quand t t / + , ^ i ,
A ]— l

on a

(Ceci est également un corollaire du théorème B . l l ; ce dernier correspond

àj^= ~k~~^ d'où sa perfection. )

Application de (i5). — Subdivision : ni = i. Alors,

( i5.1) S ^ m a x j c ( ^ ^ / ) ( i ^^^^ - i ) ; ff j+r-^ ^a,
\/=2 / _ \/^2 ,
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Application de (i5.1). — i° c=i e ty=o donnent la dernière assertion
deB.9.

( — / " \ )2° y=o donne ^max c, c'-1, ^+c- l^ ̂  ̂  ) . Le choix particulier
^ \/=2 / )

n n \

c=^aj donne, enfin, ^max ^^, i + ^ i ^ [ce qui résulterait aussi du

choix : c==i e ty=i , dans (i 5.1)]. Ce dernier résultat admet une généralisa-
tion très simple : Subdivisons la suite a^ . . ., a^ en deux sous-suites, (^) et
(^vo+v)? l'ensemble {a^} pouvant éventuellement être vide; alors,

( I 5-2) E^max i+^+^,i/^a^
[1 V

COROLLAIRE :

( I 5-2 6) ^maxji+a,+^a,,^a^j.
( [1 V )

Le résultat reste vrai quand {a^} est vide, mais il est alors un corollaire
des théorèmes B. 1 et B. 9.

Remarque. — ( i5) est utile surtout pour suggérer des propositions. La
démonstration directe de celles-ci, à partir de (n.2) est ensuite, souvent
immédiate; par exemple, ( i5.1) résulte du corollaire suivant de (n .2) :

( V V \
\ Z^^ ^^o+v(

£^max)M^i,-——-+-^^-(.

CHAPITRE II.

LOCALISATION DES ZÉROS DES POLYNOMES

DANS UN CORPS COMMUTATIF DE CARACTÉRISTIQUE QUELCONQUE.

A'. — Définition et propriétés des d. c.

1. PRÉLIMINAIRES. — Terminologie, notations : E — A = = complémentaire
de Fensemble En A par rapport à E; dans le cas où E est muni d'une loi de
groupe additif et où AcE, l'ensemble des éléments x—y de E, avec ^eE
et yeA, sera noté E + ( — A ) ; si A.={a], où aeE, on abrégera (—{a})
en (—a).

En ce qui concerne les termes habituels, ils sont, pour la plupart, empruntés
à Bourbaki; ainsi, on appellera permutation d'un ensemble E une application
biunivoque de E sur lui-même; fonction == application.

Ann. Èc. Norm., (3), LXXVII. — FASC. 4. 45



352 S. P. ZERVOS.

L'ensemble G, muni de la topologie habituelle, etR2 seront identifiés, en tant
qu'espaces topologiques, et on les appellera plan complexe. On appellera cercles
les disques de ce plan. Le compactifié CU { c o } de G (par adjonction d'un point
à l'infini co), muni de la structure algébrique de corps projectif, sera noté G,,);
nous appellerons « d. c. » de C^ :

Les parties de C(0, G, les cercles ou demi-plans ouverts et leurs réunions
avec une partie connexe de leur frontière).

Les complémentaires de ces ensembles dans C^.
« d. c. » rappelle le terme « domaine circulaire », utilisé quelquefois dans la

théorie des fonctions analytiques (Montel [85]) pour désigner ces ensembles.

Notation : (î)(C,o) = ensemble des d. c. de C^.

Notion usuelle de convexité, par rapport à R, dans G; Bc= ensemble des
parties convexes de G.

On ne considérera que des zéros de la fonction f(x) contenus dans son
ensemble de définition, et différents de co.

Le même symbole « = » sera utilisé dans les identités et dans les équations,
le texte permettant de faire la distinction.

Toutes les fois que nous introduirons une notion nouvelle, elle sera désignée
par une combinaison de lettres (par exemple, « s. e. », « d. e. »), que nous
spécifierons.

PROPRIÉTÉS DES D. c. — I. Tout rf. c. ne contenant pas co est convexe. II. Si Ce G,
la permutation ̂  de C^, définie par ç^(^) = (G — ^)~S transforme tout rf. c. ne
contenant pas Ç en un d. c. ne contenant pas co, donc en une partie convexe de G.
III. La permutation f de C^, définie par f^z) == ——, (appelée « homo-
graphie »), où ac^bd, induit une permutation de d3(G^); c'est-à-dire,
/échange les d. c. entre eux (« / transforme les cercles en cercles »).

Ces propriétés sont à la base de plusieurs résultats classiques; il y a donc
intérêt à généraliser ces propriétés à des structures moins fortes que celle
de G; pour cela, il est nécessaire de généraliser la notion de d. c. La définition
que nous proposons s'inspire du théorème suivant : Soit A une partie de G,,,; si,
quel que soit ^ € G — A, ç^(A) est convexe, alors A est un d. c.

Donc, la propriété II caractérise (©(Cco) dans ^(^(C^)).
Le théorème cité est un cas particulier des théorèmes 2 et 2 6 du chapitre III.

2. DÉFINITION ET PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES D. E. — Considérons Ull COrpS

quelconque K, non nécessairement commutatif; adjoignons à K un élément
« infini » co, et munissons K u { c o } de la structure suivante, dite de corps
projectif : i° la partie K de KU { ^ } garde sa structure initiale de corps ; 2° pour
tout açK, a + co == co + a = co; pour tout a ç K — [ o ] , ^co = cou = co; et
3° 0~~l=(x>, ^~l=0.
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Notation : <p^= la permutation de K^ définie par ç^(^) = (^—^)~1 .

DÉFINITION 1. — Une partie B de ^l(K) sera dite « ^-ensemble » si Von a :
i° 0€B, KeB et, pour tout œ^K, ^eB; 2° B + x=x^ = B.r= B(1).
Les éléments de B seront appelés « s. e. ».

Notation : (K^, B) = K^ muni de B.

Exemples de ^-ensembles. — i° Bc; ^>0 Les traces des d. c. de G,) sur C.

Définition. — Une permutation de K^ sera appelée homographie de pôle ^ si
elle est de la forme z'^=(az-}-b)Çz— Ç)-1, avec b+a^^o, où (<2,6,QeK3 ,
ou de la forme z ' = (z — Q-1 Çza + 6), avec b+^a^ o.
Chaque homographie est bijective et son application réciproque est également
une homographie.

DÉFINITION 2. — (K,o, B) est donné. Une partie A de K(,) sera appelée « ûf. ^. » '̂
<?/fc ̂  ^0^ un des ensembles 0, K, K^, ^o^ ^/fc ^^<° ; i° pour tout ^ € K — A ,
ç^(A) ^^ ^/i ^. e^ et 2° ^'A n^ est pas un s. e.y co^A.

Notation : (î)(K^, B) = ensemble des d. e. de (K^, B).

Les hypothèses B + ̂  = Ba? = .rB = B et les identités par rapport
à z e K — { o} :

(a.s 4- b) (z - Ç)-1 = a + (aÇ 4- b) (z - Ç)-S (^ - Ç)-1 (^ + ̂ ) = a 4- (^ - Ç)-1 (Ça + 6)

montrent que si A est un d. e.^Ç, toute homographie de pôle Ç le transforme
en un s. e.; on pourrait donc remplacer, dans la définition 2, ©^ par une
homographie de pôle Ç.

Pour (a, G) ç K2, on a les identités par rapport à z ç K :

^ + a — ( Ç - r - a ) = : . s — Ç , a z — a ^ = a ( z — ^ ) , za — Ça== (z — Ç) a;

ceci démontre que chacune des homographies spéciales z'=az-{-b,
z'=za+b(^a^o) induit une permutation de ^3(K^, B); en fait, il y a plus :

THÉORÈME 1. — Chaque homographie induit une permutation de (î)(K^, B).

Donc, chaque homographie transforme les d. e. en rf. e.

Démonstration. — Puisque les homographies sont des applications bijectives
et que leurs applications réciproques sont également des homographies, il
suffît de démontrer que chaque homographie transforme les d. e. en d. e. Ce
fait étant déjà démontré pour z ' = az + b et z ' = za + &, il suffit de le démontrer
pour z'=Ç(,—^)~S avec Ç^ co.

(1) Dans cetle notation abrégée B -h x signifie, en fait, la famille des E - + - i ^ } , où E c K
parcourt B. Le sens de Ba? et x^ est analogoe.
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Soit A un d. e. et $eK—^(A) ; nous avons à montrer que : i° 9^(y;(A))
est un s. e., et 2° si y^(A) n'est pas un s. e., coeç^(A). Or, on a

^(.)^;»> E-1(Î-S-)-.]-(S-«) .. E^,
( (P) ^ — S si Ç = = o ;

^(ç-r^SeK.-c^A);
KCO— 9ç(A) = : cp^ (K^—A) (çpç étant bijective).

Dans tous les cas, si 9: (A) n'est pas un s. e., CeA et, par conséquent,
O)€^(A).

Dans le cas (a), y^ est une homographie de pôle Ç — ^ ç K — A ,
donc y^(A) est un s. e. Dans le cas (p), <p^ est la translation z—^\ alors,
si ç^yç(A) n'était pas un s. e., A aussi ne serait pas un s. e., donc coeA,
donc oeç^(A) contrairement à l'hypothèse o = = ^ e K — ^ ( A ) ; donc, ç^(A)
est un s. e.

Le théorème 1 généralise le résultat classique : Les homographies
transforment les domaines circulaires (les d. c.) du plan complexe en des
domaines circulaires.

Les raisons de ce théorème sont donc assez algébriques.
Pour tout a e K^, { a} et K^ — { a } sont, trivialement, des d. e.

Remarque. — Pour chaque ^eK^, posons V(.r)== ensemble des d. e. 3x.
(V(a?))^i^ a les propriétés :

a. Pour tout a-^. co, V(*r+A)--=V(.r)+â.

6. Pour tout a ̂ o, (D, V{ax)=a\{x) et V(.ra) == V(.r)â(1).

c. V(^-1)=[V(^)]-1(= ensemble des images réciproques des d. e. 3;r).

// suffit donc de connaître un seul \(x)pour les connaître tous.

Les conséquences apparaîtront plus clairement dans le paragraphe 4.

3. EXEMPLES :
E.l. B = : { K } u { { ^ } 5 ^ € K } u Bo, où Bo = ensemble des parties de K de

même nombre cardinal a(a^du nombre cardinal de K). Alors,

( î ) ( K ^ , B ) = { 0 } u { K ^ } u n ^ i ; ^ e K ^ } u { K ^ - ^ } ; ^ e K , ^ u B , ,

où BI = ensemble des parties de K,,) de cardinal a.

E.2. Soient k^ un corps intermédiaire entre Q et R, et K un surcorps
de ko. B = ensemble des parties convexes, par rapport à ko, de K.

(1) Dans celte notation abrégée V(^) -»- a signifie, en fait, la famille des E-+- { a \, où E parcourt
l'ensemble V(.r) des d. e. contenant x.
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E.3. Le même K que dans E.2. B = ensemble des parties de K pouvant être
mis sous la forme Au F, où Anr= 0, A est soit vide, soit convexe, et F est un
ensemble de cardinal ̂ a.

E.4. On définira maintenant une notion de « convexité » dans un espace
vectoriel U dont le corps des scalaires k est de caractéristique quelconque.

Notation : Ip= anneau des entiers module p .

DÉFINITION 3. — Soit U un espace vectoriel sur un corps commutatif k de
caractéristique p (resp. o). On dira qu'une partie A de U est « p'cowexe »

(resp. « Q-convexe ») si, quels que soient les entiers m ̂  o et n ~=^ o (mod jo)

(resp. m^> o et n^> o), la suite ^i, . . ., ̂  d'entiers quelconques (resp.^o)
m |
V \j.i=n, et la suite a^ . . ., a,n de points de A \ le point x définiavec 7. ?J-, =n,
;•==! J

m

par nx==^.[^iai appartient à A. Convention : 0 est p (resp. o)-convexe.
1=1

Abréviation. — On désignera aussi o parjo, dans « o-convexe ».
L'ensemble des parties jo-convexes de U, muni de l'intersection ensembliste,

est un n-demi-treillis complet, ayant 0 (resp. U) comme élément minimal
(resp. maximal). Si ECU, on appellera l'intersection de toutes les
parties jo-convexes contenant E, « enveloppe p-convexe » de E.

(Comparer la définition 3 à la définition donnée dans [18], chap. II, p. 69.)
Remarques. — 1. Il reviendrait au même de prendre m ==2, dans la

définition 3.
2. Soit A une partie jo-convexe de U. Ie r cas : p^o. Alors, si A contient

deux points distincts, il contient au moins p points distincts. ^Démonstration :
Soit {a, & ) e A 2 et b ̂  a. Les p points de A, v"1 (a + ( v — i ) ^ ) » où v
décrit î p — { o } , b sont tous distincts.] Ainsi, si U=I^, A==I^==U. 2e cas :
p=o. Alors, si Ça, &)eA2 et b^a, le segment rationnel [a, 6]cA.

Soit K un corps et k un sous-corps commutatif non trivial de K. Quand on
considère K comme un espace vectoriel sur k, on peut aussi considérer les
parties jo-convexes de K. Leur ensemble est manifestement un S-ensemble;
notons-le I\. I\ ne dépend pas du choix de Z:cK.

E.5. Soit M une partie fixe d'un corps commutatif K, avec (o, i )eM 2 .
B= ensemble des parties A de K telles que, pour tout 7i€N*, l'appartenance

n

des éléments a^ . . ., a,, à A implique l'appartenance de ^[^/ à A, quelle que

soit la suite p-i, . . ., ̂  d'éléments de M satisfaisant à ^.^1= i-
i=i
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I\ est un exemple d'un tel S-ensemble B.
C'est encore un n-demi-treillis complet, etc.

4. HYPOTOPOLOGIE ; I^HYPOTOPOLOGIE DES D. E.

DÉFINITION. — Un ensemble ^ des parties (fun ensemble E définit sur E une
structure « hypotopologique » (une « hypotopologie ») s^il est un \J-demi-treillis
complet, contenant 0 et E. Les éléments de % seront appelés ensembles ouverts
de l'hypotopologie définie par %.

Définissons les notions d'ensemble fermé, de voisinage, à'adhérence, etc. de
la même manière qu'on les définit dans la topologie générale à partir des
ouverts (texte de référence : Bourbaki [18], chap. I). Ainsi, dans l'hypoto-
pologie, les voisinages d'un point vérifient tous les axiomes de la topologie
pour les voisinages sauf, éventuellement, l'axiome des intersections finies.

On peut vérifier facilement que la majorité des « théorèmes » et des
« propositions » contenues dans le chapitre 1 du texte cité expriment des
propriétés hypotopologiques.
. Les rapports de l'hypotopologie avec les « closure relations » de E. H. Moore
(zwr[14], p. 49) sont évidents; 0. Ore ([93], [94]) a mis en relief l'importance
de la notion et il en a approfondi les conséquences générales. Il utilise une
autre terminologie. L'existence, actuellement, du texte cité de Bourbaki nous
a permi de faire une vérification systématique du fait qu'une grande partie de
la topologie générale est de caractère hypotopologique.

Application. — La remarque de la fin du paragraphe 2 suggère de considérer
l'hypotopologie suivante sur K^ : ensemble des voisinages de x € K(.) = ensemble
des parties de K^ contenant au moins un rf. e.3x non réduit à [ x}. (On suppose
toujours que B est donné d'avance.)

Dans les notations du paragraphe 2, V(.r)—[x\ est alors un système
fondamental de voisinages de x [nous avons préféré V(.r)—\x\ à V(^) car
ce dernier choix donnerait toujours la topologie discrète]; les homographies
sont des homéomorphismes puisque, en vertu de la dite remarque, elles
transforment V(^) — { z } en V(^) — { z ' } ; par conséquent, les classes d'intran-
sitivité de (©(Kco, B), par rapport au groupe engendré par les homographies,
sont constituées d'ensembles homéomorphes entre eux.

L'ensemble des d. e. non réduits à un point forme une base de l'hypotopologie
en question.

Exemple. — Considérons (C^, Bc). La topologie naturelle de C^ est moins
fine, en tant qu'hypotopologie, que l'hypotopologie définie ci-dessus. Il existe
i i classes d'intransitivité de CO(C^), par rapport au groupe des homographies,
dont l'explicitation est évidente.
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B^. — Applications à la localisation des zéros des polynômes
d'une variable dans K(^.

5. UN PROBLÈME FONDAMENTAL POUR LA LOCALISATION DANS C^. — Rappel 7. — La

donnée des zéros d'un polynôme f(z) détermine entièrement les zéros de sa
dérivée f ' { z ) . L'étude de cette dépendance dans le but de « localiser » les zéros
de/^) a été commencée par Gauss ([68], p. vi) et est à l'origine de nombreux
travaux. Le plus souvent on se ramène au problème, équivalent dans C^, des

f ( z}relations entre les zéros et les pôles d'une fonction rationnelle '——5 plus géné-

ralement, on étudie une fonction rationnelle de la forme qÇz) ==V§^(^ — a/) S
î==l

où o,^> o. ^Notation : qÇz) gardera cette signification dans tout ce paragraphe.]
Un certain nombre de questions de localisation se ramènent à ce problème.
Examinons-le.

Nous énonçons ci-dessous certains résultats classiques pour le plan complexe
(sous une forme et dans un ordre appropriés à notre objectif).

Le théorème suivant, dû essentiellement à Laguerre ([61]; [36], p. 38) et
à Walsh ([113], p. 653) est fondamental :

THÉORÈME L. — Si'les S,• (î'= i, . . ., m) sont des nombres positifs constants de
somme i et si le d. c. A contient tous les points a^^œ), les deux assertions
suivantes sont vraies et (manifestement) « équivalentes » :

a. Si ^ € CM — A, tous les zéros de la fonction de z,

^^-a,)-1-^-^)-1

sont contenus dans A.

b. La relation

^•(Ç-^)-1^-^)-1

;=i
fait correspondre à chaque point C € C — A un point E € A.

Ces énoncés sont légèrement plus forts que les énoncés classiques corres-
pondants, car l'ensemble des d. c., que nous utilisons, est plus riche que
l'ensemble des « domaines circulaires » ouverts ou fermés considérés
traditionnellement.

Chacun des énoncés a et b entraîne que, si co^A, q(z) ne s^ annule pas
dans C—A, résultat dû essentiellement à Gauss et à Lucas ([113], p. 644 î
[36], p. 37; [68], p. i4;[H8],p.5).
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Le cas particulier où tous les S/ sont rationnels démontre que, tout à. c. qui
ne contient pas co et qui contient tous les zéros d1 un polynôme f(z\ contient aussi
tous les zéros de sa dérivée f1(z); proposition équivalente, dans C^, au théorème
de Gauss-Lucas proprement dit (origine historique de la théorie en question),
qui affirme que, les zéros d'un polynôme f\z) sont contenus dans l'enveloppe
convexe des zéros de f(z) (cette enveloppe est un certain polygone). Ce théorème
est l'un des théorèmes les plus largement utilisés dans la localisation. Signalons
que Biernacki a trouvé en ig55 [12] une réciproque au théorème de Gauss-Lucas.

Les résultats précédents ont constitué jusqu'aujourd'hui un outil très
efficace dans l'étude du problème de Landau-Montel (voir § 8), ainsi que dans
l'étude des polynômes apolaires (voir § 9); chercher dans quelle mesure cela
n'est pas un accident, est l'un des buts du présent chapitre.

6. LA FORME INTRINSÈQUE (ENSEMBLISTE) DU THÉORÈME L. — Hypothèses et notations :

E'== ensemble non vide; Fc^i^E') et F est un ç\ -demi-treillis complet (le fait
évident que F est alors un vrai treillis ne sera pas utilisé ici). Tout élément
de F sera appelé « f. e. )>. L'intersection de tous les f. e. contenant un ensemble
donné A est un f. e., qui sera appelé « f-enveloppe » de A, et noté y(A);
on désignera par / l'application isotone ^(E^-^F définie par A—/(A) .
E = ensemble non vide ; a est une application E -> E ' .

DÉFINITION 4 a. — Un élément H de ̂  (E) sera appelé « /^. e, » si o-(H) est un /. e.

THÉORÈME 2 a. — Siun hy. e, H contient F ensemble A, alors
a ( H ) 3 / ( Œ ( A ) ) ;

si, en particulier, Œ est biunivoque,

H3-Œ( / (^ (A) ) ) .

COROLLAIRE 2 a. 1. — Si, de plus, y € E et a (y) H H = 0, alors

j(t/(^(A)).

Soit maintenant T une application de certains sous-ensembles X de E/ dans E/

telle que ï(X)€/(X). Si l'on se place alors dans les hypothèses du
théorème 2 a, avec a biunivoque, on a le

THÉORÈME 2 a, 1. — Si un hy.e. H contient X, alors

' ~ara(X)çîï.

Associons à chaque ensemble Ae^l(E) une famille (ay)yçj d'applications
^:E->E^

DÉFINITION 4 b. — Un élément 6 de |P(E) sera appelé « h. e. ) ) , par rapport à
(<7y)/ejo^ sl? y^ ^ue soitjçî^, c7y(6) est un f. <?.
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THÉORÈME 26 . — Si un h. e. 6 contient un ensemble A, on a, pour tout /€JQ,
(7/6) D/((T/A)) ; si, en particulier, chaque Gj est biunivoque, on a 6 3 ̂  (/((J/A))).

Corollaire 2 6. l et théorème 2 6. 1 évidents.

Application. — E^E^C^, F = ensemble des parties convexes de G,
ÇJJ^)=U—z)~i e t J A = C — A . Alors, les h. e. de E sont les d.e. de C^, donc
les d. c. de C^. Soit maintenant T l'application qui à chaque ensemble fini

n

[x^ . . ., x,,} de points de G fait correspondre le point ̂ o,^ de G, les à, ayant
1=1

n

été choisis de manière qu'on ait o^o et Vo,=i . Soit 6 un d. c. de G,,, et
i=i

ai, . . ., a^ des points de 6nC; soit j e G — 9; alors, l'image réciproque par
C/—^)"1 de T. { ( 7 — a ^ ) - 1 , . . . . (y—a^)-1} appartient à 6, en vertu du

n

théorème 26. 1; donc, la relation ̂ 8,(a~ y)-1 = (j— E)-1 fait correspondre
i=i

à 7 ' € C — 9 un ^e9. C'est le théorème L. On déduit d'une façon analogue le
théorème de Gauss-Lucas à partir du corollaire 2 b. 1.

7. APPLICATIONS A LA LOCALISATION.

Hypothèses G. 1 : E = E' et E contient au moins deux éléments ; 0 ̂  Eo C E.
Soit g- une application de l'ensemble A des parties finies non vides de Eo
dans "|1(E) satisfaisant à la condition : Pour tout AeA, AC^'(A). Appelons
« g. e. » toute partie X de Eo telle que, quelle que soit la partie finie non
vide A de X, on a ^'(A) c X; posons : G== ensemble des g. e. de Eo. G est
alors un n-demi-treillis complet, donc (dans la terminologie du paragraphe 6)
un ensemble F sur Eo, donc aussi un ensemble F sur tout surensemble de Eo.
Particularisons maintenant ces hypothèses :

Hypothèses G .2 : Eo == corps commutatifK; E=E / =K^; M = partie fixe de K,
(o, i ) eM 2 ; B= partie de 11(K), de; finie comme dans E .5 (§ 3). B est alors un
ensemble G (suivant G. \ ) sur K et un ensemble F sur K,,,; donc, B est à la fois
un ̂ -ensemble sur K et un ensemble F sur K^. Supposons maintenant que Jo = K — 9
et que ^(^) = (Ç — ^)~1 ; il y a alors coïncidence des d. e. de (Kço, B) et des h. e.
par rapport a (c^)^-e.

Cela donne, pour A fini, la généralisation suivante du théorème L :
n

THÉORÈME 3. — Si (sous les hypothèses G.2) [^-çM, VpL,=i et le d, e. 9 contient
1=1

les n éléments a/(^ OL)), les deux assertions suivantes sont vraies :
Ann. Éc. Norm., (3) , LXXVII. — FASC. 4. 46
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a. Si E € KM — 0, ^o^.y fej ̂ /w ûfe la fonction de z,

^^•(^— a,)-1— O—-^)- 1

^/î^ contenus dans 0.

6. La relation

S^a-^)-1^-^)-1

fait correspondre à chaque élément Ce K — 0 un élément ^ ç 6.

COROLLAIRE 3.1. — Si, de plus, co^ô, alors 9 contient toutes les racines de
V équation en Ç,

n
(£) ^^(Ç—a^- '^o.

Cela généralise le théorème de Gauss-Lucas énoncé pour les d. c.; l 'énoncé
pour les polygones se généralise par l'évident

COROLLAIRE 3 . 1 . 1 . — L'intersection des rf .^.^co qui contiennent tous
les a/(?'= i, . . ., n) contient toutes les racines de CE.).

Dans la suite, nous nous contenterons d'énoncer les résultats analogues au
corollaire 3.1, les énoncés analogues au corollaire 3.1.1 étant évidents module
les premiers.

Soit K un corps commutatif. On notera p sa caractéristique et l'on utilisera
la terminologie et les notations du paragraphe 3 et de G. l , G. 2. Soit B=T\.
L'application A ->^ (K), définie par A( e A) -> enveloppe y^-convexe de A, est
une application g", T^ vérifie donc les hypothèses de G. 2. Supposons en plus
que K est algébriquement clos, et désignons l'ensemble de ces hypothèses
par G. 3. Le théorème 3 entraîne alors le

THÉORÈME 4. — Si, dans les hypothèses G. 3, î^(^) est un polynôme de degré n
\n^âo (mod jo), si p^>o', n quelconque, si p=o], à coefficients dans K,
tout d. e. ^co contenant tous les zéros de î^(^) contient également tous les zéros de
sa dérivée formelle CT'(^).

COROLLAIRE 4 .1 . — Si, dans les hypothèses du théorème 4, 9 est un rf. e. S^CD ne
contenant pas tous les zéros de ^'{z\ K— 9 contient au moins un zéro de ^(z)
(« lemme ¥ »).

Le théorème 3 a entraîne le

COROLLAIRE 4.2 (théorème de Laguerre). — Si, dans les hypothèses du
théorème 4, 9 est un rf. e. contenant tous les zéros de ̂ (z) et E e K — 9, 9 contient
tous les zéros du polynôme Q(^) = n ^ ( z ' ) — ( z — ^) ̂ ' ( z \
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COROLLAIRE 4.2.1. — Si, dans les hypothèses du théorème 4, 0 est un d. e. ne
contenant ni o ni la totalité des zéros de QÇz)=?zu5(z)—Çz—ï)^Çz\
K — 9 contient au moins un zéro de ̂ (z) (« lemme B »).

Quand (K^, B)=(C,o, Bc), le théorème 4 est celui de Gauss-Lucas, et les
lemmes F et B sont resp. dus à Fejér [40] et à Ballieu [7].

Note. — Soit p^-o\ existe-il une généralisation de la notion de d. e.
permettant d'étendre la validité du théorème 4 à tous les polynômes de degré n,
n==o (modjo)? Non. Exemple : le polynôme z11— i.

8. LE PROBLÈME DE LANDAU-MONTEL. — Landau [63] a posé le problème suivant :
Dans G, le polynôme

TS5,n (Z ) = l 4- .S 4- 0^^ + . . . + ̂  _,^-' -S

à m 4- i termes non nuls, a-t-il toujours un zéro dont la valeur absolue ne dépasse
pas un nombre or(m), ne dépendant que du nombre des termes non nuls de V(^)?

Remplaçons dans cet énoncé « G » par « Kço », où K est un corps commutatij
algébriquement clos, « dont . . . o-(m) » par « qui soit contenu dans le complé-
mentaire d'un rf. e. 9 (m) ». Le problème ainsi obtenu a un sens; en voici une
réponse :

THÉORÈME 5. — Ajoutons aux hypothèses du théorème 4 V hypothèse que,
si p -^ o, v/ ̂  o et ^i ̂  i (modjo) (î = i, . . ., m — i ). Alors, si 6 est un d. e. ne
contenant ni o, ni Vêlement — ( —1-—^ ' • • ? —l-^-l— } 5 K — 6 contient au moins un

\V.i—l ^_i—I/

zéro de ÎTJ^(^).

Démonstration : ̂  Çz) = i + z + a ^ ^ z ' 1 ; le polynôme
Ç).î(z) = ̂ iCT.2— .3^== y i - i -^ (^ i - i )

a le seul zéro — — J l — ' Dans ce cas, le théorème 5 résulte du lemme B.^i — i
Achevons la démonstration par récurrence. Supposons le théorème établi
pour m\Çz) et considérons

Ç),+i ( z ) = v\ Ts\+i — z ïn\+i -==. ̂  ( i 4- JJ——- ^ + ̂ ——^ ai z^ + . . . + }J-——^—1 a'y î z^-^ }.

Le polynôme entre parenthèses est le transformé par z=—^—x d'un
polynôme de la forme ^)(.r), c'est-à-dire d'un polynôme vérifiant l'hypothèse
de la récurrence. D'autre part, pour V A ^ > I , 9 est un d. e. si et seulement

si —^—9 est un d. e., en vertu du théorème 1.n — i
Dans le cas classique, le théorème 5 rejoint le résultat de Ballieu ([7], p. 129)

cité dans le Rappel I I , ci-dessous; si V i=2 , il améliore un cas particulier d'un
résultat de Markovitch [69].
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Rappel I I . — Landau et Hurwitz [63] ont résolu des cas particuliers du
problème de Landau. La première solution générale fut donnée par Allardice [3].
La méthode de démonstration la plus féconde est due à Fejér ([40], utilisation
du théorème de Gauss-Lucas).

Casabonne a donné (Selecta Paul Montel, p. 204) une démonstration intéres-
sante de la partie qualitative du théorème d'Allardice. Montel a montré, dans
un Mémoire fondamental [78], le fond du problème classique et Fa généralisé
dans plusieurs directions; les nombreux problèmes posés par Montel furent
étudiés d'une façon approfondie par plusieurs auteurs; on peut trouver des
indications sur ces importants travaux dans Biernacki [11] ainsi que dans [36]
et [68]. En ce qui concerne le problème de Landau déjà cité, Ballieu ([7],
p. 129) a obtenu une nette amélioration du théorème d'Allardice; le même
résultat fut retrouvé, indépendamment, par Vythoulcas [116]. Une autre amé-
lioration du théorème d'AIlardice a été obtenue en 1900 par Markovitch [69].

9. POLYNOMES APOLAIRES. — Sauf mention expresse du contraire, la significa-
tion des lettres /, 9, g-, q et F dans ce paragraphe n'aura aucun rapport avec
leur signification dans les paragraphes précédents.

On supposera invariablement que le corps K est commutatif et algébriquement
clos ÇSSL caractéristique étant toujours notée?), et que les polynômes considérés
sont de degré :

quelconque^ si p = o ;
<P,sip^o.

Notation : C^= nombre des combinaisons simples des n objets pris X à X.

Rappelons la définition des polynômes apolaires dans G :
n n

/(5)=^C>^ et g-(z)=^C^s'
v = o v = o

sont dits « apolaires » quand leurs coefficients vérifient la relation

2' — iyC^a^bn^=o.

Cette définition se transporte dans K.

Remarque. — La déduction de certains résultats bien connus liant les d. c.
de C^ et les polynômes apolaires, en particulier du théorème fondamental de
Grâce, n'utilise, en réalité, que des raisonnements valables dans nos hypothèses
générales.

Enonçons certaines des généralisations ainsi obtenues.
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Notation : Les fonctions symétriques élémentaires des lettres z ^ , . . . , Zn
n

seront désignées par les lettres S / ( ^ = = i , . . ., n), dans l'ordre Si==V^, . . .,

S,,=^i.. .^; on posera So= i.

THÉORÈME DE COÏNCIDENCE (Szegô, 1922, [106], p. 16). — Soient ai, . . ., a,, les
n

zéros du polynôme f(z)=^C^z' et (^4, . . ., z'n) une solution de la rela-
v==o

n

tion^.a^S^= o [notée (R)]. Alors, tout d. e. qui contient tous les a, contient au
V=0

moins un Z { .
La démonstration est essentiellement la même que dans Montel ([85], p. 16);

la seconde partie de cette démonstration se ramène au théorème de Laguerre.
La récurrence utilisée dans cette démonstration (et, implicitement, dans celle
de [68]) nous a obligé de supposer n <^p, sijo^o.

n

Les Zi du théorème précédent sont les zéros de g'Çz)==^C^z\ où les b^
v=o

n

sont définis par So=(— i/C^_^1. (R) s'écrit alors : ^,(— lY'C^A-v;
\»==0

par conséquent, f(z) et g ' ( z ) sontapolaires. Le théorème de Szegô revient donc
à : Tout d. e. contenant tous les zéros de/contient au moins un zéro de g.

La symétrie des hypothèses dans Fexplicitation de cet énoncé entraîne la
symétrie des conclusions; donc : Si les polynômes f(z) et gÇz) sont apolaires,
tout d. e. qui contient tous les zéros de Vun d'yeux contient au moins un zéro de
l^ autre.

Quand (K^, B)=(C^, Bc), c'est le théorème d'apolarité de Grâce (1901,
[85], p. 19; [H3], p. 65o; [36], p. n; [68], p. 45).

COROLLAIRE. — Dans les hypothèses du théorème de coïncidence, tout d. e. con-
tenant tout les Zi contient au moins un a, (Walsh, 1922, [117]; [113], p. 652).
«Classiquement», on démontrait souvent cela par le raisonnement suivant :
sinon, il existerait un d. c. 0 contenant tous les ^ et pas de a,1, puisque C^— 6
est aussi un d. e.; il existerait donc un d. c. contenant tous les a, et pas de ^.
Mais, dans (K^, B) le fait que 6 est un d. e. n'implique pas nécessairement
que Eco— 9 soit un d. e.

THÉORÈME DE COMPOSITION DES POLYNOMES (SzegÔ, [68], p. ̂ \ — Soient

n n n

/(3)=^C^a^", ^(5)=^C;;&.s", q(z)=:^C^b^";
V== 0 V == 0 V == 0
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soient a^ les zéros de fÇz\ ?/ ceux de g'(z) et y; ceux de y(^). Alorsy tout à. e. qui
contient tous les a, contient des a^. tels que y,•= — a^., ^(;==i, . . ., n).

Démonstration. — On applique le théorème de Grâce aux polynômes fÇz)
et zng{—Y, ^~1); lesquels sont apolaires en vertu de l'égalité

n

^(-lyc^-iy^y^o.
v=o

Les résultats fondamentaux de Grâce et de Szegô furent exposés dans leurs
Mémoires [43] et [106].

En 1947? de Bruijn [31] a fait la* remarque importante que plusieurs théo-
rèmes connus pour les polynômes peuvent être facilement déduits à partir de
théorèmes du genre Gauss-Lucas-Grace, par une méthode uniforme. L'intérêt
de cette méthode réside non seulement aux généralisations étendues, dans G,
auxquelles elle a conduit de Bruijn mais, également, à ce qu'elle se prête à la
généralisation algébrique, considérée ci-dessous et dans le chapitre IV.

Les versions classiques des résultats cités ci-dessous sont dues à de Bruijn
(foc. cit.) et constituent des généralisations de résultats contenus dans un?
remarquable Mémoire de Schaake et Van der Corput (1986, [105]).

n n

THÉORÈME. — Soit CT(^)=V^^ /(^i? • • • ? -^)='$^vSv, 9 un à. e.y et A
v==o v==o

une partie non vide de K. Si Von a, quel que soit z^Q, fÇz, . . ., ̂ )eA, alors,
ZfÇQÇi==ï, . . ., n) entraîne que fÇz^y ...,^)eA.

Démonstration. — On remarque, avec de Bruijn, que cela est un corollaire du
théorème d'apolarité de Grâce.

n

COROLLAIRE. — Soit^(z)=^a^z^^ 6 un d. e.y A= ^(9), zçQ, et Çe6. On a,

alors,
^_(^-^)^

Démonstration : En effet, on a

/(^...^O^)-^-^-

En 1955, Biernacki [12] a déduit du théorème de composition de Szegô,
l'important résultat suivant, qui constitue, en quelque sorte, une réciproque du
théorème de Gauss-Lucas dans G :

« Supposons que tous les zéros d^un polynôme soient contenus dans un domaine A,

bornée fermé et convexe. Soit açA. Alors, i° tous les zéros de \ f(z)dz sont
J a
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contenus dans le domaine fermé Y(A, a) contenant A et délimité par la courbe F,
transformée par homothétie du centre a et de rapport 2 de la podaire de la fron-
tière de A ; 2° on constate aisément que la frontière de Y(A, a) est aussi I ' 1 enveloppe
des circonférences qui passent par le point a et dont les centres décrivent la fron-
tière de A. Le domaine Y(A, a) ne peut être remplacé par un domaine strictement
contenu dans Y(A, a). »

En fait, ce théorème précise un théorème vrai dans nos hypothèses générales.
n

Soient : 0 un d. e. contenant les zéros ai, . . . , a^ de y(^) ==^,0^^;

Yi, . . ., ^ les zéros de hÇz)=z~1 f /(^)rf^ ( j ayant ici un sens purement
*- 'o x v

formelr); pi, . . ., ?^ les zéros de

^)=^-
f" ^ , (I+.S)7^1—! Yl-

^ ^"^—Td^——l0( n - ^ r ï ) z ^J ^-h-i

A(^) est donc composé (dans le sens du théorème de Szegô) des poly-
nômes f(z) et g{z) ; 6 contient donc des éléments o .̂ tels que ^==—a^. ̂
( î= i , .. ., n); donc, Y,=(—^)^.. L'ensemble (—^)9 est un d. e. D'autre
part, les ̂  sont les racines non nulles de l'équation (^+ Iy+l= i, c'est-à-dire
les n éléments — i -Jrn+\/ï(i= 2, . . ., n-\~. i). D'où, le

i

THÉORÈME 6. — Si 0 est un d. e. contenant les zéros a^ . . ., a^ du polynôme fÇz)
^z

de degrén, chaque zéro du polynôme h(z) = z~1 ^ f{z) dz ( intégration formelle)
^0

est contenu dans au moins un des rf. e. ( i + ^v/i ^ 6(? == 2, . . ., n + i).
\ i !

Le théorème 6 ne présuppose pas que 9 soitp-cônvexe ou que oe9.

Rappel I I I . — Un corollaire célèbre du théorème de Grâce est le résultat sui-
vant de Grâce (1901, [43]) [retrouvé indépendamment par Heawood (1907)] :
Considérons dans G un polynôme f(z) de degré constant n, à coefficients variables,
qui a deux zéros distincts z.^ z^ fixes et les autres zéros entièrement arbitraires :
Alors, i° ^i et z^ déterminent un cercle qui contient au moins un zéro de /'(^)/

2° le cercle de centre ' ' î l ~ J ^ z t i et de rayon - ̂  ~~ zi ' cotg 7T est un tel cercle.

Ce résultat « remplace » dans G le théorème de Rolle. (Mais, il n'est pas une
généralisation de ce dernier. Dieudonné [33] et Favard [38 a] ont donné des
généralisations du théorème de Rolle pour des classes étendues des fonctions.)

L'extension du théorème d'apolarité de Grâce à K^ entraîne l'extension sui-
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vante du théorème de Grace-Heawood : Considérons dans K^ deux zéros distincts
n n n

de/(^)===V^^, ̂ i, ^2; alors, y,^(^—^) = o; mais, Vva^——2- == oest
V =:0 V =r 1 V=:l

^/i^ relation linéaire par rapport aux coefficients vâ^ de la dérivée formelle y(^)
de fÇz); elle détermine donc, à un commun multiple près, les coefficients d'un
polynôme g ' ( z ) apolaire ày^(^); les coefficients de g'Çz) ne dépendent que de Z i ,
de z^ et de n ; en fait

n

ff(^=^(-^'-lC•^\z-^^-3n-v

v==l

n

=^(-I)V-1^(^-^)^-V==^[(^-^7^-(--^)-|.

D'où, le

THÉORÈME 7. — Soit f(z) un polynôme de degré fixe n ayant deux zéros dis-
tincts Zi, z^ fixes et les autres n—2 zéros arbitraires dans K. Le couple z^y
z^ détermine alors complètement un ensemble de d, e.^ dont chacun contient au
moins un zéro de la dérivée formelle f'(z) de f{z): cet ensemble est constitué de
tous les d. e. qui contiennent toutes les racines de V équation Çz — z^yn=Çz — z^ )".

On peut ([36], p. 12) énoncer le théorème de coïncidence comme suit : Si n
éléments ̂ i, ...,^ de K vérifient une relation de la forme ̂ o+^i Si+...+^S^=o,
tout d. e. contenant ^i, . . ., Zn contient n éléments confondus en ^ et vérifiant
cette relation. On en déduit le

THÉORÈME 8 (de Walsh [113], p. 662; [68], p. 46). — SiLÇz,, .... ̂ ) est
une fonction symétrique des z-^ linéaire-affine par rapport à chaque Zi et si le d, e.
6 contient les éléments ^i, . . ., ̂ , il existe un élément ^ ç 9 tel que

L(^, . . . , L ) = L ( Ç , . . . , Ç ) .

Walsh a tiré de ce théorème des corollaires très utiles ; leur extension
à (Kco, B) est immédiate.

COROLLAIRE 8 .1 . — Siun d. e. 6 contient a^, . . ., a^, à chaque élément xçK
correspond un élément a[== a(^)] € 9 tel que

0"(^--a,)==(^—a)n.

COROLLAIRE 8.2. — Si un d. e. 6 contient tous les zéros d^ un polynôme fÇz) de
degré n et si cçK, la réunion (ensembliste) des n d. e. ô+yc^'^i, . . ., n)

i

contient tous les zéros de fÇz) — c.
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Application .'/i(^) = ^ + ̂ i a le seul zéro — a ^ Considérons
/ ,(^)==(^+a,)3+^,;

s iund . e. 0^ contient — a^ eto, la réunion des d. e. 62,==: O i+ /— ^ / a ^ \ (i= i, 2)
\ î /

contient tous les zéros de /a(^); chaque d. e. contenant tous les quatre
éléments — a^ — y/^, — ^a^{i= i, 2) esta la fois un 631 et 6 2 2 » donc il contient

/ /
tous les zéros de/^). Une récurrence évidente achève la démonstration du

THÉORÈME 9. — Soit fn(^} =^+^^ /^- l+. . .-1-^. Chaque rf. e. contenant
tous les points de la forme

r———— H I — — - - /———- 111————— Ht—————

— a\ — \/6^ — ... — \/a,^ — \1u.^ — . . . — ^a,,, . . ., — \/a,,
/2 in /2 l,l In

(les i, décrivent, indépendamment les uns des autres^ resp. les ensembles
{ i, . . ., j \ ), contient tous les zéros de f,,Çz^).

Quand (K^, B) = (C^, Bc)? un tel d. e. est un cercle fermé de centre 0 et de
//-

rayon V ^ / ; cela donne un théorème de Walsh ([30J, p. i4).

REMARQUES. — 1. Hypothèse : (K^, B)==(C^, Bc). Soient / et g des poly-
nômes apolaires; désignons resp. par F et G les ensembles de leurs zéros. On a
alors le théorème de Takagi ([107]; [68], p. 46) : Si A^( 3F) et A,,( DG) sont
des parties fermées convexes de C, alors ApHAo^ 0. Ce théorème s'applique,
en particulier, aux deux polygones qui sont resp. les enveloppes convexes de F
et de G.

La remarque évidente suivante (cas particulier d'un théorème de
Carathéodory [21]) permet de préciser ce résultat : L'enveloppe convexe d'un
ensemble fini E de points du plan est un polygone convexe dont tous les sommets
appartiennent à E (démonstration par induction).

THÉORÈME 10. — Dans les hypothèses du théorème de Takagi y
(AFnG)u(A^;nF)^0.

Le chapitre IV permet d'étendre cela à tout corps commutatif algébriquement
clos de caractéristique o, K | = K o ( î ) | .

2. Le théorème 9 n'est pas la seule généralisation possible du résultat cité
de Walsh; voir [124] et le paragraphe 10 du chapitre IV.

//
3. La définit ion de l'apolarité de deux polynômes f(z) === | 1(^—a,^ 'e t

/•:=!
//

^(^)== | I(^— ^) est équivalente à la condition : II existe des éléments X , € K
/•==i

Ann. Éc. Norm., (3) , LXXVII. — FASC. 1. 47
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tels que/(^) ===^À, (^—p/) 7 ' . Démonstration : Transcription de celle du cas

classique ([85], p. 19). Il serait peut-être intéressant d^étudier les polynômes
apolaires en partant de cette définition.

4. Donnons à la situation qui se présente dans le théorème 8 sa généralité
propre : Soient E et E' des ensembles non vides, J un ensemble non vide
d'indices et Œ une application E^ -> E' ; notation : A = diagonale de E^

Définition. — Une partie A de E sera appelée « a. w. » si o-(Ay== a-(A).
L'ensemble des a. w. sera noté « W(o-) ».

Posons-nous maintenant dans une structure mathématique telle que les con-
sidérations qui suivent aient un sens. (Exemple : la structure de corps algébri-
quement clos avec des applications CT, appropriées.) Soient o/ des applications
E x E3 -> E^ et soit

( a ) /( s; (^-( s ; ( a . 7 ) / •eJ ) )<eI )= o ;

une équation en z (les a/y sont fixes).
Considérons la fonction/et attribuons, pour un moment, une valeur fixe à z\

considérons les a/y comme des variables, de sorte que CT/ soit actuellement une
fonction des a/y. S'il existe alors, pour chaque ? € L un cr/.w. A/ contenant
tous les a/y(y€J), on peut remplacer a/y, dans ^i{z\ (a/y)), par certain ^ /€A/ ,
le même pour tous les jçL Les racines de l'équation (a) appartiennent donc à
l'ensemble des racines des équations en z, fÇz; (^(^; (o-/(.s; (^/)))))^i) = o,
où les Ç/ décrivent, respectivement et indépendamment les uns des autres,
les A,.

Il peut arriver que (a) soit remplacée ainsi par un ensemble d'équations plus
simples. Exemple :

THÉORÈME DES COMBINAISONS LINÉAIRES DES POLYNOMES (Marden [68], p. 54). —

Soient a/(^)(;=i^ . . . ^ m) des polynômes des degrés resp. n^ Alors, si 6 est
m

un à. e. contenant tous les zéros de ^i(z), les zéros du polynôme fÇz) =VX,(7/(^),
;=i

m

où \i^- o, appartiennent à V ensemble des zéros des polynômes V^(^ — C-)^ ou^

indépendamment les uns des autres^ les î^ décrivent resp. les 9,.

5. Dans les paragraphes 5-9, nous avons obtenu les « d. e. généralisations »
d'un certain nombre de résultats de la localisation. Dans la tentative de faire
une « géométrie » des d. e. de (K,o, B), on peut aussi considérer ces résultats
comme des informations indirectes sur les d. e.
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CHAPITRE III.

RAPPORTS DE LA LOCALISATION AVEC LES ESPACES VECTORIELS TOPOLOGIQUES.

A'. — Quelques remarques sur les espaces vectoriels topologiques.

1. PRÉLIMINAIRES. — Terminologie. — Les termes utilisés ci-dessous sont soit
empruntés à Bourbaki, soit formés sur le modèle de ceux-ci.

Corps ordonné = corps commutatifmuni d'une structure d'ordre total compa-
tible avec sa structure de corps.

1. Soit E un ensemble totalement ordonné. Les réunions d'intervalles ouverts
de E sont les ensembles ouverts d'une topologie sur E, notée ^o(E); cet espace
topologique est complètement normal Çvoir Birkhoff[14], p. 3q; Bourbaki [18],
chap. I, p. 17, chap. IV, p. 77-78 et chap. IX, p. 96).

Soit Ko un corps ordonné; un tel corps est nécessairement non discret. La
topologie ^o(Ko) de l'ensemble totalement ordonné Ko est compatible avec la
structure de corps de Ko, qui devient ainsi un corps topologique. L'anneau
complété Ko de Ko est un corps commutatif topologique complet, dont la topologie
coïncide avec ®o(Ko).

Le corps Ko est soitarchimédien, soit non archimédien. Si Ko est archimédien,
il est un sous-corps de R et Ko = R.

Si Ko est non archimédien, il est totalement discontinu et l'intersection des
sous-groupes du groupe additif Ko, engendrés par les voisinages de o, est { o } ;
alors, Ko aussi est non archimédien, donc totalement discontinu. Puisque tout
intervalle (a, 6) de Ko, distinct d'un point, est non connexe, il existe des
parties de (a, b) ne possédant pas une borne supérieure dans Ko ; donc, ilexiste
aussi des parties de Ça, 6 )nKo ne possédant pas une borne supérieure dans Ko. Par
conséquent, aucun intervalle de Ko n'est compact; Ko n'est pas localement compact.

II. Si l'on pose, dans Ko : x \ = sup(.r, — x), on a

x \ == o est équivalente à x = o ;
(V)

^\= -^ l - l j l et x-^y\^ ^\-J^\y

On dira que l'application | ] est la « valeur absolue intrinsèque » de Ko, ou
la « Ko-valeur absolue de Ko » ; plus généralement, si k est un corps quelconque
et si une application /:^->Ko+, notée fÇx)=\x , a les propriétés (V), on
dira que / est une « Ko-valeur absolue » de k et, pour abréger, que k est un
corps « Ko-valué ».
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III. Soit G un groupe abélien totalement ordonné, non discret, noté additive-
ment; on appellera « groupe achevé » et l'on notera G la structure algébrique
obtenue par l'adjonction à G de deux éléments — oo et + oo, vérifiant les condi-
tions : Pour tout a e G,

a -+- ( — oo ) = ( + oo ) — a -= + oo , a + ( — oc ) == ( — ce ) + a == — oo ,
(4 -oo)4- (+oo)===+oo, ( — oo ) -4- ( — 00)=: — oo et — oo < ̂  < + oo.

L'ensemble des éléments positifs de G (resp. G) sera noté G+ (resp. G^.).

Définition. — Étant donné un ensemble E, on appellera G-écart sur E toute
application/: Ex E -> G+telle que, quels que soient les éléments x, y et s deE,
on a

./(•^ ^)=^, f(r. ̂ )=f('^r) el /(.r,r)^/(.^ 3) -+- / (^r ) .

Solt /un (î-écart sur E; pour tout a^>o, posons []„= f(\ o, a]); lorsque a
parcourt l 'ensemble des éléments non nuls de G+, les IJ,/ forment un système
fondamental d ) entourages d^une structure uniforme sur E. On peut, par suite,
poser la définition : Etant donné un G-écart/sur un ensemble E, on appelle
structure uniforme dé finie par f \^ structure uniforme sur E qui a pour système
fondamental d'entourages la famille des ensembles /(f0? a])? où a par-
court G+— { o }. On dit que deux G-écarts sur E sont équivalents s'ils définissent
la même structure uniforme.

On peut maintenant aisément vérifier que plusieurs des propriétés connues
des écarts sont, en fait, des propriétés des G-écarts.

IV. Définition évidente de la G-distance. Un ensemble muni d'une G-distance
sera appelé espace Q-métrique. Il est facile de voir que ces espaces possèdent un
grand nombre des propriétés des espaces métriques ordinaires.

Soit maintenant E un groupe abélien, noté additivement, et x —^ x une appli-
cation de E dans G satisfaisant aux conditions — x =\x\^ x-^-y ^ ^ l + l j l
et x\=o équivaut à ^=o. La fonction d(x,y)== x—y est alors une
G-distance invariante sur E; la topologie ^ quelle définit sur E est compatible avec
la stucture de groupe de E, et la structure uniforme qu'elle définit est identique
à la structure uniforme du groupe topologique obtenu en munissant E de la
topologie Î9.

V. Définition. — Etant donné un espace vectoriel E (à gauche, par exemple)
sur un corps commutatif Ko-valué non discret k, on appelle Ko-norme sur E une
application x->fÇx') de E dans Ko+ satisfaisant aux conditions suivantes :
y (x)=o est équivalente à x= o; ̂ (x-{-y)^(Q(x)-\- y (y); etcp(^)= t\ ̂ Çx).

Si l'on pose d(x, y)=r= ç( , r—r) , d est une Ko-distance invariante sur le
groupe additif E et définit sur E la topologie d'espace Ko-métrique considérée
dans IV; comme l'application (t, x) -> tx est continue dans k x E, la dite topo-
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logie est compatible avec la structure à} espace vectoriel de E. Sur ce sujet, voir
aussi Krasner | 53].

Supposons que Ko est complet et soient E un espace Ko-normé sur un corps
Ko-valué non discret, y la Ko-norme sur E, E le groupe topologique additif com-
plété du groupe additif E. La fonction Çt, a?)—^ tx se prolonge par continuité
à A: x E, et définit sur E une structure d ) espace vectoriel par rapport à k; la
K^-norme y se prolonge par continuité à E en une norme © qui définit la topologie
de Ê.

Quand l \ o = = R , les constatations précédentes re jo ignent celles de
Bourbaki ([18], chap. IX).

Le Ko-écart est un cas particulier d!écart abstrait. ( Voir Kurepa [60],
Krasner [ 53 |. Fréchet [41 |, Menger [77], Colmez [27] et les auteurs cités par
ce dernier; nos Ko-écarts i l lustrent Tintérêt des notions plus générales consi-
dérées par ces auteurs.)

Références générales pour les ensembles ordonnés et leurs applications : [14 ] ,
[37] et [66].

iNous renvoyons à l'Appendice III (qui forme, essentiellement, le complément
de A ' ) pour certaines définitions et pour certains résultats qui, dans le cas ordi-
naire (Ko=R) sont contenus dans Bourbaki ([19], chap. I) et qui se géné-
ralisent de façon immédiate à un Ko quelconque. Les théorèmes tout à fait
généraux pour les espaces vectoriels topologiques ne sont pas cités, puisqu'ils
sont vrais indépendamment du corps des scalaires. Abréviation : evt = espace (s)
(s) vectoriel (s) topologique (s). Le contenu de A7 et de l'Appendice III sera
tacitement utilisé dans la suite.

B'. — Rapports de la localisation avec les espaces vectoriels.

2. LE THÉORÈME 2 (DU CHAPITRE II) POUR LES ESPACES VECTORIELS. — Le Contenu dû

paragraphe 6 et des hypothèses G . l (§7) est purement ensembliste; on peut
donc, en particulier, l'appliquer aux espaces vectoriels.

Soient E un espace vectoriel sur un corps commutatifZ: et M une partie de À',
avec (o, i) € M2 ; soit B l'ensemble des parties A de E telles que, pour tout n e N*,

j i
l'appartenance des éléments a^ . . . , ^ à A implique queV^a ,eA, pour

/=i
n

tout (^i, ..., [j^çM'1 tel que ̂  ;j./= i. B est alors un n-demi-treillis complet.
/'==i

Soit o une surjection de E sur lui-même. On peut appliquer aux données
{ E , B, ç j le théorème 2a; corollaires évidents; par exemple, le résultat analogue
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ii

au théorème 3b s'énonce : Si y^=i(^.eM) et si H est un h^ e. contenant

tous les o(.iÇi == i, . . ., n), il existe ^ e H tel que
n

^^•?(a0==cp(0.
?'==i

3. TERMINOLOGIE ET NOTATIONS. — Adjoignons à k un élément oo faisant de
k\j{^} un corps projectifk^ et à E un élément co tel que, si açEet\çk— { o } ;
i° a-\- co == co+ û=co; Xco = co; 3° si â^o, ooa= co.

Notation : E^= E U j co} muni de cette structure.

Définition. — Une permutation/de E^, définie par x->f(^—x) où ^ est
un élément fixe de E, sera dite invertie si l'on a : Pour tout (X, a)€^-xE,
f(^a)='k~lfÇa). On dira que/a lejoofc Ç.

Notation : ç>;(.r)=/(^—a?).

Conséquences. — a. Si ^€^, aussi /(^(^—^)) est invertive; en particulier,
/(.r— ^) est invertive; b. ^(co)= o; c. y^(o)== co.

Dans la suite, on supposera invariablement que Ko est pythagoricien et
que <^,j> est un produit scalaire tel que, pour tout(rr, y)€Ko2, ̂ x, y')-==.xy,

j_
Notation : ^x, x^ == [ .r . \x\ = o est supposée équivalente à <r=o, de

sorte, que E soit séparé.

L'ensemble \x\^x—a, b^= y}, où (a, b; y) est un élément donné de
E x E x Ko, est un hyperplan. Vensemble [ x \ ( ^ x — a, b > <^ y j- enrichi (Tune
partie (éventuellement vide) de Vhyperplan précédent sera dit « demi-espace »
(ceci élargit un peu la définition de demi-espace donnée dans l'Appendice III);
on dira que Fhyperplan considéré ci-dessus est « l'hyperplan » d'un quelconque
des demi-espaces correspondant au même élément (a, &, y). Cette définition
entraîne que l'ensemble \x : ̂ x—a, by<^^} enrichi d'une partie quelconque
de l'hyperplan déjà cité est également un demi-espace correspondant au même
hyperplan que \x : ̂ x — a , & ) > < ^ v j .

Considérons E,,). L'application 9^ : ç>/,(.r)=——x————- est une permu-
<^ '-JC — ( } , X — D /

tation invertive de E,, de pôle b\ on l'appellera inversion de E.o. Notation :
(^x— by=(^x— 6, x— 6)>.

DÉFINITION 1. — Une partie A de E,o sera appelée « d. e. » de E^ si elle est soit
un des ensembles 0, E, E^, soit telle que : i° pour tout & e E — A , ç&(A) est
^-convexe, et 2° si A ri'est pas Ko-cowexe, co ç A.
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On appellera « triviaux » les d. e. suivants : 0, E, E^, E,.) moins un point
et [x\, où xçE^.

Abus de langage : d. e. de E = la restriction à E d'un d. e. de E(,).
Notation : (Î)(E(,)).= ensemble des d. e. de E,.).

JUSTIFICATION. — Si l'on identifie les espaces homéomorphes K(^ et
K^= K . o ( ï ) u { ̂  }, et si l'on pose B = ensemble des parties Ko-convexes de K,,,,
onad3(K^)=û3(K, B).

Considérons les transformations de la forme o^^-t-Àç^, où Ça, À)eExKo—|o};
si Fon remplaçait, dans la définition 1, (D(, par une quelconque des o^, cela
n'affecterait pas (î)(E,o).

Si les données du théorème du paragraphe 2 du présent chapitre sont
{ E ^ , M=Ko+, y/,, et H est un d. e. j , H est un /^. e. (6eE— H) et, également,
un h^. e., dans les notations du paragraphe 6 du chapitre II. Donc, le théorème
énoncé dans le paragraphe 2 du présent chapitre est vérifié par ces données.

Dans un espace K^-métrique quelconque, les ensembles [x:\x—a ^-r\
et [x\\x—a <^j, où ( a , r ) € E x K o + est donné, seront appelés resp.
« boule sphérée » et « boule non sphérée ». Ces termes sont dus à Krasner;
ils permettent d'éviter la confusion avec les termes topologiques « fermée » et
« ouverte » qui ne leur sont pas toujours équivalents. Dans le cas d'un espace
ultramétrique Krasner appelle les boules sphérées (resp. non sphérées) cercles
circonférenciés (resp. non circonférenciés). \x\ x—a\=r^ est la sphère qui
correspond aux boules considérées.

Revenons maintenant définitivement à E^ où E est muni de (^x, j)>, etc., et
considérons la classe suivante des parties de E^ :

i° Les parties de E : 0, E, les boules sphérées, les boules non sphérées, les
demi-espaces d'équation <( ' ) ^> o et ceux d'équation <( )>^o;

2° les complémentaires des ensembles de i° dans E,.).

Chaque élément de cet ensemble sera dit « b. g. » (boule généralisée) de E^.
La frontière d'un b. g. sera appelée « s. g. » (sphère généralisée).

Notations : B^(E^) [resp, S^(E,.))] = ensemble des b. g. (resp. s. g.) de E^.
Abus de langage : La restriction d'un b. g. (resp. s. g.) de E,,) à E sera

appelée b. g. (resp. s. g.) de E.

Transformons A : ̂ x— ̂ y^r2 (resp. ^^2) parj== ç^(^); on obtient
i 4- 2 <( j, ^ — a )> + ( <^ Ï — CL )>2 — r2 ) j2 ̂  o ( resp. ̂  o ).

D'où, la

PROPOSITION 1. — Toute transformation a^ induit une permutation de B^.(E^)
[resp. S^(E,)].
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1. montre que B^(E^) a par rapport aux transformations ̂  la propriété essen-
tielle que ^3(K,o, B) a par rapport aux homographies (chap. II, ^2).

4. EXTENSION DU THÉORÈME DE JENSEN À E. — II est facile maintenant d'étendre
à E un résultat classique de Jensen [47]. On raisonnera dans la structure affine
de E. Soient a un vecteur donné, b un point donné et X un élément donné
de Ko. Considérons les points b+'Xa et h —\a-, ils sont situés sur la
sphère [ x : x—h\=\\ . a }.

Notations. — Si a et x sont deux éléments de E, on posera pa{x) === ^ ̂  ( 1 ̂
et Fon appellera pa(x) projection de x sur a\ S= la sphère précitée, W= la
boule non sphérée de sphère S.

Considérons la fonction vectorielle

.. , _ x— (b -{- Àa) ,r— (b — Àa)
<>•-- ( ^ + À « ) Y "4- <.2-— (b— ha)^

définie pour x^.b-\-\a, b—\a; le signe de pa{f{x)) est le même que le
signe de 2! = ̂ x — (6 + X a) >2 ̂ x — (6 — \a} ̂  pa{f{x)) ; or

I = = < ^ — ^ , û f > « ^ — ^ > 2 + ^ 2 ^ 2 ) — 2 < / a , a > < ^ — ^ Àa>.

P o s o n s < ^ — ^ > 2 = X 2 ^ 2 4 - â ; alors, 1= o < ^ — & , rt>. Donc

(i) j ô > o et < .r — b, a )> > o } implique 1 > o ;
( 2 ) { 3 > o et <( ̂  — 6, 6/- )> < o ( implique I < o.

(i) et (2) montrent que 1 ne peut s'annuler dans le complémentaire de la
réunion de Fhyperplan <( x — 6, a ) = o et de la boule sphérée W U S.

Note. — Dans le cas particulier où E==R 2 , ceci fut démontré par Walsh
([118], p. 10), dans le langage des «attractions et répulsions mécaniques»
de Gauss.

THÉORÈME (de Jensen). — Dans l'espace affine E sur Ko (resp. sur R), soient a
un vecteur donné non nul, ^=X,â(^eKo) une suite finie {resp. dénombrable)
donnée de vecteurs et (6,) une suite donnée de points. Considérons les boules
sphérées { x : x — b, ̂  [ c, } et désignons par Ei le complémentaire par rapport
à E de la réunion de ces boules', considérons maintenant V intersection Ea de la
famille de demi-espaces [ x : <^x — b,, a » o ( et l'intersection E,, de la famille
de demi-espaces [ x \ ^ x — b i , ^><o} . Alors, (Ei nE,)u(Ei r^) ne contient
pas de zéros de la fonction vectorielle

^^ -_y^r ^—(^+^) ^—(bi—d)
^ L0-(^+^)>2 <^ - ( ^ -^ . )y_ 5

où les S{ sont des éléments de Ko+ non tous nuls.
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Démonstration. — En effet, pour tout xçE^ HE/(^ ̂ , tous les termes de la
somme considérée ont un même signe.

Cas particulier : E==T{\ tous les &, appartiennent à une même droite,
âo=0i =...= §„= i et â /=o pour i'^>n. Sous ces hypothèses, notre
théorème donne le théorème précité de Jensen, énoncé par lui dans [47] et
démontré par Walsh. L'énoncé de Jensen ([47], p. 190) laisse supposer qu'il
avait démontré son théorème non seulement pour les polynômes mais, égale-
ment, pour certaines séries.

r>. APPLICATIONS CONVEXISANTES. LES THÉORÈMES DE GAUSS-LLCAS-PORTER ET DE

ROCHER. — Revenons au cas d'un espace vectoriel quelconque E sur un corps
ordonné quelconque l \o. Terminologie de ce paragraphe : }\^-automorphisme
de E (resp. de E,./)=automorphlsme de la structure algébrique de E (resp.
de E,.,) induisant l'automorphisme identique sur Ko (resp. avec co -> (o). Appli-
cation convexisante pour A == appl icat ion E --> E ^resp. E^-> E^), transformant
la partie A de E (resp. E,,)) en une partie ^-convexe de E. Les cas qui corres-
pondent à E,.) seront sous-entendus ci-dessous.

Les ^Q-automorphismes de E préservent la ^-convexité. Donc, si o est une
permutation de E convexisante pour A et si T est un Ko-automorphisme de E,
aussi TO est convexisante pour A.

Soit ((//)/€=jjAeît(K ) une famille de familles de permutations de E,o; 6 désignera
une partie de E telle que chaque /}(7'eJo) soit cowexisante pour 0. On peut alors
élargir l'ensemble donné des /y en l'ensemble { T/y}, T étant un Ko-automorphisme
de E, sans que ceci affecte V ensemble des 0.

Revenons définitivement à l'hypothèse que Ko est pythagoricien et que E est
muni du produit scalaire ' ^ x , y \

DÉFINITION 2 a. — Tout ensemble de E,.) (resp. E) qui est constitué d'un b. g\ A et
d'une partie de la frontière de A sera appelé « d\. c. ». Tout d[. c. qui est un d. e.
sera appelé « rfi. c. ».

L'intersection d'un d',. c. (resp. di. c.) et d'une variété linéaire est un d\. c.
(resp. di. c.) dans cette variété.

Considérons le cas : E=K'^, /}= inversion cpy de pôle j et .1\=K^—A,
avec ACE,.).

Toute inversion ç^ dont le pôle n'appartient pas à un di. c. donné est
convexisante pour ce di. c. et les propriétés qui découlent de ce fait se trans-
posent au cas plus général des permutations T®^ (r désignant un Ko-automor-
phisme de K^., ). Tel est, par exemple, le cas du théorème de Gauss-Lucas.

Il suffit donc de faire la démonstration pour les inversions « géométriques »

(Q^= t r " " " " ; celles-ci se prêtent à un langage vectoriel simple. C'était, au fond,
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pour cette raison que, dans le plan complexe G, certains auteurs passaient aux

relations conjuguées des relations algébriques de la forme V (Ç/— ^•)~1 = °? ^tc' ?

et utilisaient ensuite l'interprétation mécanique introduite par Gauss ([113], [118]).

Nous tenons compte ici de l'isomorphisme des groupes topologiques additifs
K^ et Ko(î') et du fait évident : Si x — E = a + bi,

x — ? a + bi -, ., a — bi , —————— .x — |-
^-rf^-.i-r^- ^'^^-^a^-' donc ^^-^—yy.-

Entre l'inversion géométrique o et l'inversion algébrique o- il y a donc la
relation a = TÇ>.

D'où, la coïncidence des d. e. de K^ et des d. e. de Ko(?')<o {par rapport à la
}\Q-convexité^.

Quand Ko=R, on peut ainsi étendre aisément à R" le théorème de
Porter ([68], p. 16) pour R2. Signalons, pour cela, l'évident :

LEMME. — Si (^);ÇN est une slate de vecteurs non tous nids de R", telle que

paÇxj)^o pour toutj, alors ̂ ,^7^ o.

Ce lemme généralise les exercices 1 et 2 de ([68], p. 5,). Il permettait de
démontrer directement le théorème de Gauss-Lucas pour R2, dans son énoncé
relatif à l'enveloppe convexe des zéros, etc. ([68], p. i4). La situation estanalogue
dans R"; soit, en effet, (^/)yeN une ^ite de points de R" et A leur enveloppe
convexe fermée ; A est alors l'intersection des demi-espaces fermés contenant A.
Soit II le plan qui est la frontière, dans R", d'un de ces demi-espaces, et a- un

( ^. _ y \
point du demi-espace complémentaire de ce demi-espace. La suite —L——L A l l ^•—.^//(EN
vérifie l'hypothèse du lemme, donc la somme de ses termes est ̂  o. D'où, le

THÉORÈME (de Gauss-Lucas-Porter). — Les zéros de la fonction vectorielle

V _———\_ où XfÇ'R71, sont tous contenus dans l } enveloppe convexe fermée deAuà ̂  x — X j y- J 1 r J

/=r0

V ensemble des x^

Dans le cas n==2, ceci démontre le résultat classique suivant de
Porter ([68], p. 16) : Toute région convexe (^infinie) qui contient tous les zéros
d^ une fonction entière de genre o, contient également tous les zéros de sa dérivée.

Des résultats très importants furent obtenus dans cette direction par
Arnaud Denjoy [32].

Nous allons étendre maintenant à K^ un résultat classique de Bôcher pour
R3^], p. 35).
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Notations ([18], chap. VI, p. 4o) '' Sn-i = la sphère unité dans R71,
^=(0, . . ., o, i), y== la projection stéréographique de x\ il n'y a pas de
rapport nécessaire entre la signification des lettres F, / ci-dessous et leur
utilisation précédente; mjçKo-[ o } (y= i, . . . , / ) .

/ /
THÉORÈME (de Bêcher). - Soit F(^) =V w/(•y—g.), y^) =^ "'^^V^

'A—" \ •/' — w J / ^^ \J J 1 /

l

^ m, == o et (x, Xj) € S,,_i X S,,_i.
/ = i

Alors i° fe vecteur T(x) est tangent à S^_i, et 2° ^a projection stéréographique

est le vecteur ï—'—/(j)-

Démonstration. — 1° II suffit de démontrer que

/ / \
/ ., V ^y(^-^y) \ _ ^\^2^<.^-^>- /-0 '\ /=1 //

donc, puisque ̂ rnj= o par hypothèse, quev ] '

ï/

^mj
( \ X 2 — — < ^ y • , .^> l^2--^!,^)^ __

Tît f ——-,———————————— —— ———-————————^——— —— U ,<( x — xj y1 <( x — x^ y-

cela s-era assurément vrai si, pour 7 = 2, . . ., n,
• <(^y, œ'y _ 1 x | 2 — < î, .a-\

\2 5

mais cette dernière égalité résulte de l'hypothèse | x 2 = Xj 2 = | x^

2° La démonstration est tout à fait analogue à celle du cas ^=3, exposée
dans ([68], p. 36).

En généralisant de façon évidente l'interprétation mécanique de Gauss à K/o,
on obtient la corollaire : Les points d'équilibre du champ sphérique se projettent
sur les points d'équilibre du champ plan. Ceci généralise un résultat connu dans
le cas Ko = R et n = 3 ([68], p. 37).

En correspondance avec Birkhoff-MacLane [15], signalons l'extension immé-
diate au cas d'un corps des scalaires ordonné, pythagoricien quelconque :
n° 9 du chapitre VIII (bases orthonormales); théorèmes 5, 6 et 7; n° Ï du
chapitre IX (les groupes orthogonal et euclidien) de [15].

Tout espace K^ (Ko étant ordonné pythagoricien) sera dit « espace Ko-eucli-
dien ». Si ^ç.K^, tout système fondamental de voisinages de x possède une
base totalement ordonnée (par l'inclusion ensembliste).
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11. CARACTÉRISATION LNDLCTIVE DES D^. C. DE K^.

Ci-dessous, Ko est supposé maximal.
THÉORÈME 1. — Soit p un entier donné ̂  2 et n un entier ̂ p 4- i ; soit A C K7^.

Si toute section de A par une variété linéaire de dimension p est un d[. c. dans
cette variété, A est un d\. c. dans le sous-espace vectoriel de K'̂  qu'engendre A.
Donc si A est de dimension n, il est un d[. c. dans K^.

D'où, une caractérisation inductive évidente des d^. c. de K^.

Démonstration, — Notation : H .̂y== variété linéaire de dimension p - \ - j '

Supposons le théorème démontré pour n==p-}-i, quel que soi t jy^a, et
considérons le cas ^=p+2. Si, dans ce cas, A est une H,^, le théorème est
évident; on peut donc supposer que A n'est pas une H^_i.

Considérons alors l'ensemble AnH^i , où H^i est arbitrairement choisie;
gardons fixe cet ensemble et considérons ^ A n H ^ i ) n H ^ , où H^ décrit
l'ensemble de toutes les variétés linéaires de dimension p de H^i ; chaque
(AnH^+i )nH^ étant par hypothèse un d^. c. dans H/,, AnH^., doit être un
d^. c. dans H^+i (en vertu de l'hypothèse pour le cas n=p-{-i). La variété
linéaire H^+i ayant été arbitrairement choisie dans K^2, une seconde applica-
tion du cas n=m+i (avec m=p-+-1) montre que A doit être un d\. c. dans
K^2. Une induction évidente achève la démonstration du cas n=p +Z( /^>i ) .
Seul reste donc à démontrer le cas n=p+ i. Il est un corollaire du résultat
plus fort que constituent les lemmes 1 a et 1 b démontrés ci-dessous.

Signalons, tout d'abord, le fait suivant qui est souvent utilisé tacitement
dans le cours du présent chapitre : Soient dans K^ (Ko étant toujours supposé
maximal) B une boule (de dimension n) de sphère S, a un point intérieur à B
et P une variété linéaire de dimension ̂ i qui passe par a. Alors, PO S ̂  0 ;
plus précisément, Pr\Sestune sphère dans P. (Proposition évidente dans le cas
particulier où Ko == R. )

Démonstration. — Le fait essentiel que cette démonstration utilise est que
n

Ko(? ) est algébriquement clos. SoifV(.r/—c,)2^:/1 2 l'équation de S et soit

a =(^, . . ., ̂ ); puisque a est intérieur à B, on a Y/^/— c/)2^/ '0 .

Considérons une quelconque des droites de la variété linéaire P qui passent
par a', notons-la D et soient [av{=a,-}- X / ^ (i= i, . . ., n) ses équations. SnD

n
constitue l'ensemble des racines de l'équation V ( ^ / + A / ^ — d Y = = î ^ , donc.de

i=i
n

Y[(<7,—c/)+A^] 2—r^^o; si l'on désigne par/(^) le premier membre de
/==[
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cette équation, on a/(o)<^o, et, pour des valeurs de t^Ko assez grandes en
valeur absolue, fÇt)^>o- Or, f(t) étant un polynôme à coefficients dans le
corps maximalKo, on peut lui appliquer le théorème de la théorie des corps
ordonnés ([17], chap. VI, § 5, p. 89) qui affirme que, alors f(t) a au moins un
zéro ^> o. Le reste de la démonstration est le même que dans le cas Ko = R.

LEMME 1 a. — Soit A une partie, dont la frontière contient au moins n + i points
a^ . . . a,^_i, non contenus dans une même variété linéaire, de dimension n—i.
Hypothèse : i° Vhyperplan H déterminé par ai, . . ., a,, coupe A suivant un d\. c.
dans H; 2° Tout plan P de dimension 2 qui passe par trois points-frontières de A
coupe A suivant un d^ c. dans ce plan. Conclusion : A est un d\. c. de K/y.

Démonstration, — 11 est évident que tout point-frontière d'une section de A
par une variété linéaire est également point-frontière de A. Réciproquement,
tout point-frontière 8 de A qui appartient à H est un point-frontière de A H H.
Démonstration : Premier cas : La fermeture du d',. c. An H est une boule de H.
Alors, P ne peut pas être extérieur à An 11; car si l'on considère la fermeture A
de A dans K^, An 11 est la fermeture de An H dans H, donc c'est le d, c. qui
coïncide avec la fermeture du d\. c. A n H (dans H) ; [ï devrait alors à la fois appar-
tenir (en tant que point-frontière de A) à An H et non appartenir (puisqu'il
est extérieur à An H dans H) à An H, ce qui est impossible. On va voir main-
tenant que ? ne peut également être intérieur à An H (dans H).

Soit P un plan quelconque de dimension 2 passant par a,^i et par une corde
de An H. Ce plan rencontre la frontière de An H aux deux extrémités ^i, x^
de cette corde. Or, comme P passe par trois points-frontières de A(a,,+i, x^
et x^), il doit couper A (et, également, A) suivant un d7,. c.dans P; A n H
contient alors assurément le triangle ^a,^^. Quand x^ décrit la frontière
de An H, ce triangle décrit la surface latérale du cône convexe de sommet a,,+i
et de base An H. On appellera G, ce cône, qui est tout entier contenu dans A.

Comme ( P n A ) n H ne peut pas contenir des points extérieurs à An H, les
points-frontières d e P n A qui sont situés sur H sont exactement les deux points
où P'nA coupe la frontière de A n H . Mais, alors, le d7,. c. P n A (dans P) est
nécessairement un cercle; par conséquent, si l'on stipule que a,,+i est
au-dessus de H, P n A a des points-frontières situés strictement au-dessous
de H; soit a' un d'eux. Le cône convexe de sommet a' et de base A n H est tout
entier contenu dans A; appelons-le C.j.

Ci U €2 est contenu dans A et l 'intérieur G, U €3 de Ci U C^ est contenu dans A
(on voit cela en considérant le triangle ouvert x^ 0 .̂1 x^ à la place du triangle
fermé homologue). 3 e C i U C ^ , donc i l est intérieur à A, contrairement à
l'hypothèse.
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Deuxième cas : A n H est le complémentaire d'une boule de H. Démonstration
analogue à la précédente. On pourrait d'ailleurs, se ramener à celle-ci en consi-
dérant les complémentaires dans K^ et dans les variétés linéaires considérées
chaque fois, des d'j. c. respectifs.

Troisième cas : A H H est un demi-espace de H. Soit D la variété linéaire de
dimension n—2 qui est la frontière de ce demi-espace. Tout point de D est
point-frontière de A.

Un point de H extérieur à A H H est également extérieur à An H, donc il
n'appartient pas à A, donc il n'est pas point-frontière de A.

Supposons qu'il existe un point-frontière p de A qui est intérieur à An H et
considérons un plan P de dimension 2 passant par a,^_i et p ; ce plan coupe D
en un points, qui est point-frontière de A; donc A n P est un d\. c. Si A n P
est un cercle, ce cercle coupe H et en un point (nécessairement point-frontière
de A) non situé sur D; d'où, contradiction. Si, quel que soit P, A n P est un
demi-plan de P, A contient le demi-espace ouvert de K^ dont la frontière est
déterminée par D et a,,+i.r, et ? est intérieur à ce demi-espace; d'où, contra-
diction avec l'hypothèse initiale.

Comme dans ce cas D doit contenir tous les points-frontières de A situés sur H,
D doit également contenir a, , . . . , a,^. Mais, ceci contredit l'hypothèse que
{a , , , . . ., a^+i j est de dimension /?. Donc, An H est soit une boule, soit le com-
plémentaire d'une boule.

a,^ est point'frontière de A n P dans P, quel que soit le plan P de dimension 2
qui passe par a/,+i et parles deux extrémités dune corde de An H. Démonstration :
Soit c un point intérieur de An H et considérons les plans P qui passent par
a,,+i etc. Si a/.+i n'est pas point-frontière de AnP, un point a^ situé stricte-
ment au-dessus (1) de a^+i le sera, pour un plan donné P^. Commea^çA, il
appartient à AnP, quel que soit P. Donc, le cône convexe de sommet a^, et de
base An H est tout entier contenu dans A; donc a^+i qui est intérieur à ce cône
est intérieur à A, contrairement à l'hypothèse.

Si y est un point-frontière quelconque de A, on démontre de la même manière
qu'il est point-frontière de tout d',. c. de dimension 2 qui passe par ce point.

Considérons maintenant la sphère S de dimension n déterminée par a , , . . . , a,,^.
Tout point y de S est situé sur un plan de dimension 2 qui passe par a,,_^ et qui
rencontre An H (An H étant actuellement un cercle de cette sphère), donc sur
la frontière du d , . c. suivant lequel ce plan coupe A; donc y est un point-
frontière de A. Aucun point non situé sur S ne peut être un point-frontière
de A; car ceci entraînerait que le plan de dimension 2 qui passe par ce point,

( l ) Par rapport à H, sur la demi-droite ca,^^.
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par a^+i et par un point intérieur à An H ne pourrait pas couper A suivant un
d j . c. dans ce plan, contrairement à l'hypothèse.

Donc, S est la frontière de A. ,

LEMME 16. —Soit A une partie de K'p, dont la frontière F est un r f j . c. de dimen-
sion n— ï (donc F est contenue dans un hyperplan H). Hypothèse : il existe une
demi-droite aj3, a € F et P € A H (K^ — H), telle que la section de A par un plan de
dimension 2,, quelconque, passant par la droite ap, soit un d^. c. de dans ce plan.
Conclusion : A est un âT,. c. de K'̂  ; plus précisément, A est un demi-espace de K'y.

Démonstration. — Puisque A n'a pas de points-frontières extérieurs à H, soit
toute la demi-droite ap est contenue dans l'intérieur de A, soit AnaS se
termine par une lacune.

Comme toutefois les d7,. c. fermés de dimension 2 qui passent par a3 doivent
être, dans tous les cas, soit des demi-plans, soit des cercles, soit des complé-
mentaires des cercles, le cas de la lacune ne peut pas se présenter; par consé-
quent, tous ces d\. c. sont des demi-plans. Mais, alors F ne peut pas être une
boule ou le complémentaire d'une boule dans H; donc le d\. c. F (dans H) coïn-
cide avec H.

Notes. — 1. Le théorème 1 ne s'étend pas au cas n = 2.
2. Si A est de dimension n et si l'hypothèse du théorème 1 est vérifiée, il est

immédiat que la frontière de A contient au moins n + ï points dont l'ensemble
est de dimension ^ ^ i — ï ; il suffit, pour le voir, de considérer n-+-ï points
de A linéairement indépendants et les d\, c. situés sur les plans de dimension 2
qui passent par les droites que déterminent ces points.

12. CARACTÉRISATION DES Dr C. DE K/J. CARACTÉRISATION PARTIELLE DES D. E. DE K^.

THÉORÈME 2. — Dans K'y, pour qu^un d. e. non trivial soit un di. c. il faut et il
suffit que sa frontière contienne au moins n +1 points, non contenus dans une
même variété linéaire de dimension n—2. (Il est indifférent que lesdits points
appartiennent ou non au d. e. en question.)

Démonstration. — Le nécessaire de la condition étant évident, occupons-
nous du suffisant. Il suffit de montrer que tout tel d. e. A est un d,. c. On va
voir ceci par induction. Supposons-le vrai pour ^^n^_m—ï et considérons
le cas n=m.

Premier cas : L'ensemble des m + i points considérés est de dimension m.
La variété linéaire L de dimension m— ï déterminée alors par m de ces points
coupe A suivant un d^. c. dans L, en vertu de la définition des d. e. et de l'hypo-
thèse de l'induction. Pour les mêmes raisons, tout plan de dimension 2 qui
passe par trois points-frontières de A coupe A suivant un d , . c. dans ce plan.
L'hypothèse du lemme 1 a est donc vérifiée.
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Deuxième cas : L'ensemble des m + i points considérés est de dimension m— i
(donc, contenu dans un hyperplan H). H n A est alors un d',. c. S'il existe un
point peA extérieur à H, et si l'on considère les plans de dimension 2 qui
passent par la droite qui joint p à un point de H n A, on voit que l'hypothèse du
lemme 16 est vérifiée. D'autre part, tout d. e. contenant plus d'un point est de
dimension n: en effet, toute partie de H qui contient plus d'un point se trans-
forme par une inversion de pôle extérieur à H en un ensemble non Ko-convexe.

On est ainsi ramené au cas ̂ =2, qui doit être démontré directement; posons-
nous donc dans K^ et considérons un d. e. A dont la frontière contient au moins
trois points.

On peut toujours supposer que A est K^-convexe et borné (e t , en particulier,
que co^A). En effet l'isomorphisme des groupes topologiques K^ et Ko(î')
applique biunivoquement les d. e. de K;; U { c o } sur ceux de K.o(Q U ! co } ; on peut
donc ici les identifier et, par conséquent, leur appliquer le théorème 1 du cha-
pitre I. Considérons alors un d. e. non vide A(^K^) de K; ; si S e K ^ — A ,
y^(A) est un d. e. \\^-convcxe\ or, si ̂  (A) est un d\. c., A doit également être
un d\. c., puisque les homographies transforment les d, . c. en d^. c.

Revenons à A, où A ̂ - 0, K^. Si A est constitué de K;; moins un seul point, il
est un d\. c. par définition. Dans les autres cas, A ne peut être dense dans K;;.
En effet, p o u r ^ ç K ^ — A , 9;(A) devrait être à la fois Ko-convexe et dense dans K^,
ce qui est impossible pour toute partie de K^ autre que K^ lui-même. Il existe
donc ^ tel que SG K^ — A; 9^(A) est alors Ko-convexe et borné.

On a déjà vu que tout d. e. A de K,^ qui contient plus d'un point est de dimen-
sion 2. Or, dans K;, tout ensemble K^-cowexeT de dimension 2 est d'intérieur non
vide. F et Y sont alors eux aussi Ko-convexes. (Démonstration évidente.)

Si K est un d. e., aussi K est un d. e. En effet, K;— A c K ; — A et c^(A)=^(A).
Il suffit donc de démontrer le théorème pour les d. e. fermés.

Étendons maintenant aux parties étoilées (par rapport à un point) de K;; la
définition de la « coque » donnée dans (| 1 <S |, chap. VI, p. 44), en tenant compte
du fait qu'il peut exister ici des intervalles sans extrémité.

Si A. est Ko-convexe, sa coque par rapport à un point intérieur Xo de A coïncide
avec la frontière de A et est, par conséquent, indépendante du choix particulier
de Xo. Démonstration : q = coque de A.

Si xç A, tout point de l'intervalle ouvert d'extrémités x^ et x, est point inté-
rieur de^A(w?/'Appendice III, §2, prop. 15); l'intervalle 1 qui est l'intersec-
tion de A et de la demi-droite x^x est donc constitué de deux intervalles consé-
cutifs I i et L, où l i == In A et L est l'ensemble des points-frontières de A que
contient I. Tout revient donc à montrer que si LT^), L est constitué d'un seul
point. Supposons, pour le voir, que L contient deux points distincts ?, R'.
Comme Xo e À, on peut prendre sur une droite ̂ Xo ^-passant par Xo deux points
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Oi, 02, situés de part et d'autre de x^, avec a,ç kÇi= 1,2); A étant Ko-convexe,
chacun des deux triangles fermés 01^02,01^02 est alors contenu dans A et l'un
d'eux est contenu dans l'autre; donc, l'un des points [^ ^! appartient à À,
contrairement à l'hypothèse.

On peut donc alors parler de « la coque » de A. Tout homéomorphisme /
préservant la Ko-convexité d'un ensemble A, transforme sa coque en celle de/(A).

Soit A l'ensemble des demi-droites d'origine x^ et soit d^x^ une droite
donnée. L'ordre des points de d induit un ordre (total) sur le sous-ensemble
de A dont les éléments rencontrent d\ cet ordre se prolonge, de façon évidente,
à A tout entier; de là, on définit un sens de parcours sur la coque q de A. Quand
on considérera un « arc» de cette coque (c'est-à-dire, une partie de cette coque
en correspondance biunivoque, au moyen de A, avec un arc de longueur ̂ 2^
du cercle unité de centre x^), on supposera toujours qu'il est décrit dans le sens
de parcours précité.

On suppose ci-dessous que A est fermé, borné et Ko-cowexe et que sa coque q
contient (au moins) trois points distincts Oi, 03 et 03. On peut alors supposer
qu'au moins un des arcs 010303, a ^ a g C C i et 0.3 O i C ^ , de q, n'est pas un arc de
cercle; sinon, A serait un d^. c. et la démonstration serait achevée.

Supposons, par exemple, que 010303 n'est pas un arc de cercle; soit y la cir-

conférence (de cercle) qui passe par a^i= i, 2, 3); notation : 010303 ==arc
de y correspondant à l'arc 010203 de q\ T = cercle fermé de coque y.

Deux cas peuvent alors se présenter :

i° FcA : Au moins un des arcs O i C ^ , 0303, 0301 possède alors des points
extérieurs à F; supposons, par exemple, que c'est le cas de 0102 et que
â e ^ i O a n K ^ — F , et considérons l'inversion 9^3- Ça^r) est un demi-plan fermé
ayant pour frontière la droite 903(7)» ya^A^tpaXr), les points Ço^i)» V^^
et ÇaX^) appartiennent à la frontière de ^^(A) et <pa,(°) es^ à distance finie
^ o de ̂ (r). Donc, y^(A) n'est pas Ko-convexe.

Soit maintenant z un point qui s'approche de 03 en restant extérieur à A. Si z
est assez proche de 03, (p^ (o^) ( î= i , 2)[resp^ 9^(0)] est aussi proche qu'on
veut de ^(^[i^sp- îa^â)]? tandis que, dans toute partie bornée de K^ choisie
d'avance, 9^(7) est aussi proche qu'on veut de Çaa^)-

ç^(A) est, par conséquent, non Ko-convexe.

2° II existe des points de y extérieurs à A : Soit E un tel point. Supposons, par
exemple, ^€0^, Oa. y^(r) est alors un demi-plan fermé ayant pour frontière la
droite 9^(7) et les points <p^(o,) (?== i, 2, 3) appartiennent à la frontière de
^(A)(^.i).

La Ko-convexité de <p^(A) implique que le segment ^(^^(^^(ai) soit
contenu tout entier dans ç^(A). Le seul cas concevable est alors celui où ce

Ânn. Éc. Norm., (3 ) , LXXVII. — FASC. 4. 49
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segment est tout entier constitué de points-frontières de 9^(A); mais, cela

implique que AcF et que 010303 coïncide avec 0,30201 Çfîg\ 2).

Soit ? un point de 010203, distinct de o/. Si l'on considère alors ç^(A),
0^(0102) ne coïncide pas avec le segment ç^(oi) 9^(02) et contient des points
situés à distance finie de ce segment Çfig. 3).

Soit maintenant y un point qui s'approche de p en restant extérieur à FuA.
Un raisonnement tout à fait analogue à celui de i° montre que pour y assez
proche de p, Çj-(A) ne saurait être K^-convexe.

y^aj ^(03) Ï^a,)

Fig. i.

Fig. 2.

Fig. 3.

REMARQUES. — 1. M. Bouligand nous a suggéré d'étudier le problème ana-
logue (rapports des « d. e. » et des « à\. c. ») pour un espace sphérique S71

/ , . , "+1 \( S71 s'obtient comme l'ensemble des points vérifiant V a^= i dans K^1 ) ;
\ V==1 /

démontrer le théorème analogue au théorème 2 dans S" et en déduire de celui-là
le théorème 2 pour K'j, en utilisant la projection stéréographique de S" sur un
hyperplan de K^1. Un des avantages de la démonstration de M. Bouligand est
qu'on n'a à considérer que des ensembles bornés dans S".

La notion suivante de « convexité » remplacera dans S7' la Ky-convexité
ordinaire : Une partie A de S71 sera dite « convexe » si, (;rj)eA2 entraîne que
le plus petit arc du « grand » cercle xy (un des plus petits arcs s'il s'agit d'une
demi-circonférence) («grand cercle ^y» = cercle de centre 0, situé sur le plan
de dimension 2, Oxy, passant par x et par y) soit contenu dans A.
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On peut appliquer alors des raisonnements analogues aux précédents.
La remarque de M. Bouligand montre que la notion de d. e. considérée et sa

propriété fondamentale (th. 2) sont en liaison avec les espaces sphériques S".
2. Quand Ko = R, la frontière d'une partie K^-convexe de K'j d'intérieur non

vide contient une infinité de points, non contenus dans une même variété
linéaire de dimension n — 2. D'où, le

COROLLAIRE 2. 1. — Dans R\ les notions de d.e. et de û?i. c. coïncident.
3. En ce qui concerne les d. e. fermés de K;, on peut remplacer, dans leur

définition, la condition que o (A) soit K^-convexe par la suivante :
Si (^, y) € Çr(A) x Çr(A), une partie du segment rectiligne \x, y]partout dense

dans [x, y] est contenue dans y:(A); cas particulier : y^(A) est V-cowexe, F étant
un sous-corps de Ko partout dense dans K^.

4. Walsh ([118], p. 62) avait déjà trouvé, par une voie différente, le résultat
suivant : Si A est un ensemble fermé de R^R2 étant identifié à G) tel que pour
toute triple (^, ̂ 2, 0 avec { ̂  e A, z^ € A etÏ ̂  A } il existe ç € A vérifiant l'équa-
• i j '?

tion -.—— + -.——— == -,——, alors A est une « région circulaire » fun d. c. fermée
c, — -Si ^ — ^-2 ^ — z ° v /

La condition imposée à A implique que la condition de la remarque 3 soit
vérifiée par 9;(A).

13. CARACTÉRISATION DES D. E. DE FRONTIÈRE NON VIDE DANS K^. — Adjoignons à

l'ensemble des b. g. l'ensemble des images par les transformations ^ (notations
de la proposition 1 ) des cônes maximaux, au sens de la définition du paragraphe 2
de l'App. III. L'ensemble ainsi obtenu sera noté B^ et ses éléments seront
appelés « b*. g. ».

DÉFINITION 26. — Toute partie de E^ Çresp. E) qui est constituée d'un 6*. g. A
et d'une partie de la frontière de A sera appelé « d ' . c. ». Si un d ' . c. est un d. e.
(cela dépend uniquement de la frontière du d'. c. considéré), il sera appelé
« rf. c. ».

THÉORÈME 26. — Soit E = K^. Dans E^, les notions de d. c. et de d. e. de fron-
tière non vide coïncident.

Démonstration du cas n == 2. — Tout comme dans la démonstration du théo-
rème 2, il suffit de démontrer le résultat pour un d. e. K^-cowexe et borné.
D'autre part, les seuls cas qui ne rentrent pas dans la démonstration du théo-
rème 2 sont ceux où A a, exactement, un ou deux points-frontières dans E,,,.
Remarquons, tout d'abord, que, dans chacun de ces cas, il est indifférent de
supposer que A contient ou non lesdits points-frontières; en effet, leur adjonc-
tion ou élimination n'affecte pas la propriété de ^ (A) d'être ^-convexe, pour
^ e E — A . On suppose ci-dessous que le point-frontière a de A n'appartient
pas à A.
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i° A possède deux points-frontières, a et 6; on peut supposer que bçA.

Considérons Ça(A). Puisqu'il est Ko-convexe et sa frontière contient co, il
existe une demi-droite à d'origine Ça(^) qui soit contenue dans Ça(A).

Considérons maintenant l'ensemble A des demi-droites d'origine Ça(^) conte-
nues dans y,,(A)et ordonnons-le par l'un des ordres totaux induits par les deux
sens de parcours d'un cercle de centre 9a(6); A^E^, puisque Ça(^) est un
point-frontière, et A^0, puisque r f€A. Alors, V absence des points-frontières
de 9a(A) à distance finie autres que 9a(^) implique la non-existence d'éléments
extr émaux de A. fa (A) est, par conséquente la réunion d'une famille d1 « angles »
^-convexes de sommet 9a(6). Or, si un tel ensemble ç^(A) n'est pas un cône
maximal desommet 9a(6), il n'est pas un d. e., car une inversion de pôle
^çE — 9a(&) le transforme en un ensemble non Ko-convexe.

2° Apossède un seul point-frontière a. On a déjà supposé a^A.

En considérant Ça(A), on voit alors qu'il doit être la réunion d'une famille
de demi-plans dont les plans-frontières sont parallèles ; démonstration essen-
tiellement analogue à la précédente.

L'extension de la démonstration au cas général est aisée. On utilisera le fait
que, si A est un d. e. de K^, A n P est un d. e. de P, quel que soit le plan P de
dimension 2, et l'on considérera 9a(A), a étant un point-frontière de A avec
a^A.

Remarques. — L'examen des définitions 1 des chapitres II et III et des démons-
trations des paragraphes 7 et 8 de ce chapitre montrent que le rôle particu-
lier du point co est apparent, dans le sens que cette particularité cesse d'exis-
ter si l'on se place dans un espace sphérique S", comme nous l'a suggéré
M. Bouligand.

2. La démonstration donnée ci-dessus au théorème peut être formulée de
façon à couvrir aussi le cas du théorème 2.

9. APPLICATION DU THÉORÈME 26 A LA DESCRIPTION CONCRÈTE DES D. E. D^UN CORPS

COMMUTATIF ALGÉBRIQUEMENT CLOS, DE CARACTÉRISTIQUE ZÉRO — Soit F UU tel COrpS.

Son sous-corps premier P est isomorphe au corps des rationnels Q; on peut
donc munir P de l'ordre de Q. La théorie des corps ordonnés d'E. Artin et
0. Schreier ([111]), t. 1, p. 225; [17], chap. VI, p. 3i) montre alors (dans la
terminologie de [17]) qu';7 existe un corps Ko, contenu entre P et F, avec les pro-
priétés suivantes : i° On peut prolonger à Ko tordre de P, de façon à obtenir un
corps ordonné^', 2° Ko est alors un corps ordonné maximal', et 3° F=Ko(ï) ,
où ^2+ i = o.

(Voir, en particulier ; [lll], t. 1, p. 280, th. 7c et [17], chap. VI, théorème
d'Euler-Lagran gc. )
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Ci-dessous, Ko désigne toujours le corps ordonné maximal en question.
K^, muni de la topologie-produit %o (K^) x ®o (K-o)? es^ u11 evt que nous

avons déjà étudié, ainsi que l'isomorphisme des evt (sur Ko) K^ et Ko(?). On a
vu que les d. e. du corps topologique (ainsi obtenu) Ko(î') coïncident avec les
d. e. de l'espace Ko-euclidien K;. Le théorème 26 donne alors le

COROLLAIRE 2.6.1. — Les notions de d. e. de frontière non vide, du corps topo-
logique Ko(î) et de d. c. de Ïevt K^ coïncidente dans V identification des evt K^ et
Ko(Q.

Cette description simple des d. e. de frontière non vide, enlève une grande
partie de leur mystère aux d. e. d'un corps commutatifalgébriquement clos de
caractéristique o.

CHAPITRE IV.

LOCALISATION DANS UN CORPS COMMUTATIF ALGÉBRIQUEMENT CLOS,

DE CARACTÉRISTIQUE ZÉRO.

1. DÉFINITION DES ANGLES ET DES FONCTIONS TRIGONOMÉTRIQUES DANS K^. — Ko CSt

un corps ordonné pythagoricien. Les evt K^ e tKo(Q seront identifiés, dans la
suite. On utilisera des coordonnées « Ko-cartésiennes » dans K^ et l'on appellera
axe « Ko-réel » l'axe des x et axe « Ko-imaginaire » l'axe des y. Pour abréger,
on supprimera « Ko » dans les « Ko-termes » toutes les fois qu'il n'y a pas de
danger de confusion. Il sera sous-entendu donc, dans la suite, que le « plan
complexe Oxy » considéré est un plan Ko-complexe.

Considérons la circonférence (r) : x2 + j2 = r2 (r ^> o), la droite x==.c(c^o)
et le faisceau F des droites passant par 0; munissons l'ensemble des points de
la droite de l'ordre total induit par l'ordre de l'ensemble D des ordonnées de
ces points, c'est-à-dire de l'ordre de Ko. La correspondance biunivoque entre D
et F— { Oy}, établie par le point d'intersection d'une droite, qui parcourt F, et
de D (l'existence de ce point d'intersection est assurée par le fait que Ko est
pythagoricien), permet de munir F — { Oy} d'un ordre total, de sorte que D et
F — { O y } soient isotones.

L'ordre de F — { O y } induit un ordre total sur l'ensemble des points
xï +y2 = r2 e^ x ^> °î on P611^ prolonger cet ordre, de façon évidente, à la cir-
conférence x2 + y2 ==7'2 tout entière. Il est également évident qu'à chaque point
de (r) correspondent deux ordres totaux opposés, définies de façon analogue et
ayant ce point comme point initial (nous avons déjà utilisé, implicitement, ces
faits, quelquefois, dans B' du chapitre III).

On remarque, par ailleurs, que si l'on prend les circonférences de différents
rayons dont le centre est 0, les ordres qui y sont induits par le faisceau pré-
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cèdent des droites, sont, évidemment, semblables. D'un autre côté, il est clair
que les ordres induits de la manière précédente sur les circonférences d'un
même rayon sont encore semblables, car on peut appliquer chacune de ces cir-
conférences sur chacune des autres, et ceci sans changer la direction des axes
des coordonnées, par une translation.

Soit S l'ensemble des points de (r), muni de l'un de ces ordres, et considé-
rons l'ensemble ZxS des éléments ( j , s), totalement ordonné par la condition :
^./I'CA» on a C/i^XCÂ, ^>); siyi==7'2 et^<^, on a (j\, ^) <^(j\,s^.
ZxS sera dit le « recouvrement » de la circonférence S. Si a==(j, s ) est un
point de ce recouvrement, a == s sera dit son ((point-support ».

L'ordre que nous venons de définir donne un sens à la notion du « parcours
indéfini » de (r), dans les deux sens, à partir du point fixe choisi.

DÉFINITION 1. — Soit ÂCZxS. Si A est un intervalle de l'ensemble
ordonné ZxS, A, muni de cet ordre, sera appelé «arc de cercle ». Un arc de
cercle strictement inférieur à une circonférence (resp. demi-circonférence)
sera appelé « c-arc de cercle » (resp. « c'-arc de cercle »).

Ainsi considéré A est un arc positif. Si l'on munit A de l'ordre opposé,
il sera un arc négatif.

Quand on considérera un arc indépendamment de son sens de parcours, on
l'appellera « a-arc ».

Considérons l'arc (a, p) [où a =(/i, .Vi) , 3==(j._>, ^_>)eZ x S]. Il existe alors
un et un seul c-arc positif (a, (V) de même origine et tel que p et ^ ont un
même point-support [autrement dit, si pç=(jç. S e ) , on doit avoir ^.==^2 et, ou
bien jc==j\ et .^^^, ou bien y^=yi4- i et ^<^i]- Alors, (a, ^) sera dite
la « c-composante » de (a, [3) et y'.j—je sera dit le nombre de tours supplé-
mentaires.

DÉFINITION 2. — Tout arc (Ai, A.j) (resp. c- ou c ' - , resp. a-) d'une circonfé-
rence de centre M et de rayon i sera appelé « angle » (resp. c- ou c ' - , resp. a-)
du couple ordonné (resp. ordonné, resp. non-ordonné) des demi-droites, ou des
vecteurs MAi, MA^. Si (Ai, As) est un multiple impair d'une demi-circonférence,
ledit angle sera appelé « angle droit ».

CONSÉQUENCE. — Les vecteurs MBi, MB.j sont orthogonaux si et seulement si
leur angle est droit.

Démonstration — Rappelons que, deux vecteurs sont dits orthogonaux si
leur produit scalaire est nul. Les vecteurs OAi et OA^, avec A i = ( i , o) et
A2=(o, i) sont orthogonaux et forment un angle droit. Or, les transformations
euclidiennes préservent Forthogonalité et transforment les demi-circonférences
en demi-circonférences.

Comme toute transformation euclidienne est linéaire (puisqu'elle préserve
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les distances), elle préserve les longueurs des vecteurs (o, i) et (i, o) et leur
onhogonalité, elle doit donc être de la forme

,z" -==. a.i x — ai y 4- .̂ o

yr=:a,,r+p2j+j'o,
(E)

où (ai, (7.2 ) ̂  (Pi, ^2) sont orthogonaux et de longueur i.

Considérons maintenant les groupes des déplacements euclidiens du planK^,
c'est-à-dire les transformations (E) de déterminant i. Si S et S'sont des circon-
férences de même rayon, il est clair que toute transformation de ce groupe qui
applique le centre de S sur celui de S ' , applique S sur S'. Il est facile de voir
par des considérations analogues à celles du cas K o = R que tout déplacement
euclidien transforme un c-arc de S en un c-arc de S/ en préservant les relations
d'inclusion. Il est également facile de voir que si, en plus, on se donne un point
a de S et un point a' de S', il existe une et une seule transformation ? appli-
quant S sur S ' et telle que pa:^^. Alors, si (a, p) et (a7, ^ /) sont deux c-arcs
des cercles correspondants, on les considérera comme égaux si et seulement si
l'on a, pour une telle transformation p, p?= p7. Si (a, ^) et (a7, ^ f ) sont deux
arcs quelconques de S, S7 resp., on les considérera comme égaux si et seulement
si leurs c-composantes le sont et leurs nombres de tours supplémentaires sont
les mêmes.

Si l'on considère les arcs d'une circonférence fixe dont Forigine est la même,
Fordre de leurs autres extrémités sur Z x S est le même que leur ordre d'inclu-
sion, et Fordre considéré des arcs d'origine a sur S est transformé par le dépla-
cement p précédent en ordre des arcs d'origine a/'==. pa, qui leur sont égaux.
Si (a, P)cZ x S et (a^ p^CZx S'sont deux arcs, on dira que (a, [î)<^(a, ^)
s'il existe un arc (a', ̂ /) CZ x S'tel que ^<^ ^ et que (a, ?) = (a7, '?'). Il est
clair que cette relation d'ordre est préservée quand on remplace les arcs par
des arcs égaux.

Si deux arcs de la même circonférence sont adjacents, la seule considération
de leurs extrémités suffit pour pouvoir définir leur somme d'une façon raison-
nable; en effet, ^'a, [3, et y (a, (3, Y € Z x S ) s o n t leurs extrémités, il suffit de
stipuler que (a, ^) + (?, 7) = (a, y).

Cette définition de la somme peut être étendue de manière à être préservée
par l'égalité des arcs. En effet, désignons par R[(a, (3)| la classe des arcs de
n'importe quelle circonférence de rayon r égaux à (a, ?). On posera
R[(a, P^^R^a^ PQ] si (a, (ÎX^a', ^ ' ) (on a vu que cette définition est
cohérente). SoitR=R[(a, ^)]et R^ R[(a', R7)]. Soit (3, y) l'arc de la circon-
férence S égal à (a', p'). Alors, on posera R+ R^ R[a, y)] et l'on voit immé-
diatement que R + R' ainsi défini ne dépend pas du choix des représentants
(a, P)eR et (a7, P)€R 7 et que les classes d'égalité d'arcs forment un groupe
abélien ordonné par rapport à l'ordre et à l'addition ainsi définies. L'élé-
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ment neutre de ce groupe additif est la classe des arcs nuls (a, a), et
—R[(a, ?)]= R[(P, a)]. On appellera R[(a, ?)], considérée comme un élément
de ce groupe ordonné [et qu'on notera d'une manière plus courte (a, p ) j la
« mesure » de l'arc (a, ?).

Définissons maintenant les « nombres trigonométriques » d'un angle de
la manière élémentaire (bien connue pour K.o=R) au moyen du triangle
rectangle, Dans le cas particulier d'un angle (OA.OB), où A=( i , o) et
B=($,Y]) , avec y+rf=i, cette définition donne cos(OA, OB)== $,
sin(OA, OB)==Y].

Si ron appelle 9 l'angle des demi-droites { ( o , o), (o, i }, {{x^y,\ (oc,,^)},
les formules (E) s'écrivent

(EQ ( x ' r= x cos 0 — y sin 6 -f- x^
[ y ' == x sin 6 --+- y sin 0 -4- Jo-

On déduit les formules (bien connues pour Ko=R) :

cos ( O.i + Os) == cosOi cosO^— sinOi sin 0.2,
s in(0i4- 02 ) == cosOi cos 0^4- sinO^ cosOi,

Notations : ^5= angle correspondant à une demi-circonférence; alors,
cos (nr — 6) == sin 9, etc.

Si l'on pose ^(9)== cos 9+; sin Q, on a

e ( ( ] - ^ Q ! ) = e ( ^ ) e ( Q ' ) et e(- 0) == [ e (O)]-1.
D'où

e( /n0) = [e(^)]m (formule de « de Moivre » ) .

Note — Bourbaki contient deux références ([18], chap. VIII, p. 100 et 106)
à une autre définition des angles 9(0^9^2 droites) dans K^, mais le cha-
pitre IX de son Algèbre, auquel il renvoi!, n'a pas paru jusqu'à ce moment.

Nos remarques ont été formulées, pour la première fois, dans l'exposé du
9 mars igSg, au Séminaire Dubreil-Pisot.

On va définir maintenant la division d'un angle par un entier ̂  o. On suppo-
sera ici que Ko est ordonné maximal.

Soit o <^ ç <^ 2CT, a=<?(o) et ^==0. Cette dernière équation a m racines
distinctes, situées sur \z\ =i ; soient a^, . . . . a^ dans l'ordre positif de cette
circonférence, à partir du point initial ( i , o).

DÉFINITION 3. — Soit m un entier ̂ 2. Alors, le c'-angle ((o, i), a) sera appelé
, (0« an2;ie -L ».0 m

Extension évidente au cas d'un angle quelconque.
Remarquons à présent que, dans la trigonométrie élémentaire deR2 , seule la

comparaison des arcs des cercles de même rayon joue un rôle essentiel ; l'axiome
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d'Archimède, utilisé dans la théorie classique de la mesure des grandeurs, n'est
pas nécessaire pour la déduction des formules usuelles de la trigonométrie.
D'où, le

THÉORÈME 1. — Les formules usuelles de la trigonométrie élémentaire de R2

restent valables dans K^, quand Ko est un corps ordonné maximal.

Dans le reste du chapitre, on supposera toujours que Ko est ordonné maximal.

2. LE PRINCIPE DE ^ARGUMENT ET LE THÉORÈME DE ROUCHÉ. — On Sait qilC là locali-
sation des zéros réels des fonctions rationnelles réelles s'étend à tout corps ordonné
maximal Ko Çvoir [lll], t. 1, p. 228 et [17], chap. VI, p. 45)-

On va voir qu'il en de même pour l'extension de la localisation des zéros des
fonctions rationnelles complexes à Ko (?'). En fait, la plupart des théorèmes de la-
dite localisation qui ne rentrent pas dans nos généralisations des chapitres I, II
et III sont des conséquences des propriétés des angles \ celles de ces conséquences
qui ne sont pas immédiates passent par le ((principe de l'argument » ou par le
« théorème de Rouché ». Il suffit donc d'étendre ces deux derniers résultats
à Ko( î ) ; le dernier est d'ailleurs, conséquence du premier, tout comme dans le
cas de C.

Notations : K = Ko(Q ; si ^ = (^, ^). ̂  : (^ — Si)2 + (y — ?.)2 = i.

Notations : K = Ko(^) , I\= la circonférence z — 3o \ = i.

Soit 1 un intervalle [a, p] d'un ensemble totalement ordonné et a une
application I—I\ ayant la propriété suivante, appelée propriété (M) : il
existe une décomposition de 1 en un nombre fini de sous-intervalles
I^(v=o, i, . . ., m)==[a,,, a^](ao=a, a^= ?) tels que, pour chaque v, a
soit une application monotone de 1̂  dans un c-arc (o(a^), (7(a,^)) de I\.

Considérons maintenant Z x I\, où l'on notera a'*'(a) == (o, o(a)). Soit
(o, y) l'origine des arcs sur Zxl\ (en vertu de nos définitions, y est alors
l'origine des arcs sur I\, et (o, •y)^a*(a)) et considérons le c-arc (0(0), cj(ai))
de I\. On posera dans Z x I\,

(7*(ai) == (o, o-(ai)) , si l'on a sur I\ o^(y, o - ( a ) ) 4- (o- (a ) , o" (a i ) ) < 2CT;
< r * ( a i ) = ( i , o-(a i ) ) , si Fon a sur I\ (y, Œ ( a ) ) + (o-(a) , o - ( a i ) ) ̂  2OT;

enfin,
(7*(ai) ==: ( — i , c r ( a i ) ) , si ron a sur I\ (v, o - ( a ) ) -4- (o- (a) , o - ( a j ) ) < o.

Définition inductive évidente de a*(a^), pour v == 2, . . ., m. De cette manière,
l'arc (o*(a), a*(?)) de Z x I\ est parfaitement défini. Cette définition s'appli-
quant aussitôt à tout sous-ensemble ordonné de I, donc aussi à tout sous-
intervalle [a, S] de [a, p], on a défini ainsi une fonction CT*= 1 -> Z x I\.

Ann. Éc. Norm., (3), LXXVII. — FASC. 4. 5o
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Notations : On notera encore ^=/(^) et l'on utilisera deux plans distincts
pour z = x + iy et pour w = u + iv ; ces plans sont isomorphes à K^ en tant
qu' evt et à Ko(0 en tant que corps topologiques; K et K' désignent resp. ces
corps. P = circonférence u1 + ̂  == i.

On va appliquer maintenant ces considérations à la définition de la « variation
de V argument d'une fonction f\ï -> K' entre a et p, suivant 1 », notée AiargY(^).

^ / y \
Hypothèse : i° /(^) ̂ z o, ç^ y^ soit zçï; et 2° l'application CT(^) === ' ^

âfe 1 dans P possède la propriété (M).
Si cette hypothèse est vérifiée, on désignera par A;arg/(^) Parc (a*(a), cr*(p))
rf<? Z x P.

Abréviation : Si a(a) est l'origine des arcs dans P, on raccourcira quelquefois
« Ai arg/(^) » en « arg/(^) ».

Supposons maintenant que pour une même décomposition (L,) de I,/i, ^">fn
sont des fonctions 1 -^ K7 vérifiant les hypothèses i° et 2°. En vertu des défini-

/ " \
tions et de la relation 1 | ^(0).) = e ( ^,OA ) ? 0° a alors dans chaque intervalle-A- -•- ^ .̂ — /

).=! \).=:1 /

de monotonie L,
i i ii

^ ̂ •ëfÎMs) =^ Ar, arg/x(^).

D'où
n n

(A) Aiarg_[J/).(^)=^Aiarg/,(^).
\=î \=i

Notations : L = une circonférence, dans K, de centre ?; A = le cercle fermé
qui a L comme frontière.

Il y a lieu ci-dessous de prendre L pour l'ensemble totalement ordonné 1 du
début; ce qu'il faut entendre par là, c'est qu'on considère L muni de l'ordre
usuel où, de plus, il y a un dernier élément ?, de même point-support que a.
Soit alors Zo u" point extérieur à A. On a

ÂLarg(^ — Zo) z=o.

Démonstration. — Les deux tangentes qu'on peut mener du point ^ à L
touchent L resp. aux points Ti et T^.

Si l'on considère l'application /:L — K/ définie par / (^)=^—^o, Fapplica-

cation a(^)== ———°— est monotone dans chacun de deux c-arcs (^i, Ta). Par
j Z— ZQ j ,

conséquent, a(^) décrit sur P [ou, sur I\, si l'on voulait considérer f\2) et
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cr(^) comme des applications L -> K j le même a-arc dans les deux sens. D'où,
l'assertion.

COROLLAIRE. — Sous ces hypothèses,

ALarg^—^-^o.

Soit maintenant Zo un point intérieur de A. On a

ALarg(s — ^ o ) == 2^.

Démonstration. — Divisons L en deux c-arcs, de somme 2 CT, au moyen de deux

points ai, 02. a(^)= i „ _ "° i est monotone dans chacun de ces arcs et sa
monotonie est de même type dans tous les deux; cr(L) est alors exactement une
circonférence. D'où, l'assertion.

COROLLAIRE. — Sous ces hypothèses,
Ajarg ( , s—ZQ)~^==—2?»r .

Les deux corollaires se démontrent aisément au moyen de la relation (A).

PRINCIPE DE L'ARGUMENT. — SoitfÇz) une fonction rationnelle, ^( ï= i, . . ., ^)
[resp. ̂ i= i, . . ., v)] les zéros Çresp. les pôles) de f contenus dans A; on suppose
que L ne contient pas de zéro ou de pôle de /. Alors, A^arg/(^) existe et vérifie la
relation

Aj,arg/(^) == 2?«7(^ — v ) .

Démonstration. — L'application/étant rationnelle et K étant algébriquement
clos, f(z) se décompose en facteurs linéaires d'exposant +i ou — i .

^+11' v+v
/ (^ )==aoTT(^—C/) fT(^—^/y"^ le second membre possède l'arg parfaite-

a+a' v+v

ment défini argâ ro+ Y, a rg (^— < C/ )+ ^arg(^—^)~S en vertu de (A). D'où,

l'assertion.

THÉORÈME (de Rouché). — Soient f(z) et ç(^) deux fonctions rationnelles,
dont aucun pôle ou zéro n^est situé sur L; on suppose que, en tout point de L,
y(^)| <^ ]/(^) |; [J-i, v^resp. [^2, Va) sont les nombres des zéros et des pôles de f
Çresp. de f-\- ç) contenus dans A. Alors,

^1—— V l = = P - 2 — — ^-2.

Démonstration,—D'après le principe de l'argument, AL arg/(^)== 2 ̂ ( u L i — V j ) ,
ALarg(/(^)+ cp(^))== 2Gï(^3— Va) . Il suffit donc de montrer que

ALarg/== ALarg(/4- 9).
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En vertu de (A), cela revient à ÀLarg7 ? =o, donc à ALarg( i + î ) =o.

Or, comme | ç | <^ |/| sur L, le point w= i + ? r^y^ toujours dans le demi'plan
ouvert positifquand, z décrit L); donc, ÀLarg^= of

n

En voici une application du théorème de Rouché : Soit fÇz)=^a^z), r un
'/rrO

élément donné ^> o, tel que f(z) 7^ o pour z \ = r, et o <^p^n. La circonfé-
p-i

rence \ z \ = r contient alors au moins un point z tel que ^.a^z^ ^ \f(z) !• (Cette
v=:o

inégalité généralise l'inégalité de Cauchy, obtenue pourjo==i et Ko==R).
p-i p-i

v^iDémonstration, — i0 Cas trivial :V|^[ ==o. 2°V|^[^o. Alors, si pour \z\ ===r
v=o v=o

p—l p—1 n

on avait ^^^v ^>|/(^)|, les polynomes^^v^ etV^^ auraient le même
V=:0 V=0 V==yD

/^

nombre de zéros dans le cercle \z ^-r\ or, ceci est absurde, carV^^^^o a/?
v=yy

racines nulles.

THÉORÈME (de la« continuité » des zéros d'un polynôme).
Soit

n p

f(z) ==^a,^z= anY[(z - Zj)^, a^ o,
v=0 7=1

¥ ( z ) z=(ao^- £o) 4- {a^-\- £1)^4- . . .+ (^-i+ e^-i)^^-1^^^^
^ Wîï

o< ^<min .1 ^— Zj\ (j== i , . . . , ^ — i , ^ + i , . . . , / ? ) .

// existe alors un élément £ ^> o ^/ que, si \ £/ [ ̂  £ (<f = o, . . ., /î — i ), F (^) û
précisément m., zéros dans le cercle Cy ûfe centre ^ ^^ ̂  rayon r.,. Il suffit de
prendre £ <^ â^M71, où

Cet énoncé est verbalement le même que dans Marden ([68], p. i4); il en est
de même pour l'extension à Ko(<) de la démonstration exposée dans ce texte.

.n

COROLLAIRE C. — Hypothèse: G(^, ^)==^^v(^) ^v, ^v(^) est un polynôme,
v==o

G (z, w) est irréductible^ g^z^-^o et ^o est une racine m-uple de Féqua-
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tion G(zo, ^)=o. Conclusion: Pour chaque cercle Cg : w—^o <^ £ de rayon
assez petit £ ^> o, î7 existe un cercle Fg : [ z — Zo \ <^ o, o^ S == â(£) ^> o, tel que,
pour tout point Zi^Zo de r§, Inéquation GÇz, ^)=o a précisément m racines
dans C; ces racines sont distinctes.

Le corollaire C permet, en particulier, de définir localement, dans un voisinage
du point non critique Ç, la « fonction algébrique locale » <^(^), solution locale
de G(z, ̂ ) ==o.

DÉFINITION. — On appellera « région » (resp. « s. c. région ») cfe A^ une partie
(ouverte) de K^ localement homéomorpheÇresp, homéomorphe) à un cercle ouvert.

Notation : « s.c. » rappelle « simplement connexe ».

3. LE PRINCIPE DU MODULE MAXIMUM ET LE LEMME DE SCHWARZ. — DâllS le CâS des

fonctions algébriques non constantes, on va étendre, ci-dessous, ces deux
résultats classiques au cas de Ko(î').

Posons-nous dans les hypothèses du corollaire de la fin du paragraphe 2.
Supposons en plus que m = i et faisons correspondre à chaque ^eFo la racine w
deG(^, ̂ )=o; appelons/Fapplicationrô-^ C, ainsi définie. Soit a :f(To) -^Fo

p
F application réciproque à/. Comme on a, d'autre part, G(z, q^)==^^(^)^,

v==o

le corollaire précité implique que, si 9^(^0)7^0, Zo étant une racine X-uple
de G(z, ^o)==o, à chaque cercle assez petit 1^,: \z—Zo\^Sf correspond un
cercle C : | w — ^o ^ ̂ (^Q» te! q11^ P01111 tout point ̂ i ̂  ̂ o de C^ G(z, (^i) == o
a précisément X racines dans r§,. Par conséquent, f est une application ouverte.
Elle satisfait donc au

PRINCIPE DU MODULE MAXIMUM. — Quel que soit le point intérieur z^ de l'ensemble
de définition de f et le voisinage V de Zo, il existe ÇeV tel que \f(C) \ ̂ > |/(^o) [ •

La validité du principe de module maximum entraîne la validité du

LEMME (de Schwarz). — Soit ç(^) une fonction algébrique, définie
dansF : \ z \ <^ i, pourlaquelle tout point deT est point ordinaire, etsoitf(z)=z<'Q(z\
Hypothèse : zçF entraîne \f(z) | ̂ i. Conclusion : z^T entraîne \f(z) \^_z. S^il
existe ÇcF tel que \f(z) \ =- \ z , f.Çz) = e^zÇ^. réel).

Démonstration. — Verbalement, la même que dans ([9], p. 4o)-

On peut aussi étendre aux fonctions algébriques de Ko(?) les généralisations
du lemme exposées dans Nehari ([90], p. 166) et Ahfors ([2], p. 110).
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4. REPRÉSENTATION CONFORME. HOMOGRAPHIES. — Notons, en premier lieu, que
dans tout corps muni d'une Ko-valeur absolue et de la topologie définie par
celle-ci, la définition classique de la dérivée d'une fonction s'étend de façon
immédiate; cela s'applique, en particulier, à Ko et à K-o(Q.

Employons maintenant des coordonnées homogènes dans K^ et soit
F(.r, y, z ) -===• o une équation homogène en x, y et z, définissant une « courbe »
algébrique (c). Extension immédiate à K^ des propriétés élémentaires bien
connues (signalées, par exemple, dans [62], t. I, p. 6).

1 T • ^ A / \ 1 ' A ' • • f0^ à¥ ^\ / / \Un point de (c) sera appelé « ordinaire », si -y-î . ? ^ ^ (o, o, o).
\ 03C -^ ~ /

Les mêmes raisons que dans le cas classique justifient la

DÉFINITION. — Si (^o? y 0, ^o) est UT1 point ordinaire de F=o, la droite
âF . ()¥ . àV ,, , „ , . ^x .— +y ^— + ̂  ^- == o sera appelée « tangente » de r au point (^o» Jo? ^o )•

03C^ ^ /) /0 ^'^'0

Les courbes algébriques forment un exemple de courbes possédante en général,
une tangente.

DÉFINITION. — Soit A une région de Ko(^) et soit f une application : A -> Ko(?).
Si/possède une dérivée finie en chaque point de A, on dira quelle est « régulière »
dans A. On dira que f est « régulière au point ZQ, s^il existe une région A3^o?
dans laquelle/est régulière.

Exemple. — Toute fonction algébrique est régulière dans sa région de
définition.

THÉORÈME (de Fisogonalité). — Les applications régulières conservent les
angles.

Démonstration : Evidente. ( Voir [9], p. 7.)

Conformément à la terminologie des chapitres II et III, on appellera « homo-
graphies » les applications que plusieurs auteurs appellent transformations
« homographiques », ou « linéaires ».

La partie suivante du livre [9] de Bieberbach s'étend immédiatement à Ko(î) ,
pourvu qu'on remplace les « fonctions analytiques » par les « fonctions algébri-
ques, définies dans la région considérée » : [§ 2 (p. i3), § 6 (p. 5o), sauf
page 42].

La première partie du premier volume du livre f22] de Carathéodory (p. i-
p. 83) s'étend à Ko(î) , sauf les définitions des longueurs des arcs comme des
limites, les formules intégrales qui leur correspondent, et, éventuellement, le
théorème de Carathéodory cité à la page 24.
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5. APPLICATIONS A LA LOCALISATION DES ZÉROS DES POLYNOMES. — A titre d'exemples,
nous citons ci-dessous certains résultats (bien connus quand Ko=R) ,qu i
s'étendent au cas d'un K<» maximal quelconque. Certains de ces résultats sont
même valables dans des structures encore plus générales, considérées dans les
chapitres I, II, IV.

En général, les citations sont faites suivant l'ordre chronologique des Mémoires
cités.

n

1. Conditions suffisantes pour qu^une équation^.a^z' = o à coefficients réels possède

des racines non réelles.

Les conditions énoncées sous la forme \ P^(^o» . . ., a^ ^> o(;j- = i , . . ., X)
(P^. étant un polynôme en ao, . . . , a^) restent, en général, valables.

Exemples. — Le critère de P. Zervos, ainsi que sa méthode plus générale de
démonstration par induction ([122], 1901) et son extension due à N. Petridis
([98], 1949).

2. Sur les modules des zéros des polynômes, par Paul MONTEL ([78], 1923).

Tous les résultats pour les polynômes, dont les démonstrations sont contenues
dans ce Mémoire fondamental, sauf peut-être le théorème du paragraphe 13,
restent valables.

En ce qui concerne le paragraphe 11, la démonstration de Montel s'étend
à Ko(î) , si l'on change comme il suit la démonstration du lemme

Si | a\ ^ û, ( ? == i, . . ., jo) et, si [ a ^ a^\ (p + i )~1 ? les zéros du polynôme
R ( x ) == œP -+- a\ xP-^ 4-... H- a

restent, en valeur absolue, supérieurs à un nombre fixe ^> o ne dépendant que
de (^i, . . . , âp).

Posons y (^)=^+...+^_^; alors,] y (.r)|^|^|^+...+ d^_,\\x\=^^(\x\).
D'autre part, pour x\^^y où c est un élément fixe ^> o assez petit,
(p i ( |» r [ )<^ ^p\(p + i)~1 ; donc, x ^-z entraîne | ̂ ( x } |-<^ | a . L'application du
théorème de Rouché au cercle x ^£ achève alors la démonstration du lemme.

Voir aussi \ Appendice I, (après le chapitre IV).

3. On thé Location of Roots of Polynomials and Entire Functions, par
E. B. VAN VLECK ([H3], 1929).

Tout le contenu des pages 644-657 de cette conférence reste valable.

4. Sur les racines des équations algébriques^ par N. OBRECHKOFF ([92], p. 1933).

Tous les résultats de ce Mémoire restent valables, sauf la déduction du
théorème de Gauss-Lucas, à la page 98, et la démonstration du théorème VIII.
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5. Sur quelques limites pour les modules des zéros des polynômes, par Paul MONTEE
([82], 1934). .

La condition nécessaire du paragraphe 1 peut encore être démontrée, par le
théorème de Rouché cette fois; nous renvoyons à l'Appendice I, pour une
extension de la condition suffisante.

Le contenu des paragraphes 2-9 reste valable.

6. La théorie analytique des polynômes d'une variable, par J. DIEUDONNÉ
([36], 1938).

Le contenu des chapitres I-III reste valable. L'applicabilité du chapitre I, en
particulier, signifie que le problème du calcul (théorique) du nombre exact des
racines d'une équation algébrique contenues dans un cercle ouvert (resp. fermé)
donné se résout entièrement, et sa solution est la copie de la solution classique
(due à Hermite, et à Fujiwara, Schur et Cohn).

En ce qui concerne le chapitre IV, nous renvoyons à 2 (ci-dessus), à notre
chapitre II et à V Appendice 1 ; les théorèmes XVI et XVII sont des cas particuliers
du théorème 1 de cet Appendice. Le théorème XXI (de Fekete) reste également
valable.

Les n0' 1 et 2 du chapitre V restent valables.
Les théorèmes XXVIII, XXIX, XXX et les théorèmes de Walsh restent valables;

la validité des théorèmes XXXI et XXXII de J. von Sz. Nagy sera examinée
ailleurs.

Les n05 1 ,2 ,3 et 5 du chapitre VIII restent valables ; de même, pour les n0 81,2
et 6 du chapitre IX. Les n08 1, 2, les théorèmes XLV, XL VI, les n08 5 (avec une
autre démonstration du théorème XL VII), 6, 7 et 8 du chapitre X restent
valables; cela contient le théorème de Jentzsch.

7. Thé Geometry of thé Zéros of a Polynomial in a Complex Variable, par
M. MARDEN ([68], p. 1949)-

Ce livre est le plus riche en résultats qu'a paru jusqu'à ce jour sur le sujet.
La majorité des résultats qu'il contient s'étend à Ko(î'). Contentons-nous de
signaler les résultats suivants, choisis au hasard : Les théorèmes 4.2 (de Siebeck)
et 9.1; les corollaires 15.3 et 16.1; les théorèmes 16.2, 16.3, 17.2^, 17.26,
17.3a, 17.36, 17.3e et 18.1; le corollaire 18.1; le théorème 18.2; le corol-
laires 18.2^, 18.26 et 18c; les théorèmes 18.3, 20.1, 21.1, 22.1, 22.2, 22.3,
26.1 et 29.1; les paragraphes 32-33; le théorème 34.1 et les paragraphes 36-45.

8. Thé Location of Critical Points of Analytic and Harmonie Functions, par
J. L. WALSH ([118], 1950).

Des remarques analogues s'appliquent, en partie, aux chapitres I-V.
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9. Sur quelques propriétés des valeurs caractéristiques des matrices carrées, par
M.PARom([95], 1952).
Une très grande partie du contenu s'étend àKo(î').

10. La localisation des valeurs caractéristiques des matrices et ses applicationsy
par M. PARODI ([96], IQÔQ).
Même remarque.

11. Inequalities concerning polynomials in thé complex demain, par N. G. DE
BRUIJN ([3l], 1947)-
Plusieurs des résultats contenus dans ce Mémoire, déjà cité au paragraphe 9

du chapitre II, s'étendent à Ko(^) . En premier lieu, la démonstration que de
Bruijn donne au théorème suivant de S. Bernstein :

Si P(^) et Q(^) sont des polynômes satisfaisant à
I P ( - - ) I ^ I Q ^ ) et Q(.-)^o, pour Im.-^o,

on a aussi, pour ces valeurs de z, P^)]^ Q^)].

Les théorèmes 3-11 de ce Mémoire restent tous valables; contentons-nous de
rappeler l'énoncé du

THÉORÈME (d'Erdôs-Lax). — Si le polynôme de degré n P(^) satisfait à

o <^ P(^) [ ̂  i ? pour | z \ ̂  i, on a aussi, pour ces valeurs de z, P^(^) | ̂ - - '
2

12. Sur les zéros des polynômes, par M. BIERNACKI ([12], IQ55).
Plusieurs des résultats contenus dans ce Mémoire, déjà cité au paragraphe 9

du chapitre II, s'étendent à Ko (?). Ainsi, tous les résultats obtenus par Biernacki
dans les paragraphes 3, 4 restent valables. Signalons, par exemple, son théo-
rème III : Si le polynôme P(^) = âo +. . . + ^n^1 ne s'annule pas dans le cercle
| z \ <^ r, le polynôme Q(^) = ^o + • • • an-pZ'^~p{p <^ ̂ ) ne s'annule pas dans le
cercle z \ <^ rÇp + i)~1. Cette limite est atteinte, lorsque P(^) = (i + ^)7'?
p=n—ï, Q(^)=i+/^.

Enfin, la partie i° (voir le paragraphe 9 du chapitre II) de son théorème 1
reste valable.

EXEMPLE. — Soit Ko(î ) la clôture (algébrique) du corps des fonctions ration-
nelles d'une variable sur G; en d'autres termes, Ko(Q = 1^ corps des « fonctions
algébriques d'une variable » sur G. Munissons-le de la valeur absolue ordinaire
de Ko(ï), et appelons-le K.,..

Le fait que des résultats tels que le théorème d'Erdôs-Lax et les théorèmes
de Biernacki restent valables dans K^, montre l'intérêt des généralisations
considérées ci-dessus, ainsi que des méthodes de démonstration utilisées par
Biernacki et de Bruijn.

Ann. Éc. Norm., ( 3 ) , LXXVII. — FASC. 4. 5l
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APPENDICE I.

SUR LA LOCALISATION DANS UN CORPS COMMUTATIF, ALGÉBRIQUEMENT CLOS,

MUNI D'UNE Ko-VALEUR ABSOLUE.

Soit F un tel corps, et soit a(^) ==Vû^\
v=:o

THÉORÈME 1 (de Montel-Van Vieck). — Si ao\, . . ., a/,_i | et un des \ a., \ restants
demeurent bornés^ p zéros de cr(^) restent bornés en valeur absolue,

Le cas particulier F = C de ce théorème est dû a Montel [82] et Van Vieck [112].
Le principe d'une démonstration de ce résultat du à Markovitch [76] s'offre

pour démontrer notre généralisation.

Démonstration. — i° Supposons que o(^) possède au moins n —p +1 zéros
distincts, et soient ^(p- === i, . . ., ^ — /? + i ) n — p + i tel zéros. Alors,
a/^ -+-...+ u^^zç^-1 + a^^zç^ +...-4- a^=-(ao+...4- ̂ -i^-1 4- a^z^).

([j.==: i, .. ., n — p - { - ï ) .

De ces n—p+i relations, on peut éliminer les n—p éléments Oo, . . . ,
^+,,_i, a^+i, . . ., û/,; on obtient

^..^^l^+/^+l...^;ao+...+^-l^-l+a^^ QJL==I, ...,^^^+i)

donc
/?-!

( I ) S^11^ a/?+ÀH^+/^

/=0

où ron a posé

H^l^...^-1^^1...^! (o^/^-i, ̂ ^i, ...,n^-^+i)

et
"pT ,-̂ - / v \n—p—Ji-{-^ | ^/? ^.A^ / , __ . \rip+h — (, — i ) ' ] ^ ^ . . . ^ ^ ( | j . = = i , . . . , n — p 4- i ).

Or, 11^.. .j^r^l étant un déterminant de Van der Monde [46], on a
| -P -7^1 | ——— / \ » [ ^n—P 1

| ^[1 • • • z^ | —— ^1 ... ̂ /l-^+l V 1 1 . ̂  • • • -SRL ' 1

^(^1 . . . ̂ -^^(--l)^!——^) . . . (^l——^_^+i)

X ( ̂ 2 — :̂0 • . • ( ̂ 2 — Zrt-p+ï )

x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

X (^—^ — ^/z -^-+-1 )•
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j > - \

Considérons la relation ( i) , écrite sous la forme a^^Vai^—' Chaque H/^™" rl/.»+//-
/=0

contient le facteur (^ ,—^) . . . (^_^—^_^) ; chaque terme de H^ est de
degré (n -p)p + (n - p ) (^ ~p + I ) + l-Çp + h) et de H^ est de degré

(n—p)?-}--^—p—^—p-—^ par rapport à l'ensemble des éléments z^ et
son coefficient est ± i ; la plus grande puissance de ^ qui figure

dans-—————^———:———.ost^, tandis que ('1 ~ 32) • ' ̂ ^-l) ~ zn -^ -1) contientdans-———.——^—————-ost<, tandis que^^—^-"(-n-p_^_^)
(^.Si — Z.^) . . . ^Zn-p — -;/<_/^-i ) r' 1 U^ /,

le facteur z^.
(^•1 — .̂.J . . . {^n-p — ^n-/^-t ) - 1 l \ p , l,

CONCLUSION. — L'hypothèse ^ =±| ̂ 2^ • • • ̂ |^| sur les zéros de o-(^),
^(p< = i, . . ., n —p + i ) étant supposés distincts, entraîne que

(3)
|H, Ay

1 H / I ~ ! - i ^ i i - i 5
! i-1/?-+-/< | | ^ii,^p-\-\ , '

A/ (^/^ fe nombre des termes du quotient —— 'Lip+/l

Donc,
/.-i

(4) ^-^/J^^l^/i \p+h—i. ?
•'/(—/?+! |

d'où,

(5 ) 1 <V^ |. | ̂ -/,+i |̂ 4-7^ A^_i | a î . [ Zn-p+i \p~l + . . . + Ao | ao |.

2° Quand les n —p + i zéros contiennent nécessairement des zéros multiples,
on utilisera le fait que ces zéros annulent également certaines dérivées de ^(z\

Aux recherches de Montel-Van Vieck on peut aussi associer les recherches de
Varopoulos [114].

Résultats pratiques. — Notation :

f(z) == ̂ + ̂ i^-1-^ . . . + a^ \ Z, \ ̂  \ Z, \ ̂ . . .̂  1 Zn |.

Montel ([8l], [82]) a utilisé la relation fondamentale

(6) Zp . . . Zn | ̂  ân-p^ \ + C^_^i [ 0^+21. | Zp I-1 •+-. .. + Cgli | an 1 . 1 Zp |1-^

pour obtenir de majorants de [ Zp\. Elle reste valable dans F; donc, on peut aussi
appliquer à (6) la méthode des fonctions décroissantes; (6) et ( i i .2) donnent,
par exemple,

( ——)Zp \ ̂  max ( M, ( | a,^, \ + C^, | a,_^, | My1 +... + C^i | a, | M^)'-^1 }.
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Remarque. — Pour i ^X^jo—i , / i ^p^2 ,ona

CL-^A < (n - i )^-1 <p^-P^ ̂  ;

car, la fonctions— i —p^^ est strictement décroissante en x dans [ p , +00),
pourp^2. (6) donne alors

(7) \ZP\^ max [ î - , P^-, P^1 ( 1 -̂/.+1 | + . . . 4- [ On \ ) } .

(7) et |^i ^ m a x { i , a^\\ démontrent très simplement le fait qualitatif
(contenu, évidemment, dans le théorème 1) que les valeurs absolues de p zéros
au moins de f(z) sont bornées supérieurement par un nombre indépendant des
coefficients a^, i ̂  v ̂  n —p, et de n.

Note. — Considérons le Mémoire classique [82] de Montel. Le théorème 1
étend à F la condition suffisante du paragraphe 1. Le contenu des para-
graphes 2-8 reste, essentiellement, valable.

Considérons maintenant le problème de Landau-Montel pour les polynômes
lacunaires. Soit/,,,(^) = i + z + a^l+. . . + o,, '̂". Notation : ç(/^) = fonc-
tion de la seule variable m.

THÉORÈME 2 (d'Allardice-Casabonne). — Au moins un zéro de fm(z) est contenu
dans un cercle de centre 0 et de rayon (7(m). ([3], [25].)

Foîr[129] (p. 25) pour la démonstration, qui s'applique telle quelle au cas
d'une Ko-valeur absolue. (Quand F== C et [ [ est la valeur absolue ordinaire,
le principe de cette démonstration est dû à Casabonne [25]).

Quand Ko = R, le résultat quantitatif déduit de cette démontration peut tou-
jours être amélioré. En effet,

i° si | n'est pas ultramétrique, F est isomorphe à un sous-corps de G, en
vertu d'un théorème bien connu d'Ostrowski ([6]); on est donc dans le cas
classique, où les cercles sont des d. e., auxquels on peut appliquer le
théorème 5 du chapitre II;

2° si [ | est ultramétrique, il résulte de l'inégalité ultramétrique que

V^71 =i entraîne max (|^,--1)^!, donc que min (|^])^i. Le cercle
AJ ;=1,...,V^ /:=1,...,V^

^ i-=l

de Casabonne est alors remplacé par le cercle]^ ^i, donc, par un cercle
indépendant du nombre des termes non nuls. Ce renforcement du résultat
classique pour les polynômes incite à étudier le problème de Landau-Montel
dans les corps values ultramétriques. [Rappelons que dans un tel corps F
complet, on possède une théorie des fonctions analytiques d'une variable
dans F, grâce aux travaux de M. Krasner ([54], [55], [56], [57], etc.)].
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Or, dans le cas des corps values ultramétriques algébriquement clos, on
connaît depuis les travaux de Dumas et d'Ostrowski (et, en partie, depuis les
premiers travaux de Hensel) la manière simple de définir les minorantes et les
majorantes exactes des zéros d'un polynôme f{x) [qu'on suppose non nul à
l'origine s'il s'agit de minorantes (1)]. En effet, sijDopi • • ' p s est le polygone de
Newton de/(.r), le minimum des valuations des zéros de f{x) est ^=0^,
où Ui est la pente du premier côté Pô Pi de ce polygone, et le maximum de ces
valuations est M==evs, où Uy est la pente du dernier côté P,-iP, de ce polygone.
Ces pentes ont une expression analytique très simple en fonction des valuations

n

des coefficients de /(^), qui est la suivante : Soit /(^) = Y eux1 (^7^0, Oo^o
;==0

dans le cas des minorantes). Alors,

Ui==: Max ( Log
i \

IL = Min

d'où

^ == e^ == Max

M= evt•==z Min

Ces limites sont, évidemment, plus précises que celles du cas général.
La limite pour la minorante est encore valable si/(oc) est une série de Taylor,
mais, on ne peut être certain qu'elle coïncide avec le minimum des valuations
des zéros de/(^) dans le corps value K, qu'on ne considère que si K est un
surcorps algébriquement clos d'un corps complet k contenant tous les coef-
ficients de/(^) (ceci résulte des travaux de Schôbe [105, 6] et de Krasner).

APPENDICE II.

Soit F un corps commutatif, algébriquement clos, de caractéristique zéro, et
soit F==Ko(? ) ; F est muni de la valeur absolue ordinaire de Ko(î).

Le fait qui caractérise G (et les corps isomorphes à G) parmi les corps F est
qu'ils satisfont à la propriété (B) :

Toute partie majorée possède une borne supérieure.

(1) Autrement dit, cette minorante (resp. majorante) coïncide pour tout f{x) avec le minimum
(resp. maximum) des valuations de ses zéros.
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Donc, si l'on peut démontrer un théorème 0 dans le plan complexe, sans utiliser
{directement ou indirectement) la propriété (B), ce théorème (convenablement
énoncé) reste vrai dans F.

Cette remarque simple a guidé les considérations du chapitre IV.
On pourrait, peut-être, l'utiliserpour étendre quelque peu (en tenant compte

de V ordre de Ko) le résultat classique suivant de Lefsetz : En ce qui concerne les
faits stictement algébriques^ la géométrie algébrique sur un corps de base de carac-
téristique zéro est la même que la géométrie algébrique sur G [65].

APPENDICE III.

Quelques remarques sur les espaces vectoriels topologiques.
(Suite du A/ du chapitre III.)

1. ESPACES VECTORIELS TOPOLOGIQUES SUR UN CORPS K()-VALUE NON DISCRET k. [EU

correspondance avec Bourbaki ÇEVT, chap. I).]

Hypothèse. — La partie k \ de Ko est co finale ri Ko.

EVT (§ 1) : Définition 2, propositions 2 et 4? définition 3 et proposition 5.
Signalons encore que, dans un espace Ko-normé, un système fondamental de

voisinages de o est formé par les transformées de la boule unité par les homo-
théties x->tx, où t parcourt l'ensemble des éléments ̂  o de k ([18], chap. IX,
p.66).

Variétés linéaires dans un e^t (§ 2) : Proposition 2, corollaire, théorème 1,
corollaires 1 et 2, théorème 2, corollaires 1, 2, 3 et 4, proposition 3, corollaire.

2. ENSEMBLES KO-CONVEXES. ESPACES LOCALEMENT KQ-CONVEXES. — Sauf mention
expresse du contraire, il ne sera question ci-dessous que d'espaces vectoriels et
d'espaces affines sur un corps ordonné Ko, muni de la topologie ^o(Ko), etc. La
définition du harycentre d'une famille finie (<^)/çi de points, affectés resp. des
« masses » X / e K o , est immédiate; il en est de même des notions de demi-droite^
de segment, etc.; on est ainsi conduit à la généralisation naturelle de la notion
de convexité (appelée ici « Ko-convexité ») et des notions qui s'y rattachent à
celle-ci (voir aussi [19], chap. II, p. 68-69).

En correspondance avec Bourbaki (EVT, chap. II).

Ensembles ^-convexes (§1) : Définition 1, exemples 1, 2 et 3, proposi-
tions 1, 2, 3, 4, 5 et O, corollaire (pour K/o), proposition 7 (a et P ^ K o ) ,
définition 2, proposition 8, corollaire, définition 3 (Cônes Ko-convexes), propo-
sitions 9 et 10, corollaires 1 et 2, proposition 11, corollaire, proposition 12.
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Démonstration. — II suffit de montrer que, pour tout ensemble fini I, [j.<eKo+

et;r,eC(î'€l) entraînent ^^/.r/eC; or, (^^-) ^^•^•eA, par hypothèse,

donc ^p-^/ei^^A.

Définition. — Soit E un evt sur Ko. On dit qu'un cône ouvert (resp. fermé)
Ko-convexe épointé(resp. pointé) A (de sommet a) est maximal, s'il est élément
maximal dans l'ensemble des cônes ouverts (resp. fermés) Ko-convexes (de
même sommet) ^E, ordonné par inclusion {Voir aussi [19], chap. Il, p. 76).

Quand Ko= R, tout A fermé (resp. A — { a { ouvert) est un demi-espace de la
forme f{x) ̂  o [resp. f(x) ̂ > o], où / est une forme linéaire ^z o dans E.

Définition d'un espace vectoriel ordonné, propositions 13 et 14, définition 4,
proposition 15, corollaires 1 et 2, proposition 16.

Espaces localement Ko-convexes (§ 2) : Définition 1, proposition 1, corollaire,
proposition 2, définition 2, proposition 3, lemme 1.

3. SÉPARATION DES ENSEMBLES KO-CONVEXES. — L'extension du théorème fonda-
mental de Hahn-Banach et de ses corollaires n'est pas automatique, à cause de
la non-connexité des evt sur un corps des scalaires non archimédien; son
étude générale demande, en plus de l'hypothèse que Ko soit complet, certaines
restrictions sur les ensembles convexes considérés; nous ne la faisons pas ici.
Il est plus utile pour notre sujet de considérer des evt plus particuliers, mais,
sur un corps Ko non nécessairement complet. Remplaçons donc le théorème
de H-B par la

DÉFINITION. — Soit E un evt sur Ko, A un ensemble ouvert convexe non vide dans E.
S^il existe une variété linéaire M qui ne rencontre pas A, sans qu^il existe un
hyperplan fermé H contenant M et ne rencontrant pas A, on dira que A est « H-B
exceptionnel dans E ».

EXEMPLE. — Soit E==K^. Les seuls cônes ouverts convexes H-B exceptionnels
sont les cônes ouverts convexes épointés maximaux qui ne sont pas de demi-espaces.

En correspondance avec le paragraphe 3 de [19] (chap. II) :
Définitions 1, 2, 3 et 4. Proposition 3 : Soit A un corps convexe dans

un evtE. Tout hyperplan d'appui de A est fermé. Si A n'est pas H-B excep-
tionnel dans E, tout point frontière de A appartient à un hyperplan d'appui
de A au moins. Corollaire (pour cet A). Propositions 5 et 6.

4. KO-SEMI-NORMES. — En correspondance avec le paragraphe 5 de [19],
(chap. II) :

Définition 1, propositions 1 et 2, corollaires 1 et 2, définition 2 (on remplace R
par Ko) des ^-semi-normes. Proposition 3, i°; en ce qui concerne 2°, on a :
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Soit A un corps convexe, symétrique dans E, a. S^il existe une Ko-semi-norme p telle
que A soit identique à V ensemble des x € E tels que pÇx) ̂  i, celle ̂ -semi-norme est
unique et est déterminée parla relation p(x) = infp . b. Si in fp existe, alors

p>o,a:epA p>o,.repA
pÇx")= infp est une ̂ -semi-norme p sur E telle que A soit identique à

p>o,a-epA ,
l^ensemble des xçEpour lesquels p{x)^ï, et p est continue dans E.

Toute Ko-semi-norme p sur E est continue pour la topologie localement
convexe la plus fine ®^. Remarque 2. ̂ -semi-normes dans les espaces localement
convexes : ïopologie F; exemples 1 et 2. Proposition 5.

Soit E un espace localement convexe, dont la topologie est définie par un
ensemble F de Ko-semi-normes. Pour toute Ko-semi-norme p , p ( ^ — y ) est un
Ko-écart sur E. L'ensemble de ces Ko-écarts, lorsque p parcourt F, définit la
structure uniforme de FevtE. Si E est séparé, les fonctions pçT se prolongent
par continuité au complété E de E; l'ensemble F de ces fonctions prolongées
est un ensemble de Ko-semi-normes définissant la topologie de Ê.

Proposition 7 : & Ko est complet, tout espace séparé dont la topologie est définie
par un ensemble de ^-semi-normes est isomorphe à un sous-espace d\m produit
d) espaces Ko-normés complets sur Ko.

Proposition 8, corollaire, proposition 9, corollaire.

La notion d'evt sur C se généralise par la notion d'evt sur Ko(? ) ; remarques
évidentes.

6. ESPACES HILBERTIENS. — En correspondance avec le chapitre V de [19].

. Dans tout ce chapitre, K désignera un corps ordonné Ko, muni de ®o(Ko) ou
le corps Ko(?), muni de ^o(Ko) X %o(Ko) ; ^-> ^ désignera Fautomorphisme
identique de K si K = = K o , Fautomorphisme qui, à tout élément ^ = = a + ? j 3
[(a, P)eK^] fait correspondre son conjugué $= a — i^ si K== Ko(0.

Définition \ [relations (i), (2) et (3)]; relations (4), (5) et (6); proposition 1,
définition 2, proposition 2, relation (7), corollaires 1 et 2. La proposition 3 est
vraie pour tout corps pythagoricien Ko. On fera la même hypothèse sur Ko,
dans la suite, toutes les fois qu'on aura à considérer des Ko-normes qui ne
soient pas toutes élevées au carré.

Définition 3; définition du ((produits-scalaires (*^[y) de x et dey ; on
écrira (^x, j)> au lieu de (^[r).

Deux vecteurs x, y sont dits « orthogonaux » si ( ^ x , r)>=o. La fonction
1 1

\\x\\2 =Çx, x^ est une Ko-semi-norme sur l'espace vectoriel E; un espace
Ko-préhilbertien est toujours considéré comme muni de cette Ko-semi-norme
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(et par suite aussi de la topologie et de la structure uniforme correspondantes).
Avec ces notations, l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans un espace Ko-pré-
hilbertien E s'écrit

<^j>|^|MMM|,
et prouve que le produit scalaire est une forme continue sur E x E.

Pour que E soit séparé, il faut et il suffit que ]| x |[ soit une norme sur E.

Définition 4, Ko étant supposé complet, et Proposition 4. Identité « de la
médiane »; Proposition 5.

Abréviation :. a , au lieu de || a \.
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