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SUR

UNE CLASSE D'APPLICATIONS LINÉAIRES CONTINUES

.DES ESPACES U{i-=P<+^)

PAR M. IVAIN SINGER.

Introduction.

1. Soient Z un espace localement compact, ûî> le clan des parties boré-
liennes relativement compactes de Z, v une mesure de Radon positive sur Z,
E et F deux espaces de Banach et E' le dual fort de E. Pour toute application
linéaire/de LÇ(v)(i ^jo<^+oo) dans E', posons (4) , d'après [3],

//

(I) 111/111=SUP^|| / [?<.(.)J.] | | ,

i •==. 1

où le sup est pris pour toutes les classes d'équivalence des fonctions « simples »
n

j(.)=:^c^(.)j, (^€û3,j,€F, ^n^==0 pour i ^ j ) ,

/=:i

telles que Np(;y( . ), v) ̂  i. On a évidemment

=+ °°-

Dans ce qui suit, à l'exception du paragraphe 3, v sera la seule mesure de
Radon qui interviendra; pour abréger, nous écrirons dans la suite (sauf dans le
paragraphe 3) L/p au lieu de L?(v), N,,(y(. )) au lieu de N/y(. ), v), et L^ au
lieu de L^.

(1) Nous utiliserons la notation j-(.) pour les applications de Z dans F, ainsi que pour les classes
d'équivalence de telles applications. Nous désignerons par çe(.) la (classe d'équivalence de la) fonc-
tion caractéristique de Pensemble e e ̂ 3.

Pour les notations et les notions utilisées dans la suite et non expliquées [par exemple LÇ(v),
N^(r(.) ,v), ...],w^[i].

Ann. Éc. Norm., (3), LXXVII. — FASC. 3. ^



•236 I. SINGER.

Désignons par CX^I^JD <^ 4- oc) l'espace de toutes les applications linéaires
/de L^ dans E'telles que

(2) 1 1 1 / 1 1 1 <+^

muni des opérations vectorielles naturelles et de la norme (2). CU' est un espace
de Banach.

2. Dans une Note récente [3], N. Dinculeanu et C. Foias ont donné le théo-
rème suivant de représentation intégrale (voir [3], théorème 4) :

(A) Soient les espaces E et F « séparables ». On a/ç ÛL1' si et seulement si f peut
s ) écrire sous la forme

(3) ' <^./[j(.):l>=f<^lUÇ)j(Ç)>^(0 r.r(-)€L^eE|,
• / z

où U( . ) ̂  une application de Z rfa/i^ l } espace de Banach X?(F, E') (de toutes les
applications linéaires continues de F dans W, muni de la norme habituelle), telle
que

N^(.))<+OC (y,4-^-1)-
Dans ce cas on a

(4) 111/111=N^(U( . ) ) .

On indique dans [3] que la démonstration de ce théorème utilise le théo-
rème 1 de [3] (ce dernier est une généralisation du théorème de Lebesgue-
Nikodym aux mesures vectorielles).

3. Dans le présent travail nous nous proposons de donner quelques théorèmes
d^ équivalence concernant l'espace de Banach (SL^, dans le cas où E et F sont des
espaces de Banach arbitraires. Nous démontrerons d'abord (§ 1, théorème 1), par
une voie directe, que l'espace (SL7' est équivalent (i. e. isomorphe et isométrique)
au dual de l'espace L{;, où D est un espace de Banach convenable (en d'autres
termes, ce théorème nous montre que les applications de L^ dans E', appartenant
à l'espace Ê17', ne sont autres que les formes linéaires continues sur L^); en
outre, lorsque E et F sont séparables, D sera aussi séparable. Ensuite nous en
déduirons, à l'aide des théorèmes de caractérisation du dual de l'espace L^ que
nous avons donnés dans [7], quelques autres caractérisations (§2, théorèmes 2,
3 et 3') de l'espace de Banach (X^. Comme une application, nous donnerons
(§ 3, théorème 4) une généralisation du théorème classique de Lebesgue-
Nikodym. Enfin, nous considérerons le cas particulier où les espaces E et F
sont séparables (§ 4).
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1. Le premier théorème d'équivalence.

l . Soient E et F deux espaces de tianach arbitraires. On a le

THÉORÈME 1. — On a /€ ̂ p si et seulement si la forme linéaire 0 sur LÇ 0 E
définie par

\ n

)^^==^<.^/|r,(^
/=-i

(5) ( ̂ ^('^^^^^•^Ar^')^ (J/(.)€L^€E,/=,,...^)
\;=i / /=--i

^ continue pour la norme sur L^(^)E induite (2) joû/" L^g^. L^ correspondance
y<-^<î> ̂  ^/^^ équivalence.

Par conséquent, l^ espace CX7' e^ équivalent à l^ espace (L^g,^)',' l'1 équivalence
entre ces deux espaces est donnée par la correspondance f^^, où 0 désigne le
prolongement par continuité de la forme linéaire ^ définie par (5) à V espace
L^E entier.

Démonstration. — 1° Soit /çcX^, c'est-à-dire une application linéaire de
L^ dans E', satisfaisant à (2), et soit <D la forme linéaire sur L^0E définie
par (5). Considérons une fonction simple

n
x (.)== y cp,.; (.)«.„

( "2 ) C'est-à-dire, pour la norme
n

^,(.)<g)^ y.r.(0®-f< ^(0
"̂ - /s.

i-=i

en fait, L^ 0 E se plonge dans L^y par Inapplication naturelle

r n ~\
^n(')®^->\ ^^•(•)®^ (. . ) .

où
n t n

^,rK.)®^ (0=^rz(0(g).^.

Pour abréger, nous écrirons

r ^ 1^r^( . )0^ au lieu de ^yK-)®^- ( • ) •
1=1 L ^ = i J

Comme L^0(F(§)E) est dense dans L^^ et comme L^0F0E est dense dans L^0(F(^)E)
pour la norme induite par L^g^, il est manifeste, compte tenu de L^0FcL^, que L§ 0 E est
j i T /o -dense dans L^E-

Pour ce qui concerne les produits tensoriels normes, voir [4].
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vv^^y^^eF^E (/=:!, . . . , ^ )
À-=I

et où les ^-€^3 sont deux à deux sans point commun. On a alors, par (5) et (i),

/ n mi

V v
n m

^ ^?..(.)^'®^'',<ï»I<X(.) ,^>|=

n nii

•{•\f[^(•)/^^ ^<^),/[9,,(•).yï"']>
z==l k=ï

n în i

-= 2 ̂ \<^,f[^(-)/n>\
/==1 À-=l

/^ fn i

^ 2 Sii^ii^i^^^^7^!^
;=1 k=l

n m,,

= 2 Sll^^-^'ll^'ll]!!
/•=:l A-=:l

/ n m i

^II I / I I |N, (^ ; ^(p.,(.)^•'||^•)||
\ i=l k=l

I L Ht i

'2^(0 2^ il ^11 IIdv^

2^(s) Siij^ 1 1 - 1 1 ̂ m ^a)
Or, comme

^lIrâE-^SlI^II-ll^
•( ;) II II /y-(/) 1

le inf étant pris pour toutes les expressions
Itti

2j^(g)^€F<g)E
k=:î

telles que
f>li

^==^y,"®^'',
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et comme les ^etô sont deux à deux sans point commun, il s'ensuit que (3)

!<X( . ) ,<D> |^ | | | / | | [ / ^ (Ç) I I^ I I^^(Ç) =|||/ |i |N,(X(,)).
L^-i J

Par conséquent, compte tenu de/e<^, la forme linéaire 3> définie par (5) est
bornée, donc continue, sur un . sous-espace vectoriel partout dense (4) de
LTOE pour la norme induite par L^g. Donc <& est continue aussi sur L/p^E
pour la norme sur L^(g)E induite par L^g et, de plus, de l'inégalité ci-dessus
il s'ensuit que
(6) 1 1 ^ 1 1 ^ 1 1 1 / i l l .

2° Soit y une application linéaire de LÇ dans E', telle que la forme linéaire 0
sur L^(^)E définie par (5) soit continue pour la norme sur L^(^)E induite par
L^0E. Soient eiÇ(S(i' = i, . . ., zi) deux à deux disjoints et soient y, eF, ^çE,

^•II = i Çi== i, . . ., ^). On aura alors, en posant

<^-,/[^(.)j,]> /'°^o\
<^/[c^(.)j,]>| YO ^

. _ A^LZLÎ£ii-22d2- r-o^ r / - r ,̂^— ~7~.—^r,. / \ „ i \ i I Q — 0 ) ^ — l , . . . , ^ ) ,
7Î

^ | <.»,, /[(p,,(. )j,]> | =^ < E,^-, /[y,.(. )j,] >^j l \^^ y L^A ' ) Y i \ / l ̂ ^j \ £^ Y L^^ •
;=i ?=i;=1 ?=1

/ // \

==/ ^9^(.) j /0£,^(D\^| |a>| |Nj ^cM-)^®5^
\ /= i / v=i /

r " n^
=\\^\\\ fl,^(OH^®^^II^E^(S)

1 J

1^ / " \
>c,(ç)||jdl^^(0 = 1 1 ^ 1 1 ^ ^W.)r. .

( 3 ) En effet, en supposant le contraire, c^est-à-dire que

KX( . ) ,< Ï )> |> 1 1 1 / 1 1 1 /y^(oiicvdiTOE^(s)/III f^e,(

L'7 ̂ i
on aboutit rapidement, compte tenu aussi du fait que^.^- est un ensemble relativement compact,

à une contradiction.
(4) Comme F(^)E est dense dans F(§)E et comme toute fonction simple peut s'écrire à Paide de

eiçôï disjoints convenables ([l], chap. IV, § 4,'n° 8, lemme 1), Pensemble de toutes les fonctions
simples à valeurs dans F (^) E est dense dans Pensemble de toutes les fonctions simples à valeurs
dans F(§)E pour la norme induite par L^g. Or, ce dernier est dense dans L^g ([l], chap. IV, §4,
n° 9, corollaire 1), donc Pensemble de toutes les fonctions simples X(. ) ci-dessus constitue un sous-
espace vectoriel partout dense de L^gg-
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Comme pour tout £ ^> o on peut choisir les n^GE, || ;r, || = i (/= i, . . ., n) de
telle façon que

|<^/[^(.)J,]>|>||/[^(.)J,]||-^ ( , = 1 , . . . , / Z ) ,

il s'ensuit que
/ ' \

SlI/^njdll^lWIN, ]^(.)j4^•^•J ll^imi^l ^^•U^
i=i \ i=l /

d'où, comme les ^/€tô (disjoints deux à deux) et les y,€F ont été arbitraires,

(7) l||/|||.=||<î)||<+^

c'est-à-dire /e CÏ^.

3° Comme la correspondance f^>^ définie par (5) est évidemment biunivoque
et linéaire, une comparaison des inégalités (6) et (7) achève la démonstration.

Remarque 1. — L'espace Banach convenable, D, dont on a parlé dans l'Intro-
duction, n'est autre que l'espace F(^)E.

Remarque 2. — Une comparaison du théorème 1 ci-dessus et du théorème 1
de [6] nous montre qu'on a une certaine analogie entre les applications linéaires
/de Uy dans E', appartenant à l'espace (9L7', et les applications linéaires majorées
de Cp(Q) dans E'; en effet, l'espace de ces dernières, muni des opérations
vectorielles naturelles et de la norme de la plus petite majorante, est équivalent,
en vertu de [6], théorème 1, au dual de CF§,E(Q).

Remarque 3. — On peut aussi énoncer la première partie du théorème 1 sous
la forme suivante, évidemment équivalente :

On a /€ eX^ si et seulement si la forme linéaire ̂  sur 1̂ 0 F (^) E définie par

/ \ \/ ^a,(.)j,(g)^,^,)==^<^.,/[a,(.)j/]> (a.OeL^j.eF^eE, i = i , . . . , n )
\r=l / < = l

est continue pour la norme sur Lp(:^) F (̂ ) E induite par L^E- La correspondance
yO^ est une équivalence.

3. A t o u t y ( . ) € L ^ e t^eE on a fait correspondre, dans ce qui précède,
la classe j( . ) 0 x € L^E définie par

b^Q^KO^j 'a)®^
On a évidemment

(8) ^(J(.)®^)=[ [ II r(Ç) ̂ •llF^E^^y[ f lb-(0®^llF®E^(S)T
IVz J

=[^l l j (011fl l^| j ( 0 1 1 f l l ^ IÊ^(Ç) ^IMI^L^.)),
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donc (j(-)? ^)-^j( • )(^)^ est une application bilinéaire de norme ^-ï de
L^ x E dans L^ge, donc elle définit une application linéaire de norme ^-\
de L^ 0 E dans L^g, que nous appellerons FapplicAtion linéaire canonique de
L^(g)EdansL^E.

Cela étant, on a le

COROLLAIRE 1. — Pour qu'on ait V égalité

OP==:^(L^ E^,

il faut et il suffit que Inapplication linéaire canonique de L^ (g) E dans L^g soit un
isomorphisme vectoriel topologique du premier espace sur le second.

En effet, en vertu du théorème 1 et de Féquivalence

(L^Ey=.^(L^E'),

la condition est suffisante. D'autre part, en vertu des mêmes équivalences,
l'égalité

ap==^(L^ E')

signifie que l'application linéaire canonique de L^(^)E dans L^g est un isomor-
phisme faible. Comme L^(^)E et L^p sont des espaces normes, cela entraîne
que c'est un isomorphisme fort, donc un isomorphisme sur, puisque l'image de
LÇ0E dans L^gg est dense.

2. Théorèmes d'équivalence dérivés.

1. Soient E et F deux espaces de Banach arbitraires, Z un espace localement
compact et v une mesure de Radon positive sur Z.

Soit g- une fonction définie sur d3, dont la valeur dans eçdï est un élément
ge de l'espace ^(F, E').

Si i^//<^+oo, nous poserons

w ,^,^ J^^^\',
v=' /

où le sup est pris pour toutes les collections finies d'ensembles disjoints ^€cB

(on y pose ° = o ) ; remarquons que g ' [ i ne dépend pas de la mesure v. Enfin,
sijt/=+oo, nous poserons

(zo) ' l^l^supi^"^.
eetô ^W

( où, de nouveau, - === o ).

Soit^/ un nombre positif tel que i^yV^+oc.
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Nous désignerons par V^K') l'espace de toutes les fonctions d'ensemble g
définies sur d3 et à valeurs dans X?(F, E7), complètement additives sur (33 [au sens
habituel, c'est-à-dire pour la convergence au sens de la norme de JC^F, E')] et
telles que (9) [resp. (10)] soit finie, muni des opérations vectorielles naturelles
et de la norme (9) [resp. (10)]. V^p ̂  est un espace de Banach.

Comme l'espace jC(F, E') est équivalent à l'espace (F^E)', il s'ensuit que
l'espace V^ ^ est équivalent à l'espace Vfp^y. L'équivalence g^>g entre ces
deux espaces est donnée par la relation

( î î ) < .r, ^e(r) > =-= <r (g) ̂  ̂ > (eç.^, rçE, ye F).

2. Soit i^jo<^+ûo. Dans ce qui suit, nous entendrons par p ' le nombre
—- sijo^>i et + oo ? i jo= i .

Dans [7] nous avons démontré (voir [7], théorème 5) que l'espace (L^g)'
est équivalent à l'espace V?pggy. Rappelons que l'équivalence ^ ^>g entre ces
deux espaces est donnée par la relation ( ; ))

O 9 - ) <X( . ) , ^>= f<X(Q, ̂ > (X(.)eL^,,).
^z

Du théorème 1 et de ce qui précède il s'ensuit que Y espace Ci1' est équivalent à
l'espace V^p ̂  et. que V équivalence f<~> g entre ces deux espaces s^ obtient en com-
posant V équivalence f^ <î> définie dans le théorème 1, V équivalence <& <> g définie
par (12), et l'équivalence Jf^fdéfinie par (î î).

On peut aussi exprimer cette équivalence f^g directement, par une seule
formule. Dans ce but, définissons l'intégrale

f^.r(0
'^z

d'une y( . )€U'(i -=p<^ +ûc) par rapport à une ^'eV^e') (où -^ + -'7 == i si

/ )^>i etJo /==+^ s i j o = = i ) - Pour toute fonction y(.) continue et à support
compact K, nous poserons

I^7(0= f^j(Ç).
«^Z ^K

où le membre droit est l'intégrale classique de Radon-Gowurin (6); elle existe

( & ) Pour la définition de Pintégrale f <X(Ç) , fl^^, voir [7].
Jj

( 6 ) Rappelons brièvement sa définition : pour toute fonction simple
/ /. \

J ( - ) ==^.^(.)jz (^eF,e,€^ \J ei=K]
i=i \ i^i }
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puisque V^E')CV^E') sur ^R- On constate facilement qu'on a, pour toute
/i

partie compacte K de Z et toute fonction simple y(. )=Y ?e,(-)j/? oùles^€tô
z=l

/!.

sont disjoints et tels que ̂  e,•= K, donc aussi pour toute fonction y Ç . ) conti-
; == i

nue et à support compact,

(i3) | f^7(d| ^ ^N^.)).
Pz HE'

L'intégrale ainsi définie est donc une application linéaire bornée du sous-
espace vectoriel partout dense JC^Z) de Lj? constitué par toutes les fonctions
continues et à support compact, dans E', donc elle peut être prolongée par conti-
nuité, de façon unique, en une application linéaire continue de £^ dans E'. Nous
définissons l'intégrale

f^rjC)
^z

d'une y ( .)eL^ par rapport à ^'eV^pE') P^ ^ valeur pour ï](.) de ce prolon-
gement, où ï](.)€^ est une fonction quelconque de la classe j( .) ; cette
valeur est bien déterminée, en vertu de (i3). De plus, on a alors l'inégalité (i3)
aussi pour tout y(. )€L^. Comme les équivalences (5), (12) et (n) nous
donnent, pour ^€d3, y; eF (?=== i , . . . ,/i), .reE,

/ r ' i\ / ' \( ̂ / S^'^' /={ 2 ?..(•) j^^^ )\ L ^=i J / \ <=i // n _ \
( 2^(0^®^ ̂  )••= f( y?^(ojz(g)^ dg^ )=^<j.®^,^>

t7z \ .=1 / z=l\ i=i /

/

^<^^(J/^)>=:( ^ ̂ ^(jO )•^ \^^ À'^^

;==1 \ 1=1

on pose
n

f^y(0 ̂ Y.^i^-)t/K "=1
cette intégrale ne dépend pas de la représentation ^,9^(.);n de la fonction simple j-(. ) , et

pour toute fonction continue et à support contenu dans K, on pose

/^c j (0== lim r^.r^Oî
Jv n^^Jv

où { j ' / î j ( • ) ! est une suite de fonctions simples à supports contenus dans K, uniformément conver-
gente vers j(. ). Comme

V^(F,E')CV^(F,»') sur tôR=={eetô e c K j ,
cette limite existe et ne dépend pas de la suite { y n ( ' ) } '

Ann. Éc. Norm., (3), LXXVII. — FASC. 3. 32
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c'est-à-dire

{ " 1 n n

2 ̂ ( • ) y 1 ^S ̂  ̂ •) = f^ 2 ?c- ( ç )5 y 1
i=î J z=l z i=l

il s'ensuit, par prolongement par continuité et par passage au quotient, que(7)

/ [J(-) ]= f^j(0 ' [j(.)eL^.
^z

On a ainsi obtenu le

THÉORÈME 2. — L'espace d^ ̂  équivalent à l'espace V^(F,E'P ot/ ^ + ̂  =i.
L'équivalence f^ g- entre ces deux espaces est donnée par la relation

04) /[J(.)]=f^j(0 [j(.)eL^].J^
Remarquer. — II est intéressant d'écrire explicitement que l'équivalence^)

est, en particulier, une isométrie; pour i <p<+oo cela nous donne, en effet,
la relation

»p iii/i...,(.),.,]ii- ̂  (i'̂ ^Fy,
",(s».,i.i,,)-.'=' îil.-ï;,.'-1- /

^i disjoints €tô

pourjo==i on obtient

||/||= sup I ^ L ? e ( ' U J 1 1 (voir aussi la remarque 9).
l l r l l ^ i

Remarquer. — On peut procéder aussi inversement. Notamment, on peut
démontrer d'abord le théorème 2 par une voie directe, en posant, pour une
f^ûiP donnée,

^(J)^/[M.)J] (^e^jeF),
et déduire ensuite le théorème i à l'aide des équivalences ( i4)? ( n ) e t ( i 2 ) .

3. Désignons par J^ l'espace de toutes les [classes d'équivalence définies à
l'aide de la norme (i5), des] fonctions ^'(.) à valeurs dans E^ scalairement
v-intég-rables sur Z; muni des opérations vectorielles naturelles et de la norme

(I5) K(-)ik,= -sup ri<^^(o>i^(o,
IMI^-i t7z

c'est, comme on le sait, un espace de Banach.

( 7 ) En outre, il s^ensuit que

f<yW®^d-^=/^ f^j(0\ [j'(.)eL^].
^z \ ^z /
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Pour toute application linéaire T de Up (i ̂ p <^ + oo ) dans ̂ , posons
n.

(16) [Ti=sup r s^^^'^^ ^(oî
t/z z=l

où le sup est pris pour toutes les
n

^^•(.)0^-eL^(g)E

telles que
/ n \

^p[ 2^(-)®^- )^i;
\ t=i /

ici N^ désigne la norme sur L^0E induite par L^e- Oî^a évidemment

||Ï||^|T|^+^.

Désignons par ^(L^, JE,) l'espace de toutes les applications linéaires T de LÇ
dans Je' telles que

(17) T|<+oo,

muni des opérations vectorielles naturelles et de la norme (17). ^(Lp? ^E') es^
un espace de Banach.

LEMME 1. — L'espace ^(L^, JE') ^ équivalent à V espace £(L^^, L1).
^équivalence T o T CT^ c^ û?^^^ espaces est donnée par la relation

[- / n \ 1^8) ï^^^00^) F)=2<^[T^ (• )]a)> p1'68'1116 partout
V I ; \;==i /J ^'=1

[^•(•)^L^ ^€E, ? = = ! , . . . , ^],

T étant prolongée par continuité à V espace LÇ^ entier.

Démonstration. — L'application T -> Ï de ^(U', J^) dans^(Lt'<g,E?L1), défi-
nie par (18) est évidemment biunivoque, additive et sur. En outre, comme

/ r / ' M \
||T||- sup N, T ^j.(.)®^ (.)

( " \ V 1 \ ^"^ l \ 1
^ ^yi(-)®^}^ \1- \i=ï / J /

1 = 1 /

^ ( . )®^ (0 ^(0: sup
/ n \

N/,( Sr.( .)®^)^i
\ i =1 /

m^-
r\
\ V<^, [Ty.( . ) ] (Ç)> rfv(Ç).=|T|,

^z
sup

' " \
Sr.(.)®^ ^^^ S-)'^-)®^ ^l 1 i=l
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elle est aussi isométrique, donc une équivalence, ce qui achève la démonstra-
tion.

Nous dirons qu'une application T de LÇ dans 3\. est régulière, si l'on a, pour
tout^^eL'.jOeI^et^GE,

(19) < x,{ T (^ (. ) y (. ) ) ] (Ç) > = < x, ̂  (Ç) [ Tj (. ) ] (Ç) > presque partout.

L'ensemble de toutes les applications linéaires et régulières de L^ dans J^,,
qui vérifient (17), muni des opérations vectorielles naturelles et de la norme
(17), constitue un sous-espace vectoriel fermé de l'espace de Banach ^(L^,JE,),
donc un espace de Banach, que nous désignerons par ^.(I^î, Jg,).

D'autre part, rappelons qu'on désigne [7] par J?/(L^p, L1) l'espace de
toutes les applications linéaires continues et régulières de L^g dans L1, muni
des opérations vectorielles naturelles et de la norme naturelle (c'est un espace
de Banach); une application T de L^g dans L1 est dite [7] régulière, si l'on a,
pour tout ^(. )eL00 et X( . )eL^ ,

(20) [Ï (^ ( • ) X ( . ))] (Ç) = ^ (Ç) [TX ( . )] (Ç) presque partout.

LEMME 2. -— V espace <^r(L?, 3^)est équivalent à l'espace X^.(L^ , L1). L'équi-
valence T<^ï entre ces deux espaces est donnée par la relation (18).

Démonstration. — C'est une conséquence du lemme 1 et des définitions.

4. Dans [7] nous avons démontré {voir [7], théorèmes 2 et 4) que l'espace
(L^êEV est équivalent à l'espace A(L^e» L1)- Rappelons que l'équivalence
<Ï><-^Ï entre ces deux espaces est donnée par la relation

( 2 1 ) <X( . )^>=f [TX( . ) ] (Ç)^(Ç) [X(.)eL^J.
J L

II s'ensuit, compte tenu du théorème i et du lemme 2, que l'espace eX7' est
équivalent à l'espace ^.(Lp', 3^,) et que l'équivalence /<^T entre ces deux espaces
s'obtient en composant V équivalence f^^ définie dans le théorème 1^ l'équivalence
<Ï>oÏ défîniepar (21), et l'équivalence Ï<^T définie par (18).

On peut aussi exprimer cette équivalence/<^T directement, par une seule
formule. En effet, en vertu de (5), (21) et (18) on a, pour tout y{.)çLÇ et
•reE,

< ^ / [ 7 ( • ) ] > : = < 7 ( • ) ® ^ < î ) >

=f[T(j(.)(g)^)](0^(Ç)
^z

=f<^ [T j ( . ) ] (Ç)>^(ç) .
^z
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On a ainsi obtenu le

THÉORÈME 3. — L'espace CX^ est équivalent à l'espace ^r(Lr» JE')- L'équivalence
/<-> T r̂<? c^y ûfeî/,2? espaces est donnée par la relation

(22) <^/ [ j ( . ) ]>=f<^[Tj ( . ) ] (Ç)>^(Ç)^ [j(.)eL^eE].

Remarque 6. — II est, de nouveau (c/. la remarque 4), intéressant d'écrire
explicitement que l'équivalence (22) est, en particulier, une isométrie. En
effet, désignons l'espace eX^par CX(L^, E'). On peut définir, plus généralement,
l'espace CX(L^, B), où B est un espace de Banach quelconque, comme l'espace de
toutes les applications linéaires T de L{ dans B telles que

( 2 /) I H T I I K + o o ,

où l'on a posé

sup ]^nT[<M.)^]ih| T |

^( S ^ i ( . ) y i ) ^ i ̂
\i=:i /ei disjoints G, (Q

muni des opérations vectorielles naturelles et de la norme (2'). <îl(L^, B) est un
espace de Banach. Soit, en particulier, B = Jg,. Alors on peut aussi définir
l'espace CX/.(L^, 3^), comme le sous-espace vectoriel fermé de l'espace
0L(L§, Je,) constitué par les applications Te <X(L^, J^) régulières.

Cela étant, du théorème 3 on tire le

COROLLAIRE 2. — L'espace ^r(L^ JE') est identique à l'espace (9L,,(L^, J^)-

En effet, en vertu du théorème 3, à toute T€S^/.(L^, Jg,) correspond biunivo-
quement une/e <îl7' vérifiant (22) et telle que
tout6€tô,yeF,

T .Par (22) on a, pour

ll/[?e(.)j]||E- ^P K^/[^(.)j]>l
li.vll^l

<^[T(^(.) j ) ] (Ç)>^(0== sup
l|.r||^l

= sup /^ <^[T(cp,(.) j ) ] (0>|^(0
ll.-ïll^l ^z

= 11 [T(^ ( . ) J ) ] ( . ) | | ^ ;

la pénultième égalité est immédiate en vertu de

<^, [ T ( c p . ( . ) j ) 1 ( g )1 ^ 1 1 ^" "-H < ^ [ T ( ^ ( . ) j ) ] ( Ç ) > |

II s'ensuit, par les définitions (2) et (2'), que
III T |||= 1 1 1 / 1 1 1 <+oo,
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d'oùTear(4, JL) et, compte tenu de ||[/||| = T l ,

Réciproquement, on vérifie facilement que pour toute T€(5tr(H, J^) la for-
mule (22) définit une application linéaire / de L§ dans E\ Alors les calculs

'ci-dessus nous montrent que

1 1 1 / 1 1 1 == I I I T III <+^, donc /€^.

En vertu du théorème 3 il s'ensuit que

T€^(L^JE') et T|=|||T|||,

ce qui achève la démonstration du corollaire 2.
Il s'ensuit qu'on a aussi le

THÉORÈME 3'. — L'espace OLP= dl(L^, E') est équivalent à l'espace ÛL,(L?, JE,).
L'équivalence f^> T entre ces deux espaces est donnée par (22).

Remarque 7. — On peut aussi démontrer le théorème 3 par une voie directe,
et déduire ensuite le théorème 1 à l'aide des équivalences (22), (18) et (21).
De même, on peut démontrer par une voie directe le corollaire 2, ainsi que le
théorème 3'.

Compte tenu du lemme 1, on peut aussi faire (c/. [7], remarque 4), la

Remarque 8. — Pour TOUTE application linéaire T de L^ dans Jg,, vérifiant
(17), la formule (22) définit une application /€ <9L^, telle que

III/III^ITI.

5. Le cas particulier où p= i sera d'une importance particulière dans le
paragraphe suivant. Il nous sera donc utile défaire quelques remarques concer-
nant ce cas.

Remarque 9 (voir [3]). — On a toujours

C^EEE^LF, E').

En effet, cette identité résulte de ||/||^[[|/||[ (voir l'Introduction) et de
n

^\\f[^(.)^]\\E^\\f\\^^(^(.)^)

r^-/
;=1 \ 7'=1

(^/etô disjoints, y, e F).
Il s'ensuit que dans le cas particulier où p === i, les théorèmes 1, 2, 3 et 3' nous

donnent en même temps des caractérisations de V espace J?(L^, E').
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Désignons par £, .(L^, J^) le sous-espace vectoriel fermé de l'espace ̂ (L^, JE,)
constitué par les applications Te^(L^, JE') régulières.

Remarque 10. — 0/ï a toujours

^/.(Lf, JE') ̂  ̂ r(Lpî JE') ̂  -^(LFÎ ^E')'

En effet, la première identité est un cas particulier du corollaire 2, et la der-
nière identité résulte des relations

II T 1 1 ^ I I I T I I ]
et

n n

^\\[^(^(.)yi)\\^^\\T\\^^(^(.}yà
. . •--'. .?"=1 • , • . . , .i=ï . . - . • . : , • ' ' .. . .' - ,

n / ' \=l|T|l2v ( ( ^- ) l l^l l= l lT l lNl( 2^(')^- )•
/==! \;==1 /

(^ € d3 disjoints, y, € F)-

3. Application : Une généralisation du théorème Lebesgue-Nikodym.

1. Soient E et F deux espaces de Banach arbitraires etsoit^€V^(p E')? c'est-à-
dire une fonction d'ensemble définie sur d3 et à valeurs dans ^(F, E7), complè-
tement additive et à variation bornée. Alors la fonction d'ensemble pi définie par

n

(23) ^)=SUp^[[^J|^F,E') (e€^), . .

où le sup est pris pour toutes les collections finies d'ensembles disjoints ^€d3
telles que e^e, est finie, positive et complètement additive sur (33, et l'on a
évidemment

(24) H^II^E')^^) (eç^).

On dit que g- est régulière, si, en outre, [L définit une mesure de Radon (posi-
tive) sur Z.

LEMME 3. — Pour toute gç\^^ ^E ' ) régulière il existe une application linéaire
continue et régulière T de V espace Lp(^) dans V espace JE'C?-)? univoquement déter-
minée par g, telle qu!on ait, pour tout y(.)eLp([j-) et *r€E,

W (^ fd^y^^f^x^y^^d^)
\ ^z / ^z

et que

(26) ||T||=[^|,(^)^i. -
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Démonstration. — Les inégalités (24) signifient que g est lipschitzienne par
rapport à la mesure de Radon positive ^ et que |^'|,(p-)^i. Donc, en vertu du
théorème 2, ^-définit une application/ecZ1^) vérifiant (i 4) et |[[/||[ = \g\^).
Pour obtenir la conclusion voulue, on n'a qu'à appliquer le théorème 3 et la
remarque 10.

Remarque 11. — II peut aussi arriver que

l|T||-|^(^)<i.

On n'a qu'à prendre, par exemple,

Z = [ o , i ] , F = R , E=I4([o, i ] , À ) ;

où X désigne la mesure de Lebesgue sur [o, i], et g'e= 'pe(-)(^e^3); on vérifie
facilement qu'alors

\g\. W^~
v2

2. Soitv une mesure de Radon positive sur Z. On dit qu'une ^€V^E-) est
absolument continue par rapport à v, si la fonction d'ensemble [L définie par (a3)
est absolument continue par rapport à v au sens habituel. Dans ce cas, nous
dirons qu'une application T de L^J-) dans JE'^) est régulière, si l'on a, pour
tout^(.)eL'(v), j( .)eLp(p.)et^eE,
(27) <^ [ T ( ^ ( . ) j ( . ) ) ] ( Ç ) > = < ^ ^ ( Ç ) [ T y ( . ) ] ( Ç ) > v-presque partout.

THÉORÈME 4. — Soit v une mesure de Radon positive sur Z et soit g'ç V^p ̂  régu-
lière. Si g est absolument continue par rapport à v, il existe une application linéaire
continue et régulière T de l'espace Lp(p.) dans l'espace JE'^)» univoquement déter-
minée par g, telle qu'on ait, pour tout j(.)eLr(^) et xçE,

1 r \ r
(28) ( ̂  / ^j(S) )= / <^, [TJ(.)](Ç)>^(Ç)

\ ^z. I ^z
et que
(29) ' ||T [|= § .(^)^i.

Démonstration. — En vertu du lemme 3 il existe une application linéaire
continue et régulière To de Lp^) dans S\,(^), telle qu'on ait, pour tout
.y(.)€4(a)et.r€E,

/ /. \ r
(30) (^ / ^J(0 }= <^[Toj(.)](Ç)>^(ç)

\ ^z / ^z
et que

l|To||=[^L(^i.

Nous disons que pour tout j(.)eJCp(Z) et .rçE, le support de la fonction
0, [Toj(.)](0> est contenu dans le support S(y(.)) der( .) . En effet, en
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vertu dey(.)= Çs(r( .))(•) . / (•) e^ de la régularité de To on a
<^[To j ( . ) ] (Ç)>=<^ [To(cps(v ( . ) ) ( . ) j ( - ) )1 (0>

=<^?s(r(.))(Ç)[ ïoj( .) ] (Ç)>,

ce qui nous montre que pour Ç^S(j(.)) on a nécessairement
<^[Toj( .) ] (Ç)>=o,

d'où l'affirmation, puisque S(j(.)) est fermé. Nous utiliserons cette remarque
dans ce qui suit.

Comme ^ est absolument continue par rapport à v, il existe, en vertu du théo-
rème de Lebesgue-Nikodym ([l], chap. V, § 5, n° 5, théorème 2), une fonc-
tion a(.) localement v-intégrable sur Z, telle qu'on ait, pour tout y(.)€^r(Z)
etrceE,
(3i) f<^ [Toj(.)](Ç)>^(Ç)= fa(Ç)<^ [Toj(.)](S)>^(0

^z ^z

== f<^a(Ç)rToj(.) ](0>^(0.
^z

Posons, pour toutj(.)e^CF(Z) et .z-çE,
(82) <^ [Tj(.)](Ç)>=<^ a(Ç) [To j ( . ) ] (Ç)> ^-presque partout.

L'application T de JCp(Z) dans JE'^) définie par (82) est linéaire, puisque ïo
l'est. En outre, comme ïo est régulière, on a pour tout yÇ.)^^Cp(Z), ccçE
et^OeL^),
(33) <^rT(^( . ) j ( . ) )1(Ç)>=<^a(Ç) [To(^( . ) j ( . ) ) ] (Ç)>

=a(Ç)<^ [ T o ( ^ ( . ) j ( . ) ) ] ( Ç ) >
. = = a ( 0 < ^ ^ ( Ç ) f T o j ( . ) 1 ( Ç ) >

= = < ^ ^ ( Ç ) a ( Ç ) [ T o j ( . ) i a ) >
^ < ^ ^ ( Ç ) [ T j ( . ) ] ( Ç ) >

v-presque partout.
Il est facile de voir que T est aussi bornée sur J<'p(Z). Posons, en effet,

pour y(.)€ J<^(Z) et x e E,

W= ^^^i-iiî;0 -presque partout f°=oVK^, [ T J ( . ) ] ( Ç ) > ^ - 1 1 - \o y|<^ [T j ( . ) ] (Ç)> - t — — i - i - . ^ -

Comme le support de ^i( . ) est contenu dans le support de r(.), et comme
|^(^)|^i, il résulte alors, par (33), (32), (3i) et (3o), que

f <^ [T j ( . ) ] (Ç)> [^ (0=f^ (Ç)<^ [T j ( . ) ] (0>^(Ç)
^ L JZ

= r<^ [T(^^( . )J ( . ) ) ] (Ç)>^(Ç)
^x

=r<^[To(^(.)j(.))](o>^(o
•^z

=/a-, / '^:^,(Ç)j(Ç)\^|[a- | | . |^ |^(^)N,(^(.)j( .) ,^)
\ ^'7 /

^|M|. |^|. (^ )N, ( j ( . ) ,^ ) ,
/Iwt. £c. ^orm., (3), LXXVII. — FASC. 3. 33
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d'où, pour tout y(.)e ^Cp(Z),

sup
\x\\^\ JL̂ <^ [TJ( . ) ] (O> |^(Ç)^ |^ | , (^ )N, (J ( . )^ ) .

Il s'ensuit que T définit, de façon unique, par prolongement par continuité
à ^(p-) e^ par passage au quotient U(^), une application linéaire continue
de LpÇy.) dans ^(v), que nous désignerons encore par T, vérifiant (28)
[puisque voir (3o), (3i) et (82)] et

|T [ 1 ^ 1 .(M)-

D'autre part, on a aussi l'inégalité opposée

|^(^)^||T|h

donc (29); en effet, cela résulte du théorème 2 combiné avec la remarque 9 et
du fait qu'on a, pour touty(.)eU(a) et tout .vçE tel que [|.r[[^i,

^ f^j(0
^z

f<^ [T j ( . ) ] (Ç)>^(Ç)
^z

^ sup f|<^ [T j ( . ) 1 (Ç )> ^(Ç)
;| x\\^\ J ^

^|:T| |N,(j(.)^).

En vertu de (33) et (29), l'application T définie ci-dessus est aussi régulière.
Montrons enfin, que l'application T est univoquement déterminée par ^.

Supposons, en effet, qu'on a (28) pour

T, T,eA,(I4(^j^)).

Compte tenu de la régularité de T et Ti on a alors, pour tout ^(.)eL"(v),
y(.)e4(p-)et.reE,

^(Ç)<^ [Tj ( . )1(0>^(Ç)== f [T(^(.) j ( . )) ](Ç)^(Ç)
^'z *A

^ f^^(Oj(Ç)^= f[Ti(^(-) j( .))1
^z / ^z

^(S) )= / [Ti(^( .) j ( . ) ) ] (Ç)^(Ç)

= f^(Ç)<^ [Tij(.)](Ç)>^(0,
^7

d'où^pour touty(.)eLF([^) et*z*eE,

<^ [T j ( . ) ] (Ç)>=<^[T iy( . ) ] (Ç)> ^-presque partout,

donc
sup f l < ^ r T j ( . ) ] ( Ç ) > - < ^ [ T , y ( . ) 1 ( 0 > | ^ (Ç)=o .

1^11^1 J^



UNE CLASSE D'APPLICATIONS LINÉAIRES CONTINUES DES ESPACES L^ (l ^p < 4- oo). 253

Or, cela signifie qu'on a, au sens de la norme de JE (v)»

TJ(.)=T,J(.) [J(.)€L^)],

c'est-à-dire que T = Ti.
Le théorème 4 est démontré.

^. Le cas particulier où les espaces E et F sont séparables.

1. Déduisons d'abord des résultats ci-dessus le théorème de représenta-
tion (A) {voir l'Introduction) (8). Nous nous bornerons à démontrer la néces-
sité de (3), puisque sa suffisance est immédiate même dans le cas général où E
et F sont deux espaces de Banach arbitraires.

Soient donc E et F séparables. Dans ce cas Pespace F 0 E est séparable, donc,
en vertu d^un théorème de R. Fortet et E. Mourier [5], toute forme linéaire
continue $ sur L^g s'écrit sous la forme

<X( . ) , €»>= f<X(Q, x^o^) [X(.)eL^],
«^z

où X^.) est une application faiblement mesurable de Z dans (F(g)E)' telle que

N,, (X / ( . ) )<+^ 0+^=^

et que
I I^H^N^X^. ) ) .

Or, par Pidentification bien connue des espaces (F(g)E)' et X?(F, E7), à
chaque X^Q correspond une U(O€^(F, E7) telle que

<^, U ( ç ) j > = < j ® ^ X ' ( Ç ) > (jeF, ^eE)
et que

II u (ç)||= lira) il.
Par conséquent, on a aussi

<^vWyW>=<y^)®^^^)> (J(.)€L^€E)
et

N^U^^N^X^.)).

( 8 ) Nous n^examinerons pas dans ce travail le problème des conditions plus larges sur E et F dans
lesquelles restent encore valables le théorème de représentation (A) et les corollaires qui suivent.
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Cela étant, soit/eu^. En vertu du théorème 1 il s'ensuit qu'on a

<^/[y(.)]>=<j(.)(g)^>

= f< j (0®^^(Ç)>^( Ï )
^z

= r<^ u(ç)j(o>^(o
«^z

et que
|||/|||=||<î||^N^(X/l(.))=N^(U(.)),

ce qui achève la démonstration du théorème (A).

2. En vertu du théorème 2 on a le

COROLLAIRE 3. — Soient les espaces E et F séparables. On a ^eV^'p^')
( où - + — = i ) si, et seulement si, il existe une application U (. ) de Z dans
£(f, E') telle que N^(U(.)X+oo et qu'on ait, pour tout y( .)eL{? ^ .r€E,

(34) (^ f^j(çn= f<^u(ç)j(0>^(o. •
\ ^z / «^z

Oû/î  c^ ca^ on ^

(35) | ^ , /=N, / (U( . ) ) .

C'est une généralisation du théorème classique de F. Riesz sur l'équivalence
des espaces L^ et V7^//^ i).

En vertu du théorème 3 on a le

COROLLAIRE 4. — Soient les espaces E et F séparables. On a T€^r(L^ <^E ) ^»
^ seulement si, il existe une application U(.) de Z Am.y 1?(F, E') telle que
N^(U(.)) <^ +00 et quon ait, pour toutyÇ.^çL^ et xçE,

W r<^[Tj(.)](0>^(0== f<^U(ç)j(ç)>^(o.
^ L t^Z

jDa/2j' c^ ca^ on a

(37) T =:N,/(U(.)) .

Remarquons que lorsque E est séparable, une application T de L^ dans Jg, est
régulière si, et seulement si, pour tout ^(^eL" ety( . )eL^,

[T(4 ; ( . ) j ( . ) ) ] (Ç) = = ^ ( Ç ) [Tj(.)] (Ç) presque partout.

Nous dirons qu'une application linéaire T de l'espace Vy dans l'espace. J^ est
d^composable, s'il existe une application U(.) de Z dans J?(F, E^), telle qu'on
ait, pour toutj^eL^ ^€E,

(38) 0, [ T j ( . ) ] ( Ç ) > = = < ^ U ( O j ( Ç ) > presque partout.
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Remarquons que, lorsque E est séparable, T est décomposable si, et seule-
ment si, pour toutj(.)eLî on a
(38^ [T r ( . ) j (Ç) = = U ( Ç ) j ( Ç ) presque partout.

A Faide du corollaire 4 on peut aussi démontrer le

COROLLAIRE 5 (<t)). — Soient les espaces E et F séparables, Une application
T € ^(U? JE') ̂  décomposable si, et seulement si T € c?, (L^ ^E')- Dans ce cas on a

T | = . N , / ( U ( . ) ) ,

où U(.) est l'application qui figure dans (387).

Remarque 12. — Réciproquement, chacun des théorèmes 2 et 3, conjointe-
ment avec le corollaire 3 respectivement 4 (ou 5, qui implique le corollaire 4
comme on le voit sans peine), entraînent le théorème (A).

3. Il est facile de retrouver les théorèmes du type Lebesgue-Nikodym donnés
dans [3] (voir [3'], théorèmes 1 et 2), comme cas particuliers des résultats du
paragraphe 3 du présent travail. Nous omettons les détails.

Mentionnons aussi le fait suivant : si Ef est séparable et si la mesure v est
bornée, on a Jg, =E 14; d'autre part (voir les remarques 9 et 10) on a toujours

tV= ̂ (L^ E') et g/.(L;, J^/) EEE ^(L;,, ^,).

Par conséquent, si E' est séparable^ si la mesure v est bornée et si, en outre, F==E^,
le théorème 3 constitue une amélioration d'un théorème de J. Dieudonné ([2],
théorème 2) concernant la représentation intégrale des applications/e^(Lp, F)
moyennant les applications T€^(LF, Lp).

Pour d'autres cas particuliers des résultats de ce travail, voir aussi la fin du
travail [7].

Signalons, enfin, que le cas des applications de UpÇï^p <^ +00) dans un
espace de Banach quelconque E sera considéré dans un autre travail.
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