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SUR UN PROBLEME DE GELFAND ET SILOV

Par S. MANDELBROIT.

———— ) ————

1. Dans leur livre Fonctions généralisées, Gelfand et Silov [3] introduisent
les classes S( {M,}, {N,}) de fonctions indéfiniment dérivables sur la droite
réelle, R, définies de la facon suivante : {M,] et {N,| étant deux suites de
nombres positifs, la classe S( {M,}, {N,.| ) est 'ensemble de toutes les fonctions
C*(C” est I'ensemble de toutes les fonctions indéfiniment dérivables sur R)
satisfaisant aux inégalités

|ar [\ (x)| Z Ah’N,kIM, (g>o0, p>o0),

A, h et k étant des constantes dépendant de f, x étant un point quelconque
de R. D'une maniére plus générale, ces auteurs sont amenés a étudier les
fonctions de C” satisfaisant aux inégalités

| [0 (2) | Z AR KIm,,  (po, g0),

ou m,, est une suite positive double. Les classes S({M,{, | N,| ) jouent un
role important lorsqu’on cherche a étendre la notion de fonction (dans le sens
de « distribution » ). Un usage intéressant des classes S a été récemment fait
en France par Roumieu dans sa Thése [6].

La premiére question qui se pose est celle de la non-trivialité d’une classe S.
I s’agit autrement dit, de conditions, portant sur les suites {M,{, {N,| pour
que la classe S({M,{, {N,}) ne soit pas vide (une telle classe est dite vide si
elle ne contient que la fonction identiquement nulle).

Les classes S({n*}{n®|) ont déja été étudices par Silov [7] avant la
parution du livre de Gelfand et Silov, Cet auteur a démontré que si a > o,
> o, une condition nécessaire et suffisante pour que la classe correspondante
ne soit pas vide est que o + 3>x1. Babenko [1] a bien indiqué, d'une part,
des conditions nécessaires, et, d’autre part, des conditions suffisantes, pour
qu'une classe S({M,}, {N,}!), générale, ne soit pas vide. Ces conditions sont
compliquées et nous paraissent peu maniables, bien qu’intéressantes.



146 S. MANDELBROJT.

Nous donnons, dans ce travail, des conditions simples, suffisantes pour
quune classe S (générale) ne soit pas vide. Nous construisons alors une
fonction appartenant a la classe correspondante. Nous croyons, sans pouvoir le
démontrer, que cette condition est aussi nécessaire. Nous indiquons aussi une
autre condition, — cette fois-ci nécessaire — pour que la classe ne soit pas
vide.

Dans leur livre Gelfand et Silov indiquent des conditions dont quelques-unes
nous paraissent inutiles, pour que les transformées de Fourier des fonctions de
la classe S( {M,{, {N,|) appartiennent aS( {N,}, {M,}), ou, d’'une maniére
générale, des conditions pour que de (2) résultent des inégalités de la forme :

| .17’/f(/') () f =M kim,,

(f désignant la transformée de Fourier f).

Quelques considérations élémentaires et des notions simples sur la régula-
risation nous permettent de démontrer dans cette direction un théoréme d'un
caractére plus général.

Le probléme de la non-trivialité d'une classe S nous conduit & un autre
probléme qui, lui aussi, généralise la notion de la quasi-analyticité.

Quelle relation doit exister entre une suite de nombres positifs croissants { p, |
et une suite de nombres positifs | M,, |, pour que la seule fonction indéfiniment
dérivable sur une demi-droite [a, ) (a>o0) satisfaisant aux inégalités
(surfa, ©)):

[t (@) | ZBM, (0 0)

soit la fonction identiquement nulle ?

Quelques résultats de ce travail ont été exposés dans deux Notes aux Comptes
rendus de I’ Académie des Sciences [5]. Je désire signaler en passant que dans
le' corollaire du théoréme II de la seconde Note il faut lire £™>1 (au lieu
de £#>o0), et dans la ligne qui suit ce corollaire, il faut lire 1<« (au lieu

de o < a).

G

2. (QUELQUES DEFINITIONS ET NoTATIONs. — Nous désignons par C° I'ensemble
des fonctions indéfiniment dérivables sur la droite réelle. C; désigne I'en-
semble des fonctions indéfiniment dérivables sur [a, «).

St fest n fois dérivable dans (a, ) (a peut étre égal 4 — o), on écrira

A4 = Sup | 2 ) (x) |
ar>a

(on omettra la lettre f ou la lettre a, ou les deux, si aucune ambiguité n’est &
craindre).

1
{M, ! étant une suite positive, si limM;

1

si limM! =, on désignera par {M

1
'< e on posera c¢y= limM/, et
.
n

| la suite régularisée convexe de | M, | par
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I'intermédiaire des logarithmes (c’est-a-dire que la suite {logM: | est la suite
régularisée convexe de la suite {logM, | )[4 ].
On désignera par C{M, | la sous-classe de C” dont chaque fonction f satisfait
aux inégalités
[fU(z) | < M, (n>o0).

Si pour chaque fde C{M,| on a aussi f"€C{M,|, on dit que la classe C{M, !
est dérivable.

Nous désignons par S({M,!, {N,}) le sous-ensemble de¢ C” dont chaque
fonction satisfait aux inégalités |

|21 ) (@) | ZARIN M, (g3 0, po0), ,
A, &, k dépendant de f; et par Q.( {p.|, {M,}) la classe des fonctions indé-
finiment dérivables sur [a, « ), @ > o, satisfaisant aux conditions
L [0 (2) | Z AWM, (n>>o0),
A et h dépendant de f,

L(r) étant une fonction réelle sur [o, =), nous désignons par S( | M, |, L)
la classe des fonctions appartenant a C* et satisfaisant aux inégalités

If(/)) (l‘) | éAA«/)M]) e—Lall)

A, k, a ne dépendant que de /. v

Dans la définition de S({M, |, L), la fonction L sera toujours supposée non
décroissante dans le sens suivant : L(r), peut é&tre égale & + o pour
r>.c > o, mais alors L(r) tend vers 'infini, en croissant (tout en prenant des
valeurs finies) lorsque r tend vers ¢ (en croissant).

Si feL! (surR) on désignera par 7 sa transformée de Fourier :
f(u,) :ff(ar) e~ o,

On désignera aussi par S(|{M,}, {N,}) I'ensemble des transformées de
Fourier des fonctions de la classe S({M,{, {N,]), autrement dit o€ S( {M, |,
IN,}) si, et seulement si, o =f, ou f€S( | M, |, {N,}).

3. Querques Lemmes. — Voici d’abord quelques lemmes élémentaires :

Lemme 1. — Soit f une fonction n(n>x1) fois dérivable sur[a, ) (a>o0)et
supposons que lim [*~''(x)=o. On a, pour p > o,

pALe_ = Ahe

pyn—1=="Yp+1,n*

Pour a < 2 <N, on a

. N
SN = gy = [

Ann. Ec. Norm., (3), LXXVII. — Fasc. . 20
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et, pour p >o0,x >a,
if(n—l)(.,l.) | —

" 7/ 1
j f“” (t) dt ‘ é A/1+1,u / I’/m — A/)-H,u

prr

Lemwe 2, — Si fest n fois dérivable sur R(n>>1), et st lim fi"=''(z)=o0, on
lv|==

a pour p >o
I)Af,—* é AL

pyn—1 P

Il suffit d’appliquer le lemme 1 pour @ > o, quelconque, a la fonction fet a
la fonction f(— ).

Lewme 3. — En posant 3=z -+ iy, on a

sins

(%) émin(e“", eT>,

~

‘ Al
(%) |sin:|émin<e*»"h eﬂ>

et, pour |y | < 2,
0 [ sing | < <2_ (1> (,'7,:.

On a, en effet,

et, pour

<>,

Lemme 4. — Sott a,(n>1) une fonction convexe de (I'indice) n, satisfaisant
n — ] )
pour n asses grand, a l'inégalité
o, = hn?.

Quel que soit = > o, on a, pour n assez grand

Apppy — 1ué (411 -+ 3)”—
Posons
A(t) =Sup(nt — a,).

On a, pour ¢ suffisamment grand,
ARB()

9

A(?1) > Sup(nt — hn*) =B (1), avec lim

==

o g o4 o, . , 1
Si lim ]—l’ < @, la convexité de «, donne immédiatement

n=x

Appt — Lp = O(‘),

. . . .o . , N
d’ou la conclusion du lemme; si, par contre llml—l":oo, on voit d'apres le
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théoréme 1.6.1(a et ¢) de [4] que

7o Ep — Uy, w—

lim - NG

=4h,

ce qui conduit également a la conclusion du théoréme.

Lemye 5. — Soit f€C”, avec A=A, ,< % pour tout p>> o0, g>> 0. On a,
pour tout p>>~1, g >>1,

|20 f1o) (@) | Z16p 27 (Ap g+ Apget =+ Apgmi 4 Apisg + Apssgir + Apasg).

On a, pour tout p > o,

|F7 (@) | £ 2 Ao+ Ap)
et pour tout q >~ o,

|21 () | L2 (Asy+ Aoy
Ona

ax ./’-‘(/,) (1,) P — | ur f( ”)J(f/): l.:/)_’,f | uV j( u)]w) e~ dy .
Or

[[wr fla)| D) =]ur [ (u) + C)pur=! fo="(w) 4. . .|
ZApy+COpA Cop(p—r)..(p—I1+ DA 1yt e,
[ prenant toutes les valeurs entiéres positives non supérieures & min(p, ¢).
On a, d’aprés le lemme 2,

pp—1)...(p—IL+1) Y N
mMip—ny(p—I+1)y..(p—r1) p—1"P"

(1) pp—u1)...p—Il+1)A,,0=ZA

ce qui permet d’écrire pour ¢ < p

) L B )
(2) _ [ [eer f () | == o » i ” e

On a, d’autre part, pour r>> 0, > o,
f St dt =— a U () + [0 (),

ce qui permet d’écrire [en utilisant la méme égalité pour f(— )]
> dt
(3) Afn/'éAl.rn‘*‘f s A::,M-z—'—»‘\x./w s = A+ ”\|,1-+-.»+ ”'\::,zw-_'
1
et 'inégalité (1) permet encore d’écrire, lorsque o < p =~ ¢ (en posant r=q— p)
[7([7 —1 ) el 'A“.I/ '/Iép ' (A1J/—/l w1+ Al‘,l{--/}—f—'.’_'_ A:‘,.r/—» //+‘.’) ié 0/)( A/;,:/ -+ v\/),q-m -+ Ap,q_] )-

Ainsi, pour p > o0, on a, quel que soit ¢ > o,

hH [[ar fa)]n ] ot ip(N, =N, oAy )
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On a aussi évidemment

Gy el e o des [Cw - ) de
“d
.é 2 Ap+‘l,ﬂf L,__,t -+ 2—A/l,(\: 2 (f\/;—ﬁ—".’,o‘f‘ A/),n),
et aussi
(6) |21 ] () !4/ (| () |+ | f(—a)|) dx

1
+f 1S (z) |+ W (—x) | de Z2(Asy+ Agy).
0

Le méme raisonnement qui a servi pour établir (4) permet aussi d’écrire :
(7) [l [(a)) ]| Z 2" (p -+ 2) (Apiay+ Apiagur+ Ao ),

On obtient ainsi pour p>>1, ¢>x1, en nous servant de (4) et de (7),

| .'13'/]\'(1') () | éfll [[w? f(u)]\D | du +f1 “ | [l‘p{;:(“)]w? I _‘_f,o w?| [“”./'_)(”«):J(") | du

u-

Zh 2T p(Apy+ Apgaa+ Apga) +0.27(p + 2) (Aprag+ Apragia -+ Apiagi)
é IGP . 2’] (Ap,// _f'“ A/l,f]+l ’+’ A]),f]~j + A]H—'_),// + A/H- 2,§+1 + A/H—‘_),r]» -1 )7

ce qui correspond a la premiére partie de I’énoncé. Les inégalités (5) et (6)
constituent la derniére partie de I’'énoncé.

LewvMe 6. — Soit m,, , une fonction croissante de p et de q(p>o0, g>>0), et
soit f€C”. St
|zl [0 (2) | = my, (p=o0,9=0),
on a
|x‘/f(/')(x)‘éng.Q’/mpH,,,H (p>1, g >0),
|21 f () | < bhmsy, (g>0);

Ce lemme est un corollaire immédiat du lemme 5.
1
LewMe 7. — Soient {M,} et {N,| deux suites positives; si lim N2 = ¢y <,
a tout ¢ > o correspond un A. (dépendant seulement de <) tel que toute fonction
de [ de C” satisfaisant aux inégalités ‘

(8) | P fl (2) | ZARPN, M, (p> 0, ¢ 0)
satisfait aussi aux inégalités

(9) | xr f (2) | Z A A Aoy -+ ) kM, (p=>o0,g>0).

1
St, par contre, limN, =ac, toute fonction fde C* qui satisfait a (8) satisfait
ausst aux inégalités

(10) | ! fin () | = AR’ NG kTM, (p>o0, g 0).
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Supposons donc d’abord que ¢y< o . Quel que soit ¢ > o, il existe une suite
d’entiers positifs {p;| tels que N, <(ey—+e)’. Soit A.>max(1, N,). Les
inégalités (g) ont alors lieu pour p=o et p=p;(j=>1). Une considération
géométrique trés élémentaire montre alors que (9) a lieu pour tout p > 0.

1
Supposons maintenant que limN’ = o, et posons
T(r) = Sl,l.p %ll

On sait (votr [4]) qu'on a aussi

(11) T(r):Sup%%-
Comme il résulte de (8) que
() Sup L 7@ | =T( ) 119 ) | ZhoM, (=00,

on voit d’aprés (11), qu'on a aussi
| P fl)(x) | Z Ak’ NG kI,

Lense 8. — Soit | M, | une suite positive. Si

1
Cy= IimM* <<,
B — n ‘

la classe C{M,, | (sur R) est dérivable. St

1
IimMZ:oo,

chacune des conditions équivalentes suivantes :
2 1 |
o (ML) =0MR) 5 20 TogM =0 (n?)
est nécessaire et suffisante pour que la classe C{ M, | sout dérivable.

Pour la démonstration, voir [4].

4. Avant d’aborder le sujet principal, c’est-a-dire la question de la non-
trivialité d'une classe S{M,{, {N,|), nous allons démontrer un théoréme
donnant des conditions simples pour que I'ensemble des transformées de
Fourier d'une telle classe coincide avec la classe S( {N,{, {M,} ).

Nous supposons dans les théorémes 1 et 2 que M, ne décroit pas.

TuroreME 1a. — Sotent {M, | et { N, | deux suites positives telles que les classes
C{M,} et C{N, | sotent dérivables. On a

SUM, L IN ) =S({N, Iy (M, ]).
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On voit d’aprés (11), et la définition de la classe S, que si cy=o, la classe S
est vide.

D’aprés le lemme 8, le théoréme 1a peut aussi s’énoncer de la maniére
suivante :

TukoriMe 1b. — S chacune des suites positives | M, | et {N,| satisfait a une
des conditions suivantes (1° ou 2°)

I 1
1° r'“:liﬂMZ<x; 29 IimM:Z:oc, logMy, = O (n*);
1 1
1° (‘N:li_mNZ<oc; 20 IimNZ::oo, logN; = O (n?);
on a
S(My (N =S (N ML ).

D’une maniére plus précise, on a le théoréme suivant :

Turorime lc. — Si ¢y <o, cy< o, laclasse S( | M, {, {N,| ) est vide. Suppo-
1

1

sons donc que U'une des conditions limM" ==, limN" = soit satisfaite et soit
SE€S({M,{, {N,}) telle que
(13) |ar ful(2) | Z Ah» MN,M, (P>=>0, g>0).

1
A. Siey< e, et imM) =, avec

___logM¢
(14) lim '—gT—‘

n

= <<oo,

a tout € > o correspond une constante A, telle que

|2t o) (@) | = 2 AA P It (1 )P+ ¢§ e M.

1
B. Sicy<<w et limN!=a0, avec

(15) m 28Ny <o,

- onda
| 21 fip) () | £ 27AAHP k9 (1 4 e)r+1 P NG,
L L
C. et, enfin, si imM} =, imN;=o0, avec
- ¢ - e
(16) lim!?-%—-—-lyl”:p<oc, liml"—i-i-\ﬁ:y@o.
ona
| 21 fiP) (2) | £ 27AA P KT (1 + )P+ e8vP+4pa MENS.
Il est clair que du théoréme 1 ¢ résulte que les hypothéses du théoréme 1 a,

ou 1 b, impliquent
S(iM, 1, {N,)CS({N, |, {M,}).
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Mais, comme ces mémes hypothéses conduisent aussi, d’aprés le théoréme 1 ¢,
a la conclusion
SCING M) €SI NG,
on a
SCING IML ) =SNG, (ML) ESCIML L N, ).

Ces mémes hypothéses conduisent donc a I'égalité
SCINGL M) =S (M, |, [N, ),

c’est-a-dire la conclusion des théorémes 1 a et 1.

Pour démontrer le théoréme 1 ¢ il suffit d’appliquer, dans 'ordre qui suit,
les lemmes suivants : lemme 7, lemme 6, de nouveau lemme 7, et lemme 4
[trois fois lorsqu’il s’agit, par exemple, de démontrer la partie C) du théo-
réme 1 ¢ : deux fois pour passer de M; , a M7, et une troisiéme fois pour passer
deN; , aN’].

Le théoréme 1c permet de régulariser la classe S({M,}, {N,|). En appli-
quant ce théoréme d’abord a S({M,|, {N,!) et ensuite a S({M,!, {N,})
[lorsque ce dernier ensemble est S({N,!, {M,}|)], on obtient le théoréme
- suivant :

TuaroriMe 2 a. — St
; — logM;

ey <<%, limM” =oo, lim — 5= =

toute fonction satisfaisant a (13) satisfait aussi, pour tout ¢ > o0, d

| 2P f () | < AaPHTA P KT (14 )P+ c§ e T M.

St
1
. = .—10 Nc
cy<<oc, llmN::oo, llm—,—go—"-::v,
2
ona
[ar fi ()| Z A o +TAP kI (1 + )P ey P Ny,
St
1 1 .
. - .——10 M¢ . - .—10 N¢
ImM7=o, Im-—22—p,  LEmNi=w, Lm-—8n_,
n. n2 n nz
ona

|2l f1D(2) | Z A2l IA P KT (1 4 e)Pri e hr+12P My N7,
Ainsi, en particulier, on a le théoréme
TutoreMeE 2b. — Si
1
- —IlogM¢ — — logN¢
limM" =0, hm%ﬁv{" <o, thﬁ:oo, llm—(l%&
les deux classes
SC{M, L INGD), SOIM L i NG )
sont équivalentes.
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St, par contre,

L L —— log N¢
]imM;"<oo. HmN” =, fim =22 < x
— n n 2

, , , .
. . - . - —logM¢
(respectwement limN”< o0, limM" =0, lim 0_%,51__3 <o ) laclasse S({M,{, {N,})

est équivalente a S( {1}, [N, | ) [respectivement @ S({M, |, {1])].

5. Nous allons maintenant énoncer un théoréme qui fait correspondre a une
suite { M,, } une fonction L(7) telle que la classe S ({ M, |, L) ne soit pas « triviale ».
Cette fonction L(r) nous parait, a un certain point de vue, une « fonction
optima » possédant une telle propriété. Toute fonction L,(r) qui croit moins
vite que L(r) est, bien entendu, « bonne » a plus forte raison. Mais, en tout cas,
dans des cas simples, comme par exemple dans ceux étudiés par Silov, cette
fonction ne peut pas étre essentiellement augmentée, sans rendre la classe vide.

TatorkME 3. — Soit { M, }| une suite de nombres positifs (M, =1); posons

M,_
[J.,L:—W (n>1), Po=1.

Supposons que
(17) | D<=

Sott A(u) =1 pour

u| < é» A(u)=o pour|u|> é, et posons

. 1
o= s

Uy Y
a,’t/ dz,...f A +t+ ...+ t,)dt,.
= —

La suite f,(x) tend vers une fonction f(x) lorsque n tend vers Uinfini. Cette
Jonction [ posséde les propriétés suivantes : 1° f(x) n’est pas identiquement nulle ;
2° f€(”; 3° en posant

(18) L(x) :S?p[:ﬂ}/—(;)" 2 Pn )7 Z (li)jl ((1:>¢)),

N P >1 £t

on a
9) (@) [ Z My e 070 (0 0).

En désignant par m(x) la fonction inverse de la fonction (strictement croissante)

(20) DT X (=0

Yny>2 Upy<2
x
et en posant M(x) :f m(t)dt, on a
0

(21) ‘ [f(")(x)]él\h(z— —l->"(;_M(l-l‘l)_
e
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Démonstration. — On a

~ 1 ) 2 1 Pn
(22) j,,(u)_mfe : dxf1dt/:uidt,...f_unA(¢+t+.‘.+t”) dt,

Wy Y .
I e[ut dt eiu/, dtl e eiul,, dt“ c—:’u(.‘L‘—f—t+/1 Foatly,) A (,l: -+ t1_|_
21 Ly [y eee [Pl s ",

=

Il

=

9

L1 o1 \?
sin=w . . sin—w\ . o
N 2 sinp e sing,u 2 SinL e sing,
:4A([¢) e e [ — I .o Hn .
I Pt Pt I P Pn e
On a done
L1 2
, ) sin — . .
. 1 PN ) . 2 S 0L STy, 1L
(23) fulx)y=— [ e fu(u)du= = | ¢ gt B gy,
o 7 w. ) Pt

En vertu de (17) le produit infini

L 2
b‘lll; w * .
R S (3%
(24) F(w)= ]I il
W Pty
1

converge uniformément dans chaque compact du plan complexe w =u+iv. 1l
représente donc une fonction entiére F(w). On a

F(u)= limﬁl(u).

]

.1
S —-u

Comme | f,,(u)| =

: on voit, d’apres (13), que f,(«) tend vers une

limite f(), et que f=T(u); on a donc aussi

flx)= —%fe”‘” F(u) du.

2

Il est clair que f(x)=£o0. On a, de méme,

2

(25) S (z) = l—;fei~”“u’lF(u) du,

car u*F(u)eL', pour chaque n> 0. Donc fel”.
On voit immédiatement, d’aprés le lemme 3 et le théoréeme de Cauchy, que,
pour chaque ¢,, on a

-

i”
3 () ( —_— sty (on | y
(26) S (.E)_zﬁfb w F(w) dw,

Iintégration étant effectuée sur la droite ¢ =¢,.
Posons # > o, ¢, > o. .
Evaluons maintenant | F(w)| sur ¢=g¢,, en appliquant le lemme 3. Sin>~1,
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVII. — Fasc. 2. 21

vt ) d
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on écrira pour 1 =k Zn
wive

)

| sinjagw | = ekt ou [sinpgrw | ZLe *
selon que p.¢, >1 ou P, ve<_1; on écrira pour k> n(n>>0)

sing w i
e *

e

SIn g W
e

y

’ = elkvo ou

selon que pxvy >1 ou pyvo 1. Ainsi on obtient

A R DO T T
| [ (2) | £ = —————— "ok Pt 1 f du;
T P P v

. ! . . 5 .
nous avons employé les signes 2 pour indiquer que 1, n’intervenait pas.

On a

(27) f

ce qui permet d’écrire (en rappelant que (., =1, et que ce |, intervient sous le
\

N i
e = r min(e' vl e’*),

premier signe Za’ ou sous le second, selon que v, >1, ou Voél), pour
tout x >o et touty >o:

28 ()| — e YW1 W, L1
(28) (@) | £

L’inégalité (19) en résulte immédiatement | () est une fonction paire].
D’aprés le lemme 3, on peut aussi écrire ‘
N

| sinpgw | = etk ou |sinp.kw|é<2—— ie)e "

selon que 9y > 2 ou py9o < 2; on peut de méme écrire

Bive

e K

= 1

sin py w
[

SIN Py W

» < Pk o ou
= o

selon que v > 2 ou pyvo= 2, et I'on voit que (28) peut étre remplacé par

I n o
<2*2> PN e Y e

2 (n) @€ 4—-—-—_6 Nl >2 YMn£2
(20) Y s

Or, en posant

(30) AN =y X T Y

) n>2 UypL2
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~ 1

on voit que
dA(y) N N ¥ Y
-Ty_“"a(.})"—' z Pen+ o 2 Hn
Yln>2 VPn£2
<bien que y intervienne aussi sous les signes 2>, a(y) ¢tant une fonction
strictement croissante. A(y) est donc une fonction convexe. Il résulte de (29)

que

e

o= (3= 5 ) Mo,
ou
M(r)=Sup(ry —A(y));
>0

or A(y) étant convexe, on sait (d’ailleurs on le voit immédiatement) qu’on a
aussi
M(r) :f m(t)dt,
ou m(t) est la fonction inverse de la fonction strictement croissante,
a(t)=A'(t). Le théoréme est ainsi démontré.
TucoreME 4. — Soit { M, | (M, = 1) une suite positive, et soit

MIL~1

o= (=) (e=1);
supposons que Z o, < .
Posons
(31) =y Fw+l Pp (>0
Y >1 Yiast

et soit (.(x) la fonction inverse de la fonction (strictement croissante)
TM(y)(y > o).

En posant N,= “T(’%TH s la classe S({M, |, {N,}) nest pas vide. En parti-
culier la fonction f(x) de l'énoncé du théoréme 3 appartient a cette classe
etl’on a

(32) | @r ) () | ZM,N,.

Démonstration. — 1l résulte de (19) que

[xpfm(x) IéM(l g—ﬁ;po(lxly—m(yn+ploslxl éM(] el logla|—[xiy+om)

pour tout y > o. On a donc, pour tout y > o,

l .L'/"/'W) (;L‘) i é M’/ emz_(_\) ;;1;16(/; logxr—ay) — M’] e;m,(‘\ )+p(losp—los)i—p (), > 0).
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Il suffit donc de poser y = n(p) pour avoir (32).

Remarque 1. — 1l est clair que dans I’énoncé du théoréme 4 on peut remplacer
(n) par la fonction v(n), ou v(x) est la _fonction inverse de la fonction

O 2 N
R(y) =y D et T D b
oy >2 Wy £2
. .. . ., ., . q
a condition d’ajouter au second membre de Uinégalité (32) le facteur <2 — %> .
Remarque 2. — Le théoréme 4 (et, bien entendu, le théoréme 3) contient

comme cas particulier le théoreme de Silov, d’aprés lequel la classe S( {(r!)*],
{(n!)®} ) n’est pas triviale si @ >0, 8 >0, a + 3>x1. D’apres le théoréme 1 a,

il suffit de supposer dé_éa %+ =1; et comme ¢ appartient a une telle

1 . 1

classe avec o = 3 = -, il suffit de poser « > -, 8 =1— «; de telles remarques
2 %

ont été faites aussi dans [ 3], o il est démontré, en particulier, que

S({(nhe), {(nHB)=S({(n)B}, {(n!)B1]).

. _ 1
En effet, on a, sip,=n"=*(n>>1), 1 >a > 5
i
M(y) LAy*,
et u(x)>=Bx*; on a, par conséquent, avec N, défini dans I'énoncé du theéo-
réme 4,
N,Zc*(n )=
Nous allons maintenant indiquer des conditions pour qu’une classe S soit vide.
Nous pouvons, en effet, démontrer le théoréme suivant :

TutoriMe 5. — Soit { M, | (M, = 1) une suite positive, et posons

. Mll—l
Y= Mn

(n>1).

Suppbsom que Z =00, la suite y., étant décroissante. Soit |a,| une suite de
nombres positifs tels que a,=o Z*"")’ et soit L(x) une fonction croissante
1
définie sur [ o, o« ). St
lim SEL

7.1 Yn
n=w k!

0

el —=¢

toute fonction fde C; satisfaisant aux inégalités
(33) L/ (x) | <My es k) (2 >0, n>x0)

est identiquement nulle.
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II est clair que la condition 2{}.,,:00 n’est pas une restriction, car, si

2 1, < o, la classe S({M, |, L) n’est pas vide quelle que soit la fonction L(x)

(finie dans le voisinage de I'origine). En effet, la classe C{M,} est alors non
quasi analytique, et il existe une fonction, non identiquement nulle, satisfaisant
aux inégalités | /(&) | ZM,, le support de f étant un compact.

Démonstration. — La majeure partie de cette démonstration est une repro-
duction de celle donnée par Bang pour le théoréme (direct) de Denjoy-
Carleman [ 2] (voir aussi [4], ou cette démonstration de Bang est donnée).

Rappelons la formule de Bang; &,. £,, ..., £, étant n -+ 1 points sur la droite,
[ étant n fois dérivable, on a

n—1

(34) e —2<—1>f(“<t)ff o f

3 Ck—1 &

S [Cp 1 [ [

L1 s C1

(pour le sens de cette intégrale, voir [4]). Cette égalité a donc lieu pour
/S de C*, quel que soit n, les points £ étant choisis arbitrairement. La fonction /
satisfaisant 4 (33) choisissons les points & de la facon suivante : en posant

n

n
_ _Qn
gp= ks Op= E_’"
1

on écrira, en fixant d’abord n, §=wa,5,(1k=n), {§,=o0. On a pour R,
[le deuxiéme Z dans (34)] I'inégalité

!R,,IAZMLf /e .\[d:LAZM;\fELJ; ...£dik

sl —1 k—1 =1 A—x k—3 0

. [k
MZ‘ "]] L Ly [;‘ 1f£l »fiad‘/’ v

g=1

Le raisonnement conduit par Bang (voir [4]; du fait que 1, décroit, on peut
prendre, en utilisant les notations de ce livre, p=n et, n,=n, n,=1,
n,=2, ..., n,,=n—1) montre alors que

n
IR, | éz (a, €)k.

h=1
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En revenant maintenant a (33) on trouve

n—1 n
) 1=/ () |f f ...fd'gk+2(ane>“
k=0 ik ik—l El k=1
éleie—L“n"l)f "f°-'fdik+2(d,l€)k
k=0 0 0 0 k=1

—_1 n
M: . .
éz 1 ak e—L(au)_|_E (ot €K,
k=0 k=1

Comme a,->o(n —® ), le second terme du dernier membre de I'inégalité
tend vers zéro, lorsque n tend vers I'infini; et la condition (33) fournit immé-
diatement f(o)=o. Si Infa,=a>o, il suffit de remplacer f(zx) par
folx)=f(aa+ ), out 0 < «a < a, pour voir qu'on a

| [ () | Z M, e 1@ (x>0, n>0),

ou L,(#)=L(x+ ). En posani a,=a,— o, 0n a encore

n
. Mk . !
lim 'F a;l" e L(”n): 0.
n=—o .
0

avec o< a—a<d, a,—o(s,); on a, par conséquent, f(x)=o0 pour
0 Zx<a. Comme, du fait de I'égalité Zg,tzoo, la classe C{M, | est quasi

analytique, on voit que f(x)=o. Si, par contre, Infa,= o0, on voit alors que
la condition du théoréme implique que L(o)=o0, ce qui prouve alors que
J™(o)=o0(n>0), et, étant donnée la quasi-analyticité de C{M,], on en
conclut encore que f(x)=o.

Le théoréme 5 conduit au théoréme suivant :

TnkoriMe 6. — Les M, et les ., étant définis comme dans le théoréme 5 avcec
2 1., =, désignons respectivement par m., et m¢ la moyenne arithmétique et la

moyennc géométrique de ., . .., W,

mi=

n __ Pt Mot .+(J-n.
v n ’
1

mE= (1 o)’
et soit { a, | une suite de nombres positifs tels que

a,=—=o0f(o,) (n—>o).
St, pour une suite {n; |

L(n; o

. _ ) my,
(35) ¢ M =o =
m,

la classe S({M,, |, L) est vide.
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Démonstration. — Soit f€S({M,{, L), avec
If(n) () Ié“" My et0leh) — M/, e Lstixl) (n>x0),

ou I'on a posé
a"M, =M, L(bx) =L, (x) (> o).

Posons ba,=a,. On a a, > o0, a,=o0(a,) et (ro=1),

n n
1 k
Mk alk (,’—L‘ (a}) — ak Mk 9_n e___L
k1" - k! bk

0 0

(an)

n

ak (Pt Pt o)t —L{a,)
éZwm---Hk kret S

0

Mais comme, du fait que ., décroit, on a
P oo S g (rZLkZn)

(i ot o)t
KV e

et, par conséquent, l’expression croit avec £; on peut

done écrire

n
’ n a\ n
Mk Tk =V (1) _~ 5 An (Pﬂ R +I‘L") —L{a,| _~ (n my, Ig—l_m,,}
—~Lalke n e - .
k! - .y, —
0

Il résulte alors de (35) que

n
. M
lim 2 ﬁ ap e @ =o
0

n—ow

et le théoréeme 5 fournit immédiatement le résultat voulu.
Passons maintenant aux classes Q,.

TukorEME 7. — Sout { p, } une suite croissante, avec p,>n(n>>o), et soit {M, |

n

T
n

Démonstration. — Remarquons d’abord qu’il suffit de démontrer le théoréme
pour le cas ot n < p,=Zan(n>1).

Partageops, en effet, la.suite {.p,l j(n>1)(de I’énoncé) en deux suites : {p”l.},
{pm,} définies de la maniére suivante :P"i> 2n;, pn, < 2my; posons, d’autre
part

une suite positive. St la classe C est quast analytique et st a>-1, la

classe Q, ({pn}, | M, }) est vide,

1 2Ni—Pn,
Nn.,-: Mnic P 7y Nmk: Mmk’
¢ étant une constante, ¢ > a. Si

'.Tp"f(”)(x)lék“l\fu (r>a, n>o0),
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on peut aussi écrire, pour x >.c,

|2 fo) () | = hiM,, €T = h7iN,
| & fomn) (z) | = M, = k"N,

et, par conséquent, /€Q.({g.}, {N.}), ou

Gn= 215  Gm== Pmp> donc n<g,=Z2n (n>1),

On a, avec un choix convenable de la constante & > o,

N,. oM,
i — 21Li—Pn "
'ln«”"l\qlljc ! ié —~ 2"
Qn]- ] pui /
L 1 — —1I
n; n;

Ainsi, il résulte de nos hypothéses que la classe C{ N,

/
ment quasi analytique. Si donc, le théoréme était démontré pour le cas ou

n < p,< 2n, il en résulterait que f(x)= o, pour tout x>~ ¢ >a, et!’on aurait
Jf(x)=o0 pour x>>a. Démontrons donc notre théoréme, en supposant
n<p.an(n>a1).

Rappelons maintenant la formule de Faa di Bruno (voir[ 2], voir aussi Gotrsar,
Cours d’ Analyse, 5° édition, vol. I, p. 78, exercice 16)

d"g R
(36) —o1 [cp(x)]_—:zk(v)g(é)[(?J’t[? ]"1....

dz"

; est certaine-

les w et les v étant des entiers non négatifs satisfaisant aux conditions

ViYL =, Vi 2V 3vy+...=n,

k(v) étant une fonction des v telle que
(37) Zk(v)p!(l !)“1(21)"5...:72!2"‘:.

1
. - I LT N
Posons maintenant F(x) :f(e‘ ) pour o < & < Togi = b,’ et soit F(o) =o.
La fonction F est indéfiniment dérivable dans (o, b). Mais, comme on a
re AR
Py o5 =] (o) | =M<,

pour o < < b, avec p, > o0, on voit que F(x) est continue aussi a l'origine.
On a, d’apreés (36), pour o < o <b,

1\ vy 1\ vy
: d'F(z) < N der ( dze”
3 a rx)__ w (g7 )| 26 ae) ..
(38) dx" ﬂk(v)fu <e ) dx dx? ’

\

1
S® désignant la dérivée par rapport a e, les ., v et £(v) satisfaisant a (37).
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Tig A . : o — o ) — L
Or, en utilisant cette méme formule (36) pour g(y)=¢’, o(x) = —» on trouve
pour > o

il
dn ex

T ~(—1>"e”2k<v> e (D (p

et, par conséquent, on peut écrire, quel que soit o < ¢<1,

1
dr v Loy AL
o — o { 1y Ve 1YY
(39) o | £ IHZ(\@Q) ST A LD (2]
ML
Zontpl — —ex |
— xll tﬂ

“égalité (38) et I'inégalité (39) permettent ainsi d’écrire pour o < & <b
nF
o |2 =3k |pwle ol

dx"
141\ Vy AN 141N\ V),
1 — T — I -
xX{il—e" 2la——e™ ) el plarstl——e "
tr ra? y 1y

B +n

- =1 v
éQ’lt]Iank(V)p.! fﬂ”(e”)ie * m(] DY (a ). ..

Remarquons que si p. < g,<p,, ona certainement (puisque| /¥ (z) x| M, < »

lim 27 f)(x) = o.

Par conséquent, en choisissant ¢ positif, assez petit, on voit que le dernier

membre de 'inégalité (4o) tend vers zéro plus vite que (toute puissance de) x,

lorsque « décroit vers zéro. Comme on sait déja que f(x) est continue aussi

a I'origine, on voit immédiatement que ¥ cst indéfiniment dérivable dans [o, b),

avec F"(o)=o0(n>>0.) [Cette remarque aurait pu aussi étre faite sans le

recours 4 (40).] On a, en utilisant maintenant (40), d’une maniére essentielle,
Wl O+nt

d"r(l‘)'_ tmz‘k ‘-’)H'f“”( )—:r___ifl_(ll)"i(‘z!)"?...

dx"

é‘le t‘.’/l A'}J‘(H{:—I)—Hll,'tl I—'k(V)IJ.! (I !)"1 (2 !)Vq. .

o PNt ()L 0D 1

(car A7:* croit avec p, si a>~1). En utilisant alors le lemme 1 (on remarquera
que y.>>.1) on obtient

d"F .’L’) a lli( ) 2 \a
| Z o |22 2 Mt Gt L (3 )% 2 AL
Posons alors 91_[7” —1, 1l vient
d"F I\
|zt o s R i),

/ )/ 2 = ) 20
ro re_
. n n

Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIL — Fasc. 2. 22
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1,

. - N .
ou C est une constante positive. Comme la classe C{<7——,} est quasi analy-
=)

tique, et comme F"'(0)= o(nAo) on voit que F(x) = o, ce qui prouve aussi
que f=o. Notre théoréme est ainsi démontré.

Remarque. — Le théoréme cesse d’étre vrai, si U'on remplace dans son énoncé

(=) (=)

Posons f(x)=e"". On a, pour p > o,
Apn=AlL= %ig | 2P fo)(2) | = pr e,

En choisissantp,,=n<1 -+ ﬁ)(néz),pozl,p,, =92, 0n a
=]

A, nZArpr=M,,

Vns
A étant une constante finie.
MIL

&—]>u
n /

tant une fonction non identiquement nulle [ f(x)=e"", £>1], appartenant

AQu({pats IMY).
La classe C{

La classe C =C{(nlogn)" est quasi analytique, il existe pour-

M,
<&' . )211
n s

COROLLAIRE DU THEOREME 7. — Quelle que soit la quantité a>-1, et quel que soit
k> 1, une condition nécessaire et suffisante pour que la classe Q,({kn}, {M,})
soit vide est que la classe C{ M, | soit quast analytique.

= (C{(nlog®n)"| n’est pas quasi analytique.

M,
ﬁ} sont
identiques, il suffit donc d’appliquer le théoréme 7, avec p,=kn. Si C{M, |
n’est pas quasi analytique, il suffit de construire la fonction /, non nulle sur
[a, a+1), nulle pour x>~ a+1, et appartenant a C{M, | (ce qui est possible,
voir [4]) pour voir que cette fonction appartient a Q,({#4n |, {M,}) avec k quel-
conque.

Que la condition est suffisante résulte du fait que C{M, | et C%

Remarque. — Le corollaire précédent ainsi que les théorémes ’ et 6, contiennent
le théoréme de Silov d’aprés lequel S=S({n*"}, {pf"}), avec 2 >0, B> o0,
a+ B <1 est vide.

Il suffit pour le voir de remarquer que si f€S, on a aussi
JeO (1 (1—a)yn/Bl, fnrl)

Or cette derniére classe est vide, d’aprés le corollaire du théoréme 7. fa done
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un support fini et appartient a la classe C{n**| (o < «a<1), elle est donc iden-
tiquement nulle.

Le raisonnement pour obtenir le théoréme de Silov a partir des théorémes 5
ou 6 est évident.

D’ailleurs la classe S({n*"}, «\ <n1 - )"D (o < a < 1) est vide.

| \logn

Cecirésulte du théoréme 7 : il suffit de poser p,= n(l —+

Toan ), et de remar-

quer que la classe C{(nlogn)|" est quasi analytique.

On peut améliorer le théoréme 7 en introduisant une nouvelle classe de fonec-
tions : si a1, {p,}, {¢.}, {M,] étant des suites positives, on désignera par
Se({pnts {gn}, {M,})'ensemble des fonctions fappartenant a C? et satisfaisant
aux inégalités o
| f) ()P logina | < k"M, (n>o0),

On peut alors démontrer le théoréme suivant :

TutorkME 8. — Si les suites {p,, | et { q, | sont telles que p,™>n, 0= q,=n(n>>o0),
M,

2n—qGpn
)
Pn .

n

ol a>x 1, est vide.

et st la classe C{ } est quasi analytique, la classe S, ({p, |, {q.|. |M,}),

Démonstration. — La fonction fappartenant a S,, posons
A,s.,=Sup |2’ log/ x fU) (x) |,
x> :
On a, pour x >a>>1,

f0 () | = f /0 () | dY 2 Apr e f _b

yr+1 IOg’)”

1 % I N Z P L/)’
= A//+1,l,«/+1 [— [; f' <W) (l) — }) /: e lOg/’”}’]

1 1
~ A 1,/ 17 o7
PR ek logl

¢’est-a-dire

(4I> V4 »‘[\/;.l.«/-;/f A//VH,/,//—H .
1
En utilisant la formule de Faa di Bruno, on a, en posant I*‘(:c):_/(e”'),
I
o<h<1,o<w<lom,

d/'r(1

“den

(1 +7)

/0”(111)—"2/((v) 1 fﬂ“ / '7>)—_‘— o (r DY (a )L

(42)

(woir, pour les détails, la démonstration du théoréme 7). On a, & partir de (471)
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et (42),
A"V (.r) T ’ , ( 1)| puxd .
T e T 2 k(v)p!]/w e,r;) e - F (1 H (2 Hv. ..

é Iy H/us‘ /\(‘J> IJ, ! Ap.11+/n+(u~r/,,¥lz, . ([ !)\,1 (2 !)vg. ..
e P!

an —2 N+ In —2 N
=2 In An+".’n/1—r/,5/l,r/,,,n_é 2" h I A/H-?n/r,//u,/n

Et, en posant 24 =" —1, on voit que
n

| Fn () léAnM"’(% B I>’/n_—”.

Comme, dans la démonstration du théoréme 7, on voit que F"'(o)=o0; et,

M
commelaclasseC{ ~ 2

/I)IL
=)

T 1 est quasianalytique, on voit que F(x) = o, donc

aussi f(x)=o.
BIBLIOGRAPHIE.

[1] Bagexko, Trudy de la Société Mathématique de I'Université de Moscou, vol. 5, 19506,
p- 523-542.

[2] Bane, Om quasi-analytiske Funktionen, Kjobenhavn, nyt nordisk forlag, arnold busck
1946.

[3] GeLranp et Siov, Fonctions généralisées, vol. 2, Edition d’Etat de la Littérature
physico-mathématique, Moscou, 1958.

[] ManpELBROIT, Séries adhérentes. Régularisation des suites. Applications, Gauthier-
Villars, Paris, 1952.

[5] ManpeLBroiT, C. R. Acad. Sc., t. 249, 1959, p. 2144 et 2465.

[6] Roumieu, Ann. Ec. Norm., (3) LXXVII, fasc. 1, 1g60.

(7] Swov, Dokl. Acad. U. R. S. S., t. 102, n° 5, 1955, p. 893-896.




