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SUR QUELQUES EXTENSIONS

DE LA

NOTION DE DISTRIBUTION (')

Par M. CuarLes ROUMIEU.

e @ —

INTRODUCTION.

Depuis I'introduction par Dirac de sa « fonction » (), la nécessité d’élargir la
notion de fonction s’est imposée aux mathématiciens en des domaines divers, et
la théorie des distributions développée il y a une dizaine d’années par
M. Schwartz est venue réaliser une synthése satisfaisante entre les solutions
trés variées apportées a ce probléme. On en connait le principe : Les distribu-
tions sont les fonctionnelles linéaires et continues sur un espace de fonctions
convenablement choisi. L’espace @ de M. Schwartz est celui qui conduitau plus
petit espace de distributions permettant de dériver indéfiniment toute fonction
continue. Mais bien d’autres espaces fondamentaux sont possibles, conduisant
a des espaces de distributions plus ou moins intéressants. MM. Gelfand et Silov
en ont proposé et étudié quelques-uns [13]. Par ailleurs, Fantappié [ 12], avant
méme la théorie des distributions, et plus tard Kothe [19] et Grothendieck [15]
ont étudié les formes linéaires continues définies sur certains espaces de
fonctions analytiques.

Les espaces fondamentaux ®@( {M,}) étudiés dans le chapitre I sont des
classes non quasi analytiques de fonctions indéfiniment dérivables a support
compact. Leur topologie est la limite inductive de celles d’espaces normés, mais
ce n’est pas en général une limite inductive stricte; ces espaces généralisent les
espaces de suites étudiés par Kothe [18]. Le dual @'( {M,})de @( {M,}) est
un espace de distributions généralisées. Lathéorie de ces nouvelles distributions
se développe de facon analogue a celle des distributions ordinaires. Toute

(") Thése Sc. math., Paris, 1959.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXV1I. — Fasc. 1. 6



42 C. ROUMIEU.

Se @ ({M,}) est égale a une somme infinie de dérivées de mesures de supports
contenus dans un voisinage arbitraire du support de S; mais, contrairement a
ce qui a lieu pour une distribution ordinaire, il existe des distributions généra-
lisées de support origine qui ne sont pas égales a4 une somme infinie convergente
dans un @'( {M, | ) de dérivées de la mesure de Dirac.

Les espaces fondamentaux envisagés dans le chapitre 1I, s’introduisent natu-
rellement lorsqu’on étudie la transformation de Fourier des distributions géné-
ralisées. Mais il est intéressant d’étudier ces espaces en eux-mémes, et plus
particuliérement ceux qui contiennent un sous-espace dense de fonctions analy-
tiques. Les distributions généralisées opérant sur ces espaces apparaissent
comme valeurs limites de fonctions holomorphes dans un demi-plan, ce qui
permet de définir leur support.

Le chapitre III est consacré a I'étude de la transformation de Fourier des
distributions généralisées et aux applications. Il y est fait largement appel
aux techniques de la théorie des fonctions entiéres de type exponentiel. Les
applications sont de deux types :

— D’une part, nous avons cherché a préciser la structure des distributions
généralisées : chaque classe est engendrée en appliquant a des fonctions un
certain opérateur différentiel d’ordre infini. Le théoréme de Titchmarsh sur le
support du produit de convolution s’étend aux classes @'( {M,]); par contre,
les espaces plus généraux envisagés dans le chapitre II contiennent des couples
de distributions généralisées a support non ponctuel dont le produit de convo-
lution est & support ponctuel; *

— D’autre part, nous montrons que les distributions généralisées définies
dans ce travail permettent de résoudre des classes trés générales d’équations de
convolution.

Je ne saurais terminer sans témoigner ma reconnaissance a M. Jean-Pierre
Kahane pour les conseils et les encouragements qu’il m’a prodigués au cours de
ce travail. Je suis heureux de pouvoir remercier aussi M. Laurent Schwartz pour
le bienveillant intérét qu’il m’a manifesté, ainsi que MM. Pierre Lelong et
Charles Ehresmann.

CHAPITRE 1.

DISTRIBUTIONS GENERALISEES CONSTRUITES SUR DES CLASSES
NON QUASI ANALYTIQUES.
1. Etude de certains espaces vectoriels topologiques.

Les espaces vectoriels topologiques étudiés dans ce paragraphe généralisent
les espaces étudiés par M. Kothe sous les noms de « gestufte Raum » et
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« Stufenraum » [18]. Ils comprennent comme cas particuliers la plupart des
espaces étudiés par MM. Gelfand et Silov [ 13 ]. Ils ontles propriétés essentielles
des espaces £(F) de MM. J. Dieudonné et L. Schwartz [11] sans cependant
entrer dans cette catégorie. Notre propos n’est pas d’en faire une étude compléte
mais seulement d’établir les propriétés essentielles pour la suite de ce travail.

Soient & un espace normé; { M, } une suite positive (p=o, 1,2, ...); onse
limite pour simplifier 4 une suite simple, mais les raisonnements sont valables
pour une suite a plusieurs indices; on considére I'espace E(F, {M,} ) des suites
F={f,!, ou f,€%F, vérifiant

(1.1.1) /ol AWM,  (p=o0,1,2,...),

ou || f,|| désigne la norme de f,, A et & des constantes pouvant dépendre de la
suite { f,, | considérée.

Soit E(#, {M,}, ) le sous-espace de E(F, {M,}) formé des suites
FeB(F, {M,}) vérifiant (1.1.1), A étant maintenant fixé; pour toute
FeE(F, {M,}, 4), on peut poser

AN
M,

(1.1.2) [| F|la=sup
p=0

| F|» est une norme sur E(&F, {M,{, k); la topologie de E(F,{M,}, ~) sera
celle définie par cette norme; on a évidemment

(1.1.3) E(F, IM,}, ) CE(F, (M, }, k) si W—=h

et il est clair que la topologie de E(F, {M,}, #') est plus fine que celle de
E(F,{M,}, h).

E(7,{M,}) est la réunion des E(F, {M,|, h) lorsque % varie; on peut
d’ailleurs supposer que / ne prend que des valeurs entiéres. Il est commode de
munir E(F, {M,}) dela topologie la plus fine rendant continues les applications
canoniques de chaque E(F, {M,}, k) dans E(F, {M,}). C’est la limite inductive
des topologies des E(F, {M,}, &) ([7], I, p. 61). Un systéme tondamental de
voisinages de l'origine, dans cette topologie, est formé des ensembles V({v,,})
définis de la fagon suivante ; {7, | est une suite positive; V({n,}) est'enveloppe
convexe de la réunion des sphéres de rayon v, contenues dans chaque
E(#, {M,{, h), c’est-a-dire I'ensemble des F de la forme

(1.1.4) F=Y1Fi;  FieE(F, (M}, h); || FlhZm

h

A== 03 Ay=o0, sauf un nombre fini; ¥ =1.
h

Proposition 1. — Soiz GB(A, h) Uensemble des FEE(F, {M,}, h) tels que
| Fll,LA, cest-a-dire Uensemble des ¥ ={ f,| vérifiant (1.1.1), A et h étant
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Jizés. Pour qu’un ensemble soit borné dans E(F, (M, 1), il faut et il suffit qu'il
soit contenu dans un B3(A, h).

Cette proposition exprime qu’un ensemble est borné dans E(F, {M,}) si et
seulement si il est contenu dans un E(F, {M,{, &) et y est borné. Cela découle
d’un résultat général de A. Grothendieck ([14], p. 78); voici d'ailleurs une
démonstration directe. La condition est évidemment suffisante. Montrons
qu’elle est nécessaire : Soit @3 un ensemble borné dans E(F, | M, |); supposons
qu’il n’existe pas de constantes A, h donnaunt lieu a (1.1.1) lorsque {f,} par-
court 3. On peut alors trouver une suite de nombres positifs K, tendant vers «,
une suite de F.={f, .} appartenant a @3, et une suite d’entiers p, telles que

o | = ()M, 5
d’autre part, pour que les ¢F, soient contenus dans un V(v {) donné, il faut

qu’on ait, d’aprés (1.1.4),
ol fonrl é/sgp Ny hPrMp,.
11

On obtient une contradiction si la quantité (K,)™” supv, A tend vers zéro
h>

lorsque r tend vers I'infini; cela a lieu si *qnélnf[!—h—— » ce qul est toujours
r
possible.
Proposition 2. — Pour qu’une forme linéaire sur E(F {M,|) soit continue,

il faue et il suffit que I'image de toute partie bornée soit bornée.

Dans tout espace vectoriel topologique, 'image de toute partie bornée par
une forme linéaire continue est bornée. La réciproque est une propriété clas-
sique des espaces normés ([2], p. 54). Elle s’étend facilement aux limites
inductives d’espaces normés : soit H une forme linéaire bornée sur E(F, {M,});
elle définit par restriction, sur chaque E(&, {M,}, 2) une forme linéaire
bornée, donc continue. Ainsi, la restriction de H a chaque E(F, {M,}, /) est
continue: c’est une condition nécessaire et suffisante pour que S soit continue

(7], I, p. 62).

Remarque. — En général, E(F, {M,|) n’est pas une limite inductive stricte
(7], I, p. 64): si W/ <h, la topologie induite sur E(F, {M,{, A') par
B(&, {M,}, i) n’est pas identique a la topologie de K(&F, { M, |, A") ainsi que le
montre I’exemple suivant :

Soit & I'ensemble des nombres complexes: £ > 1 étant donné, considérons
les suites F,,={ f,,,, | définies par

Jpn=h'M, pour p-n; Sopn="h"M, pour p wn.
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FaN
o

On a
F,eE(F, {M,|, 1); | Fplli= An; || Frlln=1.

Les ¥, sont bornés dans E(F, {M,}, £), mais non dans E(F, {M,}, 1).
L'espace B/ (&, { M, | ) pvaL pE E(F, (M, |.

Lemve. — Soit FeE(F, {M,}|) (F={f,}); désignons par F, la suite

£

10,0, ...,0, [, 0,0, ...};alorsla série EFI, est convergente dans E(F, {M,})
p=0
uniformément lorsque ¥ parcourt un ensemble borné dans E(F, {M,|) et lon a
(1.1.5) F=ZF,.
p=0

En effet, lorsque F parcourt @3(A, &), les relations (1.1.1) sont satisfaites
par toute F. Soit alors H>>/; ona
/)
PN F L — up Il ATy (Y
I——ZP,, .ﬁsupH’/"M{]éAsup ﬁ) ...A<ﬁ>
u

q=0

q=p

p

.. AV . . .

lorsque p tend vers linfini, (HL—) tend vers zéro, ce qui prouve que ZP,,
qg=0

converge vers F dans E(&, {M,}), donc dans E(&, {M,}) uniformément

lorsque F parcourt B3 (A, &).

ProrosiTion 3. — Désignons par g les formes linéaires continues sur &, par F'
le dual de F, muni de la norme || g||= sup |g(f)|- Le dual E'(F, {M,}) de
lri1=a

E(F, {M,}) est Uespace des suites G ={g,}, ot g§,E€F', vérifiant
(1.1.6) Hg,,H:O(hp;l\[’) (p »w) pour tout h

et le produit scalaire est donné par

(1.1.7) G(F) =Yg, (f)-
//VZU
La topologie de E' <tv7, {M,!) est définie par la famille de semi-normes
1Gll= sup [G(F)

etlon a

(1.1.8) G lw=X /" M, || 5, ||

p==0

Muni de cette topologie, E'(F, | M, |) est complet. C'est un espace de Fréchet.
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Pour la démonstration, observons d’abord que (1.1.6) entraine

Zhl’ M, | g,|| <<+ pour tout A,
- p=0 .
car on peut écrire

th M, gy Hé<z ;I;) 2‘;};[(2}1)p M, (1 gp 1l ]-
p=0 p=0

Soit alors G une forme linéaire continue sur E(F, {M,}); désignons par
E,(F, {M,}) le sous-espace de E(F, {M,}) formé des suites F, de la forme
{0,0,...,0,f,0,0,...}| La topologie induite par celle de E(F, {M,|) sur
E, (7, {M,}) estidentique a celle de I'espace & pour f,. La restriction de G a
E,(F, {M,}) est isomorphe 4 une forme linéaire g, définie sur &. On peut alors
écrire, en utilisant le lemme et la continuité de G,

G(F) = G(F,) =Y & (/p)

p=0 p=0

la série ng(fp) étant uniformément convergente lorsque F parcourt un
p=0 .
ensemble borné dans E(F, {M,}).
On a, si ||F |, <1, c'est-a-dire || £, || < A7 M,

|G(F) [ = N80 (o) |27 My ||, 15

p=0 p=0
d’ou
|G lla X, 27 My |15 |-
p=0

D’autre part, soit 2 donné; quel que soit = < o, il existe f,€F tel que
[fplLh? M, lgp(fﬂ)léll"Mp”gﬁH“;vp‘

Quitte a multiplier chaque f, par une constante convenable de module 1, on
peut supposer g,(f,) réel et positif; on a alors, en posant F ={ £, |,

Fes({M,|, h), [| Fllaza
et
G =N n () = (Mg, | = 55 ) =D, My [, | — 2.
p=0 p=0 p=0
D’ou

DM, (g, | £ G(F) + 26 = G+ 25,
p=0

ce qui achéve la démonstration de (1.1.8)



SUR QUELQUES EXTENSIONS DE LA NOTION DE DISTRIBUTION. 47

Le fait que E'(F, {M,}) est complet résulte immédiatement, d’aprés ([ 8],
p- 12), de ce que E(iﬁ, M,,}), limite inductive d'une suites d’espaces normés,
est bornologique.

ProposiTioN 4. — Lorsque ¥ parcourt un ensemble borné dans E(F, |M,}) et G
un ensemble borné dans E'(F, {M,}), le produit scalaire G(F) reste borné. St l'un
des deux converge vers zéro, U'autre restant borné, le produit scalaire converge
uniformément vers zéro

La premiére partie de 'énoncé résulte de la définition des ensembles bornés
dans E'(F, {M,}). La définition de la topologie de E'(F, {M}) montre que
G(F) converge uniformément vers zéro lorsque G converge vers zéro, I restant
borné. Supposons maintenant que F converge vers zéro dans E(F, {M,}),
G restant borné; il existe alors des nombres A, tels que || G [j,=Z A;. Si F appar-
tient & un voisinage de l'origine dans E(&F, {M,}) défini par une suite {v,!,
on a, d’aprés (1.1.4),

| G(F) |é}_“ M An g
h

Si I'on choisit { v, } de facon que v, =~ A, On aura |G(F)| <L, ce qui achéve

la démonstration.

2. Les distributions généralisées.

Soit @ I'espace vectoriel sur le corps des nombres complexes des fonetions
a valeurs complexes définies et indéfiniment dérivables sur la droite, a support
compact. A toute suite positive {M,} (p=o0, 1,2, ...) on peut associer le sous-
espace D({M,}) de @ formé des fonctlons f(z)€ @ vérifiant

(1.2.1) | fP(x)| ZAhr M, (p=o0,1,2,...) pour un A, un 4.

Proposirion 1. — Soit {M) | la plus grande suite logarithmiquement convexe
telle que M, = M,. Alors D({M,})=®({M,}).

Démonstration [21], n° 6.7 .11.

On pourra sans diminuer la généralité supposer la suite { M, } logarithmique-
ment convexe, ¢ est-a-dire

(1.2.92) (Mp)2=M, M.
Prorosition 2. — La suite {M, | étant logarithmiquement convexe, chacune des
conditions équivalentes
“ M - iy
(1.2.3) T < ¥ M) P <o

p= p=0
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est nécessaire pour que @A ({M, | ) contienne des fonctions non identiquement nulles;
chacune de ces conditions est suffisante pour que @({M,}) contienne, quel que
soite >o0, une fonction o.(x) non négative, paire, de support (—¢e, +¢)
vérifiant

(1.2.4) f vpa(afv) dr —=1.

La premiére partie de la démonstration résulte du théoréme de Denjoy-
Carleman [9]; l'existence, moyennant la condition (1.2.3) d’une fonction
€®({M,}) non négative, paire et de support (—e. +¢2) est un résultat de
M. S. Mandelbrojt [21]. Il suffit de multiplier cette fonction par une constante
convenable pour qu’elle satisfasse aussi (1.2.4).

Remarque. — On déduit immédiatement de (1.2.4) que p.(x) converge vers
lamesure de Dirac &, dans I'espace des mesures a supports compacts, lorsque ¢
tend vers zéro.

On désignera par O 'ensemble des suites { M, | vérifiant (1.2.2)et(1.2.3).
Le cas ou M,= 4o & partir d’'un certain rang n’est pas exclu, mais on sup-
posera toujours M, fini. Si M,=—oc pour p > p,, @({M,}) estidentique a @.
Dans tout le chapitre I, on n’envisagera que des espaces @( {M,} ) pour lesquels
{M,}en.

CoroLLAIRE. — D ( {M,,}), considéré comme sous-espace de @, est dense dans @.
Soit f(x)€ ®@; posons
Jetwy= [ e ) d;
ona
| o (@) | = ARP M,
d’ou
~+» ’ +»
@2 [ @ e @ dzaneM, 1)
Je(z)€@({M,}).
Lorsque ¢ tend vers zéro, p.(x) converge vers 8 et f,(x) vers f(z) dans @.
Prorosimion 3. — Soit I un segment; €; des ouverts formant un recouvrement

de 1. On peut associer a chaque Q; une fonction o,(x)€ B({M,}) possédant les
propriétés suivantes :

a. a;(x) > 0; le support de o;(x) est dans ;;

b. a;(x)= o sauf un nombre fini et Eai(az) —,

On peut supposer les Q; en nombre fini; car s’il y en avait une infinité, on
pourrait toujours en trouver un nombre fini formant un recouvrement de I et
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poser a;(x)=o pour les autres. Associons alors & chaque Q; un ouvert Q; de

telle facon que les Q, forment un recouvrement de I et que Q, € Q.. Soient 3,(x)
des fonctions en escalier possédant les propriétés : a. le support de B;(x) est

dans Q; ; b. Z Bi(x)=1. Il existe ¢ > o tel que tout segment de longueur 2¢

ayant son milieu dans Q; soit contenu en entier dans €;, Posons alors
w(@=[  wle—180d;

on vérifie immédiatement que les «;(x) satisfont aux conditions voulues.

Tororogie v @D({M,{). — @({M,}) est la réunion des sous-espaces
D({M,},1, L) formés des fonctions f(z)e®D({M,}), de supports contenus
dans le segment I, vérifiant (1.2.1), A étant maintenant fixé. On définit une
norme sur @ ({M,}, I, 2) par

(1.2.5) H.flihzzg[h,}—ll\,l—psgplf"”(x) | I

En général, on dira que des f;(x) convergent vers zéro (resp. forment un
ensemble borné) dans @ ({M,}) si et seulement si elles sont contenues dans un
méme @ ({M, |, I, h) et y convergent vers zéro (resp. y forment un ensemble
borné).

Cependant, pour pouvoir appliquer 8 @({M,}) le théoréme de Hahn-Banach,
il est nécessaire de munir cet espace d’une véritable topologie; ce sera la limite
inductive des topologies des @({M,{, I, #) lorsque I et % varient. On peut
d’ailleurs se ramener a la topologie des espaces E(F, {M,}) étudiés au para-
graphe 1 au moyen de 'artifice suivant ; ’

Soit I le segment (— &, + k); 'espace @({ M, {, I, 2) peut étre défini comme
étant 'espace des fonctions f(«) vérifiant

[ f) ()| = Ah? M, inf < —£—>q,

>0\ | ]

c’est-a-dire
(1.2.6) [z fP) () | <ZAh? kI M, (p=o0,1,2, ..., ¢g=0,1,2, ...).

Soit @ I'espace des fonctions a valeurs complexes définies, continues et
bornées sur la droite muni de la topologie définie par la norme sup|f(x)|,

Soit E(B, {M,{, {1}) I'espace des suites a deux indices { f,,(x){, ou f,,(x) € B,
vérifiant
[ fog(2) | Z AIPKTM,, (p=o0, 1,2, ...).

On peut définir la topologie de E(®, {M,}, {1}) comme celle de E(F, {M,}).
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIL. — Fasc. 1. 7
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L’espace @ ( {M,}) est isomorphe au sous-espace de E(@®, {M,}, {1}) dont les
éléments f,,(x) sont de la forme 27 /17! (x).

Lorsque M, < + =, la topologie de @({M,}), est plus fine que celle induite
par @; en effet, si des fonctions f;(x) convergent vers zéro dans @({M,}, I, ),
chacune de leurs dérivées converge uniformément vers zéro, donc les f;(z)
convergent vers zéro dans @. La topologie de @ est donc moins fine que celle
de @({M,} I, k), quels que soient I, A; elle est aussi moins fine que celle
de @({M,}).

Lorsque M,= + o pour p > p,, la topologie de @ ({M,} ) estidentique a celle
induite par I'espace @@ ([21], I, p. 21).

Pour qu'un ensemble soit borné dans @({M,}), il faut et il suffit qu’il soit
contenu dans un @({M,}, I, &) et y soit borné.

Dans @({M,})comme dans les espaces E(F, {M,}), pour qu'une forme linéaire
soit continue, il faut et il suffit que I'image de toute partie bornée soit bornée.

LES DISTRIBUTIONS GENERALISEES. — On désigne par @' ({M,,}) le dual de @({M,}).
Soit S une forme linéaire sur @({M,}). Pour qu’elle soit continue sur @({M,})
topologique, il faut et il suffit que sa restriction a chaque @({M,}, 1, &) soit
continue ([7], I, p. 60).

On appellera distributions généralisées les éléments des espaces @'({M,}).

Prorosition 4. — La distribution généralisée S se réduit a une distribution
ordinaire si et seulement st ¢’est une forme linéaire continue sur ®({M,}) muni
de la topologie induite par 3.

Toute distribution ordinaire définit par restriction une forme linéaire sur
@({M,}) continue pour la topologie induite par @. Réciproquement si S est
une forme linéaire sur M({M,}) continue pour la topologie induite par @, on
peut la prolonger de facon unique en une forme linéaire S définie sur @, puisque
@({M,}) est un sous-espace dense de ®; on peut alors identifier S et S.

PropositioN 5. — Lorsque M,=— o pour p > p,, ®'({M,}) est Uespace des
distributions ordinaires d’ ordre = p,.

En effet, ona vuque @(|{M,|) est identique & ¢d muni de la topologie induite

par @; soit S€ @ ({M,}). Alors, S est prolongeable en une forme linéaire
continue sur @ et cela de facon unique, car @ est dense dans .

SupporT. — La proposition 2 permet de définir I'égalité de deux distributions
généralisées sur un intervalle ouvert quelconque : on dira que Se€ @' ({M,})
est nulle sur un intervalle ouvert Q si le produit scalaire S(f) est nul pour
toute f€ M({M,}) ayant son support contenu dans Q.

Lemme 1. — Sotent

flz) ed({My}) et g(@)ed({Mp}).
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Alors, on a ausst

J(z)g(z)eDd({My}).
En effet, les inégalités

|J¥ | < Ah*M, et |gP|~<BkrM,
entrainent
| (fg)#| = AB Y CLAP k=" M,M,,

P

et, en tenant compte de la relation M, M,_, M, M,, qui résulte de
de la suite LogM,,

| (fg)”'| = ABM, (% + k)" M,,
ce qui établit Ie lemme,

51

la convexité

Si une distribution généralisée S est nulle sur des ouverts Q;, elle est nulle

sur leur réunion : soit, en effet, .
S(z)ed({M,})

le support I de f() étant recouvert par les Q;; posons
Jilz) =a(2) f(2),

en utilisant les fonctions «;(«) définies dans la proposition 3; on a
J@) = fil=)

et le support de f; est contenu dans ;. On a alors

()=, S(f) =0,

ce qui établit la propriété.
On peut alors définir le support d’une distribution généralisée

. ce sera le

complémentaire de la réunion des ouverts dans lesquels S est nulle.

Exemple. — Soit {c,} une suite complexe donnée (p =o, 1, 2,
la condition
(1.2.7) ,};rg(lCMMp)_:’ZO-
Posons |
(1.2.8) S(f) :i o f1P(0).

=0

Lorsque f parcourt un ensemble borné dans @({M,} ), on a

| [P ()| <= ARPM,;

...) vérifiant

alors, la série du second membre de (1.2.8) converge absolument et unifor-
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mément, d’apreés la régle de Cauchy, et I'on a

SN 1A Y | Cp| My,

pP=0

ce qui prouve que les S(f) sont bornés. La formule (1.2.8) définit donc une
distribution généralisée S€ @'( {M,) dont le support est évidemment I'origine.
Lorsqu’il y a une infinité de ¢, différents de zéro, S n’est pas une distribution
ordinaire puisqu’elle ne se réduit pas 2 une somme finie de dérivées de la
mesure de Dirac.

Toporocie pE @'( {M,}). — La topologie de ®@'({M,{) est la topologie habi-
tuelle du dual: on peut la définir par la famille de semi-normes

(1.2.9)  SI=sup[S(H|  pour fE@(IM, LM [ flhZr.

Proposiriox 6. — L'espace @'( {M,}) est complet. '
En effet, @’'({M,!) est le dual fort d’'un espace bornologique ([8], p. 12).

Provosition 7. — Lorsque [ parcourt un ensemble borné dans @D({M,}) et S
un ensemble borné dans ' ({M,}), le produit scalaire S( f) reste borné. St 'une
des deux converge vers zéro, 'autre restant bornée, le produit scalaire S( f) con-
verge vers z€ro.

Méme démonstration que pour B(F, (M, 1) et B'(F, (M,}).

DERIVEES ET PRIMITIVES. — ¢ étant un entier positif, on désigne par {M,.,} la
suite M,, M,,,, ... dont le terme de rang p est M,,,, et par {M,_,} toute suite
logarithmiquement convexe A,, A, ..., A, 4, My, M,, ... dont le terme de
rang p est M,_, (pour p>>¢). '

LemMe 2. — La dérivation est une application linéaire continue de ®d({M,_, | )
dans D({M,} ).

Evident d’aprés la définition de ®d( {M,}).
DeriniTioN ET PROPOSITION 8. — Sott
Se® ({M,});
la dérivée de S est une distribution généralisée

Sed®({M,_])
définie par

(1.2.10) S(f)=—S(f1), ou feD({M,_}).
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La dérivation est une application linéaire continue de @'({M, | )dans ®'({M,_,| ).
Justification immédiate au moyen du lemme 2.

Primitives. — Soit Sed)’({M,,});'on voit en raisonnant comme pour les

distributions ordinaires, que S posséde une infinité de primitives T€ @' ({ M, |)

définies par la relation T'=S; deux quelconques d’entre elles difféerent d’une
fonction constante.

Tatorime 1. — Soient y., des mesures vérifiant

(12.10) Jrami=0(zg) @)

quels que soient Uintervalle 1 et la constante h. La formule

(1.2.12) S:ZDWH,,
/1 =n
définit alors une duistribution géncralisce S€ @' ({ M, | ). Réciproquement, toute
distribution généralisée S€ ' ({M,}) peut étre mise sous cette forme.
Soit f€@({M,}); laformule (1.2.12) s"écrit

-+ %

S(f) :2 (=0 f S disy

»
Y2y

on voit facilement que lorsque f parcourt un ensemble borné dans W({M,}),
la série du second membre converge absolument et uniformément, ce qui per-
met de conclure.

Pour démontrer la réciproque, on utilise I'espace 3({M,|) introduit pour
définir la topologie de @({M,}). S est une forme lin¢aire continue sur le sous-
espace D({M,})de B({M,})etpeut étre prolongée en une forme linéaire conti-
nue M définie sur B3({M,}). Utilisons la proposition 3 du paragraphe 1. M est
une suite de mesures sommables 1., vérifiant

P

> ¥ wim, / | dppy| < + %

p=0 g=0

pour tout £ et tout £. On a, pour toute f(x)e®@({M,} ),

< ” i

S(f) :Z Z / SOyt d gy

p=0 qg=20

Posons

_:1 ’
H,;ZZ (—0)yratdy,,;

ty==0



54 C. ROUMIEU.

on aura alors

S(f)zz (—‘1)”/ ‘»f(l’)(x)dpt,,,
p=0 o

ce qui donne la formule (1.2.12). On ja, d’autre part, I; désignant le segment
(_' k, + k)’
du,| =% T du,,| =¥ ki d
j;l P‘pl_'a:ojl;lx 4"‘M|_7§0 [m | drpq |

et

» s » ® +
zhi’M,,/ |de!éZ Eh/’k‘iM,,f | dppg s
k —_—

p=0 I p=0 g=0

ce qui achéve la démonstration.
RELATIONS ENTRE LES cLAsSES @' ( { M, }).

LemMe 3. — Soit . une mesure a support compact; la formule
Jpxs=[ fla—nde)

définit une application linéaire continue de D({M,}) dans D({M,}).
En effet, on a
(S * H)"’):f_:wf"”(ﬂﬂ —E)dp.(8);
si|fiP(x)| ZAh*M,, on aura
(xw zhi, [,

ce qui permet de conclure.

Proposition ¢). — Sotent deux suites |M,,{, | M, | appartenant a O et vérifiant

(1.2.13) (M;,);:O[(M,,);’] (p—>—+). |
Alors, R({M,} ) CD({M,} et @({M,}) est dense dans D({M,}).
On peut identifier @' ({M,}) a un sous-espace de @' ({M,}).

11 est évident que D({M,|)C D({M,}; de plus, si des f;(x) convergent vers
zéro dans @({M,},1, k), elles convergent vers zéro dans un certain @({M,}, I, H),
car leurs supports sont contenus dans un segment fixe et I'on a

sup | f7' ()| =O(A"M,) =O(h*M,) pourunH  (p—»co).
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Soit f(x)€ @({M,}); les « régularisées »
je(l) ::\/‘, v‘/(:l‘ - 5) Pa(i) di

formées avec la fonction g.(z)e@({M,}) définie dans la proposmon 2 sont
dans @({M,}). Lorsque e tend vers zéro, g.(x) converge vers ¢ et f.(x) converge
vers f(), d’aprés le lemme 3; done @({M,}) est dense dans D({M,}).

Enfin, soit S€ ®@'({M,}). S définit par restriction une forme linéaire conti-
nue sur @({M,|), donc un élément S€@'({M,}) et S détermine compléte-
ment S, car A({M|) est dense dans D({M,}).

Lemve 4. — Soient |\ M| et \ M| deux suites logarithmiquement convexes; la
suite {Q, | définie par

(1.2.14) Q,=inf M, .M,
r<p

.

est aussi logarithmiquement convexe. On a {Q,{ € N si et seulement st {M,,} € 1L et
M, jem

Posons

M, o , M
m,=— —

M,_, P M,_,

m,, i

Les suites {m,! et {m ! sont non décroissantes et I’on a
P L%%py
Qp=0Qinf my, my ... m. ', m, ... M, .,
rep -

ce qui montre que ((‘5” est le plus petit produit de p facteurs différents formés
0

’ ! I3 . \ . )
avec les nombres my, m,, ..., m,, m,, ...; on déduit de la que la suite Q(‘”
. p—1

s’obtient en rangeant par ordre de grandeur croissante I'ensemble des nombres
my, my, ...,m,, m,, ....Lasuite Q,est donc bienlogarithmiquement convexe
et I'on a

2& qn Zﬂ m, ..1 m,,
p=0 p=0 p=0

ce qui permet de conclure.

TuroriMe 2. — [’ensemble U @' ({M,|) est un espace vectoriel sur le corps

VM, L e
des nombres complezxes.

En effet, soient {M,} €1 et | M, | € J1L. Considérons la suite { Q,{ définie par
(1.2.14). On a
Qpr<M,M, et Qpr< M M,
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done @'({Q,}) contient a la fois @'({M,}) et @'({M,}). Etant donné deux
distributions généralisées '

Sed({M,}) et Ted({M,)),
on peut toujours définir leur somme S+ T comme un élément de @'({Q,}).

Lemme 5. — Sotent {M,,}, une famille dénombrable de suites positives {M,} telle
que, pour chaque q, {M,|, € N. Il existe alors une suite { Q,} € M telle que

1 1
(Qp)r = 0[(Mp,q)”} pour tout q.
Posons
J\/lp,(, . - — ‘j 1 . m’ — em
M,_,’ T hd 2, pg =9 TqMpq-
p=0 .

My, =

Considérons la suite { ¢, obtenue en rangeant par ordre de grandeur croissante
les nombres 72, et posons

On a
, . e .
1 ~ I
2 — =), S > = — < 4o
I i ]Gy g
p =t p=t qg=t =1

On a donc {Q,} €I et, de plus,
Gp==q*TgMpg, d’out Qp=My,, (¢°0,)"M,,,.
ce qui achéve la démonstration.

Turorkme 3. — Pour que la série de la formule (1.2.12) ol les v., sont des
mesures données, converge dans un @' ({M,} ), il faut et il suffit qu'on art
i 1
1.2.14) 2 (Cpp)” < -+ pour tout intervalle 1,

p=n

{ G, | désignant la plus petite suite logarithmiquement concave majorant f |dy.,|.
1

La condition est nécessaire; en effet, la suite m— étant logarithmiquement
M,
concave, on a, d’aprés (1.1.11),
B \ B o ' i ‘
(‘.2I5) (A]),,.__O(lm/)

et (1.2.14) découle alors de ce que M, € L.
La condition est suffisante : en effet, soit I; le segment (— &, -+ £) il existe
d’aprés le lemme 5 une suite | Q,} telle que

1 ,
(Q,)==0 IA(C”,/,)H r | pour tout 4.
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On peut alors trouver une suite {R,| € M telle que

lim 2B

=o0 pour tout /
e Q,

(lemme 1, §1, chap. II).
On a alors 111;1; C;, M, = o quels que soient A et k, ce qui entraine

? 1 :
Sl =0(zm7) @
quels que soient I'intervalle I et la constante 4. Le théoréme 1 permet alors de

conclure.

TukorimMe 4. — Soizt S€®'({M,}). Il existe S, et S
@'(M,}) et vérifiant

appartenant ausst «

S=S_.+8S_; Si.==o0 pourx<o; S.=o0 pour x> o.

Soit d’abord une mesure p., dérivée d'une fonction a variation bornée f(x).
Posons

pour .» << o: f.(&)—=o0; (o) = fla);
pour z>o0:. [, () =—=f(r)—f(—o0); Jo(x)==f(—o0)

et désignons par p., et p._ les mesures qui sont les dérivées de f.(x) et f_(x).

On a évidemment

DTS e P-=0 pour .x < 0; J_==0 pour x> 0;

f | == / | dysr | - j | ),
1 | 1

car la variation totale de f() est la somme des variations totales de f, () et
S-(x). On passe de la au cas d'une distribution généralisée en utilisant le
théoréme 1.

de plus,

Prorosiion 10. — Lorsque la suite | M, | vérifie la condition

(1.2.16) (1\1,,,H)F:0[(M,,)7f].

les classes D({M,,|) et @' (| M, | ) sont dérivables| c’est-i-dire que f(x)€ D({M,})
entraine f'(x)€D({M,}) et S€ ' ({M,}) entraine S'€ @' ({M,}). conséquence
immédiate des propositions 7 et 8.

La relation (1.2.16) sera appelée condition de dérivabilité.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVII. — Fasc. 1. 8



58 M. ROUMIEU.

3. Multiplication et convolution dans les @' ( { M, | ).

LES DISTRIBUTIONS GENERALISEES A SUPPORT coMpacT. — Soit & 'espace vectoriel
sur le corps des nombres complexes des fonctions a valeurs complexes définies
et indéfiniment dérivables sur la droite, & supports quelconques. A toute suite
{M,} €1, on associe le sous-espace &({ M, }) de & formé des fonctions f(x) €&
vérifiant, sur chaque segmentI, des inégalités telles que (1.2.1), les constantes
A, & pouvant dépendre de la fonction f(z) et aussi du segment I. Le segment |
et la constante & étant donnés, soit &({M,}, I, #) le sous-espace de & vérifiant
les conditions :

il existe A tel que sup | f¥)(x) | =ZAAPM, (p==0, 1,2, ...),
xEel

&({M,}, I, &) est muni de la topologie naturelle définie par la semi-norme

- P (¢ .
i‘;%[hpMpi‘éf:'f W'J

On désigne par &(|{M,}, I) la limite inductive des &(|{M,}, L, 2) lorsque / varie.
L’espace &({M,}) est I'intersection des &({ M, {, I) et sa topologie sera la limite
projective de celles des &({M,|, I). On dira que des f; convergent vers zéro
(resp. forment un ensemble borné) dans &({M,{) si et seulement si elles
convergent vers zéro (resp. forment un ensemble borné) dans chaque &({M,{, I).
En particulier, si des f;(x)€®( {M,}) ont leurs supports qui s’é¢loignent a
Iinfini, elles convergent vers zéro dans &({M,} ).

Proposition 1. — L'opération qui fait correspondre au couple
J(@), a(x); (fes(IM,]), 2ed({M,}))
le produit f(x)a(x) est une application bilinéaire hypocontinue de
E({M,}) < @({M,}) dans D({M,}).

Soit I un voisinage compact du support de «{x); on établit, comme le
lemme 1 du paragraphe 2, que les inégalités

I[P =AM,  |a| ZBkrM,,
valables sur 1, entrainent

| (f2)?) | = ABM, (h + k)?M,, sur I,

ce qui prouve d’abord que fae®(|{M,}). Ensuite, si f converge vers zéro
dans &( {M,}, I, &), « parcourant un ensemble borné dans @({M,}), on peut
supposer I, B, A, k fixes, et que A tend vers zéro; 'inégalité ci-dessus montre
alors que f« converge uniformément vers zéro dans @({M,|, I, A+ k), donc
dans @({M,}). Ainsi, I'application f— «fde &({M,|, 1, ~) dans @D(|{M,}) est
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continue quel que soit &, ce qui entraine que I'application f— fa de &({M,{, I)
dans @({M,}) est continue, et par suite I'application f— fo de &({M,}) dans
@ ({M,}). On établirait de facon analogue que I'application « — fo de D({M,})
dans @({M,}) est continue, ce qui achéve la démonstration.

Proposition 2. — @D ({M,|) est dense dans &({M,,}).

Soit f(x)€&({M,}). Posons a,(x)€®@({M,}) vérifiant «,(x)=1 pour
|x|n; les fonctions f(x)=f(x)x.(x) sont dans @({M,) et convergent vers
f(x)dans E({M,} ) lorsque n tend vers I'infini, puisque f,(z)= f(x) sur tout
segment fixé dés que n est assez grand.

L’espace &'({M,|) DES DISTRIBUTIONS GENERALISKES A SUPPORT COMPACT. — On
désigne par &'({M,}) le dual de &({M,}). Soit S€&'({M,}); S définit par res-
triction une forme linéaire continue S sur @({M,|) et S détermine S puisque
@({M,}) est dense dans &({M,}). Cette distribution généralisée S est a sup-
port compact, car les nombres S(f;) doivent tendre vers zéro pour toute suite
de fonctions f;€@({M,}) dont les supports s’éloignent indéfiniment (méme
raisonnement que dans [21], I, p. 89).

Réciproquement, soient S€ @'({ M, |) et asupport compact: g(x)€ @({M,!),
égale a 1 sur un voisinage compact K du support de S; quelle que soit
f€&({M,|) le produit f(x)g(x) est dans D({M,!) et égal & f(x) sur K. Le
produit scalaire S(fg) ne dépend pas de g, ce qui permet de prendre sa valeur
comme définition de S(f). De plus, lorsque f(x) converge vers zéro dans
&({M,{), g(x) restant fixe, fg converge vers zéro dans D({M,}) d’apres la
proposition 1; on peut donc assimiler S 4 un élément de &({M,}).

On dira que des distributions généralisées convergent vers zéro (resp. for-
ment un ensemble borné) dans &' (| M,}) si et seulement si leurs supports sont
contenus dans un segment fixe et si elles convergent vers zéro (resp. forment
un ensemble borné) dans @' ({M,}).

TatoriMe 5. — Toute distribution généralisée a support compact S€ &'({M,})
est égale a une série convergente dans &' ({M,}) de la forme

(1.3.1) S= Drp,

p=0

ot les 1., sont des mesures de supports contenus dans un voisinage arbitraire du
support de S et vérifiant

w w
(1.3.9) EMM,,[ |dp,| < +o pour tout h.

p=0
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D’apreés le théoréme 1, on a

les 1, étant des mesures de supports quelconques; Q étant un voisinage du
support de S, soit a(x)€e®@( {M,} ), de support contenu dans Q et égale a 1 sur
un voisinage compact du support de S. Pour toute f€&({M,}), ona

S(f):S(zxf) :2(——1)/}/ (af)”"’de:E(” |)l)f f(p)d“//”
p— / —_—

p=0 =0

ou les ., sont des mesures de supports contenus dans Q définies par

Py =2 (— 1)1 G @ p

Py /)+1/

=0

1l existe des constantes A, A, telles que

N ~
la| A ()M, doi f (| =AYy Uy My [,
- =0 -

et, en utilisant la relation
M,M,.~M,M,,,

qui découle de (1.2.2), on a, quel que soit /,

* +»
EmM,, | dp, | = AE ZC co )T H MM | [y

P=0 g=u
@«

~AM, (Jo == Ny M/,/ dp,!,
p=0
ce qui permet de conclure.

Remarque. — 1l n’est pas possible d’améliorer le théoréme 5 en remplacant
dans son énoncé 'expression « dans un voisinage arbitraire du support de S »
par « dans le segment support de S ». Voir la remarque qui suit le théoreme 4
du chapitre I11.

Propuir muLtipLIcATIF. — La proposition 2 permet de justifier I'énoncé suivant :

DEriNiTION ET PROPOSITION 3. — Sotent SE€ ' ({M,{ )et f€& (| M,)). Le produit
Sf est une distribution généralisée € @' ({M,} ) définie par la formule

(1.3.3) Sf(a)=S(fa) pourtoute a€® ({M,}),

Uopération qui fait correspondre au couple S, [, le produit Sf, est une application
bilinéaire hypocontinue de ®'( {M,}) > @ ({M,}) dans @' ({M,}).
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RiGuLarisation. — On utilisera maintenant la notation S(x) indiquant la
variable  dont dépend une distribution généralisée et la notationfS(x)f(x) dx

pour le produit scalaire.

DeFiviTioN  ET PROPOSITION 4. —  Soient S€®'({M,}) et fe®d({M,})
[resp. S€& ({M,}) et fe&(IM,})|. La formule

(1.3.5) Su [ /s(g)‘fu s

définit une fonction continue S % fappelée régularisée de'S par f. L’'opération qui
Jait correspondre au couple S, fla régularisée S  f est une application bilinéaire
hypocontinue de

(M) < ®@({M,1)  resp. ' (IMp)) < ECIM,}) |

dans Uespace C des fonctions continues muni de la topologie de la convergence
uniforme sur tout compact.

Faisons la démonstration pour
Se@({M)}) et fed({M,]);

en utilisant le théoréme 1, on peut écrire, les ., désignant des mesures

Sk /= /f"”(x—‘a) dp-(£);
p,—:ﬂQ

a variant sur un segment J, la fonction f(x —Z%) de la variable & parcourt un
ensemble borné dans @ ({M,}); alors, la série prédédente est uniformément

convergente et, puisque chaque termeff””(w—&)dp.(f;) est une fonction

continue, la somme Sx /" est continue. De plus, si f€®({M,}, I, #), on a la
relation

ISk fl<=|IS .11,

h
+d,h

ce qui permet de conclure.

Prorosition 5. — Sila classe D ({M,} ) est dérivable |vérifie (1.2.15)] le produit
de convolution est une application bilinéaire hypocontinuede @' ({M,} ) > @ ({M,})
dans & |resp. de &' (1M, ) < &(|{M,}) dans &].

En effet, dans ce cas, la somme

*

Y o n due

p=0

peut étre dérivée terme a terme indéfiniment.
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Prorosirion 6. — La régularisation est une application bilinéaire hypocontinue
de @'({M,})><®@({Q,}) dans &({M}) [resp. de & ({M,})><&({Q,}) dans
&({M,})]; on a posé

Q, = inf M, M’

e P=q*
En effet, on a dans ce cas

Sk =Y, [ [ a2 dpy (o),

=0 -

d’ou les inégalités

| Sx N ZAR Qe [ (el = MM, WM, [ (el

p=0 y=u
ou  est un voisinage de support de f; cela permet de conclure.
Convorurion. — La proposition 6 permet de justifier I'énoncé suivant :

DerNiTION BT PROPOSITION 7. — Sotent S€®'({M,}) et Te&'({M,))
[resp. S€&'({M,}) et T€ &' ({M,})]. La formule

(1.3.5) [Sa)f@)de= STk dei  fe@M)  [resp. feS(| M),

ou T désigne la distribution généralisée déduite de T par symétrie par rapport a

Porigine et Q,=inf M, M| _ définit une distribution généralisée SxTe€®'({Q,})
7<p '

appelée produit de convolution de S et T.

L’opération qui fait correspondre au couple S, T le produit de convolution S % T
est une application bilinéaire hypocontinue de @'({M,})><&'({M,}) dans
@'(1Qp}) [resp. de & ({M,}) > &'({M,}) dans &'({Q,})]-

Remarques. — a. D’apreés le lemme 3 du paragraphe 2, le produit de convolu-

tion de deux distributions généralisées appartenant a U @' ({M,})dont'une

. . {M,} €om

est 4 support compact, est toujours défini. ’
b. Lorsque S et T sont données par des séries

S:E Dr s, T:Z Dry,
pP=0

p=0

le produit de convolution est donné par

© p
SxT :2 D7), avec p’]’,:E Pg K Py

p=0 qg=0
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Pour le prouver, il suffit de montrer que la série double

2 2D (k)

pP=0 g=0

est convergente dans @'(}Q,}), ¢’est-a-dire que la série numérique

2 Zf(f*p*}*fy)f(’““”(x) dx

p=0 g=0

est absolument et uniformément convergente lorsque f parcourt un ensemble
borné dans @({Q,}). Supposons, par exemple, que S soit & support compact.
Soit I un voisinage du support de S. On peut supposer que les mesures y., ont
leurs supports contenus dans I. On a, pour tout segment J,

f k)| = [ i) < f | |
) 1 I—J

on en déduit, si | /17| =~ AhrQ,,

»

2 ff(p—wn(x) d(}lp* ij)

rP=0 q=0

éAE th+"Qp+f/f| delf | dizy |
1 13

p=0 ¢g=0

2Ny, DM, [ dp, [ (dy|
1 -3

P=0 qg=0
ﬂ(Z’l’JMpffdwi) (}_‘,MM’J ),
1 / I—J /

ce qui établit la propriété annoncée.

PROPRIETES DU PRODUIT DE coNvoLuTION. — La remarque précédente permet
d’étendre facilement au produit de convolution de deux distributions générali-
sées les propriétés classiques du produit de convolution de deux distributions
ordinaires; en particulier

SwT=TxS.

0 étant la mesure de Dirac, S % & =S.

La dérivée de Sk T est S’ T ou Sx T'.

Le support de S x T est contenu dans la somme des supports de S et T. La valeur
de Sx T dans un ouvert Q ne dépend que des valeurs de T dans Q-1, si 1 est le
support de S.

On peut définir le produit de convolution d’un nombre quelconque de distri-
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butions généralisées appartenanta | ) @'(M,) qui sont toutes, sauf une au
{Mpyem
plus, a support compact. Ce produit est associatif et commutatif. Voici mainte-

nant, comme application de la régularisation, un théoréme d’approximation.

Tukorime 6. — Quelles que soient les suites |M,j€IM et M, €M,
Uespace D({ M) est dense dans @'({M,}).

On a déja vu que D({M,}) est dense dans S({M,}). Il suffit de montrer
que &({M}) est dense dans @'( {M,}). Soit

P
pe(x)€D(1 Q) (Q/»:’/igf; MCIM’];—(/)

la fonction définie dans la proposition 2 du paragraphe 2. Soitalors S€ @'({ M, }).
Les régularisées S % o.(2) sont dans &({M}); lorsque ¢ tend vers zéro, ¢.()
converge vers la mesure de Dirac ¢ dans I'espace &'({+ o |) des mesures a
support compact; ({—+ o | désigne la suite My=1, M,= + o pour p >o0)
et S« p.(x) converge vers S dans @'({M, ).

L’espace @' ({M,|) DES DISTRIBUTIONS GENERALISEES A SUPPORT LIMITE A GAUCHE. —
On peut définir le produit de convolution dans d’autres cas que ceux que nous
venons d’étudier. En particulier, soit @_({M,})[resp. @, ({M,|)]le sous-espace
de &({M,}) formé des fonctions €&({M,}) a support limité & droite (resp. &
gauche). Le dual de @_({M,}) [resp. @, ({M,})] est le sous-espace @ ({M,})
[resp. @ ({M,!)] formé des distributions généralisées a support limité a gauche
(resp. a droite).

On peut définir le produit de convolution Sx T, avec

Sed ({Mpj) Ted ({M,}).

On a
SkTed ({Qp}), avec. Q,= inf M;M,_,.
q<p
Tutorime 7. — L’algébre de convolution des distributions généra-
lisées S e U @' ({M,}) n’a pas de diviseurs de zéro.

o) €om
La démonstration est analogue a celle relative aux distributions ordinaires (21,

I, p. 29).

CHAPITRE Il

DISTRIBUTIONS GENERALISEES
CONSTRUITES SUR CERTAINES CLASSES DE FONCTIONS ANALYTIQUES.

Les espaces fondamentaux étudiés dans ce chapitre ont été déja considérés
par MM. Gelfand et Silov. Ces auteurs ont surtout étudié ceux obtenus avec des
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suites de laforme M, = p*/ et N, —= p?’(« et  constantes). Dans notre travail, nous
avons considéré plus particulierement des espaces S({p!}. {N,}) formés de
fonctions holomorphes dans une bande, nulles i I'infini. Les distributions gén¢-
ralisées construites sur S({p!}, {N,}) apparaissent comme valeurs limites de
fonctions holomorphes dans un demi-plan, ce qui permet de définir leur support.

I’idée d’utiliser un espace fondamental de fonctions analytiques pour géné-
raliser la notion de distribution a ét¢ développée par M. Kothe | 19]. Mais cet
auteur s'est limité au cas des fonctions analyliques sur une courbe fermée.
L’extension a la droite pose des problémes nouveaux.

L’espace S({p!!, {N,!) ne contient pas de fonctions trop rapidement décrois-
santes; a cause de cela, son dual 8'({p!}, {N,})ne contient pas de distributions
généralisées trés rapidement croissantes. Nous indiquons une méthode qui
semble permettre de définir des distributions généralisées ayant une croissance
arbitrairement grande comme valeurs limites de fonctions holomorphes dans
un demi-plan.

1. Quelques propriétés de certaines suites et de fonctions associées.

Les propriétés rappelées au début de ce paragraphe se trouvent dans (21,
chap. I).

Soit { M,,! une suite positive logarithmiquement convexe (p=o0, 1,2, ...);
on appellera fonction associée a cette suite la fonction

(2.1.1) M(kr)::sup<pLogr~—Log%>-
]

=0

Cette fonction M(r) est non décroissante et nulle pour r = % Soit m(r) le

M > \
nombre des rapports M—p”: =m,, dont la valeur n’excéde pas r. On appelle m(r)

la fonction de distribution de la suite {m,}; on a

/I
M,
M(r)=—=su <L0 r—Lo 2
(r) /J;E g 845,

g=1

- o L (M m(h)
= gm _[ Log 7dm().)_[ —Z—d

/uqél
n . daM dM(l)
M) g = dTogr)

Cela montre que M(e”) est une fonction convexe. On a les inégalités

g r - - r .
(@.1.9) m (L) =M =) Log -

Ann. Ec. Norm., (3), LXXVII. — Fasc. |. . 9
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Réciproquement, toute fonction M(7) nulle pour r —r,, telle que

dM (r)
d(Logr)

m(r) =
soit non négative, non décroissante et a valeurs entiéres, est associée a une
suite { M, } définie par
(2.1.3) LogM,=sup(p Logr — M(r)) (p=o0, 1,2, ...).

>0
Lorsque M,= - o pour p > p,, on a
(2.1.4) M (r) = poLogr +o(1) (r— ).

La condition « M,<~+ @ pour tout p » équivaut a

o

(.5 im M(7)

T m =+ ou a lim m(r) —+ «.
( »= Logr - r> o (r) ==+

La condition de non quasi-analyticité (1.2.3) équivaut a chacune des conditions
sulvantes qui sont équivalentes :

(2.1.6) f M) g < 40 f@dr<+oo.'

Les conditions équivalentes

m(r)

(2.1.7) /l&“ Mf-") —=o0; lim =o0; lim — M, ==+ 0.

> pr=p M,

sont des conséquences de la condition de non quasi-analyticité.
La condition de dérivabilité (1.2.16) équivaut a

) . m(r)
(2.1.8) }1;1: Togr >0

Soient deux suites {M,}, { M| positives log'\rlthmlquement convexes, M(r)
et M'(r) leurs fonctions associées; lafonction associée a la suite Q,= infM, M,

=

est Q(r)=M(r)+ M'(r); eneffet, on a vu p. 55 que la suite ¢,= —Q&— s’obtient
p—1

. d!
en rangeant par ordre de grandeur croissante les nombres m,, m,; r g?« est le

am daw’
nombre des m,, m, dont la valeur ne dépasse pas r, c’est-a-dire r—— +r ——-

Lemme 1. — Soit S,€ IN, il existe une suite {M,} € M vérifiant

h?M,

P

(2.1.9) h”l MN,I]_I

S___é"" —=o; lim =o quel que soit h.

p>o
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Ce lemme équivaut a la propriété suivante des séries a termes positifs:
Soit 2, > o, non décroissant, vérifiant

@

1
Z— <+ 0.
my,

Il existe 72, > o, non décroissant vérifiant

»
’

O ! .om,
2 — <<+ 0} lim —=o.
m, P> m,

Cela est connu [6], au moins si I'on supprime la condition « non décroissant ».
On se raméne a ce dernier cas par la transformation d’Abel en posant

( 1 1 ) < 1 I >
y=pl\ — — 3 vp=p|—F——/—— )
14 L] P 7 7

m, My, m m, .,

\ P

Lemye 2. — Soit 'I'(r) une fonction non négative, non décroissante, vérifiant

ij(T) dr < 4 .

7

1l existe une suite { M} € M dont la fonction associée M(r) vérifie

rlgm [M(%) — T(r)] =+ quel que soit h.

Grace a (2.1.2), il suffit d’obtenir

. r N
11'1?111 [m<h> —1 (1‘)] —-o pour tout A.
On peut supposer T(r) a valeurs entiéres et nulle pour r=_r,(r,>>0); c’est
alors la fonction de distribution d’une suite {s,| et la condition a obtenir
équivaut a

1 M,

lim — ~=0;
pr=s, M, ’

il suffit alors d’appliquer le lemme 1.

Lemme 3. — St la suite {M,} vérifie la condition de dérivabilité (1.2.16), il
existe une constante k vérifiant -

(2.1.10) fme“’(")‘“(k"’dr<—|—oo.
En effet, d’aprés (2.1.8), il existe a > o tel que

dM (r)
'd(—LOg—r)' }_aLOgr.
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On aura alors

M (Ary — M () > « Logk Logr,
ce qui entraine (2.1.10) si aLogk > 1.

LeMME 4. — Soit { a,| une suite positive vérifiant

1

— L
lim — (a,) =+ x
P p

1l existe une suite |M,| € N telle que

- @ .
lim —2— =  quel que soit h.

p>» /II'M/,
Onpeutseborner, grice aulemme 1, amontrer'existence d'unesuite {S,,} € I
vérifiant

lim Sr 1.
prea,

Pour cela, choisissons une suite d’entiers p, vérifiant les conditions

])o:: 0; [7I'+l > l)l';

1 1 1

 — - -
1 « ey < a )/u-— Pr—1 <r/, >/n- 1 Pree
/),. > ) 43 /),47|
_ = 7 L >0 =
Pr—Pr- < Ap,.y ) L ppy

On s’assure aisément que ’hypothése rend ce choix possible. Posons alors

P=Pr—

alr PPy
) pour pr.Zp < pr

ey

/

Sp=way,_, (

On a S, =a, et, par conséquent,

lim Sr

P Ay
De plus,
Pr S i
» al’t alr Pr—Pr—1 I I
=m|— ) +...+(pr— pr- 1 P e nl
S, ]'<’1/»., (Pr—Pr-) o = +4 e
=0
d’ou
- S,
3 ! ._é»+—00,
S/lc 1

=0

ce qui achéve la démonstration.

Lemme 5. — Soit { a,} une suite positive possédant la propriété : Quelle que soit
lasuite {M,} € N, il existe des constantes A, h vérifiant

= ARPM,,.
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Il existe alors des constantes A, h vérifiant
wp=ZAh"p!

En effet, la conclusion équivaut a

1
_ -
lim - P+ 00,
,,mlp(a”)< o

Si elle était fausse, il existerait, d’aprés le lemme 4, une suite | M,,} € MMt telle que

lim —2— — 4+ o« quel que soit /
p5% M, quetq ’

ce qui contredit 'hypothése.

Lemme 6. — St la suite |N |, positive, logarithmiquement convexe, vérifie

3

~ N,
2‘ e~ Y <+ n,—=— N )

p—1

la fonction a(z) définie par
* i

o . .
(2 1.11) a(:):l |(1+ eVET gy (|- i I Ty

=1

est holomorphe dans la bande

o . .
et il ewiste une constante A telle que

Y

o izhenin (y=E )y

T au
N(r) étant la fonction associée a la suite { N ,|.

En effet, le produit inlinil[(‘r ey définit une fonetion entiére dont

o =
les zéros sont les points

iy (T .
5,,,.:/@,/_(21'4—1)76— (f==1,9, ...57r==0,1, ...).

Il en résulte que laformule (2.2.11) définit bien une fonction a(z) holomorphe

dans

14

T o , . . , ,
< - (on prend pour chaque facteur la détermination réelle pour z réel).

De plus, pour

- T
y|. Z - ona
. T
l | |- Crt(:.gu,]ei;‘ ! et l [ 6/1(:.—/1,,)' ~. euu.'ﬁu,/i'

La fonction «(3) est paire; pour > o, par exemple, on aura

[a(s)] L eV,
avec

" .
v(r)= i\;poz (r—n,)—= 2 (r—mn,) :fol (r—2)dn(1),

qg=1 Il,lii/'
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n(2) désignant la fonction de distribution de la suite n,. On aura

v(r) :fln(}.)d?xéfrn(l)dléfrn(;\)cﬁ\:N(r) —f "(AX) di.

D’ou le résultat.

2. Les espaces S, ({M,}, {N,}).

Soient {M,}{, {N,{ deux suites positives logarithmiquement convexes. On
désigne par S,({M,}, {N,}) I'espace vectoriel des fonctions a valeurs complexes
définies et indéfiniment dérivables sur la droite, possédant la propriété
suivante :

Il existe des constantes A, 4, £ telles que
(2.2.1)  ||a? f (@) ||« =< AW’ KIM,N, (p=o0, 1,2, ...;9g=0, 1,2, ...),
ou || f(«)||. désigne la norme de la fonction f(z) dans I'espace L* des fonctions

de puissance a*™ sommable sur la droite (1 £ a Z—+ ).
La propriété précédente est équivalente a :

Il existe des constantes A, /4, £ telles que

(2.2.2) Hf(/’)(x) eN( & (p=o0, 1,2, ...),

ou N(7) est la fonction associée a la suite {N,|.
En effet, d’aprés la définition de N(r), on a

YaES
pr kN, 5

et il est évident que (2.2.2) entraine (2.2.1). Pour établir la réciproque, on
déduit de (2.2.1), pour 8> I,

Z AWM 2 A o

A T

2 g=0

BELS
J (x)ﬂ 7 STN9

7g=0

et 'on remarque que

|TI

3 REE l’/
(50) o3 et

¢ =0

Ce raisonnement vaut encore si N,=1; on a alors N(r) =+ pour r >1.
On voit dans ce cas que f() est a support compact.

La question se pose de connaitre les conditions auxquelles doivent satisfaire
les suites {M, {, {N, | pour que 'espace 8,({M,!, { N,}) contienne des fonctions
non identiquement nulles. C’est un probléeme de quasi-analyticité qui semble
difficile. M. Silov [23] a établi que si M,=p*’, N,=p*’(2, 3, constantes)
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I'espace S_({M,{, {N,|) contient des fonctions non nulles si et seulement

sia >o, B>o,a+{3§1.

D’autre part, si N,= a” (a, constante),
S, ({Mpf, {N, ) =@({M,})

et 'on sait que, dans ce cas, la condition nécessaire et suflisante cherchée est
” _1
Z(Mp) P 400,

M,=a”, on peut se ramener au cas précédent par la transformation de
Fourier et la condition nécessaire et suffisante cherchée est

* 1
Z(Np) P <Ao0.

La proposition 3 fera connaitre une condition nécessaire et suffisante pour
que S,({p!{, {N,}) contienne des fonctions non nulles.

Si la suite { M, | vérifie les conditions équivalentes
M (7)

. . . I -
(2.2.3) lim — > 0; lim —— <0,
pr= ]) p—I ' r

on a
5&({])!;7 {sz)cb‘x({MP}’ {Np})

et la condition (2.2.8) est suffisante pour que $,({M,|, |N,{) contienne des
fonctions non nulles. Dans toute la suite de ce travail, on supposera que la
suite { M, | vérifie (2.2.3). \

Le résultat suivant ne sera pas utilisé dans la suite, mais il est intéressant en
lui-méme. 11 est a rapprocher d’un théoréme de Th. Bang ([ 3], p. 78).

TatoriME 1. — On a

Sa({p ! n Su({M, ], [N,}).

My e

Il suffit évidemment de montrer que le premier membre contient le second.
Soit

f(I)E m tcs‘oc({]\/lp}v{NP;)'

(M} eom
Quelle que soit { M, }, il existe des constantes A, A, £ telles que
[| 4 fP () ||o -2 AR KIM N,

On peut méme supposer & indépendant de la suite { M, | envisagée, car on peut
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prendre pour & tout nombre supérieur a
1

tim (.10 ) H«) -

1/—)4

1l suffit alors d’appliquer le lemme 4 du paragraphe 1 a la suite

1 .
o — v )
p=sup g e /) s
pour obtenir le résultat.
Tororocie pE S,({M, |, {N,|). — Soit S,({M,|, IN,!, &, k) le sous-espace
de 8,({M, |, {N,}|) formé des fonctions vérifiant (2.2.1), A et k étant mainte-
nant fixés, muni de la norme

0 1)
sup (s sl )

La topologie de $,(1M,|, IN,|) sera la limite inductive de celles des
S.({M,{, {N,{, h, k). On sc rameéne facilement au cas des espaces E(L*, |M,}, {N,}
formé des suites ’f,,,,(w) I, out f,,(x)€L* vérifiant

Z AW kiM,N, (p=0,1,2, ...;0=0, 1,2, ...)
pour un A, un /z, un 4.

S,({M,{, IN,{) est le sous-espace de E(L*, |M,{, {N,}) formé des suites de
la forme {7 /17 (2) | obtenues chacune avec une seule fonction f().

Provosirion 1. — Lorsque les suites {M,,|, { N, | vérifient la condition de dériva-
bilité (cf. p. 57) les espaces S,({M,}, {N,})etS_({M,}, {N,}) sont isomorphes.

La démonstration utilise le lemme 3 du paragraphe 1, les inégalités d’Holder
et Minkowski et les relations

”/(/'(1)( \':/s “ ;)(V ) (M) 1~1\“
wt fU () = f L fU0 ) g )

—

dr
1+ a?

L’ESPA(‘IE IC(IN,}). — On désigne par JC,({N,}) l’e§pace des fonctions f(z)
de la variable complexe z = a —+ iy possédant les propriétés :

a. Il existe une constante & telle que /(=) est holomorphe dans I

’ - l.
Yie=p
h. 1l existe des constantes A, £ telles que

|
(2.2.4)  ||x7fle~4-0)) a2 ALIN, pour || W (g==0, 1,2, ...).
On démontre par le méme procédé que celui employé pour (2.2.1) que la
condition & équivaut a :

Il existe des constantes A, £ telles que

02 Drerwd®hor o il
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Soit JC,({N,{, h, k) le sous-espace de JC,({N,}) formé des fonctions
vérifiant (2.2.4), A et k étant maintenant fixés, muni de la norme

sup[Nl—— sup || 27 f (2 + iy) Ha]

=0 T 2y
La topologie de J¢,({N,} ) sera la limite inductive de celle des J¢,({N,{, A, k).

Proposition 2. — Les espaces vectoriels topologiques 3¢, ({N,} Yet S,({p!}, {N,})
sont isomorphes.

Soit d’abord f(x) vérifiant (2.2.1), avec M,=p!. On a d’abord

o= [ e 2

en utilisant (2.2.1) et 'inégalité de H(‘jlder, on obtient

| [P ()| L BAPH(p 1) (B =Cte),
ce qui montre que le rayon de convergence de la série de Taylor de f(x) est au
moins 712, stH> h, f(@)est donc prolongeable en une fonction f(z) holomorphe

dans |y | < é et la formule de Taylor donne, pour |y | FI[

\H
[t Qo) fla2 7= 47 Ny

ce qui montre que f(z)€JC,(IN,!, H, k) et y converge vers zéro si elle
converge vers zéro dans S,({p!{), IN,{, A, k).
Soit maintenant f(z) holomorphe dans |v| _4_% et vérifiant (2.2.4), La
formule de Cauchy donne
S (2) = f’m_ f(zpﬂt)dy (C, cercle|C|:/—IL>;
on déduit de la

[t f o (@) llaczhrpt sup |27 f (2 =) [laZ b pt sup || (2 —2)7 f(@=4-0y) [la

ICI- 1% l,/,,t

1\ .
= 11"1"20,, e L2 f (e =+ i) |l wA/z"(/- IRARE

r==0

ce qui permet d’achever la démonstration.

Prorosition 3. — Les conditions (2.2.6) et (2.2.7) sont équivalentes :

(2.2.6) f N(rye " <<+wx pourun «,

, - —a ok

(2.2.79) Ze pmt <Aoo pour un .
p=1

Ann. Ec. Norm., (3), LXXVII. — Fasc. 1. 10
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Ces conditions sont nécessaires pour que JC,( | N, | ) contienne des fonctions non
identiquement nulles. Elles sont suffisantes pour que 3¢,({N,|) contienne une suite
de fonctions p,(x) qui converge vaguement vers la mesure de Dirac dans I’espace
des mesures définies sur la drotte.

Montrons d’abord que ces conditions sont équivalentes : Soit

( [7A
n\r)=—r——,
) dr’
(2.2.6) équivaut a f n(r)yedr< o pour un a; pour voir que cette
derniére condition équivaut a (2.2.7), on peut poser
v, == et </1,,,:: ,_ﬁ) et e —=gq,
7 N,,._1

Logs

)est le nombre des v, au plus égaux a g. On est alors

de sorte que n(
ramené aux différentes formes de la condition de non quasi-analyticité pour la
suite {vi, Vo, <. .y Vyfe

Pour établir que la condition (2.2.6) est nécessaire, nous utiliserons un:
résultat de M. S. Mandelbrojt ([21 ], chap. II).

Soit f(z)€ I,(N,), done f(x)€S,({p!{, |N,}). On aaussi
JHx)€Sa(ip i 1N}

/(5) est holomorphe dans une bande |y|-=, et il existe des constantes A, £,
telles que

|| e f(x+0y)||a <= AKTNy; [t f (x4 iy) ||la = ARI N, pour

On a

|
U\:’:Z

d;I}
1+ x? ’

x1 f(x —+1Ty) :fﬁ (qat='f 4+ 21 f") (1 + 2?)

. ce qui donne en utilisant 'inégalité de Holder et les inégalités précédentes,
[z f(w -+ 1y)| < BRIN L, (B, K = Cte),
c’est-a-dire

e
—N, (=

[flx—4ir)|<Be (& ,)’

- L. . ., . . . . . oI

N, (r) désignant la fonection associée a la suite { N, | la fonction /QFZ) est

™

holomorphe pour |y | = = et vérifie
- ]

e [ RN
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D’aprés le résultat cité, on doit aveir

“ 9. i
f A\|<T-L_h—K)e dr <+,

ce qui entraine (2.2.6), car la fonction associée a la suite {Ngy,| est
N(x)—2Logz + o(1).
Il reste & construire la suite ¢,(x). a(z) étant la fonction définie par (2.1.11),

la fonctlon ( )

, appartient évidemment a 3¢,({N,|). Posons

'Hcat(x)dJ nooa(nr)
= et Op(X) = = —————
1+ a? G 14 n2a?

Les fonctions ¢,(x) sont dans 361({ N, {) et convergent vers la mesure de
Dirac.

Prorosition 4. — Sotent f(x)€S,({M,}, {N,}); w mesure vérifiant
TN :
f e N P du(x)| <+ pourun certain k.

Alors, la fonction g(x) définie par
g :j Sla—2) dp(2)

i v .
appartient aussi ¢ S,({M,{, {N,}). De plus, st f e\< g ) |du(x)| tend vers

zéro pour une certaine valeur de k, alors g(x) converge vers zéro dans

S (1M, ], {N, ).

Cela découle immédiatement de I'inégalité

(=81 y (18
ST g

ey e
7@ | = [ e
Linégalite

S . el e
s’obtient en remarquant que st K7 = K on a
EAIYPNT Elntd
N<k+k =N( = ) =o
C el o le—]
et51K T == _ a
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Proposiion 5. — {N,| vérifiant (2.2.7), S,({p!}, {N,}) est dense dans
.10, (N,

On utilise pour la démonstration une suite de fonctions
pn(@)€Si({p !Ny })
qui convergent vers la mesure de Dirac. Soit

f(@) €S ({M, 1}, [N, ).

Considérons les régularisées

fn(‘/l«)_“/~ j( )Pn(r“")d

L'inégalité

|x |

| 72 i,

montre que f,(x)€S.(ip!i. N, (). Dapres la proposition 4, les f,(x)
convergent vers /() dans 8,({M, !, {N, ). '

ITI

oz o GO ey (5

o

Proposition 6. — St { M, (€Nl et N, <+ », 0na
@M, 1), (1M, ], {Ny})
et D({M,}) est dense dans'S (M|, N, ).
La relation d'inclusion est a peu prés évidente. Soit
J(e)es (M ], N, ).
Prenons dans @ ( {M,,| ) des fonctions ¢,(x) égales a 1 sur || = n, par exemple
0, (x)= [Mepa(w— £)dz, ou z.(x) est la fonction définie p. 84. On voit ainsi

quona |/ (x)|=BH’M,, B et H étant des constantes indépendantes de n. On
a, d’autre part,

(Lol
|_/'U’)(;1r)|f~_éA/z/’M,,eN( & )

On déduit de ces inégalités

'J".}‘) Z‘Cp '*?u /l &

Nl N (L 1
—~ABe 7 )2C;;H"hp—"NIrbl,,..,,.fg;,\BMoe )(n hyP M,

r==0

ce qui montre que ¢, /, qui est a support compact, est dans @({M,}).
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D’autre part, posons{,=9,—1;0nad, f=opour|x|n.Dou, pours >1,

a MEAMTEAN I
[OF, TS RN I PRl ) e

7'=0

()
Hr—=" k"M, M,,_, = ABM,(H + A)?M, e \% k7,

On a, d’apreés (2.1.5),
lim (N <’7‘>— N(é—l\)>:+oo,

ce qui permet de conclure.

3. - Les espaces S,( | M.}, | N, | ).

On désignera par &, (M, !, {N, ) ledual de S,(}M, |, {N,{).
Proposirion 1. — | N, ! vérifiant (2.2.7), on peut identifier S,({M,{, IN,{)a

un sous-espace vectoriel de S,({p!!, {N,!).

En effet, toute distribution généralisée S€ S, ({M,}, {N,})définit par restric-
tion une forme linéaire S sur 8,({p!}, {N,!)continue pour la topologie induite
par 8,({M,!, {N,}). Réciproquement, toute forme linéaire SE€S,({p!}, {N,})
continue pour la topologie induite par S,({M,}, {N,|) peut étre prolongée en
une forme linéaire continue S sur 8,({M,}, {N,}), et de facon unique puisque
S.({p!}, {N,}) est dense dans S({M,}, {N,}).

La proposition 1 montre que les seuls éléments nouveaux introduits dans ce
chapitre sont les ¢léments des espaces S,({p!}, {N,}).

Proposition 2. — S {M,| €It et N,<—+ =, on peut identifier S,({M, ], (N, !)
a un sous-espace de ' ({M,}).

Méme démonstration que la proposition 1.

TatorkME 2. — La réunion desS,({M,}, {N,})lorsque { N} parcourtl’ensemble
des suites positives logarithmiquement convexes vérifiant (2.2.7) est un espace
vectoriel sur le corps des nombres complexes.

Il suffit de montrer qu’étant donné deux suites {N,| et { N} vérifiant (2.2.7),
il existe une suite { R, ! vérifiant aussi (2.2.7) et

R, N R, /N,
A O Id ) . JA— () < - P ) .
Rp-—-'l < Np—i ’ RP"'

p—1

Posons

. Vi
n,=— .
P , 7
N,,_l r N —1
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Il existe a et @' tels que Ze”‘”ﬂ<—i—oo; Ze—""'ﬁ<+oc. Soit {r,} la suite
obtenue en rangeant par ordre de grandeur croissante les nombres an,, a'n,. La
suite {ry, 75, ..., r,} répond a la question.

ProposiTion 3. — U 8,({M,}, {N,

(M, Eem
des nombres complexes.

}) est un espace vectoriel sur le corps

La démonstration est la méme que celle du théoréme 2 du chapitre 1.
TatorkME 3. — Soient g,(x) des fonctions GL5< —+ f =1, 1 < ;] resp.

des me.rures) vérifiant, quels que sotent h et k,

]L
(2.3.1) g',,(x)( )He_ </1/’ > (p—>x),

+ ox(lzt \
resp. f | dg,(x)]|e ( >:O(lzl"\4 ) (p—>x).
Alors la_formule

(2.3.2) o=Y Drg,(a)

pP=0
définit une distribution généralisée 9 €5, (| M,}, {N,})[resp. e €S ({M,}, {N,})].
Réciproquement toute distribution généralisée 9&€'S,( | M, |, {N,|) [resp.
SeS.({M,|, {N,})] peut étre mise sous cette forme.

La premiére partie du théoréme résulte de ce que lhypothebe (2.3. 1) et la
condition (2.2.2) assurent la convergence absolue de la série

D= 1) 8 (@) de
" [”

Démontrons la réciproque en supposant a <+ o, pour fixer les idées; on
utilise I'espace E(L%, {M,}, {N,]) déja considéré pour définir la topologie de
S.({M,}, {N,}). Le dual de E(L%, {M,}, {N,}) est 'espace des suites { g,,(x)},
ou g,,(x)€L?, vérifiant ‘ o

2.3.3) || —0 __‘__—> , / ent b, k.
(2.3-3) [l gpe(2) [lg (,l,,k(,Mqu (p—>e qﬁw)qufsquesown b
Soit p€S'({M,}, {N,}); d’apres le théoréme de Hahn-Banach, on peut

prolonger ¢ & I'espace S.({M,}, {N,}. Il existe donc une suitc {g,,(x)} véri-
fiant (2.3,3) telle qu’on ait, pour toute f€S,({M,}, {N,})

(2.3.4) fcp(w)f(x)d@:; ‘2(—1‘)10]_; 20 [P g () de.

p=0 ¢g=0
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On obtient (2.3.2) en posant

®

&p(x) :Ea:‘lg,,,,(x);

qg=0
on a, quel que soit £,
(Ll - L -
gp(x)e N< k > ”B éZ “ 21 gpy () € N< k ) \‘Bézl‘"/[‘\;fl | 8pq () |

g=u g=0

ce qui donne I'inégalité (2.3.1),

TutoriME 4. — On suppose que la suite {N | vérifie (2.2.7) et la condition de
dérivabilité (cf. p. 57).

Soit ¢(z) une fonction analytique de la variable complexe s = x - iy holo-
morphe pour y £ o, possédant la propriété suivante :

Quels que soient h, H, k, il existe une constante A telle que

. . ‘([—'—l> 1 1
(2.3.5) |o(x+iy)|=<Ae \ 1/ pour ﬁfii ey

Alors les formules

(2.3.6) S oy(x) =limo(x +iy); 9;(x) =lim @ (x + iy)
¥y>0 V>0
y>0 V<0

définissent deux distributions généralisées o (x), o;(x)€S,(ip'!, |N,|). Réci-
proquement toute distribution généralisée o €S, ({p!}, |N,|) peut se mettre sous
la forme o = 9;— o,, v; et o, ayant la méme signification que ci-dessus.

Soit ¢(z) une fonction holomorphe dans y £ o vérifiant 'hypothése. On peut
poser, pour toute fonction f(z)€dC¢_ ({N,!), holomorphe dans la bande
lyl< ;I et vérifiant (2.2.5) (avec 2 = ).

(2.3.7) [acp,«(x)f(x)dx:f '(p(x—l—iy)f(x—i-iy)dx <0<)’<%>.

L’intégrale de droite est absolument convergente d’aprés (2.2.5), (2.3.5) et
le lemme 3 du paragraphe 1; d’aprés le théoréme de Cauchy, sa valeur ne
dépend pas de y, et elle définit une forme linéaire o, sur 3¢, ({N,}). De plus,
si des f;(x) forment un ensemble borné dans #¢_({N,}), elles sont holo-

morphes dans une méme bande )yl_._/___% et majorées par une méme fonec-

N(L’”—’-‘

tion Ae * ¢ ) On voit alors facilement que les fqas(w)f(x) dx sont bornées,

ce qui montre que o, est une fonction linéaire continue.
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La fonction f(z) étant donnée, considérons les fonctions f,(z) définies par

fi(3)= (s —in) (0= < %) On aura
fc?_\:(m)f,‘(a?) rim:f wcp_,.(m—}—ivz)f(m—kl,'n)dx:/ tcps(x—!-i‘f).)f(x) dx

Lorsque 7 tend vers zéro, les fonctions f,(z) convergent évidlemment vers

f(3) dans 3¢_({N,}); les f%(w)fn(w> dx convergent vers fcp,,.(a:)f(x) dz,

ce qui donne (2.3.6). On définit de méme o;.
Pour démontrer la réciproque, reprenons la formule (2.3.4) qui s’écrit

(2.3.8) 9:2 EDP[x‘/gpq(ac)J | £pg () mesures |.
pP=0 g=0
Posons
4+ = .
3o (- y) = — 8pe(8) dE
(2.3.9) Gy (x +—ly)—;ﬁt[w z—t+iy

On déduit de 1a, en dérivant r fois
! +
|Ghg(z+iy) | < W/_‘w | dgpq (E) |

et ensuite, pour = Zy<y ~I,

dar - +
d‘ [’]Gl”l(" ‘_ZFIyIZP(P I) /‘Y 4 1)7(9“1)(9”"—*"1)

—r).:
x|z (|py|p—])‘ f | dgpq(z)|
2 T o Y2
=amiype ), [ gE
r=o

4+
I R
2oz tept(alz)y [ dgy ().

Posons maintenant

(2.3.10) cp(z):Z 2%[% Gpq(5)]-

p=0 g=0

On déduit des inégalités ci-dessus, quel que soit £,

+ w

p01= SamEELS Sw i, [

S=Y ¢g=0

Ce calcul montre que la série du second membre de (2.3.10) converge abso-
lument et uniformément lorsque s parcourt un domaine compact ne coupant
pas I'axe réel. Cette formule définit donc une fonction 9(z) holomorphe pour
y % 0. De plus, la derniére inégalité obtenue donne (2.3.5).
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Pour démontrer que 9 = ¢, — ¢;, remarquons que

‘ . . - " 8 py d:
Gpolw+iy) = Gpo(w—in) = [ ZEEE (>0,

. i V . ,
La fonction - —-—, converge vers la mesure de Dirac lorsque y tend vers zéro

par valeurs positives, de sorte que G,,(x—1iy)— G,,(x -+ ty) converge vers
&pe(x). La formule ¢ = 9;,— o, résulte alors de (2.3.8) et (2.3.10), la conver-
gence ayant lieu naturellement dans §, ({p!{, {N,}).

({p!), i +o))

pour a>1 et z non réel (5—1— o | désigne la suite N,,_+oo pour p >0). Si
vE€S,((pl}, |+ ), cest-a- dn'e si ¢ est de la forme

ZD/' gp (), avec ||g,(2) |l = O( /1/'17) (p— =) quel que soit A,

p=u

on voit que la formule (2.3.10) qui définit ¢(5) peut s’écrire

(2.3.11) oz = o [

2im ) 5—F

»

cette expression ayant alors un sens, alors qu’elle n’est pas définie en général.

ProposiTion 4. — Les notations sont celles du théoréme 4. On a ¢;— ¢, = o si et
seulement si ¢(z) est une fonction entiére.

D’aprés (2.3.7) et le théoréme de Cauchy, il est clair que
f[%(fv) —gi(x)]| f(z)dz =0

si ¢(z) est une fonction entiére. Pour établir la réciproque, remarquons que si
©;— @,=o0, 0na

(2.3.12) f wcp(w+iy),f(.x+iy)dx

:f 9(z—1iy) f(x—1iy)dx <o<1y<%>
pour toute /()€ ¢, ({N,!) holomorphe dans |y | < % Posons

H(z,):g;_ﬂf*’w—w)a(i—u)

s—E+ic
1 T (E +ic) a(E+ic) T
_m[w 5 —E—1Ic <O<c<;c7>’

ou a(z) est la fonction définie par (2.1. 11) On vérifie immédiatement que
Ann. Ec. Norm. . (3), LXXVII. — Fasc. 1. 11
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H(z) est holomorphe dans la bande |y|=_c. Supposons y >> o; en appliquant
(%)

¢
. —c <<y, on peut écrire

(2.3.12) ala fonction de la variable { = £ + iv; holomorphe dans la bande

H(s) — _r_f*“’cp(a+ id)aE+ id) .

2T 5—Et—id N

lo<d<y <o),

2Tl d

_l_j‘+°°<?(£+ic)w(2+ic)

- —
ce qui donne, d’aprés le théoréme de Cauchy
H(z) =79 (s) 2(zs) pour o <<y <<c.

Ainsi la fonction

1(z | T
a((_)), holomorphe dans la bande |y| < ¢ réalise le prolonge-

ment analytique de@(\z) sur la bande |y | <ec.

SUPPORT D'UNE DISTRIBUTION GENERALISEE 0 €S, ({p!}{), {N,|). — Le principal
intérét du théoréme 4 est de permettre de définir le support d'une distribution
généralisée 2€S,({p!}), | N,}) : on dira que 0 €38, (ip!}, |N,}|) est nulle
sur un ouvert Q de 'axe Oa si la fonction ¢(z) se prolonge analytiquement en
une fonction holomorphe sur Q. La proposition 4 montre que cette propriété
est bien indépendante de la fonction ¢(z) particuliére utilisée pour repré-
senter o.

On peut dire que le support de ¢ est 'ensemble des points singuliers de ¢(z).

Si{M,l€d et N,<+w, ona

S ({M, 1, (N, Jc@d({M,}).

Il faut alors montrer que le support que nous venons de définir coincide avec
celui défini au chapitre .

a. Supposons que ¢(z) soit prololngeable analytiquement sur l'intervalle
ouvert Q de Oz. Alors, lorsque y tend vers zéro, ¢(x—+1iy)—o(x—1iy)
converge vers zéro uniformément lorsque  parcourt un segment I contenudansQ

et x—+1y)—ao(x—1iy)] f(x)dxconverge vers zéro uniformément lorsque
Jie Y)—¢ YL g q

J(x) a son support contenu dans I et vérifie | f(x)|=M. On a donc =0
sur Q au sens du chapitre I,

b. Soit K le support de ¢ au sens du chapitre I. Il faut montrer que toute
fonction ¢(z) représentant ¢ peut étre prolongée analytiquement sur le complé-
mentaire de K. Comme une telle fonction est définie a une fonction entiére
prés, il suffit de montrer que pour tout ouvert Q contenu dans le complémen-
taire de K, il existe une fonction 9o (z) représentant ¢ et holomorphe sur Q.
Pour cela, remarquons, en raisonnant comme dans la démonstration du théo-
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réme 5 du chapitre I, qu’on peut, dans la formule (2.3.4), supposer que
gm(x)=o0sur Q. Alors, la formule (2.3.9) définit des fonctions G, (z) holo-
morphes sur Q et la fonction ¢(z) définie par (2.3.10) est aussi holomorphe
sur Q..

Exemples. — La formule (2.3.11) montre que la mesure de Dirac est repreé-

, . L - . R . . . ) .
sentée par la fonction —— On voit de méme que la distribution « valeur prin-

[

. I o, , ) . . s 1 |
cipale de - » est représentée par la fonction ¢(z) égale & — —— pour ¥y > o et

N 1
4+ — pour y < o.

TatoreME 5. — Toute distribution généralisée o €S, (|p!}), (N,|) de support

o g . : CCip Y, (N
origine est la somme d’'une série convergente dans'S (|p!!), {N,!)

)
\ N -
9 =) cp O (0, mesure de Dirac).

p=0

En effet, si © a pour support 'origine, o(5) est holomorphe dans tout le plan,
Iorigine exclue; ¢(z) est donc développable en une série de Laurent, et puis-
qu’on peut toujours lui retrancher une fonction entiére, on peut supposer que
¢(z) est de la forme

..,
N p.
I

p=1

CP(Z) =

!

le théoréme est établi, car 5 est représentée par ———-
2150

TutoriME 6. — Soit 0 €S, ({M, |, {N,}). Il existe ¢, et ¢_ appartenant ausst
a8,({M, 1, {N,}|) vérifiant

Q= ¢+ ¢_; 9.==0 surx < o; ¢—==0 sur.ax > o.

Démonstration immédiate au moyen du théoréme 3, en décomposant chaque
8,(x) en deux fonctions de supports (— o, 0) et (0, + ).

Remarque. — Soient o(z), 0..(z) et ¢_(z) les fonctions analytiques représen-
tant o, ¢, et o_. Le théoréme 6 donne le théoréme de décomposition de Poincaré
pour la fonction ¢(z).

TatorkMe 7. — Toute distribution généralisée o €S, ({p!}, {N,|) est égaledla
somme d'une série de la forme (2.3.2) convergente dans S.({p!|, {N,}), les
mesures g,(x) ayant leurs supports contenus dans le segment-support de 3.

Soit (a, b) le segment-support de . D’aprés le théoréme 3, on a ¢ =2Di’gp

. P
(g, mesures); chaque g, peut se décomposer suivant la formule

—_ ol 2 3
(‘?[7 - ."(7)/1 -+ ('l*)p -+ :5‘())'/)?
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les mesures g), g, g, ayant le}lrs supports contenus respectivement dans
(—», a), (a, b), (b4 =) et vérifiant

(g 1= [ O g1 [0 g [T 1agy)

Posons

a=2Drg  @=YDrgs o= Drg
P e r

On a

=1+ ok i

Pour ¢, le théoréme est vrai d’aprés la définition méme de ¢,. Quant a g,
et @,, ce sont des distributions généralisées de supports ponctuels pour les-
quelles le théoréme est vrai (théoréme 5).

Remarque. — On verra au chapitre III que les théorémes 5 et 7 deviennent
faux si 'on remplace dans leur énoncé p! par M, (¢f. théoréme 3 du chapitre I
et la remarque qui suit).

'v. Opérations dans les So( {M,}, {N,}).

Pour définir convenablement le produit multiplicatif et le produit de convo-
lution dans les espaces S,({M,}, {N,}), il faut introduire des sous-espaces de
S,({M,}, {N,}) qui seront des espaces d’opérateurs.

On suppose naturellement que les suites {M,} et {N,| vérifient (2.2.4) et
(2.2.79). Pour simplifier, nous nous bornerons a définir le produit multipli-
catif et la convolution dans 8, ({M,}, {N,}).

Propurr muLtipLIcATIF. — On désigne par Q({M,}, {N, }) I'espace vectoriel sur
le corps des nombres complexes des fonctions a valeurs complexes définies et
indéfiniment dérivables sur la droite, possédant la propriéteé :

Quel que soit £, il existe des constantes A, & (pouvant dépendre de k) telles
que

Lzl

(2.4.1) | [P () jéAhl’MpeN<_"—> (p=o0,1,2,...),

h et kétant des constantes données, soit Q({M,}, {N,}, &, k) I'espace des
fonctions vérifiant (2.4.1) muni de la topologie naturelle définie par la norme

[ERRRPRC )
sup ,,—,,Tw—p»sgplf (@) e |

Soit Q({M,}, {N,}, k) la réunion des Q({M,}, {N,}, A, k) lorsque h varie,
muni de la topologie limite inductive de celles des Q({M,}, {N,}, A, k).
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L’espace Q({M,|, {N,}) est I'intersection des Q({M,{, {N,|, £) et sa topologie
sera la limite projective de celles des Q({M,}, {N,|, k).

Provosition 1. — Quelles que sovent les suites {M, |, { N | vérifiant les mémes
hypothéses que {M,,}, {N,|, on a

S ({Mp ], (N, )M, |, [N, |) 81 ({ M, ], {Np})
conséquence immeédiate des définitions et du théoréme 3.
Provosition 2. — L'opération qui fait correspondre au couple f(x), g(x),
(f(2)es. (IM, 1 1Ry 5)5 g(x)eR(IM, |, [N, ]))
le produit f(x) g(x) est une application bilinéaire hypocontinue de

S, (M, R, (UM, ',N',, 1) dans's,(\M,, 1N, 1) (H,): ian,,N},,,,,,).

T<p

En effet, la fonction associée a la suite { R, | est N(z) 4+ N'(x). On a

(Y (Lot o( 121
iy | Art, CE)NCE) g oy | miom, & CF,
d’ou I'on déduit

N2 & (p—1)ee(p—qg-+1)
| (J&)" | = ABe (5 >Z" L ; L ) o Ho—r M, M

vy

iJ=u

sl
~ABM, (H - ~)» My e N\ K/,

ce qui permet de conclure.
La proposition 2 permet de justifier I'énoncé suivant :

DEFINITION ET PROPOSITION 3. Sotent
¢eSL (M, N el fe€R({M,}, [N, }).

Le produit [(x)¢ est un élément de S, ({M,|, fH,,})(I{,):ian,,N'p ,,)

7<p
défini par
(2.4.2) [l st de= o) 1) (2) g ) d,

ou g(x) est un élément arbitraire de S, (M,, R)).
L'opération qui fait correspondre au couple ¢, f(x) le produit f(x)o est une
application bilinéaire hypocontinue de

S OIM, L EN, D) s Q(EM, 1L N,y dans 8, (§M, 0, (R, ).

REGULARISATION.
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DEFINITION ET PROPOSITION 4. — Sotent
‘PE:S&({MI/IL{N/’“ et S €S (1Q,), [Ny (Q,,:infM,,l\'l},_(,).
g<p
la formule
(2.6.3) ¢ ¥ fle)= | ¢@)fle—z2)d
définit une fonction ¢ % f€Q({M,}, {N,| appelée régularisée de v par f(x).

L'opération qui fait correspondre au couple ¢, f(x) la régularisée o % [ est une
application bilinéaire hypocontinue de

8. ‘M’,) ING}) < Sa(1Qp), IN,}) dans Q({M,}, [N, ).
En effet, on peut écrire, d’apres le théoréme 3,
ox =X [ et

—x

p=0

En utilisant I'inégalité _ )
(i) -~(5)

déja vue p. 75, on a, quel que soit K,

RCO S

r=o0

Irl

. g/)(i) e—N(K%L]‘:) ||;3’

| (9, f)7]e

d’ou

| (¢ *./’)“”Ie_N(L:l>éAlz”M,,ih"i\li- !gp(w)r ’ “*‘)“B~

r==0

ce qui permet de conclure

Convorurion. — Pour définir le produit de convolution, il faut faire inter-
venir un nouvel espace d’opérateurs: O'({M,}, {N,}|) sera le sous-espace de
S,({M,}, {N,}) formé des distributions généralisées p possédant la propriété :
il existe un nombre £ tel que lorsque A parcourt I'’ensemble des nombres réels,

2y
les dlStI‘lbu[lOHb generallsecs o(z+n)e (%) forment un ensemble borné
dans 8, ({M,}{, {N,}); (@ + %) désigne la translatée de ¢ définie par

/",p(r ----- /(z)dr“‘f'p( Y J(r— 1) di.

On dira que des g, convergent vers zéro (resp. forment un ensemble borné)dans

L :
. . -~ "\ =

O'({M,}, {N,}) s’il existe unnombre 4 tel quelesg;(x—+ 1)e (%) convergent

vers zéro (resp. forment un ensemble borné) dans 8, ({M,}, {N,|) uniformé-

ment lorsque % varie.
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Les théorémes 2 et 5 du chapitre III donneront une indication plus concréte
sur la structure des distributions généralisées de O'({M,}, {N,}).

Provosimion 5. — La régularisation est une application bilinéaire hypo-
continue de

O/ (I N 1 S (1 Q1 INs ) dams S.(IMy L (N 1) (Qu=inf MM, ),

Soit

' J€S.(1Qp 1 {Nyj) et 9O (IM,} [N, }).
On a

e
| JP+(E) | Z AP MM, e ( k )

JYNE)
h*M,
S.({M,{, {N,|. D’autre part, par hypothése, les distributions ¢(x — E)el\( <)
de la variable & forment un ensemble borné dans §_({M, |, {N,{). On en déduit
que les fonctions

1 ) \(|—1L> , N('L‘)‘/’w)(‘:‘)
I Py e k — . .7 K RS 4
/t/’M/, (9 % f»)e '-f?(x c)e M, d:

forment un ensemble borné dans

ce qui montre que les fonctions

sont bornées dans leur ensemble lorsque p parcourt I'ensemble des entiers
positifs, ce qui permet de conclure..

La proposition 5 permet de justifier I'énoncé suivant :
DEFINITION ET PROPOSITION 6. — Sotent
vE€SL(IMy 1N, 1) et eO'(IM, L N, ).

Le produit de convolution ¢ % { est un élément de S,({Q,|, {N,|) défini par la
Sformule

fw X np)fmdx:f@(xw(—x) * f ()] da,

ou f(x) est un élément arbitraire de
S,(10, 0 iN, ! 0, =inf M,M,__\.
GQris 1N D) (’_1) ’/‘{:p*///>
L'opération qui fait correspondre au couple ¢, J le produit de convolution ¢ %
est une application bilinéaire hypocontinue de
S, (UM, 1IN, 1) s O (UM 1IN ) dans S5 (1 Q0 I N, 1),

Le théoréme 7 permet d’étendre a $'({M, |, | N,{) les propriétés habituelles
du produit de convolution de deux distributions.
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5. Distributions généralisées rapidement croissantes.

Le théoréme 4 s’applique aux espaces S,(|M,}, {N,}) vérifiant les condi-
tions (2.2.3) et (2.2.8). Ces conditions expriment que S,({M,}, {N,})
contient un sous-espace J¢,.({N,|) dense dans S, ({M,}, {N,|) et formé de
fonctions holomorphes dans une bande rectiligne. On peut étendre la théorie
développée dans les paragraphes précédents aux espaces S,({M,{, {N,}) qui
contiennent un sous-espace dense de fonctions analytiques, c’est-a-dire de
fonctions holomorphes dans un voisinage de I'axe réel (ce voisinage ne conte-
nant généralement pas une bande rectiligne).

Les espaces JC( | R, |, Q(5)). — Soient { R, | une suite positive logarithmique-
ment convexe et (z) une fonction entiére de la forme

(2.5.1) - SZ(:):]+Z(,,;‘1/’; Cpiz=0; /El;); (ep)r=o.
p=1

On désigne par dC({N,|, Q(5)) l'espace vectoriel sur le corps des nombres
complexes des fonctions analytiques f(z) possédant la propriété :
Il existe des constantes A, A, k telles que :

‘ a. f(s)est holomorphe dans D,:
(2.5.9)

x|

Q b. | f(5) |éAe‘R(T) dans Dy,

ou R(x) désigne la fonction associée a la suite | R, | et D, le domaine
HE
Y1=70 (r)

Nous nous limiterons au cas ou Q(z) est un polynome. On peut alors, sans
diminuer la généralité, supposer

(2.5.3) Q(5) =14 3 (p entier > 0).
On désignera par JC({N,), ¢) I'espace d¢ ({N,|, Q(z)) correspondant. L’étude
du cas général n’introduit vraisemblablement que des complications techniques.

On utilisera la fonction S (z) définie par

Z2p+1

(2.5.4) : S(:):fugﬂ(u) di = = - PPy

et la représentation conforme s—7Z==S8(z) qui applique le plan de la
variable z = @ + iy dans le plan de.la variable Z=X 4-7Y.
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Lemve 1. — 1U exzste des constantes A, B> 1, telles qu’on ait, dans le domaine D
défini par |y | = 5— Q(x)
(2.5.5) Q(@x)A(RSZ(z)éﬁQ(x),
(2.5.6) Qé‘”é“‘;”ém@.

En effet, on a, pour |y | 0(@)

|RQ(3) — Q@) | L] (@4 iy)P a2t | - op|r|(r+ .w"‘)?"'l" <lapA “zljii_)_r_—

On peut done toujours choisir A assez petit pour avoir

1<R£z(;)—£z<.«z:)1é;,

ce qui conduit a (2.5.5); I'inégalité (2.5.6) en découle, car, d’apres la for-
mule des accroissements finis, on a
Y(x,y) 0Y(z, Oy) : JdY

(00 .~1) et ~
Y dy 9y

La relation (2.5.5) montre que d > 0 et > o pour z€D. Il en résulte
que la fonction S(z) est univalente dans D et apphquc blumvoquement D sur

un domaine D’ du plan Z. D’aprés (‘7 5.6), st |y|>5—>o0na yé%; cela

SZ( x)
montre que D’ contient la bande Yé 9

Désignons maintenant par A, le domaine du plan z défini par
I A
Y=, (a=7F)
Alors, la relation (2.5.6) montre que, quel que soit 4, on a

DgicAr et AgicCDy

Lemme 2. — Quel que soit h™>1, il existe H tel que les cercles centrés sur Oz, de

centre x, de rayon sotent contenus dans D,,.

1
HQ(x)
Posons
1

Q(z)’

on a évidemment g’ () > — o pour un certain «. Il suffit de montrer que les
points

§(z) =

g(x) . (2)
H  qa=sH
Ann. Ec Norm., (3), LXXVIL. — Fasc. 1. 12

L=
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sont dans D, c’est-a-dire que | 7| ég—%'—) Or, on a

5@ =g+ 50 ) st — o =1 ) s,

On a I'inégalité voulue si

Provosition 1. — Une condition nécessaire et suffisante pour que f(z)€ JC({R,}, ¢)
est qu'tl existe des constantes A, h, k telles que

[ f
(2.5.7) [fW ()| Z AR p! (14 2y e ( (p=o, 1,2, ...).
Soit d’abord f(s )edt(, »1), o), verifiant (2.5.2). Utilisons la formule de

Cauchy
DY () —— L JS(z)ds ,
f/ (‘1/)‘—‘[)‘/"1(

Z — x)p—i—l

;e 1 N .

C, désignant le cercle de centre x et de rayon ———- D’apreés le lemme 2, on
HQ(x)

peut toujours choisir H assez grand pour que ces cercles soient dans D,. On a

alors

/7 @) | Zp e w22y sup | f(3) |

1 " 2 ) '_———'[_——
ZAp!Hr( 1+@P/exp[ < <VL /L(l+$29)>>]

i_
%

ZAplHP (14 a20)re pour un K > /4.

Réciproquement, soit f(2) vérifiant (2.5.7). On voit d’abord que la série de

Taylor /() a un rayon de convergence au moins égal a au point x,

1
ce qui montre que f(z) est holomorphe dans D,,. De plus, on a, pour €Dy (H > #)

S| =Ae “(“)Z< >_~ A ()

—h

=0

ce qui permet de conclure.

Prorosirion 2. — Les conditions équivalentes
a. f R(x)e " da <<+ pour un certain a;
(2.5.8)

20-F1

—a
b. 2‘ (Rp—~1 <+ pour un certain a

sont nécessaires pour que 3¢ ({ R, |, o) contienne des fonctions non nulles. Elle est
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suffisante pour que 3 ({R,|, o) contienne une suite de fonctions ¢,(3) qui
convergent vers la mesure de Dirac.

Pour établir I'équivalence de (2.5.8,a) et (2.5.8,b), on voit d’abord
que (2.5.8, a) équivaut a
[w r(x) e~ @t 220 dr <—+oo.

Ensuite, en posant

()
R,

on se rameéne aux formes habituelles de la condition de quasi-analyticité pour la
suite {s;, S2, « ..y 5, e

Posons F(Z)= f(S*(Z)). D’apres le lemme 1, on peut remplacer D, par A,
dans la définition de JC ({R,, |, Q(z)). Lacondition f(z)€ I ({R,}, Q(z)) équi-
vaut alors a :

Il existe A, 4, k tels qu'on ait F(Z) holomorphe dans | Y | = /il et

spy=c¢ et 1= et

L0g|F<Z)|éf\—H<&%M) pour IYIé,il-

D’aprés le lemme 1, on peut remplacer 2(Z) par (X)=S8"*(X) dans la rela-
tion précédente qui équivaut alors a :

Il existe A, /4, k tels qu'on ait F <2—Z> holomorphe dans | Y | < T ot
wh — 2

/27 1 /2 XY
e|v(on)|=2—xlis (5) )
Les résultats de Mandelbrojt ([21], chap. II) donnent alors la condition néces-
saire et suffisante

Lo

* 1 2 X\’ '
f R[ZS_1<H>Jg—de<+oo pour un /4, un £;

2

] X0 .- .
en posant u= ; S~*( == ), cette condition devient
k mh

f V R(u) eSS (ku)y du <<+ pour un H, un A
qui est manifestement équivalente a (2.5.8) pour Q(z) =1+ z%.

La condition (2.5.8) étant satisfaite, soit «(z) une fonction posi-
tive € IC({R,}, p).- Posons

ML) =a (S (1)) s0,(2) = = AnS (3)),
avec

K= [ gl d
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Si lima(x)=o0, ce quon peut toujours supposer, les fonctions g,(x)
x>0
convergent vers la mesure de Dirac.
Prorosition 3. — Soient {M,}, | N, deux suites positives logarithmiquement
convexes vérifiant la condition de dérivabilité et les conditions :

m . .
a. -'])—p non decrozssanl;

h. Z exp[—a(n, ) |<+=»

e 31)010‘ un certain a.

. co L
O [, 2P
. 7 !
c. ) —al-" - ®
M exp z( , ) ) <~ S
Alors, il existe une suite | R, | telle que
a({R, | s, (M, 1N, .

De plus, 3C({R, |, ¢) muni de la topologie induite par 'S, (M|, | N, ) est dense
dans'S, ({M, |, {N,}). :

Posons

N2G
_ . [y e (p— .
aip—t)pt T= Pa(p=t)pi2aT= oo T apg -t (p=1,2, ...)

et soit 7, la suite obtenue en rangeant par ordre de grandeur croissante les
nombres 7, 1.,. Les hypothéses entrainent
* 1

S ‘ o i
Zexp]-v (1(;,L/,)’—‘P*"]<+oc; Z[~—a(1',,)~w‘]<+x; (rp)=o(r).

Soit alors K(x), R(x) les fonctions associées respectivement aux
suites { Uy, Yoo ... Upjet{r, ro, oo, 7,0 Ona

R(z)=K(x)+ N(z);

M, x [\
Los it = sup | 2oeos =K (3 )|

On a done, quels que soient et p,

aral
k2re M/Pi ~. e e_"(T)
pl=

et, pour un certain H,

M, e"N(i%>ép!(1+xw)p M,
ce qui montre que
(IR} p) TS, (M), [Ny ).
Soit maintenant _
S(z)es({M,}, {N,}).
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Les fonctions p, () étant celles considérées dans la proposition 2, posons
Fur (@) = f FOYoulaw — 1y di; () = f F(2) pular — 1) di

Il est facile de voir que
Sur(x)€a (1R, 1, 0);

d’aprés la proposition 4 du paragraphe 2, les f,(x) convergent vers f(«) dans
S, ({M, 1, {N,D. 1 suffit donc de montrer que lorsque r tend vers I'infini,
les f,,.(x) convergent vers /,(x) dans S (1 M,}, {N,}). Cela résulte encore de
la proposition 4 du paragraphe 2 : Pour n fixé, s,(x)€S({M,}, ,N 1) et la
fonction 1., définie par u,.(z)=o0 pour |z|=Zr et p.(x)=/
converge bien vers zéro dans le sens voulu, car on a

f [f())\e( jcl/ /[ (’1)(1/

-

et il suffit d’appliquer le lemme 3 du paragraphe 1.

Lorsque les suites { M, |, {N,| vérifient les hypothéses de la proposition 3, on
est assuré que I'espace S_({M, |, | N, ) contient des fonctions non nulles, et’on
peut envisager son dual S, ({M,{, IN,]) qui sera un espace de distributions
généralisées. :

Le théoréme 3 se prolonge immédiatement a ces espaces S, ({M,}, {N,}). Le
résultat suivant montre qu’on peut encore considérer ces distributions généra-
lisées comme valeurs limites de fonctions holomorphes dans un demi-plan.

TheoREME 8. — Les suiles {M,}, {N,} versznl les hypothéses de la propostion 3.
Toute distribution (wvwrallsee @G‘S ({M, i, IN,}) peut se metire sous la forme

(2.5.9) o(w=zlim | o (e —iy) — ola-1v) ],
’\ -0
\ )‘(J

oti 9(3) est une fonction holomorphe pour y =£ o possédant la propriété :
Quels que sotent h, k, il existe une constante A telle que

(LY
(2.5.10) PSS () wlam) (y . 0),
ot l'on pose
M),
(1 _SU)(/LO"I—IOU 2.
") » | \1 ]’-,)

La démonstration est tout a fait semblable a celle de la deuxieme partie du
théoréme 4. En conservant les mémes notations, on a

s

7 2 ) N ,
Cl /,[,'/G/,,/( ] :_WI‘(QIZ’)’// [(/g.ﬂ’/[
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et ensuite
B 1 |z |7 " (p+1)! O s - Y
]('D("“)léTwiiﬁ(kaJig((lLyV’“Mp+1 2 “””MPqu_,, | o |
14 q

ce qui donne les inégalités (2.5.10).

ProrosiTion 4. — Les notations et les hypothéses sont celles du théoréme 8. Alors,

st f(z)€d({R,}, p), 0ona

(2.5.11) [q;(.r)f(x)dx:f “?(5)/(3)’15—/9(5)‘]((3) ds,
e | Ly

en désignant par L, et L, les courbes

—1I

1
}/*/zg(x)’ ‘)*ILQ(.%)

orientées dans le sens des x croissants : h est choisi assez grand pour que L), et L,
sotent dans le domaine d’holomorphie de f(z).

En effet, sur L, on a
. o hQ(x
| o (2 + 1y) [éAexp|»N<—|—§—>—l—p<i%>j|

quels que soient £, H; en utilisant les notations de la proposition 3, on voit qu’on
a, v désignant une constante,

P<hs2(x)>_Su)/;,h(l_i_xzpyz[,g vPhP 2 p

= - Zsuy
] ., "M, S UM,

-\l,/;/l/:xz/:p

—sup +————— ~sup ( _—
,,plil'y,yg...;xg,,(,— 1(“) SR P

a7

T

l{

e
=)=

Si 'on choisit H de facon que (—H—/L> ~ 7> 0n aura

y (L2 (L (2
I’<Mifm>é€h( P a e zad (TG,
D’ou

el
(2.5.12) @(:):OI}eR< k >] pour z€L;, quel que soit 4.

Cela montre que les intégrales / 0,(3)f(5)ds etf 0:(3) f(z)dz sont abso-
Ly L;’,

lument convergentes, et, en vertu du théoréme de Cauchy, indépendantes de /.
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II faut donc montrer que

o

lim 9(z+uy) flz) dx:f ©(z) f(=)ds
y>oJ_ Ly
V>0

et larelation analogue pour ¢; (z).

Soient A et A’ les points d’intersection de L, avec la parallele & Oz d’ordon-
néey, — X et 4 X leurs abscisses. On peut remplacer dans I'intégrale de droite
I'arc de L, compris entre A et A’ par le segment AA’. On est ainsi conduit a

démontrer que
X

Iim f oo (x4 0y)y | fla 4+ i) — f(e) ) dr ==o.
v _x

En utilisant la formule de Cauchy et (2.5.2), on voit que, dans un voisinage D,,
de I'axe réel, on a

. ey o
f’(.:)::OI‘Q(.z)e R< £ >J et |flx+iv)— fle) | ZAly|Q(x) e " >,
d’on

X
f c‘lo,\,(a'—t—lh’)[f(m—!—ljr)b_f('x)]c/.r:()<%>a

ce qui permet de conclure, car A peut étre choisi aussi grand qu’on veut.

Prorosition 5. — Les notations sont celles du théoréme 8. St o = o0, o(z) est
une fonction entiére.

Démonstration analogue a celle de la proposition 4 du paragraphe 2.
Grace au théoréme 8 et a la proposition 5, il est possible d’étendre la défini-
tion du support donnée au paragraphe 3 a ces espaces &' (M, 1, I N, ).

CHAPITRE III.

TRANSFORMATION DE FOURIER DES DISTRIBUTIONS GENERALISEES. APPLICATIONS.

1. Transformation de Fourier dans les espaces
S (M, N, et S ([M, LN, ).

Nous étudions dans ce paragraphe la transformation de Fourier dans les
espaces S, ({M,{, N, etS, ({M,!, |N,|) pour lesquels les suites {M,}, | N, |
vérifient les conditions

.1 M, .1 N
(3.1.1) lim — =L > o3 lim — F
e P Mp— Frre P Np—

> 0.

Il est immédiat que la deuxiéme de ces conditions entraine (2.2.8).
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Prorosition 1. — Les suites {M,} et {N,} vérifiant (3.1.1), la transforma-
tion de Fourter et son inverse, définies par

1 “+ 1 w
(3.1.2) I*(u):ﬁy[mrf(m) e j(m):ﬁf_m F(uw) ev* du

defmss(’m deuzx isomorphismestopologiquesentre S, (M|, IN, et 8,({N,,|, {M,,}).
En effet, (zu)rF(u) est la transformée de Fourier de ((iz)” f( x))l’ ; en
utilisant la formule de Parseval et (2.2.1), on obtient

|| «er F(

2t f(2)) ],

V2
\ — ) . (p—r-+ (q—1) ...(qg — r—=+ ) \
= ZP(/) 1) p—1 I,).{z/ g—1) . (g—r—+1)] a1 ) () ||,

r==0

AN e P P 0 ) e G P e e M,

7!

=0

D’aprés (3.1.1), il existe une constante 3 telle que M My é{, ; on obtient alors,
p—t

_ 1 o . SN /
. AN, N T e 02 P D) gy Z) AR s
\ \

r! .

[’ FU ()

=T

\Yi
) M,N,,
ce qui montre que

F(u)yesS,({N,], {M,);

de plus, ¥ (u) converge vers 7¢ro dans S, ({N,}, {M,}) lorsque f(x) converge
vers zéro dans 62(17\11, LN,

La proposition 1 permet de justifier I'énoncé suivant :
Définition. — Les suites {M, |, {NP} vérifiant (3.1.1), soit
v(z)es, (M, ], (N, ).
Sa transformée de Fourier est une distribution généralisée

‘G(%’): ( )GS ( //HII‘I[I‘)
définie par la formule

(3.1.3) [ cl»(u)F(u)du:f o(z) f(—x)dx
ou F(u«) est un élément arbitraire de S, ({N,1, {M,}) et f(x) sa transformée de
Fourier inverse.

Lorsque o se réduit a une distribution ordinaire, la formule (3.1.3) définit
bien sa transformée de Fourier habituelle.

La formule (3.1.3) définit tout aussi bien la transformée de Fourier inverse o
d’un élément €S, ({N,}, M,}).
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Prorosition 2. — La transformation de Fourier et son inverse, définies par la
Sformule (3.1.3) sont deux isomorphismes topologiques entre S, ({M, ], {N,}) et
S.({No}s {M,.).

Prorosition 3. — Sotent
ves, (Ip! }’ :/’l}) et "!“EOI( Pt IM, .
On a
T(oKY) =B(0) T(Y).

Il suffit d’utiliser deux fois les relations
f B(o% ) G(g) du=—= [10 () kY (z)|g(—2z)dx

= 4@ b ks )] de= [ 50 B (e da,
ou
ges, (pth it
en supposant d’abord que 4 est une fonction.
Transformée de Fourier complexe. — Soit maintenant
e, ({pl ip').
Posons, en utilisant le théoréme 6 du chapitre II,

O ==+ 9

N\

gpla) e "'%""i\-:: 0 </‘F*” );

«
”
¢, = Z Drg,(x); &p(x)=o0 pourx<o;

r
P00
@ | iy 7] -
© o= 2 Drh, () foy (k) ==0  pour a0} hp(xye ¥ |, == O </1/—1;' ),
p=0

G, (w) = I—_f ’,‘,’“/,(.T) e~ da (v < o0);
VormJ,

— 1 Y .
H,(w) = &T_ﬂj hy, (x) e da (v > o).
I
On aura, pour ¢ =~ — 3

(B4

gp(x)e &

Gpta) | = [ Lyt | 2VE| ..
o
D’ou

G”(W):O<ﬁ> et, de méme, H”(W):O<7z7’lp—l) (p—>x).

Ann. Ec. Norm., (3), LXXVII. — Fasc. 1. 13
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On peut alors poser

D (w) :Z (iw) Gp(w) (v <o0);

pP=0
(D(\v)zz‘_(l'w:)/’[i,,(‘\‘) (>0
p=0
On voit que ®(w) est une fonction holomorphe pour ¢ 3£ o possédant la pro-
priété : Quels que sotent h, k, il existe A tel que

L]

) . 1
(3.1.4) |®(u i) ZAe h pour |¢|> -

Lorsque ¢ tend vers zéro par valeurs positives, ® (u—ic) et @ (u—+1iv)
convergent respectivement vers & (o, ) et vers & (¢_) et I'on peut écrire

(3.1.5) S(o) =P =1lim[D (v —iv) — D (u—+1iv)].

>0
>0

Lorsque ¢ est une fonction, ® (w) est sa transformée de Fourier-Carleman [107].

TrtoriME 1. — Pour que ®(w) soit la transformée de Fourier complexe d'un
élément o €S, ({p!|, {p!}) de support contenu dans le segment [a, b, il faut e
il suffit que ®(w) soit une fonction entiére vérifiant

Hﬂl_;Log](I)(/'e"Q)]éasinO (sin@ o),
(3.1.6) T
E;Logﬂb(r(’m)lfgb sin 0 (sin > 0).
>
Montrons d’abord que siz €S, (Jp!!, | p!!)etasonsupportcontenudans|a,b],
les conditions (3.1.6) sont satisfaites. Utilisons le théoréeme 7 du chapitre 11.
On a
o= XD/’,:,,M'),

p=0

avec g,(x)=o pour x < aetx >b;

! ,
gp(x)|[s=0 (\lzl’—p'> (p—>x) pour tout /.

Posons
h

1
G/; (w) = \/2_~ f Zp (J‘\) e oy ;
T.J,

on a, pour ¢ >~ o, pour tout /s, A désignant une constante

A
|Gy (w) | = E Vi — i gn(x) i
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D’ou
: b—a v —
|¢'(W)|é\/ o cl‘"<s p/\L;p\')Zhl’p‘Hg () || 4A (A = Cte).
=0
D’ou

1 . . 1
lim - Log | ® (re) | Z b sin 0 + W
r 3

ce qui donne la deuxiéme condition (3.1.6). La premiére s’obtient de méme.
Montrons la réciproque. Les conditions (3.1.6) entrainent d’abord

lim p Log|([) u)|=o0 (]3], théoréme 5.%.4),
>+

d’ou
Ouyes,((ptl ipth.
Il existe o €S, ({p!}, {p!}) dont ®(u) est la transformée de Fourier. On aura

o=lim[o(z—1iv) —o(x+iy)];
y>0
V>0

0(5) =— — f D (u) e du (y>o0);
\/zr

o(z) = f D (u) ez du (y<<o).
\27‘

On voit facilement que la formule

¢1(5) =~
\

— f ' D(ir)yersdr
2T 0

définit une fonction holomorphe pour « >> b qui réalise le prolongement analy-
tique de ¢ (=) sur la demi-droite x >b. On a donc ¢ = o pour z > b; on établit
de méme que 9 = o pour x < a.

Prorosirion 4. — Soit 0 €S, ({M,| | + x|). Sa transformdée de Fourier est une
Sfonction continue ®(u) vérifiant, quel que soit h,

(3.1.7) L0g|(l)(.u)|:M(i-Z—r\)+0(!) (u—>Fo0).

Utilisons le théoréme 3 du chapitre II. On a

@~2Dm,, ,

les g,(x) étant des mesures vérifiant

ij],,,(a)i(ll _—()</1/M >
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Posons

-»

(ll) \/qﬂ[i g/;(x) py
|Gﬂ(lt)|4\72-;[ |gp(2) | das
D(u) :Z (i) G ()

p=0

On a

»

02— (sp il ) Xm0 |

Vaerm \p=o b, M,

==t}

~

ce qui donne (3.1.7). Les G,(u) étant continues, ®(u) aussi.

Proposition 5. — Soient f(x)e ®@(|M,| de support contenu dans (a, b);
F(w) sa trans formée de Fourier complexe. Il exzste des constantes A, h, telles que

Log|F(w)| A —M <|—%—i—>+bv (v 0),
(3.1.8) .
Log|F(W)]éA—M(%)+av (¢ =0).

On a, en effet,
: )
(iw)? | F(w) | = L / 7 (x) emiwr der,
VarJ,

et, d’aprés (1.2.1),

L [F(w) | = 2=

“
————_——> e h?M, pour tout p.

Varm
D’ou

Al
IR ey,
F(w) | = —— \/)7_ inf 157

ce qui donne la premiére relation (3.1.8); 'autre s’obtient de méme.

2. Structure des distributions généralisées
construites sur une classe non quasi analytique.

1 1
LemMe. — Soit {Q, | € N et vérifiant (Q,) = O[(Q,H)/?)]. 1l existe une dis-
tribution généralisée
= U (IR, 1),

{Ry e M

de support origine, et une fonction

w(@)eS, (10, {p!h)
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nulle pour x = o vérifiant
(3.2.1) Y w(x)=20 (mesure de Dirac).

Posons, en effet,
oo : w' . _Q,

I'(w) est une fonction entiére de la variable complexe w = u -+ 0. Montrons
d’abord que I'(w) est de type exponentiel nul : on peut écrire, en désignant
par ¢(r) la fonction de distribution de la suite {¢,!

avec

(= [ og (1L )yt = Lo
" dq(p)

]
0
J ! %Lov/l—%—r\ dy(p) = ‘
p— - (. ) ) =
rJ c( P,) 7(p) == ) o

On peut toujours choisir @ assez grand pour avoir J— -, puis r assez grand
J 8 =3

i .
, Log |[I'(re) | =14-1,
0( -+ /')
AR
° (]l/’

pour avoir Iég, d’ou
(3.2.3) lim > Log|T(ref) | =o.
Montrons maintenant qu’il existe une suite {R,} € 1, de fonction associée
R(r) vérifiant
(3.2.4) T'(u)= O[eu (];—ll)] (te~> o), quel que soit £.
On a, en eflet,

1 “ u?
Log|I'(u)|= ;v[ Log <1 -+ P_'> dq(p).
On vérifie facilement que Log |I'(u) | vérifie les hypothéses du lemme 2. Il existe
donc une suite {R,} €91 dont la fonction associée R(r) vérifie, quel que soit £,
Jim [ R<‘/’> — Log|T(u) | l =+,
ce qui donne (3.2.4).
Enfin, on a, pour v = vj(0o =1 <q,),

\Q,u].
drl™ 9»

I+ — >
qp

[— — et

iw
qr

n ‘ iw
I —

d’ou I'on déduit

(3.2.5) lF(W)IéK(‘/})SUPL:K(W)BQ”““ (v =),
VAV ERRR/
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avec

K = l] (“;)

p=1

Q(r) désignant la fonction associée a {Q,|. D’aprés (3.2.3) et le théoréme 1,
I'(w) est la transformée de Fourier d’une distribution généralisée y de support

origine. Ou a R(r)>>Q(r) et la suite {R,| vérifie aussi (R,,)/‘:zO[(R,,_,)/%];
d’aprés (3.2.4) et la proposition 1 du chapitre II, on a

F(wyes,(ipt}, {R,])
done
€S, ({R,, {pt]), puis yeS (1R, {p!}),

et, puisque Yy est 4 support compact, y€&'( {R,| ). Parailleurs, d’apres (3.2.5),
1 L ! )
I‘( )G"‘ (1Qnh donc m;ebz(il)lf)»(ipr)'

I ’ nl . ’ » .
) est la transformée de Fourier d’une fonction

w(X)€8:({Qpl, Ipl}),  done w(x)ed, (1Q,} (p!);

L e du
“"“”)“Vﬁ-f_w T(w)

en remplacant 'intégrale le long de 'axe réel par une intégrale prise le long
d’un demi-cercle de grand rayon, de centre O, tracée dans le demi-plan ¢ —Zo,
on voit facilement, d’aprés (3.2.5), que w(x)=o0 pour x < o. Enfin, la rela-

w(x) est donnée par

tion w(u)ﬁ =1 donne (3.2.2).

TreorEME 2. — Soient {M,{ €M et | M, | € M. Il existe une distribution géné-

)

ralisée v € U &' ({R,}|) de support origine, ne dépendant que des suites {M,|,
{R,} €M

{M |, possédant la propriété suivante :

Toute distribution généralisée o€ D' (| M, ) est de la forme

(3.2.6) es=v%f(x); flx)eDd. ({M,]);

de plus, st

v€W, (M1, IN, ) [resp.geO (M, 1, IN,})],
on a

JERUM,LIN, ) [resp. feS, (1M, ], IN,{)].

Soit, en effet, Q,= inf M, M,

.5 (quitte & remplacer {Q,| par une suite
g0 .
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« plus petite », par exemple :25 Q,—,¢” ("), on peut supposer que {Q,| vérifie

(Qp)/l'zO[Q,,_i)f';]. D’aprés le lemme, il existe v et w () vérifiant (3.2.1),
avec w(x)€S,({Q,}, {p!}) et w(x)=o0 pour x<o. St c€® ({M,}), la
régularisée f(z) =9 % w(x) est dans ®'( {M,}). En effectuant la convolution
par v, on obtient (3.2.6). De plus, on voit que si

veds ({M,], {N,]) [resp. O'({ M, 1, {N, 1],
on a ‘
feﬂ(;;\/l'/,}, {N,D) [resp. LSZ({M’/,}, YN, D

TutoriME 3. — Soient ¢ et { appartenant a U &' ({M,}). Alors, le segment-
(Nrem
support de ¢ % U est la somme des segments-supports de ¢ et d.

Ce résultat a été démontré dans le cas ou ¢ et ¢ sont des fonctions par
Titchmarsch ([24], p. 324). Dans le cas général, c’est une conséquence immeé-
diate d’'un théoréme de Lévinson ([20], chap. IIl) : D’aprés ce théoréme, le
théoréme 1 et la proposition 4 du paragraphe 1, la « densité » des zéros de la
transformée de Fourier d’un élément

ve (U ¢oim)

{MP}EJII,

de segment-support (a, b) est é-;——(—[ D'Qu il résulte que la longueur du
segment-support de o x ¢ est lu somme des longueurs des segments-supports
de o et 4. On sait, d’autre part, que le support de o x L est contenu dans la
somme des supports de ¢ et ¢, ce qui permet de conclure.

TueorkME 4. — Soit { Q| une suite positive logarithmiquement convexe vérifiant
(3.2.7) sﬁQ”qLo0 ) < +o.

= Q, "FQ
p=1
Alors, toute distribution généralisée o €8&'(|Q,|) est égale a une série de la
Sorme (1.3 .2) convergente dans un certain & ({R,|)({R,| €M), les mesures 1.,
ayant leurs supports contenus dans le segment-support de ¢.

L’hypothése (3.2.7) permet de remplacer (3.2.4) par une inégalité analogue,
mais valable dans tout le plan. D’abord, U'hypothése (3.2.7) équivaut a

(3.2.8) / 'ﬂfl}{‘_‘%’?dp<+w,

(") D’aprés le lemme 4%, p. 55, la suite obtenue appartient a O,
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en effet, on a

ZQ”_iLog Q” _f Logpdq(o) r_)nw[ (r)Logr f q(p) (Logp — I)dp]

d’ou

ce qui montre que (3.2.7) entraine (3.2.8). D’autre part, on a

S5

ce qui montre que (3.2.8) entraine

2

"/(

lim 27 Lo8”

D’autre part, on a

] 7? ' rJ,

:f)x [Log({wrl)-Log(I+ Ig{)

)dP_f ) , Pf ,(I+P)

“q(p) Log(9+1)d
o?

d’ou

On déduit de la qu’il existe une suite {R,} € I telle qu'on ait, quel que soit £,
3.2.9) r(reiﬂ)éA.e“(f-) (A = Cte).
(3.2.9 |

En raisonnant comme pour le théoréme 7 du chapitre II, on voit qu’il suffit
de démontrer le théoréme 4 dans le cas ou ¢ a pour support I'origine. Sa trans-
formée de Fourier est une fonction entiére vérifiant

(3.2.10) ®(rel) = 0(en) quel que soit ¢ > o,
o . [Q(M)] - ,
(3.2.11) D(u)y=0|e \ * quel que soit A (uw réel).
D (w)
L(w)
et (3.2.10),0na

La fonction T est holomorphe dans le demi-plan ¢ <To.D’apres (3.2.5)

!
Zor » IS
I‘(w ‘éB;c pour tout ¢ > o,

et, d’apres (3.2.5) et (3.2.11), ona

D (u)
I'(w)

=o(1) (e —>Etw).
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D’aprés un théoréme de Phragmen-Lindelof, on a alors
|®(w) | ZB|I(w)]

dans tout le demi-plan ¢ —~o0 (B =Cte). D’aprés (3.2.9), on a donc, quel que
soit £,

o
(3.2.12) |q>(w)1éABe"(T) (v Z o).

Considérons alors le développement de Taylor de ®(w),

(3.2.13) |¢(w)|:2 C (iw)?.
p=0
On sait qu’on a
C,|r’=sup|®(red)|, d’ou C,|rr=ZAB e“(z)

P pé]: P
r 1
{C,,|éABinf(r—pe“(ﬂ>):kfﬁ ;o lim (R, G|y =

14 14

et, puisque £ est arbitraire,

1
pl};g (Rp|Cp )P ==o0.

Il en résulte que la série ZC,,S“’) converge dans ' ( {R,}) et qu’on peut écrire

,):0
® :2 C/, 6(/”,

p=0
ce qui achéve la démonstration.

Remarque. — On ne peut pas, dans 'énoncé du théoréme 4 remplacer la
condition (3.2.7) par une condition moins restrictive. En reprenant le calcul
fait ci-dessus, on a

R
f Log|[‘(~zr)|—.—~f P(P_:;{l)_éP_) 4

VR
~ [ LogRle )q

p+R

VR

q(p) Logp—- L)

p?

0

- . R . , S
<On utilise le fait que SR croit avec R et Rép%) Si 'on suppose

Qﬂ—i L QP
= 0og =+,
QT Qe

NoE

0

Jrar—

<
Il

¢’est-a-dire

on a

—=—+00.

f" Log|T'(—ir)|dr

r‘Z
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIL. — Fasc. 1. 14
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" Alors, si 'on pose

L(w) =Y, C,(iw)?,
pP=0
on a

T'(—ir) :2 Cpre.
p=0

Les C,, sont positifs. Ona

C C._, — 1 ) — 1 Q 1
et zqaaqa: e qap——iqﬁl qﬁa L qﬁp+1 e q“i q“: e q“p—: z qﬁtqﬁa e qpp+x ’
les sommations étant étendues 4 tous les systémes d’indices vérifiant

< Age o o< Apyq} 61<ﬁz---<ﬁp<ﬁp+1;
1 Rl 1

1
Fa,Gas- - +Go, 5198, - '9[3,,_2 9o, Qs+ < Jop—y 9o, 98,985~ - - 98,
(<< on.. . <<apa<<ap Bi1<<PBa...<Bp)

(Cp)2 -

Et il est facile de voir que C,>C,, C,.,, ce qui montre que la suite {C,,} est
logarithmiquement concave. Posons

C(r)=sup G,r7;
p0

on a

r2

I‘<—~i£>éC(r)Z%:2C(r), d’ou /‘”M:er,
p=0

ce qui montre que la série ¥ C,0 ne converge dans aucun @' ({M théo-
q q p 8 »

réme 3 du chapitre I).

3. Structure des distributions généralisées
construites sur une classe de fonctions analytiques.

ETUDE DE CERTAINS PRODUITS CANONIQUES. — Soit {A,} une suite positive, non
décroissante, vérifiant
. A o
(3.3.1) a. lim 2=+ o; Z——
p>>p Ap

Soit ¢, une suite de nombres égaux 8 41 ou & —1; on pose

(3.3.2) S(r=¥% . a=lim g (r); b=TmS(r).
‘ ).Pérp



SUR QUELQUES EXTENSIONS DE LA NOTION DE DISTRIBUTION. 107

’ : 1 I3 2 \ 0 . ’ .
La série Z 53 étant convergente d’aprés (3.3.1, a) on peut définir une fone-
P
tion entiére I'(¢w) par

o

(3.3.3) .l‘(w):I]<1+ Ie)”w)e—_;{’/_f (w=u 4 iy = reih),
. A

p=1

ce qu’on peut écrire I'(w) =", (w) T, (w), avee

Iiv

l\(tv)_—_II <1+%—:>e~ﬁ; Ly (w) = l[ ( m)'
’,:—0—1 4;,,:—-1
On désigne par 7,(r) et 2,(r) respectivement les fonctions de distributions
des modules des zéros des fonctions I'y (w) et I', (w).
On pose
W(ry =12, (r) + I (r); P(r) =2 (r) — ko (1),

#(r) est la fonction de distribution de la suite 7,. Les hypotheses (3.3.1)
s'écrivent aussi

(3.3.4) “a. lim )‘"(’.):0; b. f d/\“):—}-oc;
r>® VAl r
et entraine
1 M = lim 2o (r) —o0 et lim ) =
ree rew p rew p
D’autre part, on a
S(m= [ 2e) — +f 20 g,
0
d’ou
(3.3.5) T [ i;f—)dp:b; lim [ 2 dp=a
0 0
On peut écrire
(3.3.6) [T (w) |’:]:[(I+%> (u réel),
p=1

(3.3.7) 1

gIT(@r)y|=H,(r) + K(l") ; Log|F(—ir)| =H.(r) —K(r);

f Log d/,(p), I, (1)_f Log
S PO S s e
Y p[J.(II) } )
= <r+p>ﬂzf0 wr ey

14.

I————’tﬁ\ (p);
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LemMe 1. — Ona

- 1
Jg{; TIZ-! Log|T («) | =0

découle de (3.3.6) et d’un résultat de Carlson ([4], Note II).
Lemme 2. — I'(w)I'(— w) est une fonction entiére de type exponentiel nul.
En effet,

r9

<M (14 ) =100

4

w2
37

[IT()T(—w)|=11 5

[ —

>

P
découle alors du lemme 1.

LemMe 3. — On a

lim I;Iﬂ_—_ FIH E1—(—,‘—):0.
r>wo r r>» r

De plus, quels que sotent e >oety >1,0na
(3.3.9) Hi(r)>—cr; H,(r)y>~—zr

pour un r vérifiant ? Zr—vyR dés que R>R, (<, v).

Considérons la fonction entiére

— w?
C(w) _apj[:]M(I — T,i)
On a
H,(r) =Log|C(r) |

D’aprés le résultat cité de Carlson, C(w) est de type exponentiel nul, d’ou

H}L(’”)

= 0;
ro-w r

la formule de Carleman appliquée a la fonction C(w) dans le demi-plan ¢ >0

montre alors que
R
. I I
ngr;f <7 _ W>Log|(](r)|dr

existe. Supposons qu’on ait, pour une infinit¢é de R; tendant vers l'infini,

H,(r) = —cr sur les intervalles Pl = r+vR;. On aurait alors

YR; /g I 3 I
f ;;_,—W H1(r)dré—2sLogy—l—5 I—W 3
R;

T{

ce qui entraine une contradiction. Le principe de cette démonstration est du a
M. Kahane ([16], p. 88).
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LemMe 4. — Ona
0 I - . Tm X — i) | —
(3.3.10) rlgg ;It;og]I‘(z/) | Zb; 71;}1{}3 rLog]I‘( ir) | =— a.

D’aprés (3.3.7) et le lemme 3, il suffit de montrer que
Tim (1)
r

On a, d’apreés (3.3.5)

b et l_iﬁg——f-_’;)éu

4
f IJvl(l;l'> du<b+ ¢ des que px R, (e).

D’autre part, d’aprés (3.3. K(,r)

=1-+1J, avec
K, . o \
I:f ! ,{f IJ'(H du'(lo, |I|4 il sup \ (;(u
(/‘—I—p)*( u? 5 + 7 s
[J.(ll) ) N f"‘ rdp )
—fa (r +0) %f du d=(be) ke (r—l—P)zéb—l—c’

R, étant choisi, on peut toujours choisir r assez grand pour avoir

[T]=e  dou ,Ii:"‘-k(.r) = b+ 2z,

et, puisque ¢ est arbitraire,

fm () _y,
ro-o r -
L’inégalité
lim K >a
r>w I
s’obtient de facon analogue.
LemMe 5. — On donne les nombres a, b finis. On peut toujours choisir les ), de
maniére a satisfaire les conditions suivantes :
a. lim ﬂ:b; lim (’)::a;
rye p F>w T

b. Quels que soient e >0 ety > 1, il existe une infinité de R, croissant et ten-
dant vers U'infini, une infinité de R, croissant et tendant vers Uinfini, telles que

| K(r)é(l)_—,’j;) ” pour —P.{,_’/é/ Yl)\l/s
(3.3.11) R‘(
K(ry=(a+5e)r  pour =L —Zr=vR.

On voit d’abord qu’on peut choisir les ¢, de maniére a avoir les propriétés
suivantes :

a. im'S (r) =10; LmS(r) = u;
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b. 1l existe des nombres R, croissant et tendant vers I'infini, des nombres R

croissant tendant vers I'infini, tels qu’on ait, quel que soit ¢ > o,

S(ry>~b—: pour %’—éréqﬂ,,
et r>Ry(q);

R, ,
S(ry=Za-+: pour (—/”_éréq}i/,
cela découle immédiatement des propriétés classiques des séries divergentes

On a
![J'ir) I éf‘; pOlll' /‘él{i (E)ERO(G)’

On aura alors

H(:.) dr>5b—n2:¢ pour R—"él'é{]}{,
o q '

et r>= R (e).

f (‘Ll(j:)dréu—ze pour l{%”éréql’\'

Posons K(r)=1,+1,+1;;

Ry

Y . ¢ :
II:/ - ! {f ”(_I,l)du)*dp;
o (r—+p)? o u? 5

7Ry r 7 I # r )
I;_f . 5 1 L2 = | :(lp,
h, O gr, (7 0)?
K
avec
EL/ER,(S) et Ii’é H—'éré]'l{qé(]l{,,
q q i
On a, en posantM_sup f PL(u)alu
p>0 0
R
.
|I1|éMf rdp - MR, _ My .
o (rpe)»gr+R,T gy
llt=|éMf rdp — MrR _ MYV
gr, (70 rg Ry
et
My do (42— 1) rR,
LZ(b—2¢ f —t = (b —2 .
== | G T R g Ty

7
La derniére expression obtenue est invariante lorsqu’on change r en —" ; lorsque

r parcourt 'intervalle <%—, yR,,), son minimum est atteint aux extrémités de
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cet intervalle et vaut (b — 2:¢) ( HUTE—1 . On voit quen prenant ¢ assez

Yq (Y +q)
grand, on aura
L2 b —3e; [Lif=e; | L] =Z¢;

d’ou la premiére inégalité (3.3.11). La deuxiéme s’obtient de facon analogue.

Le résultat suivant intéressant en lui-méme, est a rapprocher d’un théoréme
analogue de MM. Kahane et Rubel [17] établi par une méthode tout a fait
différente.

TnrorkMeE 5. — On donne deux nombres a, b et une suite positive m, vérifiant
les conditions suivantes :

T)” est non décroissante

. m Q
lim = — 4+ x; )
n->» 1) ﬂ I)'Ip

=+ .

Soit M(r) la fonction associée a la suite {M,} ={m,, m., ..., m,}. Alors, il
existe une fonction entiere I'(w) vérifiant

(3.3.12) Log | T (u) | ZM(|u]) (e réel)

de type exponentiel a dans le demi-plan inférieur, de type exponentiel b dans le
demi-plan supérieur, et telle que le produit T'(w) T'(— w) soit de type exponentiel
nul.

La fonction I'(w) sera donnée par (3.3.3). La suite {4,} étant fixée,
le lemme 1 montre que I'(w) est de type exponentiel nul sur I'axe réel; les
lemmes 3 et 5> montrent qu’on peut choisir les ¢, de maniére aavoir

T—r—nLog|I‘([r)| — T Log|F(—z1)| _
] 7 re>o

Un théoréme connu de Phragmen-Lindelof montre alors que I'(w) est de
type exponentiel a dans le demi-plan inférieur et & dans le demi-plan supérieur.
Enfin le lemme 2 montre que I'(w)I'(— w) est de type exponentiel nul.

Il reste & montrer qu’on peut choisir les A, de maniére a satisfaire (3.3.12).

Montrons qu’il suffit de poser A,=m.,,. En effet, la suite % est alors non

) . . A(r .
décroissante, et la fonction ¥ est non croissante.

f /() >A(,)f do = i(r).
Ensuite, on déduit de

(3.3.6) Log|T( r)i_\/wr‘-’—,:p “PP)dP/f ’<P)dp+ ")J L

On a d’abord
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¢’est-a-dire
].2/) ,.2/) 7P
Z su

)

752 b up p ’
po i A sty FE0MyMmy ... My po MMy ...,

ce qui achéve la démonstration.
APPLICATIONS AUX DISTRIBUTIONS GENERALISEES.

Turorime 6. — Soient (M} et | M| deux suites positives logarithmiquement
convexes vérifiant

MI

M, _ + o0} lim & 2

(3.3.13 lim =
) pr» ]7 Mp 1

=+ 0.

1l existe une distribution généralisée y de support origine, ne dépendant que des
suites { M, |, {M, |, possédant la propriété suivante : '
Toute distribution généralisée
eeS (IM L IN, ) [resp. O'({M, ], [N, 1)]
est de la forme

(3.3.14) e=y*xflz); [(2)eQ(M,],[N,}) [resp. f(x)€F, (IMy}, {N, D]
Il suffit de montrer qu’il existe

w(@)ES, ({Q, 1L ip!h) (Q,= me M)

=p
et v de support origine vérifiant y % o () = 2. On peut d’ailleurs supposer que

10, verifie (0,5 =0] (¢, .Y .

Si{M,jeM et {M,}€N, le théoréme résulte du lemme du paragraphe 2.
Si I'une des suites | M,,}, {M’ | n’est pas dans O1L, il en est de méme de | Q,|.
De plus les condltlons (3.3.13) qui s’écrivent

li mf'r) :lim’—n—éi‘—2 =o entrainent ]im’—]%—) =0
puisque
qg(ry=m(r) +m'(r), donc lim — ;Q" =o.
7(r) (r) + (r) p»ooPQp—
Considérons alors la fonction I'(w) définie par (3.3.3), avec /,= (‘ ; de plus,

les ¢, sont choisis de facon que a=b=no0. Alors, d’apres les lemmeb 1 et /et le
théoréme de Phragmen-Lindelof, I'(w) est une fonction entiére de type expo-
nentiel nul, transformée de Fourier d'une distribution généralisée v de support
origine. On a, d’autre part, pour |¢| =7 (o <n<2,),

e,w %% ig,w u
l 1 }" >r1— —{« et ‘ 1+ )" > # .
7 P \p yZ
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Posons
' PG o £, —
A= et B= H(I—GX‘))eqq
g=1 g=p+1 !

On aura quel que soit p,

lulp
EW) [ ABs =5

d’autre part, on a

LogA>—vM, si M =sup

et

K

AR
Bé[]([— 7\—,,>e » =B (n).
g=1

[On utilise les inégalités faciles a vérifier (1—a) e*< (14 ax)e =<1 pour
x> o0.]D’ou finalement
[T (w) | B (n) e Mn+Qu) pour |¢|Zn.

On a done
! S ({pli 101
INT)) €S, ({p! 1Qpnh;

1 ’ . E} .
O est transformée de Fourier d’une fonction

w(@)es, (1Qpl: {p!})
et 'on a w(2) %y =2, ce qui permet de conclure.

"TutorEME 7. — Soit un segment (a,b) et une suite {M,,} positive logarithmique-
ment convexe vérifiant

®

M . M,_
! ?_ non décroissante; Z 2l — | oo,
p—1 My M,

p=1

Alors, Uespace S,({M,}, {4+ o) contient une distribution généralisée v (x)
ayant pour segment-support (a, b) et telle que le produit de convolution
v(2) % Y (— ) ait pour support origine.

Par la transformation de Fourier, on se raméne 4 montrer qu’il existe une
fonction entiére I'(w) de type exponentiel — a dans le plan ¢ <o, de type
exponentiel b dans le plan ¢ o, et vérifiant

e —2M<M>
f LT () e k /du <<+ quel que soit &,

—w®
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et telle que I'(w) I'(— o) soit de type exponenti¢l nul. D’aprés le théoreme 5
il suffit de construire une suite | M, | vérifiant les conditions :

’
m , .
a. ?’—’ non décroissante ;

’
..m
b, lim = =40
p>o P
I
e X o =+ ;

m,

d. M’(r)_é_M(%) — Log;—; quel que soit £.

La condition d équivaut a :

d. lim ", = .

P> Mp—

— ( [ ’ .
La suite { m2, | définie par

satisfait aux conditions voulues : c’est a peu prés évident pour a, b, d'. Pour ¢

il suffit de poser

I I 1
n, m, m,

Ay

et de remarquer que. le produit infini

[0 ) =113

est évidemment divergent.

TuroriMe 8. — St © est une distribution généralisée a support ponctuel et § une
distribution généralisée a support compact. le segment-support de ¢ % est la
somme des segments-supports de © et .

(’est une conséquence immédiate d’un résultat de R.P. Boas, théoréme 5.4.12.

h. Application a l'é¢tude des équations de convolution.

Levme. — Soit 9 € U S, ({M,}, {p!}) vérifiant o = o pour x < o. Alors, la
Mpy Eom ‘
transformée de Fourier ®(u) de o est prolongeable en une fonction ®(w) de la

variable complexe w = u + 10, holomorphe dans ¢ < o possédant la Propriété sui-
. ‘. - S srifiane (2
¢ ; . ;
ante : Il existe une fonction non décroissante y (r) vcrlﬁanlyf dr 4= et
telle gu’on ait, quels que sotent ¢ > o et k> o,

1

3.5.1) Log| ®(w) | ZA+y(|u])+e 7

a pour ¢ —

A, constante pouvant dépendre de < et de k.
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Utilisons la formule (3.2.6) avec M), =+ o pour p >o0:0n a
o=y % f(x), avec f(x)eQ( |+, {p!] et f(xz)—o pourz<o.
Passons aux transformées de Fourier
O(w)=%(9); L(w)=%(y); F(w)=%(f).
I

Ce sont des fonctions holomorphes pour ¢ < o. On a pour ¢ Z— >

(3.h.2) |F(w)1év7;_;[m|f(x)|emdm

&

bdr =B (B =Cte).

)

D’autre part, la formule (3.2.2) donne, pour ¢ o,

LT | ([ R B  [E) 1 o

»

= \71"? (sgfp‘f(m) T

=

©

o=

él‘(:‘v)n<1+ Z—p> T (iv) | T(u)].

p=1
Posons
% (r)=ZLog|L'(r)|.

La formule (3.4.1) découle alors de ®(w)=TI(w)F(w), de I'inégalité
précédente et des inégalités (3.2.3), (3.4.2).

Tutorime 9. — Soit 0E \ ) S, ({M,}, {p!}), vérifiant ¢ = o pour x < o;
™, €0t
®(w) sa transformée de Fourier. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'il

existe une distribution géncéralisée ; € \) @ ({M,}) vérifiant
oIy
est qu'tl existe deux [onctions a(r), <(r) définies pour r > o, non décroissantes,
vérifiant
(3.%.4) f G—(f;)(l/'<+oo; f T(i‘)(/r<+oo
: p ;

W2 Iz

et telle qu’on ait, quel que soit ¢ > o,
(3.h.5) Log|®(w) | A —a(|u|)—c|s) pour v—+7(lu|) Lo,
A, constante pouvant dépendre de =.

La condition est nécessaire : Soit p€ @' ({M,}) vérifiant (3.4.3). T > o étant
donné, soit g, une distribution généralisée nulle pour 2 > T et égale a ¢ pour

Ann. Ec, Norm., (3), LXXVIL. — Fasc. 1. 15
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a <T. La valeur de ¢ % ¢ sur (— o, T) ne dépendant que des valeurs de ¢ sur
(—w, T), on peut écrire

© % pr—=0 + Ar, avec hre U S (M}, {pth
M} €0

et hy= o pour & < T. Prenons les transformées de Fourier
D(w)=3(9); Ry (o) =& (or) et Hy(w) =S (Ay).
Ce sont des fonctions holomorphes dans ¢ < o vérifiant

(3.4.6) ®(w) Rp(w) =1+ Hy(w).

«, k, T étant fixés, on a, en appliquant le lemme & la distribution déduite de A,
par la translation — T,

1

Log|Hy(w) | A +y(|u|)+a|¢|—T|¢| pour ¢ — &

Posons =(r)=sup <11, Ti—i (A+y(r)+ Logz))- ©(r) satisfait bien aux
conditions de I'énoncé ; de plus, la relation

e+T(lul)Lo entraine ]HT(W)|é§
et, dapres (3.4.6)

(3.1.7) | @ (w) || Re(w) |

I
2
D’autre part, d’aprés le lemme, on a, pour ¢+ <(ju|) <o,
Log|Ry(w) | ZA,+ % (|ul])+c¢|¢| pourtoute>o,
d’ou 'on déduit
Log| ® (w) | =— Ay — Logo — 7 (Ju|) — e[ v]),
ce qui donne (3.4.5), avec 5(r)=y,(r).

La condition est suffisante. Soit

se \J S.(IM,}, (N, ])

orE
satisfaisant aux conditions de I’énoncé. Posons

1 ez’m,r; (Z“.

(3.%,.8) Pa(2)= \/_2;71 —(I)(_w)’
. LU.

ou L, désigne 'arc de courbe ¢ 4+ <(|u|)=o, |u| < a, orienté dans le sens des
u croissants. Soit f(x)€®({M,}) de support contenu dans (@, b), F(w) sa
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transformée de Fourier. Calculons le produit scalairef \oa(x)f(x) dx. On a

/_‘:wpa(x)f(:c) (Zx__ / f(z)drf (I) )

o Y odw e 1 F(—=w)
V/‘I)(“)f f(x) e de = B dw.

On a d’aprés 'hypothése et la proposition 5 du paragraphe 1,

F .
(3.5.9) l(—f%—g—;}é(]exp[(ll +z2)|e|— Rl<%> -+ a(}u,|)] (0 +7(lu])Lo)

et sur L,

F(w)
‘fl)(w)

éCexP[(‘/)—+—€)T(|ll,|)+O’(f'1(,|)—M<_|—l72_|>‘|.

- intéer F(—w) ap
D’aprés le lemme 3 de la page 67, on voit que l'intégrale Bwy Ser

absolument convergente si la suite | M, | vérifie (1.2.16) et

(3.%.10) lim [M(;;) —kz(r)— a'(r)]:—i— w quels que sotent h et k.
r>»
D’aprés le lemme 2 de la page 67, il existe, pour chaque 4, une suite
{ M, |, € vérifiant (3.4.10) quel que s01th et, d’aprés le lemme 5 de la page 56.
il existe une suite { M, € ON vérifiant

M

M £ = Iy M.k quel que soit £,

p—1 M, ik

ce qui entraine M( > ~_M,(r) et par suite

11;2[M<;L> —kt(r)— d(r)]é}i_)ni[Mk<%/'> — kT (r) — O'(r)] =+ oo,

La suite {M,} étant ainsi choisie, l’intégralefF(— ) d our L. désigne la
L

D(w)
courbe ¢+ (|u|)=o0, converge absolument et uniformément lorsque f
parcourt un ensemble borné dans @({M,{). Il en résulte que p,(x) converge
dans @'({M,}) vers une distribution généralisée s donnée par

» e—-i W

(3.h.11) :\/—2_; LW

dw.

Montrons maintenant que g =o pour &< o; pour cela, reprenons la formule

fmf(w)dr-fw L

et supposons b < o: on peut d'ailleurs choisir < de maniére a avoir b+ ¢ < o.
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On montre alors facilement qucfpaf(x) dx tend vers zéro lorsque o tend vers
infini, en remplacant 'intégrale sur L, par une intégrale prise sur un cercle
de rayon « tracé dans le demi-plan y <o, et en utilisant (3.4.9).
Il reste & montrer que 2 % 5 =2, ¢’est-a-dire que pour toute f(x)€ D({M,}),
on a
J (9 % p) f(x) de=f(0).
Or, on a

[@xersi)de=[o@) g % flo)dr

f(l)(c (w)F(—w))dw _f F(—wu)du=f(o

Remarque. — En précisant un peu la démonstration, on voit facilement que
la restriction de p a lintervalle (—oo, T) appartient a la classe @'({M,})
5’1l existe un nombre « > 1, tel que

"> o

— a0 quel que soit /.

Par exemple, si I'on a |®(w)| > A|u|* (2« >1) dans un demi-plan ¢ ¢, on
voit que ¢ est une mesure.

LemvMe. — Les suites {M,,}, {N,| vérifient (2.2.4) et

— 1 N,
(3.%.12) m - L <+ .

Soit f(x)eS, ({M,}, {N,]). Sa transformée de Fourier est une fonction
entiére ¥ (w) vérifiant

Log|F(w)|=ZA — M(l/|>+g(/a[‘|) pour un A, un h, un k.

M(r) désignant la fonction associée i la suite {M,} et g(r) la fonction associée

(VAN

a la suite Ny

En effet, d’apres la proposition 1 du paragraphe 1, on a
AL
[TV (u)| = AkrN, e )

et la formule de Taylor donne, pour K > £,

)

Nl>~

[ F ()| = Asup }"l"!” N, —\1<Iu|>2<
p=0

ce qui permet de conclure.
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TarorimMe 10. — Soiz o €S ({p!}, {p!}) vérifant 9 =o pour x<o. On

suppose de plus qu’il existe une suite |N,} vérifiant (2.2.8) et (3.4.12), une fonction
T (r) non décroissante vérifiant

lim ~—— su ( Logkr — Lo ) —o quel que soit k
;—)wT(" p>r()) \[) gN 7 U

possédant la propriété : quel que soit ¢ > o, il existe A tel que
Log| @ (w) | > A—c|w]| pour |u|ZT(—¢) (v o).
Alors il existe une distribution généralisée ;€S ({p!|, {N,|) nulle pour x <o
vérifiant
Pour la démonstration, posons

1 e dew
P

Yy \/;T L, ‘I).(W)

On désig )
par L, I'arc de cette courbe défini par ¢ > — ¢. Soit

Jryes ({plis IN ).

sens des « croissants et

On a
|2 e [
lp/(z)l_\/gﬂe I [ @ (w) |

On peut donc calculer le produit scalairef o () f(x)dx etTon a

—»

+e + = iwx o]
f 0, () f(2) do = /__f f(x) dx ed)(w“

Lq

1 dw f u)
= f(z) e dr —f dw.
\/277 Lq‘q)(w) Ly (l)(

Or, on a, d’aprés le lemme et ’hypothese,

l @ (w) }—(“”‘P[ el wl gkl l)]

luj \ :
~Ce " exp[(— QL/L —|—s)|u,|—|—a|v|+g(/-'|r|)} (C = Cte).

Sur la ligne L, on a

o(hle)”
<— Zih—|—s>|u|+slv|+5’(/-'lvl)é|u][(— fl-L—i—) TH‘ 5 +°,15(‘|:||)>J-

Comme p!>. % Nooona
/'

r=g(r et lim
_c( ) > F(I)
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Il résulte des hypotheses que le crochet tend vers — ﬁ —+ ¢ lorsque ¢ tend

. . . .. 1 , . . . .
vers linfini. Comme on peut toujours choisir ¢ <~ on déduit de la que I'inté-

F(—w n ,
grale[ —é(—w)—zdw converge absolument et uniformément lorsque F parcourt
L,,
un ensemble borné dans & _({p!, {N,{). C'est dire que g, converge dans
S ({p!}, {N,}) vers une distribution généralisée ¢ définie par
I e dw

pre—— lim .
VamiseJ,, ®w)

(3. 1. 13) p—=

Montrons que s =o pour & < o. Pour cela, on considére la fonction ana-
Iytique o(z) définie par

o(s) = = 1 [ i dw (> o)

5)= — _ y>0);

' Vor - @(w) ) '
I s dw

0(2) (y <o),

T Verdi (W)

ou L~ et L™ désignent respectivement la partie de L située dans u <o et celle
situ¢e dans u > o; on remarque que la fonction définie par

%

0 (_) o : © et dr
RN VPr K T
est holomorphe dans 2 < o et éga}e ag(s)si Y Fo.

Il reste 8 montrer que ¢ % ¢ =¢. Cela s’obtient comme dans le théoréme 8.
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