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SUR QUELQUES EXTENSIONS
DE LA

NOTION DE DISTRIBUTION ( )
PAR M. CHARLES ROUMIEU.

INTRODUCTION.

Depuis l'introduction par Dirac de sa « fonction » ï(x), la nécessité d'élargir la
notion de fonction s'est imposée aux mathématiciens en des domaines divers, et
la théorie des distributions développée il y a une dizaine d'années par
M. Schwartz est venue réaliser une synthèse satisfaisante entre les solutions
très variées apportées à ce problème. On en connaît le principe : Les distribu-
tions sont les fonctionnelles linéaires et continues sur un espace de fonctions
convenablement choisi. L'espace (33 de M. Schwartz est celui qui conduit au plus
petit espace de distributions permettant de dériver indéfiniment toute fonction
continue. Mais bien d'autres espaces fondamentaux sont possibles, conduisant
à des espaces de distributions plus ou moins intéressants. MM. Gelfand et Silov
en ont proposé et étudié quelques-uns [13]. Par ailleurs, Fantappié [12], avant
même la théorie des distributions, et plus tard Kôthe [19] et Grothendieck [15]
ont étudié les formes linéaires continues définies sur certains espaces de
fonctions analytiques.

Les espaces fondamentaux < î ) ( j M ^ } ) étudiés dans le chapitre 1 sont des
classes non quasi analytiques de fonctions indéfiniment dérivables à support
compact. Leur topologie est la limite inductive de celles d'espaces normes, mais
ce n'est pas en général une limite inductive stricte; ces espaces généralisent les
espaces de suites étudiés par Kôthe [18]. Le dual CQ'{ j M p } ) de (DÇ [M^ ) est
un espace de distributions généralisées. La théoriede ces nouvelles distributions
se développe de façon analogue à celle des distributions ordinaires. Toute

( ' ) Thèse Se. m a th., Pa r i s, 19 5 G) .
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42 C. ROUMIEU.

S € û3'( { M j u } ) es^ égale à une somme infinie de dérivées de mesures de supports
contenus dans un voisinage arbitraire du support de S; mais, contrairement à
ce qui a lieu pour une distribution ordinaire, il existe des distributions généra-
lisées de support origine qui ne sont pas égales à une somme infinie convergente
dans un (Q'Ç [ Mp} ) de dérivées de la mesure de Dirac.

Les espaces fondamentaux envisagés dans le chapitre II, s'introduisent natu-
rellement lorsqu'on étudie la transformation de Fourier des distributions géné-
ralisées. Mais il est intéressant d'étudier ces espaces en eux-mêmes, et plus
particulièrement ceux qui contiennent un sous-espace dense de fonctions analy-
tiques. Les distributions généralisées opérant sur ces espaces apparaissent
comme valeurs limites de fonctions holomorphes dans un demi-plan, ce qui
permet de définir leur support.

Le chapitre III est consacré à l'étude de la transformation de Fourier des
distributions généralisées et aux applications. Il y est fait largement appel
aux techniques de la théorie des fonctions entières de type exponentiel. Les
applications sont de deux types :

— D'une part, nous avons cherché à préciser la structure des distributions
généralisées : chaque classe est engendrée en appliquant à des fonctions un
certain opérateur différentiel d'ordre infini. Le théorème de Titchmarsh sur le
support du produit de convolution s'étend aux classes CffÇ { M ^ j ); par contre,
les espaces plus généraux envisagés dans le chapitre II contiennent des couples
de distributions généralisées à support non ponctuel dont le produit de convo-
lution est à support ponctuel;

— D'autre part, nous montrons que les distributions généralisées définies
dans ce travail permettent de résoudre des classes très générales d'équations de
convolution.

Je ne saurais terminer sans témoigner ma reconnaissance à M. Jean-Pierre
Kahane pour les conseils et les encouragements qu'il m'a prodigués au cours de
ce travail. Je suis heureux de pouvoir remercier aussi M. Laurent Schwartz pour
le bienveillant intérêt qu'il m'a manifesté, ainsi que MM. Pierre Leiong et
Charles Ehresmann.

CHAPITRE 1.

DISTRIBUTIONS GÉNÉRALISÉES CONSTRUITES SUR DES CLASSES

NON QUASI ANALYTIQUES.

1. Étude de certains espaces vectoriels topologiques.

Les espaces vectoriels topologiques étudiés dans ce paragraphe généralisent
les espaces étudiés par M. Kôthe sous les noms de « gestufte Raum » et
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« Stufenraum » [18]. Ils comprennent comme cas particuliers la plupart des
espaces étudiés par MM. Gelfand et Silov [13]. Ils ont les propriétés essentielles
des espaces X?(F) de MM. J. Dieudonné et L. Schwartz [11] sans cependant
entrer dans cette catégorie. Notre propos n'est pas d'en faire une étude complète
mais seulement d'établir les propriétés essentielles pour la suite de ce travail.

Soient ^ un espace norme; { M ^ } une suite positive (p= o, 1 ,2 , . . . ); on se
limite pour simplifier à une suite simple, mais les raisonnements sont valables
pour une suite à plusieurs indices; on considère l'espace E(^, {Mp} ) des suites
F= {/^, où/,,e^S vérifiant
( 1 . 1 . i) \\fp\\^AhPMp (p=o, i, 2, . . . ) , . . •

où 1 fp\\ désigne la norme de fp, A et h des constantes pouvant dépendre de la
suite {fp} considérée.

Soit E(^, {Mp}, h) le sous-espace de E(^s { M / ? } ) formé des suites
ê F ç E ( ^ , [ M p ] ) vérifiant (1.1.i), h étant maintenant fixé; pour toute
F € E(^, {Mp}, A), on peut poser

(1.1. . ) ||F||̂ pl^,

|[ F [h est une norme sur E(^, { M p } , À); la topologie de E(^ ,{M^, h) sera
celle définie par cette norme; on a évidemment

(1 .1 .3 ) E(^, { M , } , //)CE(^, {Mp\, h) si h^h

et il est clair que la topologie de Ef^, {Mp}, h') est plus fine que celle de
E ( ^ , { M ^ , À ) .

E(^, {M^,}) est la réunion des E(^, {Mp}, h) lorsque h varie; on peut
d'ailleurs supposer que h ne prend que des valeurs entières. Il est commode de
munir E(^7, { M p { ) delà topologie la plus fine rendant continues les applications
canoniques de chaque E(^, {Mp}, A) dans E(^, { M ^ } ) . C'est la limite inductive
des topologies des E^, {M^, h) ([7], I, p. 61). Un système tondamental de
voisinages de l'origine, dans cette topologie, est formé des ensembles V ( { r , / , } )
définis de la façon suivante ; { r ^ } est une suite positive ; V( { r ^ } ) est l'enveloppe
convexe de la réunion des sphères de rayon y]^ contenues dans chaque
E(^, {M, ,} , À), c'est-à-dire l'ensemble des F de la forme

(1.14) F=^^F,; F , e E ( ^ { M ^ } , À ) ; f |F |[^YM
h.

À/^O; X/^=o, sauf un nombre f ini ; V?^=i.
h

PROPOSITION 1. — Soit d3(A, h) V ensemble des FçE(^, {Mp}, h) tels que
|[F[]/^A, c'est-à-dire P ensemble des F={/^ vérifiant ( l . l . i ) , A et h étant
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fixés. Pour qu'un ensemble soit borné dans E(^, {M^} ), il faut et il suffit qu^il
soit contenu dans un tô(A, h).

Cette proposition exprime qu'un ensemble est borné dans E(57, { M , , } ) si et
seulement si il est contenu dans un E(^, { M ^ { , A) et y est borné. Cela découle
d'un résultat général de A. Grothendieck ([14], p. ^8); voici d'ailleurs une
démonstration directe. La condition est évidemment suffisante. Montrons
qu'elle est nécessaire : Soit d3 un ensemble borné dans E(^, \ Mp} ) ; supposons
qu'il n'existe pas de constantes A, h donnant lieu à (1.1. i) lorsque [fp] par-
court d3. On peut alors trouver une suite de nombres positifs Kr tendant vers oo ,
une suite de V,.=\fp,r} appartenant à d3, et une suite d'entiers p,. telles que

1|./^||^(K,)^M^.;

d'autre part, pour que les pF, soient contenus dans un V ( } T ^ j ) donné, il faut,
qu'on ait, d'après (1.1.4\

Pll/^.,r| |^sup^/,A^M^.
h^i

On obtient une contradiction si la quantité (K/^^supï]/,/^ tend vers zéro
h -^ i

lorsque r tend vers l ' infini; cela a lieu si T^^inf v— ? ce qui est toujours,. [ h. j
possible.

PROPOSITION 2. — Pour qu'une forme linéaire sur E(êF {M^} ) soit continue,
il faut et il suffit que V image de toute partie bornée soit bornée.

Dans tout espace vectoriel topologique, l'image de toute partie bornée par
une forme linéaire continue est bornée. La réciproque est une propriété clas-
sique des espaces normes ([2], p. 54). Elle s'étend facilement aux limites
inductives d'espaces normes : soit H une forme linéaire bornée sur E(^, jM/ i ) ;
elle définit par restriction, sur chaque E ( ^ , i M ^ , A ) une forme linéaire
bornée, donc continue. Ainsi, la restriction de H à chaque E(^, ( M ^ { , h) est
continue: c'est une condition nécessaire et suffisante pour que S soit continue
( [7] , I ,p .Ô2) .

Remarque. — En général, E(^, j M ^ ; ) n'est pas une limite inductive stricte
(f7] , I, p. 64) : si /?/<A, la topologle induite sur E^ÎM^}, h'} par
E(^, {Mp\, h) n'est pas identique à la topologie de E(^, ; M,,i , /?/) ainsi que le
montre l'exemple suivant :

Soit ^ Fensemble des nombres complexes; h^> i étant donné, considérons
les suites Fn= \fp.n} définies par

fp,n ̂  ^1) M/, pour p ̂  il ; //, „ == h11 M^ pour p ̂  ?i.
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On a
F,eE(^ JM^ i ) ; ||F,|[,=A- I I F, ||,== i.

Les F,, sont bornés dans E(gr, {Mp}, h), mais non dans E(^, { M ^ } , i).

L'ESPACE E^ÊF, { M/; ) DUAL DE E(^, { M^.

LEMME. — Soit F€:E(^', - i M ^ ) ( F = { / ^ } ) ; désignons par F^ fo ATO^

j o, o, . . ., o, //„ o,o, . . . } ; alors la série V ¥^ est convergente dans E(^, { M ^ , } )
/)=0

uniformément lorsque F parcourt un ensemble borné dans E^, { My,} ) et Von a

(1.1.5) ^=2^
y0==0

En effet, lorsque F parcourt d3(A, A), les relations ( l . l . i ) sont satisfaites
par toute F. Soit alors H ^> A; on a

F VF -SUD 11/JI ^ASUD^Y-A^Y~^^ -^HTM-^-^^H^ "^^Hj
y==0 H

lorsque p tend vers rinfîni, ( — ) tend vers zéro, ce qui prouve que V,F^
(7=0

converge vers F dans E ( ^ , { M ^ } ) , donc dans E(^,{Mp\) uniformément
lorsque F parcourt tô(A, A).

PROPOSITION 3. — Désignons par g les formes linéaires continues sur êF, par ??'
le dual de ê^, muni de la norme ||^||= sup |^(/)|. Le dual E^Ê?, {M^}) de

E(^, {Mp ] ) est F espace des suites G = { gp}, où g^ç ̂ /, vérifiant

( 1 . 1 . 6 ) II^II^O^^F^ (T^^00) pour tout h

et le produit scalaire est donné par
ae

(1 -1-7) G(¥)==^,(f,).

La topologie de E^^, iM/J) est définie par la famille de semi-normes
G \\h= sup G (F) [ et Von a

iit'ii/^i

( 1 . 1 . 8 ) \\G\\^^h.PM,\\^\\.P il ëp i

Muni de cette topologie, E^^, j My,}) ̂  complet. Cest un espace de Fréchet.
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Pour la démonstration, observons d'abord que (1.1.6) entraîne

^/^M^|[^|[<-4-oo pour tout h,

car on peut écrire

^^M,||^||^^^\sup[(2^M,||^[|].
/?=o \p=o j p~o

Soit alors G une forme linéaire continue sur E(^, { M ^ , } ) ; désignons par
E^(^, { M ^ ) le sous-espace de E(^, { M ^ , } ) formé des suites F p de la forme
{ o , o, . . ., o, /,, o, o, . . . }. La topologie induite par celle de E(^, { M p } ) sur
E^(^, { M ^ , } ) est identique à celle de l'espace ^ pour fp. La restriction de G à
E^(^;r, {Mp}) est isomorphe à une forme linéaire gp définie sur ^. On peut alors
écrire, en utilisant le lemme et la continuité de G,

G(F)=:^G(F,)=^^(/,);
p •=. o p -==. o

la série ^g'p(fp) étant uniformément convergente lorsque F parcourt un
p=o

ensemble borné dans E(^, { M ^ } ).
On a, si ||F||^i, c'est-à-dire |[/^||^^M^

d'où

|G(F) ^\gp{fp)\^hPM,\\g,^
p=o /?==o

\\G\\k^hPMp\\g,\\.
p^o

D'autre part, soit A donné; quel que soit £<o , il existe fpÇ.^ tel que

\fp\^hPM^ \gp(fp)\^h?M,\\g^-^

Quitte à multiplier chaque/^ par une constante convenable de module i, on
peut supposer gp{fp) réel et positif; on a alors, en posant F = {/,,},

F € ^ O M ^ / Q , I I F ll^i
et

G(F)=^^(/,)^(^M^|^||-^)=^^M,||^||---2..
/?=0 p^O / p=.{)

D'où

2^^1!^II^G(F)4-2£^| |G| | ,+^,
p=Q

ce qui achève la démonstration de ( 1.1.8)
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Le fait que E7^, { M / , } ) est complet résulte immédiatement, d'après ([8],
p. 12), de ce queE(^, { M p } ) , limite inductive d'une suites d'espaces normes,
est bornologique.

PROPOSITION 4. — Lorsque Y parcourt un ensemble borné dans E(^, j Mp} ) et G
un ensemble borné dans E^^, [ Mp}), le produit scalaire G(F) r^^ borné. Si Vun
des deux converge vers zéro, Vautre restant borné, le produit scalaire converge
uniformément vers zéro

La première partie de l'énoncé résulte de la définition des ensembles bornés
dans E'(^', { M p } ) . L a définition de la topologie de E'^, { M } ) montre que
G(F) converge uniformément vers zéro lorsque G converge vers zéro, F restant
borné. Supposons maintenant que F converge vers zéro dans E(^, { M p } ) ,
G restant borné; il existe alors des nombres A/, tels que ]| G |j/^A/,. Si F appar-
tient à un voisinage de l'origine dans E^, { M ^ o } ) défini par une suite \f\h},
on a, d'après (1 .1 .4)»

|G(F)|^^^A/,YM.A/,.

h

Si l'on choisit \ r^} de façon que T)/^ —» on aura G(F) | ̂  £, ce qui achève
la démonstration.

2. Les distributions généralisées.

Soit d3 l'espace vectoriel sur le corps des nombres complexes des fonctions
à valeurs complexes définies et indéfiniment dérivables sur la droite, à support
compact. A toute suite positive { M p } Çp = o, i, 2, .. . ) on peut associer le sous-
espace <©( {Mjo} )de d3 formé des fonctions f(^) € <® vérifiant

( 1 . 2 . i ) | f^Ux) \ ̂ \.hP Mp (p = o, i, 2, . . . ) pour un A, un //.

PROPOSITION 1. — Soit [ M * } la plus grande suite logarithmiquement convexe
telle que M^ M/,. Alors (DÇ {Mp} ) === <P( { M; } ).

Démonstration [21 ], n° 6 . 7 . 1 1 .

On pourra sans diminuer la généralité supposer la suite {M.p} logarithmique-
ment convexe, c'est-à-dire

(1.2.9.) (M^^M^M^.

PROPOSITION 2. — La suite {Mp} étant logarithmiquement convexe, chacune des
conditions équivalentes

(1.2.3) ^^r!<4-oo; ^(M/,p<+oo.^M^i
^ Mp

p-=- p=0
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est nécessaire pour que (©( {Mp } ) contienne des fonctions non identiquement nulles;
chacune de ces conditions est suffisante pour que <©({M^}) contienne, quel que
soit £ ^> o, /7^ fonction o^(^) non négative^ paire, de support (—£, + s)
vérifiant

C(1 .2 .4 ) j pe(^) r/.r.---:!
*^_-- -

La première partie de la démonstration résulte du théorème de Denjoy-
Carleman [9]; l'existence, moyennant la condition (1.2.3) d'une fonction
€ < ® ( { M ^ ) non négative, paire et de support ( — £ . +s) est un résultat de
M. S. Mandelbrojt [21]. Il suffit de multiplier cette fonction par une constante
convenable pour qu'elle satisfasse aussi (1.2.4).

Remarque. — On déduit immédiatement de (1.2.4) que ps^) converge vers
la mesure de Dirac S, dans l'espace des mesures à supports compacts, lorsque £
tend vers zéro.

On désignera par 311 l'ensemble des suites { M^} vérifiant ( 1 , 2 . 2 ) e t ( 1.2.3).
Le cas où M^=+oo à partir d'un certain rang n'est pas exclu, mais on sup-
posera toujours Mo fini. SiM^==+oo po\ivp^>po, d ? ( { M ^ } ) est identique à d3.
Dans tout le chapitre I, on n'envisagera que des espaces CQ([Mp}) pour lesquels
{M^e.m.

COROLLAIRE. — d3( {Mp } ), considéré comme sous-espace de (Q, est dense dans 03.

Soit/(^)ecS); posons

/£(^)--f /(^-^)P£(E)^;

on a
Ip^(^) |^A/^M^,

d'où

i/^^i^ r \f^^p\x--^d^khp^ ç i/(o ^;
/ , ( ^ ) € ^ ( j M ^ ) . .

Lorsque £ tend vers zéro, pe^) converge vers S et/e(.r) vers/(a?) dans d?.

PROPOSITION 3. — Soit ï un segment', û; des ouverts/armant un recouvrement
de I. On peut associer à chaque û, une fonction a/(^)€^( {M p } ) possédant les
propriétés suivantes :

a. a/(;r) ̂  o ; le support de a/^.2?) est dans il, ;

A. a, ( .r) == o sauf un nombre fini et V. a< (a?) = ï .
;•

On peut supposer les ti/ en nombre fini; car s'il y en avait une infinité, on
pourrait toujours en trouver un nombre fini formant un recouvrement de 1 et
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poser a,(^)==o pour les autres. Associons alors à chaque ^ un ouvert û, de
telle façon que les Û; forment un recouvrement de 1 et que H. eu/. Soient ̂ (.r)
des fonctions en escalier possédant les propriétés : a. le support de ^i(x) est
dans H. ; 6. ^ p,(.r) = i. Il existe £ > o tel que tout segment de longueur 2£

i

ayant son milieu dans ̂  soit contenu en entier dans îî/, Posons alors

y x

a,(^)== < p^--Ç)3^)^;
•-'- a;

on vérifie immédiatement que les a/(.T) satisfont aux conditions voulues.

TOPOLOGIE DE d)({M^}) . — < : i ) ( { M ^ { ) est la réunion des sous-espaces
CQ([Mp},î,h) formés des fonctions / ( ^ )€^ ({M^{) , de supports contenus
dans le segment I, vérifiant (1.2.i), h étant maintenant fixé. On définit une
norme sur cî)({M,,}, I, h) par

( 1 > 2 - 5 ) l l / l l^^pf . /TM-supI /^^)!
/o^o L '- i'1/» .'c

En général, on dira que des/}(a?) convergent vers zéro (resp. forment un
ensemble borné) dans < P ( { M ^ } ) si et seulement si elles sont contenues dans un
même CQ({M^}, I, h) et y convergent vers zéro (resp. y forment un ensemble
borné).

Cependant, pour pouvoir appliquer à <P( { M ^ } ) le théorème de Hahn-Banach,
il est nécessaire de munir cet espace d'une véritable topologie; ce sera la limite
inductive des topologies des CD([M^}, I, A) lorsque I et h varient. On peut
d'ailleurs se ramener à la topologie des espaces E(^, { M ^ } ) étudiés au para-
graphe 1 au moyen de l'artifice suivant ;

Soit I/, le segment (— /c, + k) ; l'espace d3( { M ^ } , I/,, A) peut être défini comme
étant l'espace des fonctions/(^) vérifiant

[ / ^ ( ^ I ^ A / ^ M ^ i n f ^ k v

c'est-à-dire

(1.2.6) \x(^fW(x} ^khPkl^\p (p=o, i, ^ . . . , g==o, i, 2, . . . ) .

Soit tô l'espace des fonctions à valeurs complexes définies, continues et
bornées sur la droite muni de la topologie définie par la norme sup[/C.r)|,

•ï
SoitE(B, { M ^ } , { i } ) l'espace des suites à deux indices [fpqÇx)\, où/^(o?)etô,
vérifiant

\fpr^(x)\^^hPkfTMp (P—-Q, I , 2, . . . ) .

On peut définir la topologie de E(tô, [Mp\, ; i } ) comme celle de E(^, { M ^ } ) .
Ann. Éc. Norm., (3), LXXVII. — FASC. 1. 7
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L'espace c 0 ( { M ^ ) est isomorphe au sous-espace de E(û3, { M / , { , j i } ) dont les
éléments fpqÇx) sont de la forme X'1 f^Çx).

Lorsque M^<+oo, la topologie de d3({M^), est plus fine que celle induite
par d3; en effet, si des fonctions//^) convergent vers zéro dans d3({M, ,{ , I, A),
chacune de leurs dérivées converge uniformément vers zéro, donc les fj{x")
convergent vers zéro dans 60. La topologie de (D est donc moins fine que celle
de <S([Mp} I, h), quels que soient I, A; elle est aussi moins fine que celle
de^ ({M^) .

Lorsque M^=+oo pourp>j0o,la topologie de < ^ ( { M p } ) est identique à celle
induite par l'espace ^^([^l], I, p. 21).

Pour qu'un ensemble soit borné dans t i3({M^), il faut et il suffit qu'il soit
contenu dans un û3( {Mp} , I, h) et y soit borné.

Dans ^)({M^[) comme dans les espaces E(^, { M ^ { ) , pour qu'une forme linéaire
soit continue, il faut et il suffit que l'image de toute partie bornée soit bornée.

LES DISTRIBUTIONS GÉNÉRALISÉES. — On désigne par CD'({ M,,} ) le dual de d3({M^).
Soit S une forme linéaire sur d3({M^}) . Pour qu'elle soit continue surd3({M^})
topologique, il faut et il suffit que sa restriction à chaque d3({M^}, I, h) soit
continue ([7], I, p. 60).

On appellera distributions généralisées les éléments des espaces (î) '({M^).

PROPOSITION 4. — La distribution généralisée S se réduit à une distribution
ordinaire si et seulement si c'est une forme linéaire continue sur (D( { MU ) muni
de la topologie induite par <©.

Toute distribution ordinaire définit par restriction une forme linéaire sur
CQ({Mp}) continue pour la topologie induite par (©. Réciproquement si S est
une forme linéaire sur (S({Mp}) continue pour la topologie induite par (D, on
peut la prolonger de façon unique en une forme linéaire S définie sur d3, puisque
d3({M^}) est un sous-espace dense de (S; on peut alors identifier S et^.

PROPOSITION 5. — Lorsque M^==+oo pour p^>po, d5'{ \ Mp}) est l'espace des
distributions ordinaires d'ordre ^_po.

En effet, on a vu que (J3( { M^j ) est identique à d? muni de la topologie induite
par (J^0; soit S e ^ ( { M ^ { ) . Alors, S est prolongeable en une forme linéaire
continue sur d^° et cela de façon unique, car CD est dense dans d^0.

SUPPORT. — La proposition 2 permet de définir l'égalité de deux distributions
généralisées sur un intervalle ouvert quelconque : on dira que S € ^ ( { M ^ } )
est nulle sur un intervalle ouvert û si le produit scalaire S(/) est nul pour
toute/€(î)({M^}) ayant son support contenu dans û.

LEMME 1. — Soient
f(.x)ç^({M,}) et g'(^)e^({Mp}).
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Alors, on a aussi
f(œ)g(œ)ç.^{{Mp\).

En effet, les inégalités

\j^ ^A/^M^ et ^|^:B^M^
entraînent

(fg)^ | ̂ AB ̂  C^hPk-PM.Mn.,l^ |^AB ^ . ̂ hP^-Pl
P

et, en tenant compte de la relation M^M,^^:Mo Mn qui résulte de la convexité
de la suite LogM^,

| (/^)|^ABMo(A+^M^
ce qui établit le lemme,

Si une distribution généralisée S est nulle sur des ouverts H, elle est nulle
sur leur réunion : soit, en effet,

/ (^)e^( ' (M^)

le support 1 de/(.r) étant recouvert par les û,; posons
fi(x)-=iç(.i{œ)f(œ),

en utilisant les fonctions a,(.r) définies dans la proposition 3 ; on a

f(x)=^f,(x)
l

et le support de/ est contenu dans H. On a alors

S(f)=^S(f,)=o^
f

ce qui établit la propriété.
On peut alors définir le support d'une distribution généralisée : ce sera le

complémentaire de la réunion des ouverts dans lesquels S est nulle.

Exemple. — Soit [ c p ] une suite complexe donnée (p==o, 1,2, ...) vérifiant
la condition

(1 .2 .7 ) lim ( \C^\Mp)P=o.
1)-^ OC

Posons

(1.2.8) S(f)=^c,fW(o).

Lorsque/parcourt un ensemble borné dans (D({M.p} ), on a

[/^(.zOl^A/^M^;

alors, la série du second membre de (1.2.8) converge absolument et unifor-
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mément, d'après la règle de Cauchy, et l'on a

S(/) ]^A^/z^C^|M^,
p-=.Q

ce qui prouve que les S(/) sont bornés. La formule (1.2.8) définit donc une
distribution généralisée Se^( ?M^) dont le support est évidemment l'origine.
Lorsqu'il y a une infinité de Cp différents de zéro, S n'est pas une distribution
ordinaire puisqu'elle ne se réduit pas à une somme finie de dérivées de la
mesure de Dirac.

TOPOLOGIE DE (ÎS\ Ï M ^ J ) . — La topologie de û3 '({M^) est la topologie habi-
tuelle du dual; on peut la définir par la famille de semi-normes

(1.2.9) | |S| |=sup|S(/) pour /e^( { M^ I, A) j ||/||/^î.
i,/i

PROPOSITION 6. — L1 espace CQ\ \ Mp] ) est complet.

En effet, ( ^ ({M^) est le dual fort d'un espace bornologique ([8], p. 12).

PROPOSITION 7. — Lorsque f parcourt un ensemble borné dans d3( {Mp} ) et S
un ensemble borné dans <33'Ç [ M,,} \ le produit scalaire S(/) reste borné. Si Vune
des deux converge vers zéro, Vautre restant bornéey le produit scalaire S (y) con-
verge vers zéro.

Même démonstration que pour E(i?, {M^,}) et E'^, { M y , } ) .

DÉRIVÉES ET PRIMITIVES. — q étant un entier positif, on désigne par {M^-^1 la
suite Mç, M^.1, . . . dont le terme de rang? est Vip+q, et par {M^-.ç} toute suite
logarithmiquement convexe Ao, Ai, . . ., A^_i, Mo, Mi, . . . dont le terme de
rang p est Mp^ (pour? ̂ ^).

LEMME 2. — La dérivation est une application linéaire continue de û3({ M^_i \ )
dans CQ({M^}).

Évident d'après la définition de (QÇ [Mp] ).

DÉFINITION ET PROPOSITION 8. — Soit

S e ^ ( i M ^ j ) ;

la dérivée de S est une distribution généralisée

S^^SM^)
définie par

( 1 . 2 . T O ) S'(f)=-.—S(f), ou fç(D([M^}).
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La dérivation est une application linéaire continue de CW( [ M^ } ) dans Œ)' ( {M^_i j ).

Justification immédiate au moyen du lemme 2.

Primitives. — Soit Se^^M^j ) ; on voit en raisonnant comme pour les
distributions ordinaires, que S possède une infinité de primitives T e cî^( {M^+i})
définies par la relation T^S; deux quelconques d'entre elles diffèrent d'une
fonction constante.

THÉORÈME 1. — Soient p-^ des mesures vérifiant

a-2-) ^^'-^(^x,) (/)->+co)

quels que soient l'intervalle 1 et la constante A. La formule

( l . 2 . i 2 ^ S=V D/7^

définit alors une distribution généralisée Se (J?^ j iVl^j ). Béciproquement, toute
distribution généralisée S € (^( { M/,} ) jo^;/^ ^r^ m^ sous cette forme.

Soit /€ ri3( {M, , { ) ; la formule (1.2.12) s'écrit

S(/)^(-^ f /(^)^;

on voit facilement que lorsque y parcourt un ensemble borné dans a ) ( j M ^ j ) ,
la série du second membre converge absolument et uniformément, ce qui per-
met de conclure.

Pour démontrer la réciproque, on utilise l'espace d3 ( iM^}) introduit pour
définir la topologie de (©({M^}) . S est une forme linéaire continue sur le sous-
espace d 3 ( { M ^ ) d e d 3 ( { M ^ } ) e t p e u t être prolongée en une forme linéaire conti-
nue M définie sur dï({Mp}\ Utilisons la proposition 3 du paragraphe 1. M est
une suite de mesures sommables u.^ vérifiant

•< ^ .̂  y
^ ̂  hPk^M, f | d^ < + ̂

pour tout h et tout k. On a, pour toute f{x} e cD ( {M^, { ),

^œ-S 2/ î^w^d^
Posons

^^S^^7''"7^7
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on aura alors

^(^^^(-^ f fW(.v)d^,
p=o J-x

ce qui donne la formule (1.2.12). On ;a, d'autre part, \k désignant le segment
(-k,+k),

fl^l^Y Ç\xid^\.^ki C \d^\
Jlt ^^ ^=o J—

et

^hPM,J'\dy.,\^^ ^hPkiM,,J' \ d^\,
yo=0 k /?=0 y=0 -~^0

ce qui achève la démonstration.

RELATIONS ENTRE LES CLASSES d3'( { Mp î ).

LEMME 3. — Soit [ï. une mesure à support compact; la formule
^+ x

/-^*/=J f^-'Qdy.^

définit une application linéaire continue de <0( {Mp} ) dans <J3([Mp}).

En effet, on a

(/*^)=r yi/»(^._^(Ç);
^——00

si |/^)(.r)|^AA^M^ on aura

K/*^!^/^^ |^|,

ce qui permet de conclure.

PROPOSITION (). — Soient deux suites {M^}, } M'^} appartenant à DR et vérifiant

(i-2.i3) (M',)i=o[(M,y] (^-^+00).

Alors, (Q{ { M^ ) C C0( {M^} et d3( {M^ ) ̂  rf^^ rfû^ d3( { M^}).
On peut identifier d3'( { M^} ) ̂  ̂  sous-espace de <3^\ \ M'^} ).

Il est évident que d3 ({M^)c^ ({M, , j ; déplus, si des /}(^) convergent vers
zéro dans d3( { M ^ } , I, A), elles convergent vers zéro dans un certain <©({M^, I, H),
car leurs supports sont contenus dans un segment fixe et l'on a

SMp\fP}(^)\==0(hPM,)-.0(hPM^ pour un H (/?->oo).
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Soitf(x)ç(D({M^}'); les « régularisées »

jW^f /(^-OpsO)^<^__ 2

formées avec la fonction pe(^)e <©(} M' { ) définie dans la proposition 2 sont
dans C0( {M^ , | ). Lorsque £ tend vers zéro, ps(^) converge vers o et/e(.r) converge
vers/(a?), d'après le lemme 3; donc r î5 ({ M - } ) est dense dans d3(|M^).

Enfin, soit SçcD^ {M/;). S définit par restriction une forme linéaire conti-
nue sur ^ ( { M ^ i ) , donc un élément Se^^ jM^}) et S détermine complète-
ment S, car CQÇ { M ^ ; ) est dense dans d3( { M p } ).

LEMME 4. — Soient j My,) ^ j M^} rf^^.r suites logarithmiquement convexes; la
suite [ Qp} définie par

(1.2.i4) Q^infM^M.
^^/?

^? û^^î logarithmiquement convexe. On a { Q^} € 3T^ •?? ^^ seulement si [ Mp} € ^Tt ̂
{M^€c)Tl.

Posons
M^ , M^,

^ ^ ' M " et ^^M^"'^l/?—l 1V-17?-1

Les suites { w ^ } et {m^\ sont non décroissantes et l'on a

Q^== Qo inf mi, m-, . . . m, m^ m'^ . . . m/ ,
r^yo r

ce qui montre que ^ est le plus petit produit de p facteurs différents formés

avec les nombres m^, 7^3, . . ., ?n\, m^, . . . ; on déduit de là que la suite "'-y/?-i
s'obtient en rangeant par ordre de grandeur croissante l'ensemble des nombres
7721,^2, . . . ,m\, m',, . . . . La suite Q,,est donc bien logarithmiquement convexe
et l'on a

y- x y

V -L r= V -'- -4- V -1-
^ fjp ^-J m? Z^ rn'p '

p-=:o p=o p-=o

ce qui permet de conclure.

THÉORÈME 2. — [^ensemble \ ] C©'( { M^,} ) est un espace vectoriel sur le corps
\ ^p} e Jix

rf^ nombres complexes.

En effet, soient {M/,}€.)U et jM^e<5Tt. Considérons la suite {Qp^ définie par
(1.2.i4). On a

Q^MoM;, et Qp^M'.M^
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donc ^({Qp} ) contient à la fois ^( {M,,}) et ^(JM^ ). Étant donné deux
distributions généralisées

Se^i'M,,}) et T e ^ O M ^ j ) ,

on peut toujours définir leur somme S+ï comme un élément de ^ ({Q^) .

LEMME 5. — Soient [ Mp}y une famille dénombrable de suites positives [ Mp} telle
que, pour chaque q, { M,,^ € 31Î. Il existe alors une suite { Q^\ € 3VL telle que

(Qp)P == o[(M^y)^J pour tout q.
Posons

M « y V ï / „
mPf1'~- M——— î "^^JL ~m ; m^ = ̂  ̂ ^yiVl»—1^7 .̂ — iTtnn

p-n

Considérons la suite { q p \ obtenue en rangeant par ordre de grandeur croissante
les nombres TTI et posons

Q o = = i , Ç^^^i, q.. . . . ^,.
On a

^~q~p~^ 2^ ̂ T^^^ ^< + 0 0-
/?==1 /?==1 y=1 or=l

On a donc { Q ^ { e Jft et, de plus,

^̂ ' rf^qf^pq-, d'Où Q/,^ Mo,./ (<7^0•y)^M^,/.

ce qui achève la démonstration.

THÉORÈME 3. — Pour que la série de la formule (1.2.12) où les u^ sont des
mesures données^ converge dans un c0'( { M ^ j ), il faut et il suffit qu^on ait

(1-2. T ^ ) ^ (Ci^)7' < -+- co ^OM^ ^o^ intervalle I,.̂̂
/?=n

{ Ci ^ ! désignant la plus petite suite logarithmiquement concave majorant f | rfp^ j .
- î

La condition est nécessaire; en effet, la suite 7-.— étant logarithmiquement
concave, on a, d'après ( 1.1 .11 ),

(••^c» (^=0(^)
et (1.2.14) découle alors de ce que M,,€c51t.

La condition est suffisante : en effet, soit ï/, le segment (— k, + k) il existe
d'après le lemme 5 une suite \ Qp} telle que

(Q/)/^:— 0 | (Ci / , , / / ) " /) pour tout /.-.
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On peut alors trouver une suite { R ^ } çJTl telle que

r ^^lim == o pour tout h
p^^ V/?

(lemme 1, § 1, chap. II).
On a alors lim C^My,= o quels que soient h et k, ce qui entraine

?->

^1^1=0(^) (p^)

quels que soient l'intervalle 1 et la constante h. Le théorème 1 permet alors de
conclure.

THÉORÈME 4. — Soit SecO^jM^). // existe 84. et S_ appartenant aussi a
^(M^j ) ̂  vérifiant

S == S++ S._ ; S.i == o pour x << o ; S_-== o pour .r "> o.

Soit d'abord une mesure u., dérivée d'une fonction à variation bornée /(^).
Posons

p o u r . r < o : / . . ( . r )—o; f__ (^) —/«) ;
pour ,r > o: y; (.r) —/(.r) — / ( — o) ; f_\x) -----j\— o)

et désignons par [j-+ et [j<_ les mesures qui sont les dérivées de/+(.f) et/_(.r).

On a évidemment

^ -=.=. ̂  -[- y. _ ; ^_ =: o pour :r. «< o ; ^__== o pour ,r > o ;

de plus,

\ d^ -= \ d[j.^ -\- \ \ d^ ,
J\ J\ J\

l^ -= \ d[j^. -\- f | d^
/i J\ J\

car la variation totale de /(^) est la somme des variations totales de /+-(^*) et
f-{oc\ On passe de là au cas d'une distribution généralisée en utilisant le
théorème 1.

PROPOSITION 10. — Lorsque la suite [ M^} vérifie la condition

( 1 - 2 . 1 6 ) (M^^=o[(M^],

les classes c0({ M^ { ) et (Q'{ \ M^} ) sont dérivables {c'est-à-dire que f{x) ç. ù3(| M^{)
entraîne f {œ) € û3 ( { M^} ) ̂  S € ̂  ( {M^,} ) entraîne ̂  € ̂ / ( {M^,} ); conséquence
immédiate des propositions 7 et 8.

La relation (1.2.16) sera appelée condition de dérivabilité.
Ann. Éc. Norm., (3), LXXVII. — FASC. 1. 8
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3. Multiplication et convolution dans les <^( { M p } ) .

LES DISTRIBUTIONS GÉNÉRALISÉES A SUPPORT COMPACT. — Soit ê l'espace Vectoriel

sur le corps des nombres complexes des fonctions à valeurs complexes définies
et indéfiniment dérivables sur la droite, à supports quelconques. A toute suite
{M^}e3Tl, on associe le sous-espace ê ( { M ^ { ) de ê formé des fonctions/^) eê
vérifiant, sur chaque segment I, des inégalités telles que ( 1.2. i), les constantes
A, h pouvant dépendre de la fonction /(^) et aussi du segment I. Le segment 1
et la constante h étant donnés, soit <ê({M^} , I, h) le sous-espace de ê vérifiant
les conditions :

il existe À tel que sup \ f ( p ) (^) ^=A/^M^ (p == o, i , 2, . . . ) ,
.y ci

ê( { M ^ } , I, A) est muni de la topologie naturelle définie par la semi-norme

^p] yrir^p 1/^ (^ )11-p^oL11 ^pxçi J

On désigne par ê( { M,,}, I) la limite inductive des ê( j M^p I, A) lorsque II varie.
L'espace ê ( { M ^ ) est l'intersection des ê ( { M ^ S , I) et sa topologie sera la limite
projective de celles des ê(}M^}, I). On dira que des/y convergent vers zéro
(resp. forment un ensemble borné) dans ê ( ( M ^ } ) si et seulement si elles
convergent vers zéro (resp. forment un ensemble borné) dans chaque ê({M/[, I).
En particulier, si des /y(^)ec0( [Mp}) ont leurs supports qui s'éloignent à
Finfini, elles convergent vers zéro dans ê( {Mp] ).

PROPOSITION 1. — L'opération qui fait correspondre au couple
f{x\ a (^ ) ; ( /eê(-iM^.), a e ^ ( S M ^ ) )

le produit y(*r)a(.r) est une application bilinéaire hypocontinue de
ê( { M^ ) x ̂ ( { M,,} ) dans d3( {M,,} ).

Soit 1 un voisinage compact du support de a(.r); on établit, comme le
lemme 1 du paragraphe 2, que les inégalités

i / ^ I ^ A / ^ M ^ , |a(^ ^B/^M/,,

valables sur I, entraînent

(/a)^) ^ABMo(A + k)PMp sur I,

ce qui prouve d'abord que / a€û ) ({M^} ). Ensuite, si / converge vers zéro
dansê ({M^} , I, À), a parcourant un ensemble borné dans d3({M^) , on peut
supposer I, B, h, k fixes, et que A tend vers zéro; l'inégalité ci-dessus montre
alors que/a converge uniformément vers zéro dans r0({M/j , I, h+k\ donc
dans (33( | M ^ { ). Ainsi, l'application f-> a/de ê( | M ^ j , I, h} dans d^ { M^}) est
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continue quel que soit À, ce qui entraîne que l'application/-^/a de ê(|M/I, I)
dans 0 ) ( { M ^ { ) est continue, et par suite F application/-^/a de ê ( { M ^ , } ) dans
c0( { M ^ } ). On établirait de façon analogue que l'application a ->/a de (J3( \ M,,})
dans (:P((M^) est continue, ce qui achève la démonstration.

PROPOSITION 2. — d3 ( { M p { ) ̂  ûfe/^ rfa^ ê ( { M ^ } ).
Soit /(.r)eê({M^}). Posons a^(,r)€û3( j M^}) vérifiant a^(^)==i pour

[^ ^/i; les fonctions fÇx)=fÇx)^Ç ̂ ) sont dans ( î ) ({M^) et convergent vers
f{x) dans ê ( { M ^ { ) lorsque n tend vers Finfini, puisque f^Çx)=fÇx) sur tout
segment fixé dès que n est assez grand.

I/ESPACE ^ ( { M y ^ ) DES DISTRIBUTIONS GÉNÉRALISÉES A SUPPORT COMPACT. — On

désigne par &'( {M, ,} ) le dual d e ê ( { M ^ ) . Soit Sç^^M^}); S définit par res-
triction une forme linéaire continue S sur cQ([Mp}) et S détermine S puisque
d 3 ( { M ^ ) est dense dans ê ( { M ^ } ) . Cette distribution généralisée S est à sup-
port compact, car les nombres S(/) doivent tendre vers zéro pour toute suite
de fonctions y}€d3(JM^j; ) dont les supports s'éloignent indéfiniment (même
raisonnement que dans [2l], I, p. 89).

Réciproquement, soient S € cV ( { M ^ { ) et à support compact : g\x) ç. (QÇ \ M^ ; ),
égale à i sur un voisinage compact K du support de S ; quelle que soit
/€<§({ M,,}) le produit f{x)gÇx) est dans c î ) ( i M ^ J ) et égal à f(x^ sur K. Le
produit scalaire S(y^) ne dépend pas de g, ce qui permet de prendre sa valeur
comme définition de S(/). De plus, lorsque /(^) converge vers zéro dans
&({Mf,}\ ^(^) restant fixe, fg converge vers zéro dans d 3 ( { M ^ { ) d'après la
proposition 1 ; on peut donc assimiler S à un élément de ê( { M p ] ).

On dira que des distributions généralisées convergent vers zéro (resp. for-
ment un ensemble borné) dans <^( { M,,! ) si et seulement si leurs supports sont
contenus dans un segment fixe et si elles convergent vers zéro (resp. forment
un ensemble borné) dans W\ [ Mp'^ ).

THÉORÈME 5. — Toute distribution généralisée à support compact S € ê'( {Mp] )
est égale à une série convergente dans &' ( {Mp} ) de la forme

(l.B.i) S=]gD^,
/?=o

où les [Mp sont des mesures de supports contenus dans un voisinage arbitraire du
support de S et vérifiant

1X1 /»-+- ̂
( 1 . 3 . -> ) ^ h? Mp f | d[Lp | < -h- oo pour tout A.

«./_ ^
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D'après le théorème 1, on a
y.

S=]^D^

les [j.p étant des mesures de supports quelconques; il étant un voisinage du
support de S, soit a(a?)ecî)( {M/ ,} ), de support contenu dans Î2et égale à i sur
un voisinage compact du support de S. Pour toute /€<ê( { M^} ), on a

S(/)=S(a/)=:^(-i)/-jT (a/)^^^(-i)^r^ /̂ UL^
p=o ~ v" ^==o —3 Î

où les [̂  sont des mesures de supports contenus dans Q définies par

^^^(-'^C^^^/)^^.

Il existe des constantes A, Ai telles que

|^)[^A(/^M/, d'où ^ |^ |^A^(^,,(A.)yM,f|</^

et, en utilisant la relation
M^M^MoM^/

qui découle de (1.2.2), on a, quel que soit A,

V/^M/, f \d^ ^AV VC;<,,(/^/^M, f\d^\
"̂  *A^^ <A""" A— ^/^

^ A M o y ( A + / ^ , ) / - M ^ f|^!,
'—— .70

/>="

ce qui permet de conclure.

Remarque. — II n'est pas possible d'améliorer le théorème 5 en remplaçant
dans son énoncé l'expression « dans un voisinage arbitraire du support de S »
par « dans le segment support de S ». Voir la remarque qui suit le théorème 4
du chapitre III.

PRODUIT MULTIPLICATIF. — La proposition 2 permet de justifier l'énoncé suivant :

DÉFINITION ET PROPOSITION ^. — Soient S € 0^' ( { M^{ ) et/ç 6 ( ; M,,{ ). Le produit
S/est une distribution généralisée € (Q'Ç {Mp} ) définie par la formule

(1 .3 .3 ) S/(a)==S(/a) pour toute a'ed? ((M/, j ) ,

^opération qui/ait correspondre au couple S, /, le produit S/, est une application
' iM, ,pxcOO'M^)</^^({M^bilinéaire hypocontinue de cÇ'( { M,,} ^ x c0( { M,,} ) dans 0?'( [ M^R.
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RÉGULARISATION. — On utilisera maintenant la notation S ( x ) indiquant la

variables dont dépend une distribution généralisée et la notation j S(x)fÇx}dx
pour le produit scalaire.

DÉFINITION ET PROPOSITION 4. — Soient Se^( { M p } ) et / eû3({M,4)
[resp. S e ^ ( { M ^ ) ^ / e ê ( { M ^ } )]. La formule

( 1 . 3 . 4 ) S*/= ^S(E)/(;r-^^

définit une fonction continue S * /appelée régularisée de S par f, V opération qui
fait correspondre au couple S, fia régularisée Sic/est une application bilinéaire
hypocontinue de

L D ' ( { M/,! ) x û?( { M,,; ) [resp. ô' ( { Mp\ ) x ê( [ M/ , j ) |

rfû/2^ /'espace C rf '̂ fonctions continues muni de la topologie de la convergence
uniforme sur tout compact.

Faisons la démonstration pour

S e d ^ j M ^ ) et /eo)( { M ^ ) ;

en utilisant le théorème 1, on peut écrire, les y.? désignant des mesures

. S*/=S ff^^-^WV^

x variant sur un segment J, la fonction f(x— ^) de la variable $ parcourt un
ensemble borné dans c î ) ({ M/,}); alors, la série prédédente est uniformément
convergente et, puisque chaque terme f f^Çx—Ç)rfp-(^) est une fonction

continue, la somme S*/ est continue. De plus, si fç(Q([Mp}y I, À), on a la
relation

S*/|^||S||. |]/||,
î+S./i

ce qui permet de conclure.

PROPOSITION 5. — Si la classe cO ( { M^} ) est dérivable [vérifie ( 1 . 2 . 1 5 )] le produit
de cowolution est une application bilinéaire hypocontinue de W ( {Mp \ ) X cV (\ Mp} )
dans & [resp. de &\\ M/,; ) x ê( j M/,} ) dans êj.

En effet, dans ce cas, la somme

S^/^-O^MO
fi-o

peut être dérivée terme à terme indéfiniment.
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PROPOSITION 6. — La régularisation est une application bilinéaire hypocontinue
de ^ ({M^OX^OQ^) dans ê({M;,0 \resp. de &'{W) x &{{ Q,;/ ) Am.v
ê( { M ' } )]; o/i a posé

Q^infM^M,.,.
y-^

En effet, on a dans ce cas

(S*/)^^ j f^\x - 0 ̂ (^

d'où les inégalités

(S^/^I^AV^/Q^ f|^^A./^M,y/^M, f|^,
—— ^Q A" ^Q

^ / I^^AA^M^A^M, |̂
JQ ^ JQ

où î2 est un voisinage de support de/; cela permet de conclure.

CONVOLUTION. — La proposition 6 permet de justifier renoncé suivant :

DÉFINITION ET PROPOSITION 7. — Soient S € O^1 ( { M^} ) et T € ê' ( j M^} )
\resp. S € ê'( { M ^ } ) ̂  T e ê\ { M^ )]. La formule

(1.3.5) r(S*T)/(.r)^==ys(T*/)^; / e ^ ( i M ^ ) [r^./e6( j M,,} )],

6^ T désigne la distribution généralisée déduite de T joar symétrie par rapport à
F origine et Qp= inf MçM définit une distribution généralisée S ̂  T € rt)^ { Q p j )

^/^/^
appelée produit de convolution de S et T.

Vopération qui fait correspondre au couple S, T le produit de convolution S * T
est une application bilinéaire hypocontinue de Û)'( {M-p} ) X ê'( {M } ) rfû/?A1

^ /({Q^)[^P•^^({M,Oxê'({M^)rf^^({Q^)]•
Remarques. — a. D'après le lemme 3 du paragraphe 2, le produit de convolu-

tion de deux distributions généralisées appartenant à { j ^({Mp}) dont l'une
{ M p } e , m

est à support compact, est toujours défini.

6. Lorsque S et T sont données par des séries

S=^^ T^D/Y,
p=o /?==o

le produit de convolution est donné par

00 P

S*T=^D^;, avec ^,=^y.,,^^_.,.
p == 0 q == 0
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Pour le prouver, il suffit de montrer que la série double
oo oo

2 ^D^Ki^fO

est convergente dans <,<?'( j Qp} ), c'est-à-dire que la série numérique

^ S/d^tW^'^)0^
^=0 (/=0

est absolument et uniformément convergente lorsque/parcourt un ensemble
borné dans cO({Q^}) . Supposons, par exemple, que S soit à support compact.
Soit 1 un voisinage du support de S. On peut supposer que les mesures [Lp ont
leurs supports contenus dans I. On a, pour tout segment J,

j | ̂ (^* ̂ ) | ̂  I | ̂  | x \ \ d^
J S t/! ^ I — J

on en déduit, si \f(^\^Ah^}Qp,

2 ïff^^^^p^^
[ /?==o ^==0

f= AV V A^'/ Q^y f\dy.,\f \dy.',\
Jl Jï-s

ac ac

.̂  A^ ^ A/'^M^M, f | dy-, f | rf^ |
^ I ^ I — J

^=o <7=0

^K(^hPM,f^d^\\(^M,f \d^,\\
\ J\ ' \ ^ï-3 /

ce qui établit la propriété annoncée.

PROPRIÉTÉS DU PRODUIT DE CONVOLUTION. — La remarque précédente permet
d'étendre facilement au produit de convolution de deux distributions générali-
sées les propriétés classiques du produit de convolution de deux distributions
ordinaires; en particulier

S*T=T*S.
o étant la mesure de Dirac, S * S == S.
La dérivée de S * T est S'* T ou S * T^
Le support de S * T est contenu dans la somme des supports de S et T. La valeur

de S*T dans un ouvert û ne dépend que des valeurs de T dans Û-I, si 1 est le
support de S.

On peut définir le produit de convolution d'un nombre quelconque de distri-
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butions généralisées appartenant à U ^(M,,) qui sont toutes, sauf une au
{ M^, > <= .m

plus, à support compact. Ce produit est associatif et commutatif. Voici mainte-
nant, comme application de la régularisation, un théorème d'approximation.

THÉORÈME 6. — Quelles que soient les suites {M^}€^Tl et {M^çJTl,
l'espace (D{ { M ^ { ) est dense dans ffl'Ç { M/,} ).

On a déjà vu que d3( jM^) est dense dans ê(}M^). Il suffit de montrer
que ê ( { M ^ } ) est dense dans (Q\ S M,,}). Soit

ps(^)6^( {Q,} ) (Q^ inf M,M^_,)
' I ^ - P

la fonction définie dans la proposition 2 du paragraphes. Soitalors S € ̂ \{ My,})-
Les régularisées S*pg(.r) sont dans ê ( { M 7 }); lorsque £ tend vers zéro, ps(^)
converge vers la mesure de Dirac à dans l'espace &'Ç\-\- oo }) des mesures à
support compact; ( { + 0 0 } désigne la suite M o = i , M^=+oo pour p^>o)
et S * ps^) converge vers S dans cV\ [ M-p} ).

L'ESPACE Cî^({My,}) DES DISTRIBUTIONS GÉNÉRALISÉES A SUPPORT LIMITÉ A GAUCHE. —

On peut définir le produit de convolution dans d'autres cas que ceux que nous
venons d'étudier. En particulier, soit d3_.( {Mp}) [resp. d3+( { M^j )] le sous-espace
de ê ( { M ^ j ) formé des fonctions € ê ( { M ^ { ) à support limité à droite (resp. à
gauche). Le dual de ^-({ Mp} ) [resp. C0+( {Mp} )] est le sous-espace ̂  ( {Mp} )
[resp. (Q^{ {Mp} )] formé des distributions généralisées à support limité à gauche
(resp. à droite).

On peut définir le produit de convolution S*T, avec
S € ^ ( j M ^ j ) T € ^ ( { M ^ ) .

On a
S*Te^ ( {Q^ j ), avec . Qp= inf M^_,.

q^p

THÉORÈME 7. — V algèbre de convolution des distributions généra -
Usées S € U (î)^( { M p } ) n^a pas de diviseurs de zéro.

{M^ejn

La démonstration est analogue à celle relative aux distributions ordinaires (21,
II, p.29).

CHAPITRE II.

DISTRIBUTIONS GÉiNÉRALISÉES

CONSTRUITES SUR CERTAINES CLASSES DE FONCTIONS ANALYTIQUES.

Les espaces fondamentaux étudiés dans ce chapitre ont été déjà considérés
par MM. Gelfand et Silov. Ces auteurs ont surtout étudié ceux obtenus avec des
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suites de la forme M^==p^ etN/,==jo^(a et fJ constantes). Dans notre travail, nous
avons considéré plus particulièrement des espaces S ({ jo ! i , {N, ,} ) formés de
fonctions holomorphes dans une bande, nulles à l 'infini. Les distributions géné-
ralisées construites sur S ({p!} , { N ^ ) apparaissent comme valeurs limites de
fonctions holomorphes dans un demi-plan, ce qui permet de définir leur support.

L'idée d'utiliser un espace fondamental de fonctions analytiques pour géné-
raliser la notion de distribution a été développée par M. Kôthe 119). Mais cet
auteur s'est limité au cas des fonctions analytiques sur une courbe fermée.
L'extension à la droite pose des problèmes nouveaux.

L'espace ^ ( { j o ! { , { N^) ne contient pas de fonctions trop rapidement décrois-
santes; à cause de cela, son dual ^ ( { p l } , [ N / 4 ) n e contient pas de distributions
généralisées très rapidement croissantes. Nous indiquons une méthode qui
semble permettre de définir des distributions généralisées ayant une croissance
arbitrairement grande comme valeurs limites de fonctions holomorphes dans
un demi-plan.

1. Quelques propriétés de certaines suites et de fonctions associées.

Les propriétés rappelées au début de ce paragraphe se trouvent dans (21,
chap. I).

Soit {M,,} une suite positive logarithmiquement convexe Çp = o, i, 2, . . . ) ;
on appellera fonction associée à cette suite la fonction

( 2 . 1 . i ) M ( r ) = sup ( p Logr - Log Mp V
/^o \ Mo /

Cette fonction M(r) est non décroissante et nulle pour r ^ - . - Soit m(r) le
Mnombre des rapports .—— == m,, dont la valeur n'excède pas r. On appelle m{r)

la fonction de distribution de la suite {^p}; on a

/-'
, , , . v^ /, „ M» \
M ( r ) == siip ̂  ( Logr - Log -——

/ ^O——— \ iVln-_j /
7^1

V T /> F « /" -7 - , x /"/ W ( A ) ,-
—^^m-' ^.dm[^=- -4--^

A— " i l | */(, /- J.. l
m^r

dM dM {r )m { / • =.- r —— =z v / .
dr a(Log/'}

Cela montre que M(^) est une fonction convexe. On a les inégalités

(2.1.2) m ( r } ̂ M(^)f:=^(^)Log- /-.
\ e J tn i

Ann. Éc. Norm., (3 ) , LXXVII. — FASC. 1. 9
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Réciproquement, toute fonction M(r) nulle pour r^ri, telle que

, , dM(r)m(r) == - - v /
v / d(Logr)

soit non négative, non décroissante et à valeurs entières, est associée à une
suite {Mp} définie par

(2.1.3) ' LogM^=supQoLogr—M(^) ) (p == o, i, 2, .. . ).
/•>o

Lorsque M^=+oo powp^>po, on a

(2.1.4) M(r) ==^oLog/ '4-0(1) (r->^).

La condition « M,)<^ + oo pour tout p » équivaut à

/ „ , „ , ,. M( r ) < - , . / - .( ̂ . 1 ..) ) uni -——— == + ce ou a lim /// ( r) =r 4- oc .r>^ Logr / ->^

La condition de non quasi-analyticité(l .2.3) équivaut à chacune des conditions
suivantes qui sont équivalentes :

/o i ^ r' M ( r ) , r' ^(^) ,(2.1.6) ^ —l_^<4-oo; ^ —_L^<^-4_oo.

Les conditions équivalentes

/o 4 \ r M ( r ) m(r) ,. i M»(2.1.7) hm———=zo ' , hm——-== o ; lim - ——^- =: -r oo .' ' - > ^ r r-^^ r p>^ p M^_i

sont des conséquences de la condition de non quasi-analyticité.
La condition de dérivabilité (1.2.16) équivaut à

(2.1.8) lim^^X).Ti^Logr

Soient deux suites {Mp}, }M^} positives logarithmiquement convexes, M(r)
et M'(r) leurs fonctions associées; la fonction associée à la suite Q,,= infM,,_çM^

fj^p
es tQ(r)==M(r)+M / ( r ) ; en effet, on a vu p. 55 que la suite q,,= —^s'obtient

Vp-î
en rangeant par ordre de grandeur croissante les nombres m^ ni\\ r " est le

nombre des m^ m^ dont la valeur ne dépasse pas r, c'est-à-dire r-y- + r ,—•

LEMME 1. — Soit SpeDTL, il existe une suite [ M^ € 3TI vérifiant

(2.1.9) lim p ——4- = o; lim • -, p == o quel que soit h.p->^ M^_i ^p P>^ ^p -1 1
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Ce lemme équivaut à la propriété suivante des séries à termes positifs :
Soit w^^> o, non décroissant, vérifiant

oc

2 -1- <+00.nip

II existe ̂ ^> o, non décroissant vérifiant

2 —— < 4- oo ; lim mp- =-= o.m^ p>^ m?

Cela est connu |6], au moins si l'on supprime la condition « non décroissant ».
On se ramène à ce dernier cas par la transformation d'Abel en posant

/ i i \ / i i \
f/n==:P ———— ——— ———————— ; Vp=D ———— ——— ———,————— .

\în, m.^r p ^\m, m'^J

LEMME 2. — Soit ï ( r ) une fonction non négative^ non décroissante^ vérifiant

fxT^ldr<^^.

II existe une suite [ Mp} € 3^1 dont la fonction associée M(/') vérifie

lim M ( , ) — T ( r ) =-:4-oo quel que soit h.
' ^ " L \h/ J

Grâce à (2.1.2), il suffit d'obtenir

lim m ( / ) — T ( r ) == + oo poar tout A.

On peut supposer ï(r) à valeurs entières et nulle pour r^ro(ro^>o); c'est
alors la fonction de distribution d'une suite { s ^ } et la condition à obtenir
équivaut à

T 1 M»lim — T.—— == o ;p - > ^ S p M^-j

il suffit alors d'appliquer le lemme 1.

LEMME 3. — Si la suite {Vip} vérifie la condition de dériwbilité (1 .2 .16) , il
existe une constante k vérifiant

(2.1.10) Ç ' eM^-M^ /•) dr < + oo.

En effet, d'après (2.1.8), il existe a ̂ > o tel que

_dM(r)
^LogTy^^0^'
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On aura alors
M (Âv) — M (r) ̂  a Lo^Â- Logr,

ce qui entraîne ("2. l . 10) si ^Log/'^> i.

LEMME /!. — Soit \ a^} une suite positive vérifiant

lim — {ci i , }1 ' '==- -'v- ^c
r-> ^ p

II existe une suite \ M.,} ç 3XL telle que

lim ,—— ==-h oc (/uel (fue soit h.

On peut se borner, grâce au lemme i, à montrer l'existence d'une suite {S,,} € 3TL
vérifiant

lim^^r.
p^^ ap

Pour cela, choisissons une suite d'entiers/?,, vérifiant les conditions

7^0 ==o; pw>pr\
i j i '

__•_/«/„. v7"7^ ,̂., /a/',. y"-/"- /^.-.Y---/'-'————— i —— l — ' i —— i —— l —— l
V r - P r - A \^_J —— \a^-J ~\^-J

On s'assure aisément que l'hypothèse rend ce choix possible. Posons alors

/ O^'- \P'——Pr-A

^p == ^,_, ———— pOUr pr , ̂ p ^pr.

On a S ,̂ == a^ et, par conséquent,
lim ^ ^r i.p>^ ap

De plus,

2 Sn /^^ . X / 6 ^ " V'-^-1 I I

C-°- ==^1 —— -+-• • •+ ( P r — P r - ^ [ ———— -^1 +, 4-...+-^s/^l \ ̂ , / V^ 7 ^ y —— ^j ,.2
/ /=0

d'où

v S,,
^s/^30-
/^-:0

ce qui achève la démonstration.

LEMME 5. — Soit [ a^ une suite positive possédant la propriété : Quelle que soit
la suite [ Mp} ç. 3VL, il existe des constantes A, h vérifiant

a^A/^M^.
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// existe alors des constantes A, h vérifiant
cip^MiP p\

En effet, la conclusion équivaut à

lim - ( a p ) r <<4- oo.
1>->^P

Si elle était fausse, il existerait, d'après le lemme 4, une suite { My,} € Jtl telle que

lim —— ==+oo quel que soit A,
p->^ fZ^Mp

ce qui contredit l'hypothèse.

LEMME G. — 5'; la suite [ Ny,{, positive, logarithmiquement convexe, vérifie

y, / N. \
^——.<+oc [^=^)

la fonction a ( z ) définie par
r' 1 . i

( ' 2 . 1 . 1 1 . ) a(.3)==| | (i-t-^-^)"^! + ̂ t-^-"?^"7'

est holomorphe dans la bande y ^— et il existe une constante A telle que7:

9. a

\ a ( z ) ^Ae-^l^l) ( \y ^7L\
\ A ci' j

N(r) étant la fonction associée à la suite \ N^}.

En effet, le produit infini! l(i 4-^ ( ' - / /</ )) définit une fonction entière dont

les zéros sont les points
ir.

^//. :=:/<,/±:(-2/•+ 1) -—- ^/==1, -^ . . . ; / - = = 0 , 1, . . . } .

Il en résulte que la formule (2. î2. n) définit bien une fonction a(^) holomorphe
dans [ y ^ (on prend pour chaque facteur la détermination réelle pour z réel).

De plus, pour y | ::! ' on ar 7 i .-' i - — ^ ( f

i 4- (^•-'V i^i. et [ i + e " ^ ' - " ^ \ ̂  ̂ ^1• ( ' - / /7'.

La fonction a(^) est paire; pour x^>o, par exemple, on aura
[a(,3)|^c-^

avec
/' ^

v(.r)=sup\(r—n^=: V (r —/?,/)= / ( r—7)^ (7 ) ,
/^o^ Al" Ju
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/i(X) désignant la fonction de distribution de la suite n^ On aura

• v(r)= f n(^)d^f ^(À)^^^7 ^ (^^=N(r)- f1^^,
^o ^i */i A JQ A

D'où le résultat.
2. Les espaces ^a ( i M^}, i N/,} ).

Soient {M,,}, { i N p } deux suites positives logarithmiquement convexes. On
désigne par Sa( { M p } , { N ^ ) l'espace vectoriel des fonctions à valeurs complexes
définies et indéfiniment dérivables sur la droite, possédant la propriété
suivante :

II existe des constantes A, h, k telles que

(2.2.i) ||^V^)||^A/^M^ (p=o, 1 , 2 , . . . ;<7=o , 1 , 2 , . . .),

où lA^Ha désigne la norme de la fonction/^) dans l'espace L0' des fonctions
de puissance a16"6 sommable sur la droite (i^a^+oo).

La propriété précédente est équivalente à :

II existe des constantes A, A, k telles que

( 2 - 2 - 2 ) /^(^^("^I^A/^M^ (7^=0, 1 , 2 , . . . ) ,

où N(^) est la fonction associée à la suite {N^ ,} .
En effet, d'après la définition de N(71), on a

x I^^N^'C^ )

et il est évident que (2.2.2) entraîne (2.2. i). Pour établir la réciproque, on
déduit de (2.2. i), pour 5>i,

^^2wrJ| ̂ ^^S^^^^^^-Ô^r ^p

y=o ||:x ,7=0

et l'on remarque que

^\^ '<s X (!

~Wi
</=o

^^/Ny

Ce raisonnement vaut encore si N,/==i; on a alors N(7-)=+00 p o u r r > i .
On voit dans ce cas que/(.r) est à support compact.

La question se pose de connaître les conditions auxquelles doivent satisfaire
les suites {M,, j , { N ^ } pour que l'espace S^( {M,,}, { N^} ) contienne des fonctions
non identiquement nulles. C'est un problème de quasi-analyticité qui semble
difficile. M. Silov [23] a établi que si M.^==p^, N^=p^(a, ^ constantes)



SUR QUELQUES EXTENSIONS DE LA NOTION DE DISTRIBUTION. 71

l'espace S ^ ( { M ^ { , { N ^ { ) contient des fonctions non nulles si et seulement
si a ^> o, P > o, a + [i ̂  i.

D'autre part, si N^= a^ (a, constante),

e^ ({M^ j N ^ ) ^ ^ ( i M ^ )

et Fon sait que, dans ce cas, la condition nécessaire et suffisante cherchée est

_ ° i^(M^r^+oo.
Si Mp=a/\ on peut se ramener au cas précédent par la transformation de
Fourier et la condition nécessaire et suffisante cherchée est

sc 1^(N/,)^<+^.

La proposition 3 fera connaître une condition nécessaire et suffisante pour
que Sa( [p ! }, { ^ p } ) contienne des fonctions non nulles.

Si la suite {M, ,} vérifie les conditions équivalentes

/,) .) 3, i . i M. -.-—M(r)(^.3) h m — — - — > ° ; l™—-—<4-oo ,p^ P M^_, ,,^, r

on a
^ ( { T ^ L f N ^ ! . ) c ^ ( { M ^ , { N /

et la condition (2.2.8) est suffisante pour que ^(jM^, [ N^ ) contienne des
fonctions non nulles. Dans toute la suite de ce travail, on supposera que la
suite {M^} vérifie (2.2.3).

Le résultat suivant ne sera pas utilisé dans la suite, mais il est intéressant en
lui-même. Il est à rapprocher d'un théorème de Th. Bang ([3], p. ^8).

THÉORÈME 1. — On a
^ ( { p \ } , { ^ , } ) = ^ ^ a ( i M ^ i N ^ ) .

•{ M^,} € y\^

II suffît évidemment de montrer que le premier membre contient le second.
Soit

'/(^•)e Ç\ c^OM^, { N , } ) .
{ M p } e ^ u

Quelle que soit {Mp], il existe des constantes A, h, k telles que

||^/^)(^) ||a^A^^M/,N^

On peut même supposer k indépendant de la suite }M/j envisagée, car on peut
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prendre pour k tout nombre supérieur à
i

. l im(—||^//(/-)(^)||^Y.
y -^ oo \ 1^ // /

II suffit alors d'appliquer le lemme 4 du paragraphe 1 à la suite

^^il^^^lloa/)=s^^
pour obtenir le résultat.

TOPOLOGIE DE Sa({M, ,p | i \{). — Soit ^( iM^i, ! N^, A, A-) le sous-espace
de S a ( { M ^ { , { N , , } ) formé des fonctions vérifiant (2.2.i) , A et k étant mainte-
nant fixés, muni de la norme

•^^7^^^

La topologie de Sa(;M^j, Î N ^ } ) sera la limite inductive de celles des
Sa(jM^), {N^,/U'). On se ramène facilement au cas des espaces E^ViM,,}, {N^
formé des suites {/y^(^)j, où f^/Ç^çî^ vérifiant{/^/(^)j,

||/^)|[a^A/^/M^ (P=0, I , 2, . . . ; < /=0, I , 9., . . .)

pour un A, un h, un /••
Sa( S M,,}, I N,,} ) est le sous-espace de E^IA | M^ j , ; N,, j ) formé des suites de

la forme \x'1 f^{x^\ obtenues chacune avec une seule fonction/^).

PROPOSITION 1. — Lorsque les suites [ M^ j, { i\^} vérifient la condition de dériva-
bilité (cf. p. 67) les espaces S^( { M^}, { N^} ) et â^( {M^}, { N^} ) sont isomorphes.

La démonstration utilise le lemme 3 du paragraphe 1, les inégalités d'Hôlder
et Minkowski et les relations

Nfl-^F
/^)(.r) e \ ̂  "

N^...1^
/(/^(.r) ^ < k

jc'lf^^) ==. Ç [œ'if^^œ) -\- qx^f^^x) \ (i + x^ -CL——'
U_ 00 1 ~T~ X~

L'ESPACE JCa( ( N^} ). — On désigne par <^( j i\,} ) Fespace des fonctions f(z)
de la variable complexe z == x + îy possédant les propriétés :

a. Il existe une constante h telle que /(^ est holomorphe dans la bande y[ —\

h. 11 existe des constantes A, k telles que

(2.^4) ||^V(^+<r)||a^A/-v^ pour .r|̂  (7=:o, i,^ .. .).

On démontre par le même procédé que celui employé pour (2.2. i) que la
condition b équivaut à :

II existe des constantes A, k telles que

(2.2.5) f{x -t- iv) e c^A
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Soit ^ C a ( { N , , j , A , / : ) le sous-espace de ^ ( { N ^ } ) formé des fonctions
vérifiant (2.2.4), h et k étant maintenant fixés, muni de la norme

sup — sup \\y/ff{x-{-iy) |la^L^'^-i J
La topologie de < ? € a ( { N ^ } ) sera la limite inductive de celle des < ^ a ( { N ^ } , h, k).

PROPOSITION 2. — Les espaces vectoriels topologiques 3€^ [ N^} ) et 2>a( [ p !}, {N^,})
.yo/^ isomorphes.

Soit d'abord/(*r) vérifiant (2.2. i), avec M,,==p !. On a d'abord

/^'(»= f (i+,^)y/^n(.r)-^-^;
v — -r.

en utilisant (2.2. i) et l'inégalité de Hôlder, on obtient
f^\x} ^B/^-^/j+i)! (B=Cte),

ce qui montre que le rayon de convergence de la. série de Taylor de /(^) est au
moins „ si H ^> A,/(a?) est donc prolongeable en une fonction/(^)holomorphe

dans |y | ̂  rj et la formule de Taylor donne, pour \y \ ̂  -r
ITJ

II ̂ /(^ + h") 1 1 ^ ̂  H—7,A-7N^

ce qui montre que f(z)ç^€^Ç \ N^ ;, H, A') et y converge vers zéro si elle
converge vers zéro dans S^( \p ! ; ), j N^y}, A, Â-).

Soit maintenant /(^) holomorphe dans \y\^_- et vérifiant (2.2.4), La
formule de Cauchy donne

^^^^f,^^^ (G, cercle | ç |=^) ;

on déduit de là

\:r<lfW(^)^^hPp\ sup ||.rV/(.r;-Ç)iia^A^! sup [ | {.r ~'^f(^ 4- /r)
1 ^ 1 = ^ 1^ -^

7

:^ ̂  II ̂ './(^ 4- ̂ ) ||a ^A.A/YÂ- + ̂ -y'/. ! i\,^ ̂ 7^ f 2 c^ kh- II ̂ .A^ + ̂ ) lia ̂  A 7^ ̂ - + ̂ j 1 p ! i\,

ce qui permet d'achever la démonstration.

PROPOSITION 3 .— Les conditions (2*2.6 ) et (2.2.7) sont équivalentes :

( '2.2.6) f N (r) e ' " ' < + oc /)o/'/r ^^ a,

(2.2.7) ^ g ^P^^+OC pour LUI a.
/?=!

^4/irt. A'c. Norm^ (3), LXXVII. — FASC. 1. lo



74 M. ROUMIEU.

Ces conditions sont nécessaires pour que <^( j N^,} ) contienne des fonctions non
identiquement nulles. Elles sont suffisantes pour que <^a( { Ny,} ) contienne une suite
de fonctions pn(^) qui converge vaguement vers la mesure de Dirac dans l'espace
des mesures définies sur la droite.

Montrons d'abord que ces conditions sont équivalentes : Soit

, 6/N^•)-^;

/ » y-
(2.2.6) équivaut à nÇr^e"01 dr<^-+-aD pour un a\ pour voir que cette
dernière condition équivaut à (2.2.7), on peut poser

.// ( ^p '^==^ (/^=,—-
\ ^p-ï,

et e^'^.o-,

de sorte que 7^(-o g Œ) est le nombre des ^ au plus égaux à a. On est alors

ramené aux différentes formes de la condition de non quasi-analyticité pour la
suite { v i . V a , . . ., ^}.

Pour établir que la condition ('2.2.6) est nécessaire, nous utiliserons un
résultat de M. S. Mandelbrojt ([21 J, chap. II).

Soit/(^)e^(N^ donc/(^)eS,(Lp!;, jN^) . On a aussi

/ '^e^aO^'p { N ^ ; ) ;

/(^) est holomorphe dans une bande \y\-=\ et il existe des constantes A, /i,
telles que

I I ̂ //(^ + />•) ||a ̂ À/.v^^ i| œ'if^x + ̂ ) ||a^A/^i\ pour \Y \ ̂  ̂

On a
/*tx /

•^7 /(x + (Y ) = / ( q^-'f + ̂ VQ ( i 4- x 1 ) ——^——,
^ / _ I 1 O C ~

ce qui donne en utilisant l'inégalité de Hôlder et les inégalités précédentes,

I .^/(^ -4- ()') [ ̂  BK//N^, (B, K == Cte),

c'est-à-dire

1/^-4-n') \^Be~^l^~h~\

N,(/ ' ) désignant la fonction associée à la suite jNy+s ! la fonction /( 2- ) est
\n l l }

holomorphe pour |y ^ /1 et vérifie

/ 2 X + 2 ^)- \ [ / 2 A- | \ |

^.———TT———) ^e^\-^\^K)\•
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D'après le résultat cité, on doit avoir
75

r. | e^' dx <; -L- oo,
. T T À K

ce qui entraîne (2.-2.6), car la fonction associée à la suite { N ^ 2 } est
N(.r)— 2Log^+ 0(1).

Il reste à construire la suite p^(o?). a(^) étant la fonction définie par (2. Lu),

la fonction a l / , appartient évidemment à ^a( { N ^ { ). Posons

/ , F+ 3 C a ( ̂  ) r/j:- // a ( n j - }L = ^ ———— et p,, ( x ) ==. -, ——— •J_^ .i+^2 [ . G i+ n\v1

Les fonctions p,,(^) sont dans ^ea(Sl\}) et convergent vers la mesure de
Dirac.

PROPOSITION 4. — Soient f{x) € S^( i M^}, ; N^} ) ; p- mesure vérifiant

^-+-oc N(J-LL) . . ' .
^ e ^ k / \d[j.{x'}\<^—oc 7?OMr M/Î certain k.

Alors, la fonction gÇx) définie par

^ { ^ )= f f^-Ï)^('i)

+. ^(1^\
; 1 . \ k )

^ -t- ^ y , ^^
appartient aussi à Sa( ) M^}, {l \}). De plus, si j e v k. )\d\L(x)\ tend vers

zéro pour une certaine valeur de k, alors g{x) converge vers zéro dans
S,OM,},{N,}).

Cela découle immédiatement de l'inégalité

|^)(^) ^(i^)^/^^^)^.^^^-^-)^^^))^^)
* — 'x.

L'inégalité
(A^L\^(
\K-t- /.)— \

N K -T-N

s'obtient en remarquant que si —— ^- ~^ • ? on a1 l K -4- A —— K

N k^;-̂N K

d SI T~"

l ^ — — — — — ^ l

K 4- A — K

, .K+/-

on a

et ^
K + ^ , • N('̂ L)-» /y»

uC/

J^[î^ï~k;±=^\~J-'^N -n.
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PROPOSITION 5. — { N ^ { vérifiant (2.2.7), S a ( { j o ! { , \^p\') est dense dans
S, ({M^{N,}) .

On utilise pour la démonstration une suite de fonctions

p.^e^O^h'i-Vl)

qui convergent vers la mesure de Dirac. Soit

/(^)€eSa(iM/,i, jlVn-

Considérons les régularisées
r""'

fn^}-= [ /(Î)P.(^-S)^:.
'̂  — x

L'inégalité
N(4L)f y ( x } e v1^- p/' f . r)^ Y ^ /(.r)^ Y ^

montre que /,,(^)eSa( ; / ? ! ; , ; N , , } ) . D'après la proposition 4, les /,/(^)
convergent vers /(^•) dans cS\( g M,, ;, ; N,, ; ).

PROPOSITION 6. — Si { M^ ; € Jll et N^<^+ ce, on a

c 0 ( i M ^ ) c ^ , ( i M ^ } , { N ^ j )

^ (î)( { M ^ } ) est dense dans S^ ̂  ; M/, ;, ; i\, ; ).

La relation d'inclusion est à peu près évidente. Soit

/(^)e^(iiV^;, ÎN^) .

Prenons dans c0( ^ My, ^ ) des fonctions ç,i(<^) égales à i sur | x \ ̂ /î, par exemple
/,rt-t-£

o,,(,r)== ^ p^(^— S)rfE, où p^a?) est la fonction définie p. 84. On voit ainsi
tY__ // . . ̂

qu'on a | y/f (^') | ̂ BH^M^, R et H étant des constantes indépendantes de n. On
a, d'autre part,

\jW(.T)\_^\.|^p^^eï^~^\

On déduit de ces inégalités

w^i^S^ ^pp /
N / B

k^ABe v Â- ^C^H^^'M^M^-^^BMo^1 k ^ (H+A)^!^(lTi)

ce qui montre que y/,/, qui est à support compact, est dans c0(}M,,j ).
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D'autre part, posons ^,, = y/,— i ; on a ̂ /,/= o pour .r ^Ln. D'où, pour S ̂ > i ,

^1^ F Nf^-N^t ac

|(^/)^ ^ v ô ' / ^ACR+I)^^ '^J^C;;,

N^^-N^^
H^-7 /^ M/.M^/^ABMo(H + hyM^e W ^.

On a, d'après (2.1.5), '-(^-"të)—-
ce qui permet de conclure.

3. - Les espaces ̂ ( ; Mp}, •{ N/, j ).

Un désignera par S^ ;M^! , ! N/ , ; ) le dual de :̂ ( J M ^ , { N ^ ) .

PROPOSITION 1. — j iN,, ; vérifiant (2. '2.7 ), o/i jo^ identifier cS^ ( { M^}, { N p { ) a
</^ sous-espace vectoriel de cS^( {^ ! ;, ; N^ j ).

En effet, toute distribution généralisée S € 2>a( {Mp} , { N^,} ) définit par restric-
tion une forme linéaire S sur 5>a( \P ! { ? { N,,} ) continue pour la topologie induite
parSa({M^,} , { N ^ } ) . Réciproquement, toute forme linéaire S ç ' S ' o , ( [ p \ } , { ^ p } )
continue pour la topologie induite par Sa ({Mjo} , { N j y } ) peut être prolongée en
une forme linéaire continue S sur Sa({M^, { N ^ , } ) , et de façon unique puisque
2>a( [ p !}, $ N,,} ) est dense dans S( { M ^ } , { N ^ } ).

La proposition 1 montre que les seuls éléments nouveaux introduits dans ce
chapitre sont les éléments des espaces ^({7^ ! i, { N p } ) .

PROPOSITION 2. — Si j M^ { e 3U et N,, < + oo, on peut identifier 2>^ ( {Mp } , { N p } )
à un sous-espace de d3'( {Up } ).

Même démonstration que la proposition 1.

THÉORÈME 2. — La réunion des 2>a( {Mp }, {N^,} ) lorsque { N,,} parcourt Vensemble
des suites positives log-arithmiquement convexes vérifiant (2.2.7) ̂  un espace
vectoriel sur le corps des nombres complexes.

Il suffit de montrer qu'étant donné deux suites { N,,j et { N ^ { vérifiant (2.2.7),
il existe une suite { R p ( vérifiant aussi (2.2.7) et

J^.-oï-^-V J^-o^-^.
R ,̂ - u V N^-i y î R^-i ~ V N,,-, ;

Posons
„ ^p . / _ N^

^ — IV—— : nf} — IV'^/î—1 l^/?—l
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II existe a et a' tels que V^^^+oc; V^^^+oo. Soit [r^ la suite
obtenue en rangeant par ordre de grandeur croissante les nombres anp, a ' n . La
suite { r i , ^2, . . ., r^} répond à la question.

PROPOSITION 3. — U 2^((M^, { N p } ) est un espace vectoriel sur le corps^a\ » 1T-1/^ p f ^p
{M^}€,m

rf^ nombres complexes.

La démonstration est la même que celle du théorème 2 du chapitre I.

THÉORÈME 3. — Soient gn(^) des fonctions € L?( î- + ^- = i ^ i <^ ̂ ^^ ; mp*
\ 0( ^

c/^ mesures ) vérifiant, quels que soient h et k,

(2.3.D ^(^).-N(^1)||Q=0(^J (/.-^),

r4" -Nf-i^^ / i \
r^. 1 |^(^)|<3 ' À / = = o ATM (^-^^).,/_ \ i i ' ^vi/j /

Alors la formule
oc

(2 .3 .2) 9=^D^^(^)
/?=0

définit une distribution généralisée yeSa({Mp},{N^)[m/) . (p€S^(jM^}, ^Np})].
Réciproquement toute distribution généralisée y€^a( ^ My, ^ , { N^, ? [r^.
S € S^ ( { M ^ } , ^ N p } )] jo^^^ ^r^ mise sous cette forme.

La première partie du théorème résulte de ce que l'hypothèse (2.3. i) et la
condition (2.2.2) assurent la convergence absolue de la série

^( - i )^ f f^{x)g^x)dx.

Démontrons la réciproque en supposant a<^-h-oq pour fixer les idées; on
utilise l'espace E(L°', {Mp}, { ^ p } ) déjà considéré pour définir la topologie de
S a ( { M ^ p (N^). Le duâl de E^, { M ^ } , { N ^ ) est Fespace des suites |^(^)},
où gpq{m) 6 L?, vérifiant

( 2 - 3 - 3 ) ll^^^^)!!?^0^^^^^") (^-^^^ q->^ quels que soient h, k.
ï
i^^y

Soit y e S ^ f M ^ p { i N ^ } ) ; d'après le théorème de Hahn-Banach, un peut
prolonger y à Fespace ^({M^,}, {N^} . Il existe donc une suite )^(^)} véri-
fiant (2.3,3) telle qu'on ait, pour toute/€Sa({M^}, { N ^ j )

^ 00 00 ^ • .

(2.3.4) J ^{œ)f(œ)dx^=^ ̂ (-^ j . ^f^gp^x) dx.
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On obtient (2.3.2) en posant
3C

^(^)=]^^^(^)5
y=:0

on a, quel que soit A-,

^Yl^i\ | ^ ..̂ YliîLU il
^(^)^'1 ' ̂ ^S •r^/^)6' < /1 y HP ̂ S^ Ik -̂) II

ce qui donne l'inégalité (2.3. i),

THÉORÈME 4. — On suppose que la suite \^p\ vérifie (2.2.7) et la condition de
dérivabilité (cf. p. 5'j).

Soit ç(^) ^^ fonction analytique de la variable complexe z=x-\- iy holo-
morphe pour y -^ o, possédant la propriété suivante :

Quels que soient h. H, k, il existe une constante A telle que

^(^\ i i
(2.3.5) ^(.T-^iy)\^Ae ^ /- ) pour ^ ̂  [y ,^ ̂

Alors les formules

(2.3.6) • cp.s. {œ} == lim cp {x + (y) ; 9;(^) == lim cp (.'r + iy)
r-^o ' v^o
r>(» r<0

définissent deux distributions généralisées ç,y(^), îp,(.r)€S^( jy^ ! !, j N ^ { ). T?^-
proquement toute distribution généralisée y € S^( \p ! ̂ , ! Ny,} ) jo^^/^ ̂  mettre sous
la forme y = y,— y,, y, ̂  y, ayant la même signification que ci-dessus.

Soit y(^) une fonction holomorphe dans y 7^ o vérifiant l'hypothèse. On peut
poser, pour toute fonction /(^)e?e^( {N,,}), holomorphe dans la bande

[y|^1 et vérifiant (2.2.5) (avec a==oo).

$ . 7 ) ^ ^ , ( œ ) f ( œ ) d ^ = ^ l ^ ( x - ^ i y ) f ( x - ^ i y ) d x ( 0 < ^ < ^ ) •r c^'(2.3.7) f ^ , ( x } f ( x ) d x - = ^ ^ ^ { x - ^ i y ) f ( x - ^ i y ) d x
J._ x

L'intégrale de droite est absolument convergente d'après (2.2.5), (2.3.5) et
le lemme 3 du paragraphe 1 ; d'après le théorème de Cauchy, sa valeur ne
dépend pas dey, et elle définit une forme linéaire ç^ sur ^ ({ N^}). Déplus,
si des fj{x) forment un ensemble borné dans 9^ ({N^}) , elles sont holo-

morphes dans une même bande \y ^ - e t majorées par une même fonc-
Nf^i) ..

tion Ae v k /. On voit alors facilement que les f ç»,(cr)/( x) dx sont bornées,

ce qui montre que <Q, est une fonction linéaire continue.



8o M. ROUMIEU.

La fonction f(z) étant donnée, considérons les fonctions /r,(^> définies par
/^^/(^—^(o^^y On aura

r ^^ „+-
j ?^)/r.(^)^==y 9.s.(.y+^)/(^d-^)^== j ^s(^-^i'n)f(x)dx.

Lorsque Y] tend vers zéro, les fonctions fr,{z) convergent évidemment vers
f{z) dans <^ ({N^) ; les fî.(^)/^) dx convergent vers f^,(x)f{x)dx,
ce qui donne (2.3.6). On définit de même y/.

Pour démontrer la réciproque, reprenons la formule (2.3.4) qui s'écrit
co os

?=2 ^^^^(^J [^pç(^) mesures].
/?==û q=0

(2.3.8)

Posons

(2.3.9) G^(^+/r)=—— r^-^^4..
2;7Tj_^ ^—E.+ /J

On déduit de là, en dérivant r fois

IG^^+.j) ^^^jT^I^(E)

et ensuite, pour - ̂ -y^:1,
.ri ——^ —— A

^^)] ̂ ^s^-i2_ipr±2),(,_,).,(,_,^.)

x
(n -_ ^) î /l+ao

^ y-r^___L- 1 j^o.̂
(l27)|1 ^ p-r J 1 ^

^^i^jcr'^^^is^
r=:o

^^^^'(^ ^|)^jT |^/(^)|.
Posons maintenant

(2 .â . io) Q{z ^ dP(^=2 S^^'70-^)]-
/î=:0 y==0

On déduit des inégalités ci-dessus, quel que soit k,

^i^ ̂ ^}2 S^'^^^^i^i.
Ce calcul montre que la série du second membre de (2.3.10) converge abso-

lument et uniformément lorsque z parcourt un domaine compact ne coupant
pas Faxe réel. Cette formule définit donc une fonction y(^) holomorphe pour
y^o. Déplus, la dernière inégalité obtenue donne (2.3.5).
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Pour démontrer que y = y,y — y/, remarquons que

G,,(̂  + i y ) - G,^ - i r ) = J f'4'7^0^. (7 > o).T- J— ^ v ^ — ^ / " ' . y "

La fonction - —^—^ converge vers la mesure de Dirac lorsque y tend vers zéro
par valeurs positives, de sorte que QpqÇx—iy)—Q^(œ-}-iy) converge vers
ëpq^}' La formule y = ç<— ç»^ résulte alors de (2.3.8) et (2.3.10), la conver-
gence ayant lieu naturellement dans S^ ( {p !}, { N,, { ) .

Remarque. — La fonction -:—^i, comme fonction de Ç, est dans '§y.{[p ! j , {+00 j )•*' c^
pour a ^> i et z non réel ( { + oo { désigne la suite N,,= -)- 20 pour p ^> o). Si
?€Sa( \p !}, ! +00 } ), c'est-à-dire si y est de la forme

c^^D/^^), avec ||^(^) ||a= 0( ^——, i (/^^-l ^) quel que soit h,

on voit que la formule (2.3.10) qui définit ç(^) peut s'écrire

<2-3-» ^')=^^"Af.
cette expression ayant alors un sens, alors qu'elle n'est pas définie en général.

PROPOSITION 4. — Les notations sont celles du théorème 4. On a <p^— ̂ s= ° sl ^
seulement si ç(^) ̂  une fonction entière.

D'après (2.3. .7) et le théorème de Cauchy, il est clair que

^ [^-(^) —9,(^)]/(^)^=o

si y(^) est une fonction entière. Pour établir la réciproque, remarquons que si
y/—<p,=o, on a

y»4'00

(2.3.12) f ^(œ-\-iy):f{x-{-iy)dx

y* "^ao / \
=/ ^(^—^^/ (^—^j )^ \ o < y < l î }

v —— 30 - — /

pour toute /(^) € ^Ê^ ( { N^} ) holomorphe dans | y \ ̂  - - Posons

îiw=-1- r^-^-^d217: J_^ S — Ç + Ï C

i r^ ' 9(^+^)a(g-4- /c) / 7: \
277:J_^ ———z- ' i - ic—— ^ o < c < 2ay î

où a(^) est la fonction définie par (2.1.n). On vérifie immédiatement que
Ann. Éc. Norm., (3), LXXVII. — FASC. 1. il
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H(;J) est holomorphe dans la bande [yj^c. Supposons y > o; en appliquant
(2.3.12) à la fonction-^1) de la variable Ç== ̂ +^ holomorphe dans la bande
— c <^ ïj <^y, on peut écrire

H(.).-— r"^+^)«a+^:
2 ; TT J_ z — ^ — id '

- ̂ /^^^^ <° < ̂ y <c)-
ce qui donne, d'après le théorème de Cauchy

H (z ) -— <p ( z ) a ( z ) pour o < y < c.

Ainsi la fonction ——^ holomorphe dans la bande \y <^c réalise le prolonge-
ment analytique de y(^) sur la bande y <^ c.

SUPPORT D'UNE DISTRIBUTION GÉNÉRALISÉE ? e S , ( { j o ! { ) , { N ^ j ) . — Le principal
intérêt du théorème 4 est de permettre de définir le support d'une distribution
généralisée ïeS>.Ojo!{) , { i \ } ) : on dira que ?eS.( j / ? ! $ , { N,,}) est nulle
sur un ouvert û de l'axe O.rsi la fonction y(^) se prolonge analytiquement en
une fonction holomorphe sur û. La proposition 4 montre que cette propriété
est bien indépendante de la fonction y(^) particulière utilisée pour repré-
senter y.

On peut dire que le support de y est l'ensemble des points singuliers de 9<^).
Si { M ^ } € 3Ti et l\< + oo, on a

^ ( J M ^ ; . , { ^ p } c ^ ( [ M , \ ) .

Il faut alors montrer que le support que nous venons de définir coïncide avec
celui défini au chapitre I.

a. Supposons que ç(^) soit prolongeable analytiquement sur l'intervalle
ouvert û de Ox. Alors, lorsque y tend vers zéro, ç ( . r+;y)—ç( . r— iy )
converge vers zéro uniformément lorsque x parcourt un segment 1 contenu dahsi2
et j [y(^+ïj)—y(^—îy)]/(^)rf*r converge vers zéro uniformément lorsque
f{x) a son support contenu dans 1 et vérifie |/(^)j^M. On a donc 9=0
sur û au sens du chapitre I.

6. Soit K le support de y au sens du chapitre I. Il faut montrer que toute
fonction (pÇz) représentant y peut être prolongée analytiquement sur le complé-
mentaire de K. Comme une telle fonction est définie à une fonction entière
près, il suffît de montrer que pour tout ouvert û contenu dans le complémen-
taire de K, il existe une fonction ÇQ(^) représentant 9 et holomorphe sur û.
Pour cela, remarquons, en raisonnant comme dans la démonstration du théo-
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rème 5 du chapitre I, qu'on peut, dans la formule ( -2 .3 .4 )» supposer que
g'pq(x) = o s\ir il. Alors, la formule (2.3,9) définit des fonctions G^(^)holo-
morphes sur U et la fonction y(^) définie par (2.3.io) est aussi holomorphe
sur il.

Exemples. — La formule (2.3.1i) montre que la mesure de Dirac est repré-
sentée par la fonction —— On voit de même que la distribution « valeur prin-

cipale de » est représentée par la fonction ç(^) égale à — ^-_ pour r^> o et

à + ̂  pour y<o.

THÉORÈME 5. — Toute distribution généralisée y € c S ^ ( { p ! ^ ) , | N,,{) de support
origine est la somme dune série convergente dans 2^ ( jp ! ) ), | N^} )

9 ==:^6^,ô^) (ô, mesure de Dirac}.
p=^

En effet, si ç> a pour support l'origine, ç(^) est holomorphe dans tout le plan,
l'origine exclue; ç(^) est donc développable en une série de Laurent, et puis-
qu'on peut toujours lui retrancher une fonction entière, on peut supposer que
y(^) est de la forme

/ \ v ap^=l,-f;
p=i

le théorème est établi, car â^ est représentée par p '^ '

THÉORÈME 6. — Soit y € S^( j M^,}, { Np} ). // existe <p+ et y_ appartenant aussi
à ̂  ( { M,,}, { N^} ) vérifiant

cp r=: cp+ -4- ©__ ; çp^==o s u r ^ < < o ; 9-=:o sur x > o.

Démonstration immédiate au moyen du théorème 3, en décomposant chaque
g ' p ( x ) en deux fonctions de supports (— oo, o) et (o, +00).

Remarque. — Soient y(^) , y+(^) et y-(^) les fonctions analytiques représen-
tant y, y+ et 9_. Le théorème 6 donne le théorème de décomposition de Poincaré
pour la fonction y(^).

THÉORÈME 7. — Toute distribution généralisée y € S^ ( { p !}, { N^,} ) est égale à la
somme d'une série de la forme (2.3.2) convergente dans S^({ jo ! }, {N / i ) , les
mesures gpÇoc) ayant leurs supports contenus dans le segment-support de y.

Soit (a, b) le segment-support de 9. D'après le théorème 3, on a y ==^D^^
p

(g-p, mesures); chaque gp peut se décomposer suivant la formule
or —- p'^ 1 o'"^ | o-11'h p — h p ' Q p - ^ Q p i
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les mesures g . g^ gp ayant leurs supports contenus respectivement dans
(— oo, a), Ça, 6), (6 + oo ) et vérifiant

^_Nf i^ r' -NO^n r--^-1^ r-^f-'^'-'l
j e ^ ^ ) d g , \ = j e ^ k ) \ d ^ \ + f e ^- ^ | dg^ \ 4- ̂  ^ ; | ̂  |.

Posons

On a

cp,=^D^; 9,=^D^; ^.^^D^.
^ ^ //

cp == çp-, + co^ -i- o:;.

Pour cp^ le théorème est vrai d'après la définition même de cpa. Quant à y,
et cp3, ce sont des distributions généralisées de supports ponctuels pour les-
quelles le théorème est vrai (théorème 5).

Remarque. — On verra au chapitre III que les théorèmes 5 et 7 deviennent
faux si l'on remplace dans leur énoncé p \ par Mp (cf. théorème 3 du chapitre III
et la remarque qui suit).

f^-. Opérations dans les ^>a( { M p I, { ^ p \ ).

Pour définir convenablement le produit multiplicatif et le produit de convo-
lution dans les espaces Sa({M^}, { N ^ , } ) , il faut introduire des sous-espaces de
2 > a ( { M p } , { N ^ } ) qui seront des espaces d'opérateurs.

On suppose naturellement que les suites {Mp) et { N ^ { vérifient (2.2.4) et
(2.2.7). Pour simplifier, nous nous bornerons à définir le produit multipli-
catif et la convolution dans 5 > ^ ( { M ^ } , { N ^ { ).

PRODUIT MULTIPLICATIF. — On désigne par i2( { M ^ } , { N ^ } ) l'espace vectoriel sur
le corps des nombres complexes des fonctions à valeurs complexes définies et
indéfiniment dérivables sur la droite, possédant la propriété :

Quel que soit k, il existe des constantes A, h (pouvant dépendre de k) telles
que

^ i ^ i \
(2 .^ . i ) \f(p)(^) i ^A/^M^e < k ) (p=^o, i, 2, . . . ),

h et k étant des constantes données, soit û ( { M ^ j , { N ^ , h, k) l'espace des
fonctions vérifiant (2.4. i) muni de la topologie naturelle définie par la norme

| I .-Nfl^iVI

^ hpW'^^^^ k Vf^Q L n lvly» :c J

Soit Û ( { M ^ { , { N ^ } , k) la réunion des Sî({Mp], |N^}, A, k) lorsque h varie,
muni de la topologie limite inductive de celles des iî({Mp], { ^ p } , h, k).



SUR QUELQUES EXTENSIONS DE LA NOTION DE DISTRIBUTION. 85

L'espace Û ( { M ^ } , { N , , } ) est l'intersection des Û ( { M ^ , {N^,1:)et sa topologie
sera la limite projective de celles des Î2( { M p } , { N ^ j , k).

PROPOSITION 1. — Quelles que soient les suites { M \ } , { N J vérifiant les mêmes
hypothèses que [ M,,}, { N^}, on a

^ ( j M , j , i ^ j ) c ^ ( i M ^ i N ^ ) ) c ^ ( , ( M , j , J N ^ )

conséquence immédiate des définitions et du théorème 3.

PROPOSITION 2. — L'opération qui fait correspondre au couple f(x\ g(x),

(/(^)€^,(;M/,; , îR^) ;^ )€ Î2( iM^; , i^i))

le produit f^x) g Çx) est une application bilinéaire hypocontinue de

^ ( \ M^ ;, ; R,, \ x Î2 ( ; M^ S , ; IN;, { ) ^a^.ç ^ , ( ; M /, ; , ; N/, ; ) / R^ = inf ^ ̂ ' \.
v ^^/ï /

En etïet, la fonction associée à la suite j R ^ { est N(.r) + N^.r). On a

--Nf-L^^-.vf-!^) ^(-'^}
i /^)(^) I^A. /^M^e ^ ^ \ ^ Y ; |^)(^) I ^ R H / ^ M ^ c - < ^ ^ ;

d'où Fon déduit
"^'(-T1) V / > ( ^ — 0 . . . ( ^ — < / + ' )

^ !K/^^) ^AB.-^-r)^^^-0:-;^-^'^.^-^^,
q = o

-(^)^ABM,(H - t - A ) ^ M ^ ^ ^ k ^

ce qui permet de conclure.
La proposition 2 permet de justifier l'énoncé suivant :

DÉFINITION ET PROPOSITION 3. — Soient

9 € ^ ( i M ^ i ^ O et /e^((M^ { N , , } ) .

Le produit f {x) y 6^ ///î élément, de S, ( { M^ j , {R, , { ) / R^, = in f N^ N / \
\ ' j ^ p ]

défini par

(2.^.2) jL/(^)?(^):l^(^)^=f'?(^)[y(^)^(^)]^

où g(x) est un élément arbitrage de 5^(M^, R^).
L opération qui/ait correspondre au couple (p, f(x) le produit f^x^f est une

application bilinéaire hypocontinue de

< ^ ( î M ^ , i N , , j ) x t 2 ( Ç M ^ ! , i N ; , ; ) dans ^ ( { M^ ; R,, ;..

RÉGLLARISATION.
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DÉFINITION ET PROPOSITION 4. — Soient

? €= Sa( j M;J, { N/, ; ) ^ /(^) e^( ^ Q^ h j N^ ) /Q/,= i n f M y M . V
\ y^o /

la formule

(2.^.3) ?*/^)=f9(0/(^-i)^

rf^m'^ ^é? fonction y*/eti({M^, { N ^ , } appelée régularisée de ç par f(x).
L'opération qui fait correspondre au couple y,/(*r) la régularisée ^iç f est une
application bilinéaire hypocontinue de

^({M^}), { N / , } ) x ^ a ( f Q ^ { , S N ^ J . ) ^a/^ ^ ( i M ^ j , |N^ ) .

En effet, on peut écrire, d'après le théorème 3,
00 /,+<

y^^"1^/ /^(^-^^(S)^.?*/=

En utilisant l'inégalité

N^W-IU-N^——J-\ K y - -^K+Â- / ' ^ - k
déjà vue p. 75, on a, quel que soit K,

-Nfl^ _-| Nf-l^-'lll II -N('-iiP^/)(/-)|e l K ;^|y(^,^ ^ , ̂ [[,.([^(^e ^+^K ^^ll/^'-'e
r=:0

d'où

(cp */)(/') e^^^A/^M^A'-Mj^^)^^-)!,,
r==0

ce qui permet de conclure

CoNVOLUTiOiN. — Pour définir le produit de convolution, il faut faire inter-
venir un nouvel espace d'opérateurs : 0 ' ({M^, { i \}) sera le sous-espace de
S, ({M, ,} , { N ^ } ) formé des distributions généralisées y possédant la propriété :
il existe un nombre k tel que lorsque \ parcourt l'ensemble des nombres réels,

y n ̂  i ^
les distributions généralisées y (o?+A)^ K k ) forment un ensemble borné
dans S,({M^, { N , , } ) ; y(.r+ X) désigne la translatée de y définie par

f 9(.r + /)/(.r) df— j 9 (,r- )/(,/• — /.) <//,.
^-' \}

On dira que des y/convergent vers zéro (resp. forment un ensemble borné) dans
Nf-^i")

0 ^ ( j M , , j , ! N^,}) s'il existe un nombre Z: tel que les y,( . r+A) ̂  ^ ^ ^convergent
vers zéro (resp. forment un ensemble borné) dans S,(fM^, |N^}) uniformé-
ment lorsque À varie.
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Les théorèmes 2 et 5 du chapitre III donneront une indication plus concrète
sur la structure des distributions généralisées de 0'( {Mp}, {N^,} ).

PROPOSITION 5. — La régularisation est une application bilinéaire hypo-
continue de

0 ' ( { M ^ | N ^ x ^ ( i Q ^ ; , ( N ^ j ) dans ;M i M^, ; N ^ } ) /Q^== in fM.M; ,^ .
\ q^P '

Soit
/e:M!Q^ i^} ) et ^eO^jM^, { N ^ ) .

On a

| /^-^ (0 ^ AA/^-M^ M',..

ce qui montre que les fonctions —pW~ ^orment un ensemble borné dans
Nfi-^)

S ^ ( { M ^ { , { N ^ } . D'autre part, par hypothèse, les distributions ̂ {x—^)e v K

de la variable ^ forment un ensemble borné dans 2^(|M^}, {N^}). On en déduit
que les fonctions

i N^'j r Nfi^-'i / • ( /^(?)
/^^*^^ { ^-/9^-.)^ R ̂ ^

sont bornées dans leur ensemble lorsque p parcourt Fensemble des entiers
positifs, ce qui permet de conclure.

La proposition 5 permet de justifier l'énoncé suivant :

DÉFINITION ET PROPOSITION 6. — Soient

c p ç ^ ( j M^ S N / , S . ) et ^ e O ' ( { M ^ ( N ^ i ) .

Le produit de convolution y * ̂  est un élément de 2^ ( { Qy, j , { Ny,} ) défini par la
formule

f (? * ̂ ) / ( ^ )^=Jcp(^ ) [^ (—^) ̂ /(^)j^,

où f^x) est un élément arbitraire de

<MiQ/^ i ^ S ) / Q ^ = = i n f M , M ^ _ ^ /
\ y^/^ /

L'opération qui fait correspondre au couple ^ , ̂  le produit de convolution y * ̂
est une application bilinéaire hypocontinue de

^( jM^ i , Î N ^ ) xO 'OM^; , \^p\) dans ^(iQ/,;, ^ N / , î ) .

Le théorème 7 permet d'étendre à S^ j M ^ { , j N/ ,} ) les propriétés habituelles
du produit de convolution de deux distributions.
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5. Distributions généralisées rapidement croissantes.

Le théorème 4 s'applique aux espaces S,(|M^}, { i N , , { ) vérifiant les condi-
tions (2.2.3) et (2,2.8). Ces conditions expriment que S,({M,,}, { N ^ )
contient un sous-espace <^({N, ,}) dense dans S, ( { M , , } , {N/Q et formé de
fonctions holomorphes dans une bande rectiligne. On peut étendre la théorie
développée dans les paragraphes précédents aux espaces S,({M,,}, { ^ p } ) qui
contiennent un sous-espace dense de fonctions analytiques, c'est-à-dire de
fonctions holomorphes dans un voisinage de l'axe réel (ce voisinage ne conte-
nant généralement pas une bande rectiligne).

LES ESPACES <^€( [ R ^ j , i2(^ )). — Soient {Rp j une suite positive logarithmique-
ment convexe et Q(z} une fonction entière de la forme

(2 .5 . i ) • i2(:;) =i+V^^; <7^o; Hm(^)^=:o.
p=\

On désigne par JC( j N ^ j , ^2(^)) l'espace vectoriel sur le corps des nombres
complexes des fonctions analytiques /(^) possédant la propriété :

II existe des constantes A, h, k telles que :

( a. f{z) est holomorphe (lansD/,;
(2.5..) ^^

( b. \f^ ^!^e < k ) dansD^

où R(o?) désigne la fonction associée à la suite | R ^ { et D// le domaine

\y\^---r" A 1 2 ( ^ )

Nous nous limiterons au cas où i2(^) est un polynôme. On peut alors, sans
diminuer la généralité, supposer

(2.5.3) ^î(z) =1 -4-^P (p entier^o).

On désignera par X({N, , ) , p) l'espace ^ e ( { N , , { , i2(-s)) correspondant. L'étude
du cas général n'introduit vraisemblablement que des complications techniques.

On utilisera la fonction S(^) définie par

(2.5.4) . S(s)=: f 9.(u) du-=:.-}- -^—
J, ?- P +9, p 4- l

et la représentation conforme z->7,=S(z) qui applique le plan de la
variable z = x + iy dans le plan de. la variable Z==X+ i Y.1 1 •
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LEMME 1. — // existe des constantes A, p > i, telles qu'on ait, dans le domaine D
défini par |j[^^,

(2.5.5) ^^^(^^^(^

(2.5.6) ^^^^^y

En effet, on a, pour | y ^ ,-.——,
-*- i «y —— ' \ T'\

|^^(z) —^(^) |^ (^+<y)2P--^P ^ -ap l . r (.y2 "{-r2)'""71 ̂ ; 2 p A ̂ "^A:
i'' — 7

I+^P""""*

On peut donc toujours choisir A assez petit pour avoir

\^^(z)-iî(.T)\^-,

ce qui conduit à (2.5.5); rinégalité (2.5.6) en découle, car, d'après la for-
mule des accroissements finis, on a

Y(^j) ^Y(^, Qr) / .. . , ôY
~y——=——ôy—— (0^0^1 ) et ^=^W'

_\ \7- •\ •v^r

La relation (2.5.5) montre que ̂  > o et ^- > o pour ^eD. Il en résulte

que la fonction S(^) est univalente dans D et applique biunivoquement D sur

un domaine D^ du plan Z. D'après (2.5.6), si y ^^A^, on a y^^; cela^(^'"" a J — ^ ^
montre que D /contient la bande V ̂  ^ '

'^
Désignons maintenant par A/, le domaine du plan z défini par

|Y(^)|^ (A^).

Alors, la relation (2.5.6) montre que, quel que soit A, on a

DpACA/, et Ap/,cD/,.

LEMME 2. — Quel que soit h > i, il existe H tel que les cercles centrés sur Ox, de
centre x, de rayon ^ soient contenus dans D/,.

Posons

i2(^)5

on a évidemment ^(^)> — a pour un certain a. Il suffit de montrer que les
points

^ _ ^ , ^ ( ^ ) . (^)
^-^""RT5 Y Î = ^ H

Ann. Éc Norm., (3), LXXVII. — FASG. 1 . l./
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sont dans D/,, c'est-à-dire que r, ^^—f-' Or, on a

^•(0 =^(^ + ̂ ) ̂ (^) - i^(^) = ( i - g)^(^).

On a l'inégalité voulue si
a i ahi — _, ̂  - MH — h ' — h—ï

PROPOSITION 1. — Une condition nécessaire et suffisante pour quefÇz) € JC({R/}, p)
est qu'il existe des constantes A., h, k telles que

_ H / L^J \
(2.5.7) \f^\x}\.^^hl)p\^^-x^y e ^ k ] (p == o, 1 , 2 , . . . ) .

Soit d'abord /(^^^({R^), p), vérifiant (2.5.2). Utilisons la formule de
Cauchv

/(^)- f ^z}dz .t/ v / ^ ÎJ, (^-^)^1

C.,; désignant le cercle de centre x et de rayon ^—-• D'après le lemme 2, on

peut toujours choisir H assez grand pour que ces cercles soient dans D/,. On a
alors

|/^^)|^ÎH/^i+^P)/-sup \f(z)
--ec^

^A.p\ H^(^+^ 2P)/ ?exD — R f ^ f ^ — , — — l — — - } }— 1 ^L Uv /HI+^P)/^
-Rf^i)

^ A/? ! 11̂  ( i — x ^ } ' ' e \ k ^ pour un K > À .

Réciproquement, soit/(^) vérifiant (2.5.7). On voit d'abord que la série de

ïaylor/(^) a un rayon de convergence au moins égal à y - — a u point x,

ce qui montre que/(^) est holomorphe dans D/(. De plus, on a, pour z ç Dn(H ^> h)

l/(-)l^^-R?yf^Y---^H-.-R(^)\j^)\^A,e Zu\ï{)~VL-h

ce qui permet de conclure.

PROPOSITION 2. — Les conditions équivalentes

( C^a. I P^z') ^—a•x2î+l dx •<—ce pour un certain a ;

(2-5-8) \ « ^y-
I 7 V^ --"î T—^)( ^. ^ e v^—i/ <^_^-3o pour un certain a

sont nécessaires pour que ^€ ({ Ry, p p) contienne des fonctions non nulles. Elle est
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suffisante pour que < ? e ( { R ^ { , p) contienne une suite de fonctions pn(^) qui
convergent vers la mesure de Dirac.

Pour établir l'équivalence de (2.5.8, a) et (2.5.8,6), on voit d'abord
que (2.5.8, a) équivaut à

f r (œ) e-^^'1 x^ dx <+ oo .

Ensuite, en posant
/ _ R p \ 2 o + l

Sp==. /\i^-J et Li = ^r20+^

on se ramène aux formes habituelles de la condition de quasi-analyticité pour la
suite { s ^ , ^2, . . . . ^j .

Posons F(Z)=/(S- i(Z)). D'après le lemme 1, on peut remplacer D/, par A/,
dans la définition de < ^ ( { R ^ } , û(^)). La condltion/(^)e ^ e ( { R ^ } , û(^)) équi-
vaut alors à :

II existe A, À, k tels qu'on ait F(Z) holomorphe dans V ^ ï- et

Log | F (Z) | ̂  A - R ( x { ï } \ pour Y | ̂  I

D'après le lemme l, on peut remplacer x(ï) par .r(X) = S-1 (X) dans la rela-
tion précédente qui équivaut alors à :

II existe A, h, k tels qu'on ait F ( 2 - ) holomorphe dans Y ^ 7r et

-^--«[M^)]-
Les résultats de Mandelbrojt ([2l], chap. II) donnent alors la condition néces-
saire et suffisante

/ 1 k Ç5-l ( —h ) <?-x ^x <^-hGO pour un A, un k ;

en posant u == 1 S~1 ( ^— ) ? cette condition devient

( R ( ( / ) e - ^ ^ ' ^ S ' ^ u ) du<4-oo pour un H, un À

qui est manifestement équivalente à (2.5.8) pour îî(^) == i + ̂ F.
La condition (2.5.8) étant satisfaite, soit a(^) une fonction posi-

tive e^e({R,,}, p). posons
A(Z) = a(S-1 (Z)) ; p,(Z) = — A(nS (z)),

^n

avec

K ,== f ^n(^) dx.
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Si l ima(^)==o, ce qu'on peut toujours supposer, les fonctions p,z(^)
.f; -> 0

convergent vers la mesure de Dirac.

PROPOSITIOIN 3. — Soient |M^^ { N ^ } deux suites positives logarithmiquement
convexes vérifiant la condition de dérivabilité et les conditions :

jn/j -,,a. —- non décroissant ;
P

!>' i;exl)[-û(^)L>'+i1<+^ }
r 1 - > pour un certain a.^ i ; .̂ { i

V / ln i > \ ~ ^ ^ , \c. ^expj -^^y-) <-T-^ )

A lors y il existe une suite \ l{^ ^ telle que

^({\{,}, p )C^ , ( iM^ j , ^ N ^ j ) .

De plus, ^C( { Ry, p p) muni de la topolo^ie induite par cS^ ( { M^ ^ j N^}) ^^ rf^/z^
dans-S^^M,}, {N^). ' ' , ' ' '

Posons
i

î^(p-\.)r.+\=^2(p-})^-l== • . . =^/^== ( ——— j (^^^ 2^ • • • )

et soit r^ la suite obtenue en rangeant par ordre de grandeur croissante les
nombres n^ [M^. Les hypothèses entraînent

x x ^
^ exp — a (^P -1 ] <-t- 3c ; ^ [ -- a (/-/J^ M ] <+ .̂  ; (/^)/; == o ( i ).

Soit alors K(^), R(^) les fonctions associées respectivement aux
suites { [ j < j , [^. . . . [j.p} et { r i , r^, . . ., r^ j . On a

R(^) == K(^) + N(.r);
M^ r ^ / .r \ n

^TTî ^ sup (ÏP^O^T~^\ T, } \P • •r>0 L A V ^ / J

On a donc, quels que soient x et p ,

M . R ( } x ' ^^p^^^^p^ ^ ^ ;
7?! —

et, pour un certain H,
-^(^} -R/'^-I)

HPMpe ^ k ^p\(i+^)Pe v ^ /,
ce qui montre que

X ( ) l ^ j . , p ) C ^ ( - ; M ^ i N ^ j ) .
Soit maintenant

/ ( ^ ) e ^ ( i M ^ i , S N ^ ) ) .
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Les fonctions p^(^) étant celles considérées dans la proposition 21, posons

fn,r (^) --= f /(^) On\X - ̂ ) cO, ; /, ( .x) ——- C /(>.) ?„ (^ - À) ,//..

II est facile de voir que
/,/,,(^)e^( S R / , J , p) ;

d'après la proposition 4 du paragraphe 2, lesy^(^) convergent vers /(^) dans
cS^( |M^j , { N ^ } ) . Il suffit donc de montrer que lorsque r tend vers l'infini,
les /n,/(^) convergent vers /n(^) dans c^(i 'M^}, { N ^ } ) . Cela résulte encore de
la proposition 4 du paragraphe 2 : Pour n fixé, p,,(^)€S( { M ^ } , Î N ^ } ) et la
fonction [j.,. définie par u^(œ}=o pour \x ^r et [^.(^) ==/(^) pour ].r ^r
converge bien vers xéro dans le sens voulu, car on a

^l/a)!.Nœ^F'œ--Nœ^
et il suffit d'appliquer le lemme 3 du paragraphe 1.

Lorsque les suites j M ^ j , { N ^ j vérifient les hypothèses de la proposition 3, on
est assuré que l'espace ̂  ( J M/J, { N,, ) contient des fonctions non nulles, et l'on
peut envisager son dual S^(|M/!, \^p\) qui sera un espace de distributions
généralisées.

Le théorème 3 se prolonge immédiatement à ces espaces S , ( { M ^ ( , { N ^ } ) . Le
résultat suivant montre qu'on peut encore considérer ces distributions généra-
lisées comme valeurs limites de fonctions holomorphes dans un demi-plan.

THÉORÈME 8. — Ijes suites [ M^ ̂  { N^} vérifient les hypothèses de la propostion 3.
Toute distribution généralisée y eS^ ({M^j , \^^) peut se mettre sous la forme

(2 2 . l ) . 9 ) ^ ( x _= lim |" ^ ( :r --- /'y ) - - ^ ( .7- - l - / y ) |,

ou ç(^) est une fonction Jiolomorphe pour y ̂  o possédant la propriété :
Quels que soient h, k, il existe une constante A telle que

(2.5.io) c. (,r + n-) 1 ̂  À / ̂ / ' '^.^T^) (j ̂  o),

0^ /^O^ JDO^

( T T ^t/A^ ( /•) == sup l 7^ Lo;.; /• — Lo^ —f- •
/^-:0 \ ~ P ' J

La démonstration est tout à fait semblable à celle de la deuxième partie du
théorème 4. En conservant les mêmes notations, on a

^[.VG^(.)] ^——^-r(- ̂  Ç' d^,\
^ * . ^ .-_ y
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et ensuite

|cp(.)|^sup(^)sup( ^t/M' ^S^2^^ Ç \dg^
ïi•'q^\•:-'^q}p'^Q\\l^y)' W'-p-i-l / ^" -—— «7_y

/^ '7

ce qui donne les inégalités (2.5. lo).

PROPOSITION 4. — Les notations et les hypothèses sont celles du théorème 8. Alors,
^/(^)e^({lUp),^a

( 2 .5 .1 l ) C ^(,T}f(^)d^== f ^ { z } f ( z } d z - f ^ ( z ) f ( z ) d z ,
J J ^ , J^

en désignant par L/, et L^ ̂  courbes

J== A^(^)' ^^Aïi^y
orientées dans le sens des x croissants : h est choisi assez grand pour que L/, et L^
soient dans le domaine d^holomorphie de fÇz\

En effet, sur L/,, on a
, , . , , , r^ /M \ /A i2 ( ^ ) \~ i. |cp(^+^)|^Aexp^^-L^J+^^—^-) I

quels que soient ^, H ; en utilisant les notations de la proposition 3, on voit qu'on
a, y désignant une constante,

/ h ̂  ( x ) \ hP ( ï -+- x^Yp \ ^PhPx^P p \
^-H-)- ̂ —ww—^-w^r

p_
Y/VI/^^P / Y AN ' 2 ? XP

== SUD ,-7——-—————————— ^- SUD —,- ——————————
// IV^i^ • • • ^p— \ II / t^i^-2 • • • ^p

-^[(^y^'JS-
Si l'on choisit H de façon que ( .— ) ^ ̂  on aura

fh^(œ}\ Kf 1 ^ 1 ) N f i - ^ ^ R ^ )
e x p ( — v — ' \ ^ e \ k ' et 9 ( ^ + < y ) | ^ A ^ ^ k ] v - / • / .

D'où
r R ( i -r ï M

(2 .5 .12) (!)(z)=0\e ^ / c ^ ] pour zçL/,, quel que soit À .

Cela montre que les intégrales f y,(^)/(^)rf^et f (p,Çz)f(z)dz sont abso-
"L/, / J\^

lument convergentes, et, en vertu du théorème de Cauchy, indépendantes de A.
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II faut donc montrer que

im f Q { œ ^ - i y ' ) f ( x ) d œ = i f ^ ( z ) f ( z ) d z]im < ©(^'4-
>° .̂ -oc ' l/^

1 > 0 ^^-x ' l/^r>o

et la relation analogue pour y;(^).
Soient A et A' les points d'intersection de L/, avec la parallèle à Ox d'ordon-

néey, — X et +X leurs abscisses. On peut remplacer dans l'intégrale de droite
l'arc de L// compris entre A et A7 par le segment AA'. On est ainsi conduit à
démontrer que

.x
lim f cp., (.y + iy} /(.r — / r ) —/(•-- r) ] ^•r :—: °-
^ - > < > J _ _ x

En utilisant la formule de Cauchy et ( •2 .5 .2) , on voit que, dans un voisinage Dji
de l'axe réel, on a

_R/'L^M -itfi-^
. fCO^O ^(.T)e ^ k ^ \ et f^x-v-iy} —/(<) ^A y t2 (^) e ^ /- > ,

d'où
Y

f ©, (.r + (r) [/(^ + n') - f{.x} }d.x--o(l\
^ — x \ " /

ce qui permet de conclure, car h peut être choisi aussi grand qu'on veut.

PROPOSITION 5. — Les notations sont celles du théorème 8. Si o = o, ç(^) est
une fonction entière.

Démonstration analogue à celle de la proposition 4 du paragraphe 2.
Grâce au théorème 8 et à la proposition 5, il est possible d'étendre la défini-

tion du support donnée au paragraphe 3 à ces espaces S^; M^ ;, ; N//[ )•

CHAPITRE III.

TRANSFORMATION DE FOIRIER DES DISTRiBITIONS GÉNÉRALISÉES. APPLICATIONS.

1. Transformation de Fourier dans les espaces
\S ( ( M ) ( N ^ et S' ( [ M ) ^ N ) "i^• '2 \ ( ^sp \ 1 { i'? \ ) cl * ' 2 v ) i"1/? > ? ( 'P U'

Nous étudions dans ce paragraphe la transformation de F'ourier dans les
espaces S^(i M/,}, ; N ^ ! ) e t K ( ) M ^ ! , i N ^ ) pour lesquels les suites { M ^ , " { N ^
vérifient les conditions

( 3 . I . I ) lil^^X^ l i m ^ ^ ^
/'->-3C ? •^l/O—l p - ^ - ^ ^ P iN/;»—!

Il est immédiat que la deuxième de ces conditions entraîne (2.2.8).
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PROPOSITION 1. — Les suites {M^} et { N ^ } vérifiant (3.1.1) , la transforma-
tion de Fourier et son inverse^ définies par

i ^-^ j /, >-<
(3.1.2) F (' „) = -= / /( x ) e - 1 1 ' - ' ' dx ; /( x ) -— 7= / F ( ?z ) ^•r ̂

^/27:J_^. • \9-7:J_^

dé'-finirent deux isomorphismestopologiques entrer^ (ÎM^}, { N ^ } ) ^ S , ( { N ^ j , {M^}).
En effet, (iuYVw(u) est la transformée de Fourier de {Çix^ f{x}}^ ; en

utilisant la formule de Parseval et (2.2. i ), on obtient

| |^F(-/)(^ | | ,==| | (^/ /(^))(/-) | | ,

^ V ^(/^-O • • • ( / ^ - ^ - r - 1 ) 7 ^ - 1 ) . . . ^ - / > -4 - - [ ) | | , ̂ , ^_

^ A^ ̂ - I ) >••^- /••+^^- I) t• t^- /•- I j ̂  ,.-/• M ,̂. N ,̂..
/•==0

D'après (3.1.1), il existe une constante S telle que^-^^; on obtient alors,

^F(v)(.))||^A^M,N,V^^-- I^• t^- /^^^.(^y^^^
— ^ • \ A / \ A / ' / '

ce qui montre que
F ^ ) € ^ ( i N , ; , ; M , ; ) ;

de plus, î\u} converge vers zéro dans 3> \ ({N^ , { M ^ j ) lorsque /(rc) converge
vers zéro dans ^({M^, { N ^ j - ) .

La proposition 1 permet de justifier l'énoncé suivant :

Définition, — Les suites { M ^ } , { x \ } vérifiant (3.1. i ), soit

^ ( ^ ) ç ^ ( { M , } , i N ^ j ) .

Sa transformée de Fourier est une distribution généralisée

^(9) ̂ =^{u)ç^\{^^\, S M ^ I )
définie par la formule

( 3 . 1 . 3 ) ^ ^(u}¥(u)du= f ?(^)/(-^)^,

o ù F ( ^ ) e s t u n élément arbitraire de S, ( { N,,}, { M / , } ) et f(x) sa transformée de
I^ourier inverse.

Lorsque 9 se réduit à une distribution ordinaire, la formule (3.1.3) définit
bien sa transformée de Fourier habituelle.

La formule (3.1.3) définit tout aussi bien la transformée de Fourier inverse ç
d'un élément 3) eS^ (|N^, {M^).
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PROPOSITION 2. — La transformation de Fourier et son inverse, définies par la
formule (3.1.3) sont deux isomorphismes topolo piques entre 2^ ( { M^,}, { N^}) et
S, ({N,} ,{M,0 .

PROPOSITIOIN 3. — Soient

o ç ^ ( { p \ } , [ p \ } ) et ^e0'( i^! ! , [ M , ] ) .

On a

^ ( c p * ^ ) = ^ ( c p ) ^ ( ^ ) .

Il suffit cTutiliser deux fois les relations

j ^ (cp ̂  ̂ ) ̂  (^) du —- f [o (.T) * ̂  (.z-) ]^(— x) dx

•=-- f' ̂ {x)\^{-x}içg\-x)}dx= r-S(9)^(^)^(^)^,

OU

^e^(ip!p {p\\\

en supposant d'abord que ^ est une fonction.

Transformée de Fourier complexe. — Soit maintenant

cpe^ ({p\\, \p\\Y

Posons, en utilisant le théorème 6 du chapitre II,

cp ==. cp .̂. + cp__ ;

?4 ̂  ̂  ̂  g / . (^) ; ^P ( a ; ) :—— ° P0111' x < ° ; I I g? (- /-) ^- -r

//-o

^ -"-: ̂ , i-)7'///? (^'} ; ///; (.z') -- o pour ./• > o ; //^ (/r) ^ Â' |
^=o

i r ^
Gp (w) == —— \ ^ (^r) e-1^' dx (c < o) ;

V /27rJo

— i ^0

li^ ( w ) =: -r== T A^ (^) ^-^'^ ̂  ( v > o).
y27r^ /__^

On aura, pour ^^— I ?

^ 0 |

:0

IG^(^) ^r !,^(.r)[6-^^^^[^(.r)^ /t

•-'o

D'où

G p ( w ) = o ( J ^ ) e^ de même,

^^i/i. Éc. Norm., (3), LXXVII. — FASC. 1.

(p->^c).

i3
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On peut alors poser

^(w)=Y,(iw)PGp(w) (^<o) ;

On voit que <E>(^) est une fonction holomorphe pour v^é. o possédant la pro-
priété : Quels que soient h, k, il existe A tel que

\ w \

(3.14) | ( I> (^+ / ( ' , ! ̂ A ^ / / pour |^ |^y/•

Lorsque v tend vers zéro par valeurs positives, ^ ( u — ù ' ) et <&(/ /4-^)
convergent respectivement vers ^(y+) et vers ^(y-) et Fon peut écrire
(3.1.5) ^ (9) == 0) =: lim [ <I> (if — w} — ^ ( u ^ - i v ) ] .

l'-^O
('^0

Lorsque y est une fonction, €> ((^) est sa transformée de Fourier-Carleman [10].

THÉORÈME 1. — Pour que <t>(^) soit la transformée de Fourier complexe cTun
élément y e S^ ( { p ! j\, [ p i } ) de support contenu dans le segment [a, b ], il faut ei
il suffit que <^(^) soit une fonction entière îférifiant

( 3 . 1 . 6 )
lim - Log ^ ( /• (??'6 ) ^ a s in 0 (sin 6 ̂  o ),r

lim -
/ -Yx /'

/

\ iïm'^-Log (I>( / 1 ^ 0 ) | ̂ b s in O ( s m O ^ o ) .
Y /•-^ /' • /

Montrons d/abord que si 9 e S, (ip !!,!/)! !) et a son support contenu dans [a, b],
les-conditions (3.1.6) sont satisfaites. Utilisons le théorème 7 du chapitre II.
On a

'as9=yD/^. ,»(^) ,
avec gp{x) = o pour x <^ a et x ^> b ;

11,̂  (•2>) ||'2==0 ( , — , - ) ( />-v3c) pour tout 1i.^/^!

Posons
i /^G» ( w ) ==: —— / o. / ^ \ /.—/ir.»- /y.y,./ . /g^- » <^W ^ "^ ?

on a, pour c^o, pour tout A, A désignant une constante

e1-
Gp(w) ^ —— ^b - a I J ̂  (.r) ||^.

\/27:
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D'où

| e>(w) /b — a , / | w \P \ v^ il ht'+}-a^-
V"^"e Y^À^î^7^ ̂ ^(^II^A^ ^ (A=Cte).

D'où

l im-Log ^ { r e ^ } ^ ^ s i n 0 4 -

ce qui donne la deuxième condition (3.1.6). La première s'obtient de même.
Montrons la réciproque. Les conditions (3.1.6) entraînent d'abord

lim -Log <!»( / / ) ==o ([3], théorème 5 .^ .4 ) ,
U^-, JQ II

d'où
^ (u ) ç^ ( [ p \ } , [ p \ } ) .

Il existe yeS, ( { p i ] , \p\}) dont ^(u) est la transformée de Fourier. On aura

c? == lim [ o {x — î'r) — c? (x — /y) '] ;
v->0
v>0

-. r
\,/2 TT Jn

^(z)=——^ ^(i^e^-du ( y > o ) ;
V/27TJo

^)- -/=/
V27T ̂ -\/ 2 7: .

<[>((/) ^"^ du ( y < o).

On voit facilement que la formule^^/"
t^TTJo

Q i (.s ) == —= / ^ ( //-) e-^- dr
V^-TTJ,,

définit une fonction holomorphe pour x^> b qui réalise le prolongement analy-
tique de y(^) sur la demi-droite x^>b. On a donc ç =o pour^^>6 ; on établit
de même que y = o pour œ<^a,

PROPOSITION 4. — 5'c^ y € S, ( { M,,} { + ̂ o |; ). Sa transformée de Fourier est une
fonction continue ^(u) vérifiant, quel que soit h,

(3 .1 .7 ) Log ^(u) =^Mf—^)+o( i ) (u
\ ll ]

Utilisons le théorème 3 du chapitre II. On a

Q)=^D/\^(^^
/^=0

les gp(oc) étant des mesures vérifiant

^J\^\€f•x--=o{^

:oo).
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Posons

On a

C. ROUMIEU.

Gp ( u ) = ——— \ g^ ( ̂  ) e-11^ dx.
V27T J_^y271 '

r ^(^)i^r;|G^)

e>(^)==^ (myG^u)',

^(u) ^(sup^-) ^/^M, r |.^)|^,
/ 2 7T \ /? ̂ o /" i '1/^. / '*" J — ^

ce qui donne (3.1.7). Les GpÇu) étant continues, ^(u) aussi.

PROPOSITION 5. — Soient f(^)ç:cOÇ i M^} rf^ support contenu dans Ça, b);
F(^) ^a transformée de Fourier complexe. Il existe des constantes A, A; ^/fc^ que

L o g | F ( w ) ^ A — M -̂1- +^' (^^o),
(3.1.8)

On a, en effet,

L o g [ F ( w ) ^ A — M - i — — 4 - r t ( ' ( r^o).

(^)^ F(W)]=—. r /' ^ (œ) e^1^'^- dx^
\/'27I J a

et, d'après (1.2. i),

! < -

iyou
w \P \ F ( w ) ^- • — ^ - ^ " ' î i . F M . p pour tout/?.

V27:

i r / M ..A(^-^) /^M^1^ ( ^ )1^ -————-^ 'm f -,—^,
^27: /^^O | ^ i"

ce qui donne la première relation (3.1.8) ; l 'autre s'obtient de même.

2. Structure des distributions généralisées
construites sur une classe non quasi analytique.

LEMME. — Soit {Q^} € 3TI et vérifiant (Q^V = o[(Q^-iy)J. // existe une dis-
tribution généralisée

Y € \J 6 ( i R , } ) ,
{K,,}e^ii

de support origine^ et une fonction

^(^)€^( iQ^ i , ^! j )
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nulle pour x ^_ o vérifiant

(3 .2 .T) y 5^ (ji)(.a?) r= o (mesure de Dirac).

Posons, en effet,

(3.2..) ^^rif1^)' ^=(?f--
W

^ Q^
/?=1

r(^) est une fonction entière de la variable complexe w= u + î^. Montrons
d'abord que F(^) est de type exponentiel nul : on peut écrire, en désignant
par r / ( r ) la fonction de distribution de la suite { q ^ \

^Log-llV^) ---l-l-.l,

avec

'—/M'^)''^'^'^'-^
i f , / r\ , , , f ^(p)

=^^ Log^+^)^(p)^^ -^P-.J = = -r

On peut toujours choisir a assez grand pour avoir J^ ̂  puis r assez grand

pour avoir 1^^? d'où

(3.2.3) lim -^Log ^ ( r^ f J ) |= :o .

Montrons maintenant qu'il existe une suite {R^}€<5TL, de fonction associée
R(r) vérifiant

T(u)=0^e \ k ^ (u -->±:oo), quel que soit À .(3.2.4)

On a, en effet,

Log r (^) |=1 f Logfi+^)^(p).
-^ ./.. \ P /

On vérifie facilement que Log r(^) | vérifie les hypothèses du lemme '2. Il existe
donc une suite [î{y}ç3Vi dont la fonction associée R(71) vérifie, quel que soit k,

l^n\[R(ï)-Logl^(^/) J-+--
ce qui donne(3.2.4).

Enfin, on a, pour ^^"^(o^ï; <^ Ci),

^\ et
qp ^ p 9 p \ ^ p

d'où l'on déduit
(3.2.5) | r ( w ) I ^ K ( ï î ) sup 1 u\p

q ^ - ' " < ] p

.^
==K( - ^ ) ^ (1 / ^^),
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avec

^=ù(-^
/ ) = 1

Q(r) désignant la fonction associée à { Q y , i . D'après (3.2.3) et le théorème 1,
F(^) est la transformée de Fourier d'une distribution généralisée y de support

origine. On a R(^)^Q(^) et la suite {~Rp} vérifie aussi ÇR^= ol_(Ï^-i)^J;
d'après (3.2.4) et la proposition 1 du chapitre II, on a

r ( ^ ) e ^ ( S 7 . ! j , { H , i )
donc

Y e ^ ( { K ^ , { ? [ } ) , puis ï €^ ( i ï ^ ! , l ^ ! ) ) ,

et, puisque y est à support compact, y € &'{ {R,,} ). Par ailleurs, d'après (3.2.5),

p^e^OQ^ donc ^ç^,(^!j), ( j Q ^ ) .

^-— est la transformée de Fourier d'une fonction1 ( u )
c.) (^) € cS ( { Qp }, \p \ j ), donc 0,3 (œ) (E ̂ , ( { Q,,}, { p \ \ ) ;

co(.r) est donnée par
i /"+" e^du^co(^ )———= i ;

V/27T J_^ 1 W

en remplaçant l'intégrale le long de l'axe réel par une intégrale prise le long
d'un demi-cercle de grand rayon, de centre 0, tracée dans le demi-plan v^-o,
on volt facilement, d'après (3.2.5), que (jû(^) = o pour x<^o. Enfin, la rela-

tion OL)(^/)—— = i donne (3.2.2).

THÉORÈME 2. — Soient \ M^} G Jîl et \ M/, \ € ̂ îl. 7/ ^.r^^ ^/^ distribution géné-

ralisée y € I J ê^ { R/, { ) de support origine, ne dépendant que des suites [ M-p},
{Rp}ç3K

{M^}, possédant la propriété suivante :

Toute distribution généralisée y € a?^( { M^ { ) est de la forme

(3.2.6) cp = ï*/(^) ; f ( ^ ) € ̂ +( ! M;,} ) ;

de plus, si
cpe^UM^ iN^ i ) [/-^.cpeO^iM^, JN^)],

o^ ^
/ei'2(;M^, ;N,0 [resp.f^^\m1,}, { ^ , } ) ] .

Soit, en effet, Qy, == i n f M ^ M / , ^ ; quitte à remplacer {Q, ,} par une suite
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« plus petite », par exemple inf Qp-qe^ (1), on peut supposer que $ Q ^ { vérifie
r!^P

' r n(Q^y==0[ Q^i)^|. D'après le lemme, il existe y et Q)(^) vérifiant (3.2.i),
avec co(^)eS,({Q^}, [ p !} ) et (L)(^)=O pour.^0. Si y € ^ ( j M ^ } ) , la
régularisée f{x) = ç ^ oo(^) est dans û)^ { M ^ } ). En effectuant la convolution
par y, on obtient (3.2.6). De plus, on voit que si

9€^( i iVU W) [resp.O^jM/l , J N , , } ) ] ,

on a
/'<- 0 / » W ) )' N > \ r l'^cr-t 'S' ( ( \i\' ) ( M ) \\. / €—( , ( Ai^, p j rN / , , } [ i esp. ^ ^ { ) ivi^, c , ( .̂  ̂  , ) j.

THÉORÈME 3. — Soient (f et ^ appartenant à [ j &'( [ M^l ). Alors, le segment-
{M/ ,}€^I

support de y * ^ ^^ fo somme des segments-supports de ^ et ̂ .

Ce résultat a été démontré dans le cas où y et ^ sont des fonctions par
Titchmarsch ([24], p. 824). Dans le cas général, c'est une conséquence immé-
diate d'un théorème de Lévinson ([20], chap. III) : D'après ce théorème, le
théorème 1 et la proposition 4 du paragraphe 1, la « densité » des zéros de la
transformée de Fourier d'un élément

q^e \J ^U^i)
{Mp} e .m

de segment-support (a, b) est ——a ' D'où il résulte que la longueur du

segment-support de y *^p est la somme des longueurs des segments-supports
de ç et ^- O11 sait, d'autre part, que le support de 9*^ est contenu dans la
somme des supports de cp et ^p, ce qui permet de conclure.

THÉORÈME 4. — Soit [ Qp\ une suite positive logarithmiquement convexe vérifiant

(3.2.7) 2 % ^ L o g ^ < + ^ .
~ ^P V/?-'

Alors, toute distribution généralisée y e ê ^ j Q ^ } ) est égale à une série de la
forme (1.3.2) convergente dans un certain S ( [ R^} ) ( { R^} € ̂ ), les mesures ;ĵ
ayant leurs supports contenus dans le segment-support de y.

L'hypothèse (3.2.7) permet de remplacer (3.2.4) par une inégalité analogue,
mais valable dans tout le plan. D'abord, l'hypothèse (3 .2 .n ) équivaut à

(3.2.8) r^(p)Logp^_^
*> r

( ' ) Diaprés le lemme 4, p. 55, la suite obtenue appartient à 3XL.
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en effet, on a

2; ̂ -^-r^-ï-fe [î.̂ 0 /̂̂ -,).?],
d'où

rî-^(Logp-z)^^^Log^.'
^ P —— Y/» \!/?-i

ce qui montre que (3.2.7) entraîne (3.2.8). D'autre part, on a

^|L^-,)4^Lo^.

ce qui montre que (3.2.8) entraîne

,. q ( r ) Losr ^ O» , - 0
ll.m—————=o et 1-^Log^o et 7 ———Lofi;——"- <+oo.

D'autre part, on a

f'^-^-^f:^ T-r T ̂ ^
-rfLo^+^-Logf.-.-yiîW^^rîiFU^^^

ty o 1— ^ / J r *^o r
d'où

f^^1^^^.

On déduit de là qu'il existe une suite { R ^ } € c T H telle qu'on ait, quel que soit k,

(3.2.9) ^ ^(r^^^A^w (A=Cte).

En raisonnant comme pour le théorème 7 du chapitre II, on voit qu'il suffît
de démontrer le théorème 4 dans le cas où y a pour support l'origine. Sa trans-
formée de Fourier est une fonction entière vérifiant
(3.2. io) ^(re^)=z OÇe^) quel que soit £ > o,

(3-2 .H) ^(u) n z O ^ ^ ^ J quel que soit k (u réel).

La fonction v / est holomorphe dans le demi-plan ^<o. D'après (3.2.5)
et(3.2.10), on a

0» (w) i
^ Bç e-'' pour tout £ > o,

1 FM

et, d'après (3.2.5) et (3.2. n), on a
^(u)

==0(1) (^->±oo).r(u)
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D'après un théorème de Phragmen-Lindelôf, on a alors

| € > ( w ) | ^B | r (w) |

dans tout le demi-plan V^Q (B = Cte). D'après (3.2.9), on a donc, quel que
soit k,

(3.2.12) O^I^ABe1^"11"") (^o).

Considérons alors le développement de ïaylor de <t>(w),

(3.2.13) \^(w)\=^C^(iwy.
P={)

On sait qu'on a

\Cp ^^sup|a»(r^9) |, d'où Cp\rP^ABeR^\
p^r

IC.I^ABmfC.-.^dO)^^; ^m(R,|C,[)-^^

et, puisque k est arbitraire,

h^m(R^|C^ D^o.

Il en résulte que la série ^C^â^ converge dans (D'{ {Rp}) et qu'on peut écrire
p=z{)

cp^c,^,
/?==()

ce qui achève la démonstration.

Remarque. — On ne peut pas, dans l'énoncé du théorème 4 remplacer la
condition (3.2.7) par une condition moins restrictive. En reprenant le calcul
fait ci-dessus, on a

^r,-.<_fu^^

^f^-^^f;,^.

( r> N

On utilise le fait que ——^ croît avec R et R^p2 . ) Si l'on suppose^^^,
"~ Vp v/o-ip=o

c'est-à-dire
y^(p)Lo,p^^

P'

O C L o g | ^ ( — ^ / • ) | 6 / r

on a / :4-oo.
r-

Ann. Éc. Norm., (3), LXXVII. — FASC. 1. i4
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Alors, si Fon pose

r(w)=,^c^(w)^
/?==0

on a

T(-ir)=^C,rP.
p^o

Les C^, sont positifs. On a

Q p ==V_______I________V___1___ V___\___
p+i p-i ~^a^a,. . . q^q^q^. . • q^, "^ q^q^. . . Çap_, ̂  q^q^. . . q^ '

les sommations étant étendues à tous les systèmes d'indices vérifiant

ai<a2...<o^--i; Pi<P-2...<(3^<(^+i;

(c^=v———I___=y J y z
-^ ^a, ç^. . . q^ q^q^. . . q^ ^ q^ q^. . . ̂ a/,-, ̂  ^a^ çp, ̂ . • . q^

(ai<a2...<^_,<a^; Pi< ^2.. . < P/,).

Et il est facile de voir que C^^C^_i C^-i, ce qui montre que la suite { C p } est
logarithmiquement concave. Posons

C(r) ==supC^,^;
p'^o

on a

r(-^C(r)i;^C(.), d'où y"c^=+.,
/?=0

oo

ce qui montre que la série ̂  C^S^ ne converge dans aucun (0\{Mp}) (théo-
p-=o

rème 3 du chapitre I).

3. Structure des distributions généralisées
construites sur une classe de fonctions analytiques.

ÉTUDE DE CERTAINS PRODUITS CANONIQUES. — Soit {\^} une suite positive, non
décroissante, vérifiant

(3.3.1) a. lim —p === 4- oc ; b. 7 — — - ^ - o o
P->^ p ^^p

Soit Zp une suite de nombres égaux à + i ou à — i ; on pose

(3.3.2) S(^==Y ̂ ; a=J^n.S(r); ^^TimS(r).
^— /\,, y-^-ao y-^. Qo

^r ^



SUR QUELQUES EXTENSIONS DE LA NOTION DE DISTRIBUTION. 107

La série ̂ ^ étant convergente d'après (3.3.i, a) on peut définir une fonc-
tion entière F(^) par

(3.3.3) rw=n
p=ï

1 Zp W '~^ (w= u + «'==r^°),

ce qu'on peut écrire F(^) =V^>)T^Çw), avec

r l ( w ) = II C4-^)^5 r , (^)=
£/,=+1

On désigne par A i ( ^ ) et?^^) respectivement les fonctions de dis tr ibut ions
des module's des zéros des fonctions I\(^) et Fs^).

On pose
/ ( / • )= / i ( / - ) +7.(r); p i ( r )=Àj( / - ) —/ , ( / 1 ) ,

Â(r) est la fonction de distribution de la suite /^. Les hypothèses (:î.3.i)
s'écrivent aussi

(3.3.4)

et entraine

7 ( / - )liivi -__/•> ^^o; &. r^^^.,
r ' J /•

a. lim —•—^ ̂  o'• -> " /•

r M^) r /l•'(/') ,. ?.(/•)lim —-— == li in ——— =: o et IIITI ' v 'r> <o ^ r->- w ^ /-^ ao f

D'autre part, on a

S(r)= r"^(p)^P-(^) | /"'^(F
^ P r Jo P2^^P;

d'où

(3.3.5) ^f^^=,; ^f^d,=a.

On peut écrire

(3.3.6) I^I^IK1^) (" rée1)'
p=l p

(3.3.7) Log r ( ^ ) ] = H i ( / - ) + K ( r ) ; Log| r(- /r) [ = H, (r) - K ( r ) ;

H l ( / • )=f Log i-^ 6 / À , ( p ) ; PL( r )=f \og T-"-2 ^ ,(p);
•^o r t7(, ?"P

P)^H^-^^^-rv^^(3.3.8) < K ( r ) =

^ r x _ r _ { r p ^
J. (/-+p)2 J. "2 du } do.

•4.
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LEMME 1. — On a
lira -,—- Logi r^ ) =: o
u->^ \U\ " 1

découle de (3.3.6) et d'un résultat de Carison ([4j, Note II).

LEMME 2. — F(^)r(— w) est une fonction entière de type exponentiel nul.

En effet,

| r ( w ) r ( - w ) ==n i-^ ^iifi+ Ç^^iiV)^p \ A? ]
découle alors du lemme 1.

LEMME 3. — On a
— — H , ( r ) ,—H,( r )lini ——-—-== lim ————z=:o.r-^x r ^>so r

De plus, quels que soient e^>oet^^>ï,ona

(3.3.9) H^^-cr; H,(r)^-s/-
T)

pour un r vérifiant - ̂ ^^yR dès que R^Ro(s, 7).

Considérons la fonction entièrec(,)=n ,--.
On a

H,(r)=Log C(T-) .

D'après le résultat cité de Carison, C(w) est de type exponentiel nul, d'où

^"l^^o.
r>oo ^

la formule de Carleman appliquée à la fonction C(w) dans le demi-plan ç^> o
montre alors que

^f^-wy0^^
existe. Supposons qu'on ait, pour une infinité de R/ tendant vers l'infini,

T)

Hi(r)^— £r sur les intervalles — ̂ r^^j. On aurait alors

/"'^-^H.'W^—^.K,-^,
R)
T

ce qui entraîne une contradiction. Le principe de cette démonstration est dû à
M.Kahane([16],p.88).
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LEMME 4. — On a
109

(3.3.10) Km'Logir^-) ^b, ^m ILog[^(-/r)|^-a.

D'après (3.3.7) et le lemme 3, il suffît de montrer que

ÏÏm^^ et limïî ..

On a, d'après (3.3.5)

f l—^ du, ̂  b + 3 dès que p ̂  Ho (s) •
i/o u^

D'autre part, d'après (3.3.8) on a K^ = 1 + J, avec

i=f""——,i r^)^; i^-i-supf r^
J« (^^P) (Jo " ) K.+rp^V j^ (/.'

=I (/•4-p)2
r^ y-(u) , ) , , , , , /"" /-<a?pJ. ' • ^ " " ^ ^ " ^ • 1 1 ^—^.,^^(^.)^'^^^^.,

RO étant choisi, on peut toujours choisir r assez grand pour avoir

|I |^e, d'où hm^^é+ae,

et, puisque s. est arbitraire,
iim1^^,.
r>co r

L'inégalité
T K( r).hm ——- ̂  a
r^. r —

s'obtient de façon analogue.

LEMME 5. — On donne les nombres a, b finis. On peut toujours choisir les ^ de
manière à satisfaire les conditions suivantes :

a. ,—K(r) , ,. K ( r )
lim —— = b ; hm —— = a ;

6. Quels que soient E ^> o et y ^> i, il existe une infinité de Rç croissant et ten-
dant vers V infini, une infinité de Ry croissant et tendant vers l'infini, telles que

K(r)^(b-^z)r pour ^-^r^R^
T

K(r )^(<%+5£)r pour ^^r^yR^.

(3.3.H)

On voit d'abord qu'on peut choisir les £^ de manière à avoir les propriétés
suivantes :

a. lim S (/•) == b ; I I m S ( / ' ) == a \
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b. Il existe des nombres Ry croissant et tendant vers l'infini, des nombres R
croissant tendant vers Finfini, tels qu'on ait, quel que soit £ ^> o,

S ( r ) ^ — £ pour ^-^r^q^,,

et / - ^Ru(£) ;
S ( r ) ^ ^ + £ pour —'-^r^q\^

cela découle immédiatement des propriétés classiques des séries divergentes.
On a

!^)1 . pour / - ^ R i ( £ ) ^ R y ( £ ) .

On aura alors

'^^7^-/ l—— dr ̂  b — 2 s pour -tv ̂  /• ^- a R/.
Jo ^ ~ q — —1 1

j -—— dr ^-a — 2 £ pour —<L ̂ r ^-q\^] r1 — 1 q — — 7
i/o 1

et r^R,(£).

Posons K(/') = Ii + L + la ;

F ^ r'p-(^) , i ,-q _____ r^)
^ (^+P) '2 (Jo ?/'2

^/R? r
(^•+P)^

i ̂ ^ 1 ————— { 1 •——- du r dp •
J. (^P)'2^ 1{Ï

/-^^ r r^ r
.-/ ^^I-W -f,̂ y..-!'.P.^R?

avec

^^R^e) et ^^î^^r^YR^^R..q ~ ^ — ^ — — . 7— y /

On a, en posant M== sup ^ p-^ /rf^
p>u ^/o ^"

1 ^M f'7 r^ =: M^ ^ ^ .
' -- J» (/•+P)2 y r + R y — y + y 'i i ^M r r d p = Mr ^ MT

^R ( r+P)2 ^ + y K / — y + ï'/R,

"7R' rdo•-^-"'r^-^-'.^H-T^H-,-1.2^ (b— 2 £ )
(r+p) (r+^R^) (ry+Ry)

et

R2
La dernière expression obtenue est invariante lorsqu'on change r en -^; lorsque

r parcourt l'intervalle ( -^? yR^ ) ? son minimum est atteint aux extrémités de
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cet intervalle et vaut ( b — 2 2 ) - — ~ —— On voit qu'en prenant d assezv ' (T^1) ( ï+7) 1 r 7

grand, on aura
L^-3£; I , |^s; |LJ^£;

d'où la première inégalité (3.3.ii). La deuxième s'obtient de façon analogue.
Le résultat suivant intéressant en lui-même, est à rapprocher d'un théorème

analogue de MM. Kahane et Rubel [17] établi par une méthode tout à fait
différente.

THÉORÈME 5. — On donne deux nombres a, b et une suite positive m^ vérifiant
les conditions suivantes :

—p est non décroissante :
P

T î^p V Tlim —- ==+oo; ^ ——==+oo .
P ^ rn?

Soit M (r) la fonction associée à la suite [Mp] = [m^, mo, . . ., m^}. Alors, il
existe une fonction entière F(^) vérifiant

( 3 . 3 . 1 2 ) Log\T(u) ^M(\u\) (urée\)

de type exponentiel a dans le demi-plan inférieur^ de type exponentiel b dans le
demi-plan supérieury et telle que le produit F(^) F(— ^) soit de type exponentiel
nul.

La fonction F(^) sera donnée par (3.3.3). La suite [\p\ étant fixée,
le lemme 1 montre que r(w) est de type exponentiel nul sur l'axe réel; les
lemmes 3 et 5 montrent qu'on peut choisir les Zp de manière à avoir

-,—Log|r(( 'r) , -,—Los.\T(—ir)\hm—b——'— '—^b\ lim—&——v——— '—=a.

Un théorème connu de Phragmen-Lindelôf montre alors que r(w) est de
type exponentiel a dans le demi-plan inférieur et b dans le demi-plan supérieur.
Enfin le lemme 2 montre que F(^)r(— w) est de type exponentiel nul.

Il reste à montrer qu'on peut choisir les \p de manière à satisfaire (3.3.12).
Montrons qu'il suffît de poser \p=m^p. En effet, la suite -p- est alors non

décroissante, et la fonction —^ est non croissante.
On a d'abord

r^^pp =x,.).
^D r • <^o

Ensuite, on déduit de

(».C) ^^f-^W^f'^^f-^ • ,

<^^(.^)jr'̂ <>,
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c'est-à-dire
^•IP y.î/) j.p

r(r)^sup =-r^——^T ^:sup ———————— ^Tsup ————————?
— /^o AÏ /^ . . . /;, — /T^O rn\ w. . . . ^2y. — p^,o ^i m^ . . . //^

ce qui achève la démonstration.

APPLICATIONS AUX DISTRIBUTIONS GÉNÉRALISÉES.

THÉORÈME 6. — Soient {M.p} et {M^ } deux suites positives logarithmiquement
convexes vérifiant

(3.3.13) lim - T—— ==+ oc; lim - ^, p ==+ oo./ ^.^M^ /^.^M^

// existe une distribution généralisée y ûfe support origine^ ne dépendant que des
suites \ Mp}, {M\}, possédant la propriété suivante :

Toute distribution généralisée

c p € ^ ( ! M ^ } , { N , } ) [resp.O'([M^ J N , } ) ]

est de la forme

(3.3.14) c p = Y * / ( ^ ) ; / ( ^ ) € ^ ( { M ^ J , { N ^ j ) [^^•/(^)e^(ÎM^}, i N ^ j ) ] .

Il suffit de montrer qu'il existe

ç<J (^ )€eS , (SQ^ \p\\) (Q/,= infM^M^)
'7^^

et y de support origine vérifiant y * (o(.r) == o. On peut d'ailleurs supposer que

{ Q,} vérifie (Q,/= o[(Q^y].
Si { M ^ } € ^ et { M ' {eiTTI, le théorème résulte du lemme du paragraphe "2.

Si Fune des suites { M / , } , { M ^ } n'est pas dans JTl, il en est de même de Î Q ^ j .
De plus les conditions (3 .3*i3) qui s'écrivent

,. m ( r ) ,. m ' ( r ) ^ .. < / ( / ' )lim—-—- == lim——-— ^=o entraînent lim-—— =-= o

puisque
^ ( r ) ==-m{r) + m'(r)^ donc lim - — v z — = = o.

^00 /? ^-1

Considérons alors la fonction F(^) définie par (3.3.3), avec À^= .—^; de plus,
les £^, sont choisis de façon que a== b==o. Alors, d'après les lemmes 1 et 4 et le
théorème de Phragmen-Lindelôf, F((^) est une fonction entière de type expo-
nentiel nul, transformée de Fourier d'une distribution généralisée y de support
origine. On a, d'autre part, pour ^|^ï](o <^T] <^ X^),

t s,p \\v ^i-^ et
"P
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Posons

' A=ipï' ^riC-ï)^-
y=1 q=p+i

On aura quel que soitjo,

| JL (^ ) ^AB^—^—
/l /2 ... AT)

d'autre part, on a

LogA^—r^M, si M == sup ^ , — ^
,.\i, ^1 /„

\E»Ï^/'

et

B^"nYi--^U=B(Y)).
-1--1- \ ^» //? /
<yr=l

[On utilise les inégalités faciles à vérifier ( i — x ) ex<^ (i -\-x')e~x<^ i pour
^ ^> o.] D'où finalement

\T(w) ^B(yî)e-M r '+^lM l) pour \v\^'(}.

On a donc

r^y ̂ (^^ iQ^î

est transformée de Fourier d'une fonctionI>:
^)e^OQ^ { / ? ! } )

et Fon a (A)(,r)*Y==S, ce qui permet de conclure.

THÉORÈME 7. — Soit un segment (a,b) et une suite {Mp } positive logarithmique-
ment convexe vérifiant

i M,, j ' ' . V Mn-i——— _ . ' non décroissante ; 7, ———
p — ï M -̂i 5 ^ Mp

p=.\

Alors, V espace S',({ M^}, { + oo }) contient une distribution généralisée v(^)
ayant pour segment-support Ça, b) et telle que le produit de consolation
Y(rc) * y(— x) ait pour support V origine.

Par la transformation de Fourier, on se ramène à montrer qu'il existe une
fonction entière F(^) de type exponentiel — a dans le plan ^^o, de type
exponentiel b dans le plan <^o, et vérifiant

^+^ ^ / l u \ \

\ \y (ic) 2 e ^ À ^ ^ < 4 - o o quel que soit /:,
«^——QO
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et telle que r(^)r(— ^') soit de type exponentiel nul. D'après le théorème 5
il suffît de construire une suite i M, ; vérifiant les conditions :

a. —L non décroissante ;

6. lim^^+oo;
/7->oo P

I

-•2,ç=+-

rf. M^^M^ —Log^ quel que soit k.

La condition rf équivaut à :
d ' . lim—^- =+oo.. w»-i

m^
p-^^ Tnp—\

La suite {m^} définie par
/ i i i \m = mp^ — + — 4- . . . 4- —p r \m^ m^ m?)

satisfait aux conditions voulues : c'est à peu près évident pour a, b, d ' . Pour c
il suffît de poser

i i • i
Sp = —— + —— + . . . + ——m\ m-i f7i p

et de remarquer que. le produit infini

nfi-^^-rT-^-V m'J-lls^
p p

est évidemment divergent.

THÉORÈME 8. — Si y est une distribution généralisée à support ponctuel et ^ une
distribution généralisée à support compact, le segment-support de ç*^ est ^a

somme des segments-supports de y et ̂ .

C/est une conséquence immédiate d'un résultat de R.P. Boas, théorème 5.4.12.

h>. Application à l'étude des équations de convolution.

LEMME. — Soit y e \^J ^ ({M^, {p\}) vérifiant ç=o pour x<^o. Alors, la
{Mp}€.)U

transformée de Fourier ^(u) de 9 est prolongeable en une fonction ̂ (w) de la
variable complexe w = u + ̂  holomorphe dans v <^ o possédant la propriété sui-

vante : II existe une fonction non décroissante y ( r ) vérifiant f x^ dr <" + oo et
telle qu^on ait, quels que soient £ ^> o et k ^> o,

( 3 - ^ - ! ) Log [0 (w) ^ A + % ( | « - | ) + £ [ ^ pour ^—-^

A, constante pouvant dépendre de £ ̂  rf^ À*.
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Utilisons la formule (3.2.6) avec M^==+ oo pourp^> o; on a
cp ==y ^/(^), avec /(.ï) e î2( ; 4-oc^ { / ^ ! j ) et ' /(^)=o pour^<o.

Passons aux transformées de Fourier
< I » ( w ) = = ^ ( c p ) ; r ( w ) = ^ ( y ) ; F (w) r=^ ( / ) .

Ce sont des fonctions holomorphes pour ^<^o. On a pour v ^-— ji

(3.^.2) ] F ( w ) ^——r f |/(^)|^^
^2 7: Jo

1 / -^-1 \ r" —lï

^ —= sup /(^)e 2 ^ | / e^dx^ (B-=Cte).
V27T \ .z- / Jo

D'autre part, la formule (3.2.2) donne, pour ^^o,

r(.) ^rTffz-^y+^T^TTfi-^-^TT ^-T——i--HL1 ^ ^J -"A ^Jll[ ^(1-^.

^^(/p)^(I+^T^^(^)l^(^/^i /?
Posons

^(r)==Log|^(/ l)|.

La formule (3 .4 . i ) découle alors de (I)(w)=r(^)F(^), de l'inégalité
précédente et des inégalités (3.2.3), (3.4.2).

THÉORÈME 9. — Soit çç [ ] S^({M^}, [?!}), vérifiant y = o pour x <^ o;
{M/,}e:ni

$(^) ^a transformée de Fourier. Une condition nécessaire et suffisante pour qu^il

existe une distribution généralisée p € I I ^({ M^y}) vérifiant
{^p}ç.3Xi

(3.^.3) cp ^ p ==ô

^ ^^^7 existe deux fonctions o"(r), ï(^*) définies pour r^> o, /îo^ décroissantesy
vérifiant

(3.^.4) f^^<+oo; r'^^^+.x./"^""<-. /'
^ ^//^ qu'on ait, quel que soit £ ^> o,

(3.^.5) Log|<F(\r) ^ A — o - ( | ^ | ) — £ c ) /?OMr ^ 4- r( | n \ ) ̂ o,

A, constante pouvant dépendre de s.

La condition est nécessaire : Soit peâ)^({M,,}) vérifiant (3.4.3). ï^>o étant
donné, soit p-r une distribution généralisée nulle pour *r^>T et égale à p pour

Ann. Éc. Norm., (3) , LXXVII. — FASC. 1. l5
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x <^ T. La valeur de y * p sur (—oo, ï) ne dépendant que des valeurs de p sur
(— oo, T), on peut écrire

? * P T = Ô + À T , avec Â T € \^J ^ ( { M p } , [ p \ } )
<M/,}€.m

et AT= o pour x <^ ï. Prenons les transformées de Fourier

^ ( v v ) = ^ ( ? ) ; R T ( W ) = = ^ ( P T ) et H T M = = ^ ( A T ) .

Ce sont des fonctions holomorphes dans v <^ o vérifiant

' (3 .^ .6) < Ï> (w) R ï ( w ) ==i+ H ï ( w ) .

a, À', T étant fixés, on a, en appliquant le lemme à la distribution déduite de h^
par la translation — ï,

L o g | H T ( w ) ^A- f -%( u ) + ^ | ^ — T | ^ pour v ^— ^

Posons T(r)=== sup ( p ?.-^—(A+y^(r)+Log2) ) • ï(r) satisfait bien aux
conditions de l'énoncé ; de plus, la relation

c 4-T ( I ^ D ^ o entraîne \}\^{w)\^-

et, d'après (3.4.6)

(3.^ .7) | < D ( w ) . R T ( W )

D'autre part, d'après le lemme, on a, pour v + ï ( j u ]) ̂  o,

Log| R î ( w ) [ ^Ai4-%i ( ^ | ) 4 - £ | ^ | pour tout £> o,

d'où l'on déduit
Log |<I>(w) ^ — A i — L o g 2 — ^ ( | ^ | ) — £ | p ),

ce qui donne (3.4.5), avec o-(r)=yi(r).
La condition est suffisante. Soit

?e U ^ ( { M ^ , S N , } )
<Mp}€j1t

satisfaisant aux conditions de l'énoncé. Posons
T /* ptH'.V //(V,

(3.4.8) Pa(^)=——— / — — — — >
^/27TJLa - V ^ )

où La désigne l'arc de courbe v + ̂ ( | ̂  | ) = o, ^ ^ a, orienté dans le sens des
^ croissants. Soit / (a?)€<®({M^) de support contenu dans (^, &), F(^) sa
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/Ï+3C

transformée de Fourier. Calculons le produit scalaire ^ pa(.r)/(*r)<te. On a

f_ 9.WW ̂ ^[j^d. <̂ Ï ) (w)

r r d^ r ' , , . , r F=^i.^Lf(x}etl"" ''^i:F(-^)

On a d'après l'hypothèse et la proposition 5 du paragraphe I,

(3.^.9) |̂  ^Cexpr(^+s)|r|-M('-^-^ +^( ^ | ) 1 (r+T(M)^o)

et sur La,
^ ^ C e x p [ ( / . + 3 ) T ( ^ D + ^ I ^ D - M ^ ^ .

• F C — w)v____' cûp«;D'après le lemme 3 de la page 6^, on voit que l'intégrale f { sera
absolument convergente si la suite { M//} vérifie (1.9.16) et

(3.4. lo ) lim M ( , ) — k ï Ç r ) — o- ( r) ==: 4- oo quels que soient h et k.
/ •->^L V ^ / J

Diaprés le lemme 2 de la page 6^, il existe, pour chaque k, une suite
{Up}/,ç3ïi vérifiant (3.4.io) quel que soit h et, d'après le lemme 5 de la page 56.
il existe une suite { M^} € c7H vérifiant

Mff , M,, k 1 . 7

M ^ ^ ^ M 7 quel que solt ̂-LvlyO—l lvly0——l,/:

ce qui entraîne M( ,- ) ^M/,(r) et par suite

l imfMf 7 ^ - /cï( r ) - o-(r)1 ̂ lim [M/^/^ - Â-ï( / 1 ) - Œ(r ) | ==+ oo.
/ ->^ |_ \/v J 7 ^ ^ L \ h / -I

La suite {Mp} étant ainsi choisie, l'intégrale \ ' ' dw où L désigne la

courbe v + r( | ̂ | ) = = = o, converge absolument et uniformément lorsque/
parcourt un ensemble borné dans d3({M^}) . Il en résulte que pa(^) converge
dans ^([Mp]) vers une distribution généralisée p donnée par

i f ^-^ ,
^^J.^w'

(3. k. n)
^TTJL 4 )(w)

Montrons maintenant que p=o pour X<^Q\ pour cela, reprenons la formule

^/(^^q^^
et supposons b <^ o ; on peut d'ailleurs choisir £ de manière à avoir b + £ <^ o.
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On montre alors facilement que j ^^f{x)dx tend vers zéro lorsque a tend vers

l'infini, en remplaçant l'intégrale sur La par une intégrale prise sur un cercle
de rayon a tracé dans le demi-plan y <^ o, et en utilisant (3.4.9).

Il reste à montrer que 9*0=8, c'est-à-dire que pour toute f(x) e (©( { M ^ } ) ,
on a

j (9*p)/(.r)^=/(o).

Or, on a

j (?*p)/(^)^= : :^p(^)[?(-^)*/(^)^^

=/^^ ( ( î ) (w) F(-- vv ) ) ^w = f ¥^- u) ̂ =/(o).

Remarque. — En précisant un peu la démonstration, on voit facilement que
la restriction de p à l'intervalle ( — o o , T ) appartient à la classe ^({M^})
s'il existe un nombre a ^> i, tel que

llm | M ( - ) — T ï ( r ) — ( 7 ( r ) — aLogr > — oo quel que soit h.
i ~>^ L \n / J

Par exemple, si l'on a [^(^[^A u a ( a > I ) dans un demi-plan v^c, on
voit que p est une mesure.

LEMME. — Les suites [ M^ j , { N^ j vérifient (2.2.4)^

(3. ̂ . 1 2 ) l l n , l ^ < + ^ .
p->^ P ^p—ï

Soit /(*2?)eS^({M^}, {N^}). ^ transformée de Fourier est une fonction
entière F(n^) vérifiant

Log| F ( w ) | ^ A — I V i f J — ) +^-(Â-| ^ [ ) /?o^r M/Î A, ^z^ A, ̂  À-.

M(r) désignant la fonction associée à la suite { M / , { et g'Çr) la fonction associée
, , . \ D\ }
a la suite — •

[ ̂ p \

En effet, d'après la proposition 1 du paragraphe 1, on a

-MO"-^
|F(/^) |^A^N^ ^ I L )

et la formule de Taylor donne, pour K ^> Z-,

ii^^^Asup^p-^^^y,
^==0

ce qui permet de conclure.
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THÉOKÈME 10. — Soit y eS'^ ( { / ? ! } , [ p !}) vérifiant (f-=o pour x <^o. On
suppose de plus qù'il existe une suite [ N p } vél^ifiant (2.2.8) et (3.4.12), une fonction
T(r) non décroissante vérifiant

lim sup( p LogÂr — Log7— ) == o quel que soit k
/•->oo 1 (^) /^>o \ 1\? /

possédant la propriété : quel que soit £ ^> o, il existe A tel que

Log| < Ï > ( w ) | ̂ A — £ | w | pour | ^ | ^ T ( — c ) ( ( ;^0)-

Alors il existe une distribution généralisée o eS^({yj ! } , | Np }) /i^/fc pour x <^ o
vérifiant

p r̂ cp=ô.
Pour la démonstration, posons

— 1 f c ' ^ ' d w
^-^rJ^'^T'

On désigne par L la ligne | u =T(—v) orientée dans le sens des // croissants et
par Lq Farc de cette courbe défini par ^^—q . Soit

/ (^)e^(^! j , i N ^ j ) .
On a

|Py(^) ^——^l - ' f
... i , , , , * dw

__ ^'/ 1 ^ 1 ( ————
V/27r Jr 1 < Ï ) ( ^ ,V27: Jr

^+3C

On peut donc calculer le produit scalaire f ç>^Çx')fÇx')c/x et l'on a

/"+ac T / ^ ^ 3 6 /^ p1^^ rlw

L. ̂ '^^^L. ̂ ^f.^r\/ 2 7T ^_ ,

i r dwi r dw r ' ,. , . , r F ( — ^v) ,
^= ( ^7-T / /(•r) euv•vdx= / . . ; ̂ v.
</27rJ. ^(^)J^. ' Jr ^(^)^27:^

Or, on a, d'après le lemme et l'hypothèse,

F ( - w )
^Cexp --i-^l.-t-s|w + ^ ( / c [ ^ [ )

^(w)

^ C e~^ exp^- ̂  + ̂ [ ^ | + £| (. | +^(Â- r |)

Sur la ligne L, on a

^^•I^I^-^-^-^TTFI—, + £ ^
2 A / 1

Comme jo ! ̂  ]— ? on a

r^ff(r) et lim ^
/•>.ï(^)

(C==Cte).

(^ ^D'I
T( |p
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Il résulte des hypothèses que le crochet tend vers — — + s lorsque v tend

vers l'infini. Comme on peut toujours choisir c < —, on déduit de là que Finie-

graley ^ . rf^ converge absolument et uniformément lorsque F parcourt

un ensemble borné dans S,(;^ ! j , [ N ^ { ) . C'est dire que p^ converge dans
S^(^!}, { N ^ ) vers une distribution généralisée p définie par

/"î L o \ i ,. F e^'-'' dw(o.^. lu) Q = —— lim / ————.
^271:7-^ JL ^(^

Montrons que p = o pour ^<;o. Pour cela, on considère la fonction ana-
lytique p(^) définie par

, — i /' e1^ dw
"^^^J.-^y (J>0); •
, , i r e1^ dw^•^^L^ (J<0)'

où L- et L- désignent respectivement la partie de L située dans u <^ o et celle
située dans u ̂ > o ; on remarque que la fonction définie par

— / f e^dr

^^^J ^-^V ff0

est holomorphe dans x <^ o et égale à p (z) si y ̂ - o.
Il reste à montrer que y*p =S. Cela s'obtient comme dans le théorème 8.
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