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SUR LES

ANNEAUX PREMIERS NŒTHÉRIENS A GAUCHE
PAR MM. L. LESIEUR ET R. CROISOT.

INTRODUCTION. —Rappelons qu'un anneau premier est un anneau A dans lequel
la condition aAb= o implique a =o ou b = o. On sait que cette propriété est
équivalente au fait que le produit de deux idéaux bilatères non nuls soit un
idéal bilatère non nul ou encore au fait que le produit de deux idéaux à gauche
non nuls soit un idéal à gauche non nul (cf. N. H. McCoy [11]). La notion
d'anneau d'intégrité, c'est-à-dire d'anneau sans diviseurs de zéro (anneau tel
que la condition ab = o implique a = o ou b = o) est un cas particulier de celle
d'anneau premier. Les deux notions coïncident dans le cas commutatif. Nous
considérons naturellement le cas où l'anneau n'est pas nécessairement com-
mutatif.

Un anneau A est dit nœthérien à gauche si l'ensemble de ses idéaux à gauche
vérifie la condition maximale. 11 est dit artinien à gauche si cet ensemble vérifie
la condition minimale. On sait qu'un anneau avec élément unité qui est artinien
à gauche est nœthérien à gauche (cf. N. Rourbaki [l], p. 72). C'est pourquoi
nous examinons d'abord ce cas (§ 1). Le paragraphe 2 est consacré au cas d'un
anneau d'intégrité elles paragraphes suivants concernent le cas d'un anneau
nœthérien à gauche quelconque, Nous mettons en évidence certains idéaux
à gauche que nous appelons idéaux à gauche fer me s (cf. § 3). Un idéal à gauche
fermé F est caractérisé par l'une ou l'autre des trois propriétés suivantes qui
sont équivalentes dans un anneau premier nœthérien à gauche :

i° V6^F, 3^e(6| avec x^ o tel que V c\(x ==o;
2° F est un idéal à gauche maximal parmi ceux qui vérifient la relation

FnX=o, où X est un idéal à gauche fixé;
3° abçf, b^:F^=>a est diviseur de zéro à droite.

Les idéaux annulateurs à gauche sont des idéaux à gauche fermés particuliers.
Nous montrons que l'ensemble de tous les idéaux à gauche fermés constitue un
treillis géométrique de longueur finie qui permet l'étude des décompositions
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de l'idéal o comme intersection d'un nombre fini d'idéaux à gauche n-irréduc-
tibles (c/. § 4).

Dans un Mémoire récent, A. W. Goldie(c/. [7]) a étudié les anneaux premiers
nœthériens à gauche et à droite. Pour cela, il a considéré les conditions
suivantes :

(i/) Chaque somme directe d'idéaux à gauche de A possède un nombre fini
de composantes;

(?J) L'ensemble des idéaux annulateurs à gauche vérifie la condition maxi-
male

et les conditions symétriques ( i r ) et (ar). Afin de rattacher plus étroitement
nos résultats à ceux de A. W. Goldie, nous faisons également usage de ces
conditions. Les conditions (i /) et (a/) sont évidemment vérifiées dans un
anneau nœthérien à gauche (r) ainsi que dans un anneau régulier à gauche
(c/. P. Dubreil [4], p. 280).

Après avoir étudié quelques propriétés supplémentaires des idéaux à gauche
fermés (cf. § 5), nous montrons que tout anneau premier satisfaisant aux
conditions (i/) et (2^), en particulier tout anneau premier A nœthérien à gauche
est immersible dans un anneau de matrices à coefficients dans un corps (non
nécessairement commutatif), lequel anneau est V enveloppe injective de A consi-
déré comme A-module à gauche (c/. B. Eckmann et A. Schopf [6]) et est défini
à un isomorphisme près relativement à A (c/. § 6).

1. ANNEAUX PREMIERS ARTINIENS A GAUCHE AVEC ÉLÉMENT UNITÉ. —— Là Structure

d'un anneau premier artinien à gauche avec élément unité est bien connue
(c/. N. Jacobson [7], p, 89) : il est isomorphe à l'anneau des endomorphismes
d'un espace vectoriel E de dimension finie n sur un corps K, c'est-à-dire
isomorphe à Vanneau M^(K) des matrices carrées d'ordre n à éléments dans K.
Cet anneau est donc simple, en ce sens qu'il n'admet pas d'autres idéaux bila-
tères que o et A. Donnons quelques propriétés des idéaux à gauche d'un tel
anneau qui seront susceptibles de nous éclairer dans le cas nœthérien.

PROPRIÉTÉ 1. — Tout idéal à gauche d'un anneau premier artinien à gauche
avec élément unité est o-premier à droite (2).

D'après la définition donnée par L. Lesieur et R. Croisot [10], p. 97, l'idéal

(1) Par contre, il existe des anneaux premiers non nœthériens à gauche vé r i f i an t ces conditions,
par exemple Panneau commufcatif K[.ri, x^ . . . . x,,, . . . ] des polynômes à coefficients dans un
corps K et à une infinité dénombrable de variables permutables x^ .z-a, . . . , x,^ . . . .

( 2 ) Les idéaux à gauche o-premiers à droite sont des cas particuliers d'idéaux primaires associés
à l'idéal premier o, donc a fortiori des cas particuliers d'idéaux tertiaires (cf. L. Lesieur et
R. Croisot [10]). La décomposition de l'idéal o comme intersection d'idéaux tertiaires, qui n'a qu'une
seule composante, est insuffisante pour l'étude que nous faisons ici.
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à gauche X est o-premier à droite si Fon a

aA.bCX, b^X=^a=o.

Supposons a^Q\ l'anneau A étant simple, l'idéal bilatère (a} engendré par a
est l'idéal impropre A. Il existe donc des éléments 6, etc, tels qu'on ait, i dé-
signant l'élément unité de A,

/==/. ,=/,
ï=V^.ac'/, d'où b z=V^c^€X,

ce qui contredit Fhypothèse.
Nous avons même pour tout idéal à gauche X une propriété plus forte :

PROPRIÉTÉ 2. — Pour tout b ̂ = X, il existe v € A tel que X 0 Kvb = o avec ̂ b^o.
D'après la propriété 1, on a o = X •. A6, d'où

o = r^X .ab.
ah ̂  X

En vertu de la condition minimale, il existe ûi, a^, . . ., a^Çn^ï) tels que
/.'-= /i

0==^ (X-.c^b).

On peut supposer cette décomposition de o sans idéaux à gauche superflus,
et écrire en particulier

o == ( X ' . a ^ b ) r \ ' y , avec Y ̂  o (dans le cas n = i, on prend Y = A ) .

On en déduit
o -=- Xn \ a^b^

avec Y û i & ^ o car \a^b=o entraînerait Y ^ i & C X , Y C X • . â r l 6 e t Y = = o . En
prenant ^= j a\ avecjûi&^o, on satisfait à la propriété 2.

Enfin, la structure d'un anneau premier artinien à gauche avec élément
unité A, rappelée plus haut, permet de donner celle de l'ensemble des idéaux à
gauche de A :

PROPRIÉTÉ 3. — Les idéaux à gauche de A constituent un treillis modulaire com-
plémenté irréductible de longueur finie n (isomorphe au treillis des sous-espaces
vectoriels d'un espace vectoriel de dimension n sur un corps K).

En particulier, les idéaux n -irréductibles de A sont les idéaux maximaux;
l'idéal o est l'intersection de n idéaux maximaux; il est H -irréductible si et
seulement si n = i, c'est-à-dire lorsque A est un corps (commutatif ou non).

2. ANNEAFX D'INTÉGRITÉ NOETHÉRIENS A GAUCHE. — DâUS toute là Suite, HOUS Ile
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supposons pas que les anneaux considérés possèdent un élément unité. Dans ce
paragraphe 2, nous considérons un anneau A sans diviseurs de zéro auquel
nous imposons la condition

(i /) Chaque somme directe d'idéaux à gauche A possède un nombre fini de
composantes.

THÉORÈME 1. — Dans un anneau d intégrité A vérifiant la condition (il\ en
particulier dans un anneau d'intégrité nœthérien à gauche, V idéal o est (^-irré-
ductible à gauche et A admet un corps des quotients à gauche (^).

Supposons, en effet, qu'on ait X n Y = o , avec des idéaux à gauche X et Y
distincts de o. On peut donc trouver xçX avec x^o e tyeY avec y 7^0 tels
que {x n(y| =o, où (x\ par exemple désigne l'idéal à gauche engendré par x.

Considérons les idéaux

i // —- ( <i • 4 - ( x y ' 1 -!-... 4- ( xy11 \.

En vertu de la condition (i /), il existe un entier n, qu'on peut supposer
minimum, et des éléments x'çÇx , x, e(^[, x'^Çx\, . . ., x^ç.Çx\ tels que

JL' y^' = x\ y + •^j + • . . + ̂ nj' ̂  o,
d'où
(i) { x ' y 1 1 — .x'.,y — . . . — x,^ -' — x, ) y == o.

L'élément u = x ' y " — x , y — . . . — x , y l 1 - } — x \ est non nul, car u = o
entraînerait

D'où
.//, =r . i - ' y " -- .r, y — . . . — . r ^ y ' 1 - ' € (^ j H (.y | --==- o.

x'y"=- x^y -i- . . . + x^y'1-^ ̂  o,

ce qui est contraire à l'hypothèse de minimali té faite sur n. On déduit donc
de (i)j= o puisque A est sans diviseurs de zéro, d'où une contradiction.

Le fait que o soit n-irréductible à gauche peut également s'exprimer par
l'existence, pour tout couple (^,r) avec x ^ o , y ^ o , de a et b tels que
ax=by^Q\ il en résulte qu'un anneau d'intégrité nœthérien à gauche est
régulier à gauche, donc qu'il admet un corps de quotients à gauche, c'est-à-dire
que A peut être plongé dans un corps K, tout élément de K se mettant sous la
forme b-^a avec &eA, açA (cf. P. Dubreil [4], p. 280).

La démonstration précédente donne en même temps la propriété suivante :

PROPRIÉTÉ 4. — A étant un anneau vérifiant la condition (i /), la relation
(^ n ( j | = = o

exige que x et y soient des diviseurs de zéro à droite.

( 3 ) Cette propriété est démontrée par A. W. Goldie (cf. [7]) d'une manière an peu différente. On
adapte facilement Te théorème 1 pour établir qu'un semi-groupe nœthérien à gauche admet un groupe
des quotients à gauche.
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EXEMPLE. — Soit K un corps commutatif. Considérons l 'anneau des poly-
nômes K[^,j] à deux variables non permutables x et y et à coefficients dans K,
avec la relation

xy — yx == x.

Ces polynômes forment un anneau d'intégrité nœthérien à gauche (et à
droite) qui admet par suite un corps des quotients à gauche (et à droite).

Plus généralement, si L est une algèbre de Lie de dimension finie sur un
corps K, son algèbre enveloppante universelle A(L) est un anneau d'intégrité
nœthérien à gauche (et à droite) qui admet par conséquent un corps des
quotients à gauche (et à droite) (cf. Théorie des algèbres de Lie [~3 |, p. 1-08).

3. CAS GÉNÉRAL : ANNEAUX PREMIERS NOETHÉRIENS A GAUCHE QUELCONQUES. ÉTUDE DES

IDÉAUX A GAUCHE FERMÉS. "— Abordons maintenant le cas d'un anneau premier
nœthérien à gauche le plus général. Nous nous proposons de rechercher des
idéaux à gauche particuliers de A qui vont jouer le rôle que jouaient dans le
cas artinien tous les idéaux à gauche. Ils doivent en particulier comprendre les
composantes d'une décomposition de o comme intersection d'idéaux à gauche
H-irréductibles; ils doivent former un treillis de longueur finie modulaire et
complémenté, donc vérifier aussi la condition minimale. Ce rôle ne peut être
tenu par les idéaux o-premiers à droite (c/. propriété 1), bien qu'une compo-
sante H-irréductible de o soit nécessairement un idéal o-premier à droite.
En effet, dans l'exemple déjà cité de l'anneau des polynômes K[.r,j"] avec
^y—yx=x, les idéaux Ay'1 sont tous o-premiers à droite et forment une
chaîne descendante infinie, cependant que l'idéal o est H-irréductible. En fait,
les idéaux intéressants dans cette théorie sont ceux qui vérifient la propriété 2,
auxquels nous allons donner le nom d'idéaux fermés.

DÉFINITION. — On dit que l'idéal à gauche X est fermé lorsqu'il vérifie la
propriété suivante :

V^^X, '3xç.{b avec x^o tel que Xn(^' = o.

PROPRIÉTÉ 5. — Tout idéal à gauche fermé X Sun anneau premier A est o-premier
à droite (2).

Supposons aAbCX et 6^X. Il existe donc x^Çb\ avec x^o tel que
X n Çx =o. On a donc aKx = o d'où, A étant premier, a = o puisque x -^ o.

PROPRIÉTÉ 6. — Toute intersection d^ idéaux à gauche fermés est un idéal à
gauche fermé.

Soit 1 = F\ Xa une intersection d'idéaux à gauche fermés Xa. Prenons 6^1,
a e ci

il existe donc un indice a tel que &^Xa. On en déduit Xaïï(^ =o pour un
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élément xç.(b\ avec x^-o, d'où In(^ =o. Par suite, l'idéal à gauche 1 est
fermé.

Rappelons qu'on appelle annulateur à gauche d'un ensemble S ÇA l'idéal
à gauche formé par les éléments x tels que xS=o. Nous noterons cet idéal
à gauche o- .S. Remarquons que o- .S est égal à /^\(o-..y.)

.s ç S

Nous allons taire usage de la condition

(2 /) V ensemble des idéaux annulateur s à gauche vérifie la condition maximale
que nous supposons réalisée dans toute la suite de ce paragraphe.

PROPRIÉTÉ 7. — V annulateur à gauche d'un ensemble quelconque S est un idéal
à gauche fermé.

D'après la propriété 6 et la remarque précédente, il suffit de le démontrer
pour un annulateur de la forme o\s, où ^eA. Nous utiliserons pour cela le
lemme fondamental suivant :

LEMME. — Étant donné b ̂  o, il existe un idéal à gauche C^o tel que

(o'.b)r\C=o.

Considérons en effet un annulateur à gauche maximal de la forme o- .a ,
avec a ̂  o. A étant premier, il existe un élément t tel que atb ̂  o. Or on a

o '. aCo '. atb.

Il en résulte o\a= o ' . a t b . Par suite, la relation xatb=o entraîne xa=o.
On ne peut avoir Aat==o puisque A est un anneau premier et que atb^éo
implique at^o. On peut donc choisir a ' ^ K tel que a ' a t ^ o e t prendre
C=Çarat\. On a bien, alors, en effet, C ̂  o et ( o - . 6 ) n C = o.

Appliquons le lemme à la démonstration de la propriété 6. Soit b ^o ' . s - , on a
donc bs^oet il existe un idéal à gauche C^o tel que Ço\bs)f\C = o. Cet
idéal C vérifie Cbs^o car Cbs=o entraînerait CCo\bs et C=o. Prenons
c€C avec cbs^o et soit ^e(o•.j•)n(( r l6[. On a x = c ' b avec cfç(c , d'où
c '€ (o- .&j ' )nC=o et par suite x= o et ( o ' . s ) r ^ ( c b 1 = o. L'idéal o ' . s est bien
fermé car de cbs ̂  o résulte cb ̂  o.

DÉFINITION. — X étant un idéal à gauche quelconque, on appelle fermeture X
de X le plus petit idéal à gauche fermé contenant X.

L'idéal à gauche X est l'intersection de tous les idéaux à gauche fermés
contenant X (remarquons que A lui-même est un idéal à gauche fermé
contenant X).

PROPRIÉTÉ 8. — La fermeture d'un idéal à gauche X est l'ensemble X des
éléments x tels que

oc'ç.{x\ avec x'-^- o -==>Xn ('T' ^ o.
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L'ensemble X contient X. Il est permis pour la multiplication à gauche.
Montrons qiiû est stable pour la soustraction. Soit x e X, - y € X et z ' € (x — y\

avec z ' ̂  o. D'après le lemme, il existe un idéal C ̂  o tel que (o ' .^)nC = o.
Il en résulte C^^o. Donc il existe ceC tel que c z ' -^ o. On a 2 ' ' = x ' ' — y ' avec
x'ç.(x e ty 'E^y et ex' ̂ - o ou cy'^- o. Supposons ex'^ o. Comme xçX., on
peut trouver ^€(0^ | nXavec^^ o; ^/ s'écrit c ^ x ' avec Ci €(<" • Si c ^ y ' = o ,
on ao ̂ z Ci Çx'—y^EX. Si c^^ o, il existe c^ €ï(ci | avec c^eXetc^^o,
en vertu de r€X. On en déduit c^{x1—y^çX. avec c^Çx'—y^^éo, car
c ^ ^ x ' — y r ' ) = o entraînerait c ^ ç Ç o ' . x ' — y ) n C = o , ce qui est impossible
puisque c ^ y ' ' ̂ - o. On a donc X n ( ^ — y ' | ̂ o et par suite x—y€X.

Montrons que X est fermé. Sinon, il existerait x^X avec Xn(a^ [ ̂  o pour
tout x ' çÇx avec x1 ̂  o, ce qui signifie .^çX.

Enfin X est contenu dans tout idéal à gauche fermé F contenant X. Sinon il
existerait xçX avec <r^;F. Puisque F est fermé, cela implique l'existence de
x ' ' çÇx avec x ' ̂ o et F C\{x' \ = o d'où Xn^ | = o ce qui contredit .z-eX.

Remarque. — D'après B. Eckmann et A. Schopf(c/. [6], p. r (^), X étant un
idéal à gauche d^un anneau A, on appelle extension essentielle de X dans A un
idéal à gauche 1 qui contient X et qui vérifie la condition

XnY==o, YCI=>Y==:O

dans laquelle Y désigne un idéal à gauche.
La propriété 8 montre que, pour tout idéal à gauche X, sa fermeture X est

extension essentielle maximum de X dans A. D'abord X est extension essentielle
de X car la condition

XnY==o, Y C X ^ > Y = o

est vérifiée. En effet, si l'on avait j€Y avec y^o, on aurait y €X d'où
X n (y | 7^ o, ce qui contredirait X n Y = o. De plus, X est extension essentielle
maximum de X car, pour toute extension essentielle 1 de X, o n a I C X . En effet,
soit u^ï; pour tout u! ç.(u avec u1 ̂ - o, on a Xn(^ | 7^ o, ce qui établit uçX,
d'oui CX.

L'application X -> X d'un idéal à gauche quelconque dans sa fermeture est
une application de fermeture et l'ensemble des idéaux fermés ordonné par
inclusion constitue un treillis complet T (Théorie des treillis [5], p. 36) avec
élément nul o et élément universel A.

La propriété 8 va nous permettre de démontrer que ce treillis est modulaire.

PROPRIÉTÉ 9, — Le treillis ï des idéaux à gauche fermés est modulaire,

Désignons par B V G le plus petit idéal à gauche fermé contenant les idéaux
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à gauche fermés B et C. On a
B y C == B+C.

La modularité du treillis T s'exprime donc par la relation

X3B=>Xn(B+C)==B+(XnC)\

les idéaux X, B et C étant supposés fermés. Il suffit de démontrer l'inclusion
X n ( B + C ) Ç B + ( X n C ) . So i tdonc^eX, ^e'BÏC. Pourtout^o avec
x'ç,Çx\, on a ( B + C ) n ( ^ ^o. Il existe par suite ^eB+Cavec^e(^[
et^^o. On en déduit x^=b+c avec &eB, cçC, d'où c=x"—b^ et
c € X n C , D o n c

^€B+(XnC), .d'où [B+(XnG)]n(.r / |^:o et ,^B+(XnC).

PROPRIÉTÉ 10. — 6W<?/^ A?^ idéaux à gauche X ̂  Y ^& y^o^ û^ X n Y = o.
On a aussi X n Y = o. Pour tout idéal à gauche F fermé et distinct de A, il existe
un idéal à gauche fermé Z ̂  o tel qu'on ait F n Z == o.

Supposons, en effet, qu'on ait X n Y ̂ z o et soit x e X n Y avec x ̂  o. D'après
la propriété 8, on a Xn(^ ^ o, ce qui contredit X n Y = o . Soit alors F un
idéal à gauche fermé distinct de A. Puisqu'on a F^A, il existe xçA avec
x^f, F étant fermé, on peut trouver un élément x ' ç ( x avec x ' ^ o tel que
F n(^ |=o. On a alors F n Z = o avec Z=~(xr\ ̂  o.

Pour continuer, nous avons besoin de la condition maximale dans le treillis T.
Elle n'est pas assurée par la condition (2 /) seulement comme le montre l'exemple
de l'anneau des polynômes à deux variables non permutables à coefficients dans
un corps. Mais elle est assurée par la condition ( i / ) d'après la propriété sui-
vante.

PROPRIÉTÉ 1 1 . — Si Panneau premier A vérifie la condition (i l\ le treillis T des
idéaux à gauche fermés vérifie la condition maximale.

En effet, supposons qu'il existe une chaîne strictement croissante infinie
d'idéaux à gauche fermés de A, soit F^< F^<. . .< F,<. . .. Choisissons,
pour tout ;^2, ^eF, avec ^^F,_i. Puisque l'idéal à gauche F/,, est fermé,
il existe y, ç. (^. [ avec y, ̂  o et F,^ n (y/1 = o ; on a F,_, + (y, C F,. La somme
F! + (Y 2 +. . . + Çy,z [ +. . . est alors une somme directe ayant une infinité de
composantes, ce qui contredit la condition (i/\

remarque. — Réciproquement, si Panneau premier A vérifie la condition (2 /)
et la condition maximale sur les idéaux à gauche fermés, il vérifie la condi-
tion (i/).

En effet, si l'on a une somme directe ayant une infinité de composantes

{x, |+ (^ [4- . . .+(^ [+ . . . ,
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en posant !„= ( x ^ \ + (^ +. . . + (^ , on a ̂ +1 ̂ L d'après la propriété 8,
d'où résulte

Ii < 1., <...<^<....

THÉORÈME 2. — 5Ï V anneau premier A vérifie les conditions (i Z) ̂  (2 Z\ en par-
ticulier s^il est nœthérien à gauche y le treillis ï ûfc ^^ idéaux à gauche fermés est
un treillis modulaire complémenté de longueur finie.

En effet, soi tXeï ; montrons que X admet un complément. Soit X^T un
idéal à gauche fermé maximal parmi ceux qui vérifient XnX'^o. Suppo-
sons XV ̂ /7^ A. D'après la propriété 10, il existerait YçT tel que Y 7^0 et
(XVXQnY^^o . On en déduirait

(X vx7)?^ v ï^x+KXvx^nYj^x ;

d'où, en prenant l'intersection avec X, Xr^X^Y)^0- Or, on a X^Y^X^
Ceci contredit le fait que X' est maximal. O n a d o n c b i e n X n X / = o etX\/X^=A.

Le treillis T étant modulaire, complémenté, et vérifiant la condition de chaîne
ascendante, est alors un treillis de longueur finie (propriété duale du théo-
rème 4 de [5], Théorie des ti^eillisy p. 2&^ ').

4. APPLICATIONS :

THÉORÈME 3. — AÏ A est un anneau premier vérifiant les conditions (ï /) et (2 /),
en particulier si A est un anneau nœthérien à gauche y pour que V idéal o soit H-
irréductible à gauchey il faut et il suffit que A soit un anneau d'intégrité.

La condition est suffisante d'après le théorème 1. Elle est nécessaire car,
de ab = o avec a ̂  o, b ̂  o, on déduirait o * . & -^ o d'où résulterait, d'après le
lemme, l'existence de C 7^ o avec (o •. &) n C = o contrairement à l'irréductibi-
lité de o.

On sait que les applications X -> o ' .X , Y -> o . * Y définissent une application
biunivoque de l'ensemble des idéaux annulateurs à droite d'un anneau A sur
l'ensemble des idéaux annulateurs à gauche de A et son application réciproque.
Cette application est anti-isotone, le treillis des idéaux annulateurs à droite est
dual du treillis des idéaux annulateurs à gauche. Par suite, la condition mini-
male sur l'un de ces treillis est équivalente à la condition maximale sur l'autre.
Il en résulte la propriété suivante :

PROPRIÉTÉ 12. — Si un anneau premier A vérifie les conditions (ï /) et (2 Z), il
vérifie la condition (2 r). De plus, tout annulateur à gauche Cou à droite) est inter-
section finie (Ïannulateurs à gauche Cou à droite) ^éléments de A.

En effet, le treillis des idéaux à gauche fermés de A est alors de longueur
finie. Il vérifie donc la condition minimale. Par suite, il en est de même du

Ann. Éc. Norm., ( 3 ) , LXXVI. — FASC. 3. -22
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treillis des annulateurs à gauche puisque tout annulateur à gauche est un idéal
à gauche fermé et le treillis des annulateurs à droite vérifie la condition maxi-
male.

Le treillis des annulateurs à gauche, par exemple, vérifiant la condition mini-
male, on a, pour tout sous-ensemble S de A,

ii
O' .S == [ \ 0 - . .S / ,0'.^ = 1 \ 0-. .S'/ ,

i=î

où les éléments s, sont des éléments de S.
Appelons suivant A. W. Goldie, idéal à gauche complément un idéal à gauche

pour lequel il existe un idéal à gauche Y tel qu'on ait X 0 Y = o et

X C X , XnYrr^O^X^X7 .

THÉORÈME 4. — Soit A un anneau premier vérifiant les conditions (i l) et (2 /).
Les idéaux à gauche fermés coïncident avec les idéaux à gauche compléments.

Soit X un idéal à gauche complément et soit Y un idéal à gauche tel qu'on ait
X n Y = o e t

X C X , X /nY==o=>X=X/.

D'après la propriété 10, on a X n Y = o, d 'oùX= X etX est un idéal à gauche
fermé.

Réciproquement, soitX un idéal à gauche fermé et soit Y7 le complément de X
dans le treillis T. On a donc

XnY=o et X 4- Y-=A.

Supposons qu'il existe un idéal à gauche X /DX tel qu'on a i tX^Y^o.
Choisissons X/ maximal ayant cette propriété. D'après la première partie du
théorème, X/ est fermé; d'ailleurs, il vérifie

X^X, X'nY^o et évidemment X '+Yz^A.

Mais ceci contredit la modularité du treillis T. Par suite, X est un idéal à
gauche complément.

THÉORÈME 5. — Soit A un anneau premier. *SY o = Xi 0X3 H . . . nX,, est une
décomposition de V idéal o comme intersection d'idéaux à gauche (^-irréductibles
sans idéaux superflus, les idéaux à gauche X/ sont des idéaux à gauche fermés
maximaux (4) et V invariant n de Kurosh-Ore est égal à la dimension du treillis T
augmentée d'une unité. Réciproquement, tout idéal à gauche fermé maximal est
une composante C\ -irréductible de F idéal o.

(4) Nous entendons par idéal à gauche fermé maximal un idéal à gauche fermé distinct de A maxi-
mal parmi les idéaux à gauche fermés distincts de A.
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Soit o=XiC\X^f\ . . . C\Xn une décomposition de l'idéal o comme intersec-
tion d'idéaux à gauche n -irréductibles sans idéaux superflus. Montrons que
chacun des X,, par exemple Xi, est un idéal à gauche fermé. On peut sup-
poser ^ ^ > i ; écrivons alors o = X i n Y avec Y 7^0. Xi étant n-irréductible à
gauche, il est maximal parmi les idéaux X qui vérifient o == X H Y. ([9],p. 179).
C'est donc un idéal à gauche complément et il est fermé d'après le théorème 4.
Tout X, est donc un idéal à gauche fermé. S'il n'était pas fermé maximal,
il serait n-réductible dans le treillis ï, ce qui est contraire à l'irréducti-
bilité. On sait d'ailleurs que si la dimension du treillis T est d, o est l'intersec-
tion de r f+ i éléments maximaux ([5], p. 261). Soit, finalement, F un idéal à
gauche fermé maximal. On peut dans le treililis T, écrire o comme intersection
de d-\-ï idéaux à gauche fermés maximaux F, sans idéaux superflus, F étant
une des composantes de cette intersection. Montrons que tous les idéaux» inter-
venant dans cette décomposition sont n-irréductibles et, par suite, compo-
santes n-irréductibles de o. En effet, s'il n'en était pas ainsi, et si l'on avait
F i=Xn Y, par exemple, avec XDFi et Y^Fi , on aurait

XnYnF^n ... nF/,=o (/ / =:d-\-1),

d'où résulterait, d'après la propriété 10,

XnYni^n ... nF/,=o,

soit YnFs n . . . nF,,= o (car on aurait X==A), puis

YnF.n ... nF/,=o,

soit Fa n . . . n Fn== o (car on aurait Y = A), ce qui est impossible.
Considérons maintenant les éléments açA qui engendrent un idéal fermé

égal à A; ils forment un ensemble E caractérisé par la propriété suivante :

( ï ) V ^ T ^ O Î on a (a C\{x y^o.

Considérons également VensernbleW des éléments qui ne sont pas diviseurs
de zéro à droite et T ensemble G7 des éléments qui ne sont pas diviseurs de zéro
à gauche.

On a le théorème suivant :

THÉORÈME 6. — Si A est un anneau premier vérifiant la condition (2/), on a
ECD7. Si A est un anneau premier vérifiant les conditions (ï/) et (a/), on a
E^WCG^

Supposons que l'anneau premier A vérifie la condition (2 /) et soit a un élé-
ment de E qui n'appartienne pas à D^ Cet élément est donc diviseur de zéro à
droite et l'on a o'. a 7^0, c'est-à-dire

oCo'.a.
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Nous allons établir, par récurrence sur l'entier positif n, l'inclusion stricte

ce qui contredira la condition (a / ) et démontrera donc la première partie du
théorème.

Il existe un élément XQ ̂  o tel que x^a= o. D'après le lemme fondamental,
il existe un idéal à gauche €07^0 tel que (o- . . ro)nCo==o. On doit avoir
Co^oT^o ce qui permet de choisir un élément CoÇCo tel que CoXoy^o. Puis-
que a appartient à E, on a Ça [ n ÇcoXo ^ o, d'où résulte l'existence de d^ 7^ o
avec a^çÇa eta^ =c^oavec Co€(co [. De Aa, ̂ o, qu'on déduit du fait que A
est un anneau premier, résulte qu'on peut supposer que a'^ est de la forme yo<?.
On a donc

jo a ̂ - o et YQ a2 == a'o a == c'o x^ a == o,

ce qui établit l 'inclusion
o '. a C o '. <^~

Supposons qu'on ait alors o-.^Co-.a^1 . Il existe un élément x^^-o tel
que Xnat^=o et x^a'^^o. D'après le lemme fondamental, il existe un idéal
à gauche Cn tel que (o*..r,^)nC^= o. On doit avoir C^â^^o, ce qui per-
met de choisir un élément c,,e C^ tel que c^x^a'1^ o. Puisque a appartient à E,
on a (a | ç\(c^x,^ ^z o; il en résulte l'existence de ^7^0 avec a^ç.(a \ et a^==ç'^^
avec ^e(c^ [. De Aa'^ ^z o, résulte qu'on peut supposer a^ de la forme y^a. On
a donc

Vfi (.t^ ~ ——- (À ̂  Ct ~~^ (' ̂  •l'ji CL ~^~- 0.

D'autre part, on n'a pasy^^^o, c'est-à-dire c'^x„ali=o car on en déduirait
c^e(o-..r,^)nC,,== o, d'où d^ =c^x,^= o. On a donc bien

o '. a^1 C o '. a^2.

Suppposons maintenant que l'anneau premier A vérifie aussi la condition (i /)
et soit rf /eD / avec rf^E. Il existerait x^- o tel que Çd'\C\Çx\= o, et à! serait
diviseur de zéro à droite d'après la propriété 4. On a donc D^ÇE, d'où E=D / .
Supposons maintenant açE avec a ^ G ' . Alors a serait diviseur de zéro à gauche
et il existerait b^o tel que ab=o d'où aço\b qui est un idéal à gauche
fermé distinct de A et, par suite, (a [ C o •. b ce qui contredit a e E.

5. AUTRES PROPRIÉTÉS DES TDÉAUX A GAUCHE FERMÉS. — Avant dé poursuivre HOtre

étude, nous donnons quelques propriétés supplémentaires des idéaux à gauche
fermés et nous comparons nos résultats à ceux de A. W. Goldie.

Suivant A. W. Goldie, appelons idéal à gauche uniforme un idéal à gauche U
tel que l'intersection de deux idéaux à gauche de A contenus dans U et distincts
de o soit distincte de o quel que soit le choix de ces idéaux. Le lemme permet
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de démontrer la propriété suivante que A. W. Goldie démontre comme consé-
quence de la condition (2 r) [alors qu'elle va résulter ici de la condition (2 /)].

PROPRIÉTÉ 13. — Dans un anneau premier A satisfaisant à la condition (2^),
si U est un idéal à gauche uniforme, la relation ux = o avec u € U et u ̂  o
entraîne Vx = o.

En effet, supposons qu'il-existe ^eU avec u ' x ^ - o , D'après le lemme, il
existe un idéal à gauche C^o tel qu'on ait

( o •. u! x ) n G == o.

Il existe donc cç. C avec e n ' x ^- o puisque ( ^ ( l ' x = o impliquerait C = o. On
en déduit eu' ̂  o et

(^ | r\(ci(' \ ̂  o

puisque U est uniforme. Soit v^(ii:\ C\Çcu' \ avec ^^o. De ux=o, résulte
vx =- o. Or v est de la forme v = au' avec açÇc . On a donc

aux == o et aç (o '. «/j") Ç\ (c ^(o'.n'.v) nC==o,

ce qui contredit v ^z o.
La propriété suivante est une généralisation de la propriété 7. Avant de

l'énoncer, faisons une remarque qui nous sera utile plusieurs fois.

Remarque. — Pour tout élément xçA, on a Ax=Çx . En effet, on a déjà
AxCÇx\. Soit uç^x\. Pour tout / ^e ( / / | avec u1-^- o, on a (Y C\{x 7^0. Soit
v^Çu' C\(^x\ avec v^- o. L'anneau A étant premier, on a A^^ o. Choisissons a
tel que w soit non nul. On a alors avç.(^u! ç\^x et (// / \ç\^x^ o, ce qui éta-
blit uçAx, d'où {x CAx et l'égalité.

PROPRIÉTÉ 14. — A étant un anneau premier vérifiant la condition (2/), si
V idéal à gauche A est fermé, il en est de même de V idéal à gauche X •. a, quel que
soit a € A. Pour a € X, on a X •. a = A; pour a ̂ = X, V idéal à gauche X •. a est dis-
tinct de A.

Soit, en effet, .r^X'.û, c'est-à-dire xa^pX. Il existe donc, puisque X est
fermé, xfçÇx\ avec x ' a ^ o tel qu'on ait X^^(xFa\=o. Choisissons, d'après
le lemme, un idéal C ̂ z o satisfaisant à (o ' .a /a)nC = o. De Cx^a^ o, résulte
l'existence de c e C avec ça/a ̂  o. Considérons l'idéal à gauche Y= (X* .a) n (c^' |.
Soit y€Y. On a doncy==c^ avec cf ç(c\ ety^eX d'où c ' ' x ' ' a ç : X r \ ( x 1 a =o.
Par suite, on a c ' ç. (o •. x ' a) C\ C == o, d'où y = o et Y = o, ce, qui montre que
l'idéal à gauche X ' . a est fermé. Pour açX, on a évidemment X\a = A. Pour
a^X, on ne peut avoir A^ÇX car on aurait, d'après la remarque précédente,
Ça =AaCXe t ^€X .

Précisons, dans un certain cas, la propriété 14.
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PROPRIÉTÉ 15. — A étant un anneau premier vérifiant les conditions (i l)et(2l\
si F idéal à gauche X est fermé maximal (4), pour tout élément a tel que a^X,
V idéal à gauche X •. a est fermé maximal.

D'après la propriété 14, il suffît de montrer que X - . û , qui est distinct de A,
est maximal. Soit donc X' .^cY, idéal à gauche fermé. On a YaîX, d'où
X V Y^ = A. Par suite, pour tout x ̂  o, on a (X + Y^) n {x ^ o. Montrons
que ceci est incompatible avec Y^A. Soit, en effet, j^Y etye(r avec/^o
etYn(y ==o, d'où résulte, en particulier,y^Yet par suite y^Xety^o.
On a donc (X+ ̂ a)c\{y'u \ ̂  o et il existe y " ç. (y satisfaisant àj^^o et
y^eX+Y^, c'est-à-dire quey^ est de la forme / /+ va avec uçX, ^eY. On
en déduit

{}'"—v)a=uç.X et ^ — ^ ç X - . a c Y ,

d'où
VeY et yeYn(y|=o,

ce qui contredit y " a ̂  o. On a donc Y == A etX\a est un idéal à gauche fermé
maximal.

PROPRIÉTÉ 16. — Si Vanneau A vérifie la condition (2 /) et si X est un idéal à
gauche uniforme^ V idéal à gauche X est uniforme.

Soit, en effet, ^eX, j€X avec x^o, j^o. D'après la propriété 9, on a
X n ^ l ^ o e tXn(y |^o . Soit alors x'ç.{x nX e tye(r |nX, avec ^^o,
y 7^ o. Puisque X est uniforme, il en résulte {x' \ n (y | ̂  o d'où {x \ n (y [ ̂  o
et X est uniforme.

A. W. Goldie appelle idéaux à gauche fondamentaux les idéaux à gauche uni-
formes maximaux.

THÉORÈME 7. — Soit A un anneau premier vérifiant les conditions (i l) et (2 /).
Les idéaux à gauche fermés minimaux (5) coïncident avec les idéaux à gauche
fondamentaux.

Soit un idéal à gauche X fermé minimal et soi t . reX,j€X avec x 7^0, j^o.
On a ( . f | = = X e t y € ( ^ d'où résulte Çx\ n(r ^ o. Par suite, X est uniforme.
De plus, X est uniforme maximal car, pour ^X, il existe z ' ^ ( z avec z ' 7^0
et Xr\{z' | = o ce qui prouve qu'un idéal à gauche contenant proprement X ne
peut être uniforme.

Réciproquement, supposons X uniforme maximal. D'après la propriété 16,
X est uniforme d'où X = = X et X est fermé. Si X n'était pas fermé minimal,
il contiendrait proprement un idéal à gauche fermé minimal Y qui serait un

(:l) Nous entendons par idéal à gauche fermé minimal un idéal à gauche fermé distinct de o mini-
mal parmi les idéaux à gauche fermés distincts de o.
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idéal uniforme maximal d'après la première partie du théorème, ce qui constitue
une contradiction.

COROLLAIRE. — Si Vidéal à gauche X est fermé minimal, quel que soit a, F idéal
à gauche Xa est Vidéal o ou un idéal à gauche fermé minimal.

En effet, X est uniforme, donc Xa est l'idéal o ou un idéal à gauche uniforme
d'après le lemme 2.3 de A. W. Goldie [5] qui résulte de la propriété 13. Par
suite, si l'on a Xa ̂  o, Xa est uniforme d'après la propriété \ 6 et, puisque c'est
un idéal fermé, il est fermé minimal.

Remarques. — II résulte du théorème 7 que le lemme 3.2 de A. W. Goldie
est valable moyennant seulement les conditions (i r) et (2^).i/ \ / \ ./

De plus, il résulte du théorème 7 et de la propriété 10 que le théorème 6 de
A. W. Goldie est valable moyennant les seules conditions ( i r )e t (27-). En effet,
les sommes directes d'idéaux à gauche fondamentaux coïncident avec les
sommes d'idéaux à gauche fermés minimaux dont l'union dans le treillis T est
égale à A.

D'ailleurs, du théorème 4, résulte également que les lemmes 3.4, 3.5 et 3.7
de A. W. Goldie sont valables si les conditions (i r ) et (2^) sont vérifiées.

PROPRIÉTÉ 17. — Soit A un anneau premier satisfaisant aux conditions (il)
et (2/). Si X est un idéal à gauche fermé minimal et x un élément non nul de X,
V idéal à gauche annulateur o'.x est fermé maximal. Réciproquement^ si V idéal

à gauche annulateur o'.x est fermé maximal, V idéal à gauche (x est fermé
minimal,

Soit X idéal à gauche fermé minimal et xçX avec x^o. Supposons qu'il
existe un idéal à gauche fermé 1 tel qu'on ait o- .^cIcA. Choisissons un
élémenty^I. Puisque 1 est fermé, il existe y ' € (y avec y ' ̂  o et In Çy' ==o.
On a y ' x ^ o car, de y ' x = o , résulterait /Go-.^, d'où Y G Ï et y=o.
Choisissons maintenant un élément iç.ï avec i^p. o ' . x , c'est-à-dire ix^o,
Puisque X est un idéal à gauche uniforme, il existe un élément z^ o tel qu'on
ait z^{ix\ et z ç . { y ' x . Cet élément est de la forme i ' x avec i ' ' ç.Çi et de la
forme y " x avec /' € (./ |. On a i ' x — y ' x = o d'où i ' — y " ç o ' . x et, par suite,
^_y^L n en résulte y €l et yeïnC/ | = o. d 'oùy=o, ce qui contredit
z ̂  o.

Réciproquement, supposons que o ' .x soit un idéal à gauche fermé maximal.
On a x^o. Supposons qu'il existe un idéal à gauche fermé Y tel qu'on ait
oCYc(^ . Puisque Y est fermé, il en est de même de Y-.^ d'après la pro-
priété 8 et l'on a o- . ^ = Y - .x ou Y*..r==A. On ne peut avoir o- .x=^.' .x :
en effet, choisissons y € Y avec y 7^0. Dey€(.r , résulte {x\ r\{y\^o. Soit
z^o avec zç.(x n(y|. Puisqu'on ne peut avoir Az=o, l'anneau A étant
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premier, choisissons a tel que az soit non nul. L'élément az est de la forme a' x
etj'on a afx=a^ç.{y\C^, d'où ^GY- .^^A, d'où A^CY et, par suite,
A.rCY. Pour obtenir une contradiction et achever la démonstration, il suffit
d'appliquer la remarque précédant la propriété 13 qui montre qu'on a
Kx = Çx\.

Remarque. — La propriété précédente permet d'obtenir des idéaux annula-
teurs à gauche maximaux qui sont des idéaux à gauche fermés maximaux.
L'exemple 2 du paragraphe 7 montrera qu'un idéal à gauche fermé maximal
n'est pas nécessairement un annulateur à gauche.

PROPRIÉTÉ 1<S. — Soit A un anneau premier satisfaisant aux conditions ( i l )
et (2/\ X étant un idéal à gauche de K, pour qu'il existe un idéal à gauche Y ̂  o
tel que X n Y == o, il faut et il suffit que tous les éléments de X soient diviseurs de
zéro à droite.

La condition est nécessaire d'après la propriété 4. Montrons qu'elle est suffi-
sante. Soit X un idéal à gauche dont tous les éléments sont diviseurs de zéro à
droite; supposons qu'il n'existe pas d'idéal à gauche Y^o tel que X n Y = o .
Considérons une décomposition de o comme intersection d'idéaux à gauche
fermés maximaux sans idéaux superflus :

Posons
o-—x,nX,n . . . r\\n.

i.,-- -- X n (X, n . . . n \< -, nX/^., n . . . nX/ / ) ̂  o.

L'idéal à gauche U\ étant contenu dans l'idéal à gauche fermé minimal

Xi n . . . n x;._i n x^_, n . . . n x/,,

l 'annulateuro-.^ est, pour tout ^/eU, avec ̂ ^ o, d'après la propriété 17, un
idéal à gauche fermé maximal. L'anneau A étant premier, on a o •. (T/=== o, d'où

/ ' - - / /
o—^ (o - . / ^ ) ,

les éléments u,j étant convenablement choisis dans U,-.
Le treillis ï des idéaux fermés étant modulaire complémenté et de longueur

finie n (th. 2), et les idéaux o-.^. étant tous maximaux dans ce treillis, on en
déduit l'existence d'indices^, /.^ . . ., /„ tels que

°=(^\(o'.u,^).

Considérons l'élément x== u,^+ u^+. . .+ ̂  çX. Montrons qu'il n'est
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pas diviseur de zéro à droite, ce qui constituera une contradiction. La relation
ax-=o entraîne, en effet

au\j^ -==. — ( an^_j, +...-+- ^Un/,, ) € X i n X^ n . . . n X//-===. o, donc a ç o • . ?//^.

De même, on établit
aeo'.^y,, ..., aç.o'.Unj^

il en résulte
n

aç. F\ (o'.Ui/,) ==o.
;=i

Remarque. — La propriété 18 étend le théorème 10 de A. W. Goldie, dont la
démonstration utilise le fait qu'un idéal à gauche complément maximal est
l'annulateur à gauche d'un élément, propriété qui n'est pas valable avec les
seules hypothèses (i /) et (a/).

COROLLAIRE. — Vanneau A possède au moins un élément non diviseur de zéro
à droite.

THÉORÈME 8. — Soit A un anneau premier vérifiant les conditions ( i l ) et (a/).
Pour que F idéal a gauche î soit fermé, il faut et il suffit qu^il vérifie la condition
suivante :
( î ) abçl, açD'^bçi,

î)1 désignant Vensemble des éléments qui ne sont pas diviseurs de zéro à droite.

La condition est nécessaire. Supposons 1 fermé avec abçl, a€:D\ Si l'on
avait b^î, l'idéal ï ' . b serait fermé différent de A, d'après la propriété 14. Or il
contiendrait l'élément açD' = E, d'après le théorème 6, ce qui est impossible.

La condition est suffisante. Supposons 1 non fermé vérifiant la condition (î).
Soit b un élément de la fermeture 1 de 1 n'appartenant pas à I. Montrons que la
fermeture de I ' .6 est égale à A. Sinon il existerait un élément x^o tel que
(I*.6)n(.r| =o. En particulier, on aurait xb^o car xb==.o impliquerait
xço\bCl\h. D'après la propriété 8, on aurait \r\Çxb 7^0. Il existerait donc
xfçÇx\Si\ec o^x^bçï. Cela entraîne ^€(1*. 6) H {x ==o, ce qui contredit
x ' b ^ o . La fermeture de ï ' . b étant égale à A, il résulte de la propriété 18 et
de la propriété 10 que l'idéal ï ' . b contient nécessairement un élément non
diviseur de zéro à droite, contrairement à la condition (î).

6. IMMERSION D'UN ANNEAU PREMIER NOETHÉRIEN A GAUCHE DANS UN ANNEAU DE MATRICES

A COEFFICIENTS DANS UN CORPS :

PROPRIÉTÉ 19. — Soit A un anneau premier satisfaisant aux conditions ( î /)
et (a/). Si b est un élément de D' (ç1est-à-dire non diviseur de zéro à droite) et a un
élément quelconque de A, il existe a' € A et b' ç D' tels que b' a == a' b.

A/m. Éc. Norm., (3), LXXVI. — FASC. 3. 23
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D'après le théorème 6, on a IV =E. Il en résulte que pour tout idéal à gauche
Y 7^0, on a [ (&|- .û]nY^ o. En effet, si l'idéal à gauche Y a est nul, on a
\aCÇb\ d'où Y ^ Y n f ^ l - . ^ ^ o . Si ridéal \a est non nul, on a ( b nï^o,
puisque b est un élément de E. 11 existe donc t^o tel que t=yaç(b\ avec
r€Y. On en déduit j€(j| ' . a avec y ̂ o. La propriété 18 montre alors l'exis-
tence d'un élément bf çïV tel que b ' ç ^ b ^ ^ . a d'où I V a ç ^ b } . On en déduit la
propriété 19.

D'après le théorème 0, l'ensemble D' qui est évidemment multiplicativement
fermé, est contenu dans G^ donc est simplifiable à droite et à gauche dans A.
La propriété 10 montre alors que l'anneau A peut être plongé dans un anneau
de quotients à gauche Q(A) tel que tout élément de Q(A) soit de la forme b-^a
avec èeD' et a€A) (c/. P. Dubreil [8], p. 280). On a donc le théorème
suivant :

THÉORÈME 9. — Un anneau premier A qui vérifie les conditions ( i / ) et (2^)
possède un anneau de quotients à gauche Q(A) défini à un isomorphisrne près rela-
tivement à A.

Nous allons démontrer que Q(A) est aussi un anneau premier qui vérifie les
conditions (i /) et (2/). On démontre d'abord comme A. W. Goldie (lemme 4.1)
que l'anneau Q(A) est un anneau premier vérifiant la condition (i/), mais la
démonstration de A. W. Goldie ne s'applique pas à la condition (2 F). Pour
établir cette condi t ion, nous allons plus généralement étudier les idéaux à
gauche de Q(A).

PROPRIÉTÉ 20. — Inapplication Y - > X = = Y n A définit un isomorphisme entre
le treillis des idéaux à gauche de Q(A) et le treillis des idéaux à gauche fermés
de A.

D'abord, pour tout idéal à gauche Y de Q(A), l'idéal à gauche X = Y n A
de A est fermé. En effet, si l'on a ba^X avec éeD', on a aussi a=b ̂ baçX.
Donc Xest fermé d'après le théorème 8.

D'autre part, de Y n A = y / n A , résulte Y:̂ ^ car y eY entraine l'existence
de a € A et b ç D^ avec y = 6~1 a, d'où résulte

^ — ^ - ' a ç Y n A r r r Y ' n A et rçr.

On a donc YCY', et de même, Y'ÇY. Par suite, l'application étudiée est
injective.

Finalement, si X est un idéal à gauche fermé quelconque de A, l'ensemble
des éléments de Q(A) de la forme b-^x avec xçX et bç^ constitue un idéal
ù gauche Y de Q(A); en effet, on a, quel que soit a-eX, bçï)^ a^çA, b ' ç î ) ' ,

b ' - { € l ' . b - { x - — { b ' ! b ' ) - ^ a " œ )



SUR LES A N N E A U X PREMIERS NŒTHÉRIENS A. GAUCHE. 179

avec a" çA, b"eD' si ces éléments vérifient l'égalité 6^= a"b', on a également,
quel que soit x, ̂ eX, b, b'çD^

h-^T— b' ^v'-.—b-'h-^ b,x— bl-{b',~{b\x'=--b-Yb-^ {b,^—b\x}

si ron détermine b,, b\ eD' par l'égalité b^b=^b\b'\ De plus, l'idéal à gauche Y
de Q(A) est tel qu'on a i t Y n A = X car la relation &- l ^eA avec a-çX, bçDf

implique b.b ^eX d'où b^x, d'après le théorème 8, puisque X est fermé.

THÉORÈME 10. — A étant un anneau premier vérifiant les conditions (i l)et(^lY
Vanneau des quotients à gauche Q(À) est isomorphe a Vanneau des matrices
carrées M,,(K) d'ordre n sur un corps K, n étant l'invariant de Kurosh-Ore du
treillis des idéaux à gauche fermés de A.

En effet, on a déjà vu que Q(A) est un anneau premier. D'autre part, i l pos-
sède un élément unité, et la propriété 20 nous montre qu'il vérifie la condition
minimale sur les idéaux à gauche, cette condition étant vérifiée par le treillis T
des idéaux à gauche fermés de A (th. 2). On est donc ramené au cas d'un
anneau premier artinien à gauche avec élément unité, étudié au paragraphe 1.

COROLLAIRE. — Le treillis T des idéaux à gauche fermés de A est un treillis
géométrique irréductible,

En définitive, on a établi le théorème suivant qui est une extension du
théorème 13 de A. W. Goldie :

THÉORÈME 11. -r- Un anneau premier A possède un anneau de quotients à gauche
qui est un anneau de matrices carrées M,,(K) sur uîi corps K (commutatif ou non)
si et seulement si :

i° A vérifie la condition de chaîne ascendante sur les annulateurs à gauche.
2° Toute somme directe d'idéaux à gauche non nids n'a qu'un nombre fini de

termes.

Le théorème d'immersion 10 montre que les conditions i° et 2° sont suffi-
santes. On démontre qu'elles sont nécessaires comme A. W. Goldie (th. 13).

Donnons encore une propriété intéressante de Q(A).

THÉORÈME 12. — L'anneau Q(A) des quotients à gauche de A est V enveloppe
injective (6) du A-module A.

D'abord, Q(A) est une extension essentielle de A. En effet, soit M un

( 6 ) Soi- la notion d'enveloppe injective, 'voir B. Eekmann et A. Schopf [6]. On sait que l'enve-
loppe injeclive d'un anneau A régulier à gauche est son corps des quotients à gauche [ Cf. P. GABRIEL,
Objets injectifs dans les catégories abéliennes {Séminaire P. Dubreil^ M.-L. Dubreil-Jacotin et
C. Pisot^ 47, igôg], ce qui est un cas particulier de notre théorème 12.
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A-module contenu dans Q(A) et tel que A n M = o . Soit x un élément de M;
on a x = b"^ a avec açA, bçî)'^ il en résulte bx= < / ç A n M == o d'où a-== o
et x = o. On a donc bien M = o.

D'autre part, Q(A) est un A-module Injectif. En effet, soit 1 un idéalà gauche
de A et /' un homomorphisme du A-module 1 dans le A-module Q(A). Nous
montrons qu'il existe un élément b~la de Q(A) tel que/(î) = ib~^ a pour tout
iç:ï. Soit J l'idéal à gauche de Q f A ) , ensemble des éléments de la forme c L ?
avec ici et c€D'. Considérons l'application y de J dans Q(A) définie par
^•Çc~li)=c~ifÇi). On vérifie que cette application est bien définie [elle ne
dépend pas de l'expression d'un élément de Q(A) sous la forme c~1;] et qu'elle
est un homomorphisme du Q(A)-module J.dans leQ(A)-moduleQ(A). Celui-ci
étant injectif (c/. H. Cartan et S. Eilenberg, [2j, p. n), il existe b-1 a eQ (A)
tel que g'Çc~li)=c~ïib~la pour tout élément c^'çJ. On en déduit immé-
diatement/^) == ib~1 a pour tout ici.

7. EXEMPLES. — Les deux exemples suivants sont des exemples d'anneaux
premiers vérifiant les condit ions (i/), (a/) et (ar) (ils vérifient la condition
maximale sur les idéaux à gauche) sans vérifier la condition ( i r ) ( T ) . Dans
l'exemple 1, on a un anneau sans diviseurs de zéro. Dans l'exemple 2, il existe
des diviseurs de zéro.

Exemple 1. — Soit K le corps des nombres réels et K(r) le corps des fractions
rationnelles à coefficients dans K et à une variable y. L'application a ''f(y)->f(y'2)
est un endomorphisme injectif de K(y) qui n'est pas surjectif. Considérons les
polynômes à coefficients dans K(y) et à une variable x non permutable avec les
coefficients et imposons les relations xf(y) r^y^y2)^. Nous définissons ainsi
un anneau A dont les éléments peuvent se mettre d'une manière unique sous la
forme

P(^)==/,(J)^+///-,(y).-^-14-...4-/l(J),^•4-/oCr)

avec n entier positif ou nul et/,i (y) 7^0. L'anneau A n^a visiblement pas de
diviseurs de zéro et est, par conséquent, premier.

Tout idéal à gauche de A est principal : il est, en effet, engendré par chacun
de ses polynômes de degré minimum. Mais la condition (ir) n'est pas vérifiée
car la somme

] j'2 x'- ) + 1 j'4 x^ )+...+ y 2 ' 1 1 ̂ m ) +.. .

est directe; en effet, une égalité de la forme
j2'" x^ Pô ( x ) == y2 ̂  Pi ( x ) + y4 x'- P, ( x ) 4- . . . 4- J2 "' -1 ̂ m-î ) P/»-i ( x )

est impossible avec Po^)^^; pour le voir, il suffit de considérer les coef-

( 7 ) On trouve, dans H. Carlan et S. Eilenberg ( [^ j p. 16), un exemple d'anneau nœthérien à
gauche et non nœthérien à droite, mais cet anneau n'est pas premier.
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iicients du terme de degré maximum (en x ) dans les deux membres qui seraient,
si Po(.r) commence par le terme/o (7)^' [avec /o^)^ o)], y^'foÇy2 ï /") et
y2My'l)+yV^yG)+' • .+r22"1" '/-iCr22^') [si yKj)^4-2^ est le terme
en .t^2^1-') du polynôme P/(.r)] ; or, ces deux coefficients ne peuvent être égaux
sans qu'on a i t y i = = o et, de proche en proche, j\=o, . . ., y^_^== o, d'où
/o= o, ce qui contredit l'hypothèse.

Exemple 2. — Considérons le corps K(y) de l'exemple 1, puis l'ensemble
des polynômes à une variable x non permutable avec les coefficients, ceux-ci
étant les couples (y, g ' ) avecy'eK(y), g ' ç K ( r } , les relations suivantes étant
imposées :

^(/o'). ̂ (.r)) = (^(r^ /(y2))121-
On voit aisément qu'on obtient un anneau A dont les éléments se mettent

d'une façon et d'une seule sous la forme des polynômes précédents

P(^) = (/.(J), ̂ (J))^+ (///-t(j), ̂  -l(j))^-' +. . .+ (/o(j), ̂ o(j)).

L'anneau A est un anneau premier. En effet, si l'on a

P(^) =(//<(J). ^(J))^"+- • - P^') = (^(^^(J))^-^ • • •

avec (/.(J),^(r^)7zz(o. °). (//.(y)» é<Cr))7zz(o. 0). on voit aisément que
l'un ou l'autre au moins des produits P(.r)(i, i)P^(.r) et (P(rr)(i , i).rP^(.z')
est différent de (o, o).

Les idéaux à gauche de A sont engendrés par un ou deux polynômes. Pour le
voir, on considère un polynôme Pi(^) de degré minimum de l'idéal à gauche 1
étudié dont on peut supposer que le coefficient du terme de plus haut degré est
(o, i),(i, o) ou (i, i). Dans le troisième cas, on a nécessairement 1 == (Pi(^) |.
Dans les deux premiers cas, et si l'on a lD(Pi(<r) | , 1 contient nécessairement
des polynômes dont le coefficient du terme de plus haut degré est (i, i); si
Pa^) est un de ces polynômes de degré minimum, on a I=(P^(<z-) , Ps^) |.

Les idéaux à gauche fermés propres sont tous de la forme 1 = (Pi (^) j où
PiÇx) est un polynôme dont le coefficient du terme de plus haut degré est(o, i)
ou (i, o). En effet, d'après le théorème 6, on a D^E; par suite, tous les
éléments de I, qui ne peuvent appartenir àE, ne peuvent appartenir à D' et sont
des diviseurs de zéro à droite; or, il est facile de voir qu'un polynôme dont le
coefficient du terme de plus haut degré est (i, i) ne peut être diviseur de zéro
(ni à droite, ni à gauche); donc 1 ne contient pas de polynômes de cette forme.

L'idéal (o, i )[ est l'annulateur à gauche de l'élément ( i , o). C'est donc un
idéal fermé et cet idéal fermé est maximal. De même, l'idéal ((i, o)[ est un
idéal fermé maximal. D'autre part, on a

j ( o , o ) j = : ( ( o , i ) n((.i , o)| .
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Donc, le treillis T est de dimension i, deux idéaux fermés propres distincts
sont toujours incomparables et tous les idéaux fermés propres sont maximaux.

On n'a pas ici E==G' . En effet, l'élément (o, i) .r2+(o, y)^, par
exemple, est diviseur de zéro à droite, donc n'est pas élément de E [on a
(i, o)[(o, ï)xcî-{-(o,y)x]=(o, o)]; mais cet élément n'est pas diviseur de
zéro à gauche car une relation telle que

[(o, 1)^-4- (o, y):r} [(/,(j), 0)^-4- (/.-t(j), ̂ -, ()^-1 +. . .] == (o, o),

avec/^(y)^o, exigerait ̂ -iCj^+j/^ (y2) = o, ce qui est impossible.
Finalement, l'idéal à gauche fermé engendré par l 'élément (o, i)^^ (o, y)x

est propre (d'ailleurs maximal) et n'est pas annulateur à gauche.

Donc, dans cet exemple, les ensembles D'= E et G' sont distincts et il existe un
idéal à gauche fermé qui n'est pas annulateur à gauche.

Exemple 3. — Soit C le corps des quotients à gauche de l'anneau A considéré
à l'exemple 1 el soit N2(0) l'anneau des matrices carrées d'ordre 2 à coefficients
dans C. Le sous-anneau AL (A) de M^C) admet M^C) pour anneau de quotients
à gauche. Par suite, d'après le théorème 11, Ma (A) est un anneau premier
vérifiant les conditions ( i l ) et(aZ). Considérons deux éléments a et a' de A
n'ayant pas de multiple commun à droite non nul, par exemple y2 x^ ety4^4 ;
l'élément

de Ma (A) est diviseur de zéro à droite et n'est pas diviseur de zéro à gauche.
Par suite, d'après le lemme 3.9 de A. W. Goldie et d'après notre propriété 12,
l'anneau Ma (A) ne vérifie pas la condition (i r).

Remarquons que l'anneau de l'exemple 2 est isomorphe au sous-anneau de
Ma (A) engendré par les matrices

( ° ^ } et ( n y } ° \
\x o ) \ o g ( y ) )
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