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A N N A L E S
SCIENTIFIQUES

DE

L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE

STRUCTURE DES GROUPES LIRRES

PAR M116 SOPHIE PICCAKD.

Introduction.

Soit G un groupe multiplicatif engendré par un ensemble A cTéléments dont
aucun ne peut être obtenu par composition finie des autres. L'ensemble A ne
contient donc pas l'élément neutre i du groupe G et ne peut contenir qu'un
seul de deux éléments x, x~^, quel que soit XÇ.G, Tout élément de G peut être
obtenu par composition finie d'éléments de A(1). Soit/(ai, ^3, . . ., a^ une
composition finie quelconque d'éléments a^ a^, ..., a/, (en nombre fini k) de A,
C'est un produit de puissances finies des éléments ^i, a^, . . ., a/,, pris dans un
ordre quelconque, un même élément a^ pouvant contribuer à former divers
facteurs du produit. On dit que la composition y est réduite si l'on y a remplacé
partout le produit de deux facteurs consécutifs (s'il y en avait) du type a ' / ' a ^ ,
où ; est un nombre quelconque de la suite 1 ,2 , . . ., le et m et n sont deux
entiers quelconques, par a1^11, dans le cas où m-{-n^o, ou par i, lorsque
m-i-n=o, et si l'on a laissé tomber tous les facteurs égaux à i, pour autant
que la composition envisagée entière ne se réduit pas identiquement à i, auquel
cas on dira que i est sa forme réduite. D'après cette définition, toute composi-
tion finie réduite /(^i, ^3, . . ., a/,) des éléments a^ a^, . . ., a/, de A, pour
autant qu'elle n'est pas identiquement égale à i (l'élément neutre de G), est de
la forme a\\a1^. . . a{^ où a^, a^, . . ., ^ sont des éléments (pas nécessairement
distincts) de l'ensemble { a^ a,,, . . ., a/,} tels que a^^a,^^t= i, 2, ..., k— i)

(1) Et de leurs inverses, sous-entendu.
Ann. Éc. Aor/u., (3), LXXVI. — FASC. 1. l
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etyi, 72, . . ., jr sont des entiers non nuls quelconques (positifs ou négatifs).
Soient ^<2. . . a!^ et a1^. . . a1^ deux compositions finies réduites d'éléments
de A qui ne se réduisent pas identiquement à i. Ces compositions sont dis-
tinctes si s^r ou si s=r mais si, soit a^a^, pour une valeur au moins de
l'indice t=ï, 2, . . ., r, soit a^=a^(t==ï, 2, . . ., r) mais jt-^l, pour une
valeur au moins de l'indice ^=1 ,2 , . . ., r.

Si le groupe G n'est pas libre, les éléments de tout système générateur A
sont liés par un certain nombre de relations non triviales (qui ne découlent pas
des axiomes de groupe) de laforme/(ai, a^ ..., a/,)=i oùfÇa^a^ ...,a/,) est
une composition finie réduite d'éléments de A qui ne se réduit pas identique-
ment à i. Toute relation de cette nature implique l'égalité entre deux composi-
tions finies réduites distinctes d'éléments de A.

Si le groupe G est libre, il possède des systèmes d'éléments générateurs qui
ne sont liés par aucune relation non triviale et si A est un tel système d'élé-
ments générateurs du groupe libre G, chaque élément de G peut se mettre de
façon unique sous la forme d'une composition finie réduite d'éléments de A.
Les éléments d'un système générateur A d'un groupe libre qui ne sont liés par
aucune relation non triviale sont appelés des éléments libres du groupe G. Tous
les éléments de G ne sont pas libres. Ainsi, par exemple, i n'est pas libre. Tout.
groupe libre possède aussi bien des éléments libres que des éléments non libres
et il est, comme on sait, le produit libre des groupes cycliques engendrés par
les éléments d'un quelconque de ses systèmes générateurs formé d'éléments
libres.

Soit c un élément ^ i quelconque d'un groupe libre engendré par un
ensemble A d'éléments libres et soit

(t) ^H:...<
la composition finie réduite d'éléments deAqu i l e représente. Soient^, a^, ...,
a/, les divers éléments de A (en nombre fini) qui figurent dans cette composi-
tion et soit n, le degré de ( \ ) par rapport à a,Çi=i, 2, . . . , A). Nous dirons
que ni est le degré de l'élément c par rapport à l'élément a, de l'ensemble A
( î==i , 2, . .., k) et nous dirons que c est de degré' nul par rapport à tout élé-
ment de l'ensemble A — [a^ a^, . . ., a/,}. Comme ( ^ ) est l'unique composition
finie réduite d'éléments de A qui représente l'élément c de G, on voit que quel
que soit l'ensemble A d'éléments générateurs libres d'un groupe libre G, tout
élément de G possède un degré bien défini par rapport à tout élément de
l'ensemble A.

Il est à noter que les groupes libres ne sont pas les seuls à jouir de cette pro-
priété. Tout groupe G défini par un système A d'éléments générateurs liés par
un ensemble de relations fondamentales non triviales dont chacune est de
degré zéro par rapport à chacun des éléments de A jouit de cette propriété que
bien que deux compositions réduites distinctes peuvent représenter un
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même élément de G, deux telles compositions sont toujours du même degré
par rapport à chaque élément de A.

Loi de composition des éléments d'un groupe libre.

Soit G un groupe libre engendré par un ensemble A d'éléments générateurs
libres, soient aetb deux éléments quelconques de G. Chacun des éléments a, b
possède une expression unique par une composition finie réduite d'éléments
de A. Soit

a = a71 a71 . . . a1'- et b == a1, a1? . . . a15
il t'a ^r ""l "^2 i^s

ces expressions et soit [ a ^ , a^, . . ., a,,} l'ensemble (fini) d'éléments de A. qui
figurent dans les expressions de a et de 6. Soit m, le degré de a et ̂  le degré de b
par rapport à a,Çi== i, 2, . . ., k); a aussi bien que b est de degré nul par rap-
port à tout élément de l'ensemble A—{a^ a^, . . ., a/^}. Le produit ab peut à
son tour, être exprimé de façon unique par une composition finie réduite des
éléments a^ ^3, . . . . a/,. Cette expression est la suivante.

Si ^.T^I,
ab = a^ a^ . . . a^a1^ a1^ ... a1^ .

Et si i,=k^, soit h le plus grand entier ^o, tel que a^_^=a^^ et que
a^== a^^Çt = o, i, . . . , h — i ) si h ̂ > o.

Alors si jr-h ̂  — /i+/,, on a

: a71 a72 . . . a/r-h--la/r-h+ll+hals+h . . . a^
l\ h Il——h—1 ïr—h ""24- h Kg

Et siy,._/,= —li+k, on a
^l-, ——— /y/l /y/2 y-,Jr——h—1 /y<2+/^. ^Sab — a^a^ . . . ̂ ,_^ a^^ .. . a^.

Il s'ensuit que ab est de degré m/+^ par rapport à û,( ;==i, 2, . . ., k) et que
û& est de degré nul par rapport à tout élément de l'ensemble A — [ a^, a^..., a/,}.
Par conséquent, le degré du produit de deux éléments quelconques a et b de G
par rapport à un élément quelconque d'un système A de générateurs libres est
égal à la somme des degrés de a et de b par rapport au même élément de A.

Soit G un groupe libre engendré par un ensemble A d'éléments libres. Nous
allons répartir les éléments de G d'une infinité de façons en classes d'équiva-
lence dont chacune contient, avec tout élément a de G la classe entière des élé-
ments de G conjugués au, nous donnerons une loi commutative de composition
de ces classes qui permet d'associer à tout groupe libre une infinité de groupes
abéliens T^ dont les éléments sont des classes d'équivalence d'éléments de G.
Nous montrerons que quel que soit le sous-groupe y d'un groupe P^, la réunion
des classes d'équivalence d'éléments de G qui constituent les éléments de ce
groupe y est un sous-groupe invariant de G. Nous utiliserons les groupes P7^
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pour étudier la structure des groupes libres. Ces considérations permettent
d'établir l'existence d'une infinité de sous-groupes invariants dans tout groupe
libre, elles facilitent la recherche des éléments libres des groupes libres, elles
permettent d'établir de nombreux théorèmes relatifs à la structure des groupes
libres, quelle que soit la puissance de l'ensemble A des générateurs libres. Les
classes d'équivalence en lesquelles on répartit, d'une infinité de façons, les
éléments de tout groupe libre ont un caractère intrinsèque, indépendant du
système générateur A qui sert à les définir. Quel que soit le sous-groupe g du
groupe libre G, deux classes d'équivalences quelconques d'éléments de G qui
contiennent des éléments de g ont en commun avec g des ensembles d'égale
puissance.

Appelons base d'un groupe libre G tout système générateur de G formé d'élé-
ments libres. Un groupe cyclique libre, composé des puissances entières d'un
élément libre a ne possède, comme on sait, que deux bases : a et a~1 qui sont
ses seuls éléments libres. Tout groupe libre non cyclique possède, comme on
sait, une infinité de bases. Pour s'en convaincre, il suffit d'observer que quelle
que-soit la base A d'un tel groupe G et quels que soient deux éléments distincts
a^ et a^ de A, on déduit de A une nouvelle base en remplaçant a^ par a ' ^ a ^ a"^
quels que soient les entiers m et n. Si le groupe G est engendré par un ensemble
infini A de puissance m d'éléments générateurs libres, il possède un ensemble
de puissance supérieure à m de bases. En effet, quel que soit le sous-ensemble
non vide A* de A, remplaçons dans A chaque élément de A^ par son inverse.
Le système obtenu est, comme on sait, une base de G et à deux sous-ensembles
distincts A* et A^ de A correspondent deux bases différentes. Et comme l'en-
semble de tous les sous-ensembles de A est de puissance 2w^>m, G possède
bien un ensemble de puissance ^>w (donc en tout cas indénombra'ble) de
systèmes générateurs dont tous les éléments sont libres.

Tout élément ̂  i d'un groupe libre est, comme on sait, d'ordre infini.
Si un groupe libre est engendré par un système fini de k éléments libres, le

groupe G ne saurait, comme on sait, être engendré par moins de k éléments et
tout système comprenant k éléments, générateur de G, est formé d'éléments
libres. Le nombre k est alors appelé le rang' du groupe libre G.

Systèmes irréductibles d'éléments générateurs d'un groupe.

DÉFINITION. — Soit G un groupe engendré par un ensemble A Çfini ou infini)
(Vêlements générateurs. Nous disons que V ensemble de générateurs A est irréduc-
tible si, quel que soit le sous-ensemble fini A* de A., il n} existe aucun sous-ensemble
fini K de G formé Sun nombre d'éléments inférieur à celui de A^ et tel que tout
élément de A^ puisse être obtenu par composition finie d'1 éléments de B.

TOUTE BASE D'UN-GROUPE LIBRE EST IRRÉDUCTIBLE. — En effet, SOÎt G UU grOURC
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libre et soit A l'une quelconque de ses bases. Supposons qu'elle soit réductible
et soit A^ un sous-ensemble fini formé de k éléments de G pour lequel il existe
un ensemble B formé de k' <^k éléments de G et tel que tout élément de A^
puisse être obtenu par composition finie d'éléments de B. Soit G^ le groupe
libre engendré par les k éléments de l'ensemble A^ qui en forment une base.
Comme tout élément de A* s'obtient par composition finie d'éléments de B,
B est à son tour un système générateur de G^, ce qui est impossible, d'après les
propriétés connues des groupes libres, puisque k'<^k. On voit donc bien que la
base A est irréductible.

Nous allons d'abord traiter le cas où l'ensemble A est fini, puis nous passe-
rons au cas où l'ensemble A est infini, de puissance quelconque, et enfin nous
signalerons diverses généralisations des méthodes exposées qui se prêtent éga-
lement à l'étude de la structure des groupes libres.

Les groupes libres de rang fini.

I. Soit G un groupe multiplicatif libre engendré par un nombre fini k
d'éléments générateurs a^, a^, . . . , a/, qui ne sont liés par aucune relation non
triviale. Les seules relations satisfaites par ces éléments générateurs sont des
relations triviales qui dérivent des axiomes de groupes, telles que les relations

a.a^ =i ( î== i î 2, . . ., 7f),

ainsi que les relations identiques de la forme

f(a,, a,, .... ak) ==/(^i, ^-2, . . ., cik),

où/est une composition finie quelconque des éléments de l'ensemble

A=.[a^ 02, . .., ak}.

LES CLASSES M^. — Soit n un entier quelconque ^2. Répartissons les élé-
ments de G en n1' classes M^ comme suit. Soit a un élément quelconque de G\
II peut être obtenu par composition finie des éléments de A. Soit a=fÇa^,
a^, ..., a/,), où/est une composition finie réduite des éléments de A. Comme G
est un groupe libre dont l'ensemble A est une base, la composition réduite des
éléments de cette base qui représente l'élément a est unique. Soit u, le degré
de/par rapport à ^•(;==i, 2, . . ., Z:); Ui est aussi le degré de l'élément a de G
par rapport à l'élément a, de la base A. Soit X, le nombre de la suite o, i, . . .,
n—i, tel que ^=À/(mod^)( î '= i, 2, . . . , Z:). Nous disons que l'élément a
fait partie de la classe M^^^.. Quels que soient les k nombres (distincts ou
non, peu importe) Xi , Â^ . . ., X/, de la suite o, i, . . ., n— i, la classe M^)^ /^
n'est pas vide. Elle contient, entre autres, les éléments ̂ l+/17^^2+/2\.. ̂ +4/î de G,
quels que soient les entiers ^i, ^2. .. ., ^, et elle contient avec tout élément
a=fÇa^ a^, . . ., a/,) de G la classe en-tière des éléments de G conjugués à a.
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En effet, quel que soit l'élément b de G, b peut être obtenu par composition
finie d'éléments de A. Soit b= g'(a^ a^, . . ., a/,). D'après la loi de composition
des éléments d'un groupe libre, les deux éléments a et bab~1 sont de même
degré par rapport à a^ quel que soit ^=1 ,2 , . . . k. Tout élément de G appar-
tient à une classe M^_^ et à une seule puisque tout élément de G peut se
mettre de façon unique sous la forme d'une composition finie réduite d'élé-
ments de A et le groupe G est la réunion de toutes les classes M^ _^ qui sont
disjointes deux à deux.

Loi DE COMPOSITION DES CLASSES M^. — Soient M)"^_^ et M^_^ deux classes
M^ quelconques. Nous appelons produit de ces classes et nous désignons par
le symbole M^_^M^_^. l'ensemble des éléments de G de la forme ab,

^eM^...,,, Ô€M^.,^.

PROPOSITION 1. — Quelles que soient les deux classes M)^ _^ et Mp^.^p on a

M^\ ^ M^ _ M^
•"•••AI 7.2 ... ^k i'1 P-l ^S • • • ^Â- ——— l•l^l ̂  • • . ̂ k

où Vi est le nombre de la suite o, i, . . ., n —i qui satisfait la congruence

^•==À,4-^ (modn) ( ^ = = i , 2 , . . . , Â - )

Démonstration. — Soit a un élément quelconque de la classe M^ _^ et soit b
un élément quelconque de la classe M^^ ^. Soit Ui le degré de a par rapport
à a, et soit ^ celui de b par rapport à aiÇi ==1 ,2 , . . . , Z:). D'après la loi de com-
position des éléments d'un groupe libre, ab est de degré ̂ + ^ par rapport à a,,
quel que soit i= 1 ,2, . . ., k. Soit v, le nombre de la suite o, i, . . . , n— i qui
satisfait la congruence v^ ^+^(mod/î). Comme ^eM^^ ),p on a

Ui ̂  ?i; (mod^i) (/==:!, 2, . . ., À")

et comme &eM^^ . ̂ , on a

^•EEE^. (mod^) (/==:!, 2, . . . , Â - ) .

Donc
^;== ^-4- ^i (moàn)

et, d'après ce qui précède,
^eM^.,v,.

Cela étant, quels que soient les éléments a de M^, -^ et b de M^n^.a ? on a

l'inclusion
(JL\ M^\ M^ r-M^VT^ ^l),^^../^iVl^^...^ClVlv,v,...v^.

Montrons qu'on a aussi l'inclusion inverse. A cet effet, nous prouverons que
pour tout élément fixe a de la classe M{^ ^^ et pour tout élément c de la classe
M^_^ il existe un élément b de la classe M^.^p tel que ab=c. En effet,
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comme G est un groupe dont a et c sont deux éléments, l'équation ax=c
admçtune solution en G, notamment l'élément b=a~lc. Soit ^(^) le degré
de Vêlement aÇc) par rapport à a,(i== i, 2 , . . ., k). On a

Ui=^ (modn) et w;^-y; (mod/î).

L'élément a~1 de 6' est de degré —^ par rapport à a^i= i, 2, . . ., k) et, par
suite, il fait partie de la classe M^,,_^ ,,_^, donc, d'après la première partie
de la démonstration, 6eM^%_ .^. On a donc aussi l'inclusion

(++) M^,,,,cM^,,^M^,,^.

Des deux inclusions (+) et (++) découle l'égalité à démontrer.

PROPOSITION 2. — Deux classes M^ quelconques sont des ensembles d'égale
puissance.

Démonstration. — Soient M^.^ et M^,^ deux classes M^ quelconques.
Soit v, le nombre de la suite o, i, . . ., n — i qui satisfait la congruence

^•=^—^ (moàn) (?==!, 2, .../:),

et soit c un élément quelconque de la classe M^ ^ et d un élément quelconque
de la classe M^ ^_^ ^_^. Quels que soient l'ensemble E d'éléments de G et
l'élément x de G, désignons par le symbole Ex l'ensemble des éléments yx de G,
yçE. Il ressort de la démonstration de la proposition 1 qu'on a les deux
inclusions

M^,,,,ccM^,,^ et M^,,^cM^,,^

inclusions qui démontrent que les deux ensembles M^^ ^ et M ^ ^ ^ sont bien
d'égale puissance. Donc toutes les classes M^ sont des ensembles d'égale puis-
sance. c. Q. F. D.

LES GROUPES ABÉLIENS T^ ASSOCIÉS AU GROUPE LIBRE G (2). — ÂVêC là loi de

composition indiquée plus haut, loi qui est commutative et associative, les
classes M^ forment un groupe abélien P^ associé au groupe G. La classe Mo^. o
constitue l'élément neutre de ce groupe et l'inverse d'une classe M^^ ^ est la
classe M^!)^_^_^_^.

PROPOSITION 3. — Quels que soient les nombres Xi , ^2, . . ., \^ de la suite
o, i, . . . y n— i la classse M^ _^ envisagée comme élément du groupe P^ est

d'ordre y où d est le p . g. c. d. des nombres n, X^ ^2, . . ., X/,. En effet, soit m

(2) On peut associer de la même façon un groupe abélien TW (n == 2, 3, ...) à tout groupe non
libre G engendré par un ensemble fini A = { ai, a^, ..., a/:} d'éléments générateurs et dont chaque
élément possède un degré fixe par rapport à tout élément de A et les propriétés de TW que nous
établissons pour les groupes libres subsistent pour de tels groupes non libres.
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F ordre de cette classe et soit v, le nombre de la suite o, i, . . ., n — i qui satisfait
la congruence

v ; ^ = - À ^ (modn) (i= i, 2, . . ., Â-)

D'après la loi de composition des classes M^, on a
n

(M^ -^ ^—TVT^\ ̂ IÀI ).2 ... "4 / —— ^Vi Va ... V/,-

Et comme ,X,;= o(mod/i), il s'ensuit que

^•==0 (mod^) (^'^i; ^i ' ' ", k).

, '1 . n

Donc (M^_)^^Mo^..o et par suite, ^ est un multiple de m. Montrons que

m= n, En effet, supposons que m <^ , et soit / == ^m (^/ ^> i). Comme 772 est

Fordre de M^^.. ^, on doit avoir m\i== o(mod^), quel que soit i= i, 2,. . ., k
et, par suite, ?^ doit être un multiple de —(;'= 1 , 2 , . . . , Z:). Or —=n'd et, par

conséquent, le p. g. c. d. des nombres n. Ai , Â ^ , ..., X/, serait ̂ n' d^> d ce qui
est contradictoire, Donc m= , c. Q. F. D.

PROPOSITION 4. — Z^ nombre minimum d'éléments générateurs du groupe P^
est égal à k.

Démonstration. — En effet, Fordre de toute classe W^ est un diviseur de n,
il n'est donc pas supérieur à n. Et comme P^ est un groupe abélien d'ordre ^/>,
le groupe F^ ne saurait être engendré par moins de k éléments. D'autre part,
il possède des systèmes de k éléments générateurs. Tel est, par exemple, le
système formé des k classes Mio . . . o? M o i o . . . o ? Moo. . .or Le nombre minimum
d'éléments générateurs du groupe T^ est donc bien égal à k.

c. Q. F. D.

CLASSES M^ INDÉPENDANTES ET DÉPENDANTES. — Soient M)";^...)^ = 1,2,.. . , t)t^ï

classes M^. Nous disons que ces classes sont indépendantes si l'égalité

( T ) [M^.•.^]al[M^l...^]a2 • • • [M^...^p=Moï)..o,

où a ^ , a.j, . . ., a; sont des entiers, implique que a,:=o(mod^) quel que soit
i' == ï , 2, . . ., t, et nous disons que les classes M^ envisagées sont dépendantes
ou liées s'il existe un système d'entiers ai, a^, . . ., a^ dont l'un au moins n'est
pas congru à o module n et pour lequel l'égalité (I) a lieu.

PROPOSITION 5. — Soient M{?^...^(;=i, 2, . . ., t, ï ̂ t^k) t classes M^.
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Si ces classes sont indépendantes, le rang- de la matrice

1 , 2/4

^
^

^ ^ ^
est égal à t.

Démonstration. — Si les ^classes considérées sont indépendantes, l'égalité (I),
où a^ a^, . . ., a^ désignent des entiers, implique que a,=o (mod^), quel que
soit 1=1,2., . . ., t. Or, d'après la loi de composition des classes M^ et d'après
l'égalité (I), a, , a,, . . . . a, doivent satisfaire le système d'équations linéaires

a - iÀ^ + a.2^+. . .+ a^ ==Ti^,
ai/^ + a^ +. . .4- a/Ài==Ï2^,

ai AI. + a, AI • a^4==T/,/î,

où T A , ^2, . . ., T/, sont des entiers.
C'est un système de k équations à t^k inconnues a^, 03, . . . , a^ et comme ce

système n'admet que des solutions dans lesquelles toutes les inconnues sont
des multiples de n, il s'ensuit que le rang du système ( i ) est nécessairement
égal à t.

En effet, supposons le contraire et soitr<^ le rang du système considéré.
Supposons pour fixer les idées que le déterminant principal de ce système est

ÀÎ ^
^ À:-

K
^

") 1 •) 2 •) r
A,. f\^ ... /,,

II y a alors des inconnues et des équations non principales
Posons

Le système ( i) est alors homogène, il est possible et admet une infinité de
solutions. On peut attribuer à a,.+i, . . ., a, des valeurs arbitraires. Montrons
qu'il existe des valeurs entières de a^, a^, . . ., a, qui ne sont pas toutes
=o(mod/i), et qui constituent une solution du système envisagé. En effet,
résolvons le système des équations principales par la règle de Cramer par
rapport aux inconnues principales a,, a,, ... a,.. Désignons par â^le détermi-
nant qui se déduit de S en y remplaçant la colonne de rangy(y=i , 2^ . . ., r)
par

^s'
^w

, . . , / - / - ) .

Ann. Éc. Norm., (3) , LXXV1. — FASC. 1.
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Il vient
a^^+a^^+...+q^

a y — — ——————————g—————————— { j — i, 2, . .., r ) .

Si § ̂  o (mod^) posons
ar+ï=. . .=: a<== à.

On aura des valeurs entières de ai, 03, ..., o^ qui ne sont pas toutes = o(mod^).
Et si âEE=o(mod^), soit ^m la plus grande puissance de n qui est diviseur de §.

Si tous les déterminants S^ sont des multiples de r^ et si
ô = n"1 ô7, ô'^o (mod/î),

posons
ar+i==- • .^a^ô'.

On aura de nouveau une solution ai, a^, . . ., a^ du système considéré dans
laquelle toutes les inconnues prennent des valeurs entières dont l'une au moins
n'est pas == o (moàn).

Et si S == o (mod/i) et S = n^- S\ oùô^^éo (mod/i), mais si l'un au moins des
déterminants S,7^ n'est pas ^oÇmodn171), soit n1111^' [m1 <^ m, â / /^o(mod^)] le
p .g .c .d . de S et de tous les déterminants 8,7.̂  et soit ê^^oÇmodn^^).
Posons, dans ce cas

/Y —— yî7^—1HI r/ —— r» / c / c 1 \<Xr+s1 —— t' JTii î (̂ r+.s- —— 0 \S ~^— S ) .

On obtiendra ainsi une solution entière en a i , . . . , a ^ du système d'équations
considéré, solution dans laquelle l'un au moins des nombres o^, a^, ,.., a,, n'est
pas == o(mod/i).

Donc, dans tous les cas, on est conduit à une contradiction.
Le raisonnement est tout à fait analogue et la conclusion subsiste quelles que

soient les lignes et les colonnes de la matrice X qui contribuent à former le
déterminant principal o d'ordre r du système considéré.

La condition énoncée est donc bien nécessaire.
c. Q. F. D.

PROPOSITION 6. — La condition nécessaire et suffisante pour que k classes
M)/|^...•^(^'= 1 , 2 , . . ., k) soient indépendantes, c^est que le p. c. g. d. de n et du
déterminant |À^. [ soit égal à i.

Démonstration. — La condition est nécessaire. — En effet, supposons que
les k classes Ml^...^ sont indépendantes. Alors, d'après la proposition 5, le
déterminant d'ordre k : S = | X^.| est ̂  o.

Si donc ai, as, . . ., a^ sont des entiers tels que

( 2 ) [M^^•^^[M^l•••^a2 • • • [M^..^p=Mo?.\.o,
chacun des nombres a^, as, . . . , a/^ est = o (mod^) et, d'après la loi de compo-
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sition des classes M^ et l'égalité (2), a^, a^, . . ., a^, sont racines du système
d'équations linéaires

(3)

a i À î + 0(2 y^+. . .+ a^:=:Ti^,
a i À ^ + a2^+. . .+ a^==T2^,

aiÀjt-4- a2^^+. . .4- O^À^T^,

où Ti, ^2, . . ., T/, désignent des entiers.
Comme le rang de ce système est égal à k, c'est un système régulier qui peut

être résolu par la règle de Cramer. Désignons par S/ le déterminant qui se
^i

déduit de S en remplaçant sa i16^ colonne par T2. On a

^
(̂ .

ai==n-^ (?==i, 2, .. ., k).

Soit d le p. g. c. d. de n et de o et soit A' le coefficient de V. dans le développe-
ment du déterminant S.

Deux cas peuvent se présenter :

a. Il existe un coefficient A^. (au moins) qui n'est pas un multiple de d.
Posons alors

ô
T7=:^ Ty/==o

quel que soit l'indice/ -^j de la suite i, 2, ..., k. On obtient pour o^, o^, ..., a^
les valeurs

^ A 1 n A «> ^ A A-a,=^A}, ^=^A;, ... a^A^

et comme A^. n'est pas un multiple de d, a, ^o(mod/i), ce qui est contradic-
toire, les classes M^ considérées, étant, par hypothèse, indépendantes.

b. Tous les coefficients A^. sont des multiples de d. Soitjo le plus petit divi-
seur premier de rf. Il est alors aussi diviseur de tous les A'.. Soitp77' la plus grande
puissance dep commune à tous les A^.(m^i). Il existe donc un coefficient (au
moins) A^. qui n'est pas divisible parj^^. Considérons le déterminant A=|A'.|
adjoint de S. Comme chaque élément de A est divisible par jo^, le déterminant A
qui est d'ordre k est divisible par p^. Or A est lié à son adjoint à par l'égalité
A = à7'"1. Donc â^""1 est à son tour divisible par p^. Et comme les nombres k et
k— i sont premiers entre eux et que p est un nombre premier ̂ 2, il s'ensuit
que m==o(modZ:—i) . Soit m=m\k—ï), (w^i). Le déterminant à est
donc divisible parjo^^p^^.

Posons dans ce cas
^

^^^TT5 ^y^^./^1^ •••^mais/^y.
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Il vient
_ n A) _ jî A'/ _ n A^

al~^^ î ' ' ' ^^pp^^ " ' ak ~~~ p J^1

ce qui fournit un système de valeurs entières de a^, a^, . . ., a/, dont l'une au
moins a^o(mod^) et qui satisfont la relation (2), ce qui est contradictoire.
On ne saurait donc avoir d^> i et la condition énoncée est bien nécessaire.

La condition est suffisante. — En effet, supposons que le p. g. c. d. de n et du
déterminant §== | /^. | est égal à i. Montrons que les classes M^...^ sont alors
indépendantes. En effet, comme D(/î, o)=i, on a S^o et par suite, le système
(3) d'équations linéaires en o^, o^, . . ., a/,, où Ti, T^, . . ., T/r désignent des
entiers, est un système régulier dont la solution est donnée par la règle de
Cramer. On a notamment
/ , , T lA^4-T2A^+. . .4-T/:Ai.(4) a,=n——-———-^—————- ( ? = = i , 2, . . . , k ) .

Soit a le plus grand commun diviseur de à et de tous les coefficients A'.. Pour
avoir une solution entière en a, du système d'équations (3) il convient de choisir
les nombres Ti, ^ ^ , . . ., T/^ de façon que
(5) T i A 4 + T 2 A ^ + . . .4-T^\4==o (modo) . ( î = i , 2 , . . . , / < • ) .

On obtient, par exemple, une telle solution en posant

Ty== - ( y = = l , 2, . . . , Â-).u

Mais comme n et o sont premiers entre eux, il découle des formules (4) que
toute solution entière en a, du système (3) fournit pour toutes les inconnues du
système des valeurs =EEo(mod/î), donc les classes M^ sont indépendantes et
la condition énoncée est bien suffisante.

c. Q. F. D.

Remarque 1. — On démontre sans peine que la condition nécessaire et suffi-
sante pour que t classes M)/|)^...À^(^'= 1,2, ..., t, i ̂ t^k) soient dépendantes,
c'est que le p .g .c .d . de n et de tous les déterminants d'ordre t qu'on peut
former à partir de la matrice

/ •)! -),2 -\t \/ /4 A,, ... A-) \
/ \ 1 ~\ 2 } / \
J A s) 1\ s) ... A 9 1

\ •)l 1 •) 2 "U /\A/, A^ ... /^/

en prenant les éléments communs à ses t colonnes et à t lignes quelconques,
soit ^> i. La démonstration de cette proposition est tout à fait analogue à celle
de la proposition 7 de notre Note (Un problème de structure des groupes d''ardre
y^)(3).

(3) /. Math. pures et appl.y t. 35, IQÔG, p. 149 à i5û.
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PROPOSITION 7. — Quel que soit V entier t > k, t classes M)^ .. .̂  ( z = i, 2, ..., t)
sont toujours dépendantes.

Démonstration. — Soit JM l'ensemble des classes M^^...n(i=i, 2, . . . , / ) .
Pour établir la proposition 7, nous montrerons qu'il exister entiers a^ , a,,..., a,,
dont l'un au moins n'est pas un multiple de n, et tels qu'on a l'égalité

( î ) [^^...^I-EM^^.,^^ . . . [:M^.,^p= M^,,

Soient ai, a,, . . . . a,, rent iers , qui vérifient l'égalité (I). Cette égalité
implique le système de k équations à t inconnues (i), où T^, Ta, ..., T/, désignent
des entiers (voir proposition 5).

Soit
/^ ^ . . . ^\

V=( ^ ^ • • • ^

VI ^ ... ^/
la matrice des coefficients des inconnues de ce système. Comme t^>k, le ran^ r
de cette matrice est^Z: et, par suite, ses t colonnes sont liées linéairement. Il
existe donc des nombres a^, a^, ..., a^ non tous nuls tels que

(6) ai /^4- a 2 À f + . . .4- a^ = o ( /== i , 2, .. ., k).

Envisageons tous les déterminants d'ordre r qu'on peut former avec les élé-
ments communs à r lignes et à r colonnes quelconques de la matrice A. Si l'un
au moins de ces déterminants n'est pas congru à o module n, prenons un tel
déterminant A pour déterminant principal du système (6). Supposons, pour
fixer les idées, que

À 1 72 ... À 7 -

A=

Les inconnues a j , a^, . . ., a/, sont alors principales ; on peut attribuer à
a,.+i, . . ., o^ des valeurs arbitraires, les r premières équations du système (6)
sont principales et l'on obtient la solution du système (6) en résolvant le sys-
tème formé par les équations principales. Posons dans les équations principales
du système (6)

a,.+.i=. . .=: a^==A

et résolvons le système obtenu par rapport à a^, a^, . . ., a,, par la règle de
Cramer. On obtient ainsi des valeurs entières de ces r inconnues et les ^nombres
ai , a^, . . ., a^ dont les t— r derniers ne sont pas = o(mod/i) satisfont à l'éga-
lité (I). Donc, dans ce cas, les classes de l'ensemble JÏl sont bien liées.

Supposons maintenant que tous les déterminants d'ordre r qu'on peut déduire
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de la matrice A sont =o(mod/z). L'un au moins de ces déterminants est 7^0,
puisque r est le rang du système (i). Envisageons r lignes de la matrice A dont
les éléments contribuent à former un déterminant d'ordre r non nul. Supposons,
pour fixer les idées, que ce sont les r premières lignes de la matrice A. Soient
?i, ;2, . . ., ir r nombres distincts de la suite 1 ,2 , . . ., t et soit A^^ ^ le déter-
minant formé des éléments communs aux r premières lignes et aux colonnes de
rangs ?i, ̂  . . . . ir de A. Si A^ ...^7^ o, soit

A^,..^^.,^^--^

où Fentier R,^ ^^o(mod^) et 'y^...;,. est un entier ̂ i. Prenons alors pour
déterminant principal du système (6) un déterminant A^_^ pour lequel le
nombre "y^...^ est minimum. Soit A ce déterminant principal et soit, pour
fixer les idées,

^ .. . 71

A=
•ï r •} rAI ... A,,

a^, 03, . . ., a/, seront donc de nouveau les inconnues principales et l'on peut
attribuer à a,.+i, . . ., o^ des valeurs arbitraires. Posons, dans le système (7) des
équations principales

a^i==. . .==a/==|3^...,,,

(7) est alors un système régulier qui possède une solution unique en a^ ,..., a,.
donnée par la règle de Cramer et l'on voit sans peine que cette solution est
entière. Les nombres a^ , aa, .... a^ vérifient l'égalité (I) et les nombres a,.+i,..., o^
ne sont pas congrus à o module n. Donc, dans ce cas aussi, les classes de
l'ensemble JM sont dépendantes.

Le raisonnement est tout à fait analogue et la conclusion subsiste quelles que
soient les rangées de la matrice A qui contribuent à former le déterminant prin-
cipal du système (6). La proposition 7 est donc démontrée.

Remarque 2. — Si dans un système de classes M^ figure la classe nulle, les
classer sont dépendantes. En effet, soit M^...-^(?= i, 2, . . ., t) un ensemble
de classes M^ parmi lesquelles figure la classe nulle Mi7p^...^=M^)..o. Alors
les t classes envisagées sont dépendantes. En effet, posons

ai=i ^•==0, (i== 2, . . ., t).
On a la relation
(I) [M^^.^]al[M^^...^]a2... [M^.,),p= M^,,

avec les exposants qui ne sont pas tous ==o(mod/î), ce qui démontre que les
classes M^ considérées sont bien liées.

D'autre part, si t classes M^ sont dépendantes, en leur ajoutant une ou un
nombre fini quelconque de classes M^ quelconques, on obtient de nouveau un
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système de classes dépendantes. Pour s'en convaincre, il suffit d'ajouter aux
nombres o^, o^, . . . , a^ dont l'un au moins n'est pas =oÇmodn) et pour
lesquels on a l'égalité (I), les nombres a^=. . .== o. On aura

(H) [^..^r1- • • [M^^.^r^M^,^,.^.]—... = M^,o,
ce qui démontre que l'ensemble des classes M^,.^(;= i, 2, . . . , t, t+ i, ...)
sont liées.

PROPOSITION 8. — La condition nécessaire et suffisante pour que k classes
M)^...^(î=i, 2, . . . , ^ ) constituent une base du groupe T^i, c'est que ces
k classes soient indépendantes.

Démonstration. — La condition est nécessaire. — En effet, si les classes consi-
dérées constituent une base de Y^ en composant ces k classes on obtient les
^ classes M.w qui forment la totalité des éléments de P^. Or, d'après la loi de
composition des classes M^ qui est commutative et du fait que toute classe M^
envisagée comme élément de P^ est d'ordre ̂ n, il s'ensuit qu'elles ne peuvent
être génératrices du groupe F^ que si elles sont indépendantes, ce qui implique,
entre autres, que chacune de ces classes est d'ordre n. La condition énoncée est
donc bien nécessaire.

La condition est suffisante. — En effet, supposons que les k classes données
sont indépendantes. Chacune de ces classes considérée comme élément de P^
est donc d'ordre n et les classes

ri\T(») "joci V-\isW ^ocg rmW "la^-L^^-^J L^r^.-^J •••L^-^-.^J ^
où chacun des entiers a^, as,..., a;, parcourt la suite des valeurs o, i, ..., n — i,
sont toutes distinctes. Ces classes sont au nombre de nk et, par suite, les
k classes données forment bien une base de ̂ (n) et la condition énoncée est aussi
suffisante.

c. Q. F. D.

PROPOSITION 9. — Si le groupe G(4) possède un système fini A = {a^ a^, . . ., a / , }
^éléments générateurs, tel que tout élément du groupe G possède un degré fixe par
rapport à chacun des éléments a,•=(;'= i, 2, . . ., k) le nombre k d'éléments qui
constituent le système générateur A est minimum et tout élément de G possède un
degré fixe par rapport à chaque élément de tout autre système générateur de G :
B = { & i , 63, . . ., b^} formé lui aussi de k éléments.

Démonstration. — Soit A un système générateur du groupe G et supposons
que chaque élément de G a un degré fixe par rapport à tout élément de A.
Soit c un élément quelconque de G et soit Ui son degré fixe par rapport à

( 4 ) Pas nécessairement libre. Voir Note ( 2 ) en bas de la page 7.
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^(;=i,2, . . . , , / : ) . Un système générateur de G ne saurait être formé de
moins de k éléments. En effet, tout élément de G appartient comme nous savons
aune classe M^ et aune seule. Quel que soit le système générateur de G, on
doit pouvoir, par composition finie de ses éléments, obtenir des éléments de
toute classe M^. Or le groupe F^ est à base minimum d'ordre k et, par suite,
aucun système générateur du groupe G ne saurait être formé de moins de
k éléments.

Soit à présent B==[b^b^. . . . , & / , } un second système générateur de G,
formé lui aussi de k éléments. Soit encore c un élément quelconque de G.
Soit Uf son degré (fixe) par rapport à ^ ( ^ = = i , 2, . . ., /c). Comme B est un
système générateur de G, c peut être obtenu par composition finie des éléments
de B. Soit
(+) • <-=/(^ ̂  . . . , ^-)

une telle composition et soit ^ le degré de y par rapport à &,(?= 1 ,2 , . . ., &/,).
Chacun des éléments bi en tant qu'élément de G possède un degré fixe par
rapport à tout élément de A et comme A est un système générateur de G,
chacun des éléments &/ peut être obtenu par composition finie des éléments
de A. Soit
(-{-+) bi=f,(ct^ 02. . . ., a/c)

et soit ̂  le degré (fixe) de bf par rapport à ajÇi, j= 1 ,2 , . . ., /i). Remplaçons
dans l'expression (+) chacun des 6, par son expression (++). Il vient

61 ̂ /[^(^^ a-^ • " ^ ^/a^i, ^2, • • ., ^/c), • . .,/^j, a.i, . . ., a^)J.

Le second membre de cette égalité est de degré ^1^4-^^)+. • •+^^ par
rapport à ajÇj' = 1 ,2 , . . ., À'). Et comme c possède un degré fixe uj par rapport
à dj, quel que soit 7=1, 2, . . ., k. les nombres ^i, ^, . . ., ^/, vérifient le
système d'équations linéaires

(+++) ^ ,W)+^W}4- . . .+^^=^ (j =1 ,2 , . . . , Â - ) .

Les éléments 61, &,>, . . ., &/, en tant qu'éléments générateurs de G font partie de
k classes M^. Soit M)^...^ la classe M^ qui contient l 'élément6,(î=i, 2, ...,^-).
Comme ces classes sont indépendantes, le p. g. c. d. de n et du détermi-
nant V.\ est égala i, donc le déterminant À'J est 7^0 et il n'est pas congru
à o module n. Or

1 w^- == Vj | (mod/z), donc [ w^ \ ̂  o.

Le système d'équations (+++) est donc régulier et il possède une solution
unique en ^i, ^2, . . ., ^. On voit donc bien que quel que soit le système B
générateur de G, formé de k éléments, tout élément de G a un degré fixe par
rapport à chaque élément de B. La proposition 9 est donc démontrée.

Soit à présent G un groupe libre qui possède des systèmes finis d'éléments
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générateurs, soit k le nombre minimum d'éléments générateurs de G. Nous
savons que tout élément de G possède un degré fixe par rapport à tout élément
d'un système générateur minimum.

PROPOSITION 10. — Quels que soient les deux systèmes générateurs minima

A ={a,, a^ . . . , u.k\ et B == { b,, b,, . . . , b / , }

du groupe G, on a
bi=f^u,, a,, ..., Uk) ( i= ï , 2, ..., Â-),

où / est une composition finie réduite des éléments a , , a^ . . ., a^ de de^ré
fixe ̂ . par rapport à a^j =1,2, . . ., k) et le déterminant \ ̂ . est toujours égal
à+i ou à — i . D'autre part, quel que soit F entier 71^2, si Von répartit les
éléments de G en classes M^ relatives à ce nombre n, les éléments b, font partie de
k classesM^ indépendantes et siÂeM^,^ (/= i ,2, ..., k\ le déterminant V. ,
S ordre k, est congru à + i ou à — i module n.

Démonstration. — Pour établir la première partie de cette proposition,
reprenons la démonstration de la proposition 9. Un élément quelconque c
de G est de degré fixe u, par rapport à a, et de degré fixe v, par rapport à
b,(i=ï, 2, ..., /.). Soit ̂ . le degré fixe de b, par rapport à ^(;,y=i, 2, ...,Z:).
Nous avons vu que les nombres ^, ^, . . ., ^ doivent satisfaire le système
d'équations (+++) qui est un système de Cramer. La résolution du système (+++)
par la règle de Cramer donne

(-H-H-) -̂iMdi-î ^ (^^...,^

où W^. est le coefficient de ^. dans le développement du déterminant ^ [.
La formule (++++) doit donner des valeurs entières pour ^ ,^ , . . . , ^ , ,
condition qui est imposée par la nature des nombres ^, et cela quels que soient
les entiers u,, u^, . . ., u/,. Or G étant un groupe libre, les degrés d'un élément
quelconque c de G par rapport aux éléments de A peuvent être des entiers
quelconques. Donc pour que (++++) donne pour ^ des valeurs entières quels
que soient u^ u^ . . ., u/, (qui sont des entiers), chacun des coefficients W. doit
être un multiple de |̂ . . Mais alors le déterminant | W^. [, adjoint de | w1. {, doit
être un multiple de [ ̂ . /l, puisque c'est un déterminant d'ordre k dont chaque
rangée est un multiple de [ ̂ . . Or W^. = .̂ A-1. Donc | w\. /x-1 qui est un entier
doit être un multiple de | ̂  /l, ce qui n'est possible que si |̂ . [ est égal à +1
ou à — i.

Soit à présent n un entier quelconque ^2. Répartissons les éléments de G
en classes MW relatives à ce nombre n. Soit iM^.,^ celle de ces classes qui
contient l'élément b, de B(i=ï, 2, . . ., F). Comme B est un système généra-
teur minimum de G, les classes Mlf^.,^ sont indépendantes et, d'après ce qu'on

Ann. Éc. Ao/w., (3), LXXVI. — FASC. 1. 3
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a vu dans la démonstration de la proposition 9, [ À^
comme \w\ =+i ou — i , on a bien

7''-j\ ==. s (mod/i), où £==4-1 ou

w. (mod/i). Et

c. Q. F. D.

Remarque 3. — Bien que le déterminant | X^ soit toujours ==£(mod^),
s ==4- i ou — i, la valeur numérique de ce déterminant peut varier avec n et,
en général, elle n'est pas égale à c. En voici un exemple. Soit G un groupe libre
à base du second ordre engendré par les deux éléments libres a^ et ^3. Soit
&i, 63 une seconde base de G définie par les formules

bi=z [(^laa)3^!^!^)4]7 Oj a^a^a^ a^{a\ û^)4]10\ bi-==. (a^ a^a^ (a^ a.a)4.

Pour vérifier que 61, b^ est bien une base de G, il suffit de montrer que a^ et a^
peuvent être obtenus par composition finie de b^ et de b^. En effet, on a succes-
sivement

b^~' by ̂ -1 () == ai a^, ( ai eu )-3 b^ ( a^ a.,_ )-4 == a^, a^ ' (a^a^) = a.^

Donc 61, &2 est bien une base de G. &i est de degré 187 par rapport à a^ et
de degré 120 par rapport à a^, b^ est de degré 8 par rapport à a^ et de degré 7
par rapport à ^3.

Le déterminant
l3^ 120

8 7

Prenons n = 5. On a

V,\=
2 0

3 2
^

il est =— i (mod5).
Prenons maintenant n= 21. Alors

ii i5
W- 8 ,

4 3 ^ — i (mod2i) .

Remarque 4. — II ressort de la proposition 10 que quels que soient les
systèmes générateurs minima

A ==: {a,, et B^\b^b.^ . . . , b k \

d'un groupe libre G ayant un nombre fini d'éléments générateurs, si é, est de
degré w1^ par rapport à aj, quels que soient i et y de la suite i, 2, .. ., k, le
déterminant w^\ est égal à +i ou à — i . On peut le démontrer de la façon
suivante. Soit n un entier ̂ 2 quelconque. Soit M)^ _,^ la classe M^ qui
contient ^(;== i, 2, . . ., k\

On a
(+) w1, = [ / ^ . [ (mod^).
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Comme B est une base de G, les n classes M^...^ sont indépendantes. Donc,
d'après la proposition 6, le p. g. c. d. de n et de |X^. est égal à i et, par consé-
quent, \\\j 7^0 et /^. ^o (mod^). Il s'ensuit, d'après (+), que [^.[^o,
^.^ o (mod/î) et que le p. g. c. d. de ^ [ et de n est aussi égal à i. Cela étant,
quel que soit l'entier n = 2, 3, . . ., ^ [ qui est un entier non nul ne peut être
égal qu'à + i ou à — i.

c. Q. F. D.

Remarque 5. — Quel que soit l'entier ^^2, aucune base du groupe libre G
ne saurait contenir un élément de la classe nulle M^.o. En effet, soit
A == } a^, a^y . . ., a / , } une base de G. D'après ce qui précède, les éléments de A
doivent faire partie de k classes indépendantes Mif/^...^ (;= i, 2, . . ., k). Or un
ensemble de classes M^ qui contient la classe M^ ̂  est dépendant, d'après la
remarque 2.

D'autre part, aucun vrai sous-ensemble de A ne saurait être composé d'élé-
ments de G qui font partie de classes M^ dépendantes, puisque les classes
M^...À{ comprenant, chacune, un élément et un seul de A sont indépendantes
eFque tout ensemble de k classes M^ dontZ:^ k sont dépendantes est lui-même
dépendant, d'après la remarque 2. Donc, d'après la proposition 5, quelles que
soient les k' <^ k classes M)^...^ (i= ii, i^j . . . ? ik'\ le rang de la matrice

-AÏ ^ ... Vy\
^ ^ ... Ày \

^ ^ • • • ^s, k k. A" y

est é^al à k'.

Remarque 6. — Soit G un groupe libre engendré par un ensemble fini A
d'éléments générateurs libres, soit^ un entier ̂ 2 et soit £ = \b^ 63, . . ., b/,}
une seconde base quelconque de G. Répartissons les éléments de G en classes
d'équivalence M^^ _^ en partant de la base A. Les éléments de B font alors partie
de k classes M^)^ ^ indépendantes. En effet, comme B est une base de G, tous
les éléments de chaque classe M^^ >^ s'obtiennent par composition finie d'élé-
ments de B et, par conséquent, les classes M^^ _-^ qui contiennent les éléments
de B sont génératrices du groupe P^. Or pour cela il faut et il suffit, d'après la
proposition 8, que ces k classes soient indépendantes.

PROPOSITION 1 1 . — Soit G un groupe libre engendré par un ensemble
A = [ a^, ^2, . . ., ̂ } d'éléments générateurs libres. Soit n un entier ̂  2 et soit P^
le groupe abélien d1 ordre n^ associé à G, Quel que soit le sous-groupe y du
groupe P^, la réunion des éléments de G contenus dans les classes M)̂  ̂ .^ qui sont
les éléments de F^ est un sous-groupe invariant de G.

Démonstration. — Soit y un sous-groupe quelconque du groupe P^, soit t
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l'ordre de y et soient M)^...)^ ( ? = = i , 2, . . . , ^), les éléments de ce groupe.
Soit

t

U Ttif(n)S^ M,^,^.

C'est un sous-ensemble de G. Montrons que G est un groupe. En effet, soient a
et b deux éléments quelconques de g, ils font donc partie de classes M^-éléments
de y. Soit

^€M^,^ et 6eM^,^.

Comme y est un groupe, le produit des deux classes M^...^, M}^...),/ est aussi
un élément de y et ce produit contient l'élément ab. Donc abc g. D'autre part,
quel que soit l'élément a de g, il est contenu dans une classe M{?^...^ de y et
comme y est un groupe, il contient, avec la classe Mlf^...^1, la classe inverse
M^,^-^,...,^--^, classe qui contient l'élément a~1. Donc a^çg. Il s^ensuit
que g est un groupe, sous-groupe de G. Et ce sous-groupe est invariant. En effet,
quel que soit l'élément c de G, on a

/ / /
\J ̂ ...n c-1 = {J cM .̂.,̂  ' = [J M ;̂.c^-'== c\ \^J M^)^,^ 6-'=: \J cM^^^c '= \^J M^^.,^==^
1=1 1=1 î=l

puisque chaque classe M^ contient, avec tout élément r fde G, la classe entière
des éléments de G conjugués à rf. On voit donc bien que G est un sous-groupe
invariant de G.

c. Q. F. D.

COROLLAIRE 1. — Quel que soit rentier ^^2, la classe nulle Moo'l.o est un sous-
groupe invariant de 6r.

Démonstration. — La classe nulle Mo^. o en temps qu'élément neutre du
groupe P^ constitue, à elle seule, un sous-groupe de P^ et, par suite, d'après
la proposition 11, l'ensemble des éléments de G qui forment la classe Mo^..o est
un sous-groupe invariant de G.

PROPOSITION 12. — Quel que soit l ) entier ^^2, les classes M^ en lesquelles se
répartissent les éléments d'un groupe libre G engendré par une base A, ont un
caractère intrinsèque, elles sont indépendantes de la base A=\a^,,a^, . . ., a/,]
de G à partir de laquelle elles ont été déterminées.

Démonstration. — Soit G un groupe libre engendré par la base
A -==- { a^ a.^ ..., uiç\.

Envisageons l'ensemble des classes M^ définies à partir de cette base A, Soit,
d'autre part, B=[b^,b^, . . ., b/,} une seconde base quelconque du groupe G,
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soient W^ les classes M définies, pour le même entier n, à partir de cette
seconde base. Les classes M^ aussi bien que les classes W^ sont au nombre
de n^ et tout élément de G fait partie d'une classe M^ ainsi que d'une classe tVF^
et d'une seule.

Montrons que si une classe M^ a un élément commun avec une classe W^,
ces deux classes sont confondues. En effet, supposons que les deux classes
M} ,̂ ."4 e^ M^ ^ ont en commun un élément c de G. c a un degré fixe par
rapport à chaque élément de toute base dé G. Soit U[ le degré de c par rapport
à ai et soit ^/ le degré de c par rapport à &/(?== 1 ,2 , . . ., k). On a

I^E=À; (mod/î) et PZ==^- (mod/î) ( ï== i ,2 , ...,/:).

Chacun des éléments de la base BÇA) en tant qu'élément de G a à son tour un
degré fixe par rapport à tout élément de la base A(2?). Soit M^(^) le degré
de &/(^) par rapport à ^j(bj) (i, j= i, 2, . . ., k). Soit

c==:f(a^ a^ . . ., ak)==f(b^ b^ . . ., ^),

où/(/7) désigne la composition finie réduite des éléments de la base A(Z?) qui'
représente c. Cette composition, comme nous savons, est unique. Soit

^•=/,(^, b^ . . . , bk), bi=fi(a,, 02, . . . , a/,),

où /} est la composition finie réduite des éléments de B qui représente l'élé-
ment di et/.7 la composition réduite des éléments de A qui représente l'élément
bi(i= 1 ,2 , . . ., k). On a

c==.f'[f[ (a^ a.^ . . ., a/,), f^ (a^ a^ .. ., a/,), . . ., f'k (^ ^2, • • - , a-k}}-

Le second membre de cette composition des éléments de A est de degré

PI W\ + ?2 W?+ . . . + V]ç W^

par rapport à a,, quel que soit z = = i . 2 , . . ., Z-. Et comme c est de degré fixe Ui
par rapport à ^,, on a

Ut == Pi w} 4- PS w? + . . . + ̂  w^\

égalité qui implique la congruence

\== ̂ w\-^- ^wf-}-. . .4- ^kwî (modn) quel que soit / = = i , 2 , . . . , / .

Soit à présent d un élément quelconque de la classe M^..^ et soit
d=h'(b^ b^, . . . , 6/,), où le second membre est la composition finie réduite des
éléments de B qui représente rf. rf est de degré fixe par rapport à tout élément
de chaque base de G. Le degré .̂ de h par rapport à &, satisfait la congruence

P;.EE:^- (moàn) (î==i, 2, . . ., A').

Si l'on remplace dans h les éléments &/ par leurs expressions au moyen des
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éléments de A, on trouve
d-=h'[f[(a^ 02, .. ., ai,), f'^a^ a.,, . . ., a/,), . . ., f[(a,, a^ . . ., a^.)]

et le second membre de cette expression est de degré
(/! w! + (^ w? 4- . . . + v\ wf === ^i ̂  4- ^-2 w;2 + • • • -+- p-k wf === À; ( modn )

quel que soit i == i, 2, . . ., Â'.

Donc rf€M^^ 7^. Cela étant quel que soit l'élément d de la classe M,j^ ̂  ̂ ,
on a l'inclusion
(+) M^,,^CM(^,,^.

Soit maintenant d' un élément quelconque de la classe M^ ....-4. Soit
d!=h(a^ a^, ..., ̂ ), A est de degré ̂  ^À,(mod^) par rapport à ̂ (î==i, 2, ..., A:).
Remplaçons dans A les ^ par leurs expressions au moyen des éléments de la
base K. Il vient

d'-=h{f^b,, b^ . . . , bk),f,(b,, b^ . . . , ^), . .., fk(^ b,, . . . , ^)]

et le second membre de cette égalité est de degré
u\ w'^ 4- u'^ w'^ + . . . + n'k w'^ =^ ^i w'^ + . . . 4- /^ w^" (mod/?, )

par rapport à é/, quel que soit i' = i, 2, . . ., k; et comme
c=zf(a,, ..., ak)=f[f^b^ b,, . . . . bk),f..(b,, b,, ..., ^), . . . , /^(^j , ̂ , ..., ^)"]

et que c fait partie de la classe M^ ^, on a
|JL;=E 7i w'^ + ̂ 2^2 +. . .+ ̂ k^'^ (modn) ( ^ = = 1 , 2 , ...,/:).

On voit donc que ̂ eM^,.^.
Cela étant, quel que soit l'élément d' de M^ _^ on a l'inclusion

(++) Mi/;,,.^.cM^..^.

et des deux inclusions (+) et (-{-+) résulte l'égalité

M W . _ ~\1\'W^h,...^— iVl^^...^.

Et comme tout élément de G appartient à une classe M^ et à une seule ainsi
qu'à une classe M7^ et à une seule, il s'ensuit qu'il existe entre les classes M^
et M^ une correspondance biunivoque et qu'à toute classe M^ correspond une
classe M7^ confondue avec la première. Les classes M ont donc bien un carac-
tère intrinsèque et ne dépendent pas de la base A de G à partir de laquelle elles
sont formées.

c. Q. F. D.

Remarque 7. — Comme l'élément identique de G est commun aux classes
Mo^..o et Moo^.o? 1̂  deux classes Mo^.o et Moo^.o ̂ "t confondues, mais en général,
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'égalité
Mt^ - _ M^^ÀI^... /^— l-Vlu,,/^—— iViLL^...^.

n'implique pas que À,•= ^(^=1, 2. . . . , ^ ) .

Exemple. — Supposons que le groupe G est à base du second ordre. Consi-
dérons deux de ses bases a^, a^ et &i, 62, où b^=a\a^ et 62==^. Soit /î== 5.

Envisageons les classes M^' et M^. L'élément a^a^a^a^ de G fait partie de la
première de ces classes et comme a^a^a^a^=b~^b^b~^b^, l'élément considéré
fait également partie de la classe M^. Donc, d'après ce qui précède, M^== M^.

Quelle que soit la base B de G, à partir de laquelle on détermine les classes M^,
la classe nulle est toujours la même alors que les classes non nulles peuvent
être permutées entre elles quand on passe d'une base à l'autre, mais l'ensemble
d'éléments de G qui constitue chacune de ces classes est toujours le même, il
est indépendant de £.

Remarque 8. — Quel que soit l'entier ^^2, comme on l'a vu, aucun élément
de la classe Mo^ o ne saurait faire partie d'une base de G. D'après le corollaire 1,
la classe Mool.o ^t nn sous-groupe invariant du groupe G. Et comme la classe
Moo?..o varie avec n et qu'à deux valeurs distinctes de l'entier ^^2 corres-
pondent, comme nous le verrons, deux classes M nulles différentes, il s'ensuit
que tout groupe libre de rang fini possède une infinité de sous-groupes inva-
riants dont aucun élément ne fait partie d'une base de G. Nous prouverons que
la réunion des classes M^.o (n-===. 2, 3, . . . ) engendre le groupe G tout entier.

LES CLASSES M NULLES. — Soit G un groupe libre à base d'ordre fini k. Soit
A={a^a^, . . . , , û / , } une base de G et soit n un entier ^2 quelconque.
La classe nulle Mo^ o comprend tous les éléments de G de degré =o(mod^)
par rapport à chacun des éléments de la base A. Tous les éléments de G qui sont
de degré o par rapport à chaque élément d'une première base A jouissent de la
même propriété par rapport à n'importe quelle autre base B de G. On peut donc
dire que la classe M^ o se compose de tous les éléments de G qui sont de degré
= o (mod/i) par rapport à chaque élément de n^importe quelle base de G.

Montrons que les classes M^.o (n= 2, 3, . . . ) sont distinctes, tout en ayant
deux à deux une infinité d'éléments communs. En effet, soient n et n! deux
entiers ̂ 2 et soit n'^>n. Si n est un diviseur de n1', la classe M^.o contient la
classe Mo^.o. En effet, soit a un élément quelconque de G qui est de degré
==o(mod/i) par rapport à chaque élément de la base A. Comme n' est un
multiple de n, tout élément de G qui est de degré ^o(mod^) est aussi de
degré = o (mod^)par rapport à chaque élément de la base A et, par suite,

M 'W —ïTVK7^)
00.. .0 -' 1'100...0•

Mais ces deux classes ne sauraient être confondues puisque la première de ces
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classes contient, par exemple, les éléments a[1 (i= 1 ,2 , . . ., k) qui ne font pas
partie de la seconde classe.

Si D(^, nr)=d^>ï, mais si d<^n les deux classes M^ o et M^o sont,
d'après ce qui précède, contenues dans la classe M^ o. Soit m le p. p. c. m. des
deux nombres n et n ' . Tout élément de G qui est de degré =o(mod/7i)
par rapport à chaque élément de A est commun aux deux classes nulles
considérées, On a

i\/rw ^M(^') _M(7")
-1•V100...0 H ̂ OU...»»—— -1•V100...01

car tout élément commun à nos deux classes nulles est de degré =o (mod/yz)
[puisqu'il est de degré ^o(mod/i) et EEEO (mod/^)] et que tout élément
de M^o fait évidemment partie de chacune des deux classes nulles considérées.
Mais les deux classes Mo^..o et M^.o ^nt distinctes. En effet, par hypo-
thèse, n <^ n ' . Les éléments a^(i==ï, 2, . . ., k ) font partie de la classe Mo^.o,
mais non de la classe Mo^.o quel que soit ;=i, 2, . . ., /c. Donc Mo^.o^M^o.

Si D(^, ^)= i, le p. p. c. m. de n et de n' est m =nnf. Dans ce cas aussi,
comme on le voit sans peine,

M W r\ M^7) __ M^
00...0 " i ' J O O . . . O — — ^ O l » . . . * )

ei les deux classses nulles considérées sont distinctes. La première contient les
éléments a^ et la seconde les éléments a^\i= 1 ,2 , . . ., k\ éléments de G dont
aucun n'est commun aux deux classes envisagées.

On voit donc bien que quels que soient les entiers 71^2 et n'^>n, les deux
classes Mo^..o etMo^.o on^ en commun une infinité d'éléments de G, mais qu'elles
sont distinctes. Si n' est un multiple de n, la classe M^.o contient la classe M^ o.

Chaque classe Mo^.o ^st un sous-groupe invariant de G. Envisageons
l'ensemble

M = [ I M•w
•00...0;

réunion de toutes les classes nulles, M est un ensemble (Vêlements de G qui
engendre le groupe G. En effet, supposons d'abord que A se compose d'un
seul élément a, donc que le groupe G est cyclique. Alors toute classe M^ se
compose des éléments a111, où t est un entier quelconque. Considérons deux
éléments quelconques a171 et a}1111 de l'ensemble M. Leur produit a 1 ^ ' 1 ' ' ' 1 appartient
à G. Par suite, M — qui contient avec tout élément de G aussi, son inverse —
engendre le groupe G puisqu'il contient les éléments cr" etâ"'^1^^^) et
que a~llan^ == a.

Supposons maintenant que A contient au moins deux éléments et soient n
et n' deux entiers quelconques ̂  2 et premiers entre eux. L'élément a'[ e M^.o,
l'élément û^eM^o» ces deux éléments font donc partie de M, mais leur
produit ne fait pas partie de M, il n'est contenu dans aucune classe M nulle et,
par suite, M. n'est pas un groupe. Mais il engendre le groupe G tout entier.
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En effet, quelque soit l'élément a, de la base A, Vêlement aj appartient à la
classe Mo^o, l'élément a^ appartient à la classe M;,;.^, donc a,= a^a,2 fait partie
du groupe engendré par les éléments de M. Cela étant quel que soit i = i, 2, ..., k,
il s'ensuit que tout élément de A, donc aussi tout élément de G, fait partie du
groupe engendré par l'ensemble M. Donc l'ensemble M est générateur du
groupe G.

Ceci montre que tout élément libre d'un groupe libre peut être obtenu par
composition finie d'éléments non libres de ce groupe.

On appelle libres les éléments d'une base quelconque de G. Tous les éléments
de G (libres et non libres) s'obtiennent par composition finie des éléments de
n'importe quelle base de ce groupe. Donc tout élément non libre s'obtient à
son tour par composition finie d'éléments libres.

LES /)-CLASSES. — Soit G un groupe libre engendré par un ensemble
A=[a^ ^2, . . ., û/,} d'éléments libres, soit p un nombre premier ̂ 2 et soit/î
un entier multiple de p et supérieur à p , n==mp, m>i . Répartissons les
éléments de G en classes M-^_^. Nous dirons qu'une classe M'̂  ^ est une
^-classe si chacun des nombres X,, A^ , . . ., X/, est un multiple de p. Il ressort
aussitôt de la loi de composition des classes M^ que le produit de deuxjo-classes
est une /î-classe et que l'inverse d'une jo-classe est aussi une jo-classe. Donc
l'ensemble des jo-classes est un sous-groupe du groupe P^ et la réunion des
éléments de G qui font partie de toutes lesjo-classes est un sous-groupe invariant
de G. Ce sous groupe Gp est formé de tous les éléments de G qui sont de degré
EE=o(mod/?) par rapport à tout élément de A. Soit B=\b^ 63, . . ., 6/,| un
système quelconque de générateurs libres du groupe G. Tout élément c de G,,
est aussi de degré ==Eo(modp) par rapport à tout élément de B. En effet,
partons de la composition finie réduite d'éléments de A qui représente c. Cette
composition /(^i, a^ . . ., a/,) est de degré =o(modjo) par rapport à tout
élément de A. Comme B est une base de G, tout élément de A peut être obtenu
par composition finie d'éléments de B. Soit

^=fi(b,, b,, . . . , b/,) ( i= i , 2, ..., Â-).

On obtient l'expression réduite de c au moyen d'éléments de B en remplaçant
dans / l'élément a, par f,(b^ b^ . . ., b,,){i== i, 2, . . ., k) et en opérant la
réduction par rapport aux éléments de B. Comme tous ces éléments sont libres
et que/est de degré ===o (modjo) par rapport à chacun des éléments a,, c est
aussi de degré =Eo(modjo) par rapport à chaque élément de B. Donc les
classes M^ qui sont des jo-classes relativement à la base A sont aussi des
jo-classes relatives à n'importe quelle autre base B de G.

PROPOSITION 13. — Aucun élément du groupe Gp (donc aussi aucun élément d'une
p-classe) n'est libre.

Ann. Éc. Norm., (3), LXXVI. — FASC. 1. 4
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Démonstration. — Soit G un groupe libre engendré par l'ensemble

A = {ai, a^ . . . , ak j

d'éléments libres, soitjo un nombre premier quelconque ^2 et soit n==mp,
où m est un entier ^> i.

Répartissons les éléments de G en classes M^...^ relatives à la base A. Soit

£={b,, b,, .... bk\

un ensemble quelconque d'éléments générateurs libres de G. D'après la
remarque 6, les éléments b^ 63, . . ., b,, font partie de k classes M^ indépen-
pendantes. Soit

^eM^,^ (^i, 2, . . . , / : ) .

Donc, d'après la proposition 6, le p. g. c. d, de n et du déterminant |À^. est
égal à i. Mais alors aucun des éléments b, de B ne saurait faire partie d'une
jo-classe. En effet, si un élément 6, de B faisait partie d'une /^-classe, tous les
éléments de la ^ème ligne de \V;.] seraient des multiples de p et, par suite, le
p. g. c. d. de n et de | V. | serait ^JP ^> i, ce qui est contradictoire. On voit donc
bien qu'aucun élément de la base B ne saurait faire partie d'une jo-classe et, par
suite, qu'aucun élément du groupe Gp n'est libre.

c. Q. F. D.

Remarque 9. —Toute jo-classe est formée d'éléments de la classe Mo^

LES CLASSES M^ ET LES ÉLÉMENTS LIBRES DU GROUPE G. — Soit G UU groupe libre

engendré par un ensemble fini A = = { ^ , ^ 3 , . . . , û / , } d'éléments générateurs
libres et soit n un entier ^> 2. Répartissons les éléments de G en classes M^_^
à partir de la base A et proposons-nous de rechercher s'il existe parmi les
classes M^ qui ne sont pas des p-classes des classes dépourvues d'éléments
libres et si de telles classes peuvent faire partie d'un système irréductible
d'éléments générateurs du groupe P7^.

Soit d'abord k == i. — Soit p un nombre premier ̂  5. Alors des p — i classes
non nulles M^, M^, . . ., M^, seules la première et la dernière contiennent
chacune un seul élément libre, alors que les classes M^, .. ., M^, ne renferment
que des éléments non libres. Toutefois, chacune des classes M[p)(i=ï, 2, . . . , p — i)
est génératrice du groupe ^{n) qui est un groupe cyclique d'ordre p .

Soit à présent k = 2. — Soit M>^ un élément du groupe P^ qui n'est pas une
^-classe.

Supposons d'abord que l'un des nombres Xi, Àa est nul. Ai et Àa "e sauraient
être nuls tous les deux, car la classe considérée n'est pas nulle. Le raisonnement
étant tout à fait analogue quel que soit celui des deux nombres Ai, A^ qui est
nul, bornons-nous à considérer le cas où ^2= o- Dans ce cas, le p. g. c. d. des
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deux nombres n et Ai est ==i , puisque la classe M^o envisagée n'est pas une
p-class6 et, par suite, il existe un entier t, tel que tn=ï (modXi), d'après le
petit théorème de Fermât. Soit tn=i+u\^ où u désigne un entier. L'élé-
ment ((^a^1^ est un élément de la classe M^o et cet élément est libre
puisqu'on lui ajoutant l'élément a^a^, on obtient un système de deux éléments
générateurs de G. Or, un tel système est formé d'éléments libres.

On voit, de même, que si A i = o et si /.2>o, la classe Mo^ contient des
éléments libres. Supposons à présent qu'aucun des deux nombres À ^ , ^2 n'est
nul. Comme la classe M^ envisagée n'est pas une jo-classe, le p. g. c. d. des
trois nombres n, Xi , ^2 est égal à i.

Si Ai = i, a^a^ est un élément libre de la classe M^.
Si Ai = n — ï , âÇ1 a^ est un élément libre de la classe M^.
De même si ^2 = ï ou n — ï , la classe M^ contient des éléments libres.
Supposons que ï <^ /^ <^ n — ï et que ï <^ Aa <^ n — ï .
S'il existe un entier x, tel qu'on a l'une au moins des congruences

(?) .œn^r^==±ï (mod7a), xn-^^==.±ï (mod^i) ,

la classe M^ contient des éléments libres. En effet, si

xn 4- Ai == ± ï + u As,

où u désigne un entier, posons
c^-a^^a^

et si
xn + À.2==± ï + ^ À i ,

où v désigne un entier, posons
d = (a^a^^a^.

Si l'on a la première des congruences (?), c est un élément de la classe M^ et
cet élément est libre. En effet, les deux éléments c et a^a^ sont générateurs du
groupe G puisque, par composition finie de ces deux éléments, on obtient sans
peine les deux éléments a^ et ^2. Or tout système de deux éléments générateurs
de G est composé d'éléments libres. Et si l'on a la seconde des congruences (y),
d est un élément libre de la classe M^.

Mais il n'existe pas toujours un entier x qui satisfasse l'une au moins des
congruences (y). Tel est, par exemple, le cas pour n = 63, Xi = 9 et ^2 = i4.

Mais la classe M,6^ contient néanmoins des éléments libres. Tel est, par
exemple, l'élément

^=:[(ala2)3al(ala.2)5] â oala2[(ala2)5al(ala2)5]8

qui appartient à cette classe et qui est libre puisqu'il forme avec l'élément

62== (ai a^Ya^(a^a.iY
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un système générateur du groupe G. Or tout système générateur d'un groupe
libre de rang 2 est formé, comme on sait, d'éléments libres.

Si le nombre A i — A ^ est premier avec n, la classe M^ contient également
des éléments libres. En effet, envisageons le système des deux congruences

(-}•) ^ + j + i = ^ À i (modn), ^ y + i E E = / . 2 (mod/i).

Montrons qu'il existe des valeurs entières de x et de y qui satisfont ces deux
congruences. En effet, il résulte de (+) que y == Ai — Aa (mod/î) et il suffit de
poser y = X i — A s pour satisfaire à cette congruence. Remplaçons y par cette
valeur dans la seconde congruence (+). Il vient

. r (7 i—^2) == À . 2 — i (mod/î)

et il existe des valeurs entières de x qui satisfont cette congruence, puisque
X i — ^ 2 et n, sont premiers entre eux. Envisageons un couple de valeurs de x
et y qui satisfont les congruences (+) et soient m^ n^ m^, n^ quatre entiers
tels que

m\ -4- ïZi == x^ m^ -+- n-i == y.

Il existe une infinité de tels entiers. Posons
b^ = [( ai ^2 ̂  ai ( ai a^ )^ Y^ a._ [( a^ a^ )m^ a^ ( ai 0.2 )^]^.

On vérifie sans peine que cet élément &i appartient à la classe M)^ et c'est un
élément libre de G, car si on lui ajoute l'élément

b^_ = ( ̂ i a^ y^ a^ ( ai a->_ )^,

on obtient un système générateur du groupe G et un tel système est formé
d'éléments libres, puisque G est de rang 2.

Soit à présent k un entier quelconque ^2 et soit M^ ^ une classe de D^,
telle que le p. g. c. d. des nombres n, Xi , A2 , . . ., À/, est égal a i .

Si un seul des nombres Ai , As, . . ., À^, soit A,, est 7^0, la classe M^ _^
contient des éléments libres. En effet, si À,= i ou n — i, l'élément a^ ou a~^ est
un élément libre de la classe envisagée. Soit \^i, n—i et soit j ̂ i un
nombre de la suite i, 2, . . ., n — i. Comme le p. g. c. d. de n et de A; est == i,
il existe donc un entier t, tel que ^=i(modX;) . Soit tn = i + ^A( , où u est
entier, et soit b =(a,a")^ay. C'est un élément delà classe considérée et cet
élément est libre,, car si on lui associe les k— 2 éléments de l'ensemble

A = [a,, a^ .... a/, } — { a^.dj \

ainsi que l'élément û/â^, on obtient un système générateur de G qui est de
rang k et, par suite, les k derniers éléments générateurs de G sont tous libres.

Si deux nombres au moins de la suite Ai , À^ , .. ., X/^ sont ̂  o et si tous les
nombres non nuls de cette suite sont égaux, leur valeur commune étant À, la
classe M^1^ . ̂  contient des éléments libres. En effet, comme la classe envisagée
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n'est pas une jo-classe, le p .g .c .d . de n et de A est =i. Il existe donc un
entier t, tel que tn^ i (modX). Soit tn = i + ^X, u entier. Soient i^ i^, . . ., ir
(i ^^i <^ ^<^. . . <^ i,.^k") tous les indices de la suite i, 2, . . . , / : , tels que
X^= A (7=i, 2, . . . ,r). L'élément (a^a^. . . û, ^^+1 y ̂  est un élément de la
classe envisagée et cet élément est libre puisqu'on lui ajoutant les k — 2 éléments
de l'ensemble [ a ^ a ^ . .... a/,} — {a^_^ a^\ ainsi que l'élément a^a^. . .a^ _/i^1 on
obtient un système de k éléments générateurs de G, dont, par conséquent, tous
les éléments sont libres.

Quel que soit l'entier ^^2, si l'un au moins des nombres Ai , Aa, . . ., A/^ est
premier avec n, la classe M)'^ / ^ contient des éléments libres. En effet, suppo-
sons que X/ est premier avec n. Soit j un indice ^z ; quelconque de la suite
1 , 2 , . . ., k. Puisque n et X/ sont premiers entre eux, il existe un entier t,
tel que tn^ï—X^-(modX,). Soit tn=i—Xy+z/A/, où 11 désigne un entier,
et soit î i , ?2, . . . , î\_2 une suite comprenant tous les éléments de l'ensemble
{ i , 2, . . .. k } — { î ,y '} . Alors l'élément a^a'^ . . . a^ (^•â^ayest un élément
de la classe considérée et cet élément est libre puisqu'on lui ajoutant les k— i
éléments a;^ a,^ ..., a^ et ^â^, on obtient un système générateur du groupe G
qui est de rang k et dont tout système minimum d'éléments générateurs est
formé d'éléments libres.

Supposons maintenant que X ; ^ > o ( î = = i , 2, . . . , k) et que ces nombres ne
sont pas tous égaux. Rangeons les k nombres Ai , X^ , . . ., X/, par ordre de gran-
deur croissante et soit X/^, X/^, . . ., X/^. la suite ainsi obtenue. S'il existe dans
cette suite deux nombres consécutifs dont la différence est égale à i, la classe
envisagée contient des éléments libres.

En effet, supposons que X/._^— X,.== i. Posons

c =z {ai,a^. . . a^) ^{a^a^. . . û^12" ̂  . . .

X (a^,a^ . . . a^)(a^a,^ . . . ̂ )S^-S-M ...

x (^.-^^-)Àl<-l-^Â-2(^)^^Àl^-2 ( ° ) -

On voit sans peine que c'est un élément de la classe considérée. Et cet élément
est libre, puisqu'on lui ajoutant k—i éléments, notamment a^a^ . . . a,^
a,a,^ . . . a^ . . ., a,a^. . . a^ a,.^ . . . a^ . . ., a^ si aucun des nombres
X^— À^ Xt= 2, . . ., k) n'est nul, et en prenant le seul élément a^ au lieu du
produit o-i^i^ • • • ^p si X ^ — A ^ = = o , on voit sans peine que les k éléments
considérés forment un système générateur de G, puisque par composition finie
de ces k éléments on obtient les k éléments a^ . . ., a/,. Et comme c fait partie
d'un système de k éléments générateurs de G, il est bien libre.

On voit donc que si deux nombres au moins de la suite Xi , A y , ..., A/^ diffèrent
d'une unité, la classe M)"^ _^. contient des éléments libres.

(à) Où il faut supprimer tout facteur (a/^^.. .a^)^"^-! pour lequel \i — X; _ == o.
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D'autre part, s'il existe un entier t, tel que m+X/=± i (modXy) pour un
couple au moins d'indices À, X , (^y= i, 2, . . ., k\ la classe M^,..^ contient
des éléments libres. En effet, soit tn + X/= ± i + ^Ay, où ?/ désigne un entier.
Posons

/ . .
^(^ ]] ^K^<)^<1.

\/==i,^;,y /

C'est un élément de la classe considérée et cet élément est libre puisque si on
lui ajoute les k—^ éléments a,(ï^t^k, t^i, t^j) et^< on obtient un
système de k éléments générateurs de G et par suite, c est bien libre.

On peut démontrer que toute classe M^,.^ qui n'est pas une jo-classe con-
tient des éléments libres, si ^^2.

PROPOSITION 14. — Soit G un groupe libre engendré par un ensemble fini
A = {a^ a^ . . . , a/,} d'éléments libres. Quel que soit l'entier n ̂  2 et quel que soit
le sous-groupe g de G qui n est pas contenu tout entier dans la classe M[^ , {avec
laquelle il a en tout cas en commun son élément neutre)^ les différentes classes M^
qui contiennent des éléments de g ont en commun avec g des ensembles d'égale
puissance.

Démonstration. — Soient M):̂  „ et M^ ,,^ deux classes M^ quelconques
qui contiennent des éléments de g et soit

^=^nMil,.),, ^=^nM^,,^,

Soit v/ le nombre de la suite o, i, . . ., n — i qui vérifie la congruence

Vi=E[j.i—^i (modn) ( z = = i , 2 , . . . , Â )

et soient c^ un élément fixe quelconque de g^ et c^ un élément de g^. Comme g
est un groupe, il existe un élément c de g, tel que c^c=c^ Et comme

^eM^...^ et ^eM^,.^,

l'élément c fait partie de la classe M^ ,„, d'après la loi de composition des
classes M^. Et comme

MW . M^) _JVI^)^Àl'Âa...')^ ^ViV;;...^.— ^l^^.ap

on a
<v f r~ TU (n^^iCCIVl^^...^,.

Or g^ c c g ' , puisque g- est un groupe, et comme

^=^nM^,..;^
on a
(+) ë'^Cg-2
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Or les ensembles g\ et g\c sont d'égale puissance et l'inclusion (-{-) montre
que la puissance de l'ensemble g\ n'est pas supérieure à celle de g\.

D'autre part, c^==c^c~1, c-^eM^ ̂ _^ ,...,n-^ et comme
ItTW M^ __ ^/tW
ivl[^Ei2.. .[ifc^/i-Vi, n-Va, ..., n-^k — -^i^.. .'4?^^...^^/i-v^n-v^.

„, _i -̂ -\/fW^^CM^,,^.
on a

Or g^c~^ c.g' et, par conséquent, g^c~~1 C^'r Il s'ensuit que la puissance de g^
n'est pas supérieure à celle de g ' i . Et comme elle ne lui est également pas infé-
rieure d'après l'inclusion (+), les deux ensembles g\ et g\ sont bien d'égale
puissance, c. Q. F. D.

« LONGUEUR )) D'UN ÉLÉMENT D'UN GROUPE LIBRE DANS UNE BASE DONNÉE. — Soit G Un

groupe libre engendré par une base A==[a^, a^, . . ., a / , } , soit c un élément
quelconque de G et soit a[>a'^ ... a^ la composition finie réduite d'éléments de A
qui représente c. Le nombre J\-+-J\+- . •+7r est appelé la « longueur » de
l'élément c dans la base A. C'est le degré de c par rapport à l'ensemble des élé-
ments de A. '

Toute base de G est formée de k éléments libres. La base A — appelée base
primitive — est formée d'éléments libres dont chacun est de longueur i.

Nous allons montrer que, quel que soit l'entier N, il existe des bases de G
dont chaque élément est de longueur ^> N dans la base A et qu'on peut former
des nouvelles bases dont les éléments sont de plus en plus « longs » à partir de
n'importe quelle base de G.

PROPOSITION 15. — Soit G un groupe libre à base dordre fini k. Alors quelle que
soit la base B == { b ^ y 62, . . ., b^} de G, il existe une suite infinie Ci, c^, ... d'élé-
ments de G dont les k premiers sont les éléments de la base B, telle que k éléments
consécutifs quelconques de cette suite constituent une base de G.

Démonstration. — Soit A-=[a^ a^, . . . . a^\ la base primitive de G, celle
qui sert à définir ce groupe libre. Soit B = [ &i, . . .,. b/,} une base connue quel-
conque du groupe G. Chaque élément de cette dernière base s'obtient par com-
position finie des éléments de la base primitive. Soit, par exemple,

^==ai, b^=a^ai, ..., bf,= ̂ ^-i • • . ̂ i,

Soit b^, b,^ . . ., b^ une permutation quelconque des éléments de la base B et
soit Cj= b{ Çj = i, 2, . . . , A ) .

Quel que soit l'entier m ^ > i , désignons par £^ un nombre qui prend l'une
des deux valeurs +1 ou — i et soient u^ et ̂  deux entiers quelconques qui ne
sont pas nuls simultanément.

Posons
6^ = C^ C^ C^+S ^-2 == C&Ï2 C|2 ̂ Y,

c^=c^cfc^.
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Soit à présent n un entier quelconque ̂ i et supposons que nous ayons déjà
défini les éléments Ci, c^ • • ., <^/<- Posons

f- , ———(.nn1t+\ /-.^(7^—^)Â•+1 /> t '7 lÀ•+l ^ , ———/. / / - "Â:+2 / -> £ f7 l—l)Â•4-2 /.'W'+i!
°7îÂ:+l— ^/;/: ^(/(-l)/:+l ^nk l ^nk+ï— ^/ik+ï ^{.n-l^k+'î L'nk+} i • • • l

^ __ ^ll'{n-\ l'A" y'£;(Â- ^''(/i+l'Â:
C(n+i)k— ^nk^-y ^ nk c(nk+k-^ '

Cela étant quel que soit rentier n = i, 2, 3, . . ., nous définissons la suite

formée d'une infinité d'éléments du groupe G. D'après la loi de composition des
éléments d'un groupe libre, tous les éléments de la suite (î) sont distincts.

Envisageons k éléments consécutifs quelconques de cette suite

\+-)-/ ^'nî.1 ^'//z-f-1 -j • • • ? ^rn+k—!•

Montrons que ces k éléments constituent une base de G. A cet effet, il suffit de
montrer que les k éléments de la base B peuvent être obtenus par composition
finie des éléments (îî).

Si /72 =i, les éléments (îî) forment la base B. Supposons que m ^ > i . Si
m ̂  k, on a

^•+1 ^+1 CJ^ = C,, CJ^ C^ C^ =C,

^,//-/^_2 c^^^+k—lcm-mk-•2 == cm—^

et, par suite, (^î) est bien une base de G.
Supposons enfin que m ̂ > k. On a alors

C^^ l+i 6^+^.1 C^^r i+l = C,n+i-k+i (i= 0, I, . . . , À- — 3),

y 1— l i l1 t f* r'—1•Jni —— r* 1^in-\ ^rn^/n—ï — ^in—k-

A partir de c^, c,^_/^i, .... c^_, on déduit de même c^_,/,,c,^/,+i, ..., c,,<__/.._,,
et ainsi de suite, et finalement on est ramené à k éléments consécutifs de la suite
Ci, c^, . . ., dont l'un au moins appartient à l'ensemble fli, . . ., cij, et alors, en
raisonnant comme dans le cas m^k, on en déduit par composition finie les
k éléments de la base B. Donc les éléments (îî) forment bien une base de G.

c. Q. F. D.

Remarque 10. — Tous les éléments de la suite Ci, Ça, . . . sont des éléments
libres du groupe G. Et comme u^ V[ sont des entiers arbitraires pourvu qu'ils ne
soient pas tous deux nuls et que £/==±i qnel que soit ;=i, 2, ..., on dispose
ainsi d'un procédé commode pour déterminer des infinités d'éléments libres du
groupe G. On notera que, quel que soit l'entier 9t ^>i, la « longueur » de c,,,
dans la base A peut être rendue ^> 9Ï pour m suffisamment grand.

Appliquons l'algorithme trouvé à la base primitive ^1,^3, . . . . a^ elle-même.
Soit a^, ..., a^ une permutation quelconque des éléments de cette base. Posons
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b^j= û^., quel que soit y'= i, . . . , k,

^,=^11^, b^b^b^, . . . . b^ b^b^b^,

h^b^b,^^ b^b^b^, ..., b,^ b^,b^b^_,,

et ainsi de suite. Tous les éléments ainsi définis sont libres.

Les groupes libres de rang infini et les groupes libres de rang quelconque.

II. Soit à présent G un groupe libre engendré par un ensemble infini A
d'éléments générateurs libres. Soit b un élément quelconque du groupe G. Il
existe une composition finie réduite d'éléments de A qui représente 6. Soit
b=a[\a'^. . . a'^ et soient a^ a^, . . ., a/, les divers éléments de A qui figurent
dans cette composition. Soit Ua^ le degré de b par rapport à a;{i= 1 ,2 , . . . , À*).
Nous dirons que b est de degré Ua= o par rapport à tout élément a de l'ensem-
ble A — { â j , </,>, . . . , a,,. ;.

LES CLASSES M^t . ) • — Soit n un entier _^'z. Nous allons répartir les
\ /.a/rtÇÀ ——

éléments du groupe G en classes de la façon suivante. Soit c un élément quel-
conque de G, a un élément de A et u^ le degré de c par rapport à </. Soit /^ le
nombre de la suite o, i, . . ., n — i qui satisfait la congruence

ita== ^a (moàn).

Nous dirons que c fait partie de la classe M^11^ . ) • I I existe pour toute classe
\ ^'n / aç\

M^ ( a \ ainsi définie un sous-ensemble fini ou vide A * = = { < / i , ^.,, . . ., a / . j
\^a/aç\

d'éléments de A tels que A^^O, si aç^y et que /^==o, si aç,K—A\ Quels
que soient les nombres \a de la suite o, i, . . ., n — i, dont un nombre au plus

fini sont 7^0, la classe W^i a ) contient une infinité d'éléments de G. En
\Au/aç,\

effet, si A^=0, la classe M^i ) — dite classe nulle — contient (entre
\ ° /«GA.

autres) tous les éléments de la forme a ' 1 1 " , où a est un élément quelconque de A
et m un entier quelconque, elle est donc infinie. Et si A^^0, la classe
W1'^ a } contient tous les éléments de la forme a^1^"11'1^,11^"13"'. . . ̂ +//'À//, où

\Aa/aç\

m^ m^y ..., m/, sont des nombres entiers quelconques. Elle est donc également
infinie»

On répartit ainsi tous les éléments de G en classes disjointes et l'on voit sans
peine que chacune de ces classes contient avec tout élément h de G la classe
entière des éléments de G conjugués à b.

Loi DE COMPOSITION DES CLASSES M^ ( a } • — Nous appelons produit de
\ ^n/fiç\ l l

Ann. Ec. Norm., (3) , LXXVI. — FASC. 1. 5
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deux classes M^( ") et M ^ ( " ) et nous désignons par le symbole
\^a/aç.\ V^ff /aeA O r J

M ("\W^vM ( /V^J.e^ ^ e ^ s e m b l e des éléments du g^upe G qui peuvent se
mettre sous la forme d'un produit bc où

bçM-^^) et c e M ^ f " ) .
VW^CA \^A<EA

PROPOSITION 16. — Ç^/fcy que soient les classes W^( a \ et M^f a \ , on
aVégalité v a / a ^ wtt€A

(?) M(^) M ^ f ^ =M(<^ ,
\ ^ /«€A \^A(=A \^A<=A

où Va désigne le nombre de la suite o, i, . . ., n — i qui satisfait la congruence

Va=^n-^[^a (moàn)

quel que soit Vêlement a de A. Avec cette loi de composition qui est commutative et

associative, les classes M^( a ) forment un groupe abélien TW dont Vêlement
\ '^a /ftÇA

neutre est la classe nulle et dont V inverse d'une classe M ^ f ^ ) est la classe
\ Â^ /rtÇA

M<»'f a,\ .
\n — ^a ) «ÇA

Démonstration. — En effet, soit b un élément quelconque de la classe
MW ( a ) et soit c un élément de la classe MW ( a \ . Soit Ua le de^ré de b et

\Â^/^A \^a)a^ °

Va le degré de c par rapport à un élément quelconque a de A. D'après la loi de
composition des éléments d'un groupe libre, bc est de degré Ua-\-Va par rapport
à a, quel que soit a e A. Soit ̂  le nombre de la suite o, i, . . ., n — i qui satis-
fait la congruence v,,=^+^a(mod^). Comme

Ua=^a (modn) et que Va^= p-a (mod/î) ,
on a

Va=^a-\-P-a (mod^).

Cela étant quel que soit l'élément a de A, il s'ensuit que

bcçM^( a

\^,a / rt€A

On a donc l'inclusion

(+) M ( " ) ( ^ ) M^f ) cM^f^ .
\ ^a }aÇA. \ ^-a ^ aç\ \^a )aç\

Soit maintenant d un élément quelconque de la classe M^f^ \ et soit b un
Va /r/eA

élément fixe d'ailleurs quelconque de la classe M^ ( a \ ' Soit c = &-1 rf. C'est
\ / f f /aeA
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un élément du groupe G qui fait partie de la classe M^f a \ d'après la pre-
\ P-a AÇA r

mière partie de la démonstration, car b-1 est un élément de la classe M^f a \ .
V^—^AeA

II existe donc pour tout élément d de la classe Wt}{ a \ un élément c de la
/ . \^a / aç.\.

classe MW ( a ) tel que bc = rf. On a donc aussi l'inclusion
\P-a/aG\

(++) M ^ f " ) cM^f^} M- ) f^ .
\ ̂  ACA \ A^ AÇA \^ AÇA

Et des deux inclusions (+) et (++) résulte l'égalité (y). Il s'ensuit que la loi
de composition des classes MW est associative et commutative, que la classe
M^) nulle est neutre par rapport à cette loi de composition et que l'inverse
d'une classe M^( ̂  ) est la classe M^( a \ et, par conséquent, les

\^a/aç\ \U—Aa/aGA 1

classes MW, avec cette loi de composition, forment bien un groupe abélien P^).
C. Q. F. D.

DÉFINITION. — Nous disons que le groupe abélien TW est associé au groupe
libre G. En faisant varier n, on peut ainsi associer au groupe libre G une infinité
de groupes abéliens.

Remarque 11. — II ressort de la définition des classes M^f a \ qu'à tout
v rt/fleA

sous-ensemble fini A = \ a,,a^ .... a,,} de A correspondent n'- classes distinctes
telles que )^=o, ^eA—A*, et que les classes M^ qui correspondent à deux
sous-ensembles finis différents de A sont distinctes. Donc l'ensemble des classes
M^^ . ) a la même puissance que l'ensemble A.

\/^/aÇA 1 l

PROPOSITION 17. — Deux classes MW quelconques sont des ensembles d'égale
puissance.

Démonstration. — En effet, soit ̂ w(a\ et M^f a } deux éléments
V^AeA V^AeA

quelconques du groupe P"). Soit A" l'ensemble des éléments de A, tels que
l'un au moins des nombres Â^, ^ qui correspondent à tout élément a de A" est
^o. Soit ^ le nombre de la suite o, i, . . ., n— i qui satisfait la congruence

^-== \^a— ^(mod/i), quel que soit açA. La classe M ^ i " } contient tout
élément de la forme cb~i,

• cçM-1^ a } , ^€M-) f a} ,
\P-a/açA \^a//aç\

alors que tout élément de la forme bc~1 fait partie de la classe M^f a \ .
\ ^ — ^ A € A

Soit d un élément quelconque de la classe M^f a \ et soit d' un élément de
\vn/^ç^
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M^ ( } • D'après (9)? on a les deux inclusions\ ^ — ^ A € A L v l /

dM^ ( a} c M^ ( a \ et d'M^ ( a \ c M^ i a \
\ t\a J aç.^ \ \^a J aç\' \ \^a )uçA \ ̂ a )açA'

dont il découle que les classes M^ ( a } ^tM^i a ) sont bien des ensembles
^ V^AGA V^Aev

d'égale puissance, c. Q. F. D.

PROPOSITION 18. — Quel que soit le sous-groupe y du groupe P^, la réunion
cie^ J n ^ p ^ '\\w( a \ (^ul constltuent les éléments de y est un sous-groupe inva-

\\Ja^

riant de G\

Démonstration. — Soit y un sous-groupe quelconque du groupe F1^ et soit g
la réunion des classes M^ qui sont les éléments de y. Le produit de tout couple
d'éléments de ^'fait partie de g, puisque le produit des classes M^ qui les con-
tiennent fait partie du groupe y. D'autre part, l'inverse de tout élément de g
appartient à g puisque l'inverse de la classe M^ qui contient l'élément envisagé
fait partie du groupe y. Donc l'ensemble g est un groupe. Et ce groupe est un
sous-groupe invariant de G puisqu'il est la réunion de classes M^ dont chacune
contient avec tout élément b de G la classe entière des éléments de G conjugués
à 6. La proposition 18 est donc démontrée.

COROLLAIRE 2. — Quel que soit rentier n^2, la classe nulle M17'^ ) est
un sous'groupe invariant de G.

Démonstration. — En effet, la classe nulle qui. est l'élément neutre du
groupe P7^ forme à elle seule un sous-groupe de F^, et par suite, d'après la
proposition 18, cette classe nul le est un sous-groupe invariant du groupe G.

Comme la classe M^ ' f a ] varie avec n, on en déduit l'existence d'une infi-
\%e-Y

nité de sous-groupes invariants dans tout groupe libre G.

PROPOSITION 19. — Quelle que soit la classe M^H . ) ? tordre de cette classe^
V^A/eA

considérée comme élément du groupe Y^ est égal à -. où d est le p . g . c. d. de n et

de tous les nombres \a Çdont un nombre fini seulement sont 7^ o).

Démonstration. — En effet, soit m l'ordre de la classe M^f a \ • On a donc
.A./^A

M^'n ^M^^ .
\À,J^A.. \°A€=.V

D'autre part, d'après (y), on a

rM^f^ Tz-=M^f^ , puisque ^/^o (mod/ / )
L V^AeAJ \%€A' d
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quel que soit ^€4. Donc ^ est un multiple de m: 7-=m'm et rentier m1 ne
saurait être > i, sinon le p. g. c. d. de n et de tous les nombres À^ serait > rf,
ce qui contredit la définition de rf. On a donc bien m = n-

c. Q. F. D.

COROLLAIRE 3. — Tout système irréductible d'éléments générateurs du groupe P^
a la même puissance que le groupe P7^.

Démonstration. — En effet, d'après la proposition 19, tout élément du
groupe P^ est d'ordre fini ^n et comme le groupe P^ est abélien d'ordre
infini , il ne saurait être engendré par un nombre fini de ses éléments, puisque
quel que soit le nombre fini m^i, m éléments commutables d'ordre non supé-
rieur à n chacun engendrent un groupe d'ordre fini ̂ ^m. Or, on sait que tout
groupe qui ne saurait être engendré par un nombre fini d'éléments possède la
même puissance que tout ensemble irréductible de ses éléments générateurs.

Remarque 12. — Considérons l'ensemble ^Ïl des classes M^^. ) pour
\^n)aç.^

chacune desquelles il existe un seul élément a de A, tel que À^==i , alors que
\a' = o quel que soit a' ç A— [ a ] . Comme nous le verrons plus loin, 4ÏI est un
système irréductible d'éléments générateurs du groupe P^. On notera que
les ensembles î̂l et A. sont d'égale puissance. Donc le groupe P^ et chacun de
ses systèmes générateurs irréductibles sont des ensembles de même puissance
que A.

Remarque 13. — Quel que soit l'ensemble Ai d'éléments libres générateur du

groupe G, l'ensemble 4ÎI des classes Mwf a } qui comprennent des éléments
. \ Âa / açA

de Ai est générateur du groupe?^. En effet, nous avons vu que quel que soit le
sous-ensemble fini A^ de A et quels que soient les nombres X,, de la suite
o, i, . . . , / ? — i (^eA*), alors que /^=o, açA—A", la classe M^f^) com-

\^a/aç^

prend une infinité d'éléments du groupe G. Or si l'ensemble des classes

M ^ ^ , ) qui contiennent des éléments de Ai n'était pas générateur du
\^a/aç^ 1 F D

groupe r^, il existerait des classes M^^ a \ faisant partie de ce groupe et
\ '^a /(-/ÇA

dont aucun élément ne saurait être obtenu par composition finie des éléments
de Ai. Donc Ai ne serait pas générateur du groupe G, ce qui est contraire à
notre hypothèse sur A..i. On voit donc bien que l'ensemble ^îl est générateur du
groupe P^.

PROPOSITION 20. — Soit G un groupe libre engendré par un ensemble infini A

d'éléments générateurs libres. Soit n un entier ̂  2. Les classes M^ ( a \ ont un
\^ajaç^
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caractère intrinsèque, elles ne dépendent pas du système df éléments générateurs A
qui sert à les déterminer.

Démonstration. — En effet, soit Z?un second système quelconque générateur
de G, formé d'éléments libres. Tout élément de G appartient à une classe
M^ ( a \ et à une seule ainsi qu'à une classe unique M^ ( b \ . iNous allons

\An/a^ 1 \^Aer>
montrer que si les deux classes M^ff ) et M^f b \ ont un élément com-

V^-AeA V^AeB

mun, elles sont confondues. Montrons d'abord que

M^) ^M^f^ .
\%eA V o / ô e B

Soit c un élément quelconque de la classe MW ( a } . Comme A est une base
\°AeA

de G, c s'obtient par composition finie d'éléments de A. Soient a^ a^ . . ., a,
les éléments de A dont une composition finie réduite f(a^ a^, . . ., û,.) repré-
sente c et soit^ le degré de c par rapport à ^(;=i, 2, . . ., r). Comme ^ est
aussi une base de G, chacun des éléments a^ ^3, . . ., a,, peut s'exprimer par
une composition finie réduite d'éléments de 5. Soient &i, b^ ..., b, les éléments
de B qui figurent dans les compositions finies réduites d'éléments de B qui
représentent les r éléments a, et soit u,j le degré de a, par rapport à 6y(j== i,
2, . . ., s; ? = = = i , 2, . . ., r). Pour avoir l'expression réduite de c par composi-
tion d'éléments de £, il suffit de remplacer dans/(^, a^ . . ., ^,) chacun des
éléments a, par son expression réduite au moyen des éléments bjet de procéder
à des réductions en utilisant, au besoin, des relations triviales. Donc c est de
degré

Uj == ^i u^j + ^.2 ?^/ -4-. . . 4- VrUrj par rapport à ^y (y z= i, 2, . . ., s ) .

Et comme
^•===0 (mod^) qael que soit ( /== i, 2, . . .. r),

puisque c e M ^ f 6 ) , on a aussi
VO/ÛÇA

/ / y^o (mod/?) ( y = = i , 2 , . . . , c Ç )

et, par suite, ceM^f 6 ) . Cela étant, quel que soit l'élément c de M^f^
p. i . \°/6eB 1 - 1 \O/^A'on a 1 inclusion

M^f^ c M ^ f 6 ^ .
\°AeA \oAeB

Par un raisonnement tout à fait analogue, on démontre qu'on a aussi Finclusion
inverse et, par suite, on a bien

M^) :=M(<^ .
\%€A \°AeB
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Soit maintenant c un élément de G commun aux deux classes non nulles
M^f a } et M^f ) • L'un au moins des nombres X,, et l'un au moins des

U«/ «€A \^AeB

nombres ^ sont ^z o. Par définition des classes M^, il existe un sous-ensemble
fini A*== [a^ a^, . . . . a / , } de J, tel que X^^ o(;'= i, 2, . . . , k), alors que
A^=o pour tout r tçA—A*. Et comme B est une base de G, il existe un
ensemble fini y={bi, 63, . . ., b / } d'éléments de B, tel que tout élément ai
de A* est une composition finie réduite d'éléments de B*. Soit u,j le degré de a,
par rapport à bj (7 = i, 2, . . ., l\ i' = i, 2, . . ., k). Dans la composition finie
réduite d'éléments de A qui représente l'élément c figurent les k éléments CL[ et
éventuellement d'autres éléments de A (en nombre fini) par rapport auxquels c
est de degré = o (modn) alors que le degré de c par rapport à CL[ est = À,, (mod/i)
(^•=1, 2, . . ., k), puisque c€M^f^ . Donc le d^ ^ de c P^ ^PP0111

\ t^n / açA.

à 6y dans l'expression réduite de c au moyen des éléments de B satisfait la
congruence

Uj-^ ̂ ,^i/+ ^a, M.2y+. • •+ ̂ a^l,j (lïiod/î) (J = 1, 2, . . . , / ) ,

alors que c est de degré = o(mod/i) par rapport à tout autre élément de £ qui
figure éventuellement dans son expression réduite au moyen d'éléments de £.
Et comme c fait partie de la classe M^f ) pour laquelle il existe un sous-

r \ P-b AÇB ' i

ensemble fini non videB7"^ \b\, b'^ ..,, b\,}d.eB, tel que p-^ ^zo(y== 1,2,. . . , //),
alors que [j^=o quel que soit & € B —B'*, il s'ensuit que B^cB^, doncZ^Z7 , et
si l'on choisit les notations de façon à avoir b,= b'^.Çj= i, 2, ..., f) on doit
avoir

A ^ ? ^ i / + ^ ^ 2 7 + - • ' + A^^:/== p-y (mod/î) (./^i, 2, . . . , ^),

alors que c est de degré ^o(mod^) par rapport à tout élément de l'ensemble
B — B^, donc aussi

n
/.^a^i/^0 (mod/î) si j ^> l ' .

i-^\

Soit à présent d un élément quelconque de la classe M^ ( ^ ) - L a composition1 - i - i \/«/fl,eA
finie réduite d'éléments de A qui représente d contient donc nécessairement les
k éléments a^ a^, . . . , a/,, elle est de degré =)\.^(mod7i) par rapport à
diÇi= i, 2, . . ., k), alors qu'elle est de degré ==o(mod^) par rapport à tout
élément de A — A ^ qu'elle contient. Donc, d'après ce qui précède, la composi-
tion finie réduite d'éléments de B qui représente d est de degré = piy(mod^)
par rapport à bj(j=ï, 2, . . ., V) et de degré s=o(mod/i) par rapport à tout
élément de B—B^ qu'elle renferme. Donc dç M^f ) • Cela étant, quel que\^A€B ^ A



40 S. PICCARD.

soit l'élément à de M^f -Y ) 5 on a donc l'inclusion
\ ^/ ,'nç\

W-i a} cM^f b\ .
\ / a / ^€A V^AeB

Par un raisonnement tout à fait analogue, on établit l'inclusion inverse, ce qui
démontre qu'on a bien

iW a } --M(-)( h } ,
\ÂaAeA \^A€H

si ces deux classes ont un élément commun. Et comme tout élément de G est
commun à une classe iM'^f a \ et à une classe W^{ ) 5 il s'ensuit que l'en-

\/^/^ev V^Aeis 1

semble des classes M^f a } coïncide avec l'ensemble des classes M^f ) )
\^A€EA V^Aeiî

et, par suite, que les classes M^ ont bien un caractère intrinsèque, elles sont
indépendantes de la base de G à partir de laquelle elles sont déterminées.

c. Q. F. D.

COROLLAIRE 4. — Quel que soit le groupe libre G, la répartition des éléments de
G en classes M^ varie avec n = 2, 3, .... On peut donc répartir d\me infinité de
façons les éléments d'un groupe libre en classes d'équivalence W^qui ont un carac-
tère intrinsèque et caractérisent les propriétés de structure du groupe libre.

Remarque 14. — II ressort de la démonstration de la proposition 20, que si A
et £ sont deux systèmes d'éléments générateurs libres du groupe libre G, quel
que soit l'entier n^2, il existe entre les classes M ^ f . / ) et les classes

-1 —— ' \^a/açA.

M^ ) une correspondance biunivoque, telle que deux classes homologues

dans cette correspondance coïncident. On a toujours M^f ) ^M^i )1 " \%€A \°Aen
Quel que soit le nombre premier p , diviseur de n, l'ensemble des p-classes
relatives à A se confond avec celui desp-classes relatives à B ( ( f) .

Remarque 15. — II ressort du fait que les classes W^( . ) ont un carac-
\^a/aç\

tère intrinsèque, indépendant du système d'éléments générateurs libres A qui
servent à les déterminer, que la répartition des éléments de G en classes M^
dépend essentiellement du nombre n ainsi que de la structure du groupe G.
Aussi peut-on parler de répartition des éléments de G en classes M relatives à
un entier /^^2.

PROPOSITION 21. — Soit G un groupe libre engendré par un ensemble A délé-

(6) Voir définition des/^-classes à la page 48.
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ments générateurs libres. Quel que sou rentier n^2, aucun élément du groupe G
qui fait partie de la classe M^ ( a } n'est libre.

\ °AeA

Démonstration. — En effet, il ressort de la définition des classes M^ qu'aucun
élément de A ne fait partie de la classe M^f^ • Soit à présent B, un autre

\°AeA
système quelconque d'éléments générateurs libres du groupe G. Comme
M W ) ^ ) ==lV[w( ) , aucun élément de B ne fait également partie de la

\ ° / ^€A \ ° / &en ° r

classe M^ O ? ce qui démontre la proposition 21.\ °AeA r r

COROLLAIRE 5. — Quel que soit Vêlement libre a de G et quel que soit l'entier n,
l'élément a" n'est pas libre, puisqu'il fait partie de la classe M(rî) f ̂  5 où A est un

\ ° AGA
système d'éléments générateurs libres de G comprenant l'élément a.

D'autre part, quels que soient les éléments a^ a^ . . ., a/,, en nombre fini k,
de G qui font partie d'un même ensemble A d'éléments générateurs libres de G,
et quel que soit l'entier ^^2 aucun élément de G qui s'obtient par composition
finie de ^ j , <^, . . ., a/, et qui est de degré == o (modn) par rapport à chacun de
ces éléments n'est libre. En effet, un tel élément appartient à la classe
M^ ( a } qui ne contient aucun élément libre.

\ 0/a<=A

Soit par, exemple, k=3, n=o et soit c= a^a^a^ca^^a.^ Cet élément du
groupe libre G qui est de degré 10 par rapport à a^ et de degré 5 par rapport
à chacun des deux éléments a^ et a^ n'est pas libre. Il ne fait partie d'aucune
base de G.

PROPOSITION 22. — Soit G un groupe libre engendré par un ensemble A d'élé-
ments générateurs libres. Soit A* un sous-ensemble propre de A. et soit G^ le groupe
libre qu'il engendre. Alors tout élément libre de G^ est aussi un élément libre de G.

Démonstration. — Le groupe G est le produit libre des groupes cycliques
engendrés par les éléments de A et G* est le produit libre des groupes cycliques
engendrés par les éléments de A*. Soit c un élément libre quelconque de G*. Il
existe donc un ensemble B* d'éléments libres de G*, qui comprend l'élément c
et qui est générateur de G\ Comme les ensembles A* et B* sont deux systèmes
d'éléments libres générateurs du groupe libre G*, chacun de ces ensembles est
irréductible et si l'on remplace dans A l'ensemble A* par l'ensemble B* on
obtient un nouveau système d'éléments générateurs de G. Soit G^ le groupe
libre engendré par l'ensemble A — A \ 6 est le produit libre de Gf et de G*.
Comme B" est un système d'éléments générateurs libres de G*, G* est le produit
libre des groupes cycliques engendrés par les éléments de B*. Et si l'on rem-

Aan. Éc. Norm., (3), LXXVI. — FASC. 1 G
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place dans l'égalité G^^G^G^7), G^ par le produit libre des groupes cycliques
engendrés par les éléments de A—A'*' et G^ par le produit libre des groupes
cycliques engendrés par les éléments de l'ensemble V, G est, comme on sait,
le produit libre de tous les groupes cycliques en question. Mais ceci prouve que
l'ensemble ( A — A * ) u B ^ est un système d'éléments générateurs libres de G,
système qui comprend l'élément c de G\ Donc c qui, par hypothèse, est un
élément libre de G* est aussi un élément libre de G. c. Q. F. D.

PROPOSITION 23. — Soit G un, groupe libre engendré par un ensemble A
d'éléments libres et soit G^ le groupe libre engendré par un sous-ensemble fini
A^= { a^, a^, ..., a/^ de A. Soit b un élément commun à G et à G\ Si b est un élé-
ment libre de G, il est aussi un élément libre de G*.

Démonstration. — Soit B un système d'éléments générateurs libres de G qui
contient l'élément b. Comme les éléments du système générateur B sont libres,
G est le produit libre des groupes cycliques infinis engendrés par les éléments
de B. C'est aussi le produit libre du groupe libre G' engendré par l'ensemble des
éléments B—\b\ et du groupe cyclique G" engendré par l'élément b. Les
groupes G' et G" ont en commun le seul élément i. SoitG^^^G^G^Le groupe G^
est le produit libre des deux groupes G^ et G^. En effet, on a l'inclusion
G^-^G^cG* puisque le groupe G* est libre et que G" et G^ sont des sous-
groupes de G* qui ont en commun le seul élément i. D'autre part, tout élément
de G* peut être obtenu en faisant le produit libre de G^ et de G ' 1 ' . En effet, le
produit libre de G^ et de G' donne le groupe G tout entier, et comme G" est un
sous-groupe de G, on a G^cG^G^, Or un élément 7^ i du produit libre G' i^G'
est, comme on sait, de la forme ̂ ï)c^d^c^d^...e,. ou delaforme(2)cirfiC2Û?2.. .c/ .rf/ . ,
où /' est un entier ̂ i, c/ fait partie de G^(G^), di fait partielle G" (G) quel que
soit i=i, 2., . . ., r. Comme G7 et G1' ont en commun le seul élément i et que
G^cG^, un élément de la forme (i) ou (2) ne peut faire partie du groupe G*
que si tous les éléments de chacun des deux ensembles { C i , Ç a , . . . , c/.} { d ^ , d^ , . . . , dr}
sont des éléments de G*. Et comme les éléments de l'un de ces deux ensembles
sont aussi des éléments de G^, ils font partie de G**. On adoncbienG^^G^^G^.
Et comme G* est un groupe libre de rang k (il est engendré par k éléments
libres), il s'ensuit que G^ qui est à son tour un groupe libre, en tant que sous-
groupe du groupe libre G*, est un produit libre de groupes cycliques infi-
nis. Ces groupes cycliques sont en nombre fini (appelons ce nombre k ' ) puisque G*
est le produit libre de ces groupes cycliques et de G" et que G* est de rang
fini k. Et comme le rang est un invariant du groupe libre, on a k' -{- i = k. Soit
B** une base quelconque du groupe libre G**. Alors l'ensemble B * = = B ^ u { & }
constitue une base de G*, base qui contient l'élément &. On voit donc bien que b
est aussi un élément libre de G*, c. Q. F. D.

(7) Le signe ̂  sert à désigner le produit libre.
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COROLLAIRE 6. — Quel que soit le groupe libre G engendré par un ensemble {fini
ou infini) A d'éléments libres, étant donné un élément quelconque c du groupe G,
pour savoir si cet élément est libre, il suffit de considérer le groupe libre G^ engen-
dré par les éléments de A, en nombre fini, figurant dans la composition finie
réduite des éléments de A qui représente c et de voir si c qui est un élément de G*
est libre ou non dans G\ S ' ' i l est libre dans V il est libre aussi dans G.

Cela simplifie beaucoup la recherche des éléments libres d'un groupe libre.
En voici quelques exemples. Soit c un élément de G qui s'obtient par une com-
position finie de deux éléments a^ a^ de A : c=f(a^ a^). Pour savoir si c est
un élément libre' de G ou non il suffit de voir s'il est libre ou non dans le
groupe libre G^ engendré par les deux éléments a^ et a^. Pour démontrer que c
est libre, il suffit de montrer qu'il existe un second élément d de G^ qui engendre
avec c le groupe G* puisque tout couple d'éléments générateurs d'un groupe
libre de rang 2 est formé, comme on sait, d'éléments libres. Et pour prouver
que deux éléments c et d sont générateurs de G*, il suffît de prouver que les
deux éléments a^ et a^ s'obtiennent par composition finie de c et de d. On
établit ainsi aisément les critères suivants :

CRITÈRE 1. — Soit c = ± i et soient m et n deux entiers quelconques. Alors
Vêlement c =- a1^ a\ a\ est libre. En ejffet, il suffit de lui associer Vêlement a^, pour
obtenir un couple d'éléments générateurs de G\

CRITÈRE 2. — Soit £,=± i Çi=1 ï? 2? 3) et soit n un entier quelconque. Alors
Vêlement c = Ça^a^^a^3 ainsi que Vêlement d=a^a^ sont libres. En effet, on a
d^ c = a\' et les deux éléments a^, a^ s'obtiennent par composition finie de c et d
qui sont donc tous les deux libres. En particulier, Vêlement a^a^ est libre.

CRITÈRE 3, — Soit £/=± i (l=ï? 2) et solt n un entier y ^ ï , — i. L'élément
c^Ça^a^y n!est pas pas libre. En effet, diaprés le critère 2, Vêlement a^a^ est
libre et c ne saurait être libre y en tant que puissance 7^ i, — i Sun élément
libre, car une telle puissance appartient à la classeW7^ nulle, dépourvue d'éléments
libres.

CRITÈRE 4. — Soit G un groupe libre engendré par un ensemble A rf5éléments
générateurs libres. Quel que soit le sous-ensemble fini P^ =[a^, a^, . . ., a / , } de A
et quels que soient les entiers non nuls n^, n^, . . ., n/, dont Vun au moins n, est
égal à + i ou à — ï , Vêlement c = a^a^... a^ est libre. En effet^ soit G* le groupe
libre engendré par A*, ^ensemble Ai obtenu en remplaçant dans A* Vêlement a,
par c est générateur de G* puisque a^ s obtient aisément par composition finie de c
et des autres éléments de Ai et que Ai D A'*' — [a^. Donc c est un élément libre de G*
et, par suite, il est aussi un élément libre de G.

Remarque 16. — Si une classe M^f a } contient au moins un élément\^A€A
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libre c de G, elle en contient une infinité. En effet, cette classe contient, en
même temps que c, la classe entière des éléments de G conjugués à c, classe qui
est infinie. Or tous les éléments de cette classe sont libres puisque, quelle que
soit la base B de G et quel que soit l'élément d de G, l'ensemble B* composé de
tous les éléments de la forme dbd~\ & € = B , est à son tour une base de G.

COROLLAIRE 7. — Toute classe W1^ ." ) ? où Vun au moins des nombres\^ est
V^AeA

égal à i, contient une infinité d^ éléments libres.

Démonstration. — En effet, soit A^== \a^. a^, .... a/,} le sous-ensemble (fini)
de A, tel que A,,^>O si açA^ et ^==0 si açA—A*. Soit Â/= i. L'élément
c == a^a}9-. . . a^ de G fait partie de la classe M^f a ) et, d'après le critère 4,

\ l^n A/€À

c'est un élément libre de G* et de G. Or, d'après la remarque 16, si la classe

M^f a } contient un élément libre, elle en contient une infinité.
\^n/nfE^

PROPOSITION 24. — Une classe M^ ( . ) ne contient aucun élément libre si le
\ ^ a j açA.

p . g\ c. d. de n et de tous les nombres À,/ est ^> i.

Démonstration. — Soit A^= { a^ a,,, . . ., n / , } le sous-ensemble fini de A, tel
que A,/^> o, si a^A^ et X^= o, si açA — A\ Le p. g. c. d. de n et de tous les
nombres À,( est égal à celui de n et des nombres À,, (? '==i, 2, . . ., /'). Soit
d=î)(n, A , / , A,^, . . ., /^). Si d^> i, on a l'inclusion

M^f^ cM(^) .
V^/^v \o7.e.v

Or, aucune classe nulle ne contient, comme nous savons, d'éléments libres.
y f-f \

Donc la classe M^^ . ) est, elle aussi, dépourvue d'éléments libres.
\^a/aç\

C. Q. F. D.

PROPOSITION 25. — Quel que soit le groupe libre G engendré par un ensemble A
(fini ou infini) d'éléments générateurs libres et quel que soit V entier n^2., toute
classe M^ ( . ) contient des éléments non libres.

\ ^a ] aç.^

Démonstration. — Envisageons une classe quelconque M ^ f . ) • Soit
\i^n ]aç\

A^= { ^ i , rt.j, ..., a/,} le sous -ensemble fini de A , tel queÀ^^>o(7'= i, ^, .... k),
alors que }^=o quel que soit açA—A*. Parmi les éléments de la classe
M ^ f " ) figure l'élément

\^a / flÇÀ

c =(a^-^""'t(a,)>•"'-+""" . . . («A.)'-^""'",

où m^, m.î, . . . , m/c sont des entiers quelconques. Supposons d'abord que
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n^>2, et s o i t / ^ = = ^ — i . Montrons qu'on peut choisir les nombres m^ 77^, . . . ,
mj, de façon que c e M ^ ^ l . En effet, il suffit de poser

mi^n' — /^ ( ^ = = i , 2, . . . , /.).
Alors

/^4- ( ^ / — A^.) /^ •=.11'(n — 7^) E=E o (mo(W) ( / r = i , 2 , . . . , / • ) .

Donc pour ces valeurs de m^ m^, . . ., m/,, l'élément c n'est pas libre.
Soit à présent n = 2. Alors A^= i (i= 1 , 2 , . . ., À-). Posons

/// ==3 et /^ i —-: //^ .-zr . . .-=-: //^. == j .

Alors

/^+//^:=3 ( / = = i , 2, . . ., À ) et, par suite, c ç M ^ I )
\%€A

Donc dans ce cas aussi l'élément c n'est pas libre et la proposition est démontrée.

COROLLAIRE 8. — Soit Ml un ensemble irréductibles de classes M^, générateur
du groupe F^. Choisissons un élément et un seul dans chaque classe M^ faisant
partie de Jlî et soit A* V ensemble des éléments ainsi choisis. Tout système (f éléments
générateurs libres de G peut être obtenu de cette façon, mais V ensemble A* n^est
pas forcément générateur de G. Il suffit qu^il contienne un seul élément non libre
de G (ce qui est possible y puisque d'après la proposition^ toute classeW1^ contient
des éléments non libres de G) pour qu'il engendre un sous-groupe propre de G.

PROPOSITION 2(>. — Quel que soit le groupe libre G engendré par un ensemble A

d éléments générateurs libres et quel que soit V entier n^ 2, toute classe W^ ( a )
. / , . , , , , ... V^ACA

contient une injmite a éléments non libres.

Démonstration. — En effet d'après la proposition '25, toute classe M^f u \
\ ^a }aç.^

contient au moins un élément non libre. Or si elle en contient un, elle en
contient une infinité puisque cette classe contient avec tout élément c de G la
classe entière des éléments de G conjugués à c. Or cette classe est infinie et si c
n'est pas libre, dcd~1 n'est également pas libre, quel que soit l'élément rfde G. La
proposition 26 est donc démontrée.

Remarque 17. — Si 71=2., toute classe non nulle M^f a ) d'éléments
V^ACA

d'un groupe libre G engendré par un ensemble A (fini ou infini) d'éléments
générateurs libres contient aussi bien des éléments libres que des éléments non
libres.

En effet, soit A*= {a^ a^, . . ., û/, \ l'ensemble fini (non vide) formé de tous
les éléments a de A, tels que /^> o. On a \,,= i (r= i, 2, . . ., k\ L'élément

a^ a^ . . . a/, appartient à la classe M^^ a ) envisagée, et comme il est de la
\ l^a) nç.\
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forme a^f(a^, . . ., a/,), il est, comme on sait, un élément libre de G. D'autre
part, quelque soit rentier positifs, l'élément a^2^/27". . .^+27n qui fait partie

de la classe M ^ f 6 ) n'est pas libre, car il fait partie de la classe nulle
\^a/ae^ i 1

Ml+sim( a \ 5 classe qui est dépourvue d'éléments libres.
\ 0 / aç,^ ~ 1

Remarque 18. — Soit G un groupe libre engendré par un ensemble A
d'éléments générateurs libres. Soit n un entier quelconque ̂ 3, s o i t M ^ f . )

\ /a/rtÇA

une classe non nulle et soit A*={a^ a^, . . ., a,,\ l'ensemble (fini, non vide)
formé de tous les éléments a de A, tels que /^^>o. Soit n'=n—i et soit
mi=Çnr—\„Jnri{i= i, 2, . . . , /i), où r, désigne un nombre entier quelconque.
L'élément

de G est alors un élément non libre de la classe M^f a } • En effet, pardéfîni-
\^ //ï / / ï^-A 1•a / ft€A

tion des classes M^,
ceM"" " .

\Aa/aç^

Or

À^^+ mi/i = /,/,+ (n' — A^)^'14-' —- n' n1'1^ —(n — i)^(/^ ^-/^ ' ' -' 4-.^. .+ 1)^= o (mod/z').

puisque n— i ==^ /. Donc cçM'1'^ a ) et, par suite, il n'est pas libre.
\ °/^EA

PROPOSITION 27. — Soit G un groupe libre engendré par un ensemble A (f élé-
ments générateurs libres. Soit c un élément quelconque de G. Soient a^y a^y . . ., a/,
les éléments de A qui figurent dans la composition finie réduite d''éléments de A qui
représente c et soit Vi le degré de c par rapport à a, Ci = i, 2, . . ., À-).

La condition nécessaire et suffisante pour que c appartienne à une classe M^
nulle, c'est que le p. g. c. d. rfdes nombres ^i, ^2, . . ., ^/, soit ^> i. En effet, si

cette condition est satisfaite, c e M^ ( ) • Donc la condition est suffisante. Elle
\%€A

est aussi nécessaire. En effet, supposons qu'il existe un entier /^^2, tel

que cçM^^ ) • Mais alors, par définition de cette dernière classe,
\ ° / rt€A

^^ o (mod^i) (;'== i, 2, . . . , / : ) et, par suite, d^n ^> i. La condition est donc
aussi nécessaire.

C. Q. F. D.

PROPOSITION 28. — Tout groupe libre G engendré par un ensemble infini A d'élé-
ments générateurs libres possède une infinité indénombrable de sous-groupes
invariants.
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Démonstration. — L'ensemble A est au moins dénombrable. Soit m sa puis-
sance. On a m^^o- Soit n un entier quelconque ̂ 2. Considérons le grouper^0

associé au groupe G. Soit A^ un sous-ensemble quelconque de A et soit y^ le

sous-ensemble de P^ formé de toutes les classes M^f a ) 5 telles que Aa= o\^aAeÀ
si a € A*, alors que \a' peut prendre l'une quelconque des valeurs o, i , . . . , n — i,
si a'çA—A*, D'après (9), le produit de deux éléments de -y^ fait partie du
même ensemble et l'inverse de tout élément de -y^ fait également partie de y^.
Donc l'ensemble -y^ est un groupe, sous-groupe propre de P^ puisqu'il ne
contient aucune des classes iVL"^ a } pour lesquelles A^^> o pour un élément

\^a/aç\

au moins a de A*. Soient A* et A^* deux sous-ensembles distincts quelconques
de A. Les sous-groupes correspondants y^ et -y^ sont distincts. En effet,
comme A*^A**, il existe au moins un élément de l'un de ces deux ensembles
qui ne fait pas partie de l'autre. Soit, pour fixer les idées, a* un élément de A*

qui ^A*\ Alors le groupe -y^* contient la classe M^^ a ) ? où A^=I alors
\ i^a } ftÇA

que \a == o quel que so i t^EA — {c^\, classe qui ne fait pas partie du groupe y ̂ .
Donc les deux groupes y^ et "y^* sont bic" distincts. Comme l'ensemble A est
infini de puissance m, l'ensemble de tous les sous-ensembles de A est de puis-
sance 2m^>tn. Donc l'ensemble des sous-groupes "y^ de P^ est aussi de
puissance supérieure à m. Or, d'après la proposition 18, la réunion g^ des
classes M^ qui constituent les éléments du groupe y^ est un sous-groupe inva-
riant du groupe G. Et comme g\^ g ' ^ , si A* et A^ sont deux sous-ensembles
différents de A, on voit bien que G possède une infinité indénombrable de sous-
groupes invariants.

c. Q. F. D.

Remarque 19. — Quel que soit le nombre premier ^p^2, l'ensemble Gp des
éléments de G qui sont de degré Ua==-o (mod^o) par rapport à tout élément a
d'un système A d'éléments générateurs libres de G est un sous-groupe invariant
de G. En effet, soient b et c deux éléments quelconques de G^ et soit UaÇ^a) le
degré de 6(c) par rapport à a quel que soit açA. On a

Ua^ o (moàp) et p^^o (modp) (^çA) ,

D'après la loi de composition des éléments d'un groupe libre, bc est de degré
Ua-{- Va par rapport à a, quel que soit açA. Or

t/a -t- Ça == 0 ( modp ) .

Donc&ccG^. D'autre part, quel que soit l 'élément^ de G^, de degré Ua==^o(modp)
par rapport à tout aeA, Félément b~1 est de degré — ^== o (modjo) par rap-
port à a et, par suite, b~^ç.Q^ Donc G^ est un groupe et ce groupe est un
sous-groupe invariant de G puisque, quel que soit l'élément b de G,, et quel
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que soit réiément c de G, les deux éléments b et céc""1 sont de même degré par
rapport à tout élément de A.

LES/Î-CLASSES. — Soit G un groupe libre engendré par un ensemble infini A
d'éléments générateurs libres, soit n un entier ̂ 2, soit P^ le groupe abélien
associé à G et soit p un nombre premier quelconque ^2, diviseur de n. Nous

disons qu'une classe M ^ f ^ ) ^ élément de 1 '̂, estune p-classe si À,,= (modo),
\ f.a I ffÇA ' 1 /

quel que soit a e A. Comme n == o (mod^), lesjy-classes forment un sous-groupe
du groupe P7^ et leur réunion forme un sous-groupe invariant de G.

PROPOSITION 29. — Aucun élément d'une p-classe n^est un élément libre de G.

Démonstration. — En effet, soit n est un multiple de p . Tout élément d'une
/^-classe est de degré ^o(modp) par rapport à chaque élément d'un ensemble A

de générateurs libres de (/. Il fait donc partie de la classe M^; ) et, par
., , ,., \°A/eA

suite, il n est pas libre.
c. o. F. i).

COROLLAIRE 9. — Si ïi est un nombre composé, il existe une injinité de

classes M^^ a ) qui sont dépourvues d'éléments libres de G. En effet, quel que
soit le nombre premier p , diviseur de n, toute p-classe est dépourvue d'éléments
libres diaprés la proposition 29. Or le nombre de ces classes est infini. En effet,
à tout sous-ensemble fini A* de A correspond la p-classe W^ ( a } -> où

\^a/nç\

Aa— p si açV et 7,/r-=o si aç. A — A * .

Les p-classes qui correspondent ainsi à deux sous-ensembles distincts finis de A sont
distincts et comme A est infini et possède une infinité de sous-ensembles finis
distincts, on voit bien qu^il existe une infinité de p-classes. Et chacune de ces classes
est dépourvue d'éléments libres.

c. Q. F. D.

Remarque 20. — Soit G un groupe libre engendré par un ensemble A d'éléments
générateurs libres. Considérons tous les groupes abéliens F^ (/ i==2, 3, . . .)
associés à G. Montrons que les éléments neutres de ces groupes sont tous
distincts. En effet, soient n et n'<^n deux nombres quelconques de la suite

•^ 3, . . . et soit d le p. g. c. d. de n et de n ' . Si d==- n ' , la classe M^) ) est
\°A<=A

un sous-ensemble de M^ ( l } ' En effet, la classe M'^f^ comprend tous les
\%ev \oAe.v 1

éléments de G qui sont de degré === o (mod/^) par rapport à tout élément de A
et cet ensemble comprend tous les éléments de G qui sont de degré ===o(modn)
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par rapport à chaque élément de 4. Mais l'élément a11' fait partie de M^f^ ^
fa\ \%=A

alors qu'il fait défaut dans la classe M ^ t ) . Donc les deux classes nulles
\°A<=A

envisagées sont distinctes. Et si d<^n', chacun des éléments ^, a^ÇaçA.) fait
partie de l'une des deux classes nulles considérées alors qu'il fait défaut dans
Fautre. Les deux classes nulles considérées sont donc bien distinctes.

PROPOSITION 30. — Soit G un groupe libre entendre par un ensemble infini A
(féléments générateurs^ soit n un entier ̂  2 et soit P^ le groupe abélien associé

au groupe G. Soit iÏl l'ensemble comprenant toutes les classes M^f a } pour
\Aa J aç.^

chacune desquelles il existe un seul élément a* de l ) ensemble A, tel que À^ = i, alors
que À,,= Q pour tout açA — {a^}. L'ensemble JÏl est générateur du groupe P7^.

Démonstration. — En effet, soit M ^ f . ) un élément quelconque du\^ /A€A 1 -1

groupe F^. Soit A^ le sous-ensemble (fini ou vide) de A, tel que À, /^>O, si
<7€A\ alors que À^=o pour tout açA—A*. Soit A''= { a ^ a^ . . . . a/,} et
soit M/ la classe de l'ensemble ITO pour laquelle À^= i Çi= i , 2, . . ., k\ On a

^ ( a } =(MO^(M,) A "- . . . (M,)^ .
\^AeA

On voit donc bien que tout élément du groupe T^ peut être obtenu par compo-
sition finie des éléments de Fensemble ^Ïl qui est donc bien générateur du
groupe F^. On voit immédiatement que cet ensemble est irréductible et qu'il a
la puissance de l'ensemble A.

PROPOSITION 31. — Soit G un groupe libre engendré par un ensemble A (fini ou
infini) ^éléments générateurs libres. Soit n un entier ^2, soit F^.le groupe
abélien associé à G et soit g un sous-groupe quelconque du groupe G. Alors

Vensemble y des classer M^ ( a } qui contiennent des éléments de ^ forment un
\^n/nç\ '- t/

sous-groupe du groupe F^^.

Démonstration. — En effet, soit iM^f a \ un élément quelconque de
\/aAe.\ 1 1

l'ensemble y. Cette classe contient un élément b du groupe^'. Or l'élément h^deg
appartient à la classe M^f a ) . Donc l'ensemble y, contient, avec tout

\ // ——— '^1- ] <lÇ.^

élément de T^, son inverse. D'autre part, considérons deux éléments quel-
conques de l'ensemble y : M^f^ ) et M^f " ) • Soit h un élément de ^

\/^/«ÇA \[^a/aç.\ °

qui appartient à la première de ces classes e tcun élément de g qui fait partie de

la seconde. L'élément bc de ^-appartient à la classe M ^ f a } M^^f a \ et, par
\/-a/ae^ \^ajaç..\. r

suite, l'ensemble y contient avec tout couple d'éléments du groupe FW aussi le
Ann. Éc. Norm., (3) , LXXVI. — FASC. 1. 7
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produit de ces éléments. L'ensemble y est donc bien un sous-groupe du
groupe P^.

c. Q. F. D.

PROPOSITION 32. — Soit G un groupe libre engendré par un ensemble Ad éléments
générateurs libres. Soit B la réunion des classes M ^ f l (^=2,3, . . . ) .
0 \o]aç.^ J ? /

L} ensemble B est générateur du groupe G.

Démonstration. — En effet, quel que soit l'élément a de A et quel que soit

Fentier m^>2, l'élément ^m fait partie de la classe nulle M^2^ ) ? alors que

l'élément a"77'4'1 appartient à la classe M^"^ ( a ) -Donc le produit a~m+lam=a
fait partie du groupe engendré par B. Cela étant quel que soit l'élément a de A,
l'ensemble B est bien générateur de G.

c. Q. F. D.

PROPOSITION 33. — Soit G un groupe libre engendré par un ensemble A d'élé-
ments générateurs libres et soit n un entier ^.2. Aucune classe M^f -, ) ne

a —— \^ajaç.^

saurait contenir plus d'un élément d'un même système d) éléments générateurs
libres de G.

Démonstration. — En effet, tout élément a^ de A appartient à la classe

M^ ( . ) î O Ù À ^ = = i e t À ^ = o , açA—\a*\, classe qui ne contient que le
\^a/a^ - ; l i

seul élément a^ de A. Il existe d'ailleurs de nombreuses classes W\ dont la
classe nulle, qui ne contiennent aucun élément de A. Soit à présent B un autre
système quelconque formé d'éléments libres générateurs-de G. Tout élément V

/ i \
de B appartient à la classe M^f ) ? telle que p^= i, alors que ^= o, quel11 V^AGB i l - i l i
que soit & e B — [ b ^ } et la classe en question ne contient pas d'antre élément
de B. Or, les classes M^ ayant un caractère intrinsèque, indépendant du
système d'éléments générateurs libres de G à partir duquel elles ont été définies,

la classe M^f ) se confond avec une classe M^f . ) et, par suite, aucune
\P.6/6çB \^ajaç,^

des classes M^ ne contient plus d'un élément de n'importe quel système
d'éléments générateurs libres du groupe G.

Il s'ensuit qu'aucun système d^éléments générateurs libres de G ne saurait
contenir deux éléments d'une même classe M^, quel que soit ^=2 ,3 , . . . .

CLASSES M^^ . ) DÉPENDANTES ET INDÉPENDANTES. — Soit G UU ^TOUDê libre
\^a/açA.

engendré par un ensemble infini A d'éléments générateurs libres, soit n un
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entier ^2 et soit FO) le groupe abélien associé à G et comprenant toutes les
classes MO ( a \ '

\^a/açA.

Soit d'abord JM^ un sous-ensemble fini de FO composé des classes MO( a }
V^AeA

(;=i, 2, . . ., ^). Nous disons que ces t classes sont indépendantes si l'égalité

(i) IM^) rfM'»^) F-IM^) r=M^) ,
L V^AeAj L V^aAeAj L V.^A/eAj \ o / aç.^

où ai, a^, . . ., a^ sont des entiers, implique que a;=EE o (mod/i) (;'=== 1 , 2 , . . . , t)
et nous disons que les t classes considérées sont dépendantes ou liées s'il existe
un système d'entiers a^ , 7.2, . . ., a^ dont l'un au moins n'est pas congru à
o module n et qui satisfont l'égalité (I).

Soit A*==|û?i, ^2, . . ., a^} le sous-ensemble fini de A, comprenant tous les
éléments a de A, tels que l'un au moins des nombres À ^ ( î = i , 2 , . . ., t)
est^>o. Soit G* le groupe libre engendré par A\ Répartissons les éléments
de G* en classes MO ( a \ • On a

\ l^a / aç.A*

M ^ f ^ ) cM^f^ .
\ ^a ]aç.\^* \ ^a / aG\

II ressort aussitôt de la loi de composition des classes MO que la condition
nécessaire et suffisante pour que les t classes MO^ a \ soient indépendantes

\ ^a ) aç\*

est aussi la condition nécessaire et suffisante pour que les t classes MO( a )
\Aa/aeA

soient indépendantes et vice versa. Les propositions 5-7 permettent donc de
décider si les classes de ^M^ sont indépendantes ou si elles sont lié-es.

Soit maintenant 1ÏI un sous-ensemble infini de FO. Nous dirons que les
classes de cet ensemble 4M sont indépendantes si, quel que soit le sous-ensemble
fini JMt de JM, il est formé de classes indépendantes dans le sens précisé plus
haut.

On démontre saûs peine que quel que soit l'ensemble B formé d'éléments
libres, générateur de G, et quel que soit l'entier ^^2, l'ensemble des classes

Mof-T ) qui contiennent des éléments de B est formé de classes indépen-
\^a/açA. "

dantes. De même, tout ensemble irréductible de classes MO), générateur du
groupe FO est formé de classes MO indépendantes.

PROPOSITION 34. — Quel que soit le sous-groupe g du groupe libre G engendré
par V ensemble A d'éléments générateurs libres et quelles que soient les classes
MO( ) ^MO^ ) qui contiennent des éléments de .°, les deux ensembles

VaAeA \^A€A ' 0?

M^(a} n^ et Mw( a } r\g
\^a/aç.^ \^a/aç^ .

sont dégale puissance.
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Démonstration. — Soit g- un sous-groupe quelconque du groupe libre G et

soient M^f a ) e tM^f a \ deux classes M^ qui contiennent l'une et l'autre
\ i\a / nç\ \ ^-a 1 aç\.

au moins un élément de g\ Montrons que les ensembles

^ = M^ ( a \ n.̂  et ^ -==. MW ( a \ n^
\^a/nç\ \^A€A

sont d'égale puissance. En effet, soit c un élément quelconque de G qui fait

partie de la classe M^f a } ^ où v^ est le nombre de la suite o, i, . . . , / ? — i
\^<A(=A

qui satisfait la congruence
Va=[^a—^a ( mod H ) ,

quel que soit l'élément a de A. Soit rfi un élément de g qui fait partie de
l'ensemble gi et d^ un élément de l'ensemble ^2. Commet est un groupe,
l'élément d ^ = d ~ ^ [ d ^ fait partie de '̂. Or cet élément fait partie de la classe

M^f a } ' Donc, d'après la loi de composition des classes M^,
\^A€A

M-)(^ M(<^) =M..<^') .
\Âa AeA \ ^a A<€A \ ^./- }' aç\

II s'ensuit que l'ensemble ^•j ^3 est contenu dans la classe M^ ( a ) - E t comme
\ l^a )uç.^

tous les éléments de ^'i ^3 font partie de g , puisque g est un groupe qui contient
g\ et ^3, et que la partie commune à M^^ ) et à g est l'ensemble g^, on a
l'inclusion
(+) Â-i^c^.

Soit d^=d~^\ 'C'est un élément du groupe g ' qui fait partie de la classe

M^M a } et comme
\n—Vaja^

M'<"V M'< " ) ^M^f" ) ,
\ ^-^ /./eA \/t — ' } " A/eA \ ^// AeA

l'ensemble ^> ^4 est contenu dans la classe iVl^f a ) • Et comme il est composé
( " \^n/nç\

uniquement d'éléments de g\ on a aussi l'inclusion

(-H-) ^^.c^i.

Or les deux inclusions (+) et (++) montrent que les deux ensembles g\ et g^
sont d'égale puissance.

c. Q. F. D.

PROPOSITION 35. — Soit (r un groupe libre engendré par un ensemble A de puis-
sance m Séléments générateurs libres. Alors G possède une infinité de puissance
supérieure à m de sous-groupes qui ne sont ni invariants, ni maxima.
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Démonstration. —En effet, que l que soit le sous-ensemble A* de A, il engendre
un sous-groupe propre G* de G et à deux sous-ensembles distincts A* et A^
de A correspondent évidemment deux sous-groupes distincts G* et G** de G.
Le sous-groupe G* engendré par un sous-ensemble propre A^ de A n'est pas
invariant. En effet, quel que soit l'élément a de l'ensemble A — A'\ le transmué
d'un élément non neutre quelconque de G* par a ne fait pas partie de G*
puisque A est formé d'éléments libres. D'autre part, G* n'est pas un sous-groupe
maximum de G puisque, quel que soit l'élément a de A — A * et quel que soit
l'entier m -^ o, i, — i, l'ensemble A* u ̂ m engendre un groupe Gi qui contient G*
et qui ne saurai! être confondu avec G puisqu'il ne contient pas l'élément a.
La proposition est donc démontrée.

Remarque 21. — Soit G un groupe libre engendré par un ensemble A d'élé-
ments libres. Soit n un entier quelconque ̂  i, mais ne dépassant pas le nombre
d'éléments de A, soient a^, a^, . . . . a,, n éléments quelconques de A et soient
77^, m^, . . . , m^ n entiers quelconques, 7^0, +i ou — i . Alors l'élément
a^a'^a^. . .a1^1 du groupe G n'est pas libre, il ne fait partie d'aucun système
d'éléments générateurs libres de G.

En effet, soit A*= [ a ^ , a^, . . ., a,,} et soit G^ le groupe libre engendré par A*.
D'après la proposition 23, pour prouver que l'élément a n'est pas libre dans G,
il suffit de prouver que a est un élément non libre du groupe G\ Or G^ est un
groupe libre à un nombre fini n d'éléments générateurs libres, et l'on sait (voir,
par exemple, Kurosh, Théorie des groupes, 2e édition russe, p. 262 et suiv.)
que quel que soit le système &i, 62, . . ., b^ formé de n éléments générateurs
de G*, ces n éléments sont à leur tour libres, et que le groupe 6r* ne saurait être
engendré par moins de n éléments. On le démontre en prouvant que si les
éléments &i, 63, ..., bn sont générateurs de G^, chacun des éléments a^ a^, ..., a,,
peut être obtenu à partir de l'ensemble B^= { & i , 62? • • . » b,,\ en effectuant un
nombre fini d'opérations de deux types. L'opération du premier type consiste
à remplacer un élément c dans l'ensemble considéré de générateurs de G^ par
son inverse c~1. L'opération du second type consiste à remplacer un élément
quelconque c de l'ensemble considéré par/c ou par c/, /étant une composition
finie quelconque d'éléments ^c du système envisagé de générateurs de G*.
Or il est clair que si un ensemble B = { & i , b^, . . ., b^\ formé de n éléments
de G* comprend parmi ses éléments l'élément a, par application finie des deux
procédés que nous venons de décrire, il est impossible d'en déduire au moins
un des éléments a^ a^, . . ., a^ et, par suite, l'ensemble B ne saurait être géné-
rateur de G*, ce qui démontre que a ne saurait faire partie d'aucun ensemble
formé den éléments générateurs de G* et, par suite, qu'il n'est pas libre. N'étant
pas libre dans G*, il ne saurait également pas être libre dans G.

Remarque 22. — Soit G un groupe libre engendré par un ensemble A d'élé-
ments générateurs libres. Soit A^ un sous-ensemble propre de A et soit G* le
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groupe libre qu'il engendre. Soit B un second système d'éléments générateurs
libres de G. Chaque élément de A* peut être obtenu par composition finie
d'éléments de J5, mais l'ensemble d'éléments de B nécessaire à former, par
composition finie, tous les éléments de A*, peut être de puissance supérieure
à celle de A. Il peut même se confondre avec l'ensemble B tout entier. En voici un
exemple. Soit G le groupe libre engendré par les cinq élémen ts libres de l'ensemble
A = { ûi, a^ û3, a^ ûg }, soit A*= { ^ , a^ a.,} et soit B= {b^ 63, 63, b^ 65},
ou

b.l=a6a^, ~ . b^=a\a^ b^==a^a,,, b,,=.a^a^ b^-==.a\a^.

L'ensemble B ne contient aucun sous-ensemble formé de trois éléments géné-
rateurs du groupe G* engendré par A\ On a -

b^b7^=a^ a^bi=a^, a^'6 b^= a^ b^h^z^cï:, et a^br,=as.

Pour obtenir par composition finie les trois éléments de A* à partir de B, il faut
utiliser les cinq éléments de B.

L'élément &i fait partie de G^ et c'est un élément libre de G*.

Remarque 23. — Soit G un groupe libre engendré par un ensemble A de
puissance m d'éléments générateurs libres. Alors l'ensemble des automor-
phismes extérieurs de G est de puissance ̂ a"1^ m. En effet, soit Ai un sous-
ensemble quelconque de A. Remplaçons dans A chaque élément de Ai par son
inverse. On obtient de nouveau un système A* d'éléments générateurs libres
de G. Faisons correspondre à tout élément a de A l'élément a*=a~1 si açAi,
ou l'élément a^=a si aç.A—Ai et faisons correspondre à toute composition
finie /(^i, ûa, . . ., a,^) d'éléments de G la même composition f{a\, a\, . . . . a^.)
des éléments correspondants de A*. Cette correspondance est un automorphisme
extérieur de G et à deux sous-ensembles différents de A correspondent ainsi
deux automorphismes distincts de G. L'ensemble des automorphismes extérieurs
du groupe G est donc bien de puissance supérieure à m.

c. Q. F. D.

Remarque 24. — Soit G un groupe libre engendré par un ensemble A d'élé-
ments générateurs libres, de puissance m. Il existe alors un ensemble de
puissance 2w^>m de sous-groupes propres de G qui sont hoioédriquement
isomorphes au groupe G. En effet, soit Ai un sous-ensemble quelconque de A.
Faisons correspondre atout élément a^ de Ai un entier m^ ̂  o, +i, — i ,
mais à part cela quelconque et remplaçons dans l'ensemble A tout élément ûi
de Ai par l'élément a^i. Soit A'*' l'ensemble ainsi obtenu à partir de A et soit G^
le groupe qu'il engendre. G est le produit libre des groupes cycliques engen-
drés par les éléments de A alors que G^ est le produit libre des groupes cycliques
engendrés par les éléments de A\ G^ est un sous-groupe propre de G, puisque
aucun élément de l'ensemble Ai contenu dans G ne fait partie de G^. Or les
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groupes G et G^ sont (hoioédriquement) isomorphes. Pour établir un isomor-
phisme entre ces deux groupes libres, il suffit de faire correspondre à tout
élément a^ de Ai l'élément a^ de A*, à tout élément a de A — Ai le même élé-
ment a de A*, et à toute composition finie d'éléments de A la même composition
des éléments correspondants de A*. Et comme à deux sous-ensembles dis-
tincts Ai et As de l'ensemble A correspondent deux sous-groupes propres
distincts G^ etG^ de G, notre assertion est démontrée.

Généralisations.

III. Soit G un groupe libre engendré par un ensemble A fini ou infini,
d'éléments générateurs libres. Soit A* un sous-ensemble propre quelconque
(fini ou infini) de A et soit n un entier ̂  2. On peut répartir les éléments de G
en classes M^f a } comme suit. Soit c un élément quelconque du groupe G,

V ^ a / a e A * 1 -1 o r ?

soit lia son degré par rapport à l'élément a de A^ et soit \a le nombre de la
suite o, i, . . ., n— i qui satisfait la congruence iia= Xa(mod/î), quel que soit
<?eA\ Nous dirons que c fait partie de la classe M^f a } • On répartit ainsi

\^a/ae^

tous les éléments de G en classes d'équivalence disjointes deux à deux, dont
chacune est infinie et contient avec tout élément c de G la classe entière des
éléments de G conjugués à c. Si l'on appelle produit de deux telles classes
MW ( a } et MW ( a \ l'ensemble des éléments de G de la forme bc,

\^a/açA.is \lJ'a/açA.*

bçMwf") , cçM^f"} ,
\Aa / ttÇA* \ ^-a / açA*

on démontre sans peine que

M ^ f ) M-)f a ) =M^(a}
\ ^a 1rtÇA* \ P-a /«eA* \ v a J aç,^

où Va désigne l'élément de la suite o, i , . . .. n — i qui satisfait la congruence

Va==^a-^-^a (moàn),

quel que soit^eA\
Avec cette loi de composition, les classes M^f.) forment un groupe

\^a/açA.i'

abélien T^ dont l'élément neutre est la classe nulle M ^ f ) ? l'inverse de
\0/^A*

la classe M ^ f . ^ ) étant la classe M^f a. ) • Les ffroupes r^* sont
\^a/açA* \^—Âa/aeA*

également associés au groupe libre G et permettent de déceler de nombreux
sous-groupes invariants de G. La plupart des résultats établis pour les
groupes FW subsistent pour les groupes D^*, mais les classes M ^ f a \ n'ont

\^a)aç.kiç
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plus un caractère intrinsèque et la classe nulle M ^ t ) peut contenir des
éléments libres de G.

/ aç^

IV. Soit G un groupe libre engendré par un ensemble A (fini ou infini)
d'éléments générateurs libres. Faisons correspondre à tout élément a de A un
entier ̂ ^ 2. Soit c un élément quelconque de G, soit u^ son degré par rapport
à l'élément a de A et soit \a le nombre de la suite o, i, . . . , n^—i qui
satisfait la congruence )^=^(mod/^) quel que soit açA. Nous dirons que
l'élément c fait partie de la classe M^'f a } ' On répartit ainsi les éléments

\^ajaç.\

de G en classes disjointes, dont chacune est infinie et contient avec tout
élément c de G la classe entière des éléments de G conjugués à c. Appelons

produit de deux classes Mi{ï^a}(a} et M^( a\ l'ensemble des éléments
. V^AÇA \^/6€A

de G de la forme bc,
7 ^ ^ / f < ^ ^ \ / a \ Tl ̂  // ' / a \bçM^'H , cçM'^'(

\^a/nG\ \lJ'a/^ç\

On a
M W a } MM ( a \ =MW a } ,

\ /a / fl€A \ P-a / nç\ \va/ aç.^

où Va est le nombre de la suite o, i, . . ., n^— i qui satisfait la congruence

Va = ̂ a + [^a ( Hiod n^ ) ,

quel que soit a e A. Avec cette loi de composition les classes M^ ( a } forment
\^a/nç\

un groupe abélien F^ qui est également associé au groupe libre G, dont

Félément neutre est la classe nulle M^ ( a } ? Finverse d'une classe M^'"' ( a }
\°A<€A \^a/nG\

étant la classe M^l ' a . ) • Les groupes T^ possèdent des propriétés
\ria— Ar t / r tGA CJ 1 1 i l

analogues à celles des groupes P^ et permettent à leur tour de déceler de
nombreux sous-groupes invariants du groupe libre G. Mais les classes
M^f a } n'ont pas un caractère intrinsèque et la classe nulle M ^ f )VaAeA r l \oAeA
contient des éléments libres de G.

Si, au lieu de A, on considère un sous-ensemble quelconque A^deA et si l'on
fait correspondre à tout élément a de A* un entier ̂ ^2, cet entier pouvant
varier d'un élément à l'autre de A*, en employant les mêmes notations que
ci-dessus, on peut répartir les éléments de G en classes M^'" ( a \ disjointes

\^a]aç.^ "

deux à deux dont chacune contient avec tout élément c de G la classe entière
des éléments de G conjuguée à c et l'on peut définir pour ces classes une loi de
composition commutative et associative qui conduit à de nouveaux groupes
abéliens associés au groupe G.
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V. Soit ( / u n groupe libre non cyclique, engendré par un ensemble A (fini
ou infini) d'éléments générateurs libres. Soit n un entier ̂ 2, soit t un entier
fixe ̂ .2, mais non supérieur au nombre d'éléments de 4, soit c un élément
quelconque du groupe G, soit A / = { ^ i , a^ . . ., a^ un système quelconque
formé de t éléments distincts de A, soit ̂  le degré de c par rapport à l'ensemble
des éléments de A^ et soit X^ le nombre de la suite o, i, . . ., n — i qui satisfait

la congruence X^=^(mod^). Nous dirons que c est de classe M^f A ^
V ^ A t / A t C A

On répartit ainsi à nouveau l'ensemble des éléments de G en classes d'équiva-
lence, disjointes deux à deux, dont chacune est infinie et contient, avec tout
élément c de G la classe entière des éléments de G conjugués à c. Appelons
produit de deux classes M ^ f ^ 7 ) et M ^ l ^ l'ensemble des éléments

\ / . » / t / - t \ UL » / t .̂  * •^A/A/C.V V^WA/CA
de G de la forme bc,

b ç M ^ ( A l } et cçM^( A/ ) . .
U^/A^.V \^A,/A<CA

On a

M ^ f ^ ) iW^ ^'iW^ ,
\ ÂA. /AtCA \ ^A( /A^CA \ ^A,/A(CA

où VA, est le nombre de la suite o, i, . . ., n — i qui satisfait la congruence

VA, == ^A( + ̂  ( mod n )

quel que soit le système A^ formé de t éléments distincts de A. Avec cette loi de
composition, les classes M ^ f , ' ) forment à leur tour un groupe abélien F-^

K^A. /A .CA 0 r /

dont l'élément neutre est la classe nulle M^f ) - E n faisant varier n et t,
\ ° ACA

on associe ainsi au groupe libre G encore une infinité de groupes abéliens qui
permettent de déceler de nombreux sous-groupes invariants de G. Ici encore
les classes M^^ . l } n'ont pas un caractère intrinsèque et la classe nulle

V^WAtCA "

M^f . l } peut contenir des éléments libres de G.
\ A A , / A ( C A 1

En prenant, au lieu de A un sous-ensemble propre quelconque A* de A, on
peut encore répartir d'une infinité de façons en classes d'équivalences les
éléments de G en se donnant un entier fixe quelconque ̂ ^2 et en considérant
le degré de tout élément c de G par rapport aux systèmes de t éléments de A*.
Chacune de ces classes contient, avec tout élément c de G la classe entière des
éléments de G conjugués à c et l'on peut définir pour ces nouvelles classes une
loi de composition commutative et associative qui conduit à un nouvel ensemble
de groupes abéliens associés à G.

Tous ces groupes abéliens sont intimement liés à la structure d'un groupe
Ann. Éc. Norm., (3) , LXXVL — FASC. 1. 8
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libre, ils permettent de déceler une infinité indénombrable de sous-groupes
invariants dans tout groupe libre engendré par un ensemble infini A d'éléments
générateurs libres, ils facilitent la recherche des éléments libres de G et ils
permettent d'établir l'existence de classes très étendues d'éléments non libres.


