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SUR LA

REPARTITION DES SOMMETS

D’UNE

LIGNE POLYGONALE REGULIERE NON FERMEE

Par M. Rocer DESCOMBES.

Introduction.

Ce Mémoire est consacré a la démonstration du théoréme suivant :

Tutorime. — St £ est un nombre réel irrationnel et 1, un nombre réel quelconque,
¢ étant un nombre strictement positf arbitraire :

a. 1l existe une infinité de couples d’entiers (u, v), avec ¢ > o, tels que

. I
Plve—u—n| < e
)

e

I 2 LI . ; .
la constante NG ne pouvant étre diminuée pour les couples (&, 1) équivalents (en un
5

sens qui sera défini a la fin de I'énoncé du théoréme) ¢

(150

b. st le couple (£, 1) est différent de ces couples particuliers, il existe une infi-
nité de couples d’entiers (u, v) avec v > o, tels que

i

28 V7

la constante

ne pouvant étre diminuce pour les couples (%, 1) équivalents a

7=V7 1.
I[; I/|. !

Ann. Ec. Norm., (3), LXXIIL. — Fasc. 3. 36



284 ROGER DESCOMBES.

c. stle couple (%, 1)) est différent a la fois des couples particuliers de a et des
couples particuliers de b, il existe une infinité de couples d’entiers (u, v), avec ¢ > o,
tels que

vlel—u—rn|< _+s,

NE

la constante \/Lg ne pouvant étre diminuée pour les couples (Z, ) équivalents a
(V2, 0);

d. sile couple (%, 1)) est différent des couples particuliers de a, b et c, il existe
une infinité de couples d’entiers (u, ¢) avec ¢ > o, tels que

vlw-—u—n\<

la constante ——2— ne pouvant étre diminuée pour les couples (&, 1) équivalents a

3\/010
22) — \/d10 1 ).
—7 0 — ]’
2 340 90

e. st le couple (&, ) est différent de tous les couples particuliers précédents, il
existe une infinité de couples d’entiers (u, ¢) avec ¢ > o, tels que

o 37
ol —u—n|<—t=+z¢

37 . s . ,
la constante ——— ne pouvant étre diminuée pour les couples (&, ) équivalents a
10\/110
(15— 110 1 .
( 10 TYA

/. a tout entier r au moins égal a 1 on peut associer un couple (%, n,) et une
constante y, (qui seront précisés ci-dessous) tels que, si le couple (Z, 1) n’est équi-
valent @ aucun des couples particuliers de a, b, c, d et e, et en outre, pour r > 2,
a aucun des couples (&1, 1) (a » 2, ..., r—1), alors il existe une infinité
de couples d’entiers (u, v) avec v > o, tels que

. I
plve—u—mn|<<— +g
Yr
1 A .- - . - v
la constante — ne pouvant étre diminuée pour les couples (&, ) équicalents a (,,7,);
[

g st le couple (&, 1) est différent de tous les couples particuliers précédents, il
existe une infinité de couples d’entiers (u, v) avec v > o, tels que

773 868 — 28 347 \/010
R 77
plvi—u—mnl<< 366 75
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la constante - — 773 868 — ‘28 {47 V1o
Y 366 795

pour une infinité continue de couples (%, 1)).

.. 1 . e,
» limite des —» ne pouvant élre diminuée
n

i ]

L’énoncé de ce théoréme doit étre ainsi complété

DirNirion. — Les couples (2, 1)) et (&', 1) sont dits équivalents, ce qui sera noté
(Zn) ~ (257,
sil existe six entiers rationnels A, B, G, D, E, F, avec AD — BC =41, tels que

L AZB . (AD—BC)7, | Ei ¥

= e = > T T :: ) .
CZ 1D i Ci+D C:+D’ Gz D>0

On vérifie aisément qu’il s’agit bien la d’une relation d’équivalence.

VALEURS DE &, 7, Y- — Introduisons la suite récurrente |s,| définie par les
formules

Sy 0, S =1, Spo1 == 0428, — S,
et posons, pour r entier au moins égal a 1
Ap =148 — 20758, B, =35+ 398s,, Cr=98001 — 1448, D,=2s,,,+ 223s,,

et en outre, pour p entier positif :

M., ==s,.1 2075, Nojy =118, +73s,,
A,, =78, + 263s,, Oap =8y —+358,;
M., =235, + 8s,, Ny ==1898 ), 4+ 25,
A, =1278,.4+ 85, Dopr = 348,41 —+ 25,

On a alors
A+ D—o=u9)9,

et

| Y N

S D)+ VA (B 5 2)
G,

o 8Af\A,(),(A,a,+ ?)
" CNZ+ (A —D,)M.N,— B,M2’

M,.% -+ N,
2,

’ Ty —=

SNV

7

En particulier
_doa+4 V32 385 B
By
2.35,+189, - 7992, -+ 6 037
s 8114 !
12102 /32 385 16298 V(2340 8go)*—1

772 841 2 13 379 443 561

1632 498 + /(2340 890 )2 — 1
2565819 ’

L=
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Remarque. — Les valeurs numeériques des inverses des constantes figurant
dans les seconds membres des inégalités de ce théoréme sont

V5 =2,236...,
28\/;:9,743 .
27
V8=12,8284...,
L/I:) \/:)I()_Tl,8307 ,
359
10 )110 L8346,
7

Y17= ‘278:‘58 ()4 cey
va= 1,839 998 23. ..,

v =1,8392788)....

D autre part, on peut remplacer ¢ par zéro au second membre des inégalités
de ce théoréeme, au moins dans les cas a et ¢; ce détail ne sera pas étudié ici.

*
X ¥

L’énonceé a est du 4 Khintchine (Math. Ann., t. 111, 1935, p. 631-637), les
nombres exceptionnels correspondants étant connus depuis longtemps, de
méme que les nombres exceptionnels de ¢. (Voiur les références par exemple
dans Koksma, Diophantische Approximationen, ou dans ma thése citée plus loin.)

L’énoncé b est du a J. W. S. Cassels (Math. Ann., t. 127, 1954, p. 288-304)
qui ajoute la précision suivante, contenue dans c :

« sile couple (&, v) est différent des couples particuliers de a et de b, alors
il existe une infinité de couples d’entiers (u, ¢) avec ¢ > o, tels que

vlvg—u,——‘r;[<é+s».

Les nombres exceptionnels de e ont ¢té signalés dés 1952 [ R. Descompes et
G. Porrov, Sur certains problémes d’approximation (C. R. Acad. Sc., t. 234,
1952, p. 581-383 et 1522-1524); voir aussi ma thése : Etwude diophantienne de
certaines formes linéaires non homogénes. .. (Bull. Soc. Math. Ir., t. 82, 1954,
p- 197-299, notamment p. 297 |.

L’étude des couples (%, o) a ét¢ faite ala fin du siécle dernier (voir Koksya),
et reste valable pour ceux qui leur sont équivalents, qui sont de la forme
(2. MZ'+ N) avec M et N entiers. Il est facile de démontrer par exemple (voir
p. 303) qu'il existe une infinité de couples d’entiers (u, ¢) avec ¢ ~> o, tels que

7 L

s yz | - J—
elel —u| < = ——
B '™ %o 2,8). ..
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quel que soit I'irrationnel £, non équivalent (au sens habituel) & ’5(1 +/5) ni

i /2. Ainsi, moyennant ce résultat classique de Korkine et Zolotareff, il suffit
de s’occuper du cas ou v n’est pas fonction linéaire de Z a coefficients entiers:
c¢’est par exemple ce que fait Cassels.

Il nous sera commode de substituer a I'énoncé initial du théoréme un énoncé
¢quivalent sur les constantes d’ approximation des couples (£. 1), définies comme
suit.

Désignons la limite inférieure

lime ez —w—m],
ot « décrit les entiers et ¢ les entiers strictement positifs, par £(Z, 7), et son
inverse par ¢( 2, 1). Le théoréme précédent donne la plus petite valeur d’accumu-
lation ~ des constantes d’approximation c(%, 1) et la liste de celles qui lui sont
in férieures.

La méthode que nous suivrons pour établir ce théoréme (pour le cas ou 7
n’est pas fonction linéaire de % a coefficients entiers) utilise un ingénieux mode
de développement du & Cassels, qui généralise au cas non homogéne le dévelop-
pement classique en fraction continue. Ce développement fournit en fait, comme
le montrera la proposition 7, les couples (u, ¢) de meilleure approximation. On
voudra bien nous excuser d’avoir repris, pour donner un exposé complet, une
partie de 'article cité de Cassels, avec des modifications mineures.

Je remercie amicalement M. G. Poitou de I'aide qu’il m’a apportée pendant
I'élaboration de ce Mémoire.

I. — Etude de l'algorithme.

1. RAPPEL DE LA THEORIE DES FRACTIONS CONTINUES. Soit £ un nombre réel irra-

tionnel de signe quelconque, et %”(n =—1,0,1,2,...) lasuite des réduites du
. n

développement de Z en fraction continue, rangées dans l'ordre des |2 — p,|

, . Ly . e e . - 1 ..
décroissants, en commencant par la réduite préliminaire = = o» suivie
—1
D y - . . } . L
de % = —oua,=[Z][partie entiére (') de £]. Comme on sait, une propriété
0 -
fondamentale des réduites s’exprime ainsi :
Proposition 1. — Si les entiers p et q ne sont pas tous deux nuls,

lgz—p <lqi—pul  entraine |q|=q...

.

(') Nous entendons par partie entiére de = le plus grand entier au plus égal & £, quel que soit le
signe de %.
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Il en résulte que
(1.1) lim [ g(qz—p)|=lim|q, (g2 —pa) (n—>o0),

la limite inférieure du premier membre étant prise pour tous les couples
d’entiers (p, q) avec ¢ £ 0, ou, ce qui revient au méme, ¢ > o.
Posant ¢, = ¢,Z — p,, on a

1.2) . (—1)e,>o0
et

Entfn— — En—aqn=Pu1qun—Pudn 1= (_ [)”;
de plus

(13) P = pnaPn—+ Pn—y Gnst = s Y+ Gn—rs

. . .. N
ou les entiers a,, tous strictement positifs pour n>>1, sont, avec a,, les quo-
tients incomplets de %, ce qu'on note

1.4) S=(ay w4 oty ..y .l
De (1.3) on déduit pour n>>0, ¢4 >-¢,—+ ... Supposons alors que le couple
d’entiers (p, q) soit tel que gZ— p soit compris entre ¢, et ¢,_, avec ¢ > o,

done g >~ ¢,. En tenant compte de (1.2)on voit qu’on a toujours au moins I'une
des deux éventualités suivantes :

— ou bien
bz —pl <z, ot (prop. 1) UG >Gut Iy 13
— ou hien
(¢ = quer)e (P — Pu—t) | <&y, d'on L — quy | = 4 el I == s
Ainsi la proposition 1 entraine la
Prorosrrion 1 bis. — Si le couple d’entiers (p, q) avec q > o, est tel que g5 — p
S0t compris entre ¢, et ¢,_,, On a
9=9n+ Gn—r-

En introduisant enfin les quantités

Py — I 7_""2§—p" L oy iy,
En—1 In—1¢ — Pn- In
on a
(1.3) x>, —1<y,<o0 (sauf y, = o et, peut-étre, y,=—=—1),
1.6) R — ;, Vo = ! N a, =z, ];
X, — a, Vi— ay,

d’ou, avec la notation (1.4)

Xy ==ty Upyy o n) (n>1),

Ya==— (0 Myq My v (1)) (n>x2)
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et
(="
—_— = — Y1
Tnin n-+1 Y
D’aprés (1.1), on en déduit
. . I
(1.7) Im|g(qz—p)|= ——
X lim (z,— y.)
N>+ 2
2. ConstrRUCTION D'UN ALGORITHME. — Cies résultats étant rappelés, nous allons

choisir, parmi 'ensemble de tous les couples d’entiers (u, ¢)(v >o0), deux
suites récurrentes de couples (u,, v,) et (u,, ¢,) qui seront telles que

n’

/‘1(;:.’ f‘) == li“l l\]il](",l l ‘YII:E — U,— 1 L V:l l "’,,2 - ll/,” — 1 !‘)
N>+ %

Nous supposerons d’abord qu’il n’existe aucun couple d’entiers (M, N) tel que
MEZ+ N —v;=o. En posant par définition

On=— Vn."; — Uy, — 1,
la suite { (u,, ¢,)| est caractérisée par la proposition suivante :

Prorositiox 2. — Pour tout n>> o, il existe un couple d’entiers (u,, ¢,) et un
seul tel que :

ou bien

(cin) 0 <0, qu, usec o < %—1 <1,
ou bien

() <L ut quy avee 0 <<y

pourvu qu'il n'existe pas d’entiers M, N tels que M§ + N — v =o.
Démontrons par 'absurde I'unicité du couple (uy, ¢,).

— §'il existait deux couples solutions de &,, on en déduirait par différence
un couple (u, ¢) satisfaisant aux conditions

00 < {u [0 —u| <ep,

ce qui, sauf pour u = ¢ =o, contredit la proposition 1.

— S'il existait deux couples solutions de @3, on en déduirait par différence
un couple (u, ¢) satisfaisant aux conditions

0é"<7/1~|7 i‘)g‘—“‘\<5m

ce qui, sauf pour = ¢ =o, contredit la proposition 1.
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— Sil existait un couple solution de &, et un couple solution de @3,, on en
déduirait par différence un couple satisfaisant aux conditions (écrites, pour
fixer les idées, en supposant n impair)

0<‘)<(//L+(]Il'l7 5/1<"5“”<£n»|;
ce qui contredit la proposition 1 bis.
Démontrons par récurrence 'existence de (u,, ¢,).

Pour n=o, les conditions imposées a ¢, par @3, sont contradictoires. Au
contraire, &, admet la solution unique

Po==1, wy=1[%—mnl,
r > :
car £ — 7, n’est pas un entier.

— St l’on a €, posons
Des inégalités

on déduit

0, ..
o< = <@, d’on 0= by Z .

n ‘

De plus, «,., — E—ZE #£b,.,, sinon 7 serait de la forme MZ + N avec M et N entiers.
“n
Distinguons alors deux cas :
— sib,Fa,., ona

(8] < Cn -+ bu-H (/IL+ (/u l:é Y -+ (/lm—l - (///é (/IH—I

et
0 < Zpyy— on I/ fn I)”MEA"_‘“ Snt <1
En - &y
done le couple (w1, v, ) défini par les formules
(2.1) Upir = Uy~ Op 1 P+ Pty Crt = O+ Dpi Gu—+ G

satisfait aux conditions &, ;
— 8t b, ., = a,,,, le couple précédent devient
(2.2) Unger == Uy~ Ppovys Crat ==V G s
d’ou
P < Ot < Gn1+ Yu
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et

| e\ & on
0<}an+1"‘(xn+1_ )} =1+ — <I,

\ Dn Ent1 €nt1

donc le couple (u,.,, ¢,..) satisfait aux conditions @3,.,.

— St lon a @&, le couple (4,11, ¢,y ) défini par les formules
(2° 3) Upp)r — “n_p/n Cnt == Pn— (n

est tel que
0 < Vpy é GIn-1 < Y1
et ’

Pn‘_‘ En 1n-+-1
R E— <1
— & 1

1l satisfait donc aux conditions &, .

La proposition 2 est donc établie.

Remarque. — Le cas 33, n’intervient donc qu’encadré par &, et &, et il
implique, d’apres (2.2) et (2.3)

Uy = Up— Pp==Upy 1, Vit = ¥n—n="%n-1;
b \
d’ou
n—+1 Op 1
o <— PA —_ ~ <1;
Sn <n

on ne peut donc pas avoir une alternance indéfinie de cas € et de cas @ puisque g,
, [ . . . .

tend vers zéro avec 7 Comme @3,implique ¢,_,=¢,., et que &, implique ¢, >¢,,

il en résulte que

(2.4) hm ¢, =4 0.
n>-n

Formules de récurrence. — En posant

el

n

1

o Yn
(2.5) b1 == —> Spgy =
: qn

™

n

(d’Otl 0 < 51 << T ),

on peut traduire les résultats précédents par les formules suivantes :

— si &, , (cest-a-dire si o <t,~1; ou encore si b, < «a,_,, ou b, , non
défini) :
. Zpat 14 .
(26) _‘i = 'I/'/L‘— :/1_ b/n 'ﬂ :)'u - tn‘ b/n Oé bu: [xll— 5/1] éun;
Lpt D n1
— 81 B, , (¢est-a-dire si 1 < t,-~1—y,; ou encore b, ,=a, ,; ou encore

o<z, 1avec o< 5,,<1),

3 [
(2.7) el — s, L — g,

Xpin Yo

Ann. Ec. Norm., (3), LXXIII. — Fasc. 3. 37



202 ROGER DESCOMBES.

Ces formules permettent de proche en proche le calcul de z, et ¢,, en partant
de @, avee

.
S Skl Sk ) VPR
i—1E]

z

Compte tenu du fait que I'algorithme des fractions continues permet le calcul
de tous les quotients incomplets de & en posant par convention x,=£, on voit
qu’on peut encore utiliser celles des formules (2.6) qui ne contiennent pas les
lettres y et ¢, 4 partir de n = o, en faisant les conventions suivantes :

(2.8) xy=E  se=1, by=[L—mn]

Les formules (2.6), (2.7) et (2.8) permettent donc, une fois connu le déve-
loppement en fraction continue de &, de calculer les nombres s, ¢, et b,, donc
d’obtenir le développement du couple (Z, 1) selon I'algorithme qui vient d’étre
défini (), c’est-a-dire I'ensemble des couples (x,, z,), ou encore 'ensemble des
couplés d’entiers constitués par les a, et ceux des b, qui sont définis et associés
aux a,.

3. Cas ovy=ME+ N (M er N entiers). — Dans ce cas, la démonstration de
I'unicité du couple (u,, ¢,) reste valable; la démonstration de son existence
peut tomber en défaut, soit parce que le couple (u,, ¢,) n’est pas défini lorsque

£ —m est entier, soit parce que x,., — @ est égal a l'entier b,,, ceci lorsque
Sn

(v bn+19n+ Gn—1— M)?’: — (un—+ b11+1pn+pn—1+ N) = 0.

Si M o, ces éventualités ne se produisent pas; les formules (2.6) et (2.7)
sont donc toujours valables, & partir de x, =%, 3,=1), et I'algorithme s’applique
sans autre modification que la nullité éventuelle de z,. En fait, on vérifie aisé-
ment en se reportant 4 la définition de @, que pour les indices n tels que
g >— M, le couple

V= gn+ M, up=pp—N

est une solution de @,. D’aprés 'unicité, on a, pour tout indice » assez grand,
le cas @, avec
Prn= Eu, Spar—1, b,=a,—1 3

n+M
et lyr=— $n "

tend vers 1 quand » augmente indéfiniment.

Si M > o, soit n, la plus petite valeur (positive ou nulle) de l'indice n telle
que les formules (2.6) donnent z,,, = o. Le couple («,, ¢, ) ne peut alors étre
défini par les conditions @, ni @, . Nous poserons par convention

Up,— — N, (/‘,,0: M

(2) Cet algorithme est, & trés peu prés, celui de Cassels (¢f. I’Introduction).
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et pour n > n,,
Uy=—=— N ﬁ"]’//, V= ‘L\I‘ —+ []u'

Les formules (2.6) restent alors valables pour n>xn,, avece 5, ., = o, el. pour

n > n(H

Sy =1, b,—=a,—1 et lim ¢, ,=—1.
N>+ =

Réciproquement, si, dans le développement d'un couple (£, ) quelconque
les formules (2.6) entrainent I'égalité b, = a,— 1 a partir d’un certain rang, on
deduit de (1.6), a partir de ce rang

R b Ny o Sl
Ay Lyt e o o Ly ke
d’ou résulte immédiatement z, =1, donc z,=¢,, et, par suite, n=ME+ N
avec M et N entiers.

Donc les développements de ce type sont caractéristiques des couples (&, 1)

ou =M+ N, avec M et N entiers.

4. CoupLes rouivaLents. — Rappelons que les deux couples (&, 1) et (£, v')
sont dits ¢quivalents sl existe six entiers rationnels A, B, G, D, E, I tels que

AD —BC=—:z:==1, C:+D>o,
avec
A+ B e EZ+TF
A VES | CECELD Tean

-y

Il est aisé de vérifier, et ce point sera laissé au lecteur, que cette relation entre
couples est bien une relation d’équivalence.

Envisageons alors la correspondance hiunivoque entre couples d’entiers (u, +)
et («', ¢") définie par les formules

W' =Au-+Bv+e(AF + BE), ¢'= Cu+ D¢+ ¢(CF + DE).
Supposons que le couple (u, ¢) varie de maniére telle que ¢ augmente indéfini-
ment, et que ¢£ — u— v tende vers zéro; alors 'g tend vers £, et la condition

CZ+ D > o entraine que ¢ augmente indéfiniment. De plus, on vérifie que le
rapport de o' [ ¢/ — ' — /| a¢|vE —u—v| s écrit
Cu+ Dy 4+ c(CF - DE)_
(CE D) ;

il tend done vers 1; il en résulte que
lm o' | o' —u'— ' | =lime| 0L —u — 7|,
la premiére limite inférieure étant prise pour I'ensemble des couples (u/, ¢')

avec ¢ > o0, la seconde pour I'ensemble des couples (u, ¢) avee ¢ > 0. Nous
avons done établi :
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Prorosition 3. — St les couples (2, 1) et (2, 1)) sont équivalents, on a
k(z n) =k(Z, 1)

Etudions I'influence de I'équivalence des couples sur leurs développements.

Les formules (1.6), (2.6) et (2.7) montrent que, dans un développement
quelconque, les couples (x,, z,) et (2,4, 5,1 ) sont équivalents pour tout n >~o.
D’aprés (2.8), (x,, z,) est done équivalent a (&, n) lui-méme (sans qu’il soit néces-
saire de distinguer les couples exceptionnels étudiés au paragraphe 3). Si done
un autre couple (2, 1) admet le développement (x,, z,), et s'il existe deux
indices n et n’ tels que x, =, z,=z, (c'est-a-dire si les développements
des deux couples sont les mémes a partir d’un certam rang), alors les couples
(& m) et (&, ') sont équivalents.

Réciproquement, si les couples (%, 1) et (&, 1) sont équivalents, alors les
nombres £ et £’ sont équivalents au sens ordinaire de la théorie des fractions
continues, ce qui entraine, comme on sait, que leurs développements en fraction
continue sont identiques & partir d’un certain rang. D’autre part, il est clair que
si 'un des couples est du type exceptionnel étudié au paragraphe 3, 'autre
aussi; done deux circonstances seulement peuvent se produire

— ou bien on a =M%+ Netr/=M &'+ N, avec M, N, M’ et N’ entiers;
alors, en affectant d’accents les éléments relatifs au couple (&', 1), les égalités
b,=a,—1 et b,=a,—1 montrent que, puisque la suite des a, et celle des
a’, coincident a partir d'un certain rang (qui n’a d’ailleurs pas nécessairement
le méme numéro pour les deux suites), il en est de méme de la suite des
couples (a,, b,) et de la suite des couples (a,, b,,);

— ou bien 7 et v/ ne sont ni I'un ni 'autre de la forme précédente ; alors les
développements des deux couples (%, v) et (&, ") présentent chacun une infi-
nite de fois deux cas A consécutifs. Done il existe deux indices n et p tels que
x, =, (donc aussi @,.,= ,_, pour tout entier k positif) et qu’on ait a la fois
A,y et a

p—1°

Or, remarquons que 'hypothése qu'on a &,_, entraine que les entiers a, et
b du développement du couple (z,, z,) ne sont autres que les couples (a,,, b,.)
du développement de (&, 1) dont les indices sont au moins égaux a n, d’apres
les formules (2.6) et (2.8).

Posons donc
Z=w, =, H==5, H'=%,
et désignons par (X;, Z;) et (X}, Z,) les couples («, z) intervenant au rang / du
développement des couples (Z, H) et (£, H'). D’aprés la remarque précédente,
on a

r 7 ’
\/_~ 1/1,/_7 vy l*/.‘——— Shery /JA.:,:Z/”/_A.
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De plus, les couples (2, H) et (E, H'), respectivement équivalents a (%, 1) et 4
(&, 1"), sont équivalents, ce qui entraine
H=H+EZ+F (E, F entiers).
Quitte a échanger les roles, on peut supposer E > o.

Soit (U, V,) le st des couples d’entiers, dont I’existence est assurée par la
proposition 2, relatifs au couple initial (2, H), U'indice s étant choisi de telle
sorte que 1° on ait le cas &, et que 2° on ait I'inégalité V,™> E.

Alors le couple (U;, V,) défini par les relations

Vi=V,— 1, U,=U+F
satisfait aux conditions @, pour le couple initial (2, H'), et F'on a

VI U, —H=V,Z2—U H,

done Z,,,=1Z,.,, donc les développements de (E, H) et de (£, H') sont des lors |
identiques, c¢’est-a-dire que les développements de (&, v), & partir du rang
n—+s—+1, et de (&, v), a partir du rang p + s + 1, sont identiques.

Nous avons donc établi la proposition suivante :

Provosition 4. — Les couples (&, 1) équivalents sont caractérisés par le fait que
leurs développements coincident & partir d'un certain rang.

M:i—+ N .
—C'S+—l—, avec M, N

et S entiers; il estloisible de les supposer premiers entre eux dans leur ensemble,
et nous le ferons désormais.

SiS=r1, on avu que 3, reste ¢gal & 1 & partir d'un certain rang.

Ecartons dorénavant ce cas, et supposons qu’on ait I'égalite

5. DEVELOPPEMENTS PERIODIQUES. — Supposons (u’on ait v =

_ M,z,+ N,

Sp= S (M, N,, S, entiers premiers enlre eux).
n

Si la formule (2.6) est valable, on trouve
‘ (Sn“_l\/ln)w/z_Nn,z ((SH*MH)U/,—-‘N ‘ Sn’— i\ln

Spep1 == Xt { S” 5 —b,= ( q - b, j Zpy1 g

P o

K

s . .
¢’ est-a-dire
i‘\_/lll+l L N

3 1=
i SY[+|

o M.y, N,iy et S, sont des entiers premiers entre cux veérifiant I'égalité
Sll+1 — Sn'
Si la formule (2.7) est valable, on trouve

- . / M, », + N/l . )ln oy~ N/I. . . M,
St == L ( =g )=\ s )J'u—-;—l g
n D

~n

avec une conclusion analogue.
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Les dénominateurs sont done, en fait, tous égaux a S, puisque z,= 1.
Or la relation précédente entre x, et 5, existe aussi, sous une forme approchée,
entre y, et z,; car si I'on pose

Mn)/n -+ Nu _
"_S—‘_‘ - tn— Tuy

on voit par les mémes formules que précédemment que <, =—y,.1%,, donc
7, tend vers zéro quand n augmente indéfiniment.
s \ L L
D’aprés le paragraphe 2, on a les inégalités

Nl l/‘yn -+ [\ I

M,x,+ N, .
e Hj = S — <1— Yu -+ T,

0 << S

< &y, 0 <
qui, lorsque S et «, sont fixés, y, rvestant compris dans un intervalle assez
petit, et = étant assez grand pour que <, soit négligeable, ne laissent a M, et N,,,
ainsi par suite qu’a 5,, qu'un nombre fini de valeurs possibles.

Si £ est quadratique, la suite des x, est périodique i partir d'un certain rang,
d’apres le résultat bien connu de Lagrange, et les y, tendent vers un nombre
fini de valeurs limites. D’aprés la remarque précédente, il existe alors une
constante R telle que, i chaque valeur de x, (n assez grand), correspondent au
plus R valeurs possibles pour z,; done il existe certainement, parmi les termes
dont I'indice différe de » d’un multiple de la période de la suite des x; deux
termes avec le méme z et présentant le méme cas &L ou 03 au rang précédent; si
c’est un cas @3, on décalera d’un rang pour retrouver un cas @ et des (2, z)
encore égaux d’apres (2.7); comme, dans le cas A, la donnée de et de z,
détermine entiérement la suite du développement, la suite (z,, z,) sera pério-
dique a partir de ce terme, ainsi que la suite des couples (a,, b,) (y compris
pour les valeurs de » pour lesquelles b, n’est pas défini).

Réciproquement, si la suite des (2, 5,) est périodique a partir d'un certain
rang, & est quadratique, et, en raison de I'équivalence des couples (@, 5,) et
(2, 5,), on aura, en choisissant les indices n et ' de différence un multiple de
la période, x,= x, et 5,= z,, et les égalités

- Aux,+ B o g3, Ex,+F
T Cr D T Cap+ D Ca,+ D
avec A, B, G, D, K, F entiers et AD — BC=:z=-+1.

ne s, est dans le corps quadrati engendré par @, et, d’apres 'équiva-
Do est d le corps quadratique engendré par . et, d'apres 'équiva
lence des couples (&, ) et (x,, 5,), 7 lui-méme est dans le corps de x,, c¢’est-
\ [} [}
. qe . M: 4+ N ! . .
a-dire dans le corps de Z, donc de la forme —g— avee M, N, S entiers.
Nous avons done établi la proposition suivante :

PropositioN 5. — La périodicité a partir d'un certain rang des couples (x,, z,)
caractérise les couples (&, 1) de deuzx nombres d’'un méme corps quadratique.

Bien entendu, £ est, comme toujours, supposé irrationnel.
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6. PROPRIETES D’APPROXIMATION DE L’ALGORITHME. — Dans le cas ounp=MEZ + N
(M, N entiers) le couple (&, 1) est équivalent a (&, o) et 'on a, d’aprés (1.1)
lime [¢f —u—un|=lim g,| (g2 + M) — (pr—N) —ME —N|

ny>+ »
> N . . v,
c’est-a-dire, puisque ¢,=¢,+ M et u,= p,— N, et que - tend vers 1,
n

(6.1) - k(Zyn)=lim ¢,| 0,2 — t,— 7|
n>-+ =

En supposant désormais que v n’est pas de la forme exceptionnelle précé-
dente, nous allons établir une formule analogue en comparant 'ensemble des
couples d’entiers (u, ¢) avec ¢ > o0, a l'ensemble des couples (u,, v,) définis a la
proposition 2.

Etant donné un couple d’entiers (u, ¢) et un indice n quelconque >~ o0, on
peut, puisque p, 4 q,— pPuqn-=(—1)", définir des nombres, a«,, 3,, «, § par
les égalités '

Uy~ 1 == APt ~+ BuPus 0= 0Py BPus
0= nn1—+ Budu, $=0qy 1+ Bqn-
En laissant u, et v, fixes, on obtient ainsi tous les couples d’entiers (u, ¢) en
donnant & («, §) tous les couples de valeurs définis par

o= a,, 5=3, (mod1).

Posons
& — op=7, B—@Bu=s (r, s entiers)

et étudions, pour » fixé, les couples (u, ¢) satisfaisant i
(6'2) / qﬂ<‘)éqn+l~

Nous supposons pour commencer que le cas X, alieu. Alorso < ¢v,=q,; et (6.2)
entraine

(6~3) 0 7rqn+S¢h=9— 0, < Gui1,
¢’est-a-dire
(6.4) 08— IYnsr << ppt — Ynosa-

D’autre part, comme ¢, et g, ne sont pas nuls, on a, en posant p =¢& — u —,,

ol (o 1=

Yn | Pn l Ui

'y — S

Znt

. . .9 ;. N .
Le premier terme du second membre, égal & est supérieur 4 15 examinons
n

le second terme, en tenant compte du fait que 7 et s ne peuvent, d’apres (6.3),
étre tous les deux négatifs ou nuls. Distinguons trois cas, suivant les valeurs
de r.
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— Si 7 est négatif ou nul, et, par suite, s positif, le second terme est supérieur
a1, etlonadonc

vlel>vnlpnl

— St r est au moins égal d 2, lesinégalités .., >z,., et (6. 4) entrainent (dans
les lignes qui suivent nous omettons I'indice » 41 pour x, y, a, tet 5) :

rx:—-s s r(x—y)_—(a——-y)

< b

x—y

—1> (r—ru) —1> o0,

d’ou o

¢ §—r rr —sSs
| el (i)t ),

ulpul t 5
Le second membre est un trinome du second degré en s lorsque @, y, ¢, z et r
restent fixes. Les valeurs de s compatibles avec (6.4) sont encadrées par les
racines de ce trinome, donc celui-ci prend pour ces valeurs de s des valeurs
positives et au moins égales a la plus petite des deux valeurs qu’il prend pour
les valeurs extrémes permises a s, ¢’est-d-dire, pour s=ry et s=a—+ (r—r1)y.

Or, pour s=ry, on a

vlo] :r(fv—y)_l>2~zc_—_y_l>l.

V| Ol F4 5

Pours=a—+(r—1)y, ona
= P Gna (@ (r— 1))@= Vu+ Cprqn—+ ne1 == $por =+ (tpos — Opir) Qs
qui est au moins égal a v,.,, tandis que
P ={pn+ Iy 1+ (a+ (r— 1)y )en=0n-+ tbysien—+ n = (I —1) (n 14 Y en)s
d’ou
p=prat+{a—b—(r—1)(z—y)}en

Dé r—i1xx1 et@x—y >a— b, on déduit que le coefficient de ¢, dans cette
derniére égalité, est négatif; comme ¢,., et — ¢, ont le méme signe, il s’ensuit
que [o| >]puie|- Donc alors ¢| ¢ | est supérieur a ¢, | 2ns1 |-
Atnst, r > 2 implique
( VI p | > min("n[ Only ¥ni I Pn1 [)-
— Si rest égal a 1, les entiers s compatibles avec (6.4) sont ceux tels que
0L <My
Comme la quantité 2 — s — =z (nous omettons encore les indices n 1) change
de signe quand on passe de s=05 a s => -1, I'expression
/

Yn [ Pn I o t 5
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prend pour chaque entier s compatible avec (6.4) une valeur au moins égale a
la plus petite de celles qui correspondent as =0, s=bets=0b—+1.
Or, pourr=1ets=0b,.,;0na
U=ty + Op1Prn+ Prn1= Upy1’ et, de méme, = Vpi1-
Pour r =1 et s= o, nous poserons
(6.5) U= Uy~ Proa = U, =0t G =0, p,=v,k—w,—mn.

Pourr=1ets=b,.,+1, onadonc, daprés (6.5)

Ainst, r =1 implique
ool =min(0ur | parr |y 0l P ls Kher [ Phss -
En résumé, les inégalités
0<v,Zq, (signifiant: cas@,) et Pn<< ¥ Z Gnia
entrainent
olpl=min(en|pnls ¢ pnls Pnsr | Prrr s Oss [P |)-

Supposons maintenant que c’est le cas 03, qui a lieu. On a done, par hypothése,
Gn < 9YnZ Gn-+ Gn— et Vpt == Vn—1 == V», — qn-
L’inégalité
gn <<V = Gusi
entraine
= G <P Qu1 = SGn="9 — V0 < qn+1— Gny
¢’ est-a-dire

(6‘6) )"n—i—l < §— r,)'n-H < d/H—l _)//1+| — 1.

Par suite, 7 et s ne peuvent étre simultanément négatifs ou nuls sans étre tous
deux nuls. De plus, on a les inégalités

© > q,> anqé V-1 = ¥nt1-
Comparons les nombres
P=pPnt+Trép a1+ S, et Pr+1=Pn— En

en distinguant trois cas, suivant la valeur de r.

— Si r est négatif, alors s > o, et les trois termes de la somme constituant p
ont le méme signe. On a donc

IP[>[PH+EHI>]P;H—1|-
— St r est aumoins égal a 1, on a, d’aprés (6.6)

s<a—+(r—1)y—r,
Ann. Ec. Norm., (3), LXXIII. — Fasc. 3. 38
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d’ou, en supposant par exemple, » impair, donc ¢,< o0 et ¢,., >0,
p>0p e+ (a+ (r—r1)y— 1)5,l:]p,l+1 + epgt — (r—1) (X — ¥)en> P

et I'inégalité | o| > | onra | reste évidemment valable si » est pair.

— St enfin r est nul, on a ¢ = ¢, s¢,, avec, d’aprés (6.6)

oZLs Zan, 4 —1.
Comme p,, est de méme signe ¢,, 'hypothése s > 1 entraine
lel=1lpn+en|>lpnrls

tandis que si s =o0, on a simplement u =u, et v =v,.

En résumé, les inégalités

Gn <V Gn~+ Gu— (signifiant : cas@B,) et Gn <V Z Qnaa
entrainent ¢ > ¢,y €t | 0| > | 0yn | 0u bien v =y, et p = p,, donc
vlel=min (0n]paly ¥nst | Pasi|)-

En rassemblant les résultats relatifs au cas @, et ceux relatifs au cas @,, on
peut donner I'énoncé suivant, analogue 4 la proposition 1 :

PropositioN 6. — S¢ v n'est pas de la forme ME + N(M, N entiers), a tout couple
d’entiers (u, v) avec v > 0, on peut associer un indice n>> o tel que

vl —u—m|>min(en|pal, 00|00 ])-
Comme on a, d’apres (2.4) et (6.5), pour £ M& + N,

. .
limy,=limy, =+ o0,
n n

on en déduit, méme si ;=ME + N, 4 cause de (6.1) :

Prorosirion 7 :
k(z,n)= !ﬂ min (¢n | prly 9, [ 00 ])-
>+ w
C’est ce qu’on traduit en disant que I'algorithme fournit les couples (u,, “n)
et (u,, v, ) de meilleure approximation.
D’aprés les définitions données pour ¢,,, et 35,., et les formules classiques
relatives aux fractions continues (rappelées au paragraphe 1), on a

{n1 Bnaa ,
Lpat — Y+
(tn+1 — Yn+1 ) (xn—o-'l — Sp )

L1 Yn1

Yn ] Pr l =1 %01 qn l En ] =

V;[ l P;l } = (VIL+ q/t—1) i Pn"‘_ E/171 [:

La proposition 7 peut donc s’énoncer (avec un changement d’indice) :
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ProposiTion 7 bis :

=D s (tn _ )/n) (xn — 511) l

k(E, n) =lim min{
( . ) >+ Ln—Yn Lp—Yn 5

> +n
Dans le cas ou =M+ N, ¢, tend vers 1 et, pour n assez grand, z, est égal
a 1. On retrouve donc I’égalité, évidente sur (6.1) :

k(2 m)= lim —=

ny>+4w N n

= k(% o).

7. Excrusiox bE (3, PoUR k(&, 1) ASSEZ GRAND. — Supposons que, 7 n’étant pas
de la forme MZ+ N (M et N entiers), on soit au rang n dans le cas @,, c’est-
a-dire que 1=¢,,<1—y,,. On a alors a,=b,, dou 0<s,.,<1, et
d’apreés (2.3)

(L —1) (1 — 5/14.—1).

Xy — )'IH—I

Yn1 I Pr+1 I = (V/z_ q;:) l Pn— En | f— (tn—H’— I) (I - 511+l)9nl5nl:

Sous-entendons dans le reste de ce paragraphe U'indice n -1 aux lettres x, y,
3, t. Considérons les deux fonctions de z,

ts t—1)(1— =3

—y et Yn1 | Pn-i—i I = (__;C%:—"—)"

qui sont, pour z compris entre o et 1, toutes deux positives, et, I'une croissante,
et nulle pour z=o, l'autre décroissante, et nulle pour z=1; en un point z
quelconque de I'intervalle (o, 1), la plus petite d’entre elles est donc au plus

égale a la valeur commune unique qu’elles prennent pour

"nlp'l‘—.:w

t—1
)
2t —1

~

valeur commune égale &
t(t—1)
(x —y) (2t —1)
Cette derniére fonction de ¢ est croissante pour 1—¢=1—y; donc on a,
compte tenu des inégalités z >1 ety > —1,
t(t—1) o —rli—y) - I

@ l—D = (@—y)i—2y) ~1—ay =3

Ainsi, d’apres la proposition 7, le cas @3, [ équivalent aux formules (2.7)] ne
peut intervenir une infinité de fois si 'on suppose £(Z, 1) > %

Pour faire l'étude des grandes valeurs de k(E, 1), nous supposerons désormars
quon a k(&, n) > % Les formules (2.6) interviendront donc seules, a U’exclusion
des formules (2.7).

En effet, ceci vient d’é¢tre démontré dans le cas ot v 5= ME 4+ N et était déja
établi dans le cas contraire.
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8. CARACTERISATION DE £(&, v) PAR LA SUITE { (@,, b,)}. — On aura donc pour n
assez grand et £ positif '

S npka-1
b b Lpyk — bll—)—k_ D
8 - b Lpg— Oppy Lpgr— Opasy & Lngk+1
8.1) zpy=w,—b,— - — o+ (—1) .
Lt Lt Ly Lyt Lpaa » « » gk

De plus, comme 0 < b,<a,, on a

X 1_17 1
2y—by>1 el el e g

XLt
et la série

Lpys — b Lok — Opit
(8.2) (.L',L—b,l)——- 141 N1 —I—.u—i—(———])k -k n-+h +
L1 Lpgt oo« Lk

est constituée de termes tendant vers zéro, décroissants en valeur absolue, et de
signes alternés; donc elle converge; comme on a

0 < Snahat << Lnephaty

5, est ¢gal & la somme de cette série, de sorte que la donnée, a partir d’un
certain rang n, de la suite des couples (a,, b,) détermine enticrement z, et z,,
et par suite (%, ) puisque les couples (&, v) et (x,, z,) sont équivalents.

En fait, si l'on se donne arbitrairement deux suites d’entiers a, et
b(k=o,1,2,...), avec a, >o0 et o=b,< a, 1l existe, comme I'on sait, un
irrationnel & tel que

t=(ay a ... @ ...)=a,.

La série alternée (8.2), écrite avec n=o, est alors convergente; soit 1 sa
somme; le fait que la série soit alternée entraine b, =|[% — v ]. Plus générale-
ment, si by, by, ..., b, sont les entiers associés a a,, a,, ..., a,dans le dévelop-
pement du couple (£, n), la formule (8.1) sera valable, avec n=o0 et z,=1;
on en déduit, par comparaison avec la série (8.2) avecn=o0:

e — Lo — brys oy Lot — Ok

~+ o ( -
Lhys Lfeger o o o Lyt

Skl = Zfg1

ce qui entraine by, , = [ @1 — 5p4a |3 done by est associé a a;,, dans le déve-
loppement du couple (£, v). En résumé, on peut énoncer :

Provosition 8. — St {’on suppose k(%, 1) > %, les couples (x,, z,) et (a,, b,) du

développement de (%, 1) vérifient a partir d’un certain rang les formules

. 1 S
(8' 5) =X Upy el =&p— Sp— [111;
Ly Lpa
(84) “lt:[-ru]v b/z:[*l‘n_zn]v Oébu<an~

La donnée de la suite des couples (a,, b,) a partir d’un certain rang détermine



SUR LA REPARTITION DES SOMMETS D'UNE LIGNE POLYGONALE REGULIERE NON FERMEE. 303

entierement k(%, 1) par les formules (8.3), (8.4) associées i

I tL 1 .
(8 5) Yot =)n— Up, .),/:;_1' = ¥Yn— ty— bn;
n . v
. . Suly — 5 ly—)n
(8.6) k(E, m)= lim min) , (@ mn) (2 |
) n>—+» ? Lp—Vn Xy—Vu

De plus, st U'on se donne arbitrairement, pour n>> o, deux suites d’entiers a,
et b, soumis aux seules conditions (*)

0L by ay,

alors il existe un couple (&, 1) pour lequel les a, sont les quotients incomplets du
développement en fraction continue de £, et les b, sont les entiers associés aux a,
dans le développement du couple (£, 1) selon ' algorithme qui a été défini.

, . 20
II. — Etude des couples (¥, n) tels que c¢(¥,n) < — -
/
9. PRELIMINAIRES : ETUDE DU CAS HOMOGENE. — Dans toute la suite nous nous

intéresserons exclusivement aux couples (&, 1) tels que ¢ (&, 1), qui est l'inverse

27O~ Comme ce nombre est plus petit que 3, on peut

de k(%, v), soit inférieur a

appliquer a ces couples la proposition 8. Nous supposerons une fois pour toutes
que les indices que nous envisagerons pour les lettres a, b, «, y, ... sont assez
grands pour que les formules de la proposition 8 soient applicables.

Nous poserons encore

Ch=ar— b,;

on a donc ¢,> 1, d’aprés la proposition 8.
D’aprés le paragraphe 3, D'éventualité lime,=1 est caractéristique des

n

couples (%', v') équivalents & un couple (%, o), donc aussi a (%, o). Rappelons

que 'hypothése ¢(Z, o) < 3_9 entraine

limea, =1 ou lima,— 2.

n I

En effet, de
c(, 0) =lim (x,— y,) < 379 <3

on déduit que cette hypothése entraine lima,~2. Si I'on avait une infinité de
n

fois, dans le développement de £, a,= 2 avee a,., =1, de a, ., >>1 ¢t a, ;2

’ . . 1
(*) On n’a pas alors nécessairement k(%, n) > 3
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, . . 18 1 ERRY
on déduirait =, > = etdea, ,~Z2, —y,> 3’ d’ou

1 I 20
Lp— n>"_+_>_‘
=TT
et par suite
. 20
(& 0)> —-
(& 0) 5

Au contraire

lima,=1 entraine (£, 0) ~ (I —:\/5, 0) et ek 0)=\5< 2—79;
lima,= 2 entraine (£, 0)~ (y/2,0) et c(k 0) =8 < —2-;3;

ces deux cas correspondent aux nombres exceptionnels des cas @ et ¢ du théo-
réme initial.

10. INtcALiTESs vtiLiskes. — L’éventualité lime, =1 étant ainsi étudiée, nous

n

supposerons désormais que (&, v;) n’est pas équivalent a (¢, o) c’est-a-dire, que

lime,> 2,
n .

et que le cas @, de I'algorithme est toujours valable, ce qui entraine o <t,1.
De facon plus précise, on ne peut avoir une infinité de fois ¢,=g¢, sans

que lim |¢,|>> o, puisque n n’est pas entier; done, a partir d’un certain rang,
n
on a
o<<t,<1.

Des formules (8.4) on tire alors

14 I
__f]——H—<b//—'—)///+‘:1+bu—an—
Y Yn+1
et
12 I
- ],I—H > bu——)/u: [)n_ ap— )
Yn+a Y n+1

d’ott le lemme suivant :

LemymE 1 :
I _I_' (./1)’/14—1 < [/M—I < 1 + (('u - I)‘),II+1'

D’autre part, I'inégalité k(& 1)< ;75 entraine, pour n assez grand, les
inégalités

-1 i P/:A'I ! < ;/6’ Y I P//| < j(;’ V;/ .O;, I << %
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qui s’écrivent respectivement, en sous-entendant I'indice » a chaque lettre :

10 - 7 I s .
( .I) st > 5 (f y) ou . < (1’ ),)7

J—V —_ b — =z / ! ( )-
(10.2) (t +b—y)(z—b—35)> 2:0(:0 ¥) ou " )/< i 7y

s(t+b—|—1-—)")(;—|—1+b—x)>—27—0(33—)/)
(10.3)

I 2005 +1+b—x)
(Ou iy T S@—y

En éliminant z entre (10.1) et (10.2), on trouve

1+ I 20— b
[} t+b—y 7.27—)/

En posant u,= b, — y,, cette inégalité est équivalente &
u

20 ¢(¢+ u) ;

7 2t—+u

(1) x>b+ (avec 'indice n & chaque lettre).
En éliminant s entre (10.2) et (10.3), on trouve

I N 1 <20 I
t+b—y t+b+1—y 7 x—y

qui s’écrit aussi

20 (¢4 w) (L ~+u—+1)
(Jn) x<b—u+—7— 28+ 20+ 1

(avec l'indice n & chaque lettre).

En éliminant « entre I, et J,,, on trouve

U1 u 20 .. .
-+ - -+ < = (avec I'indice n a chaque lettre).

I
K —
(K) t t+u t4+u—+1

Le premier membre de K, étant une fonction décroissante de ¢, K, entraine
I'inégalité plus faible obtenue en remplacant ¢ par 1 :

“ << ?—9 — 2 = §7
u—+ 2 7 '7
c’est-a-dire
u<<12;
comme y < o, on en déduit
b,

(t4+u)(t+u—+1)

et aussi, en utilisant J,,, compte tenu de ce que
20+ 2U + 1

, 6tant I'inverse

1 I N
i t+u
det+u—|—t+u+1,crotavec -+ u,

20 13.14

2m

< 20,



306 ROGER DESCOMBES.
d’ou
I
ané l() et Ui > 567

quel que soit n.

Désignons alors le premier membre de K, par F(z, u). Pour ¢ et u positifs, on
a évidemment F, <o, tandis que

1+t 1— ¢
(t+u—+1)2? (t+u)

F,=
a le méme signe, pour ¢ <1, que
1+ t—4u—+1)\*
11—t t+u

Or, pour u > 5o et t> 5 cette dermere quantité est supérieure AL — (

~( 7 I 20
[«(l_, __.>: —-
10 20 7

I existe donc une fonction U= f(¢), définie par I'équation (du second degré
en U)

) >o.

O.[\]

De plus, on vemﬁe que

20
F(t, U)= )
(¢, U) -

F, i . 1 .
U l o/ ral -
avec [/=— ¥ >0 pour - Zt<1, ce qui entraine —— U 12, et la crois

sance simultanée de ¢ et U dans ces intervalles.
L, . . , . . 20
En outre, on vérifie que F(z, u) est strictement supérieur a — pour les
/

couples de valeurs ¢ et « du tableau K suivant :

TasLeau K.
j— 19 67 5 20 3 10 7 4 6
T 27 95 7 27 b 13 g 5 g
— 7 2% 9 3, 2 1t
u_‘279521822103

En tenant compte de I'inégalité u,™> - ~, qui entraine t,t> - 0n peut done
énoncer le lemme suivant :

LemMe 2. — Le systéme d’inégalités
t,<1, Uy U
est incompatible pour chaque couple de valeurs (t, u) du tableau K. En outre, on a

1
l<t,t<1 et — < u,<1i2.
10 20
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t(t+u)
20+ u

3 ’ b4 1 A
D’autre part, comme » étant U'inverse de ;+ » croit avec 7, et

L+ u
u

20 (1 4+ u) .

7 2t+u

10¢

ue
q L+ u

. 1
a pour 1nverse E(

10t — . .
—{—~u—7> qui est une fonction

décroissante de u pour ¢ > L, on peut énoncer :
10

LemMe 3. — Le second membre de U'inégalité 1, est une fonction décroissante de t,
b et y étant fixes; c’est une fonction croissante de —y, t et b étant fixes, et ausst
de b, t et iy étant fixes.

En particulier, I, entraine les inégalités plus faibles, obtenues en remplacant ¢
par 1, puis y par o,
200 (14 w) 20b(1+b)
6+ 150 6130

(I:l) T>.)/+

20 ({4 1) (t 4+ w—+1) 1/ R
— 20 = -(3u-+10t+5H
Comme — u +- Y ST 7 3 2u+ 20+ 1

fonction croissante de u, ¢ restant fixe, et aussi, lorsque « reste fixe, une fone-
tion croissante de ¢+ «, donc de z, on peut énoncer :

> estune

LemME 4. — Le second membre de l'inégalité J,, croit avec chacune des variables t,
u, b, les deux autres restant fixes, et aussi avec t 4 ulorsque b — u = y reste fixe.

En particulier, J,, entraine les inégalités plus faibles, obtenues en remplacant ¢
par 1, puis v par o,

, 20 (w—+1)(u—+2) 20 (b+1)(b+ 2)
(Ju) TSy 7 20—+ 3 7 20 + 3
Enfin, de o < —y <1 et = < ¢t <1, on déduit les inégalités

10

b+t —y b+

(L) by = — — <7 — (avec 'indice n sous-entendu),
. s b4-2 , T
ce qui entraine —— > L, ¢’est-a-dire
o —+ 1 10
. 10b +13
(Lu) o < -—-7 .

11. Aprés avoir ainsi dressé la liste des inégalités utiles, nous allons prouver
v 20 N . .
que, pour les couples (&, n) tels que ¢(&, 1) < —oona, a partir d'un certain
rang, les trois propriétés suivantes :

(i) le couple (a,, b,) est déterminé par la donnée de @, ou de b, (a quelques
ambiguités prés);
(i1) il ne peut pas étre constitué de nombres trés grands;
(ii1) de deux couples consécutifs, il y en a toujours un constitué de petits
nombres.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXIII. — Fasc. 3. 3y
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Les démonstrations de ces propriétés étant liées, nous procéderons par étapes,
ou le sens et la force des énoncés précédents s’affirment progressivement. La
premiére étape fait 'objet du paragraphe 12 et est concrétisée par les lemmes 5
et 6, la deuxiéme étape fait 'objet du paragraphe 13 et est concrétisée par les
lemmes 7, 8 et 9; ensuite la ligne de la démonstration s’infléchit pous réduire
davantage le nombre des couples possibles et préciser la facon dont ils se
succédent.

I est entendu, une fois pour toutes, que tous les énoncés ultérieurs sur le
développement de (£, v) sont valables a partir d’un certain rang, et, sauf mention

contraire, pour les couples tels que c(&, 1) < 27—0 .

12. Premiire tTapE. — D’apreés le lemme 2, b, ne peut prendre que les valeurs
entiéres comprises entre o et 11. A chacune d’elles ne peuvent correspondre
qu'un nombre fini de valeurs de a, : celles qui satisfonta la fois aux inégalités L,
et I'. Cela donne le tableau suivant :

b,—= o i 92 3 4 5 6 7 8 9 10 11
3

pe 130236363 3 8 g8 w3 n3
S 9 97 97 97 7 7 7 7 7 7 7

4o 15 16 200 600 1120 144 6o0o 275 2640

> - = o 5 —— — 10 _— = = —

4 3 29 71 97 11 41 17 149

et entraine le lemme suivant, en tenant compte de a,”™>x,—1:

~ Lemye 5. — Les seuls couples (a,, b,) possibles sont donnés par le tableau sui-
vant (ou l’on a fait figurer, outre les valeurs de a, et bn,‘celles de c,—=a,—b,, la
minoration de x, fournie par I, lorsqu’elle est meilleure que x,”> 1, et la majora-
tion de t,,, fournie parL,) :

TasLeav T.

ap,— 1 2 3 3 4 5 6 6 vi 8 10 11 13 14 16 17
b,— o 1 1 2 2 3 3 4 4 5 7 8 9 10 1T
c,—= 1 1 2 1 2 92 3 2 3 3 4 4 5 5 6

4o 4o 15 15 16 16 200 200 600 1120 144 600 275 2640
x> 1 - 22 o - = L = - jo = L

19 19 4 4 3 3 29 29 71 97 11 41 17 149
e 4 3, 435 8 3 ;08 3 5 ouomo3
nr1 < 4 5 6 7 7 4 9 11 4 7 15 17 18

. Intéressons-nous maintenant a la propriété (iii).
Supposons que b,.,>2; on a alors u,., >2, donc d’aprés le lemme 2,

Lia > g, ce qui, d’aprés le tableau T, implique

(@, bn)=(1,0), (2, 1), (37 2), (47 2), (5’ 3) ou (67 4)-
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1 21 \
Comme a@,~6, on a —y,, >-» donc wu,., > — et, d’aprés le lemme 2,
/

Lypr > %’ ce qui exclut (a,, b,) = (4, 2).
D’autre part,
(@ny bn) =1(3, 2), (5,3) ou (6,4)
entrainent respectivement d’aprés I'inégalité I, rappelée dans le tableau T,

15 16 200
Xy > Z’ EY ou 35—,

et, par suite,

29

xu+1<§’ 3 ou 26

respectivement, ce qui est dans les trois cas contradictoire avec b,.,>> 2,
puisque &4 > @, b, + 1. Nous avons donc établi le lemme suivant :

Lemme 6 : b, > 2 entraine a, = 2.

COROLLAIRE : b,y > 2 implique — vy, , > é

13. Deuvxikme kTAPE. — Revenant aux propriétés (i) et (ii) ci-dessus, nous
allons prouver ’exclusion des couples (a,, b,) du tableau suivant :

ap= 3 6 10 11 13 14 16 17

b= 2 4 6 5 8 9 10 I1I
c¢’est-a-dire montrer qu’ils ne peuvent plus intervenir, a partir d’un certain
rang, dans le développement de (&, v), sic(&, n) < 279

Remarquons d’abord que le corollaire du lemme 6, entrainant —y, > é,
permet d’écrire I'inégalité I, sous la forme

1 4
20<bu+ §> (b"‘*‘ §> __180b; + 261b,+ 49

6+13<bn+%> 3(39b,—+ 31)

1
x/z>_ g -+

Appliquons cette inégalité aux cas b,= 4, 2 et 7; on trouve

— pour b,= 4 :
. 180.16—{—261.44—49_2880—|—1044+49_3973> .
3(39.4+31) 3(156+31) 561 ~ 7
— pour b,=2:
z,> 180.4 +261.2 + 49 720+ 522+ 49 1291 —3 310

3(3g.2+31) T 3(78 +31) ~ 327 327’
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— pourb,=7:

180.49 +261.7+ 49 7 1260+ 261+7 1337 83

7.
> TR (397431 3 ap3adi g T

L’inégalité x,>7 est évidemment contradictoire avec a,=06, donc le
couple (6, 4) est exclu.

L’inégalité x, >3 —|— 1mp11que sta, =3, < 5= T 327 donc @,» > 310 > 18,

ce qui contredit le lemme 5 done le couple (3,2) est exclu.
L’inégalité x, > 11 + — 1mphque S14,=11,2,., < L < %, done a,, =1

et b,,.,=o. Retenons pour quelques temps ces derniers resultats.
La conclusion a,., =1, b,.,=o0 est aussi valable dans les cas suivants
(lemme 5) :
ap=— 10 13 14 16 17
o &3 1m0
tr. o7 15 17 18
car 1ils assurent tous t,l+4< , ce qui entraine, d’aprés le lemme 2, wu,., <1,
donc b,.,—oeta, ,=1.

Pour tous les couples (a,, b,) énumérés au début de ce paragraphe et non
encore exclus, nous avons donec a,,.., =1, b, , =0, d’ou

L G2
¢ _tzz+1+)’n+1< 14 (Cn—2) Ynia < 1 __bn"|_3
= = )
" I— ¥Ynt I— Yn+1 . 1 Uy—+ 2
W, —+ 1

le premier signe d’inégalité résultant du lemme 1. Ceci nous donne, pour les six
valeurs en question de a,, les inégalités respectives suivantes pour ¢, :

“, =

1t 13 14 16 17y

0
3 10 11 3 13 14
Lype << [_l

13 15 4 18 19

3

. 10 . R .
donc, dans les six cas, 7., < 37 ¢e qui entraine, d’aprés le lemme 2, u,., < >3

. " 1

mais comme a,,, = 1 entraine — y,., > S ona doneb,,.,=o,donconaa,, .=1,
.. 3 '

en particulier x,, > S

Ceci contredit le résultat obtenu pour (a,, b,)= (11, 9) qui est donc exclu
(on pourra oublier maintenant les résultats partiels obtenus a son sujet).
Dans les autres cas on a
D) b,+3

t/z—H -+ ll’/t+1 — tll+1 '—)’n+1 < I+ (cn 2)}’”+1 < I— P = ’l/u"i_ 1 )
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s . TR T b,+ 3
d’ou, grace a I'inégalité J,.,, et au lemme 4 (on pose R = i >

anp—+1
By S 20 R(R+1) 1 20 (bp+ 3) (ap+by+4)
et an—+ 1 7 2R+1 7 ann 7 (1) (n+26,+7)

ce qui donne respectivement pour les cinq valeurs restantes de a,

= 10 13 14 16 17

2, < 5397 636 6207 7499 617
e 2233 441 G195 5117 414

Comme ceci, sauf dans le cas a,=10, contredit x, ., > ;Iil en résulte que les
couples (13, 8), (14, 9), (16, 10) et (17, 11) sont exclus.
En particulier, on a démontré l’inégalité a,~ 10, pour tout n.

Dans le cas a,—=10, w,l+1< 3 7 et a,.».=—1 entrainent

23

2233 1 164 I 069
m’ Lnys < 069 xn+lp>

Lt >11,

ce qui contredit I'inégalité a,.,~10 que nous venons d’établir; donc le
couple (10, 6) est, lui ausst, exclu. Les exclusions que nous avions en vue étant
établies, on peut énoncer :

Lemme 7. — Les seuls couples (a,, b,) possibles sont donnés par le tableau T’
sutvant :
TaBLEaU T'.
ap= 1 2 3 4 5 6 7 8
b,— o 1 1 2 3 3 4 5
3 45 5 3 -
ln+1< 1 ’I Z 5 6 '7‘ Z §

CorOLLAIRE. — On a lim a,> 3.

n

En effet on a vu (§ 10) que lim ¢,> 2.

Revenons maintenant a la propriété (iii).

D’aprés le lemme 6, b,.,>>2, donc a,.,> 4, ‘entrainent @,~~2; montrons
que (@44, b, ) =(3, 1) entraine aussi la méme conclusion.

En effet, si @, 3, donc ¢,> 2 (lemme 7) et ,,, — y,., < 1 (lemme 1), et si
de plus (a4, by )=(3, 1), 0n a

i+ 1 — Yo
3 - )"n—q—l 3 - )’n-{—i

> _ 7
tn+‘2: < ?_) < -
10
ce qui contredit le lemme 2; ainsi a,,, > 3 entraine a,= 1 ou 2.

Supposons maintenant a,= 2, donc b,=1, et a,,,>3, donc x,< 2+ é,
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I'inégalité I, entraine alors, avec b,= 1 et z,> %’

2 t?l(tll+ un) ~ 14 3 uu.
7 28+ U, 4

Or cette inégalité est contredite (grace au lemme 3) :

. , N I
1° par u, > —g, t,< 1, ce qui écarte les cas ou —y, > 3 donc les couples
(@y-1, b,y) tels que a,_, < 2.
10 5 ., . Yy
2° par u, > s t, < & inégalités vérifiées par tous les couples (a,_,, b, ,) du
tableau T’ tels que a, ,>>3; ces couples sont donc a écarter aussi, et par
suite a,.,> 3 contredit @,= 2; on peut donc énoncer :

LemMe 8 : a,.,>> 3 entraine a,= 1.

COROLLAIRE : @, , > 3 implique donc — Yy, , >

1
2

Le lemme 8 signifie qu'un quotient incomplet au moins égal 4 3 ne peut étre
précédé que d'un quotient incomplet égal & 1; nous allons montrer maintenant
qu’il ne peut également étre suivi que d’un quotient incomplet égal a 1. En
fait, sia,> 3, on a certainement a,., =~ 2, sans quoi le lemme 8 serait contredit;
pour prouver que a,.,= 1, il suffit donc d’exclure le cas @,>.3, a,,, =2, ce
que nous allons faire maintenant.

. 3 .
Si a,= 3 ou 7, on a (tableau T") z,,, < A et, si b,., =1, comme —y, , > é,
Unr > g, ce qui contredit le lemme 2.
Si a,=6, on a (tableau T') ¢,., < ; < gg et u,., >1, ce qui contredit le
' 7
lemme 2.

Si a,=5 ou 8, l'inégalité I, avec — y, > é(corollaire du lemme 8) donne

respectivement
1 20.7.9 1137 . 206
Zy>— - + : = d’ou x —
n>= 2(7.93 +12) 206 nrt < 127
ou
1 20.11.13 41 69,
xn> - -+

5 2(11.13 +12) 62 dou w"+l<[ﬁ

donc dans les deux cas x,., < 2, ce qui contredit a,,, = 2.
D’aprés le lemme 7, il reste a examiner seulement le cas ou a,= 4, a,., = 2.
Remarquons que, d’aprés les lemmes 7 et 8, on a a, , =1 et a,_,=_8, ce qui

A I > . 10 .
entraine — y,_, > 5’ — 1 1%’ dott — y,y > iy’ et, pulsque #,.; — Yny < I
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d’aprés le lemme 1, 7, , < gg, d’ou l'on tire, dans I'inégalité I, :

99
59.13 8083 3 876
xn+1>l+_2_03_(;;92__1:I+]Z(—)ng—ﬁ:l+42o7:2 4—-2%77-7
7 137
d’ou
4 207 3 876

Zngr < 3 876 et L3 > 330 >0,

ce qui contredit le lemme 7.
On peut donc énoncer :

LemMe 9 : @, 3 entraine a, ., = 1.

14. Excrusion pes courLes (6, 3), (8, 5) er (5, 3). — Dans ce paragraphe, on
réduit encore le nombre des couples (a,, b,) qui interviennent et leurs possibi-
lités de combinaisons, selon le schéma suivant :

(iv) on prouve que si @, 3 (d’'ou a,,,=1)alors a,.,=1;

(v) on prouve que si a,= 6 ou 8, x,,, est assez grand pour entrainer une
contradiction; d’out 'exclusion des couples (6, 3) et (8, 5);

(vi) on peut alors prouver que dans les hypothéses de (iv), on a en

plus a,.; =1, ce qui permet I'exclusion de (3, 3).

La démonstration de (iv) consiste 4 examiner, dans I'hypothése @, 3
et a,.,=1, les diverses valeurs possibles de a,... Dans cette hypothése,

y t —_ . . . , e b \
remarquons d’abord que ¢,,,= ““—2"', expression qui est inférieure, d’apreés

I — Yn+
le lemme 1 :
— sia,=3, 4,5, a——— donc res ectivementaé,ig-
n b ’ b I — e p 5 6 7’
. . n . . 3
— sla,=6, 7,8,a L Vet done respectivement a 7» Z, b,
I — Y 4 9 5

6 4. ..
On a donc dans tous les cas ¢,,, < 5; distinguons alors quatre cas :

1° sl @, b, onab, >3 done

1 I 11
Unpr 3 — Y2 =3+ ——— 3+ —— > T,
I_}/n—H I—I—E 3

3

ce qui, d’aprés le lemme 2, contredit tn+2<g, et écarte donc I'éventua-
lité @, .25

L 21 , N 4
2° si@,.,=4,onab, ,=2doncu, , > - done, d’aprésle lemme 2, ¢, < 5
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ce qui entraine d’apreés les calculs précédents a,= 4 ou 5; d’autre part, dans ce
cas, on a certainement a,,,— 1 d’aprés le lemme 9, et a,,,=4, car a,,,>>5

contredirait le 1°. Or I'inégalité I, avec b0 =2, — ¥, 0 > g et 1,0 {—75 donne

4 20.84.128 092284
Tns2 > = 5 5(420.14 + 11.158) 19045
d’ou !
19 045 . 16 104
Zpas << m et Ly, > m > 9,

ce qui contredit a,,, = 4, et écarte donc 'éventualité a,,.. = 4;

. L1 2 — 29, . . ., -
3° sl a,..=3, alors #,,,= %TQL’, expression qui est inférieure,
4 — “n+1

d’aprés le lemme 1 :

) . . 3 . ..
— sl a,=6, 7, 8, a I done a 1% < 7, en contradiction avec le

10
lemme 2;

. N 3 — Yn+1 . 19 : I — Yo
— sia,=3 5, a—22, donc a4 -2, tandis que — vy, 3 = ——=—— est

n ’ 47 ’ 4 — 5‘},’1—“7 279 q ) n+3 4 . 3y"+1
supérieur a 2177 ce qui contredit le lemme 2; I'éventualité a,,.,=3 est donc

écartée dans les deux cas;

. sy " 3 6
4° enfin,sia,.,=2,l'inégalitél, ., donne,avech, .. =1, —y,.2 > A lyn < 5

+ 20.42.73 __ 49299
4(420.9 +11.97) ~ 16028

3 .
Lppo < — 4 >3 contredisant @, ,=— 2.

Nous pouvons donc énoncer pour clore la partie (iv) de notre programme :
Lemme 10 : @, 3 entraine a,., = 1¢eta, ,=1.
COROLLAIRE : @,>~. 3 entraine a, =1 et a, .~ 2, dou é =< %
Envisageons maintenant I’hypothése a,= 6. Du corollaire du lemme 10 on
déduit — y,. > 24—7, d’ou, en tenant compte du lemme 1 :
' et Un = b — Y < LA Y < z—f

et I'inégalité J,.., entraine

4 20.23.50 _ 20956
— + = . )
27 7.27.73 13797

L1 < —

d’ou, en tenant compte du lemme 10,

13 797 7139 6638

wn+‘.’> 7 159 L3 < m et xlt+'p> ‘5?"

> 9s

ce qui contredit le lemme 7. Le couple (6, 3) est donc exclu.
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. . , ., A 1
Envisageons & présent le cas a,= 8; I'inégalité I, donne, avec —y,> -
1 20.11.13 _ 5h1 , . 62 45
Tp > — p m =% d’ou L1 << Zg et Lppyr > e > 2,
ce qui contredit le lemme 10. Le couple (8, 5) est donc exclu.
On peut donc énoncer :

Lemme 11. — Les seuls couples (a,, b,) possibles sont (1, 0), (2, 1),(3,1),(4, 2),
(5. 3) et (5. 4).

Ceci achéve la partie (v) de ce paragraphe. Passons i la partie (vi).
Si @,=5, linégalité I, donne, avec — y, > =,

JL‘”>—1—|— 20.7.9

2

1157

d’ou Ly < 200
2(7.13 +12) 206 K

et T > .&7
127 “ni2 ’

79
d’ot1, compte tenu du lemme 10, 2z, , < %% qui entraine a, ;= 1.

Sl an:'?)y 4 ou 7’ on a "“)/n+1> -

3 ¢’est-a-dire, respectivement,

a, Z
4 4 4 . ‘
— Y1 > 150 o U 5y Dans les deux premiers cas, le lemme 1 donne
Liri— Yua <1 et, dans le troisiéme, f, 4 — Y < I+ Yot < % L’'inéga-
lité J,., entraine que @,,, estalors respectivement inférieur a
4 20

_ 420 2172 _ b4 202
15 737 105’ 19 7 3

Il

676 4
)

T30 3

. 20 27.98 5788
7 31.85 3689’
d’ou respectivement :

~

105 399 3689
TGy’ aogy’

done, puisque @,.,=1 d’aprés le lemme 10, respectivement

Gpan < %, 277 2099

122’ 1590’

’

122

ce qui entraine a,,,= 1 sauf, a priort, dans le second cas ou I'on trouve seule-
122

53 >3, en

dans le troisiéme cas, on a

ment a,,;2~2; mais a,.,=2 entrainerait dans ce cas x,., >
contradiction avec le lemme

8. En outre,
59 \
Ly > % > 3. On peut donc énoncer :

Lemme 12, — Sta,=3, 4,50u s, onaa, ,=a,..=a,,=1, avec a,.., >3
sta,—".

Ann. Ec. Norm., (3), LXXIII. — Fasc. 3.
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CoroLLAIRE. — ST @,=3, 4, D ou 7, on @ a, y=a, ;=1 et a, ;=_2, ou

3— <y

bien a, =1 et a,—, = 2., dans les deux cas, on a % L=y 2

Appliquant alors I'inégalité I, avec @, =15 et — y,, > é’ on trouve

R 4+ 20.25.32 :2076,
" 7 7(25.13 4+ 42) 367
d’ou
.l‘v|<@a x, .>34—l7 X <I—26 et Ly = I—15->
i 241 06 "S5 Hni = T 9

en contradiction avec le lemme 7; le cas a,= 5 est donc exclu. Par suite, on peut
énoncer :

Lemye 13. — Les seuls couples (a,,, b,) possibles sont les couples (1, o), (2, 1), (3, 1),
(4. 2) et (7, 4), ces trois derniers impliquanten outre a, = a,,, = a, s =, ; =1,

4 3
et - L—yal g avec
: ]
(== 2, ou Uy == 1 AVCC 3= 2

de plus, st a,= 7, on a nécessairement «a,.,., =3, 4 ou 7.

15. La suite de la démonstration consiste a montrer que dans le cas ou «,= 7,
chacune des hypothéses a,., =3, 4 ou 7 est contradictoire, d’ou I'exclusion
du couple (7,4); ensuite on montre que a,=3 ou 4 entraine, soit
Uy =y =y 3= ==, s =10tA, =3 0U 4,80l =, 0=20,. ;=1
et a,.,=— 3 ou 4 (et méme, en fait, un résultat plus précis); compte tenu de
I'inégalité li—m—a,,éi") (corollaire du lemme 7), ceci entraine l'exclusion du

"
couple (2, 1).

Au point de vue technique, on notera que les lemmes 2, 3, 4 trop grossiers

maintenant, sont le plus souvent abandonnés pour les inégalités originales :

(l-“)!) by > ;/")(v('u"”,)'n% (o, —- 5//)(1/1‘*_"/:)> ;%(vvu‘“&"n)

écrites pour diverses valeurs de n, voisines les unes des autres.
» A j b
16. ExcLusioN pE a,= 7. — a,= - entraine ¢,= 3 et (lemme 13)—y, < i
4 I 5 . . «
dot —y,.y > % > 3 Etudions successivement les cas a,,, =3, 4 et 7.

Sta,. ,=3, daprés le lemme 12, les formules (2.6) et le lemme 1, on a, en

utilisant — y,, ., > é :

. 3 — 2 Vs 26
— — Vs —

o Ly + 7 —‘5‘)//:+| < 8 — 3)'{,,,),, < 6? 26
L — 7 Vo IT — 7 ¥Ynp 9o LT — 7 95

[Il+13 -

9

ce qui contredit le lemme 2, ct écarte donc le cas a,,,= 3.
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I

D’autre part, I'inégalité s,..2,., > = (X2 — Viueo) 87écrit, d'apres le lemme 1

’
et 'inégalité — y,., > 5—'1 :

20 Lppn (1 ’—)')L—H) + 1 Aypen ( 1 _',)'/H»l) -+ 1 35 Lypn 31
— Sppr > > > )
/ III+1 - ,)"Il-%l 1=+ ]’nv; 1 27
¢'est-a-dire
(16.1) 340 3p40>> 245 £y 0+ 217,
Or, st a,,,= 14, les formules (2.6) donnent
- _ 6 J"u—k.‘i -+ 2 — Sus r _ () Ly 42
SN2 —— 5 s+ 1 L g2 — 5 J';H,;-—F-_ 1
et (16.1) entraine
(16.2) 540 5,05 < 373 — 50 5.

Sia,,,=17, les formules (2.6) donnent

_ _low, -+ 2 — S, r . 15 Lzt 2
F ) L™ 5
S 8 xn-{—:} + 1 " 8 J”ll-yi} + 1
et (16.1) entraine
(16.3) 340 5,45 << 373 — 11y

qui est entrainée aussi par (16.2).
3
Or, que a,.,= 4 ou 7, on a dans les deux cas £, ;< A el — Y5 > é de sorte
que U'inégalité 5, 52,.; > 27—0 (&5 — Yurs ) entraine .
(16.4) 120 5,45 56 2,5+ 7.
5 . . . 683 ., . 526 _ .,
En comparant(16.3)et(16. 4)ontirex, ;< 526" dovwa, ;=1.cla, > 72—7 >3,

ce qui contredit le lemme 13. Donc les deux cas a,.,= { ou 7 sont aussi i
écarter, et 'on peut énoncer :

LemMe 14 :
4y
- » ) A © 3
17. Ervoe vE a,=3. — a,=3 entraine ¢,=2, et (lemme 13) —y, &
dout —y,., > %, avec d, ,—da, ,=—da, ;=1. Daprés le lemme 14, on
aa, =1, 2,3 ou 4. Etudions successivement ces différents cas.

5 , o, 7 4 . ¢ 0 ]
L'inégalité 5, .2, o > 5/6 (%42 — ¥..e) entraine, en tenant compte du lemme 1,

20 Ly (U — YVypr) + 1 19 2y 0+ 15
T Spn > ) > '«I‘/H—'_'( I — )'It+l) +1> —F)
7 [/z+1 '_‘)'II—H I5
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¢’ est-a-dire
(17.1) 300 500> 133 @yys + 105,

Sia,,,= 1, les formules (2.6) donnent

2 Zpys+ 2 — Bpys 3xn s+ 2
Spra = Lppr — =
2 Lpps+ 1 2 Zpos+ 1

et (17.1) entraine
(17.2) 229 >> 300 5,45+ Q Xy s

D’autre part, on a

% — Vs 3
d’ou
Snas > Fpaes bugs > v (Znas— Vnes) > i <J»’n+:; -+ §> 5
20 20 5
¢ est-a-dire
(17.3) 100 345> 35 &y s+ 21.

En comparant (17.2) et (17.3), on tire

83 - 37 .
Xprs << z—s dou @, ;=1 et Zpos> —4= >2, dou wu, =2, 3 ou
57 26
— S8l @, =2,0na
S + 22,1 - 3 Zpan—t+ 1
‘Gll+5_ —_— w/l—l—;_ -
2Tpi7+ 1 2 Xpyq+ 1
et (17.2) entraine
17.4) 220 > 300 5,7+ 169 Xy 7;
— Sl a@,.s—4, 0na
_ - 3xpin+ ‘~'"n~+7, - _ S Zpyq—+ 1
e G xn+1 T f gt 1
et (17.2) entraine
(17.3) 220 > 300 5,7+ 29 Zn .

., ., 1 ~
De plus, dans les deux cas, les inégalités — y,., > % et s, ly, s > 240 (@in—

donnent
(17.6) 100 5y > 3D 0y 1+ 7,4

d’ou, en comparant avec (17.4):

1 . .
1< 72-?% <1, ce qui est contradictoire,
7

o

Y

7

)
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et en comparant avec (17.5) :

Tpor < %Z, dott a,..=1 et Ly > %‘ > 2,
ce qui contredit le lemme 13.
Donc, St @, ,—= 1,00 A, ;=1 €l d, c=—3.
St a,,., =2, les formules (2.6) donnent
Jxps+2— 5, D bwpst2
e T T A T
et (17.1) entraine
(17.7) 220 > 300 3,5+ 80 .2, 5.

D’autre part, les inégalités — y,., > % et 3,5t 5 > ?lo (X5 — Yurs) entrainent
(17.8) 60 5, 5> 21 25+ 7,

"ot en comparant (17.7) et (17.8):

I4

194 . 185
Lpas < —g5) d’out Ly > —— > 20,
183 9

ce qui contredit le lemme 5 et exclut ce cas.

Sia,.,=3, on a, en tenant compte de —y,., > % et du lemme 1,

t/h—l -+ 7 - 5_1’/14 i 8 - 3,,,"/1»4—I 136 67 3 - 2,)‘u+l 53 26
[P — . . 5 —= el V= > — >0
L= 7 Vo 11— 7)1 193 T 9d — 7,0~ 1937 95

ce qui contredit le lemme 2, et exclut ce cas.
En résumé :

LemMe 15 : a,=3 ne peut intercenir qu’immédiatement suivi de l'une des
séquences 1 1 1 4oul 1 1 11 3.

" A ' . 3
18. Ervoe ve a,= 4. — a,= 4 entraine ¢,=2, et (lemme 13)—y,< %,
. . 4
4 .
dou —y, > 2avee a =, —=a,. ,—1. D’aprés le lemme 14, on
) Ig
aa,.,= 1,2, 3 ou 4. Laissant provisoirement de coté les éventualités a, , =3

ou 4, ¢tudions les deux autres.

L'inégalité Snra by > ;’3 (2, 0o —)/,,Hf) entraine, en tenant compte dulemme | :

20 Ay (I .)’"‘“l) +1!
Spoa > P L (1 — )'"*") >

fnLl __1’/14‘1 1491

23 20+ 19

7
¢’est-a-dire
(18.1) 380 5,.0> 1612, ,-+ 133.
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Si a,,,= 2, les formules (2.6) donnent

3&pis+ 2 — 3,44 I DXyt 2
b Apt2—
3 Xpps+ 1

S22 =

3 Lyt 1 ’
el (18.1) entraine
(18.2) 305 > 380 3,5+ 64 .2, 5.

) . e 1 7 A
D’autre part, les inégalités —y, ., > 5 el Zgly s > 5/6 (2,05 — Vs ) entrainent
encore (17.8), d'ou, en comparant avee (18.2) :

82 501
7 d’on (Upas =1 et Epe> 3,

T << 5_9—;9 101

donc a,,. =3 ou 4;

— sia,, =3, les formules (2.6) donnent

_ 2 Xpr Spgg o G Zpig+1
CoSps—/— T T Ly = 5
3zpr+1 3 Xy 1
et (18.2) entraine
(18.3) 241> 380 3, ; 4+ 101 2,7}

— sia,.,= 4, les formules (2.6) donnent

- e 3 Lpgq -+ zn+7’ x L 5 Ly + 1
T a4t T Ry
et (18.2) entraine
(18.4) 241 > 380 247 4~ 240 2,1

Or (18.4) implique (18.3); de plus, dans les deux cas, les inégalités — y,., > %
et Sprlnir > —2% (@p47 — Yn+r) impliquent (17.6) d’ou, en comparant avec (18.3)

Lpr < % <1, ce qui est contradictoire.

Donc a,,., ne peut étre égal a 2.
Sia,,,= 1, les formules (2.6) donnent

- 2&pgs+ 2 — Spgs o 3 L5 =+ 2
~Sp2 —— I n2— T .
9 Tpys+ 1 2.0, 5+ 1

et (18.1) entraine
(18.5) 305> 3803, 5— 112,

; Cindealites Lo 7 . .
D’autre part les inégalités — v, ; > 5 et S5l > P (2,5 — Yns) entrainent

(18v6) 403n+:>> 143n+5+7§
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d’ou, en comparant avec (18.5)

477

Ly < =5% < 2, donc @, s—=1.

244

Quatre cas sont alors possibles : a,. ;= 4, 3, 2 ou 1. Laissant provisoirement de
coté les deux premiers, étudions les deux autres.

— St a, =2, 0na

_ 2Xpyn = Zpas L 3Lpar+1
Spkse— T Xy — ——————
2Tp ;1 2Zp4q+ 1
et (18.5) entraine
(18.7) 316 > 3805, + 1172y 3.

., ., 1 7 A
De plus les inégalités ——}’n+7>g et Zrlp; > ()’—O(x',,ﬁ—()/,,ﬂ) entrainent
(18.8) 605, 7> 212, 7+ 7,

d’ot1, en comparant avec (18.7)

163 . . 150
Zpge <~ d’out Tpg7 > —5 > 11,
150 13

ce qui est exclu et écarte le cas a, = 2.

— Si A, ¢—1, 0N a

R PR b P ) _ 2&paqt 1
Spy— T ) Lpgy — ————
X7 1 Tppr 1
et (18.5) entraine
(18.9) 316 > 3802, 1 + 53 2p.n.

D’autre part, (18.6) est valable ici aprés remplacement de l'indice n 45 par
I'indice n+ 7, d’ou, en comparant avec (18.9)

2
X 379 .
L7 < g—gg, d’on Upoqg =1 el Ty > T)/— > 2, dou u, s=2, 3 oulj.
',).7

Distinguons donc encore trois cas :
— Sl G, s=2,0Nn4a

_ _ 2Zniat Sna . _ 3Zpia+1

T T X1 T T s

et (18.9) entraine
263 > 3805,.,0+ 2872, 4,

ce qui contredit ., >1 (car z,., >o0)et est donc contradictoire;
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— sl a,.q=23,0na

_ 2&npto+ Sngo — 4xn+9+ 1
"’14.—7: S —— ‘r/l'!-7“‘“' 5.
3&pig+1 3Zpig+1
et (18.9) entraine
(18.10) 263 > 38035, 241, 03

, e . i, -
d’autre part les inégalités —y, ., > 7 et Zpi0lnie > Z/B(w"+"—7"'+9> entrainent
803,.9> 282,14+ -

d’ow1, en comparant avec (18.10)

914 , . 628
Lppg << 698" d’on L0 > B; > 2,
ce qui contredit le lemme 13 et est donc exclu;
—sla, . s—4,0na
_ 3 Lo+ B . D pig+1

B ’ Lyprq

Qo g1 o [Ixn+'.I‘+‘I’
et (18.9) entraine
263> 380519+ 1412495

mais comme l'inégalité z,,,2,., > i(x,m, — Yawo) entraine z,,, > T")x,,+f,, on en
1

déduit
263

27!

—

Lpag <<

<1
<

ESN

ce qui est contradictoire.
Done, en rassemblant ces résultats, on voit que le cas a, ;=1 est lui anssi &
écarter, et I'on peut énoncer :

Lemye 16 ¢ a,=4 ne peut intervenir qu'immédiatement suici de [l'une des
séquences

I 1 1 4, 1 o1 o1 3, 1 1 1 1 1 4 @ ou S U N G |

o8]

En rapprochant ce lemme du lemme 15, on voit que (pour » assez grand)
I'hypothése a,=3 ou 4 entraine pour tout »'>>n, a, =1, 3 ou 4, donc en parti-
culier a,£2. Or le lemme 14, joint au corollaire du lemme 7, entraine

lim @,= 3 ou 4. Par suite, on a bien «,5£ 2 pour tout n assez grand, et I'on peut

n

énoncer :

Lemme 17. — Pour tout n asses grand, on a a,=1, 3 ou 4, l'éventualité a,— 3
ou 4 intervenant une infinité de fois.
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19. EXCLUSION DES SEQUENCES 4 1 I I 3Er3 1 1 1 1 1 3. — Il résulte des

lemmes 15 et 16 que la séquence 4 1 1 1 3 ne peut intervenir que comme
partie de 'une ou de 'autre des deux séquences

111 4 1113 1 114 ou r 11 41113111 1 1 3.

Soit n le rang du cinquiéme terme de chacune de ces séquences. Dans les deux

€as, ona —y, > I—Z et (lemme 1) ¢,— y, < 1. Par suite

t,+—~7— Dy 12 3— 2y, 48
tn+k:M< {‘, _:Vn+k:—),’> _i_.,
IT— 7y, 170 I1—5), 175
ty+10— 17y 72
lnps — Y= i—_—/)” < —i_
Ir— 7%, 175
L’inégalité I,,., entraine donc
. 48 20.124.48.172 29008
T 175 175(1240.48 +15.296) 18655
d’ou
o 18655 . - 10353 ot S 8 302
Fns ™ 153537 TR "8 300 TS 9051
. L4 2001 . ’ ..
St a,..=4, on en déduit x,. > o5 >20 ce qui est exclu, ainsi, par
suite, que la premiére des deux séquences en question.
L’inégalité J,.,, entraine de son coté
48 20.172.347 1019 296
4
.lL’,l+4>—?+ z = /: ‘9 9:,’
175 7.175.519 635 775
d’ou
T 635 775 . 383 5ar ot " 252 254
Lnis 383 501 ’ A6 : AT

259 254 131 267
Sia,,.,=1 o0n en déduit
131 267

—_— et Lpaa > ws_z > IT
120 987

Lhovs
" 10 280

ce qui est exclu, ainsi, par suite, que laseconde des séquences en question.
D’ou
Lesve 18. — La séquence 4 1 1 1 3 est exclue.
D’apres les lemmes 15 218, la séquence 3 1 1 1 1 1 3 ne peut intervenir

que comme partie de I'une ou autre des séquences

2 9 ’

31 113111110 ou T S T T T - T S NS S B G- 8

Désignons par n—= le rang du premier terme de chacune de ces deux
séquences. On a, dans les deux cas :

I
- )‘u |',> 5’ [/z —ca_‘4‘l/1—'ﬂ< I

Ann. Ec. Norm., (3), LXXIII. — Fasc., 3. : 41
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et
tn—ﬂ -+ 28 - 18)/11—11
37 — 23y, ’

. __29——‘18)/n~ﬁ'
X 1= 37 _ 23)/11‘7“

[ PR —

L’inégalite
3/H—1 tll+1 > _/‘ ('/L'/I—H - )',,,H )
20

s’écrit done

(37 — 23y ,—0) Zpiy+ 29 — 18y, - (37 —23Yn) Znir+ 29 — 18y,

Spt > P 28 18)/n~6 29 — 17 Y n—s

20
/

Cette derniére fonction homographique de — y,_4 est croissante, car son déter-
minant est 38z,.,, + 29 > o elle est donc supérieure a 'expression obtenue en

I > \ . ’ MPRY
remplacant — y,_, par %5 d’ou I'inégalité
(19.1) 39405, > 1450x 41141,

Or les formules 2.6 donnent

12Zp46+ -/l — Spin 181',1 6 5
b

g1 — Xy = ——————
12, 4+ 3 11Z,, 4+ 3

Donc (19.1) entraine

(19.2) 2237 > 32005,46— 121 Zp .

Or les inégalités ¢, , < % et — Ynio > %, entrainées par a,.;= 3, donnent, avec
Bn+e zn—H‘, > i (xn+6 —_yn—H;) :

(19 3) 605,40> 282, ¢+ 75

d’ou, en comparant (19.2) et (19.3):

1391

1879 , . '
—_— dou x,,_,_7>—4-§8—>2.

1391’

$n+5 <

ce qui contredit le lemme 13.
Donce

Lemme 19. — La séquence 3 1 1 1 1 1 3 est exclue.

Désignons par A, B, G, les séquences respectives :

Les lemmes 15 4 19 permettent d’énoncer :
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Proposrrion 9. — Les seuls couples (€, 1) pour lesquels on puisse avoir

20 . . . P .

c(&, 1) < — sont ceux dont le développement est exclusivement constitué,  partir
/

d’un certain rang, par les séquences A, B, C la séquence C devant étre, en outre,
immédiatement précédée de B.

20. PREMIERE ETUDE DES COMBINAISONS DES SEQUENCES A, B, C. — Nous n’essaierons
pas d’obtenir des résultats plus détaillés relatifs au développement des couples

. . . .. 20 . .
(& n) astreints a la seule condition ¢(&, n) < =- Pour poursuivre I'é¢tude des
/

petites valeurs de ¢(Z, 7)), nous compléterons d’abord la proposition 9 par
une autre relative aux couples (E, 7)) soumis a la condition plus restrictive

ar ZL < 22 |
<car 25 < 7 /’
T

|

(20.1) c(z,n) <

B)

&

qui permet de substituer aux inégalités (15. 1) les inégalités plus fortes

25 29
(20~')‘) :‘/ztn> :‘;(lu - ,)’/1\)7 (*T/zésn,) (tu_“)’n)> ;‘I{('rn‘,’yu)

/

valables, elles aussi, 4 partir d'un certain rang, ce qui sera de nouveau sous-
entendu.

Montrons que la condition (20. 1) impose aux développements correspondants,
outre bien entendu les conditions formulées dans la proposition 9, de ne plus
contenir les séquences ABA, ABB, CBA et CBB.

D’aprés la proposition ¢, ces séquences ne peuvent intervenir que comme
partie de la séquence

1 1 1 a 1 1 1 4 1 1 1 1 1t 4 1 1 1, ou a=3ouj.
Désignons par n — 5 le rang de I'entier @ en question; on a, dans les deux cas

3
_),u 4> ’/" In = Yn <
Ly

et, d’aprés les formules (2.6)

. [n—nrf"_ '3 — 9,‘),/1 & , I-/i e 9)’7:———/»
lpir= - A )= o
l/-—Il.)n,,_/, 17—11.)” &
L’inégalité
25
Zpgt bpopr > - ('1‘/:4-1 = ¥Yn+1 )
/
entraine donce
AR
71 (17_l‘.}'l1~—’»)xlt+1+14_9)’/1--’» > (17_]l)’n—k)a;n—a—1+1[l—"- iR
~ A1 ‘% P ‘ A 8 , T
P 9Y n—1 4 Yn—s

rrgs

P S I R

T
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Cette derniére fonction homographique de — y,, _,, de disecriminant

182, + 14> o,

. T . 3 .
est supérieure a l'expression obtenue en remplacant —y, , par e d’ou
Pinégalité
(20.3) 31945, > 13301, 4111,

Or '
3B xps 19 — S I D1y + 28
et 31,5+ [ ’ ST 3y Tyt 17 !

done (20.3) entraine
(20.4) 2461 > 31205, + 782,04

Or — ¥,y > %, done I'inégalité z,. 42, > ;—: (Zpis — Ynes) donne
(20.5) | 1495, 501, 4+ 2.
En comparant (20.5) et (20.4) on obtient
1911

. 57
1678

&

-

Lpg < >

1678
233 7/

d'ou Lo >

ce qui est exclu.

Pour les couples (&, v) satisfaisant & (20. 1), les séquences ABA, ABB, CBA et
CBB sont donc exclues; c’est dire que les séquences AB et CB ne peuvent inter-
venir dans le développement de ces couples qu'immédiatement suivies de C. En
tenant compte de la proposition 9, on obtient done :

Proposition 10. — Les seuls couples (%, 1)) pour lesquels on puisse avcoir

; -1 .., . . .
(s, )<< f—) sont ceuwx dont le déceloppement est exclusivement constitué a partir

d’un certain rang, par la répétition indéfinie de la séquence A, ou la répétition
indéfinie de la séquence B, ou la répétition indéfinie de la séquence BC, ou enfin la
combinaison des séquences A et BC.

III. — Détermination des valeurs de «(Z,r) inférieures a 7.

)

21. Avant d’aborder I'étude des couples (%, 1) concernés par la proposition 10,
¢tablissons quelques formules, conséquences des formules (2.6). Remarquons
d’abord que, d’aprés (2.6), on a

S ., Spaq — 1 Spag — 1
(21.1) s, =a,—b,— f‘-—~:/l,,—//,/—- —_— = —
. Xysy Xy Ly
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(%)
~
~1

Supposons maintenant qu’on ait ¢,=c,,,=...=¢,,,=1; on en déduit

Sppr— 1 . ) : e
Bp— 1T - 9 d’on Sy 1= (— 1)k S - .
Ly Lnpr e o« Lpgfer
Pran i+ Pry P; P

ou et sont les £me et

Qi Znhrr + Qr ’ @ Qr—1
(k— 1) réduites du développement de x, en fraction continue, on a

D’autre part, en posant x,=

Lyt o o s Lokt == Q/cd’nr,—/;—fl -+ Q/;—M
d’ou
Zpakat — 1
21.9) Sy = (Rt TR
( : " ( ) (\)/.'5"'114—/(1'1 -+ Q/c t
Dans les développements que nous envisageons désormais, qui sont exclusi-
vement constitués du couple (a,, b,) = (1, o) répété trois ou cinq fois consécu-
tives, et des couples (3, 1) et (4, 2), I'égalité c,=2 caractérise ces deux
derniers, tandis que ¢, =1 caractérise le premier. D’aprés (21.1) et (21.2), on
aura done :

— S1C,=2,dV€C C)y =Cp0=—=Cyy3—1:

Spar— 1
21.3) Sy 1 Tm L A e
( ) " - 3'Z‘u+h+ 2,

—slenoutre ¢, ,=c,,;=1:

Spge— 1
146
) Sp—I==1 - ¢

9. Sueot
( 8 XL pgess -+ 0

.

22. KTuDE DES DEVELOPPEMENTS DE PERIODE A. — Soit (&, 5,) le couple dont le
développement admet, dés son premier terme, la période A. On a, dapres les
formules classiques du développement en fraction continue et (21.3)

__Hai+g S

o= (4 1 1 1 @x,)=-= 2 A4
=4 ) 3xh+ 2 3z, + 2

De x,= x, et 3, = 3,, avec &, > 1, on en déduit

- 214 34/7
Zo=— 2 -+ \/7, P -—__14_\_/..,

qui permettent aisément le calcul de x,, x., x, et 5,, 35, 3,.

Les nombres x, et z, appartiennent tous au corps de \/Fj; ils ne prennent
respectivement que quatre valeurs distinctes, correspondant i n=o, 1, 2 el 3,
en raison de leur périodicité. Les nombres y, tendent respectivement, selon
leur indice, vers les conjugués y, des x,: et, par suite, les ¢, tendent vers les
conjugués ¢, des z,. Donc e(xy, z,) est ¢gal ala plus grande des huit valeurs

"

& . )
que prennent =—=* (qualtre valeurs) el ~ (quatre valeurs). Or,

—
Snly Ly 3n) (L= )

. S
T
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parmi ces huit valeurs, deux seulement sont distinctes, et égales respectivement

Ca8y7  a8y/>

3 BVT o 285
29

27

- Done

/

N

28y ;e

¢ (&g, 59) = =2,743....

27

J

S~

On constate que cette valeur est effectivement inférieure a

2

Pour représenter la classe des nombres équivalents a (2, 5,) nous remarque-

/ 9 /- A
— oV7+7 Lo
rons que (z,, zo)f\/(\ V7 ;:,'——’-) et que ces deux couples sont encore équi-

valents a (%, 1) avec

Vitr _g—V7 o 3WoHg v
— _—— 4 ) | — L * 7 —'l—/‘,
3vV7+7 ! b 3yy+g M

o
z
c

ol 7 a la forme la plus simple compatible avec cette ¢quivalence. D’ou

Prorosition 11. — Les couples (&, n) dont le développement admet, a partir
d'un certain rang, la période A, sont tels que

' /= ) 28/~
(é,‘n)N<7 14\//’1_1&)’ avee ¢t n) ==Y (),

27

23. KErUubE DES DEVELOPPEMENTS DE PERIODE B. — Soit (&,. 5,) le couple dont le
développement admet la période B, d’ou

wo=(F 1 1 1 1 1 xy)= 3___—-_é;:i ;5
5p=— 2+ éizi—(:;_—l} [ formule (21.4)],
¢est-a-dire, puisque x,=x, et 5,= 3, :
Yoxe=2 4+ V/F)—y So= i“—_t——._—\/m.
20

Un raisonnement analogue a celui du paragraphe précédent montre que

c(x,, 3,) est égal a la plus grande des douze valeurs que prennent les nombres
— Z,— Y . ' . Zy— - .
(du corps de /110 ) =2 (six valeurs) et — 3 (‘;,” 5 (81X valeurs), Ces
] n

znt),
douze valeurs se réduisent a six valeurs distinctes dont les inverses, divisés par

(*) Ces couples (£, n) sont ceux envisagés par Cassels (loc. cit.), qui prouve que cette valeur de
c(%, m) est la seule qui soit inférieure a }ix’ pourvu que n ne soit pas de la forme M% + N, avec M,

N entiers.
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100y 110, valent respectivement 370, 395, 405, 416, 430 et 470. On a donc

- cpat . 71
ce qui est encore inférieur & 7~
Pour représenter la classe des nombres équivalents a (&, 3,) nous remarque-

rons que (&, 3) v (‘-/-IT‘I—O, %ﬂ) ~ (Z, 1) avec

j—
/

/110 -+ 2 . — /
v 1,)—\/110 10+ \110 L 1
— , 7 = . _
10 20

PN

= = )

L o 10
— V110495
2

= ~
5 VIio -+ o
ou 7 a la forme la plus simple compatible avec cette équivalence. D’ou :

Propositiox 12. — Les couples (&, ) dont le développement admet, a partir d’un
certain rang, la période B, sont tels que

<z,n>~<—————‘5“‘/”°,i), avee e(5, )= VIO (o

10 10 37

924. ETupk DES DEVELOPPEMENTS DE PERIODE BC. — Soit (2, z,) le couple dont le
développement admet la période BC, d’ou

_ h762,+ 305

. — (A , P AR ——
(25.1) 2g=(4 1 1 1 1 1 3 1 1 I &)= 1032, 166
L 1 Zp— 1 ,
Fp=2 + e -+ B3 37,5 9) [formules (21.3) et (21.4)],
d’ou
(2. ) B ekt S

103z, + 66
De (24.1) et (24.2) on tire

205 + 12 /510
— 200 12y010

19Zy+ 9O
L= sy== L 92,

103 90

¥

. . . Zn— Y,
c(x,, 5,) est égal & la plus grande des vingt valeurs que prennent InJn o

i Suly,

Ln— .}n .
(Xn— Zn) (t;L_.)/n)
les inverses, divisés par 360 \/510, sont 2 872, 2873, 2888, 2932, 3007, 3112,

Ces vingt valeurs se réduisent a dix valeurs distinctes, dont

(%) Ces couples et cette constante sont ceux signalés par G. Poitou et moi-méme en 1952, puis
dans ma thése ({oc. cit.), o il est établi que la valeur en question de c(%, 1) est la plus petile de
- celles pour lesquelles 1 est rationnel, non entier, avec un dénominateur au plus égal a 10.
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3247, 3833, 4807, 6247. On a donc

360310 _ 45510

e( @0y 50) = 2872 359

_ 2,830. cey

. c e p, .71
ce qui est aussi inférieur a -

Pour représenter la classe des nombres équivalents a («,, 3,) nous remarque-
rons que (&, z,)~ (&, 3,), avec

69+ 4510 9@+ T
= —— = —
' 99 90’

on obtient encore un couple équivalent (, z) en diminuant, et s, d'une unité,
ce qui donne

bdyd10 — 30 9& —10

a T ———— 5=

99 90
. , . 1
Enfin, en remarquant que 10 — g >0, on obtient un couple équivalent
z ap
(&) par
1—ax 225 —\/510 — s 1

= ———— = —

T 1o—9gx 2340 10—9xﬁ90’

Sy

ot 7 a la forme la plus simple compatible avec cette équivalence. D’ou :

Provosrrion 13. — Les couples (2, 1) dont le développement admet, i partir d’un
certain rang, la période BC, sont tels que

25 — /510 1 45 \/010
~ — ] En) =
&) ( 2 340 90) avec  ¢(§, m)= T35

25. D’apres la proposition 10, tous les couples (&, 1) tels que (&, 1)< Z& vk

29
différents de ceux qui sont concernés par les propositions 11, 12, 13, et ou v

n’est pas de la forme M + N (M, N entiers), ont un développement exclusive-
ment constitué des séquences A et BC, ou chacune de ces deux séquences, ainsi
par suite que la séquence BCA, intervient une infinité de fois. Ce sont ces couples
que nous allons désormais étudier exclusivement. Nous désignerons par D leur
développement et nous montrerons d’abord que pour eux

c(z, /1)—11,?1%’,
ou l'indice n parcourt seulement les valeurs pour lesquelles on a a, , =3
(deuxiéme rang de chaque séquence C).
Pour faire cette démonstration, nous allons d’abord donner des encadrements,
valables pour n assez grand, pour les valeurs de x,, y,, z,, ¢, auxrangs n tels que

a,~1.
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26. ENCADREMENTS POUR &, AVEC @,=3 ou 4. — Soient x(A), (B), x(C) les
valeurs respectives de x, au rang n du premier terme d’une séquence A, B ou C
d’un développement D.

Comme, dans un développement D, la séquence A est suivie de A ou de B,
on a
2(A)= 1 1 1 4 1 1 1 x’):[;ﬂ—?%,—i——i—'? avec 1<<a'<<5,
d’ou

Comme une séquence B est suivie de CA ou CB, on a

64’ + 41 '

— 5N — /
2B)=(@¢ 1 1 1 1 1 3 1 1 1 x)_k;+———103x,+66;

avec [ <<z'<h,
d’ou
4,621 < x(B)<<4,622.

Comme une séquence C est suivie de A ou de B, on a

312+ 20

x(C):(S 1 1 I 4 1 1 1 $/):3+m,

Al 4
avec 1<<a'<<5),

d’ou
3,645 < (C) < 3,646.

27. ENCADREMENTS POUR Y, AVEC a,= 3 ou 4. — Solent y(A), y(B), y(C) les
valeurs respectives de y, au rang n suivant immédiatement I'une des séquences
A, B, ou C d'un développement D.

Comme la séquence A est précédée de A ou C, on a

__31ax'+ 20

. — ! / s
YA)=(o 1 1 1 4 1 1 1 x)_[T——Sx,+3ly avec 3 <<z'<<h.

d’ou
0,645 <— y(A) <o0,646.

Comme la séquence B est précédée de A ou C, on a

79+ 51

—yB)=(0 1 1 1 1 1 4 1 1 1 x):m,

avec I<<z' <5,

d’ou
0,622 <— y(B) <0,623.

Comme la séquence C est précédée de B, on a

—y(CG)=(0 1 1 1 3 1 1 1 1 1 x’):%, avec 4 <2’ <3,
d’ou
0,640 < — y(C) < 0,641.
Ann. Ec Norm., (3), LXXIII. — Fasc. 3. 42
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Rassemblons ces résultats :

LemMe 20. — Dans un développement D, on a

4,600 <x(A) <4,646, 0,645 <— y(A) <0,646;
4,621 < z(B) < 4,622, 0,622 < — ¥ (B) < 0,623;
3,645 <« (G) < 3,646, 0,640 <<— ¥ (C) < 0,641.

28. ENCADREMENTS POUR 3z, AVEC @,= 3 oU 4. — Soient z(A), z(B). z(C) les
valeurs respectives de z, au rang n du premier terme d’une séquence A, B ou C
d'un développement D. Les encadrements cherchés seront obtenus en deux
étapes.

Premiére étape. — Les séquences A et G sont suivies de A ou B; d’aprés la
formule (21.3) on a donc

5 —1

z(A):z—l—m, avec 2 <<a' —3'<<3 et h<<a' <5,
d’ou
x'— 4 x'— 3 2
P g <) < e <

Les mémes inégalités sont valables pour z(C), d’aprés (21.3).
La séquence B est suivie de C; d’apreés la formule (21.4), on a donc

-

3 —

:(B)=2+8x’+5’ avec 1<<ax'— 3 <2 et I< ' <h,
d’ou
2 <2 »—3 z(B) 2+x'——2 <2—|—-3—
< +8x’+5<”( = 82+ 5 37

Nous retiendrons seulement le résultat suivant :

. 2
Lemme 21 : 2(A), 2(B) et z(C) sont compris entre 2 et 2 + =
Deuxiéme étape. — Si la séquence A est suivie de B, donc de.BC, on a, d’aprés
(21.3) et (21.4)
82/ + 5 z—1

2(A) =2+ ; -+ - s avec 3 <z'<<4 et 2<z’<2+—2-
1272 + 79 1272+ 79 17

d’aprés le lemme 21, d’ou

82’46 4 2

,_|_. -~

____le 6 <z(A)—2a < —7——+~ I/,
1272+ 79 1272 4+ 79

c¢’est-a-dire, en tenant compte de la décroissance de ces fonctions homogra-
phiques de 2’ :

2,064 << 3(A) < 2,0606.
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Si la séquence A est suivie de A, donc de AA ou de AB, on a

3 +243 —1

3(A)=2 + —Sa avec 4 <<a'<<§ et 2<:-'<‘,z—i—li7 (lemme 21),
d’out
2
3z 43+ —
3z'+3 17
482" + 31 <s(A)—»< 482 + 31

et par suite
2,066 < 5(A) <C 2,068.
A cause de (21.3), 5(C) donne lieu aux mémes inégalités.
La séquence B étant suivie de C, donc de CA ou de CB, on a

Ja'+ 9+ 3 —1 L. y L2
5(B)=2+ oI 60 avec 4<<a'<) et 2<q<2—|—E (lemme 21)

et par suite
2,030 < z(B) < 2,032.

Rassemblons ces résultats :

LemME 22. — Dans un développement D, on a

2,064 < 5(A) < 2,068, 2,030 < 5(B) < 2,032, 2,064 < 5(C) < 2,068.

29. ENCADREMENTS POUR #, AVEC @,=3 ou 4. — Soient £(A), ¢(B), ¢(C) les
valeurs respectives de ¢, au rang n suivant immédiatement 'ane des séquences
A, B ou C d’un développement D. Les encadrements cherchés seront obtenus en

deux étapes, et en utilisant les formules suivantes, analogues a (21.3)
et (21.4):

— Si Cp=2, AVEC Cpyy = Cjp o == Cpy3=—1 1

Ly — 1
by— 1= 1
3Yniat2
b N w. R .
d’ou, st a,= 4 :
2 —1
929.1 lpy—1— —
( ) n-+ 14—3)%’
etsia,=3: -
2 — 1,
. 14 —— ——
(29.2) s 11— 3y,

— Sl¢,==2, AVeC Cppy = Cpya = Cp 3 == Cpyy = Cpoy =1 :

[ o — 1
i 1T o,
8,}’1[—;4;’*‘"
4 N \. —
d'ou, 81 a,= 4
2 —1
(29.3) lprg—1— -
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Premicre étape. — Les formules (29.1), (29.3) et (29.2) donnent respecti-
vement :

. o—1 _ 2—t _ 2 —1t
l(A)__I——- m) t(B)—I—-— g;—::—s—)/,’ l(c)._l-— my

avec, dans les trois cas, o <¢'<1eto<—y <1, dou

16 35 44 . 9 13
<t(A)<E’ 3—7<t(B)<4—5, H<‘(C)<E'

11O

~

Nous retiendrons seulement le résultat suivant :

Lemme 23 : ¢(A), ¢(B), t(C) sont compris entre % et 1 (donc entre 0,8 et 1).
Deuzieme étape. — Si la séquence A est précédée de A, on a, d’aprés (29.1)

6— 39— ¢' .
t(A)=1— 1223i—?48y” avec 0,5 <<— )’ <1 et 0,8 <t'<<1 (lemme 23),

d’ou
0,932 << £(A) << 0,934.
Si la séquence A est précédée de C, on a, d'aprés (29.1) et (29.2)
B33yt . , ,
t(A)——I——W‘-—f)——_—Z—S—E/T) avec O,.)<-—) <1 et O,8<t.<l,
d’ou
0,931 < t(A) < 0,933,
Si la séquence B est précédée de A, on a, d'aprés (29.1) et (29.3)

16— 3y — 1/

t(B):I——— W)

avec 0,5 <—y' <1 et 0,8 <t <1,
d’ou
0,974 < ¢(B) < 0,975.
Si la séquence B est précédée de C, on a, d’apres (29.2) et (29.3)

3y
142;33—:9)————21/_2—7)7, avec 0,5 << — ' <1 et 9 <t'<1,

II

t(B)y=1—

d’ou ~ -
0,974 < t(B) <<o0,975.
Enfin, la s¢quence C étant nécessairement précédée de B, on a

Q. g
t(c):I_O[:?j_T—-—S{O—.%Jj’ avec 0,3 <<— 3y <1 et 0,8 <t <.

d’ou
0,920 << t(CG) << 0,921.

Rassemblons ces résultats.
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LemME 24. — Dans un développement D, on a

0,931 << t(A) < 0,934, 0,974 < t(B) < 0,975, 0,920 < £(G) << 0,921.
30. Pour faire la démonstration annoncée au paragraphe 25, nous allons

maintenant, a 'aide des lemmes 20, 22 et 24, donner des majorations ou des
minorations, selon le cas, des quantités

XLp— )/n Lp— yn
Zn et
:‘ntn (xn_yn)(tn_]/n)
pour les différents rangs d’un développement D.
On abrége les caleuls en remarquant d’abord que a,=71, d'o0t b,=o,
entrainent

(30 1) Zn—2n e L ,
('7711”“ ‘311) (tn - )"n) Fn1 tn+l
- ,, . Xy — Vn . ZTp— ¥
e sorte qu’il suffit d’étudier Z2—27 4 tous les rangs n, et n—Jn seule-
d g
Sn t/z (1?,1 - Z,,) (ll! - )"71)

ment aux rangs n tels que a, =<1.

Etudions séparément les séquences A, B et C d'un développement D. Pour
abréger, nous désignerons, dans ce paragraphe et les trois suivants, les quan-
tités &,, ¥,, 3., , respectivement par :

x, y, 3, t pour le premier rang de la séquence envisagée;

Ty, Vis 31y U pour le (k—+1") rang de cette séquence (1 k=3 oub);

', y', 2, t' pour le rang qui suit immédiatement le dernier rang de cette
séquence.

31. Erupe pE LA skQuENCE A. — La séquence A étant suivie de A ou B et pré-
cédée de A ou C, on a

x=ax(A),

x'=ax(A) ou x(B),

n

s(A), )’/:)’(A), U'=1(A);
S(A) ou x(B),  y=r(A) ou y(C),
t(A) ou ¢(C);

1

1

v

14

I

done, d’aprés les lemmes 20, 22 et 24 :

4,645 < 2 < 4,646, 0,640 <— y < 0,646, 2,004 <<z << 2,068, 0,920 <<t <<0,934;
4,621 << 2’ << 4,646, 0,645 <— y' << 0,646, 2,030<C5' < 2,008, 0,031 <<1'<C0,034.

De ces inégalités on déduit :

x—y _ 4,65+ 0,65 x—y 4,65 + 0,65
- <8, - I
st 2,00.0,92 (r—3)(t—r) 2,6.1,5
. 3z'+2  3.4.6 -+ " I 1
= - 1,00, — = o < 5 < 0,292,
"oz 1 o 4,61 " E 4_)»<jhf,<’ ’
=1 1,1 t+2—3 _ 0,0+ 2+ 0,6
I ==1— — I — —— o) 8 . F— . D 5 LN -G
( 7 1 > A > 0,89 | [y > 6 > 0,70;
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d’ou
1= Y1 1,35 + 0,22
Z1 0,89.0,76 <262
_2x' 41 2.4,65 +1 _h—y _ 4,65
Ly = $/+I < 4,65—1—-1 <I,824, "‘_}’2——-5 )’<565 <0)824,
o 2 — 03 _t+3—y __0,92+3+0,64 .
~2_.I+x+l> 4o 65>I , 18, l,= 55 560 > 0,808;
d’ou
— ¥ 1,854 + 0,824
ot < 118088 <%
1 1 S—y 5
Xy 1+ — <1+ —= < 1,22, — Y= < —— << 0,55,
z 4,6 7 9—2y 10,;
A= 1, . _lT—2y 0,9+ 7+1,2 )
B=l 7 T e 0 6= 0—3y ~  g+1,3 > 0,89;
d’ou
Zy— s 1’22+0’O5<2,62.

Galy 0,76.0,89
En résumé, on peut énoncer :

Lemme 25. — St n est Uindice d’un terme de la séquence A dans un développe-
ment D, on a

Xy — )'/L Xp— ‘yn

2,8 / a, = 2.
T < avec, s a,= 4, Y p——— <2
32. ErupE bk LA skQuence B. — La séquence B étant suivie de G et précédée
de A ou C, on a, d’apres les lemmes 20, 22 et 24
4,621 < a << 4,629, 0,640 <— y << 0,646,
2,030 <5 << 2,032, 0,020 <1< 0,934,
3,645 <.r' << 3,646, 0,622 << — ' << 0,623,
2,004 < 3 < 2,008, 0,974 <1’ << 0,975.
De ces inégalités on déduit :
r—y _4,63+0,65 x—y 4,63 + 0,65
s O 2,03.0,02 2,83, (z—3)(t—y) 2,5.1,5 <2
82+ 5 8.3,6 5 I 1
ke S o sy SR (R R RIS
=1 T, _t+2—y _0,9+2-+0,6 )
=1 3r’+3>1_~'—?,6—‘——|——_:>0’()47 = Ay > 6 >0’76>
d’ou
2 — ) 1,61 +o,2}2 2.6,
sl 0,94.0,76
52’43 5.3,60 + 3 , ___4—)/ 4,65
ml_—%r’—l—9,<3.3,65—i—2<17641’ ~—yg__5_) 5,65 <o0,824,
o s—1 1,064 _t+3—y _ 0,02+ 3 +0,64
RS S P s O AT N
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d’ou
Zy— Y 1,641 4+ 0,824
Goly 1,082.0,808 < 2,8
_ 3x'+2 _3.3,6+4+2 _ b—y 5,6
1 23,641 <1,57, _'}f*_9~2y<m<0’55’

_ F—1 1,1 _tH+7—2Y 0,04+ 7 41,2 )
Ng_l—gx’—|—1>l—2.3,6—|—1>0’86’ b= g—2y = 91,2 < 0,893
d’ou

Zy—y; _ 1,57+ 0,55 5.8
2y 0,86.0,89 e
oz 41 2.4 +1 _9g—ay 9+ 2
= 41 =8, )= 14— 3y 14+3<O’/’
3 —1 1 _t+412—3y 12,9 .
~'.k—1+;m>1+6>1,17 t,= 5—3y 3 >0,9;
d’ou
z,—y, _1,840,7 <2,6
z, Ly, 1,1.0,9
. 1 i 14— 3y 14+ 3.0,6
Tt D < g <127% )= 3T <30, <0008

o Z—1 1,07 _t+21—5y 0,9+ 21+3 )

Sy=1— ——= >1— 3= > 0,706, L= — g 3 > 09975
d’ou

XTy— ¥ 1,275 + 0,608
Syt 0,706.0,057 <28

En résumé, on peut énoncer :

LeMME 26. — St n est 'indice d'un terme de la séquence B dans un développe-
ment D, on a

J/'/L_,}’n . xn_}’n
— <% <9,83, avec, si a,=/{4, 2.
Zaln 4, ('”n'—zn)(tn_)'n,) =

33. Erupk bk 14 stquence C. — La séquence C est précédée de B et suivie de A
ou de B. D’apres les lemmes 20, 22 et 24, on a donc :

3,645 < x < 3,646, 2,064 <<z << 2,068,
0,622 << —y < 0,623, 0,974 <t <<o0,975,
0,640 < —)'<<o0,641, 0,920 < t'<<o0,921;

avec, si C est suivie de A :
4,645 < 2’ << 4,646, 2,064 <5 << 2,068;
et, s1 G est suivie de B :

4,621 < ' < 4,622, 2,030 << 5' << 2,032.
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De ces inégalités on déduit :

— s1 G est suivie de A :

3242 3.4,65 4+ 2 o
= 2.4,65+1>I’5480’

S . 2760
EEAREE AN R

~l__
;l:I_»I—I<I.._.I—’O64__.<O,8967’
22 41 2.4,646+ 1
_t+1—y 0,975 +1+4 0,623 .
h=—3_—3 < 3,623 < 0.71715
d’ou

Zy— Y4 1,5485 + 0,2760 83-
A = 0,8967.0,7171 =>2,837;

— s1 C est suivie de B :

3"+ 2 3.4,62 + 2
/
= 22 4+ 1 < 2.4,62 + 1 <1,5489,

= ! <0 2761
X 3—)’<3,622 P 2R
:"———I

o ~ 1,032 ~ 0.8002
=T Y 2.4,62 +1 1992
tl_t—l—l——)'

0,974 + 1+ 0,622 .
T 33—y = 3,622 > 0,7167;

d’ou

Xy — Y1

1,5489+ 0,2761
I

1,833
0,8992.0,7167 <2,833;

— dans les deux cas (C suivie de A ou de B) :

z—y - 3,7 +0,7

. x—y 3,74+0,7
2,5 = 2
st 2.0,9 =2 (x—5)(t—y) 1,5.1,6 =
22+ 1 2.4,65 +1 3—y 3,623
o — - 2 - 1,8231 — YT —— i Rt 0,7841
2 21 < 4,65%—1 <, v X 4——_)’<4,6‘25< s 7O T,
=1 1,03 t+2—y 0,954 -+ 2 -+ 0,622
SymI—4————>1-4 2 >1,1823 tL=" & 2/ — 0,778;
: +x’+1> 5, 5> ’ ’ - 4 —H - 4,692 = 0,77%;
d’ou
ZTy— Vs 1,8231 + 0,7841 .
s 2 + 784 < 2,835.
Gsls 1,1823.0,778
I 1 4h—y 4,6
= -— — 28 —_— Yy = — 5 (8] 5'
Xy I+$,<I+3, 1,20, Y3 7*—-2)/<8,2< 197
Z—1 1,1 t+5—a2y 0,07 +5+1,2
Sy='1 — [ — 0,76 — 1 ! 0,87;
3 — > 4,6> ,70, pp—y > E— > 0,87;
d’ou
Ty — Vs 1,28 -+ 0,57 )
< Z2,8.
A 0,76.0,87 =%

En résumé, on peut énoncer :
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Lemme 27. — St n est Uindice d’un terme de la séquence C dans un décelop-

pement D, on a

Lpn— . Xy —
Lo Jn < 2,835, avec, st a, =3, r <'2,
Splt, ((12‘,1—5,1) (tn_)/n)

sauf si C est immédiatement suivie de A, n étant en outre tel que a,_, = 3, auquel
cas on a

‘%‘,i— uyn ~ 2,837.
~ntn
En rapprochant les lemmes 25, 26, 27, on voit que le programme proposé au
début du paragraphe 25 est rempli avec une précision supplémentaire, et 'on
peut énoncer, en tenant compte de (30.1):

PropositioN 14. — Pour les couples (€, 1) dont le développement est du type D,
ona
c(g n) =Tim 222" 5 837,
n ~ntn
ou Uindice n parcourt seulement les valeurs pour lesquelles on a a, ,=3, la
séquence C commengant au rang n — 1 étant en outre immédiatement suivie de la
séquence A.

En tenant compte de la proposition 14, il résulte des propositions 11, 12 et
13, qui concernent des valeurs de c(£, 1) toutes inférieures a 2,837, et de la
proposition 10, que les valeurs de ¢(%, 7)) correspondant aux développements
de périodes A, BC, ou B respectivement, sont isolées et sont les trois plus petites
valeurs de c¢(&, 7)), pourvu que v ne soit pas de la forme =M%+ N (M, N
entiers). En rapprochant ce résultat de ceux du paragraphe 9, relatifs au cas
our,=MZ + N, on voit que les parties a, b, ¢, d et ¢ du théoréme initial sont
établies, avec la précision supplémentaire suivante, qui sera plus loin incluse
dans la partie f/ du théoréme :

Prorosirion 15. — Les valeurs de ¢(Z, v) supérieures ﬂs/—;l—o =2,834 ...

sont supérieures a 2,837. St de plus c(%, 1) < % = 2,84, le développement du
couple (&, 1) est du type D.

3%. FoRMULES RELATIVES AUX RANGS PRIVILEGIES. — Nous allons maintenant com-
parer entre eux les coupies (&, ) de développement D en nous fondant sur le
nombre des séquences BC répétées consécutivement entre deux séquences A
dans le développement D. Nous appellerons privilégiés les rangs n du dévelop-
pement visés par la proposition 14. Pour le calcul de ¢(Z, 1), on peut se borner
a considérer ces rangs privilégiés, ce que nons ferons désormais.

Ann. Ec. Norm., (3), LXXIII. — Fasc. 3. 43
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Soit n, un tel rang privilégié. Nous supposerons que dans le développement
D auquel il appartient, la séquence A qui commence au rang n,— 3 est suivie
d’au moins 7 séquences BC consécutives, et précédée d’au moins j séquences BC
consécutives (7 et j entiers, 1> 0, j>x1). Nous désignerons par X, Y, Z, T les
valeurs de x,, v,., 3,., L.

Désignons par a;, x; et 3 les valeurs de a,, x, et z,au rang n, 411 4 107, qui
est le cinquiéme rang aprés le dernier rang de la 7™ séquence BC qui suit A,
puisque la séquence BC contient 10 termes. S’il y a, aprés la séquence A,
exactement ¢ séquences BC consécutives, donc suivies de AA ou de AB, on a
a;= 4, et §’il y a au moins 7 41 séquences BC consécutives, on a ¢;=1.

Désignons par a;, y, et ¢; les valeurs de a,, y, et ¢, au rang n,— 10/, qui est
le troisiéme rang avant le premier rang de la j* séquence BC précédant A. On
aa;=1, mais, s'il v a, avant la séquence A, exactement j séquences BC consé-
cutives, donc elles-mémes précédées de A, le quotient incomplet précédant a;
vaut 4, tandis que s’il y a au moins j 1 séquences BC consécutives avant A, ce
quotient incomplet vaut 3.

Nous allons exprimer X et Z en fonction de 2; et 3, et Y et T en fonction de
v; et t;. Pour cela, il est commode d’introduire la suite {s, | définie par la for-
mule de récurrence

(3h.1) Ska1 = DOt — Si—y (k entier quelconque),
avec
So=0, s =1, d’ont S == — Sk
Calcul de X et 7. en fonction de x; et z;. — D’apres les définitions qu’on vient

de donner, on a

. 765&70 -+ 494

X=( 1 1 4 1 1 1 4 1 1 1 ,1:(,)__4943;0_'_3‘9

el
xo=(1 1 3 1 1 1 4 1 1 1 .'r,):Q,(.x1):§?i(x'i),

ou ¢; désigne la (¢ — 1) itérée de o, [on pose o, (x) =], avec

ex + f;

o (xr)= ,
() gix 4+ h;

ou ¢;, fi» 8> hi satisfont a la méme récurrence que s;(34.1), avec

Co=—1, Jo=o, go=o, /10:1;

ey =398, Ji=257, &)= 223, hy=144;
On en déduit

Eix[—i— Fi
(3k.2) = G W’
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ou
E;=765¢; + 4945, F;=1765 f;+ 494 h;, G;=494e;+ 3194, H,= 494 fi+319 A,

E;, F;, G;, H; satisfont donc a la méme récurrence que s;, avec

E_j=—2, F_ =gy, G =—1, H_,=4;
A Ey= 7657 Fo= 494, Go= 494, H,=319;
(3&‘-3) EiHl'—FiGi:——I.

Des valeurs prises pour i =o et i =1 par ¢, f;, 8, h;, on déduit
(3%.4) ;= 398s;— $i—1, Ji=257s;, &= 223s;, hi= 144 s;— si—,;
des valeurs prises pour i =—1 et : =o par E;, F;, G;, H;, on déduit

(31.5) {Ei=765sia+2s,  Fi=49bsia— 75,
l Gi:49431‘+1+5i, l{i:3193i+1 ____431_'
D’autre part, I'application répétée des formules (21.1) et (21.2) donne

S1xy4+ 33 4+ 50—1
Goxy+ Hy

7 —1—— y

L Srap+4 33 + 5, —1
- o+ hy

St —

(1Zk L0

d’ou, en regroupant par un calcul par récurrence facile :

dii(eg+ e+t e)) xit for oo+ fis 33 (g0 Qi) it ho el f-5— 1
gixi—+ hy

Sy— 1= )

. 5[{(60+€1+...+65_1)$i+f0+...+ﬁ“1}+33{(g'0+...+gl'_1)1‘i+120+...+h,~_1}+zi-—I .
Gixi+~ H[

7—1—=

Or, en désignant par 0 et 6’ les racines de I'équation
02=>5420 —1, d’ou 00’ =1,
on a

d’ou

I (L — G+t — 1 Siqpr — S;i— 1 Sig1— §i— 1
So+ S+ o+ 5= —_— = = - .
0 [ i 6—9’< 01 0 _—1 ) 0+ 60— 00— ')40

Des formules (34.4) on tire donc, en tenant compte de (34.1) :

l

1 i 25
Eek: -5—16(3976‘[_*_1 -+ I43S[+ 143), Efk = gz(si_,_; — §i— I),

k=0 k=0
i
Q 1

hp=
k= 5%o

: 223 :
Egkz %(s,-ﬂ—si—l), (143 804+ 3975;+ 397).
k=0

k=0
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En substituant ces valeurs, on trouve pour Z :

1 1
Giz;+ H, — (E(ﬁ 6018, —T118—11)2;— 5 (2971841 — $i—1) — (5;—1)

Z: Gix,-—l— H,' ’
d’ou
(G;— d1si)zi+ H;— 335, — (%(sz-ﬁ——si—— 1) (112;+1) — (5,—1)
(3k.6) Z—= .

Gi.%?i—i— Hi
Calcul de'Y et T en fonction de y;ett;. — En posant Y =y, et T=1¢,, on a

Y—*—yo:—(o‘?» 1 1 1 1 1 4 1 1 1 —)%):—q.ll(~)rl)_—-__q;/-(_yi),

ou ¢; désigne la (j — r)®m itérée de &, [ on pose &, (x) = x], avec

E.xz +F, —E,y,+F,
) _ 5 i "o v jYi j
(3%-7) v =gorm, T Y=—g55u

ouE, I, G, H, satisfont & la méme récurrence que s; (34 1), avec
(3%.8) E’/.H'/—G}F'I-zx
et
E,=1, F,=o, Y=o, H;:I,
E'| =82, =127, G| =297, H', = 460;
d’ou

(3.9) KE,;=8as;—s, 4, F,=127s), G =1297s,, H';=460s;—s,_.

D’autre part, en procédant comme au paragraphe 29 pour I'établissement
de (29.1), (29.2) et (29.3), on trouve

— 84 yr—+ 130 — (¢ —1)
— G+ 1Y

g —1=— (Iéké/),

d’ot, en regroupant par un calcul par récurrence facile

(841 — (B, +E\ +...+E,_ )y, +Fi+. .+ T, |
I 41308 —(G)+...+ G y;+H,+. ..+ H, ) —(;— ) )

I —1=—

Or, de (34.9) on tire, en tenant compte de (3%.1 )

/=1 j—1
N I , 12
\‘Ek: %(815/+4595/_1+ 459), ZF,‘ = ﬁZ—(sj— Sjoa—1),
k=0 k=0 )
j—1

j—1
297 ) Yoo .
2G4_—5—E(S/—Sj,1—l), EH._%(A:)Q.V—% 815+ 81);
k=0

k=0
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- 2 \
d’ou

% T —(G;--—S[;sj)y,-—t—H’j——lﬁ’»osi—(;—O(sj—s/_i——l)(——gy,-—l—23)+t,~—1
(3%.10) = > .

— Gy Hj

35. Ces formules étant établies, envisageons les deux séquences suivantes :

S: ABC...BCABC...BCA

J fois BC i fois BC . . . .
avec o1 </l, 1=5<).
S': ABG...... BCABC...... BC A
e —— e —
jr fois BC ir fois BC

Désignons respectivement par X, Y, Z, T et X/, Y/, Z/, T’ les valeurs, pour S
et S', de @,, ¥, 5a, l, au rang privilégié qui précéde immédiatement la séquence
centrale A dans S et dans S/, et posons

x;=x, 5= Y=Y, t;=1t pour la séquence S;

=2, 5=z, yi=y, t;i=1 pour la séquence S'.
Les nombres X, Y, Z, T; X', Y, Z/, T; «, ¥, 5t &, y, 5, ¢ sont susceptibles
des encadrements suivants, déduits des formules de récurrence de 'algorithme
et des lemmes 20, 22 et 24.

On a
=EaTE e PR X< Ipee
le méme encadrement vaut pour X/, d’ou
(35.1) 1,548 < X < 1,549, 1,548 < X' <1,549.
On a
L= ey Y g <L T agae
le méme encadrement vaut pour Z/, d’ou
(35.2) 0,896 <Z < 0,897, 0,896 < Z' << 0,897.
On a |
Y=y doll e <= Y <
3 —y(B) 3,623 3,622’

le méme encadrement vaut pour — Y’ et — y’, d’ou
(35.3) 0,296 <—Y <<o,277, 0,276 <—"Y' << 0,277, 0,276 <<— y' << o,277.
On a

_t(B)+1—y(B)

0,974 +1-+0,622 . 0,975 414 0,623
T= <T< .
3—y(B)

’ d'ou 3,622 3,623 !
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le méme encadrement vaut pour T’ et ¢/, d’ou
(35.4) 0,716 <T <o,718, 0,716 < T"<< 0,718, 0,716 < t'<C0,718.

On a
L 2x(C)+1

) 2.3,65 +1 ;o 2.3,64 +1
r= a(G)+1

v dot e SO e

done
(35.5) 1,784 < a' <1,785.
On a
3(G) —1 . 1,004 1,068
-/ N et .
4_1—|—(—————,L_(C)+l d’ou I+—4,646< <'+_4,645’
done
(35.6) 1,229 < 3 <<1,230.
On a
x=a(A) ou z(B) et s=z(A) ou z(B),
d’ou
(35.7) 4,621 < << 4,646, 2,030 << 5 << 2,008.
Enfin on a
1 t+2—Yy
—y = = et = —
J 4__‘), 4_), ’
avec
y=y(A) et t=t(A),
ou
y=y(Q) et t=t(C);
d’ou
1 1 0,920 + 2 + 0,640 0,934 + 2 + 0,646
e STV S e Y T 46 i< AN I

c’est-a-dire

(35.8) 0,215 <— y < 0,216, 0,767 <t <<o,771.

36. En utilisant les inégalités (35.1) a (35.8) et les formules (34.1) a
(34.10), nous allons maintenant évaluer la différence

X—Y X-—-Y /X—-Y X-Y X—Y X —Y
v 7T —\zv 7T )T\ 7T T rT )

en évaluant séparément chacune des deux parentheses.
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X—Y X'—Y > Ve (4 o0 . .
Caleul de —;m— — —m—+ — Dapres (34.2) et (34.6), on a ()
(36.1) A=[(X—Y)Z — (X'— Y)Z] (G + H;) (G;2' + H,)

< % [Gi~ 5184 — ;—(I)(si+1—si—— 1)]x’
+ H;,— 33s;04 — 516 ($p1— $i— 1) — (5 — 1) :
—[(E;— G Y)x'+F,— H;Y|
< § [Gi— D1Siq— (%é (Sip1 — Si— 1):'x

+ Hy— 3350, — 516 (St —si—1) — (5 — 1) ;
En développant A, on trouve
(36.2) A= (x — ')+ 3(5—5) +WU(2' 5 — 3,
avec
T=Ei— G,Y + (E— GiY)[Hi— Bsi0s = o (3 — 51— 1)]
—(F;—H;Y) [Gi—— S84y — ;—; (Stp1 — S — 1)],
S=F,—HY, U=E—GY.
Développons & en tenant compte de (34.3) et (34.5). 1l vient

L — (El- GZY) :EZI‘IZ— FiGi—|—S[+1[51 F,—' 33E1—— Y(5I Hl— 33Gl)]

Sip1— S;i— 1 ,
T[IIFZ— E;— Y1l — G))]

+

1
=1 §B[11Fi—Ei—Y(11Hi—-— Gy)|

79 YN\ . )
-+ <é"6 — -2—> (S,-'j._1 — 5—/1231'31'—0«1_"‘3[)«

Or, d’aprés (34.1), on a

S2, — DA28:Siy - P T=8F — Si1 S T= 8 — 8§38, =1.
Par suite, en regroupant :

T = (—;B[glEi—nFi—n—Y(91Gi—-—11Hi—|- 45)].

(%) Désormais, dans tous les calculs qui suivront, les crochets auront la signification associative
habituelle, et ne désigneront plus la partie entidre de la quantité qu'ils encadrent.
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D’aprés (34.5), on a donc
L = gio [91(7658;1—+ 28;) — 11 (494:Siqq — 78:) — LI
— Y {91 (494si1—+5;) — 11(319504— bs;) + 451} ]
= 5‘3 [64 181500y~ 2598 — 11— Y (41445 511 ++ 1355, 45)],
S = 49451 — 75— Y (3198001 — 451),
W =96551+ 28— Y(4ohsia+ ).
En utilisant les inégalités (35.3) pour — Y, on déduit donc de (36.2)

75619,82s5.,4 + 296,26s; + 1,42 << 9oL < 95 661,2655;1 + 296,395s; + 1,465,
582,044511 — 8,1045< % < 582,363s,,, — 8,108s;,
901,3448:,4 + 2,27685,<<U << go1,838s:4 -+ 2,2775;

De (34.1) on tire
(36.3) SipaS 1 et 0 Lbh1s; S (i>o0),
d’ou ,
8405111 << T < 8415444, 58254 <<F < 5835144, 901844 << AU << 9025;4.
Or, de (35.5), (35:6) et (35.1), on déduit
2,836 <z — 2’ << 2,862, o,8<z—z’<o,839, 1,987 < s’ — 2’z < 2,094;
d’ou .
840.2,836 -+ 582.0,8 — 902.2,094<S—A— < 841.2,862 -+ 583.0,839 — go1.1,987,
i+1
¢’est-a-dire
(36.4) ' 95981 <<A <11068:.

D’autre part, en utilisant encore les formules (34.5) et les inégalités (35.5)
et (35.7), on trouve

(1200,2968:1— 2,2168;) (2601,7745;,4+ 0,6215;)
< (Giz + H;) (Gyz' + H;) << (1200,7995:1— 2,2158;) (2 614,124 8,4+ 0, 64691),

d’ou, d’apres (36.3)
(36.5) 31200005}, < (Giz + H;) (G;2'+ H;) < 3140 0005}, , .

Des inégalités (35.2) et (35.4) on déduit encore

(36.6) 0,574 < (0,896)%.0,716 <ZZ'T < (0,897)*.0,718 < 0,578.
De (36.1), (36.4), (36.5) et (36.6) on déduit finalement
959 X—Y X-Y 1106

0,578.3140 000,44 IT ~ 7T 0,574.3 120 000547
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d’ou
1 X —-Y X'—Y 1
(36.7) 19008 4 < 7T~ T7Z'T <

16008;,4

X'—Y X'—Y . ’ Ny ,
37. Calcul de =~ — —5r—+ Conséquences. — D’aprés (34.7) et (34.10),
on a

(37.1) A= [(X—Y)T — (X' = Y)T'] (— Gy + ) (— Gy + 1)
= [F'{+X/lrl'/._y(Eé-a-X'G',.)}
, 2
X|<H/“ISOS/'~E)-6(S"—SI. 4—1)
—y {G'j—— 84s;— I—Ia(s,-ws/,l—lj} +If——11
—«[F'{-—i—X’H'j—y (Eg—l—X’G})]
, 2
> LH/-—130s/~—— @(S/'—S/,i—-l) ]
— ! {G'I-—Sl;s,-—— II—O(S,-—S/, ,——l)%—i—t'—IJ,
c¢’est-a-dire
(87.2) A=Y —y)+ Bt — 1)+ y — 1))
avec
, pp , . I -
‘y:E/.—%X Gj+ (F/+X H/) [(J/— 843/— E(S/'—-S/‘,,,j-—l)]
, L , Y
-«(E/»—{—XG/-)[H/-~1305/—ga(s,-——s,-_1-1)], ,
%:F'j—i— ‘\”H//" ‘U:E'l—{—— X'G,/-.
Développons ?Y en tenant compte de (34.8) et (34.9). Il vient
Y —(E;+XG))=F;G;— E/H); +5,;[130E,;, — 84 I, +- X' (130 G; — 84 H'})]

Si—8;jq1—1 ~7 ’ / ’ '
-+ —’—E;—Oj——[23E/-~9F/-+X (23G;— 9gH’})]

1 ' i ' '
=1 S [23E) — 0F) - X/(23G) — o))}
+ 23 —gX'

50 (51— d42s;s; 1+ s3)

. gio"23E//—~ oF)+ 67 4+ X'(23G, — gH/, 4 9)]-

D’aprés (34.9) on a donc
Y= 655[67(8%/—3/-1) “+9.1278;— 67 + X' {67.297s; -+ 9(460s; —s;.1) — 9} ]

= #[6637@-— 675, 1 — 67 - X' (240395, — 951 — 9)],

B =1275; + X'(4605; — 5;_1), V=8as;— s;_+ 297X's;.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXIII. — Fasc. 3.

=~
EEN
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En utilisant les inégalités (35.1) pour X/, on en déduit
43 849,372s; — 80,9325, — 80,932 << 9oY << 43873,4115; — 80,9415, , — 80,941,

839,080s;, — 1,548s;_,<<® << 839,540s; — 1,549s, 4,
541,756s, — s; <<V <<B542,053s; — s; 4.
De
(31.3) sj=1,  0Z5Bhis; s,
on déduit alors
4865s; <Y < 488s;, 839s; << ® << 8fos;, D18, <<V < H43s;.
Or, de (35.3), (35.4) et (35.8), on tire
0,06 <<y — y' << 0,062, 0,049 <t — t'<C 0,055, 0,036 <yt'— y't <'o,06

et (37.2) entraine donc

—488.0,062+839.0,049+541.0,056<Sé-<—,’;86.0,064—840.0,055—0—543.0,06,

J

¢’est-a-dire
(37.4) i1s; < A'< 5os,.

D’autre part, en utilisant encore les formules (34.9) et les inégalités (35.3)
et (35.8), on trouve
(541,9725; — $;—) (523,8555;, — s;_4)
< (H;— Gy) (H; — Gy') < (542,269, — 5,-1) (524,0715;— 5,-1),
d’ou
(37.5) 283 ooos; << (H; — G, y) (H, — G;y") < 285 000s7.

Des inégalités (35.2) et (35.4) on déduit encore

(37.6) 0,458 << (0,716)%.0,896 << TT'Z < (0,718)%.0,897 << 0,463.
De (37.1), (37.4), (37.5) et (37.6), on déduit finalement
' 41 X—-Y X-Y 30
0.463.285 0005, ~ LT LT " 0,458.283 0005,
d’ou ‘
(37.7) 3 3:)03,- = XZ—1\ - XZTI‘Y <3 5305,’

En rapprochant les inégalités (36.7) et (37.7) on obtient donc

37.8) I L X—Y X-Y I I
(37, 1000S8;, 2 500s; 7T 7' 16005, 4 _33003/-.

~ X—Y - X —Y I
En posant /= —m— et A'=—=- el en tenant compte des Inégalités
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Iéskéms/¢+1, ou k est, comme j et z+1, un entier au moins égal a 1, et
aussl de lim s;=- o, on voit que (37.8) permet d’énoncer, en conservant

k>4
les notations du paragraphe 35 pour les séquences S et S’ :

Lemme 28. — Les inégalites o =i <1 et 1 j<j entrainent, pour les
séquences S et S :

a. |A—2|<e deés que 1, j > K(e),
ott ¢ est un nombre positif arbitraire et oit K(¢) ne dépend que de < ;

b. . i—AN>c(K')>o0 st i<javeciZNW,
ot K" est un entier positif et ou 5(K') ne dépend que de K';

c. N—2i>7t(KY>o0 st j<Ziavec j K",

ot K" est un entier positif et oi: =(K") ne dépend que de K'.

38. Les pkveLoppeMENTS (@,. — Considérons un couple (&, 1) de dévelop-
pement D. A chacun des rangs privilégiés n, de D, on peut associer une
) . ‘ . . . - Zpp— Yy s
séquence S; de type S, avec =10, J=ji>1 et A= T ST Y

Snplng

c(k, -q>:li/r_n7\,,.. Si, a partir d’un certain rang, on ne rencontre plus dans D

deux séquences A consécutives, on a, pour £ assez grand, ;—>1 et ji=1;_,;
nous désignerons par @ un tel développement D particulier, entiérement défini,
a partir d'un certain rang, par la suite des entiers z;, avec 7, >~ 1.

Envisageons d’abord les développements @, notés @, pour lesquels 7; tend
vers I'infini avec k. Etant données deux valeurs quelconques £, et k, de k dans
un tel développement, on peut toujours trouver une séquence S’ définie par des
entiers 7' et j/ ou ¢ est supérieur a la fois & 7, et 7, et j” supérieur a la fois
aJr, =1, etj,=1,_,. Dulemme 284, on déduit donc :

(381) |;‘k1—‘)‘1\‘z'él7\/\‘l_)‘II_I_I)‘/-'Q_)‘Ii<2€

pourvu que i, _,, &, i, 4, soient supérieurs a K(<¢), ce qui a lieu dés que £,
et £, sont assez grands. De (38.1) on déduit que A, tend vers une limite unique,
soit vy, lorsque £ tend vers I'infini, quel que soit @,. 1l existe donc une infinité
continue de couples (&, v), correspondant aux développements @, tels que
(& m)=1.

Pour calculer vy, désignons par (2%, 5) le couple dont le développement
admet, dés son premier rang, la période CB, et par y* et ¢* les conjugués des
nombres quadratiques x* et z*. Puisque la séquence A ne se distingue de la
séquence C que par la substitution du couple (4, 2) au couple (3, 1) au premier
rang, sans changer la valeur de a — b =c & ce rang, lorsque £ tend vers 'infini

4.
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dans @, x,,., tend vers " +1 et z,,,, vers z*. Donc

(" +1)+2 - & —1
—(*——)———:X et Sgyp>rl— =17
2(x* 1)+ 1

Zpp—>
"k 2(2*+1) 41

D’autre part, y,,_, et ¢, _, tendent respectivement vers y* et ¢, donc

| y—1—0 __ .
ynkﬁ‘m =Y et lnk—+ ———-—:y*_ 3 ="
De
*=(3 1 1 1 4 1 1 1 1 1 x'*):w
129 2"+ 79
et
. 8"+ 5+ 3 —1
=2+ —
127$+’79
on tire
o 192 12 V510 o 192—12 V510 w232 4102 pe— 23 y* + 102
T 127 T 127 T 9 - 90 ’
d’ou
L B B -
o 1275 4\/510, v 63 4 510’ go 7312 5103 e 400 z\/510,
765 99 765 495

et par suite
X—Y 366 795 ]
YT T 503868 — 28547 (/510

P —

On vérifie d’ailleurs que v < % On peut donc énoncer :

PropositioN 16. — Pour Uinfinité continue des couples (&, v) qui admettent un
développement @, on a

A 366 795 71
(&, n)=vy—= —=2,83927885 ... <<~
o Y= E68 — 28547 a1 927 25

39. Les pEVELOPPEMENTS (D,. — Reprenons un couple (&, v;) de développement D
quelconque, auquel sont associées les deux suites d’entiers {i.} et {j.} avec

c(& )= I@Xk et comparons-le a un couple (£, ') dont le développement est
caractérisé par exemple par la suite {7, } ou
G=k-+max(Ji, Jo -+ o Ji+1)s
avec c(&', 1) _—.@M On a li,fn {,;=-+; le développement de (E’; ') est donc
du type @, et F'on ac(&, v')=+. D’autre part, pour tout £>>1, on a
0 LG << i, 1 ZJe<<lp,

et le lemme 286 s’applique. Par suite, si I'on a une infinité de fois 7z=o
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dans D, on a une infinité de fois

> N+ (0),
d’ou
c(n)>cE,n)=r.
Done I’hypothése c¢(&, ) =~y implique que D est du type ®, c’est-a-dire que
Ji=1t—s. En appliquant une nouvelle fois le lemme 285, on voit que si, pour

une infinité de valeurs de &, on a 7, < #;_,, on ac(&, n) > v, et méme c(&, ) >y

si lim ¢, est finie.
k

Par contre, si, a4 partir d’un certain rang, on a =1, =r>=1, ce qui
implique la périodicité de @, le lemme 28¢ montre que c(, n)<y. Nous
dirons alors que le développement de (&, 1) est du type ®,. Enfin, si 7; tend
vers l'infini sans décroitre, on a évidemment c(&, ) =+y. En tenant compte des
propositions 15 et 16, on peut donc énoncer :

Provosirion 17. — Les seuls couples (&, 1) tels que

i0 I10
37

<c(En) <y

sont ceux dont le développement est du type 3, (r entier > x).

Enfin, si (&, v) a un développement @, et (&', v') un développement @,
avec r<r', le lemme 28c¢ entraine c(&, 1) <c(&, v'). D’autre part, le
lemme 28a entraine que c¢(&, v) est arbitrairement proche de v dés que r est
assez grand. Donc :

Proposition 17 bis. — Les valeurs y, de c¢(&, ) telles que

I0\ 110

37

<cEm) <y

sont isolées. Elles correspondent aux développements périodiques 3,, croissent avec
Uentier r > 1, et admettent y pour valeur d’accumulation.

En rapprochant ces résultats de ceux de la fin du paragraphe 33, on voit que
pour achever la démonstration du théoréme initial, il ne reste qu’a déterminer
les valeurs v,, et des couples (&,, n,) convenables de développement @,.

40. Carcur pE v,. — Les développements @, sont caractérisés par leur période
ABC ... BC (r fois BG).
Envisageons le couple (&, v,) dont le développement @, est constitué exclusi-

vement par la répétition indéfinie de cette période, précédée de a,—=a, =a, =1,
avec by=b, = b,=0.&, et 1, sont donc respectivement égaux aux valeurs de
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et 5, aux rangs privilégiés n du développement @,; les valeurs de y, ¢t ¢, & ces
mémes rangs privilégiés tendent respectivement lorsque n—>—o vers les
nombres &, et v, conjugués des nombres quadratiques &, 7,, et Fon a

Er - E,, B

(40.1) ‘ Tr==c(Gr ) = IR

Pour calculer %, et v,, remarquons, en reprenant les notations du para-
graphe 34, qu’on peut poser d’une part

- A __ 7t
=X, avec x ,=( 1 3 L)= A
d’ou
) Az 4+ B, : :
(50.2) b=aiyp, o AMoBG=n
rer I

et, par suite,

. A —Dp+ V(A+Dp)2— 4
(40.3) — Yo s

avec, d’aprés (34.2)
Al‘: 7E/‘——1 -+ [l Fr —1y Bl‘ =2 El'—1 -+ F/‘—Is Cr‘: 7 G/'fl -+ 4 Hr—l, D,=2 Gr-1 -+ H/‘—i:

¢’est-a-dire, en utilisant (34.5)
A, =73318, — 148y, B,.= 2 024s5,— 35,1,
Cr=479345.— 951, D,=13078_— 254,

ou encore : :
) G it Dt
On peut poser d’autre part :

tp="71, avec 5,.,1:21—!—%?—12
d’ou, d’aprés (34.6) :
‘ (Grei— 318,) (78, +2) + (H,—; — 33s,) (45 +1)

- 91—0 ($r—$p—1—1) (815, + 23) — &+ 1
G, (75-+ 2) + H,— (45 +1)

P

4898+ 1358+ 516 ($r—8p1—1) (8154 23) 4+ £ — (11, — 1)
G5+ Dy '

=1 —
En tenant compte de 5., = 5425,— 5,_,, on en déduit

I 1
. (98rs1+ 218+ 1) Es+ % (238r1— 2935, — 23)

40.5 L — 1 == — .
( ) 7 1 C,—i,«—l— D,v— p
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Or (40.2) entraine

or __ (1—D;)e+ B, I G — A,
Chi+D,—1~  A.+D,—o Ct+D—1 A +D,—2

Il en résulte que (40.5) entraine

% (98rp1+ 218, +1) (1 —D)e + B, + {)[—o (238101 —293s,—23) (G5 +1—A,)

Tp—1—=— N ‘
¢’est-a-dire, en utilisant (40.4) :
- r v/ . 23"
., . To (168744 — 1665, — 1)E,— 3 (625,_+] . 4578,.—— 2
p— I == ey P
— _I. £, — _7§ S;“,_‘,_1 - 54231‘37‘—;—1 -+ S;". .
2™ 9o A +D,—2
Comme s, — 54285, + . =5, — $r11$r1 =1, On a finalement
M2+ N,
(40.6) o r&rAj*" ",

avec, d’aprés (40.4) :

' 10(165r+1 — 1665, — 6), N = ;% (178841 — 738, —13);

1

T

(40.7)
A=A, +D,—2=16s.,— 34s,— 2.

On peut simplifier I'expression (40.6) de v, en utilisant la formule
Sptq=SpSq1— Sp—15q
s S, SR T Or— 0 .
qu’on établit aisément en partant de I'égalité s,= —- (¢/. p. 341). Distinguons
deux cas, suivant la parité de r.

Sir=o2p (pentier>>1), on a

Sr1 == 85— Sy 85772 Sp (Spad — Spe1) = $p (28p4s — 0425,,),
et aussi
Syt — DU28pSp 5, =15
d’ou
M'g,,: %’ [16(sp. — 55) — 1665, (25,1 — 542s,) — 653, — 342881452
= (Sp1+ 2575p) (Spr+ 355,),
NI?P: % [178(3;-):“ - s;) — 73s5p(28,00— 542s,) — l3(s}‘,+| — B5425, 8540+ s;)'[

= (118p1+ 755p) (Spra + 355,),

AL, =2[8(s5 — 55) — 178p(28pa— B42sy) — (S)4y — D425,8pi1 53|
=2(78p1+ 2635,) (Spp1 + 355,).
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Sir=2p—+1(pentier>o0),ona

Srat = Spat (Spaa — Sp) = Sp1 (D428 p 1 — 28p), SPI=Spu — S
et aussi .
Sper— 9425p8p.0 + Sp=1;
d’ou
por = 19 (18950 (32510 = 28) =166 (53 = 53) = 6(5hus — 5425pp - 53)]

= (258p1 + 85p) (345p11+ 25p),

'

1 N 2
2prt = TE [1785p1 (8428p11— 25p) — 73(Spey — §5) — 13(Sppy — D428pSper+53)]

= (1895p1 + 25p) (345pia + 25p),

2

A% s = 2[88pra (B428p1— 28p) —17(Spy — 5) — (Spay — 542515p1+55)]
=2(1278p1+ 85,) (345p11+ 25p)-

N/

2p?

!
2p?

(l|40-8) 62p:sl;+1+ 353,;7
N A le facteur

2p+12 T2p+1?

Les trois nombres M A,, ont donc en commun le facteur

et les nombres M/

2p+1?
(40.9) Yopr1 =34Spi1—+ 25p.
On a
I
z —D, /A S, (A, 0.+ 2)
2(Ar D)+ VA, 0,(A, 0.+ 2) M5+ N,
Cr ) ﬂr::’"~;ZT——v

8A2\/A, 3, (A, 0, + 2) 8A2VA, 5, (A 8, + 2)

(000 = C M E+N) (L +N,) - GNi+ (A, —D)M,N,— Bz

(40.10) =

avec, sir=2p:

(80.12)  M,,= s, + 2575, Nop=118pi1+ 758p, Asp="75,11+ 2635,
et, si r= 2p—+1:

(80.13) M,py=255,.1+ 85, Nopr1=18958,1 + 25, Aspy1=1275p, 1+ 65)p.

Les formules (40.8) a (40.13) achévent d’établir le théoréme initial, comme
il avait été annoncé au début de ce paragraphe. Elles donnent en particulier

. 502+ 41/32385 . 1632498+\/(2340890)‘-’~1)'
o 789 T 2565 819 ;
S 255+ 189 o 70098, + 6 037
h= 254 T 8114 ’

__ 12102 V32 385 16228 /(2 340890)> —1
=8 T2 = 13399 443 561

(7) On peut établir que le dénominateur de cette expression est divisible par 2 A,..
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Remarque. — La formule de récurrence s,.,=542s,—s,_,, avec s,= o0 et
$y==1 montre que s, et s,,, sont premiers entre eux et que s, a la parité de p.
On en déduit les résultats suivants :

Tout facteur premier commun a M,,, N,, et 24,, est impair, car M,, et N,
sont impairs puisque s,,, et s, sont de parité différente. Un tel facteur premier
commun doit donc diviser M,,, N,, et A,,, et aussi 11M,,—N,,=2%.43s,
et 7M,,—A,,=2°.3s,, ce qui entraine qu’il doit diviser s, et par suite
M,,— 257s,=s,.., donc qu’il doit se réduire a 'unité. Donc M,,, N,, et A,,
sont des entiers premiers entre eux dans leur ensemble.

Tout facteur premier impair commun & M,,.,, N,p., et 24,,, doit
diviser M.,.,, N.pa et As,.,, donc aussi A,,,—M,,.,,=6.17s5,., et
4Nspir—Aspry =17.375,.,; donc 1l est égal 4 17, ou bien il divise s5,.,. Or, on
vérifie aisément par la formule de récurrence qu'on a M,,,,==48(mod17);
donc le facteur commun cherché ne peut étre égal a 17. D’autre part, sl
divise s,.,, il doit diviser N,,., —189s,., = 25,, donc aussi s,, puisqu’on l'a
supposé impair; il doit donc se réduire a l'unité. Le seul facteur premier
commun possible pour M, ,,,, Ny,., et A,,,, est donc 2 si I'on néglige 1.

En fait, si p est pair, M,,., et N,,,, sont impairs; donc M.y, Nopiy €t 24,5,
sont premiers entre eux. Si p est impair, M,,,, et N,,,, sont pairs mais non
tous deux divisibles par 4, sans quoi 4 diviserait 4N,, — M, ., =7315,.4,
donc diviserait s,,, et Ny,,, — 189$,., = 25,, ce qui est impossible puisqu’alors
s est impair. Donc, si p est impair, le p. g. c¢. d. de M4, Noppy €t 24,,,, est 2.

Ces résultats impliquent, grace a I'identité de Bezout, qu'on peut trouver un
couple (&, 1) équivalent au couple (&, ) avee

-,,;:i sir=£3 (mod4) et “n’,:Air si r=3 (mod4).




