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LOIS DE GROUPES ET ANALYSEURS
PAR M. MICHEL LAZARD

INTRODUCTION.

Ce travail a pour objet d'aborder une étude générale de la notion de loi
de groupe.

Une loi de groupe est une « formule » ou un algorithme permettant de définir
une structure de groupe sur un ensemble où l'on sait effectuer certains calculs,
c'est-à-dire dont on sait composer les éléments suivant certaines opérations.

Une telle formulation, d'une généralité excessive, ne peut mener à aucune
théorie valable. Il convient donc d'introduire des restrictions assez sévères pour
obtenir une théorie « substantielle », mais assez larges pour recouvrir les plus
intéressants des cas particuliers déjà connus, et conduire à des résultats et
problèmes nouveaux.

Parmi ces cas particuliers, citons la « formule exponentielle symbolique de
la théorie des groupes » [4], que nous appellerons loi de Hausdorff, et le
« calcul des vecteurs de Witt » [10] (1). Ces exemples justifient le choix des
axiomes auquel nous nous sommes arrêtés.

La loi de Hausdorff suggère tout d'abord de ne pas se borner aux calculs
finis, mais d'introduire des séries formelles convenablement généralisées. C'est
ce que nous avons fait; les scrupules que pouvaient provoquer jadis les calculs
« formels » ou « symboliques » sont aujourd'hui apaisés par le recours à des
topologies ultramétriques définies par des familles de sous-groupes.

Par rapport aux vecteurs de Witt, la loi de Hausdorff présente l'avantage de
ne faire intervenir que deux arguments x et y, sans introduire de « compo-
santes ». Un artifice convenable (2) permet de se ramener toujours à ce cas plus
simple (lois de groupes « à un paramètre »). Finalement, nos axiomes servent

(1) II s^agifc dans ce dernier cas d'une loi d'anneau. Nos considérations s^appliqueront, par
exemple, au groupe additif des vecteurs de Wifct.

(2) Cf. ïi° 18.
Ann. Éc. Norm., (3), LXXII. -- FASC. 4.
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à définir une loi de groupe/(.r, y) comme une somme infinie de « composantes
homogènes », vérifiant les identités fondamentales

/(/(•^ } ' ) ^ z) ̂ /(^ /(j^ z)) {associativité),
f\x^ o) =:/(o, x) = x- ^existence de r élément neutre o).

Quant aux ensembles M que f(^c, y) permettra de transformer en groupes,
ce seront des modules où seront définies des opérations ou fonctions généralisant
les fonctions polynômes dans une algèbre associative et commutative [1].
Essentiellement, nous supposerons qu'on puisse composer ces fonctions, et
qu'une notion de degré ̂  soit définie.

Il apparaît alors que l'ensemble M ne joue aucun rôle par lui-même. Seules
importent les propriétés des fonctions qui s'y trouvent définies, ou, en d'autres
termes, les règles générales de calcul dans cet ensemble.

Nous sommes donc conduit à pousser plus loin l'abstraction, et à étudier
directement la structure algébrique dont est muni l'ensemble de fonctions sur M
sans faire intervenir ce module. Nous parvenons ainsi à la notion ^ analyseur.

Ce point de vue présente des avantages considérables. Il nous permet de
séparer plus nettement deux problèmes distincts : la recherche des lois de
groupes, et l'étude des structures qu'on peut transformer en un groupe au
moyen d'une loi de groupe donnée. Une loi de groupe cesse d'être un algorithme
pour devenir un élément d'une structure algébrique, ce qui simplifie considé-
rablement le langage.

Conformément aux principes de la méthode axiomatique, nous donnons
a priori la définition des analyseurs (n° 5). Mais, aussitôt après, nous intro-
duisons des notations qui font apparaître les éléments d'un analyseur comme
des fonctions dans un ensemble. Ces notations sont en vérité des « abus de
langage », car les éléments d'un analyseur ne sont pas des fonctions; mais elles
sont indispensables, car elles font pressentir les théorèmes et leurs démonstra-
tions, tandis que les notations « correctes » compliquent inutilement les énoncés
les plus simples.

Au n° 21, le lecteur trouvera une discussion plus approfondie de l'axiomatique
des analyseurs, qui apparaissent comme un cas particulier de la notion plus
générale de « compositeur ».

Le chapitre I, le plus ingrat, donne les définitions et propriétés élémentaires
des analyseurs. Il s'agit simplement de généraliser les propriétés des séries
formelles sans terme constant [1] en les considérant du point de vue de leur
composition, et non de leur multiplication. Même dans ce cas classique, la
notion d'analyseur ne correspond pas aux définitions usuelles.

Le chapitre II s'ouvre par la définition des lois de groupes. Les paragraphes
suivants constituent une étude directe des lois de groupes dans les analyseurs
rationnels : les méthodes, aussi bien que les résultats, dérivent directement de
la théorie des groupes de Lie. J'ai suivi, parfois de très près, un Mémoire de
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Dynkin [3], qui est d'ailleurs à l'origine de ces recherches (3). Cette méthode
directe me paraît illustrer la puissance du formalisme introduit au chapitre I;
on verra qu'il suffit d'y traduire quelques propriétés élémentaires de la formule
du binôme et de la fonction exponentielle pour obtenir une démonstration
directe des théorèmes fondamentaux de Lie où les passages à la limite sont
remplacés par des spécialisations, et où la part de l'analyse (c'est-à-dire des
démonstrations de convergence) est réduite au minimum (4). Les principaux
résultats de ce chapitre seront retrouvés au chapitre IV par une méthode
différente.

Le chapitre III traite de la cohomologie des analyseurs. Il a un caractère
auxiliaire, et le lecteur sera peut-être bien avisé de n'en lire d'abord que le
premier paragraphe, puis de passer au début du chapitre suivant où il trouvera
aussitôt la justification des définitions introduites. Pour mener à bien cette
étude, j'ai pu exploiter l'analogie de la cohomologie des analyseurs avec celle
des groupes ou monoïdes, et renvoyer au traité de Cartan-Eilenberg [2], ce qui
évite de refaire certains calculs assez compliqués.

Le chapitre IV expose une méthode générale d'étude des lois de groupes et
de leurs équivalences. C'est la vieille méthode du <( calcul des limites » de
Cauchy, du « lemme de Hensel », etc. Elle consiste à construire successivement
les composantes homogènes d'une fonction. Mais ici les constructions ne sont
pas toujours possibles ni déterminées. On rencontre des obstructions qui
s'interprètent comme des éléments de groupes de cohomologie. Dans le cas des
analyseurs rationnels, les obstructions sont nulles et l'on rend compte ainsi très
simplement des résultats principaux du chapitre II (moyennant, il est vrai, la
connaissance de ceux du chapitre III). A côté de la loi de Hausdorff, on trouve
une autre loi de groupe remarquable, la loi unilinéaire. Elle conduit à une
nouvelle espèce d'algèbre et intervient, par exemple, dans le calcul de la
formule de Taylor pour les polynômes.

J'ai montré antérieurement [7] sur un cas très particulier comment il était
possible de faire une étude globale du système des obstructions. Le problème
fondamental est le suivant : comment les choix effectués lors du « passage »
d'une obstruction nulle peuvent-ils déterminer la nullité des obstructions
suivantes ? Je donne ici la démonstration du théorème général sur les lois abé-
liennes universelles de groupes de Lie formels annoncé dans [7]. Mais l'étude
globale du problème des obstructions paraît difficile et ne pourra vraisembla-
blement être abordée que dans des cas particuliers.

Au terme de cette étude, il semble qu'on ait seulement établi la partie
générale et, en un certain sens, élémentaire d'une théorie qui devra se spécia-

(;!) Les résultats de ce chapitre sont résumés dans [oj.
( 4 ) îl s'agit des théorèmes locaux pour les groupes de Lie donnés à l'avance comme variétés

analytiques.
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liser dans diverses directions. Deux d'entre elles me paraissent les plus
importantes. D'abord la construction de ^-groupes à l'aide de lois de groupes
convenables. Les résultats obtenus avec la loi de Hausdorff[6] laissent espérer
qu'on pourra progresser si l'on connaît mieux les lois de groupes. C'est aussi la
conclusion où conduisent des travaux récents [8], |"9] sur le problème de
Burnside. L'autre direction de recherches est celle des lois de groupes de Lie
formels, en liaison avec l'étude des groupes algébriques.

Je souhaite que des développements ultérieurs viennent justifier la tentative
que j expose aujourd'hui.

CHAPITRE I.

GÉNÉRALITÉS SUR LES ANALYSEURS.

1. Fonctions homogènes et modules multigradués.

1. FONCTIONS DANS UN MODULE. — Nous conserverons, autant que possible, la
terminologie de N. Bourbaki. En particulier, Z, N, N^, Q désigneront respecti-
vement l'anneau des entiers rationnels, l'ensemble des entiers ̂ o, l'ensemble
des entiers ^> o, et le corps des nombres rationnels.

La lettre û désignera toujours un anneau commutatif possédant une unité.
Nous entendrons par « module » un il-module unitaire.

Si E est un ensemble quelconque, M un module, l'ensemble des applications
de E dans M est muni de sa structure naturelle de module. En particulier, nous
aurons à considérer des applications clans M du produit cartésien IVP^eN^).
Une telle application sera dite fonction de n arguments dans M, et notée /. La
valeur de/pour la famille d'arguments Çx^, ..., x,^) ç. M" sera notée f(x^, ..., .z',/).
Le module des fonctions de n arguments dans M sera noté £n{'M).

Nous dirons que l'argument x^ est neutre dans la fonction /el^(M) si
/(^,, . . . . Xn)=f{y^ . . .,y,,)dès qu'on a^=y^pour i^j^n (y'^Q.

2. LES RELATIONS D'HOMOGÉNÉITÉ.

DÉFINITION (1. i). — Soient M un Q-module, /eJF^(M), et a = (ai, ..., a,,)eN"
une famille d'entiers ^o. La fonction f sera dite vérifier la relation d^ homogé-
néité de degré a si Von a

/(/., .r,, . . ., À/^;/,) == ̂  . . . /^"/(.rj, . . ., x,,}

pour tous x^ . . . . ^eM et Ai, . . ., A,,ei2. De plus, si Vun des (a^), soit a/, est
nul, l'argument X j doit être neutre (u).

(°) Cette dernière convention revient à poser o° = i dans la relation d^homogénéité.



LOIS DE GROUPES ET ANALYSEURS. 3o3

Remarquons qu'une même fonction peut vérifier plusieurs relations
d'homogénéité différentes : c'est ainsi que l'application identique du corps
premier F^o de caractéristique p -^ o peut se voir attribuer l'un quelconque des
degrés^ (h eN).

3. MODULES MULTI GRADUÉS.

DÉFINITION (l.a). — Un Ci-module H sera dit n-gradué s^il est donné comme la
somme directe d\ine famille de sous-modules (Ho^aeis™-

Nous désignerons par Pa le projecteur de H sur son facteur direct Ha. Si/eH,
Pa/ sera dit la composante homogène de degré a de f9, f n'a qu'un nombre fini
de composantes homogènes non nulles, et est égal à leur somme

/^VP^ avec Pa/ella.
a ç N'1

Nous appellerons degré total du multidegré a = (oq, . . ., a,,) et noterons | a
l'entier (ai+. . .+a,,), et nous poserons, pour tout rçN,

Iî,= ^ Ha.

Nous définissons ainsi sur H, par « sommation partielle des composantes )>,
une structure de module simplement gradué. C'est en ce sens que nous
parlerons des composantes homogènes pour le degré total des éléments de H.

Un sous-module n-gradué K de H sera un sous-module homogène^ c'est-à-dire
vérifiant

K^^ (KnILc) .
aeN"

Un homomorphisme <p d'un module /^-gradué H dans un module /i-gradué IT
sera une application û-linéaire vérifiant çHaCH^ pour tout aeN".

4. CRITÈRES CONCERNANT LA DÉFINITION DES FONCTIONS HOMOGÈNES. — LêS principaux

modules multigradués que nous rencontrerons seront des modules H de fonctions
dans un module (n° 1), où les éléments de H^ vérifieront la relation d'homogé-
néité de degré a [déf. (1. i)]. La remarque finale du n° 1 montre qu'il faudra,
en général, définir axiomatiquement les modules de fonctions homogènes.
Cependant, dans certains cas particuliers, les relations d'homogénéité suffisent
pour caractériser les Ha : il faut pour cela que toute somme finie de fonctions
vérifiant respectivement des relations d'homogénéité pour des multidegrés
distincts ne puisse être nulle que si tous ses termes sont nuls.

PROPOSITION (l.i). — Soit M un espace vectoriel sur le corps infini iî. Une
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somme finie ^/a? ou chaque /a€J^(M) vérifie la relation d'1 homogénéité de
a ç N»

degré a, ne peut être nulle que si chaque terme f^ est nul.

Démonstration. — Nous pouvons écrire, pour tous x^, . . ., ^çM et Xi, . . .,
^€û,

(I) ^ ̂ ...^-/a(^, ...,^)=0.
a e N"

La proposition s'en déduit aisément : par exemple, par récurrence sur n et
application des déterminants de Vandermonde.

PROPOSITION (1.2) . — Soit M un Q-module. Considérons la somme finie V^ f^
aeN"

où les /a ( € J (̂M)) vérifient respectivement les relations d'homogénéité de degré a.
Supposons que, pour a === (a^, . . ., a^), /a 7^ o implique a^ ! . . . a^ I/a 7^ °* A/6W
to somme considérée ne peut être nulle que si chacun de ses termes est nul.

Démonstration. — Ecrivons à nouveau la relation (i) dont nous désignerons
le premier membre par P(Xi, ..., A,,). Introduisons les opérateurs différences A/ :

( A , P ) ( À , , . . . . À,, . . . , À , ) = = P ( 7 , , . . . , À,.+i, . . . , ^ ) -P(À, , . . . . , ^ . . . , ^).

Si la somme considérée est nulle sans que tous ses termes le soient, défi-
nissons p==(^, . . ., [:!„) comme le plus grand des multidegrés (a^, . . ., a,^),
ordonnés lexicographiquement, tels que f^ 7^0. Alors

„ — / \^,, A^ip't (7 7 } — '3 ^ ^ î /pU —— ̂ ^ ... LA1) 1 ; (,A] , ... , A/^ ; —— [->j . ... ̂  • J^i

contrairement à l'hypothèse.

Remarque. — On se trouvera dans les conditions de la proposition (1.2) dans
les cas particuliers suivants :

i° M est un module sans torsion sur l'anneau d'intégrité û de caracté-
ristique o;

2° L'ordre additif de chaque fonction /oc non nulle n'est pas un diviseur
de | a \ \.

2. — Analyseurs incomplets.

5. AXIOMES DES ANALYSEURS INCOMPLETS.

DÉFINITION (2. i). — Un analyseur incomplet 3{ sur I''anneau 12 est constitue par
la donnée :

a. d'une suite (^l/1)7'^ de Sl-modules multigradués, tels que chaque ^n
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soit n-gradué
Wn—. Y1 <^n .
-V — Z_i ̂  5

ae^7ra

&. d^une famille d^ applications (ï/n.n) (^? ^€N*), ^/fc (7^ ï^ „ applique 3^"1

dans J'^(^);

c. (Tune famille d^ éléments distingués (e^;) (m, ;eN^, i^m\ tels que
©m,; €-31^^ o^ â^; ^^ fc multidegré (3^', . . ., o^), ^ ̂  désigne le symbole de
Kronecker (6), satisfaisant aux axiomes suivants :

(Al) Pour tous m, nç. N*, Inapplication T^ ̂  ̂ ^ ^/^ homomorphisme ^.-linéaire
de 3{'n dans le module jr^(5l71). De plus, pour tout mç N^, ï^,^ ^^ injectif.

(A2) '̂ /T^ ^çN^, açN^, /e^l^, ûfo^ Ï^ ,,f vérifie la relation d'1 homogé-
néité de degré a.

(A3) So^ m, 7i, joeN*, /e^, ^e^t7' (jooî/r i^î^^), ///e^
Çpour ï^j^n)- Posons

(T,^/)(^,, ...,^)=Â-<=^
^^

(T,/,^)(Ài, ..., A/,)=//-eX^ (pour ï^i^m).
Alors

(T^k)(h,, ..., /^)=(T^/)(/,, ... , /„).

(A4) Po?/r tous m, n, îçN^, i^m, fjç.^ Çpour ï ^ j ^-m\

\ i m,n ®m,;/ \,/! 5 • • • i J m ) — — J i . '

(A5) Soient m, n € N^

a = ( a , , . . . , a^çN^ /ç^;
^==(p,.,,, . . . , ^/Qe^^ ^-e^ (T?O^ i^^/7z).

Afo/^ (T,,.,/) (g\, . . ., ̂ )e3l^ ^^c

ï^d'n • • • . ï«). ï.= ^ ^Py^ (l^'f=^)-
i ̂ j^m

(A6) Soient m^y, a==(a^ . . ., a^^eN^, /e^- P^o^

<1̂  =::: (. 1 m,m-\-\J ) (®w+l , l ~t~ ©/??.+1, •2i ®/«+l,:ii • • • ? ®m+l,/7i+l }7

et ̂  = P^pow ?=(?,, . . . , p^ ) e N^1. Alors ,'

^. ^3== o si l^on n^a pas simultanément

{3,+(3,=a,, i3,==a,-i (3^^m+i);

( 6 ) ^7 == i si i =j\ ô/ = o si i ̂ j.
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6. 5Ï^+p2==o(i, ̂ =^-1 (^^i^m+ï), alors

\ 1 rn-}-l,m^'Q) (€ î / /z , l î ®w,l7 ®/7Z,'2î • • • ? Q/n,m) ~=• \ /a )./ ( )•
\Pl /

(A 7) p^r ^o^ /n GN'*', fc module 51̂  (des éléments de degré total o) est nul.

Ce dernier axiome n'interviendra qu'au paragraphe 3.

Exemple : ^analyseur classique. — Nous appelons analyseur classique
l'analyseur défini comme suit : ^CÛ [e^i, . . ., e,^,J (^€N*) est l'anneau
des polynômes sans terme constante à coefficients dans û, en les indéter-
minées (e,^)i^^^7i [1]. Nous prenons sur 51" la graduation usuelle. Si
/=P(e,n,i, . . ., e^^)^^, giç. 51" (1^^772), nous posons

(TW)^ ...,^0=P(^ ...,^).

On vérifiera sans peine que les axiomes (Al) à (A7) sont satisfaits.
Nous laissons au lecteur le soin de formuler, conformément à la théorie

générale des structures algébriques où les lois de composition sont partout
définies, les notions A'homomorphisme d^ analyseurs et de sous-analyseur. Si l'on
a un homomorphisme d'un analyseur 51 dans un analyseur 5l/, Ximage de 51 est
un sous-analyseur de 51^; si l'image coïncide avec 3^', nous dirons que ce dernier
est un analyseur quotient de 51. Remarquons que le noyau d'un homomorphisme
d'analyseurs n'est pas un sous-analyseur [car il ne contient pas les éléments (e^/)].

6. UN LEMME DE THÉORIE DES ENSEMBLES. — Nous allons effectuer sur les analy-
seurs incomplets une construction par « dédoublement », analogue à la repré-
sentation régulière des groupes ou des algèbres associatives. Cette construction
est basée sur le lemme général suivant :

LEMME (2. i). — Soient (E'1)'1^' une suite d^ensembleSy £„ : E7'-^ E724"1 une suite
d ) applications', et (T,̂  ^) une famille de lois de composition (m 4-1 )-aires Cm, n e N),
telles que, pour /eE"1, g^çE'1 (ï^i^m), on ait (T,̂ ,/) {§\, . . ., ^)eE".
Supposons que pour tous m, n, f, ̂  définis comme précédemment, on ait

( ï ) £,((T^/)(^ . . . ,6^))==(T^^/)(£^, . . . , £/^).

Désignons par E==limE" la limite inductive de la suite (E") pour les appli-
—>

( 7 ) Plus précisément : g = (Tm^+ifïÇ^i, • . . , ^m), où
AI == 67^+1,1 -+- e/»4-i,2, ÏH = Qm+i,i+i (pour 2 ̂  i ̂  m).

Nous appliquons le projecteur d'homogénéité Pp conformément aux notations du n° 3. Dans b, il
faut entendre (T/^+i,/,,^-^) (/q, . . . , k,n+i), avec

ki == kî = Cm,!, /<•;• == Qm,i-l ( POUI- 3 ̂  l ̂  m -+- l).

Enfin ( 1 ) désigne le coefficient binomial a l . •
\ i-»! / P 1 • [^ '



cations (£^), et par n^ Inapplication canonique de E" rfa^^ E(/i€;N*). Alors il existe
des applications T^ respectivement de E^^ rfû/^ l^ ensemble des fonctions de m argu-
ments dans E, univoquement déterminées par les conditions

(Tmf) (^n§\, • • • , ̂ ng,n} == ̂  ( ( ̂ m,nf) (^1, • . . , ̂ w)),

pc^/r tous m, n e N^, /€ E^, ^ G E'1 (i ̂  i^=.m\

Démonstration, — Elle résulte immédiatement de la définition de la limite
inductive. Définissons, pourjo^^, les applications ̂ q : E^—^ E9, par les relations
de récurrence Ti^^rSçî^ (ri^ est l'application identique de E7'). L'ensemble E
et les applications ^n sont caractérisés par les propriétés suivantes :

a. pour tous p^q, T^=T^Tlv ;
6. E=^J(T:,E-);

/z e N*
c. si/€E^, ^-eE^, r^/= r^g, alors il existe r^p,q tel que ̂ /= ̂ '̂.

Par récurrence sur q—jo^o, on démontre que, pour tous /EE^, g\, . . .,
^eE^,

^((T/.,^/) (^ . . ., ̂ )) = (T^//) (̂ •.. • • ^ ̂ ^).

L'existence et l'unicité des applications ï\n s'en déduisent sans difficulté.

7. REPRÉSENTATION RÉGULIÈRE DES ANALYSEURS INCOMPLETS. — Soit 3( un analyseur
incomplet [déf. (2. i)].

PROPOSITION (2. i). — Pour tout n e N* et /€ ̂ S

(T/,,/ / /)(e//, , , . . . , e//,/,)^/.

Démonstration. — Posons /^(T,,,,/) (e//,i, . . ., e^/,). Alors (A3) et (A4)
montrent que T/, rnf= ̂ n mf, pour tout meN^. Comme ï,, „ est injectif(Al),

/==/'•
LEMME (2.2). — Définissons les applications £„ : ̂ l71-^ 5l"4"1 (nç^)par

^nf~==- (Tn,n+lf) (Qn+l,î, • • • , e/^j^) ^O^r /e^.

Afoz^ .'

a. les (£„) ̂  (T,n.^) vérifient la condition Ci) du lemme (2. i);

^. joo^r ^^/^ /i € N, c,^ ^^ injectif; plus précisément, la restriction de ̂  à 3{^ est
un isomorphisme de ce module sur 51^) ^'ec

a = = ( a j , . . ., a/OeN", (a , o) ==. (a , , . . ., ^, o)eN^-4-1.

Démonstration. — a est une conséquence immédiate de (A3) et de la défi-
nition des applications £„. Pour ^•e^l^1, posons

r\n^g= (Tn+î,n§') (e^i, . . . , Qn,n, û).
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Alors, si/e^,
rin+iën/'==f

d'après (A3), (A4) et la proposition (2. i). De même, si ^e^t^4,

^YÎ^^== (T/,+,^.i^) (e/^i j , . . . , e//+.i^, o).

Or, si ̂ e5f^, le (^^i)-161116 argument de ^n+^mg est neutre pour tout /^eN\
d'après (A2) et la définition (1. i); nous avons donc dans ce cas

1 n+l,n+i^n^1n-)-ï^ =z 1 n-+-i ,/î+l^"?

ce qui prouve que ̂ = ^ï],,+i^ (Al). Enfin (A5) achève la démonstration de b.
Nous sommes donc en mesure d'appliquer le lemme (2. i) et de poser la

DÉFINITION (2.2). — A^ec les notations des lemmes (2 . i )^(2.2) , nous appel-
lerons module de la représentation régulière de 3^ le module JM = lim^l/'. La

représentation régulière de 3^ est la correspondance qui, à tout /€ 3{71 associe la
fonction T,,/de n arguments dans 4M.

PROPOSITION (2.2). — a. Les applications ï,, : ^ll-> J^(4M) sont des mono-
morphismes de modules.

b. Si /ç 3^^, ï^y vérifie la relation d^homogénéité de degré a.
c. Si/ç 3(m, g, e c^n {pour i ̂  i^m\ alors

T,((T^/) (^i, . . ., ̂ n))= (T,./) (T,^, . . ., T,^).

Démonstration. — Les applications £„ sont des monomorphismes
[lemme (2.2,6)]. Il en est donc de même des applications ?;// : ^'l-> Ml.
Comme £,,e,^= Qn+ij (pour ï^i^n), ^n^a.i est indépendant de n\ nous
poserons, pour n^i, r^e,, ,= e/e^ll. Soit alors /e^'; d'après la définition
de ï^ et la proposition (2.i), (ï^/) (ei, . . . . e,,)=r^/. Cette relation établit
simultanément que tout élément x de 4% peut s'écrire sous la forme
(T,/)(e,, . . . . e,), où fç^1, et que (T,/) (e,, . . . . e^^o si/^o, donc
que les (T^) sont des monomorphismes. La démonstration de b résulte immé-
diatement de (A2); quant à c, c'est la traduction de (A3).

La notion de représentation régulière nous permet d'identifier un analyseur à
une famille de fonctions dans un module. Les éléments distingués (e,< /) s'iden-
tifient alors respectivement aux ^, considérés comme fonctions des n argu-
ments (^1, . . ., x^). Quant aux lois de composition (ï,n^), elles traduisent la
composition des fonctions; l'axiome (A3) est vérifié a priori dans les familles
de fonctions comme l'axiome analogue d'associativité dans les groupes de
permutations.

L'identification permise par la représentation régulière va justifier les « abus
de langage » nombreux et indispensables que nous commettrons sans remords.
iNous renoncerons à la lourde notation des (T,,, „), nous écrirons f(g-i, .. ., gn,)



LOIS DE GROUPES ET ANALYSEURS 809

au lieu de (T^^/) Çg\, . . ., g^\ Un élément fç^1 sera dit, à l'occasion,
« fonction de n arguments » ; il sera souvent commode d'utiliser la notation
fonctionnelle « incorrecte » /(^i, . . ., ̂ ), et d'employer d'autres signes que
les (^,) pour désigner les arguments; par exemple, nous écrirons des formules
telles que

/(^j)e^2, /(/(^j)^)-/(^/(j,..))=o (^) .

Si/(.ri, . . ., ^)e-3t^ a =(^i? • • • ? °^)? nous dirons que/ est homogène de
degré a, par rapport à l'argument x^• (i^^^^); cela nous permettra de parler
de fonctions homogènes par rapport à l'un de leurs arguments.

8. ,31-MODULES ET FAMILLES DE FONCTIONS POLYNOMIALES.

DÉFINITION (2.3). — Soient X un analyseur incomplet^ M un module. Une
structure de 3^-module sur M est définie par la donnée d\me famille d^homomor-
phismes ̂  : ̂ -^ ̂  (M), pour n € iN^, tels que :

a, si /e^L'a, ^nfvérifie la relation d ̂ homogénéité de degré a ;

6. sif^^"\ g^^Çi^i^m),

T// ( /(^l — • • ^ ,^//0 ) == (^mf) ^ng-\, . • • , ̂ m) ;

c- T! C®!,!) est Inapplication identique de M.

Exemple. — Le module JM de la représentation régulière est un
31-module (^=T,).

Si 3^ est un analyseur incomplet, la catégorie des^-modules correspond à une
espèce de structure algébrique. Si, par exemple, 3t est l'analyseur classique (n° 5),
les 51-modules coïncident avec les û-algèbres associatives et commutatives.
Toute propriété d'un analyseur incomplet peut donc être considérée comme une
« règle de calcul » valable dans les structures algébriques d'une certaine espèce.

Réciproquement, un analyseur incomplet peut être défini par les fonctions
correspondantes dans un ^l-module M, pourvu que le module M ne vérifie pas
d'autre identité générique que celles communes à tous les ^l-modules.

Si, avec les notations de la définition (2.3), les homomorphismes (r,,) sont
injectifs^ nous pouvons identifier les modules ^'l aux modules de fonctions
^fl=^^3^ll\ Nous dirons alors que la famille de fonctions 1̂ === (^l^)^çN* es^
une famille de fonctions polynomiales associée à f analyseur 3^ dans le module M.

Partant de la notion de famille de fonctions polynomiales, on pourrait définir
ensuite celle d'analyseur incomplet en « faisant abstraction » du module M. Ce
procédé aurait l'avantage d'éviter l'axiome (A3) mais, en fin de compte, il
compliquerait l'axiomatique.

( 8 ) Avec les notations antérieures, il aurait fallu écrire : (T2,3/)((Ï2,3/) (63,1, 63,2), 63,3) au
lieu de/(/(uC, y), z); la simplification se passe de commentaires.
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Remarquons que si M est un 51-module défini par les homomorphismes
T, :5l"-^J,,(M), comme dans la définition (2.3), la famille (îl,z)= (^5l")
n'est pas nécessairement une famille de fonctions polynomiales associée à un
analyseur dans M; exemple : 51 est l'analyseur classique sur Z, et M est un corps
fini. Pour que (ïn^t71) soit une famille de fonctions polynomiales (associée, en
général, à un analyseur quotient de 51), il faut et il suffît que tous les homo-
morphismes ̂  aient des noyaux homogènes (n° 3).

Il est facile de caractériser en tant que 51-module le module 4M de la
représentation régulière : on définit d'une manière naturelle la notion de
51- générateurs 3^-libres [c/*. la démonstration de la proposition (2.2, ^)], et 4M
est défini, à un isomorphisme près, comme le 51-module admettant une famille
dénombrable de ^-générateurs 3^-libres.

9. OPÉRATIONS SUR 5l71 DU GROUPE SYMÉTRIQUE ô,,. — Nous noterons ̂  le groupe
symétrique des permutations des n premiers entiers naturels, pour tout /?çN\
Soit 51 un analyseur incomplet. Pour/e^l7', Œ€ .6^, nous poserons

a'f:=f(en,(7(i)'i • • • i e/l,<7(n))

ou, avec nos nouvelles notations simplifiées,

(1) (O"/) (^l, . • ., ^n) ==f(^(J(î^ ' ' • ; ^a(n})'

Avec cette définition, 51" devient un module lié au groupe symétrique 'ô,^9).
Si/e^cr.-eJSï,,
(2) (^)/==Œ(T/).

De plus, d'après (A5), si/e5l^, creî?^ a=(a,, . . '., a^eN7',

(3) o-/€ilSa, où o-a == (a^.,), . . ., aa-i(/.)) € N^.

Chaque opérateur Œ est donc un automorphisme de 51" considéré seulement
comme module (et non comme module /i-gradué).

Nous dirons que /e5l" est symétrique (resp. antisymétrique") si c7/==/
(resp. o"/== £^/, £^ désignant la signature de cr) pour tout a-eJô,,.

10. LES AXIOMES (A5) ET (A6). — Nous n'avons pas fait intervenir jusqu'à
présent les axiomes (A5) ni(A6)(10). Dans certains cas particuliers, correspon-
dant aux propositions ( l . i ) et ( l . a ) du n° 4, ces deux axiomes sont des
conséquences des précédents. Il en est ainsi quand û est un corps infini',
nous n'examinerons ici que ce cas.

Avec les notations de (A5), simplifiées conformément aux conventions du

( y ) BOURBAKI, Algèbre^ chap. III, § 5, n° 1, déf. 1.
( 1 0 ) Exception faite de la fin du lemme (2.2, b), et de (3) (n° 9), qui utilisent (A5). Mais nous

r^avons encore tiré aucune conséquence de ces résultats.



LOIS DE GROUPES ET ANALYSEURS. 3 I I

n° 8, nous avons, en posant

/te'iî • " ^ &^) -== ̂ (^ • • • 5 ^/O,
A ( À i ^ i , . . . , À/^/,) == / ? , . . . , ̂ h{x^ • • - •̂ 0

pour tous Ai, . . . , X^çû, ce qui établit, d'après la proposition (l.i), que
h{x^ ..., ̂ )e^iç.

De même, avec les notations de (A6), nous avons

/(^., + ̂  -^ . • . , '̂m+l ) = ^, ^ 3 ( ^ 1 , . . . , ^m+i )•

pçN"+1

D'où, pour tous Xi, . . ., A^eI2,

/(À,(^i+^), . . . , ^^z+i)=: ^ À?^2. ../^-'^(^^ • • • . •^ /n .1)

3çN"*+i

= ^ A?1 ̂ 2. . . A;;- ̂  ( ̂  • • • . '̂̂ +1 ),

?eN—
ce qui établit (A6, a). Knfîn,

^ '^^... /&^(^, ^,, ..., ̂ )
3eN^-i

== ^ ^(^1^1, A.2.ri, . . ., ^m^^m)

^m+i

"^/((^l-^- ̂ )•r^ ^•r^ • ' • 5 ^/«+1^'/»)

_ / ") _i ") \ai')ao /a,» /'/' yi y. \— ( A I + Â : ) } 1 A: ; 2 . . . A^,y (^i, . . . , ^^ } ,

ce qui établit (A 6, 6), en égalant les coefficients des mêmes monômes
en (A,, . . ., A^i).

On démontrerait de la même manière la dépendance des axiomes (A 5), (A 6)
dans les cas qui permettent d'appliquer la proposition (1.2).

Nous aurons à utiliser l'axiome (A 6) sous une forme plus générale.

PROPOSITION (2.3). — [généralisation de (A. 6)]. — Soient f(x^ / ..., ̂ •,,,)€-3ty" ?
a = (a^, . . ., a^), n^rn, et (I/)i^/^/n une partition de V intervalle rentiers [1, n\
en sous-ensembles non vides ( 1 1 ) . Posons

g{.v,, ..., ^/0==/^^^, ..., ̂ j^ ^ -r!3==P '̂
V^eii z-ei,» /

p^^r P = ( Si, . . ., ^,) € N". Alors :

a. g^=o si l^on n\i pas ^j^^^^i pour i^-j ^-m;
z-eiy

(11) C'est-à-dire que les ensembles non vides ( ly) sont disjoints, et que leur réunion est
l'intervalle [i, n\.
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b. Si ̂ ,='^^i pour ^^j^m, et si F on pose y i=Xy pour içïj,
/•ei,

/ n " '\
/ \ 1 l^f^-m | _/•/ \

^ (Jl. • • • . J») ̂  | -——————— |./(^ - • • - ̂ )-n ?'1
i ̂  /' ̂  ̂

Démonstration. — Par récurrence sur (/i—7/2). Pour n=m-\-\, la propo-
sition coïncide avec (A 6), à une transformation près par un élément de ôa
\cf. n° 9, notamment (3)]. Le passage de n à /z + i s'effectue en appliquant
(A6), les opérateurs de ô^n+i) et (A3) (rendu « évident » par la notation fonc-
tionnelle).

H . CALCULS DANS LES ANALYSEURS : OPÉRATEURS DE SANOV ET FORMULES DE TAYLOR. —

Nous aurons souvent à calculer les composantes homogènes d'une fonction
composée f(g'i. . . . , ^ / / , ) . D'après (A3) et (A5), il nous suffira d'étudier
le cas où les g\ sont des sommes de e,, /. Nous poserons donc la définition
suivante (où nous utilisons la notation fonctionnelle) :

•
DÉFINITION (2.4). — Soient l̂ un analyseur iizcomplet, f(^x^ . . ., Xi^ç^^111,

(I()i^^m une partition de V intervalle rentiers [1, n\ Considérons la fonction

\/(=ii /eL» /

pour a==(ai, . . ., a/^eN", la composante homogène 'P^g^x^, . . ., x,,\ de
degré a; par rapport à x^• (i ̂ -j^n) sera notée

P^( -r,, . . ., .r// ) =z î) /(./•,, . . ., .^,).
./•^ 1 l^l,^

7€I,

Les opérateurs 0 ainsi définis seront dits opérateurs de Sanov simples (1J).

Lorsque les arguments des fonctions seront désignés par d'autres signes
que les (^;), nous utiliserons des notations plus explicites. Par exemple,
si y(<r, y)e^l2, JO fÇx,y) désignera la composante homogène de

.r>[-2\x+\:î\y
, - > | 1 | 3 -+ - | 4 ( /

multidegré (2, 3, i, 4) P î' rapport à {x, y, z, t) de la fonction f(x +J? ^ +1)-
Avec les notations de la définition (2.4), ropérateur de Sanov JO est

.r.>^|a,|,^
yei.

un homomorphisme linéaire de 3^fn dans 3(". De plus, d'après la proposition

(1 2) De tels opérateurs ont été considérés par Sanov [9] dans le cas des polynômes à variables
non permutables. La définition de Sanov correspond pintôt à notre définition (^ . r)) .
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(2.3, a), cet opérateur annule toutes les composantes homogènes 3H^ de 3ifn,
à l'exception de celle pour laquelle

t3/^^,0^ (I^./^^)-
i ç î j

Si nous combinons cette propriété avec l'axiome (A3), nous obtenons la

PROPOSITION (2.4). — Soient m, n, p € N^ (L-)i^^ une partition de l'intervalle
rentiers [1^ ^], (J/)i^/^ une partition de l^ intervalle [l?jo],

a = ( a , , . . . , a/OeN", i3=:(i3,, . . . , p^eN^

Alors y si Von pose K;== I J Jy Çpour ï^i^_m), le composé des opérateurs de
7€1,

Sanov
Q . Q

X j > 1 1 ^ 1 ^ ^> 1- |ay|.X-y

/-eJy /'ei/;
^^ ^<2/ à Vopérateur de Sanov

0 si a, =^(3,

•"^à1^1-"
^6W i ̂ ^j ^_n^ et est nul dans tous les autres cas.

Comme nous le verrons, la détermination des fonctions

/7^^-, .... ^^\
\7<=ii /ei,» /

ne représente qu'une étape intermédiaire dans les calculs. Aussi, posons-nous la

DÉFINITION (2.5). — Soient f^^111, (I,)i^^ un partition de [ i ,^] ,
(a^, . . ., a^)eN71 et g'j'G^ pour î^j^n. Nous écrirons

JD /(^i, . . . , ̂ n) = h(g\, . . . , ̂ ) ç^P,

.^> ^ \^,\Sj
/ e i<

o//
À(.?- i , . . ., Xn) = î) /(^i, . . . ,^m).

^^ ^ |ay|.ry
/ei<-

Un opérateur tel que 51 sera dit opérateur de Sanov composé.
•Vi^ ̂  |a,|é-

/•ei/

Remarque. — Nos définitions générales ont fait intervenir comme « familles
d'arguments » des ensembles (^)i^^, mais, dans les applications, nous utili-
serons des notations adaptées à chaque cas particulier. Le lecteur se souvien-
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(Ira que ces « arguments » sont seulement des symboles évitant l'introduction
des éléments e,,,.

Si, dans la définition (2.5), l'un des degrés, soit o .̂, est nul, l'argument x,,
est neutre dans la fonction Q /(^, . . ., ̂ ). par conséquent, le choix

Xi> .2 \ ^ - j \ X j

Wi
de g,, est sans influence sur la valeur de la fonction 51 /(^i, . . ., Xn,\

^^l-|a,l^
. 7'ei»

Plus précisément, si nous appliquons la proposition (2.4), nous voyons que
la suppression d'un symbole tel que \ o | g\ au bas d'un opérateur de Sanov composé
[jointe à la modification correspondante des ensembles d'indices (I,), puisque
l'un d'eux perd un élément, et qu'ils ne recouvrent plus, en général, un inter-
valle d'entiers], ne modifie pas cet opérateur (13).

Nous pourrons donc appliquer une convention commode, qui consiste
à écrire des sommes finies comme des sommes infinies n'ayant qu'un nombre
fini de termes non nuls. Nous obtiendrons ainsi des opérateurs de Sanov
composés avec des ensembles d'indices (I/) infinis, les degrés ay étants tous
nuls, à l'exception d'un nombre fini d'entre eux.

PROPOSITION (2.5) {formule de Taylor dans les analyseurs). — Soit 3i un
analyseur incomplet /€ ̂ w, ^•€^t" ̂ -=i'=m). Posons

h=zf(^ "•^•m),

et, pour tout a = (a^, . . ., a,,) € N^,

Aa==PaA, ^,a==Pa^ (l^^w).

Alors h = V h^, et
a çN»

Àa=^ Q /(^, ..., X,n),

(A-,?) •xli>^ l7',pl^P'r peN71

où la sommation s'étend à toutes les familles (y^p) d'entiers ̂ o, dont les indices
sont caractérisés par i^i^m, ? == (Ri , . . ., ^^eN7^, et qui vérifient

^ ^kj\^=^k (pouri^k^n).

l^i^m, peN"

Démonstration. — II suffît de remplacer d'abord les composantes homogènes
non nulles des (^) par des arguments indépendants (^-,p), puis d'appliquer
les axiomes (A) et la définition des opérateurs de Sanov composés, que nous
avons précisément introduits pour énoncer cette proposition.

(13) 11 n'en irait pas de même pour un opérateur de Sanov simple, à moins d'identifier des
fonctions qui ne diffèrent que par des arguments neutres (mais qui appartiennent à des modules ̂
différents). Les démonstrations rigoureuses des résultats énoncés ne présentent ni difficulté ni
intérêt.
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Dans certains cas particuliers, nous pouvons établir des résultats qui se
rapprochent de la « formule de Taylor » classique.

DÉFINITION (2.6). — Soitf(x, y,, ..., y,,)€^"4-1 une fonction de l'argument x

et {éventuellement} d'autres arguments. L'opérateur (j-^-,) est défini par

( à \ •y ^JJ^' "n' • • • ' J") ==^ (^î y-, j ' i - , • • •, }'n),

où g{x, z,y^, . . ., y^e. l̂'"-2 désigne la composante homogène de degré i par
rapport à z de la fonction f{x 4-^ji, . . .,y,.); z est un nouvel argument,
distinct de as et des {y,); y peut éventuellement coïncider avec F un des arguments
def.

Remarque. — L'opérateur iy^.} est la « dérivation de Hausdorf » [4].
Si/(a-)e5l1,

• (^V^- 2 Jo /(-)•'
i^»-1'^111-'""1'1'13"

PROPOSITION (2.6). — Soitf{x)ç^. Alors,

a- (^^•••(/"cÉ;)^^ 2 51 . B /(^);
v / v / ».̂ <. »>\i\x .ï>\t\»-+\n{z

^> -S |l|j;
l<teSB

b- ^^)"^)=7^! 2 ^ fW-
oJ«« ^l 'l^+l»lr

Démonstration. — On établit d'abord, par récurrence sur n, que

(Jl^)•••(/"<â;)•^= 2 ^ /(-)'
0^;<oo ^>|-i|a:+ ^ |l|y;

l^/^/z

d'où a, d'après la proposition (2.4); & en résulte d'après la proposition (2.3).

COROLLAIRE. — Si û est un corps de caractéristique o, on a, pour f(x)ç.^,

/(-+J)- 2 ^{y^fW.
0^7l<oo

Lorsque û est un corps de caractéristique p ^ o , on obtient des résultats
entièrement analogues, que nous indiquerons brièvement. On notera (r^D,,) les
opérateurs définis de la même manière que ( r -^ -V à ceci près que l'on
calculera la composante homogène de degré p11 par rapport à z des fonctions
composées f{x+z,y,, ...,j,,), avant d'y substituer y à z (pour ÀçN) ;
en particulier, (yD^)==iy^y On démontrera comme précédemment que,

Ann. Éc. Norm^ (3) , LXXII. — FASC. 4. 20
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pour/(.c)e5l1,

(y^D,)...(jAD,)/(^)^ ^ 51 . î( /(^).
0^/<^ .r^l/1^ .r^|z|.c4-[ ^ /^'j-3

^ 2 1/A-l.ry ll^/^ I
\^]^_n

On en déduira que la puissance p^ de chacun des opérateurs (y'D^est nulle,

que ces opérateurs sont permutables entre eux, et que, si n= V a,^,
^ ^- Q^-i^Lravec o^a,<^jo, ^ ~ ~

(JD,)ao(^D,)^...(^'•D,)a-/(^)=ao!a,! . . . a,J V îl /(^
i^<. ^1-I^I-ly

ce qui permet d'écrire une formule de ïaylor semblable à celle qui vaut pour
les polynômes usuels en caractéristique p.

Tous ces résultats s'étendent aux fonctions de plusieurs variables.

12. FONCTIONS LINÉAIRES ET MULTILINÉAIRES.

DÉFINITION (2.7). — Nous dirons qu'une fonction f{x.^ ...,^)€^ est
linéaire par rapport à l'argument x^ si elle est homogène de degré i en x,. Nous
dirons quelle est n-linéaire si elle est linéaire par rapport à chacun de ses
arguments.

Comme conséquence immédiate de la proposition (2.5), nous obtenons la

PROPOSITION (2.7). — Soit f{x^ . . ., x,, . . ., ̂ )e^, linéaire par rapport
à Xi. Alors

f{x,, ...,Ji+r^ .,.,Xn}=f{x,, ...,J,, ..., ^)-+-/(^,, ...,J,, . . . , X n ) (u).

Soit/(^i, . . ., ^)e-3t" une fonction ^-linéaire. Posons

^(•^^/(^ • • ^ •^)eX,1,.

Il est facile de calculer les transformées de g par les opérateurs de Sanov.
Par exemple, pour o ̂  r ̂  n,

(I) s» s-w= y, A^ ...,^),
x^\r\x+\n-r\y -——

où la sommation s'étend aux ^ ) systèmes d'arguments (^) dont /- sont égaux
à x, et (n — r) à y. Cette formule se simplifie lorsque / est ^-linéaire et

symétrique (n° 9); dans ce cas, les ( n ^ termes du second membre sont égaux
entre eux.

( u ) Autrement dit, la définition des fonctions linéaires implique bien les propriétés usuelles.
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DÉFINITION (2.8). — Soit ^*(^)e3l^. Nous dirons que /(^i? . . ., ^n)€5l" est
une multilinéarisée de g si f est n-linéaire et si

Une même fonction peut admettre plusieurs multilinéarisées.
Une fonction gÇx) n'admet pas toujours de multilinéarisée. Si nous posons

h (x,, . . ., ./.•//) == ,D ^ { x } ç. ̂ /t.
^> i |i|z;

h{x) est /^-linéaire symétrique, mais vérifie seulement h^x, . . . , ^) === n ! g\^)

[prop. (2.3)]. S'il est possible de diviser univoquement h par n\, —h est

une fonction multilinéarisée symétrique de g{^\
Ces considérations s'étendent au cas de fonctions de plusieurs arguments.

3. — Analyseurs complets.

13. MODULES MULTIGRADUÉS COMPLETS.

DÉFINITION (3. i). — Un û-module H sera dit n-gradué complet s^il est donné
comme produit direct Cou somme directe complète^ d'une famille de sous-modules
(-•^•-a^aeN»*

Nous noterons comme précédemment (n° 3) ^Pa)a<=N/' 1̂  projecteurs d'homo-
généité dans H. Un élément /eH peut donc être identifié à la famille (Pa/)aeN"
de ses composantes homogènes. A la différence des modules /z-gradués
incomplets [déf. (1.2)], /peut avoir une infinité de composantes homogènes
non nulles.

Nous appellerons topologie canonique dans le module /i-gradué complet H la
topologiejo/W^ des topologies discrètes sur les facteurs directs (Ha)ae^. Cette
définition permet d'écrire tout élément / de H comme la somme infinie de ses
composantes homogènes

/=SP«/.
aeN"

Connaissant les modules (Ha)aeN"? on P6111 construire le module /^-gradué H et
le module /^-gradué complet Ê qui admettent (Ha)açN. comme composantes homo-
gènes. Les modules H et Ê seront dits associés-, H s'identifie à un sous-module
de H; H est le complété de H pour sa topologio canonique (induite par celle
de Û).

Nous pouvons caractériser la topologie canonique de 11 par le système fonda
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mental de voisinages de zéro, constitué par les modules (rH),,ç^ ainsi définis :
/€,.H si et seulement si Pa/=o pour a|<^. Le module complété H peut
aussi s'interpréter comme la limite projective limH/,.H des modules quotients

H/rtî, munis de leurs épimorphismes canoniques. Nous définirons de même les
sous-modules ,.Ê dans le module ^-gradué complet Ê associé à H. Pour écrire
les congruences (mod^H) [resp. (mod/.â)], nous utiliserons les notations
suivantes :

DÉFINITION (3.2). — Soit H un module n-gradué (resp. n-gradué complet).
Pour f, ̂ sH, la relation

f^g (mod. deg. r) ( l d )

équivaut à Pa/= "P^g pour tout a € N" tel que a | <^ /'.

14. CONGRUENCES (mod. deg. r) DANS LES ANALYSEURS. — Nous appliquons aux
modules multigradués des analyseurs les définitions du n° 13. Les propositions
suivantes font intervenir, pour la première fois, l'axiome (A 7).

PROPOSITION (3. i). — Soient 3^ un analyseur incomplet m, n^ r, sç. N^, fG.3^m,
g\, hi € 3^ (pour i ̂  i ̂  m\ vérifiant

f == o (mod. deg. r),
gi^hi (mod. deg. s)^ pour i^i^jn.

Alors

f(S'^ " "> ^m) ==f(^i, • • - , h,n) [mod. deg. (r + s — i)].

Démonstration. — Soient, pour ï^i^m, jç:^, gij (resp. hij) la
composante homogène de degré totale de gi (resp. 4) (1 6)- Nous avons, d'après
la « formule de Taylor » (n° li),

(i) f(^ ...,^)-/(A,, . . . , 7^)=^/ 51 — Q \/(^,...,^).
(a,,)\ Xi> -2 \ ^ i , j \S i , j x^ 2 |a. • |//; • /

'y \ /GN* /eN* /

où la sommation est étendue aux familles (a, j) d'entiers ^o, tous nuls sauf
un nombre fini d'entre eux. Distinguons dans (i) deux sortes de termes :

i° Ceux pour lesquels a,j==o pour 7^^; ces termes sont nuls-, 2° Ceux
pour lesquels Fun des a, y, soit a^, n'est pas nul, avec q^s. Si y,a,j<^,

^ 7

le terme considéré est nul [prop. (2.3)]. Si, par contre, y.a,j^r, le degré

(15) Abréviation pour : « module dos termes de de^ro total ^ r ».

(1 6) L'axiome (A 7) exprime le fait que gi= N1 g-îj.
i^/<-
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total du terme considéré est

^./'^/^^ a<j+ (ç — i) a^^ /- +^ — i.
^ / z, /

C. Q. F. D.

PROPOSITION (3.2). — Soient f^fç^, g,, g\ ç^ (i^i^m), vérifiant

f^f (mod. deg. r),
§'i^=S'i (mod. deg. r), pour i^Li^Lm.

Alors
/te^ " ^ gm) ==f'(g'^ • . ., g',n} (mod. deg. r).

Démonstration. — En appliquant deux fois la proposition (3.i), on trouve
successivement

(/ /—/) (&^ • • • 5 ^m) ̂  o (mod. deg. r)
et

/'(^i^ • • • 5 g'm) ̂ f ' ( ^ ^ • • • , ^w) ("lod. deg. /•) .

15. ANALYSEURS COMPLETS.

DÉFINITION (3.3). — Un analyseur complet 3i sur Panneau û est constitué par
la donnée :

a. (Vune suite \^ri}n^ de Sl-modules n-gradués complets;

b. d'une famille d'applications Ï ̂  : ^m-> £^n\ pour m, ^eN';

c. d'une famille d'éléments distingués e,̂ - (//2, iç^, i^m) tels que

©m,t€-3tô,n,»î

satisfaisant aux axiomes suivants :

(AGI) Si l'on note (^f),^* les modules n-gradués {incomplets) associés

aux modules (X^), /e^, giç.^ (pour ï^i^m) impliquent

(T^/)(^, ...^^Oe^.
(AC2) La suite ^=(^n\^, les restrictions (T^) des applications (t^)

et les éléments (e,̂ ) définissent un analyseur incomplet que nous dirons associéà Jt.
(AC3) Pour tous m, n e N*, (tm^/) (g\, . . ., grn) dépend continûment de/ç ̂ m

et des g-iÇ^Çi ̂ i^m'), ces modules étant munis de leurs topologies canoniques.

PROPOSITION (3.3). — Soit 5t=(5l^e^ un analyseur incomplet. Désignons

par^, pour tout nç^, le complété du module n-gradué 3i71 (n° 13). Alors les

applications T ,̂,, se prolongent uniquement en des applications (î\n) qui/ont

de Jl •=- Ç^nç^ un analyseur complet. 3t est l'analyseur incomplet associé à ̂ l.

Démonstration. — L'existence et l'unicité du prolongement des (ï,^) résultent
de la proposition (3.2) qui montre que l'application (/, g^, ..., g^) ->f{g\,..., g^)
est uniformément continue (pour les topologies canoniques).
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Il résulte du « principe du prolongement des identités » (17) que tous les
axiomes (A) des analyseurs incomplets sont encore valables pour les analyseurs
complets. Nous pourrons donc définir la représentation régulière d'un analyseur
complet sans rien changer aux énoncés du n°7. L'identification des éléments .31
à des fonctions, permise par la représentation régulière, justifiera encore l'usage
des notations fonctionnelles. Nous écrirons désormais/(^, .. ., g^) au lieu
de(t^/)(^, ...,^).

Nous conservons, pour les analyseurs complets, les définitions des opérateurs
de Sanov (simples et composés). La proposition (2.5) est encore valable, et
permet de calculer les composantes homogènes (généralement en nombre infini)
d'une fonction composée. Les propositions (3. i) et (3.2) restent valables sans
modification.

Par contre, les notions de ^-modules et de familles de fonctions polyno-
miales(n°8)ne s'étendent pas sans modification. Si À est un analyseur complet,
la définition d'un À-module M répétera les conditions de la définition (2.3);
mais nous supposerons de plus que M est un module topologique et que, si l'on
munit les modules de fonctions J^(M) de la topologie de la convergence
simple, les homomorphismes T/, : ̂ -> J^(M) sont continus. L'introduction
d'une topologie dans M est nécessaire si l'on veut pouvoir considérer les fonc-
tions ^/(/e/Sf) comme sommes infinies de leurs composantes homogènes.
Si les homomorphismes ^n sont injectifs, nous obtiendrons, par définition, une
famille de fonctions analytiques dans le module topologique M.

Le module Jïl = lim À" de la représentation régulière est muni de sa topo-

logie naturelle de limite inductive, et la représentation régulière permet ainsi
d'identifier l'analyseur complet à une famille de fonctions analytiques (18).

Tout À-module peut être considéré, par restriction des opérations, comme
un 51-module (51 désignant l'analyseur incomplet associé). Mais la réciproque
est inexacte : si M est un 51-module, il n'est pas possible, en général, de définir
une structure de À-module sur une extension M de M qui prolonge les opérations
du 51-module M.

Il est un cas où des analyseurs (complets et incomplets) associés coïncident :
c'est celui des analyseurs niipotents.

DÉFINITION (3.4). — Un analyseur 3^ sera dit niipotent de classe r si r est le plus
petit entier tel que :

fG^1 et /==o [mod. deg. (r-4-i)] impliquent f= o pour tout nç.W.

Cette définition vaut pour les analyseurs complets ou incomplets. Elle permet

(1 7) BOURBAKI, Typologie générale, chap. III , § î^, n° 4.
(18) On notera que le modale topologique SSi n'est en général pas complet.
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de formuler différemment la proposition (8.2), qui exprime l'existence d'une
suite canonique d'analyseurs niipotents quotients de 51. L'analyseur ̂  peut alors
s'interpréter comme la limite projectile de ces analyseurs niipotents, munis de
leurs épimorphismes canoniques (c/. n° 13).

Nous avons donné la première place dans notre exposé à la notion d'analyseur
incomplet, car elle est purement algébrique et correspond exactement aux
« calculs » dans des structures algébriques usuelles. Par contre, les notions
de 51-modules et de familles de fonctions analytiques sont très artificielles.
Cependant l'étude des lois de groupes ne pourra s'effectuer que dans les analy-
seurs complets.

Quand nous ne ferons pas intervenir l'analyseur incomplet associé, nous
omettrons les signes - dans la notation des analyseurs complets.

16. LE THÉORÈME DES FONCTIONS IMPLICITES. — L'introduction des analyseurs
complets est rendue nécessaire si l'on veut construire des fonctions en calculant
successivement leurs composantes homogènes : en général un tel procédé
conduit à une suite infinie de composantes non nulles. En voici un exemple
typique.

THÉORÈME (3. i). — Soient 3t un analyseur complet, et f(x; y.^ . . . , j^)e5l^1

vérifiant f{x\ o, . . . , o) = x (mod. deg. 2). Alors il existe une fonc-
tion g\y,, . . . , y,)e5t" et une seule telle quef{g\y,, .... y,,); y,, . . . , y,) = o.

Démonstration. — Posons

A0;r i , . . ., r/ /) =.^—/(.r; r,, . . . , . r /z) .

En s'appuyant sur la proposition (3 . i ) , on démontre que les relations g ' ,
g ' ̂ ^n, g ^ g ' (i^od. deg. r) impliquent
/l(^Lr^ • " ^ y n ) \ } \ , .. . , r n ) =^(^(j,, . . . , r / / ) ; j , , ...,r/J 1 mod. deg. (^+ i)].

Posons alors

^0=° et ^0'^ • • -;^) =~-^^'i-^(r,, . . ., r/0; r,, . . . , J /0 pour /çN*.

Nous avons ^-^é^-i^mod. deg. i) pour tout ?eN\ La suite (^),eN converge
donc dans 3^ vers une fonction / qui vérifie les conditions du théorème. Elle
est unique, car les relations

/(^; J-n • • • . Yn) ̂ .A^7; V\^ • • • ? ,^'/0 ̂  o et §==g' (mod. deg. r)

impliquent g===g' [ mod. deg. (/• + i )j, d'où g= g'.

Remarques. — On généraliserait facilement ce théorème avec l'hypothèse plus
faible : f(x\ o, .... o) = k(x) (mod, deg. 2), où kç3^[ est inversible [déf. (5.2)].
Quant au théorème concernant les systèmes de plusieurs fonctions, sa validité
résulte de la construction des puissances cartésiennes d'analyseurs (n° 18).
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^. —- Constructions sur les analyseurs. Exemples.

Dans tout ce paragraphe, il ne sera question que d'analyseurs incomplets (19).

17. ADJONCTION DE CONSTANTES A UN ANALYSEUR. — Soit 3^ \in analyseur. Dans
une fonction/(^, . . ., .2^+1 )€ 5l714"1, nous pouvons convenir de considérer le
dernier argument x^ comme une «constante» a\ /devient ainsi une fonc-
tion /(^i, . . ., x^ a) de ses n premiers arguments. Si nous conservons la
graduation par rapport aux n premiers arguments, et si nous nous restreignons
aux fonctions dont la composante homogène de degré total o par rapport
aux n premiers arguments est nulle, nous obtenons un module /i-gradué ^n.
On peut définir d'une manière naturelle une structure d'analyseur sur la
suite (^),eN-

DÉFINITION (4.i) . — Soit 51 =(51^) un analyseur, avec les éléments distin-
gués (em,i) et les lois de composition (T^^). Nous définirons l'analyseur O^),, ç^
par ses éléments distingués (e,^.) et ses lois de composition (T,^ ^) en posant :

a. ^== ^ ^

a e N " , | a | > o

fH /; _ \^ <ï n + i
^a—^^{ff.,i} •>

;€N

OÙ

a=(aj, . . ., a/,), et (a, Q==:(a,, . . ., a/,, /) ;

0 • ® m, i '==z ®/M4-1, ;• ;

c- {^'m.nf) (^l^ • • • , gm) ==• (Tm+1,^+1/) ( î, • . • , ̂ ,, e/,+i,/^i)

pour tous m,nç.W, /C^S ^€^ (i^^w).

L'analyseur j0 sera dit obtenu à partir de 5l par adjonction d'une constante, et
noté éventuellement 3^Ça).

Le lecteur vérifiera sans peine que les axiomes (A) du n°5 sont effectivement
vérifiés par 0.

Si Fon itère la construction précédente, on obtient les analyseurs 3.(a^ ..., ̂ )
définis à partir de 51 par adjonction d'une famille finie de « constantes ». On
pourrait définir d'une manière analogue l'adjonction d'une famille quelconque
de « constantes » (20).

(19) Toutes les constructions que nous effectuerons s'étendent d'elles-mêmes aux analyseurs com-
plets (par complétion des analyseurs incomplets obtenus). Par contre, les considérations des n08 20
et 21 ne valent que pour les analyseurs incomplets.

( 2 0 ) On remarquera que la définition de ^(a) se simplifierait si Pon ne tenait pas compte de
Paxiome (A 7).
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18. PUISSANCES CARTÉSIENNES D'ANALYSEURS. — Soient 5l un analyseur, 4M le
module de sa représentation régulière (n° 7). Nous identifions chaque module 3{n

à un module de fonctions de n arguments dans 4M,
Soit 1 un ensemble d'indices. Formons le produit direct 4M1. Un élé-

ment X € 4îl1 coïncide avec la famille (̂ ),. ci de ses composantes. Nous définissons
le module M(I) d'applications de 4M1 dans 4M en convenant que/€M(I) si et
seulement si :

a, /(X) ==/((^)^i) ne dépend que d'un nombre fini de composantes de X € 4M1,
soient (a^, . . ., ̂ );

b. après suppression des arguments neutres, /, considéré comme fonction
de (^, . . ., ̂ ) appartient à 3^.

Si 1 est un ensemble ordonné dep éléments, M(I) s'identifie donc à 5l7'.
Le même procédé permet de définir, pour tout / î€N\ des modules de

fonctions de n arguments parcourant 4M1, à valeurs dans 4M : nous nous ramè-
nerons en effet au cas précédent en remplaçant 1 par l'ensemble produit 1 x [i, ̂ ]
des couples (i, ?'), où tel, î ^ z ^ ^ 7 ^ ' Nous conviendrons de noter ^n ce
module de fonctions; en particulier, nous remplacerons la notation M ( I )
par 5l1'1. Un élément de X1'" sera noté soit /, soit /(Xi, . . . , X^), soit
/((^•).ei ,i^^)? • • • • Un argument X représenté par une lettre majuscule pourra
toujours être remplacée par la famille (^)^i de ses composantes.

Si 1 est un ensemble ordonné àep éléments, soit, pour simplifier, l'intervalle
d'entiers [i, p ~ ] , ^ ' n s'identifie à ^PH : un élément /e^l1'" est identifié
à/(^i, . . ., Xp^ ; . . . ; ̂ i.,,, . . ., ^,/,). Nous définirons alors une structure de
module n-gradué sur 3^^ en posant, pour /(^i,i, . . . , ^,n) €î 5l157',
a=(ai , . . ., a,,)6=N7', f^3^y11 si et seulement si / est de degré total a/ par
rapport aux p arguments (^)i^;^/, pour tout i -^i^n. Il est clair que cette
graduation ne dépend pas de l'ordre où sont donnés les éléments de I.

La définition précédente s'étend au cas d'un ensemble d'indices 1 quelconque :
si/(Xi, . . ., X,,)e5l1^, on peut choisir, par définition, une partie finie Jcl
telle que les arguments (^,<) soient neutres dans/pour tout i ̂ î^^et i^J;
/peut ainsi être identifié, par suppression d'arguments neutres, à un élément/
de 51^", et nous poserons, pour tout a^N", /€-3l^ si et seulement si/€ 51̂ .
Cette définition est indépendante du choix de la partie J, et introduit sur 5l1'n

une structure de module n-gradué.

DÉFINITION (4.2). — Soient 3t un analyseur, 4M le module de sa représentation
régulière^ 1 un ensemble d'indices. Nous définissons comme suit une famille de
modules multigradués 0/^cJn(4MI), pour nç^ : F(Xi, . . ., X^e^ si et
seulement si chaque composante /(Xi, . . ., X,^) de F(Xi, . . ., X^) appartient
à /3l1'" {pour id). Les graduations sur les modules ^n s ) obtiennent en posant,
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pour nç:^, agN7 ' : FgjBS ^ ^ seulement si chaque composante f^^.71,
pour tout iel .

PROPOSITION (4. i). — Avec les notations précédentes, ̂  suite de modules 0 ==(î9"),
les éléments distingués E -̂ € ̂ n définis par E^-(Xi, . . ., X-n) == X/, ^ ̂  lois de
composition Çïm,n) définies par la composition des fonctions dans tW, constituent
un analyseur, que nous noterons 0 = II151. Siï est un ensemble ordonné de p élé-
ments y nous écrirons plus simplement j0 = IPX, et nous diluons que 0 est la puissance
cartésienne p^"16 de 3i.

On vérifie sans peine que 0 satisfait aux axiomes (A) du n° 5.
L'analyseur II13{ a été défini à partir d'une famille de fonctions polynomiales

dans le module JÎEl1. Plus généralement, si M est un 51-module, on définit
canoniquement sur M1 une structure de IT^-module.

19. CHANGEMENTS D'ANNEAUX DE BASE ; PRODUITS TENSORIELS. — Jusqu'à maintenant,
nous n'avons guère fait intervenir l'anneau de base û d'un analyseur, qui n'était
parfois même pas mentionné dans nos énoncés. Dans ce numéro, nous décrivons
des constructions qui permettent de changer d'anneau de hase. Pour abréger,
nous parlerons d' « û-analyseurs » au lieu d' « analyseurs sur l'anneau û ».

Un homomorphisme d'anneaux, ç : û -> ̂  sera toujours un homomorphisme
unitaire, c'est-à-dire vérifiant 0 (1 )=== ï , où nous désignons par le même sym-
bole ï les unités des différents anneaux. La donnée de l'homomorphisme y : Q-^Sl'
équivaut à la définition sur t^ d'une structure de iî-algèbre (unitaire, associative
et commutative).

Si ^l==(^),^^ est un û'-analyseur, l'homomorphisme y : û -> t^ permet
de définir canoniquement sur chaque 3{71 une structure de û-module : si A € ^ Q ?
/e^S nous posons X/'=<p(X)y. Si nous conservons les graduations de 3{, ses
éléments distingués, et ses opérations (T,,^), il est clair que nous obtenons
un û-analyseur. Cette construction sera dite restriction de Vanneau^de base. Nous
l'appliquerons en particulier au cas où û est un sous-anneau de û' (ç étant
l'injection canonique), ainsi qu'au cas oùû=Z(ç désignant rhomomorphisme
unitaire canonique de Z dans ^/).

La construction suivante (extension de Vanneau de base) est moins élémentaire.

PROPOSITION (4.2). — Soient û, Q' deux anneaux, y : 12 -> î  un homomor-
phisme, 3^ un Si-analyseur. Il existe un analyseur fS = SI' (^)^3t et un seul, dit
« produit tensoriel sur û de SI' et de 3{ », défini par les conditions suivantes :

a. Pour tout nç N'*', le module n-gradué 0^= 'V ̂  est donné par
açN»

^^^(g)^, ^=^®Q^ (pour a€N^

en considérant SI' comme un Si-module, et en prenant sur j071 sa structure naturelle
de SI'-module.
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b. Les éléments distingués e .̂ de f3 sont donnés par

e'm,i=: I® ®/n,^ pOUr I^Î^W<00.

c. Z^ fo^ rf^ composition ï^ „ ûfe 0 vérifient

(T^.(i(g)/)) (i(g)^i, ..., i(g)^n)==i(g)(T^/) (^, ...,^n),

pour m, ̂ eN^/e^, ̂ •€^(i^^/n).

Démonstration. — Montrons que les propriétés énoncées permettent de
calculer (T;,,/7) (^;, . . . , g'^ pour tous/^^", ^eHî". Prenons d'abord
/' = x Cx)/. ̂  = ̂ •0 ̂  avec

^ }l^ • • • ^ ^€^, /eXS\ ^, . . . , ^^eX", a = (a , , . . ., a/,,).

Alors les conditions a et c montrent que

( î ) (T..,./') (^;. • • •^0 =^î-1 . . . ;̂"(g) (T/^/) (^ . . ., ̂ n).

Nous pourrons ramener les cas général au précédent si nous savons calculer
les opérateurs de Sanov dans 0. Or, si/e^, et si (I/),^^ est une partition
de l'intervalle d'entiers [i, n~\, nous avons d'après b et c

(^(i®/))^]^;^ ...,^e^,\=(T //^JI(g)/))/I(g)^e//,„ . . . , i(g)^e,A
\/eii içî,n / \ ^-eii iç^n /

=-1 ® (ï/^,^/) (^ e/^ . . . , ̂  e//,, \ ,
V€Ti /•€!,„ - /

ce qui se résume par la formule

(2 ) JD(l0/):=l(g)JP/,

où 51 désigne un opérateur de Sanov simple.
Nous savons maintenant calculer (T^ ^/ /) (g\, . . ., ^) pour tous f^Qfn,

g}^^71, en utilisant les relations ( i ) et (2), ainsi que des représentations àe f
et des ^sous forme de sommes telles que/7 =^, ̂ j®fj^ oùXyçû^/yç^1, ....

j
II reste à démontrer que les éléments de j0" ainsi obtenus ne dépendent que de f
et des g\, et non du choix de leurs représentations.

Nous construirons directement la représentation régulière de l'analyseur 0.
Soit j%( le module de la représentation régulière de 51, que nous identifierons
désormais à une famille de fonctions polynomiales dansjîil. PosonslÏl^û^oJBl.
Nous utiliserons la définition « constructive » suivante de JIT : soitR l'ensemble
des parties finies du produit f^ x 4ïl; nous définissons sur R une structure de
monoïde abélien par l'opération de réunion (des parties finies de il' x Itl). Le
monoïde R sera noté additiven^ent; ses éléments s'écriront donc sous la
forme ̂  (X/, a^), avec À/eu 7 , ̂  e^M, j parcourant un ensemble fini. Nous avons
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un épimorphisme canonique ? de R sur ^'(considéré comme monoïde abélien
additif), défini par

(3) P^^^)^^0^-
V 7 / 7

Pour tontfG^"^, nous définissons une application univoque ^f du produit
cartésien R^1 dans JÏT en posant

(4) (^/)/]ga,a,), ...,^a,a,A
veii içîm /

==v/TT^^(g) - 51 /(^...,^).
a^À———— 7 ^ l̂.

Dans cette formule, (I/)i^/^ désigne une partition de l'intervalle d'entiers [i, ̂ ];
la sommation s'étend aux familles d'entiers a==(ai , . . ., a/^çN71; dans les
symboles des opérateurs de Sanov composés, nous avons introduit des élé-
ments rt/eJÏl, par une convention évidente.

Nous noterons ^ ̂  ̂  la relation d'équivalence entre deux éléments de R qui
signifie que la substitution de Ï ' à î comme argument dans l'une quelconque des
fonctions 4/(/^^) ne modifie pas la valeur de cette fonction. Nous voulons
démontrer que le second membre de (4) ne dépend que des éléments

N' ^-(g) aiÇ.,M1 (pour ï^j^m),
iç l j

c'est-à-dire que p(l; )=?(!;') implique ^=='^. Il suffit pour cela, d'après la
définition du produit tensoriel, c'est-à-dire de l'application p , d'établir les
quatres relations :

(5a) ^^ implique Ç 4-Yî^Ç7-h YÎ pour Ç , ^ , Y î e R ,
(5^) ( ^+^ a) ES (À, a )+(^ a) pour ^, ^ç^, ae^fl.
(5c) (^, a + a7) E= (À, a) 4- (^, c i ' ) pour Àç^, a,^çMî.
(5^) ( ? (^ )^ a ) ^ ( 7 , ^ a ) pour ^e^, ^el2, ^eiÏl.

On démontre (5</ ) à partir de la proposition (2.4) et (56) à partir de la
proposition (2.3); (5^) et (5rf) résultent de la définition des opérateurs de
Sanov.

Puisque (^/) (^i, . . . , ^) ne dépend que de p(Si), . . . , p(^n) pour
tout/€ 51'", nous définissons y/eJT^^jîl') en posant

(6) v (%/ ) (P(S. ) . • • • , ?(^))==^/)(?n . . . , H m )

pour/e^7', Ei, . . . , ^eR.
Soit/^V Xy(g)/y € 0", où Xy € û', /, € X"^ Nous définissons (T;,/7) € J^iÏlQ
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en posant

(7) T^f^^(^).
7

II est aisé de voir que cette définition est cohérente. Nous laissons au lecteur
le soin d'achever la démonstration d'existence de l'analyseur 0, dont nous
venons de construire la représentation régulière : f ' - ^ ^ ' f dans le
û^-module M ' .

Remarque. — Soit M un 51-module défini par les homomorphismes ^
[déf.(2.3)]. iNotre-démonstration nous permet de définir canoniquement
sur M^^CX^M une structure de ^-module (avec les homomorphismes^).
Mais, si les ^n={^n^n) constituent une famille de fonctions polynomiales
associée à 31 dans M, il se peut que les |^=«j071) ne constituent pas une
famille de fonctions polynomiales dans M', ou encore constituent une famille de
fonctions polynomiales associées à un analyseur différent de 0.

20. COMPOSITEURS ET ANALYSEURS. — Pour mieux étudier les analyseurs, et pour
en construire des exemples, il nous sera utile d'introduire la notion plus géné-
rale de ((compositeurs, obtenue en conservant seulement les axiomes (A3)
et (A4) des analyseurs incomplets. Plus précisément, nous poserons la

DÉFINITION (4.3). — Un compositeur E est constitué par la donnée :

a. d'une suite d'ensembles E"(/i e N*) ;
q. d'une famille de lois de composition (T^,), telles qu'à tous /eE7",

^•gE^i^^m), T^, associe Vêlement (T^/) (^, . . . , ^eE" {pour
tous m, ^gN^);

c. d1 une famille d'éléments distingués (e,«,/) tels que e -̂ € ̂ pour i^^m<^ oc ,
satisfaisant aux axiomes suivants :

(Cl) Soient m, n, pçN\ /eE", ^ eE'1 (pour ï^i^m), /^€E^
(pour î^j^n). Posons

(T^/)(^, . . . ,^)=/.eE-
et

(T^^)(Ai, . . ., hn)=liçEP (pour ï^i^m).

Alors
(T^k) (A,, . . ., /^) = (T^f) (^ . . ., /„).

(C2) Pour tous m, nç N*, i^m, /i, .... /^e E", on a

{ 1 ?n,n^m,i) (/i; • • • • fm) z= fi'

Pour tous /nç, N*, /€ E", on a

{ ^ - m ^ j ) (G/n,l5 • • • ; Qm,m) :== J'
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Exemples. — a. Le compositeur unité 1 =(!"), où chaque ensemble V1 se
réduit aux éléments (e^)^^.

b. Soit il un anneau unitaire. Nous noterons [û] le compositeur canoni-
quement associé à il, obtenu en prenant pour ensemble [û]71 le tî-module libre de
base (e^)^^. Les lois de composition T,^ sont définies en posant, pour

/= ^ A,e,,, et .̂=: ^ ^e,^ et ^=: ^ ^ijQnj

(avec À,, j^-jeû)

(^/X^n •• •^ / /O^ ^j ( ^ ^-^•)e^-)=2 ( 2^j.^^^ v^/^w /J.^^^ v^/^w

c. ro^ analyseur incomplet [déf. (2.i)J ou complet [déf. (^3.3;)] est un
compositeur.

On définit la représentation régulière d\m compositeur comme celle d'un
analyseur incomplet. Les opérations (ï/^) peuvent ainsi être identifiées à la
composition des fonctions dans un ensemble.

On définit d'une manière naturelle les notions de sous-compositeur et de
famille de générateurs dhin compositeur^ ainsi que celle d' homomorphisme
de compositeurs.

Soient il et iï' deux anneaux unitaires; à tout liomomorpliisme unitaire
cp:û -> Q' on peut faire correspondre de façon évidente un liomomorpliisme des
compositeurs associés [û] et [û^], que nous désignerons encore par o.

DÉFINITION (4.4). — Soit il un anneau commutatif unitaire. Un compositeur
sur il Cou H-compositeur) est constitué par la donnée d^un compositeur E et
d^un homomorphisme ^ : [Î2] -> E.

Dans un û-compositeur, chaque E" possède une structure de il-module
définie canoniquement : pour /'^ f^ çE", \^ À ^ e û , on pose

(Ai/i-4- ^2/2) =: (T-2,/^3(^e,,i + ̂ 62,2)) (/i, /,).

On remarquera que l'axiome analogue à (Al) est satisfait [en conséquence
de (Cl)].

Tout Si-analyseur est un il-compositeur. Cependant la notion de 12-compositeur
est plus générale, car elle ne fait pas intervenir de graduation. Nous avons
vu au numéro précédent que la construction des produits tensoriels d'analyseurs
utilisait essentiellement les graduations. Cette constatation est le point de départ
d'une nouvelle axiomatique des analyseurs qui les fait apparaître comme des
iî-compositeurs dont on sait construire, canoniquement, les produits tenso-
riels (21); nous allons définir la notion de H-compositeur analytique, qui

(/21) Je dois à P. Cartier l'idée de remplacer entièrement les axiomes des graduations par ceux des
produits'tensoriels.
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correspond à celle de 12-analyseur incomplet, à ceci près que l'axiome (A 7)
ne sera pas vérifié en général ( 2 2) . Pour abréger cette définition nous formule-
rons préalablement un lemme élémentaire.

LEMME (4. i). — Soient û, SI' deux anneaux commutatifs unitaires^ © un homo-
morphisme unitaire de û dans û^ E et E' deux compositeurs respectivement
sur û et û^ ^ : E —^ E^ un homomorphisme tel que le diagramme

W -^ E

[ ^ ' ] 0)^ E'

soit commutatif. Alors, pour tout n € N^ on définit canoniquement, à partir de
ce diagramme^ un homomorphisme T^ : Q^ (̂ ) E" —^ E^ en posant

^
^a®/)=^(/) pour Àei^ /CE-.

Dans cet énoncé nous avons noté i^^E^le produit tensorid sur i2 de û7

cp

considéré comme 12-module grâce à la donnée de y et du i2-module E".

DÉFINITION (4.5). — Un compositeur analytique ̂  sur Vanneau commutatif
unitaire Q. est constitué par la donnée :

a. d^un iî-compositeur 3^;

b, à'1 une construction canonique Çoufoncteur) qui, à tout couple (û7, ©) formé
d^un anneau commutatif unitaire W et d^un homomorphisme unitaire <p \ il -> Si'
associe un iï'-compositeur 3^f=£îf(^)3i, et un diagramme commutatif d^homo-
morphismes

[9.] -^> ^

( i) ?
Y ^

[^] ———^ ^==:^^^

?

satisfaisant aux axiomes suivants :

(A7!) Pour tout /^eN^, V homomorphisme T/.IÛ7Ç^^'1—^'1 défini à partir
y

du diagramme (i) conformément au lemme (4. i) est un isomorphisme.
(A'2) Si û^==û et si <p est V identité sur û, alors .3l/===.31, et I'1 homo-

morphisme ^ du diagramme Ci) est V identité sur 3^.
(A'S) Si ®:û -^ ly et (Q'\Q^'—^Q!' sont deux homomorphismes unitaires

( t 2 2 ) Rappelons que cet axiome n'est destiné qu'à faciliter le passage aux analyseurs complets
associés. Si (A 7) n'est pas vérifié dans un ^-compositeur analytique donné, Pensemble des éléments
dont la composante homogène de degré total o est nulle est un sous-compositeur analytique, où
(A 7) se trouve satisfait.



33o MICHEL LAZARD.

Panneaux commutatifs, posons

(p^^cp, ^/==^(g)5l, X^^^X
cp cp"

Alors, dans le diagramme commutatif d^homomorphismes construits en juxta-
posant deux diagrammes du type (i) .'

[m —————"————„ ̂
1 j \ /

(2) r '\^]-^X^ ^
^ / ^

[Si"] /v 3i"

il est possible rf5introduire un homomorphisme 'y : 3l/ -> 3^" qui respecte la
commutativite'.

D'après (A7!), les sous-compositeurs ^51 et co^û^ de ^! engendrent ^ ' .
Par conséquent, rhomomorphisme ̂  de (A^3) est nécessairement unique.

D'après la propriété d'associativité du produit tensoriel, 0!' (^3^ s'identifie à
?"

^" ® (^ ® ̂ n\ pour tout n € N*.
?' \ ç /

II en résulte que le ^-compositeur ^f =ûf (^)3{ peut être défini canoniquement
?

comme un compositeur analytique sur SI' : on prendra, par définition,

^(g)a/:=^(g)^
<p r

et le diagramme du type (i)
[^] —^ Si'
L J Où'

Ç' ^
Y Y

co"
[^] —^ ̂ ^^(g)^

sera extrait du diagramme (2) complété par rhomomorphisme ^/.
L'équivalence axiomatique entre graduations et produits tensoriels s'exprime

par la proposition suivante :

PROPOSITION (4.3). — Si 3^ est un compositeur sur l''anneau û vérifiant les
axiomes (Al), . . . , (A6) du n° 5, 3{ peut être défini canoniquement comme
un compositeur analytique sur t2. Réciproquement^ si 3^ est un compositeur analy-
tique sur il, on peut définir canoniquement sur chaque ^n une structure de
Si-module n-graduée de telle sorte que les axiomes (Al), .... (A6) soient vérifiés.

Cette proposition justifie la nouvelle définition suivante des analyseurs :
un Si-analyseur incomplet 3^ est un Sl-compositeur analytique tel que

(TW) (o, . . ., o) == o pour tout /eX^.
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La première partie de la proposition résulte de la proposition (4.2) que
nous avons démontrée sans faire intervenir l'axiome (A 7). Quant à la seconde
partie, nous nous contenterons de définir les graduations canoniques dans un
compositeur analytique, en laissant au lecteur le soin d'achever les démons-
trations.

Soit donc 51 un û-compositeur analytique. Prenons pour 1̂  l'anneau de
polynômes û[Xi, . . ., X,J, et pour y rinjection canonique de iî dans i^.
Nous avons le diagramme :

t2] -—> ^

? l '^y Y '
[^] -^ ^=^(S^

Soi t/e^; alors
f'= (T^(^/)) (X, e^, .... X^e^Je^.

L'axiome (A^) signifie que/7 s'écrit univoquement comme une somme finie

f!— V X°'i X^cb fJ — 7 i -/v! • • • ^-/i vA?
aeN'1

où les/ae^l7' seront, joar définition^ les composantes homogènes de/.

Remarque. — Si û est un cwy,y ^/^u et si /3l est un û-compositeur, on ne peut
définir ^ comme û-compositeur analytique que d'une seule manière au plus
[cf. prop. (l.i)]. L'expression « le tî-compositeur 51 est analytique » a donc
un sens. Il n'en est pas de même dans tous les cas. Si, par exemple, iî est un
corps fini, et 3^ un û-compositeur, il peut arriver que l'on puisse définir sur 51
une infinité de graduations distinctes, dont chacune fait de 51 un û-compositeur
analytique conformément à la proposition (4.3); la donnée de la graduation,
ou, ce qui revient au même, du foncteur 051, est donc indispensable (23).

21. GÉNÉRATION DES ANALYSEURS. EXEMPLES. — Le procédé de définition le
plus usuel des compositeurs et analyseurs consiste à donner une famille de
générateurs et de relations entre ces générateurs (le procédé analogue est
bien connu en théorie des groupes).

Si A = (A"),^^ est une suite d'ensembles, nous définirons, à un isomorphisme
canonique près, le compositeur libre E = (E71) engendré par A par les propriétés
suivantes : il existe une famille i d'injections ^.-A^-^E71 (/zeN*) telle que E
soit engendré par (^A"), et que toute famille ç d'applications 9,,:A"-^ P1 de A

( 2 3 ) Cf. la fin du n° 21. Remarquons qu'il n'est pas nécessaire, pour définir le foncteur .(g) ^f,
d'introduire la catégorie des Q-algèbres Q' : il suffira de faire parcourir à Q7 V ensemble des algèbres
quotients d'une algèbre de polynômes Q[(X;)^N]..

Ann. Ec. Norm., (3), LXXII. — FASC. 4. 3o
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dans un compositeur F=(P) puisse être factorisée sous la forme cp=^? ,
où ^ est un homomorphisme de E dans F. L'existence de E peut s'établir par
une construction explicite.

Un système R de relations dans le compositeur libre E est constitué par une
famille de relations du type b, ̂ = b\, où i parcourt un ensemble d'indices, et où,
pour chaque \b, et b[ appartiennent au même ensemble E".

Si l'on forme la relation d^ équivalence (K la plus fine dans Ë qui implique
les relations R et qui soit compatible avec les lois de composition (ï^,/,), on
peut passer au quotient et obtenir ainsi, par définition, le compositeur E/tfl
engendré par les générateurs A liés par les relations R.

Si û est un anneau, on définira de même le û-compositeur F engendré par la
suite d'ensembles A, et le système de relations R. Ce cas se ramène d'ailleurs au
précédent, si l'on adjoint aux générateurs A les éléments ( jû^Ae^i ) , pour Xçû,
et au système R les relations exprimant que l'application co=[î}]—^F est un
homomorphisme de compositeurs ( 2 4 ) .

Il est un cas particulier important où des i2-compositeurs qui sont définis par
générateurs et relations peuvent être munis naturellement d'une structure
de lî-compositeurs analytiques, et fournissent ainsi des analyseurs [prop.
(4.3)] : c'est celui où tous les générateurs sont multilinéaires, ainsi que toutes
les relations (2 5). Dans ce cas, la notion de produit tensoriel d'applications
linéaires ou multilinéaires (c/. BOURBAKI, Algèbre, chap. III) permet en effet
de définir canoniquement les produits tensoriels.

Exemples ( 2 6 ) . — a. Analyseur de Kurosch (2 7) , engendré par une fonction
bilinéaire /(^i, ^2) sans autres relations que celle exprimant la bilinéarité.

6. Analyseur annulaire^ engendré par une fonction bilinéaire, notée x^x^,
avec la relation

c. Analyseur classique, engendré par une fonction bilinéaire, notée x^x^,
avec les deux relations

^œ^ûc.^œ-^—x\ (,z'.̂ ;i) :== o et x\x.^_—x^x^=^o.

( 2 4 ) Plus généralement, toute loi de composition externe se ramène à une famille de lois de
composition internes (BOURBAKI Algèbre^ chap. I).

( 2 5 ) Le lecteur reconstituera sans peine la définition précise des générateurs (resp. relations)
multilinéaires dans un 0-compositeur : les exemples ci-dessous éclaircissent cette notion. On remar-
quera qu'un analyseur est engendré par ses éléments multilinéaires si et seulement si toute fonction r
admet une multilinéarisée (déf. 2.5).

( 2 6 ) Les compositeurs analytiques qui suivent, définis conformément aux considérations précédentes;
vérifient (A 7) et sont donc présentés comme des analyseurs. Nous utilisons des notations fonc-
tionnelles simplifiées au lieu des (T/^. / / ) .

(2 7) Cf. Mat. Sbor., t. 20, (:')2), 1947, p. 239-262.
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d. Analyseur de Lie, engendre par une fonction bilinéaire, notée [x^, ̂ ],
avec les deux relations

[x,, ^'j]=:o

et
[x^ [x.^ ^:;]] + [x^ [x^ x, ] ] 4- [^:i, |>i, .-^'j] = o,

e. Analyseur de Ritt, engendré par les deux fonctions x^x^ et x ^ , respecti-
vement bilinéaire et linéaire avec les trois relations :

( X Y X:i ) X^ —— X i ( X.i Xy, ) == 0, X\ X.i —— X^ X.,_ =-= 0

et
X\ X.)_ -\- X\ X'^ — (.-^'i .t'-i}' =^ 0.

Ces analyseurs sont tous définis sur un anneau de base i2 donné. Ils
s'obtiennent d'ailleurs à partir des analyseurs correspondants construits sur
l'anneau Z des entiers en formant les produits tensoriels par û ^considéré
comme Z-algèbre). Les exemples b à e répondent respectivevent aux espèces
suivantes de iî-algèbres : algébres associatives, associatives et commutatives,
de Lie, associatives et commutatives à dérivation. L'analyseur classique peut être
identifié à un quotient de l'analyseur annulaire, qui lui même s'identifie à un
quotient de l'analyseur de Kuroscli. D'autre part, le théorème de Poincaré-Witt
valable notamment pour les algébres de Lie libres, permet d'identifier l'analyseur
de Lie à un sous-analyseur de l'analyseur annulaire, en posant

II existe des analyseurs qui ne peuvent pas être engendrés par des éléments
multilinéaires; c'est le cas notamment pour ['analyseur de Jacobson JÏ, défini
sur un anneau de caractéristique p première ^soit, par exemple, sur le corps
premier F^u) comme le sous-analyseur de l'analyseur annulaire .31 engendré par
l'analyseur de Lie £ et l'élément ^e5l^. L'élément x^ n'a pas de multili-
néarisé dansjï, qui correspond à l'espèce des algébres de Liejo-restreintes(28).

Nous signalerons enfin une construction due à J. Tits, qui fournit des
exemples de Û-compositeurs possédant plusieurs structures distinctes de
compositeurs analytiques.

Soit E un compositeur, S un monoïde unitaire. iNous appellerons extension
de E par S le compositeur F==(E, S) ainsi défini : F est engendré par des
éléments

c?/eF- (/eE") et ^€=F1 ( s ç S )

en correspondance avec ceux de E et de S. Les relations entre ces générateurs
sont :

i° celles qui expriment que <p:E -> F est un homomorphisme;

( 2 S ) Cf. Trans. Amer. Math. Soc., t. oO, 1 9 4 1 ? P- i5-^ô-
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2° ^= ei,i, e désignant 1 unité dans S, et

( T , ^ i (^)) ( ^ / ) = ^ ( s t ) pour tous ^, tçS;

3° C^•l,^^>))(?/)=(T^^(?/))(^•y(e^l)^ • • • . ^(e,^))pour tous /^eN^
/eE^^s.

On démontre que y et ^ sont injectifs. Supposons maintenant que E soit
donné comme un i2-compositeur analytique sur le corps fini i2 à q éléments,
et prenons pour S le monoïde libre unitaire à un générateur t. Le compositeur
F=(E,S) est alors un û-compositeur, sur lequel nous pouvons introduire
une infinité de graduations prolongeant celle de cpE et transformant F en un
û-compositeur analytique : une telle graduation sera complètement déterminée
si nous donnons à '\>t l'un des degrés q11 (Ae:N). •

CHAPITRE II.

ETUDE DES LOIS DE GROUPES DANS LES ANALYSEURS KATIONNELS.

Dans tout ce chapitre, il ne sera question que (F analyseurs complets.

5. — Les lois de groupes et leurs équivalences.

22. Lois DE GROUPES.

DÉFINITION (5. i). — Nous appellerons loi de groupe dans un analyseur 3^ une
fonction fÇx, r) € 512 vérifiant :

a\ /(/(^ r), ^) —/(^ /(y, ̂ )) — o ;
b. f\x, y)=- ^-\-y (mod. deg. 2).

Une loi de groupe j\x y y) sera dite abélienne si j\x, y) ==y(y, .z-).

Exemples. — x-}-y est une loi de groupe dans tout analyseur; ^'4-y+^yost
une loi de groupe dans l'analyseur annulaire (n° 21, ex. 6).

PROPOSITION (ô.i). — Si f^x, y) est une loi de groupe dans V analyseur 3ty
f\x^ o) ==fÇo, x) =x, et il existe une fonction g'Çx)ç3(1 et une seule véri-
fiantj\x, g{x) ==f(g (x), x) = o.

Démonstration. — Posons hÇx)-=fÇx, o). Alors

h(x)^x (mod. deg. '2)

et d'après le théorème (3.i), il existe /^(^e^l1 tel que li,(jz'Çx))-= x.
Si nous faisons y=z=o dans a [déf. (5.i)], il vient A(A(^')) =hÇx)\ il
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suffit d'y substituer h'Çx} à x pour obtenir fÇx, o) = hÇx} =x. On démontre
de même que fÇo, x) = .r.

D'après h et le théorème (3. i), il existe g{x\ g\x'}ç:3^1 telles que

/(^•(.r), ^)=-:/(^,^(^))==o.

Si nous appliquons a, il vient

La donnée d'une loi de groupe dans un analyseur 51 permet de définir une
structure de groupe sur chaque 51-module M (c/. n0 15).

La démonstration de la proposition (5.i) n'est en partie qu'une traduction
de démonstrations élémentaires connues de la théorie des groupes. Plus généra-
lement toutes les identités génériques de la théorie des groupes se traduisent
par des identités dans un analyseur, dès que l'on s'y est donné une loi de
groupe. Pour simplifier les notations, il nous arrivera d'écrire xy une loi de
groupe, par analogie avec la notation multiplicative des groupes. Les
fonctions g'n(x) correspondant aux puissances seront appelées itérées de la loi
de groupe f{x, y )== xy, nous les écrirons x'1 si aucune confusion n'est à
craindre (ce qui entraine lu notation fâcheuse x°= o). On a

( 1 ) ^o(^)==o, ^n(^) -==/(^-i(^)î x} pour tout / î çZ,
( 2 ) /(^/,(^), g-^{x))==.g^(x) pour tous n, n' çZ,
(3) ^(^/(.y)) =^/^(^;) pour tous n, n' ç.7^

Si la loi est abélienne^

(4) ^(/(^ } ' ) ) ̂ /(^(^ <^(j)) pour tous n, n' çZ.

Soit xy ̂  x + y + A(.r, y) (mod. deg. 3) une loi de groupe dans l'ana-
lyseur 51, avec A(^', y)e^. Nous noterons («r, y) =xy x ~'1 y ~ 1 le « commuta-
teur » de x et y, et .z^^ry.yy-"1 le « transformé de x par Vautoniorphùme
intérieur associé à y ».

PROPOSITION (5.2). — La composante homogène de degré total 2 du commuta-
teur Çx, y) d\me loi de groupe xy est un crochet de Lie.

Démonstration. — Soit [x, y] la composante de degré total 2 de {x, y). Les
relations Çx, o)=(o, x)=(x, x " ) = o montrent que [x, y] est bilinéaire et
vérifie \^x,x^=o. D'ailleurs, avec les notations précédentes, on vérifie
que \x, y] =A(.z*, y )—A(y , ̂ ). Quant à l'identité de Jacohi (c/. n0 21 ,
ex. rf), elle résulte de l'identité de P. Hall

(5) ((^r), ̂ )((j^), ̂ )((^ x^y^^o.

En effet, un calcul simple montre que le premier membre de (5) est congru
(mod. deg. 4) ^ \\^. y\ ^} + \\y. ^ |, ^~\ + [ \z, x~\, y], qui est donc nul.
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23. LE GROUPE ADJOINT D'UN ANALYSEUR. — Soit 5l un analyseur. Nous
munissons 5l1 de sa structure de monoïde définie par la composition : si <f(x\
^(^)e5l1, nous poserons (yo^)(rr)=ç(^(^)); la fonction identique x est
élément neutre pour cette opération.

DÉFINITION (5.2). — L'ensemble des fonctions 9(.a?)e5l1 inversibles^ c'est-
à-dire telles qu'existe cr"1^) vérifiant

(Oo(p- 1 ) (^) =: (cp-1 o c ? ) (^) ==^,

constitue un groupe dit groupe adjoint de 5l ^ /zoté G(5l). L'ensemble des
fonctions f{x) G51Î linéaires et inversibles constitue un sous-groupe de G (5l),
dit groupe linéaire de 5l et noté GL(5l). L'ensemble des fonctions ç(^)e5l1

vérifiant ç(^) = x [(mod. deg. (;+ 1)'] sera noté Gi(3t)pour tout iç N\

PROPOSITION (5.3). — Chaque G, (51), ?'eN^ est un sous-groupe invariant
de G(^). Pour que y(.r)eG(5l), il faut et il suffit que ®(^)e5l1 et
que (û(x)==tÇx) (mod. deg. 2), où ^(.r)e GL(5l); avec ces notations^ l'appli-
cation (pÇx)-^tÇx) est un épimorphisme de G(5l) sur GL(5l) dont le noyau
^G,(5l).

Démonstration. — D'après la proposition (3.2), G,(5l) est un sous-monoïde
de 51' pour tout iç^\ Si 9(^)eG,(5l), il existe, d'après le théorème (3. i),
y'(.r)e5l1 tel que

( c p o c / ) {.:v)=œ et .v= ( ^ o ^ ) (^) ̂  ̂  (^) [mod. deg. ( / -4- i ) ] ,

d'après la proposition (3.2), d'où ^(.^eG^). Il existe de même Œ/^eGI^)
tel que (©'o (p / /)(^)==^. II en résulte, d'après un raisonnement classique
[c/. prop. (5. i)], que y = © / / ; donc G/(5l) est un sous-groupe de G(5l). Si

9(^)eG<(Jl), ^(.T)eG(^),
on a

( ^ o e p o ^ - ' ) (^) = (^o^- 1 ) (.r) ==^ [mod. deg. ( / + i ) ] ,

donc G/(5l) est invariant dans G(5l).
Soient <f(x), y/(.F)eG(5l), ^{x}==t.Çx\ ^'{x}=t'{x) (mod. deg. 2),

t{x}, l'Çx)^^\. Alors

( o o e p ^ ) (^) ̂  ( t ô t ' ) (^) (mod. deg. 2 ) ;

donc, l'application ® -^ ^ est un homomorphisme de G(5l) dans GL(5l) dont
le noyau est Gi(5l). Si y(.r)e5l1, ̂ (x)=t(x) (mod. deg. 2) et ^)eGL(.r),
alors

(^oo^^çG^.aOcG^), -donc 9çG(X) .

PROPOSITION (5.4). — Pour tout ?eN^ le groupe quotient G,(5l)/G^i(5l)
s'identifie au groupe additif 51 ,̂ en associant à la classe de y(^)çG,(5l) la
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fonction a^(^x) définie par

(p(^) ==^-+ âf+^x) [mod. deg. (?.-i- 2).
Si

9(^) = .r 4- a^{x) [mod. deg. ( ? + 2 ) J
et

^(x) ̂  ̂  + ̂ i (^) [mod. deg. (y+ 2)] .

w<?c i, j e N*, â .̂i e 51^,, 6y+, € ̂ ^, ̂  commutateur

(cp, ^ )= roo iLo co"1 o ^—1

^^r^/?(?

(9, ip)(^)=,r+c^+, (.r) [mod. deg. ( î+y+2) ] ,
où
(1) ^;+-,(^)= K a^,(,^)- 5» ^+,(^).

r ̂  | ; | x - + - 1 1 1 6y+i (.r) ^ > | /1 ,z +11 ( «,+i (.r)

Démonstration. — Posons

9(^)=^+ ^ a^x) et ^(^)=^+ ^ ^(^),
n^i+-\ n^/+î

avec ̂ , ̂ ^^. Alors

(9o4;)(.^)=^(.^)4- ^ a^(^(^)).
^ ̂  ; +1

La proposition (3. i) donne, pour /?^?+ 2,

a,,(^(^)) == a^(.v) [mod. deg. ( / + y + 2 ) ] .

D'autre part, la formule de Taylor (n0 11) conduit à

^•+,(^(^)) ===a^(.x) -+- 51 ^^(^) [mod. deg. (?+./'+ 2) ] .
a? ̂  1 1 1 .r +11 ^ 6y.4_ i (.r)

Nous obtenons donc
( 2 ) (9o^ ) (^ )=Eo(^ )+^(^ . ) — ^ + 5( a^(^) [mod. deg. (?• 4-7 + 2)] ;

.r^|/|.r+|l|^+i(^)

et, de même,
(3) (^p o c^) (^') EEEE 9(^) + ̂ (x) — x + 51 •̂4., (^) [mod. deg. (?'+./4- 2) -].

^ ' ^ l / l ^+ l i l ^ t^ )

Si nous posons /(<r) = ̂  + c/+y+i(^), avec les notations de (i), nous obtenons
d'après (2) et (3)

W ( Z 0 ^ 0 ? ) (-T) === ( ? 0 ^ ) (^) [mod. deg. ( î4 -y+ 2)1,
d'où

(cp , ^) {.x) ̂ / ,(^) [mod. deg. (î4-./+ 2)1.

Remarques. — La proposition (5.4) signifie que G/(5l)) est une ^-mite
dans G, (51) (c/. [6], chap, I.). L'anneau de Lie gradué associé à G, (51)) s'identifie
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à ̂  ̂ ^i? ^vec le crochet de Lie donné par (i) pour les éléments homogènes.
;€N-

D'autre part, la topologie définie dans G(5l) par la suite (G,(5l)) coïncide avec
la topologie induite par la topologie canonique de /3l1 (n0 13); G (51) est ainsi
un groupe séparé et complet. La proposition (5.3) montre que G(5l) est le
produit semi-direct du N-groupe Gi(5l) et du sous-groupe GL(5l), ce dernier
n'étant pas invariant, en général.

24. ÉQUIVALENCE DES LOIS DE GROUPES.

DÉFINITION (5.3). — Soient 51 un analyseur, cp Çx) ç G (5l), /(^i, ..., ̂ ) € 5l".
Nous appellerons transmutée de/par y, la fonction ^(/(cp"1^), . . ., o"1^))),
que nous noterons f^(x^, . . ., x,^}.

Cette définition est compatible avec la notation ç'^ des automophismes inté-
rieurs dans G(5l).

PROPOSITION (5.5). — a. La transmutation des fonctions de 51 par une fonction
donnée 9(.r)eG(5l) est un automorphisme de 5l considéré comme compositeur
(cf. n° 20) : sif^ 51-, g\,..., g^ e 5l-, et h =f{g,,..., 5,,), alors h-=fî^.... ̂ ).

b. £<° groupe G(5l) 6>jo^<? à gauche sur 5l : Ç(fV)'b=f^o^} pour ®, ^ç G(5l),
fe^^nçy.

c. iS? /(^, y) e5l2 est une loi de groupe, et y € G(5l), /^(^ y) est une loi de
groupe.

La démonstration est immédiate.

DÉFINITION (5.4). — Nous dirons que deux lois de groupes f, ^'e5l2 sont
équivalentes ( resp . équivalentes au sens restrein t ) s 7 ?7 existe 9 ( ̂  ) € G ( 5l )
[/wp. y(,2-) e Gi(5l)] telque f^=g. Le groupe des ç(.r) e G(5l) [r ĵo. ç(^) e Gi(5l)]
tels que f(î>=f sera dit le stabilisateur Çresp. le stabilisateur restreinte de la loi de
groupe /.

Les classes de lois équivalentes sont donc les classes de transitivité de G (51)
opérant sur l'ensemble des lois de groupes. Deux lois de groupes équivalentes
dans l'analyseur 51 définissent des structures de groupes isomorphes sur tout
51-module. Une transmutation peut s'interpréter comme un «.changement de
coordonnées », et les éléments du stabilisateur <comme des « automorphismes
analytiques ».

6. — La formule du binôme; lois canoniques dans les analyseurs rationnels.

25. FORMULE DU BINOME. — Si l'on considère dans l'analyseur classique
(n° 21, ex. c) la loi de groupe fÇx, r) =x+y-[-xy, son n10111 ' ' itéré gn(x)
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(n° 22) s'écrit

Sn^)= ̂  [ i ) ^ ( / ? / e z ) ^

l^'O

c'est la « formule du binôme )) bien connue, que nous allons généraliser.

PROPOSITION (6 .1 ) . — Soient 3{ un analyseur, et f{x, j)^^2 vérifiant
f(x, o) ==f(o, x') = x. Définissons par récurrence les fonctions g'nÇx) Çn € N) en
posant

^o(.r) == o, ^+i(^) ==f('y^ ,^(^))-

Alors, pour tout n € N,

^(^^ ^ f^^y(^

o// C i j ^ x " ) ç^quels que soient i e t j (i ̂ j'^ ? <^ oc ).

Démonstration. — Désignons par b^^x) la composante homogène de degré i
de ^'//(.r). Ains i

( ' ) §r^-=. ̂  ^//.(^).

Les relations f^x, o) =f^o, x) = x impliquent

j\x, j) ̂ x-^-y (mod. deg-. 2 )

et, par une récurrence évidente, b^^(x)=nx. Nous poserons donc c^^(x)=x.
Supposons déjà construites les fonctions c//( .z-) , avec i^y^^<^?? telles
que c,j(.r)e^ et que

(2 ) ^-)- s (/;W(^)+ $; ^(^)-
1^/^;<Y ' ^/<-^

Nous pouvons supposer ç^9- Calculons 6^+i(.2'). C/est [ prop. (3.'.»)] la
composante liomogéne de degré q de

f(-^ ^,.(^)+ ^ (^)^/(^)y
\ 1 ^ 7 ^ / < V ^ ' /

D'après la formule de Taylor (n0 11),

(3) b^(x)^ ^ îï /(^SJ),
^^'^y) .^^!^(.r)4- I lM(?)^)

j ^y ̂  i < ^/

où la sommation s'étend à toutes les familles d'entiers ̂ o (a, p, (p/,/)) vérifiant

a-^64- ^ iQij==f/.
^)^1<<1
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Considérons les termes où a = o. D'après la relation /(o, x) = x, il suffît de
considérer les termes pour lesquels

?+ ^ ^-=1:.
i^;^<<7

La seule famille d'entiers possible est

? = = i , ^=o (ï^j^i<q)

qui conduit au terme b^^x ). Dans tous les autres termes, a ^> o implique ? = o.
Nous obtenons donc, compte tenu des relations d'homogénéité,

(4) b^W-b^)^ V TT ^y^' ^ /(.^r),
—• ^-A \.// ,x^|a|^

a,(^/ • ^ / ^ / •<^ ^ ^ l^|c.,/(.r)
1-^/^ /<^

où la sommation s'étend aux systèmes d'entiers ̂ o(a, (^j)) vérifiant

a+ ^ /^y==y et a > o.
i^/^<<v

Pour un tel système,

2 - '̂̂  2 ^=^-a<6/;
1^ / ^?<V \^]^l<q

on peut négliger la famille a == y, [i!/^ == o puisque q^9. et /(^, o) =.r.

Chaque produit TT ( • ) es^ ainsi un polynôme en n, à valeurs entières
Ï^J^î<q

pour ^ entier, nul pour n = o, et de degré strictement inférieur à q. Il peut donc
s'écrire comme une combinaison linéaire à coefficients entiers des poly-
nômes ( ! ) ( i^ /<^ a}, et même comme une combinaison linéaire à coefficients

\ J / —
entiers positifs, d'après la relation

<5 ' C;)0)- 2 ,.-.,.,.-^-^G) o../^-
sup (/,/')^/>"^'+7

Écrivons chaque terme du second membre de (4) comme une combinaison
linéaire des ( ) multipliés par des fonctions de x de degré q\ nous obtenons,

après regroupement,
W ^+i(^) — b^n{x) =z ^ ^ .l,^/+i(.r),

\ «/ /
i^7<y

où les fonctions c^,y+i(^)e5t^ pourraient être explicitées à partir de (4) et (5).
La relation

fn - } - î \ ( n \ ( n \

l/+J~l/+..)==l/)?
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jointe à (6), montre que la fonction

W^)- 2 ^)^^)
^-^l^q

est indépendante de n. Comme elle est nulle pour n==o, elle est nulle pour
toute valeur de n, et la construction de ̂ ,/(.^) à été effectuée pour le degré i-==- q
(c;^(.r)=o pour i^> i, car g\^x')=x\ ce qui achève la démonstration par
récurrence.

Remarques. — a. Le calcul des c,j^x) a été exposé sans faire intervenir
aucune propriété particulière de l'analyseur 51. On pourrait donc (théori-
quement !) donner pour le calcul de chaque c/j(^).à partir de/(.r, y) une
formule générique qui ne ferait intervenir que l'addition des fonctions (et non
leur soustraction) la composition des fonctions homogènes et les opérateurs de
Sanov.

b. La relation de récurrence utilisée pour définir les gn{^} (^eN) permet
aussi bien de les définir pour nç.7.\ il suffit d'utiliser le théorème (3.i). La
proposition et sa démonstration restent valables sans modification pourrez.

COROLLAIRE. — Avec les hypothèses de la proposition précédente, si 51 est un
analyseur sur un anneau û de caractéristique p (^premier), on a

^p(.r) ̂  o (mod. deg. p).

Démonstration. — II suffit de remarquer que (p . ) == o( mod/)) pour î^_j<^p'

PROPOSITION (6.2). — Soient f(^y y) une loi de groupe dans un analyseur 51
sur un anneau û de caractéristique p (premier), et gn{^) son ^ièmR itéré (^eZ).
Alors, gph{x) = o (mod. deg. p1^ pour tout h ç. N, et V homomorphisme n -> gn{^)
du monoïde multiplicatif Z muni de sa topologie p-adique dans le monoïde 5l1

munide sa topologie canonique est une application continue. Cela permet de définir,
par continuité, les itérés p-adiques g\\x) (v = entier p-adique) de la loi /(^, r).

Démonstration. — On applique le corollaire de la proposition (6 .1 ) et les
identités (2) et (3) du n° 22; cf. [7].

26. ANALYSEURS RATIONNELS.

DÉFINITION (6.1) . — Pour tout rçN*, nous noterons Q,. Panneau des nombres
rationnels qui, écrits comme fractions irréductibles, ^admettent au dénominateur
que des facteurs premiers ̂  r.

Ainsi, Qi=Z, Qs est Fanneau des rationnels de la forme/n/2"(/7?€Z,/içN),....
Si (/z+ i) n'est pas un nombre premier, 0^= Q^r

| J n Q/.-module A possède, en tant que groupe abélien, la propriété suivante :
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pour toutxç: A, il existe un élément y€A et un seul tel que /• ! y=œ. Réci-
proquement, tout groupe abélien possédant cette propriété peut être muni
d'une structure de Q/.-module et d'une seule.

DÉFINITION (6.2). — Un analyseur 3{ sur un anneau û est dit rationnel si, pour
tous n, rgN^fe groupe additif ̂ n (jnodule des fonctions de n arguments de degré
total r) est un ^-module,

Exemples. — a. Si iî est un corps de caractéristique o, tout analyseur sur 0
est rationnel.

6. Si û est un corps de caractéristique jo^o, un analyseur 3^ sur il est
rationnel si et seulement s'il est niipotent de classe <^p [ déf. (3.4) ]? c'est-à-dire
si ̂  = o pour tout /?€ N* et ^^jp.

c. A chacun des types d'analyseurs définis au n° 21 (ex. a à e) correspond un
analyseur rationnel, avec Z comme anneau de base. Prenons, par exemple,
l'analyseur annulaire 3t sur l'anneau Z. L'analyseur annulaire rationnel 0 sera
défini en prenant Qn.= Q, -(^)z^ pour tous /?, rçN*. Autrement dit, on multiplie
par les scalaires de Q,. les fonctions de degré total r. Comme, d'autre part, les
groupes 3^n' sont sans torsion (ce sont même des groupes abéliens libres), on
peut identifier jfiî à un sous-analyseur (sur Z) de l'analyseur Q 0z^l sur le corps
des rationnels, ce qui simplifie la vérification des axiomes. On définira ainsi
l'analyseur de Lie rationnel, etc. Le théorème de Poincaré-Witt montre encore
que Vanalyseur de Lie rationnel s^identifie à un sous-analyseur de l'analyseur
annulaire rationnel.

Sauf mention expresse du contraire, un analyseur ra t ionnel sera toujours
considéré sur l'anneau de base Z.

27. LOIS CANONIQUES.

LEMMES (6.1). — Supposons donnée, dans un analyseur rationnel 51 une famille
de fonctions rf/ / (^) €^ , pour i y'€N\ j ̂  ?.

Posons^ pour tout n € N,
^(^)== ^ nUlij^œ),

\^J^i<-^

• o(^)== ̂  ^,(.r), 'j;(.r)= ̂  ^(.r).

Alors, si

( i ) ^// (S'm ( •^ ) ) == ̂  ( ̂  ) pour lous m, ^ e N e l ^', ( x ) == .r,

on a
9(^(.7;))==^(c,(.z-))=:.,y, o(,^(,r))z=:/^(^); ,

^ ( 'J; ( .̂ .' ) ) ̂  ̂  ( //./• ) pou/- tout / / ç N.
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Démonstration, — Posons, pour p, o-, reN,

(2) çp,^(^)= y si <,(^),
'̂ •'" V • 7 « . '

^X>1 K/h^

où la sommation s'étend à toutes les valeurs entières de i et, pour ; donné, à
toutes les familles (a^) d'entiers ̂ o vérifiant

^.11 ^ <"p,<7,-:(^)€^. Si^p^^O, l^p^C7^T.

Si nous calculons

^(^m(^))= ^ ^J/ ^ W^^)^

1^/^ /<^ Vi^^/^^ /

d'après la formule de Taylor (n 0 11) , et en utilisant les relations d'homogénéité,
nous obtenons

(4) ^n^m(^)) ^ ïi^m^e^^Ç.r)., n \ Q ^ l \ ' A - j ; / j 1^ //<- <-p,(7,T\

l^p^(7^T<^

Le calcul de ^p^^se simplifie si p == cr. Dans (3), la relation p^î^o montre
qu'il faut alors prendre i= p ; déplus, i= a implique a^=o pour ^^2. Nous
obtenons donc

(°) ^,p,T(^)=:y ai ^p,o(^),' -P^T^;——^j W ^p,?^
(a<:) lr^^' |a^.|c4,i(.r)
-—— - . V . -. . , , ,

où la sommation s'étend à toutes les suites (a/,) d'entiers ̂  n vérifiant

(6) ^ a/.==P, ^ Â-a^.==T-.
j^^<x) j^/c<x

La formule de Taylor appliquée à

•^ ( nm o ( A' ) ) = ^j ^-^- f ̂ m ^j ^y, i ( '̂) )
i^<^ \ i^/<^ /

conduit donc à

(7) ^(nm^(:v)) =z 'V n^m^e^^^{x) pour 771, /? € N.
-i^p^^<^

\]{A\\^}\^, pour la première fois, l'hypothèse (i). Nous obtenons, d'après (4),

^ ^P m0 e^,-: (^)= ^ /i/m/^(^),
j^p^(7^T<^ l^/^^^
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pour tous m, nçN, ou, en égalant les composantes de même degré T en x,

(8) ^j ^m^e^^j-)-^ ^ //-//^^(.r)

pour tons TêiT, m, /zeN. Puisque 51 est un analyseur rationnel, (8) équivaut
[cf. la démonstration de la proposition (1 .2)] à

(9) ^^(^) ̂ ^ pourpier ^^(.f) =^(,z-) pour i ^p^T<.c.

D'après (9), la relation (7) s'écrit, en y faisant m= i,

( 1 0 ) ^ ( /^9(^ ) )=^( , , - ) .
Pour ^ == i, nous avons

^(o(^))=:^,(^)=^.

Comme y(^) =^(.r) = d^,{x) = ^(mod. deg. 2),

9,'.L ç G] (^V) et 9 o'.p(.r) == iL o c^ (..r) := ̂ '.

Substituant les deux membres de (Jo) dans 9^ ), il vient /z ç(^) = 9(^(^)) ;
substituant ^(^)a^ dans les deux membres de (10), il vient ̂ (nx) == ̂ (^(x)\

Remarques. — a. Le lemme (C.i) généralise la construction des fonctions
exponentielle et logarithme classiques a partir des relations

, exp.^; == lim ( i + ' ) , ]o^'( i + .r) = .lim I- ( ( i 4- ^y' — i ) .
r»-- \ n J " ^ / / > o ^

l.es formules définissant ^^) et ^{x) doivent être considérées comme des
« spécialisations » remplaçant les passages à la limite.

b. Il résulte de notre démonstration que toutes les formules rencontrées où
apparaissent des entiers 772, /zeN restent valables si l'on remplace m, n par des
entiers de signes quelconques, ou encore par des éléments de l'anneau de base û
de l'analyseur rationnel 51.

c. Nous aurions pu démontrer tout comme (^) et (7) [ c'est-à-dire sans utiliser
l'hypothèse (\)nile fait que 5l est rationnel^ les relations suivantes :

ë'^ ( ̂  ( -r- ) ) ̂  ^ 1^ ^,o-,<7 ( ̂  ),

1 ̂  p ̂  <7 < x

9 (^« ( x ) ) ~- ^ ^ ^1 ,0-,T ( -^ ) ,

9 (^(^) )^ ^ ^l,(7,o(^).

Si nous utilisons maintenant (9), les relations précédentes démontrent renoncé
complet du lemme, sans (aire intervenir aucune propriété de G (51)
[de y, ^çGi(5l), ̂ o^(x)=x, nous avions conclu 9 o ^L(^) ==.r1.
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d. Posons, pour toutyeN\

/7(^)= ̂  ^y(^);
/^•O

en particulier, f\ = ç. On peut démontrer, comme précédemment, que

fj^m^))= ^ m^ej^x),

y^^^<^

y/(^))= ̂  ^o,a(^).
1^(7<^

D'après (9), ces relations conduisent à

y/(éM^))=^<//(^
/7(^)=^(?(^)).

DÉFINITION (6.3). — t/^ loi de groupe f^x, y) rf<2^^ un analyseur rationnel 51
(̂  dite canonique si ses itérés gn(^) sont donnés par gnÇx) = nx(nç. N).

Remarque. — II est indifférent de remplacer l'hypothèse « n ç. N » par « n e Z »
dans cette définition.

THÉORÈME (G. i). — 7)<m.y ̂  analyseur rationnel^ toute loi de groupe f(x y y)
est équivalente, au sens restreint, à une loi canonique et une seule.

Démonstration. — Soit^(^) le /z16"10 itéré de/(.r, r). iNous pouvons appliquer
la proposition (6.1), et écrire

—(^) = ^ ( /' ) ̂ /«) [ ̂ € N ; c^{.x1) ç^/ ].

Le coefficient ( H. \ est un polynôme en n dont les coefficients appartiennent

à Qy, donc à Q, si j ^i. Ordonnons le polynôme ( ll.\ suivant les puïssances de/z,
\./ /

puis regroupons les termes dans le développement de g'n{x), nous obtenons

^(^)= ^ lljd^^ [ /zeN; 64/(^)e^].
j ̂ /^^<y-

Toutes les hypothèses du lemme (6.1), dont nous conservons les notations,
sont vérifiées. Posons /'(.r, y)^^^1, j). Il résulte de la proposition (5.5)
que le ^ieme itéré é<(^) de /^.r, j) est ^(^), et le lemme (6.1) montre
qwg^)=naï. La loi/7, équivalente au sens restreini a/[puisque 9(^)e Gi(5l)]
est donc canonique.

Soit y'(^)eti-i(5t) telque y7^/^ soit également une loi canonique. Posons

%(^) == 9''o ̂ -'(^).
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Alors f"=f'^\ appliquons cette relation aux itérés, il vient /.(^C1^1)) ̂ =-nx
pour 72 eN, ou y^nx)=njÇx\ Cela implique, du fait que 51 est rationnel
[c/. démonstration de la proposition (1.2)], que ̂ (^) e5l..';. Comme ̂ (.r) € Gi(5l),
^^et/^y7.

Remarques. — a. Nous avons formalisé le «passage aux coordonnées cano-
niques de première espèce» dans un groupe de Lie. La proposition ( G . i )
remplace l'étude des sous-groupes à un paramètre; le Iemme((). i) remplace les
passages à la limite.

b. Le théorème (G. i ) montre bien la différence entre l'équivalence et l'équi-
valence restreinte des lois de groupes [ déf. (5 .4) ] . Dans un analyseur
rationnel /3l, le groupe GL(5l) opère sur l'ensemble des lois canoniques.
L'exemple des groupes de Lie montre qu'il n'y a lieu d'étudier que l'équivalence
restreinte dans les analyseurs rationnels généraux.

T. — La loi de Hausdorff.

'28. AUTOMORPHISMES INTÉRŒURS DÉFINIS PAR LNE LOI CANONIQUE. — Soit, dans UIl

analyseur rationnel 51, une loi de groupe canonique j\x, y). Nous écrirons
fÇ^c, y ) = ocy, et nous utiliserons les notations multiplicatives indiquées au
n° 2*2 : les itérés de xy seront notés x11 et l'hypothèse que la loi est canonique
se traduit par x'^^nx, Le «transformé de y par lautomorphisme intérieur
associé à x)-> est la fonction xyx~^ = hÇx, y). L'identité xynx~l•==- Çxyx~iy^ se
traduit par hÇx, ny^ = nhÇx, y), pour nç:Z, ce qui implique, puisque /3l est
rationnel, que hÇx, y), soit linéaire par rapport à y .

PROPOSITION (7. i). — Soit, dans F analyseur rationnel 51, une loi de groupe
canonique xy. Posons

x y ^ x ^ - y - ^ - ^ { x , y } (mod. deg. 3),

avec [ x, y ] € 51^. Alors [ x^ y ] est un crochet de Lie, et

h{x, y ) = xyx-^-==^ -^ {adxYy,
\ n

nçV

OU
( adx Y y z= j, ( adx )n+l}' == [ x^ ( adx Y y ] pour n ç, N.

Démonstration. — Si l'on calcule la composante homogène de degré total 2 du
commutateur {x, j) = xyx~^y~1 défini par la loi canonique xy, on obtient \x, y],
ce qui prouve [prop. (5.2)] que cette fonction est un crochet de Lie. La
dernière partie de la proposition va résulter des identités

x ( xny 'x-11 ) x-^ = x^ yx-^^ )
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qui se traduisent par

( i ) h^x, h{na;, j ' ) ) -=-= h((n -4- i ) ̂ , } ' ) ( / < ç Z ) .

Désignons par L le module des fonctions /'(.r, y}ç^ qui sont linéaires par
rapport à j, par V cL le sous-module des /(.r, r) vérifiant/(o,r)== o, et
par 17 CL l'ensemble des/(^, y) vérifiant/(o, r) == y. Nous définissons sur L
une structure d'anneau associatif en posant, pour /', /^çL,

(Â-*^) (^ J-) z= Â-(^ ^(.r, j)).

La puissance n^ de /:(a', j)e=L par rapport à la «multiplication *» sera
notée k{x, j)^; en particulier, l^x, y)'kQ=y est l 'unilé de l'anneau L.

Nous poserons

W

pour Â'(^ j') ç L, exp À (^, r) :-= V ^ / , ( ^ ^ y)*// ^
o^/<o

pour Â-(^, j)^-^, lo^Â^.z', r ) z= V l '~ l-)/? (Â-(.r, r ) —.r)^.

Ces formules ont un sens, car .31 est un analyseur rationnel. Les deux applications
exp : L'— L'1 et log : L" --> V sont inverses l 'une de l'autre. De plus,

(3) pour k(x,y}ç.U et / z ç N , ]og(À-(.^ r)^) r= //, .logÂ-(^, ;)•).

Si h , ( x , y ' ) désigne comme précédiemment^r^"^, //(^•, ^^eL^et la relation (i)
se traduit par
( 4 ) ^ ( -^ .^' )*" ̂  ^ ( ' i J ' - > Y ) i)our il ç. N.

Nous en déduisons que, en posant l\x,y) = log\h(x,y), h(a' ,y) = exp/'(.z',j)
et
( 5 ) //. À- ( x, \y ) —: k ( /?.r, j ).

Comme 31 est rationnel, (5) signifie que k(œ,y)^L' est bilinéaire; Z:(.r,j)est
donc la composante de degré total '2 de h{x, r), qu'un calcul facile montre
égale à [^', j]. Il suffit de revenir aux notations usuelles des algèbres de Lie
pour obtenir la proposition (7. i).

29. LA LOI CANONIQUE UNIVERSELLE.

PROPOSITION (7.2). — Soient ̂  un analyseur rationnel,

xy = x -+- y 4- ^ [ .-^, r \ (inod. ck1^. 3)

une loi de groupe canonique dam 5l avec [^,j]e5l^ Désignons parQ le sous-
analyseur rationnel de 51 engendré par le crochet de Lie \œ, y ]. Alors :

a. xy^Q',
Ann. Éc. Norm., (3), LXXII. — P'ASC. 4. 3l
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6. si f{x, y) est une loi de groupe canonique dans 3^ vérifiant

f{x,y)=^xy (mod. deg. 3), f ( œ , y ) ^ x y .

Démonstration. — La proposition (7. i) montre que xyx-^çQ. Pour/g 5l"
et çeN\ nous écrirons /€0 (mod. deg. q) pour indiquer qu'il existe/'60
avec/=E/7 (mod. deg. q\

Soit x -\-y + ^ ^-(^, y) la décomposition de xy en composantes homogènes
•2^0

(pour le degré total). Supposons déjà démontré que xyç, î3 (mod. deg. y), 7^2.
iNous allons en déduire que xyçfi [ mod. deg. ( y+ i ) ] , autrement dit
que ^(^,y)€î3.

Il résulte de la proposition (7. i)que, si/(^, .... ̂ )e0 [mod. deg. (y+i)];
oîiaj/y-^eii^mod. deg. (^+1)]. D'autre part, si/,^e0[mod. deg.(y+i)],
l'hypothèse de récurrence conduit à fg'—^Çf, é^eû [mod. deg. (y+i)], et
les relations

a^(^-, o) == 6^(0, ^-) == dq^x, — x') == o,

jointes à la proposition (3. i), montrent que fgç. î3 [mod. deg. (y + i)J si Fune
des trois conditions suivantes est vérifiée :

y^o, ^'^o, y '+^=E=o , (mod. deg. 2)

(le produit fg est calculé au sens de la loi de groupe xy).
Si nous appliquons ces remarques, nous obtenons successivement :

( i ) yf-xy^ç.^ (^"eN) ,
( 2 ) y ' - x y - ' - x - ^ ç 0 [ mod. deg. ( q + i )], car ' y k x y - k 4- x-^ = o ( mod. deg. 2 ) ,
(3) Uk(^, } ' ) == ̂ '(r^r--^-1) jr-^'ç. 0 [ mod. deg. (<y + i)].

Comme u/,(x, Y)=O (mod. deg. 2), nous obtenons, par récurrence su r^çN,
(4) ^(^, r)=f^{,f, v ) f^{j-, y ) . . . u,^{.v,y)çi3 [mod. deg. ( < / + i ) ] .

D'autre part,
x ^ y " -zi ( nx ) ( xy ) == n [ x 4- J' ) + 'V^ T?/' a, ( x, y ),

donc
(5) x^y11— n'îaq^x, j )€î3 [ mod. deg. (y 4- i)].

Comme ^(^, y) ̂  o (mod. deg. 2),

(6) Vn(x, r ) ^y11— n'fa^^x, , r ) ) e0 [mod. deg. {q + i)"|.

D'après la proposition (3. i ), appliquée à xy — Çx +j),

(7) vrt^•,y){^nyn—n^acf{œ,y))^Vn{x, y } x n y n — n < ^ a ^ ( x , y ) [mod. deg. (y+i ) | .

Or, d'après une identité générique de la théorie des groupes, facile à vérifier,
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v,z{x, y) xnyn= {xyV1. D'autre part,
(8) {xyY— na^(x, y )€0 [ mod. deg. (<7-+-i)] .

Les relations (6 ), (7) et (8) nous donnent
( 9 ) ( n'i — n ) Oq ( x^ y ) € 0 pour tout n € I\,

ce qui implique a^x, y)€0 puisque 3{ et 0 sont des analyseurs rationnels.
Remarquons que la démonstration nous a donné un procédé de calcul explicite,
par récurrence, des fonctions a^Çx, y) à partir du crochet de Lie[.r, y]. Ce
procédé est sans intérêt pratique, mais il établit la dernière partie de la propo-
sition (7.2).

Désignons maintenant par 3^ \analyseur annulaire rationnel (n°26, ex. c), et
par f^x, y) la loi de groupe x +y+^y dans 3(. Désormais, xy désigne le
«produit» qui engendre 51 (et qui n'est pas une loi de groupe); nous sommes
obligés de renoncer à la notation multiplicative des lois de groupe précé-
demment utilisée. La loi fÇoc, y) est équivalente au sens restreint à une loi
canonique f\x, y) et une seule, d'après le théorème (6. i). Si nous retournons
aux démonstrations du paragraphe 6, nous voyons que/^^y) est donné par
( i o ) exp // ( x, } • ) ̂  ( exp x ) ( expr ),

où la fonction exp^' est définie par la série classique :

(n) exp.r= ^ ^x11.

o ̂  n < ̂

Le crochet de Lie attaché à f\x, y) par la proposition (7 . i ) n'est autre
que [^?y] =^y—,Y^- Or nous savons (n°26) que le sous-analyseur rationnel
de 3. engendré p a r ^ y — y x coïncide avec \ analyseur de Lie rationnel. Cela nous
permet de poser la définition suivante (cf. f4], [6]) :

DÉFINITION (7. i). — Dans ^analyseur de Lie rationnel £, on appelle loi de
Hausdorff la loi de groupe <Ï>(.r, y) vérifiant

<Ï>(.,7'. r) E^ x +j'j4- ^ [ .r, /r | (mod. deg. 3).

iNous venons d'établir V existence d'une telle loi. Son unicité résulte de la
proposition (7.2), 6, si nous montrons qu'une loi de groupe dans XT est
nécessairement canonique. Or toute loi de groupe est équivalente au sens
restreint à une loi canonique, et Gj(f ) se réduit à l'élément neutre x (consé-
quence de [^, x \ === o).

Les relations (10) et( 11) conduisent au calcul explicite de ̂ (x, y). On trouve

(12) <î»(^j)==^4-j -4- ^0,y]-4- -^[[^jL.y]
1 12

+ ̂ [[ r- x}- •^•]-+- ̂ [[[r' ^-L ^.L.rJ (mod' de^ 5)-
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Si l'on a, dans un analyseur rationnel quelconque ̂ l, un crochet de Lie a{x,y\
il existe un homomorphisme et un seul ç de l'analyseur de Lie rationnel €
dans 3t qui fait correspondre aÇx, y) e^l a [^, y ] ç £ . Nous pouvons donc
donner un nouvel énoncé de la proposition (7 .2) :

THÉORÈME (7.i). — Dans un analyseur rationnel l̂, une loi de groupe cano-
nique f(x, y ) est entièrement déterminée par la donnée de sa composante homogène
de degré total 2, a (x, r). La fonction a(x, y) est associée à une loi canonique si
et seulement si c'est un crochet de Lie. La loi canonique f\Xy j) est obtenue comme
l'image ^{x, y) de la loi de Hausdorff (&(^ y ) par F homomorphisme 9 de
V analyseur de Lie rationnel £ dans Ï\ défini par c?[^-, y]= aÇx, j).

Les théorèmes (G. i) et { 1 . i) montrent que, dans les analyseurs rationnels,
l'étude des lois de groupes se ramène a celle des crochets de Lie. La classifi-
cation des lois de groupes équivaut a celle des crochets de Lie par rapport aux
opérations du groupe GL(.?l).

30. APPLICATION AIX GROUPES DE LIE.

DÉFINITION (7.2). — Soient ̂  Vanalyseur classique sur Vanneau de base Z, et iî
un anneau. Une loi de groupe de Lie formel à q paramètres (y e iT) et à coefficients
dans iï est une loi de groupe dans l'analyseur ïl\iî (^)/-3l), puissance cartésienne
q^0 de l'analyseur classique sur l'anneau il.

Tout système de coordonnées analytiques au voisinage de l'élément neutre
d'un groupe de Lie (réel ou complexe) définit une loi de groupe de Lie formel
(à coefïicients dans le corps R des nombres réels ou le corps C des nombres
complexes), si l'élément neutre est pris comme origine.

Une loi de groupe de Lie formel à coefficients réels ou complexes est dite
convergente si les séries de puissances correspondantes convergent au voisinage
de l'origine.

La majoration de la loi de Hausdorff^ due à Dynkin [ 3 ], montre que toute loi
canonique dans LI^(R(g)^l) ou lP/(C(g)5l) est convergente, donc définit un
germe de groupe de Lie.

Pour retrouver entièrement les «théorèmes fondamentaux de Lie», il faut
encore montrer que, si l'on part d'une loi convergente, la transmutation
(« changement de variables ») ramenant aux coordonnées canoniques [ th. (6. i)]
est donnée par des séries convergentes. Or, si l'on note xy la loi de groupe, la
fonction ^(^) du lemme (6.1) s'obtient sous la forme : lim {xm'y\ et la

n -^ x
démonstration de la convergence est élémentaire.
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CHAPITRE III.

LA COHOMOLOGIE DES ANALYSE 1RS.

8. -- Les modules de cohomologie d'un analyseur.

31. LES ANALYSEURS CONSIDÉRÉS COMME COMPLEXES. — NOUS BVOUS Considéré

jusqu'à présent des analyseurs complets ou incomplets. Autrement dit, nous
avons étudié la notion d'analyseur de deux points de vue différents. Dans ce
chapitre, nous adopterons un troisième point de vue, et nous considérerons les
analyseurs comme des complexes.

DÉFINITION (8.1). — Soit 51 = (5l")^^ un analyseur incomplet [déf. (2. i)"].
Le complexe ( 2 0 ) 5l* associé à cet analyseur est défini, en tant que module gradué,

comme la somme directe 5l* = V 5l". La différentielle o de y est définie en posant,
nç.^

pourf^x,, . . ., ̂ e^C^,

( ï ) (Ô/)(.^i, . . ., Xn^) ==f(^, . . . , .^+i)+ V (—l)^/'^!, . . . ,^•-4-^+1, . . . , ^+ i )

+ (-1:! )'+]7(^1. • • • . ̂ ) e^"1 c^.

L'introduction de la somme directe des modules 5l" montre qu'il est
essentiel de ne pas identifier des fonctions qui diffèrent seulement par des
arguments neutres (par exemple e// / et e//+i ,, tous deux remplacés par le
symbole x^ dans nos notations « fonctionnelles »).

Pour montrer que la définition (8.1) est correcte, il faut vérifier la
relation S2 = o, ce qui peut se faire par un calcul direct (cf. aussi le n° 32).

Dans tout ce chapitre, nous entendrons par « analyseur » le complexe associé à
un analyseur incomplet, suivant la définitioîî (8. i). Nous supprimerons donc le
signe ^ qui distingue 51 de son complexe associé 5l*. Les éléments de 5l7' seront
appelés éventuellement /^-cochâmes; l 'entier// sera dit le « degré-arguments »
(ou « nombre d'arguments ») de/e5l/^

Par ailleurs, chaque 5l7' est un module //-gradué. Si nous introduisons
dans 51" la graduation simple par rapport au degré total, 51 apparaît comme un
module bigradué
( 9 } ^ ^ ^ / /
\2' ) ^ —— / j ^r '

n,rçy

L'inspection de la formule ( i ) définissant S montre aussitôt que ë est
homogène de degré o par rapport au degré total, c'est-à-dire que, pour
tous n, /•€N*,
(3) ô^C^;^1.
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Remarque. — Grâce à la complétion (resp. restriction), nous pouvions passer
d'un analyseur incomplet (resp. complet) à l'analyseur complet (resp.
incomplet) associé. Il n'en est plus de même si nous considérons les analyseurs
comme des complexes : nous ne pouvons pas reconstruire les opérations (ïm,,,)
de l'analyseur à partir du complexe associé. En fait, nous n'utiliserons dans ce
chapitre qu'une partie des propriétés des analyseurs : il nous suffira de savoir
calculer les fonctions composées de la forme (T^/)(^, . . ., g\,,\ où fç^1

et où les gi sont des sommes d'éléments distingués e/, y. Il est facile de modifier
le système des axiomes (A) de la définition (2. i) pour ne plus conserver que
les opérations (ïm./O ainsi restreintes ; tous les résultats établis dans ce chapitre
restent valables avec cette axiomatique plus faible. Mais comme les applications
de la cohomologie (chap. IV) font à nouveau intervenir toutes les propriétés
des analyseurs, nous n'avons pas jugé utile de développer indépendamment
l'axiomatique des « complexes multigradués ».

32. PROPRIÉTÉS ÉLÉMENTAIRES DES MODULES DE COHOMOLOGIE; LE PRINCIPE DE COMPA-

RAISON. — Puisque nous avons sur l'analyseur 5l un endomorphisme o de carré
nul, nous pouvons appliquer les définitions usuelles de l'algèbre homologique.

Nous appellerons cocycles (resp. cobords) les éléments (cochaînes) du noyau
(resp. de V image) de à. Le module de cohomologie H(5l) de l'analyseur 5l est
le module quotient du module des cocycles par celui des cobords. Comme 5l est
bigradué, et S homogène, H(5l) est bigradué. Plus précisément :

DÉFINITION (8.2). — Soit 5l un analyseur. Nous noterons H;!(5l) le module de
cohomologie (Noy o : X;; -> ̂ ^/(Im S : 5l;;-1 — 51;:).

Du seul fait que nous écrivons les éléments de Fanaivseur 51 comme des
« fonctions », une analogie s'impose entre la cohomologie des analyseurs et la
cohomologie des groupes ou monoïdes, calculée à partir de leurs complexes
non homogènes. En effet, la formule (i) de la définition (8. i) coïncide ((formel-
lement » avec la formule du cobord, pour un groupe abélien noté additù'ement qui
opère trivialement sur un module (3 0). Cette analogie constitue ce que nous
appellerons le ((principe de comparaison ». Quantité de démonstrations, parfois
compliquées, concernant la cohomologie des analyseurs, seront facilitées par
le recours à ce principe, auquel il faudra donner une expression précise dans
chaque cas particulier.

Par exemple, si l'on trouve plus simple de vérifier la relation ^=0 pour le
complexe homogène, on pourra transposer exactement aux analyseurs la
démonstration d'Eilenberg-Mac Lane (31) qui ramène le cas du complexe non
homogène à celui du complexe homogène.

(^) Cf. [2], chap. IV.
(3 0) Cj. EILENBERG-MAC LANE, Ann. Math.., t. 48, 1947, p. 51-78.
( 3 Î ) Loc. cit.



LOIS DE GROUPES ET ANALYSEURS. 353

Soit M un ^-module [(cf. déf. (2.3), dont nous reprenons les notations].
Nous pouvons calculer les groupes de cohomologie IP(M, M) du groupe additif
de M opérant trivialement sur lui-même. Nous avons des homomorphismes
canoniques : ïP(5l)-. 1P(M, M), ainsi définis : si ^ est un élément de IP(5l)
défini par le /i-cocycle /, nous lui associons l'élément H"(M, M) défini par le
^-cocycle (^/).

La proposition suivante provient dé ce que le « principe de comparaison »
tait toujours intervenir des groupes abéliens qui opèrent tr ivialement sur des
modules.

PROPOSITION (8.1). — Soit ^\ un analyseur. Définissons un automorphisme
involutif de 2{ en posant, pour n ç N* et /ç ̂ ,

/(.r,, . . ., .^//) -= ( — 1 ) ï / / f 7 / 4 ''/(.r/,, . . ., .r, ).

Alors §/==== S/, et l'application considérée définit, par restriction et passage au
quotient, un automorphisme iwolutif de H(5l).

Pour certains calculs, il sera commode d'utiliser une autre expression de la
différentielle S, facile à vérifier :

PROPOSITION (8.2). — Soit ̂  un analyseur. Pour /€ 5l/', on a

( ï ) (<y)(^n ...,^i)== ̂  (--l)^/)^, ...,^^),

OU

(<2) (àif) {œ^ " ", ̂ +l) ==/(^i, . . . , ̂ •-i, Xi-^- Xi^ X^, . . . , X^ )

J \^^i ' ' • ? '^'i—iy ^ii ^z'4-2? ' ' ' i ^n-+-i)

-— j ( x i , . . ., '^i—} ^ Xi^. i , . . ., .y,/4_i ).

DÉFINITION (8.3). — Nous dirons qu'une fonction f{^\, . . . , ^)€^ est
pseudo-linéaire par rapport à x, si (âff)^x^ . . ., x,^ ) = o. Nous dirons que f
est pseudo-n-linéaire si elle est pseudo-linéaire par rapport à chacun de ses argu-
ments.

En particulier, les fonctions linéaires sont pseudo-linéaires [prop. (2.7)1.
D'après la proposition (8.2), toute fonction pseudo-^-linéaire est un /?-cocvcle.
Comme il n'y a pas i-cohords non nuls, nous avons la :

PROPOSITION (8.3). — Soit 3^ un analyseur. Le module H,1. (\3l ) coïncide avec le
module des fonctions pseudo-linéaires d'un argument, de degré r.

Si l'on a un homomorphisme ç d'un analyseur 3t dans un analyseur ^f, on en
déduit, par le procédé bien connu, un homomorphisme de H(5l) dans H(5l/).

Si 3{ est un analyseur sur l'anneau û, et <p un homomorphisme de û dans
l'anneau û', la définition du produit tensoriel d'un analyseur incomplet par un
anneau (n° HQ montre que la différentielle S sur le complexe û'0û3l est
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donnée par la définition usuelle. On pourra donc appliquer les relations de
Kûnneth[2].

9. L° complexe normalisé. L3s modules H;' pour r ^_n.

33. LE COMPLEXE NORMALISÉ. — On sait que, pour calculer le cohomologie d'un
groupe opérant sur un module, on peut remplacer le complexe non homogène
des cochaînes par le sous-complexe normalisé, constitué par les cochaînes qui
s'annulent si l'un quelconque de leurs arguments devient égal à l'élément
neutre (33 ).

La définition des cochaînes normalisées s'étend immédiatement au cas d'un
analyseur 51 : f(x^, . . ., <2^)€:^ sera dite normalisée si

/(.^i, . . ., .^-._i, o, .^i, . . ., .^)=:ro pour i ̂ i^n.

Les cochaînes normalisées constituent évidemment un sous-module de 51; une
vérification simple montre qu'elles constituent un sous-complexe, que nous
noterons ̂  (avec ̂  = 51;; n 51, 51" = 51" n ̂ ).

Nous pouvons donc définir les modules de cohomologie H;! (5l), et nous avons
les homomorphismes canoniques : H;'(5l) —>- H,7! (51), pour tous u, r€=N\

PROPOSITION (9. i). — Tous les homomorphismes canoniques H," (5l) ->• H^(5l)
sont des isomorphismes.

Démonstration. — On peut appliquer le « principe de comparaison » et trans-
poser la démonstration d'Eilenberg-Mac Lane (33). De cette manière on définit
un endomorphisme û-linéaire k de 51, homogène de degré ( — i ) par
rapport au degré-arguments, de degré o par rapport au degré total, tel
que (i+/r§+oZ:)5lc5l, Z:5l=o. La proposition (9. i ) résulte ainsi de la
construction explicite d'une homotopie.

Voici une autre démonstration, qui abrège certaines récurrences (34). Défi-
nissons l'endomorphisme û-linéaire k de 51, homogène de degré (— i) par
rapport au degré-arguments, en posant

(i)

À^zrrO,

{kf) (.ri, ..., x^ == (— ly^y/j^ ..., x,^, — Y xi\ pour /eJl", 71^2.

(3 2) EILENBERG-MAC LANE, loc. cit.
(33) Loc. cit.
(3V) Elle s'étend au cas général du complexe non homogène d'un groupe.
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Posons, pour/e3l, A/=/+ kSf-+- Ïkf. Un calcul simple montre que

(///) (.r., . . . , ̂ ) -. (- i )- ( f ^ ..., ̂ , - V .̂• i ^ni ~ / j

1^^^ /<

(2) — / / ^ , , . . . , . ^ , — ^ Xi^\ pour /î^-2,
\ '-'•^i-é.'i / /

( A/) ( .rri ) == / ( o ) — / ( x\ ) pour n == i.

Nous déduisons de ces formules que pour touty€ 3^/i? (/</) (°?<z'^ • • • ? t r / / ) == 0?
et que, si f s'annule quand on y remplace Fun quelconque de ses / premiers
arguments par o, ///vérifie la même condition, où / est remplacé par (j+ i)
(p0111' I^./<^ /0• Ainsi, pour tout/e^t7', /^/e^* D'autre part, ///' est de la
l'orme i + ̂  + ̂ ? où k,, se calcule par récurrence

/., •--- k, kn-== ïî 4- kn-\ -r- /^-i ̂ k + Ô/^-., Â-.

Comme O^ICÂ et k^c3^, nous avons A',,5lcit pour tout ^eN*. 11 en
résulte que H(3l/5l) == o, d/où la proposition (9. i) (30).

THÉORÈME (9. i ). — Pour tout analyseur 51, H^(5l) = o ^* r <^ /i.
C'est une conséquence immédiate de la proposition (9. i). En effet, /ç5l^ si

et seulement si chaque composante homogène non nulle, de / est de degré au
moins égal à i par rapport à chacun de ses n arguments. Donc, si r <^ n, f= o.
Dans ce cas,

^l;î=o, et H;^(^.)=H; /(^)_:o.

34. LES MODULES H^. — Étudions maintenant les modules H^(5l) ̂ H^/Sl).
Le module 51̂  est constitué par les fonctions /z-linéaires [déf. (2.^)];
comme âit^c^t^1 == o, tout élément de ̂  est un cocycle. Il nous reste à
étudier les cobords.

Soit^(^i, . . ., ̂ -i)^^"1. Chaque composante homogène non nulle de g-
est de degré ̂ i par rapport à chacun des (n— i) arguments, et de degré
total n. Nous pouvons donc écrire

( i ) ^- (.r,, . . ., .r/^, ) = ^ ^-(-^ • • - -^-i ).

où chaque gi est linéaire en Xj pour j -^ i, et de degré 2 en x-^
D'après la proposition (8.2),

(2) (Ô^) (^j, . . ., Xn) -=. ^ {--lY^Ôigi)^^ .. ., X,,Y

(3 a) L'inconvénient de cette méthode (itération d'une même homotopie) par rapport à celle
d'Eilenberg-Mac Lane (composition d'homotopies diiïerentes) est que les cochaînes de ^ ne restent
pas invariantes.
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Conformément aux définitions (lu n"(.), nous ferons opérer sur ̂ l; el sur À;' le
"roupe symétrique •5,,. Nous désignerons par /($„) l'algèbre de groupe à
coefficients entiers de •£.„; les modules 51" et ^" deviennent ainsi des
Z(.ô»)-modules. Nous noterons T/G'S» la transposition (;',(î+i)), pour
i .^i^. n — i, et a € Z(JSi,,) l'opérateur d'antisymétrisation

(3) .a=^ï^cr.
les.-',.

L'idéal à gauche de 7^,:) engendré par (i --,-} contient a; il existe donc des
éléments \.ç7^} tels que a=b,<i-—,), pour i^^«-i. Il est clair
que, pour tout g-ç ̂ " -1, ( i - -,) (à,g)=o. Par conséquent, (a) implique a 0^=0 :

dans 51^, l'antisymétrisé de tout cobord est nul.
Si/('a-i, . . ., ̂ ,)€^;;, (i +-,)/Pst un cohord. pour ï^i^n-i. Plus

précisément, (i +^;)/==^'- où

^•(.ri, . . ., .r,, -i') == (— i)',/'^'" • • • ' •/''"-" •r" •r" •ï''+" • • • ' •r"-l')•

L'élément (/i! - a)eZ(ô») appartient à l'idéal a droite de Z(^) engendré par
les ̂ i + -,); autrement (lit, il existe des éléments c^eZC?»») tels que

(4) («!-a)=.- ^ (I+T,)C;.
| ̂  / ̂  ̂  — 1

Par conséquent, pour tout/e^:, ("'. - a)/est un cobord.

THÉOKÈME (9.a). — Soit 51 un analyseur. Dans :̂, ï' antisymétrisé de tout

cobord est nul : a oïl:-1 = o. Pour tout n-cocycle /€ Jt:, (n ! - a) / est un cobord.
Si ® désigne V homomorphisme canonique dans H:(2l) du module des fonctions
n-linéaires antisymétriques, le noyau et le conoyau de 9,. sont des groupes de torsion

où l'ordre de chaque élément divise n !.

Démonstration. - I/homomorphisme y,, est celui qui fait correspondra la
fonction n-linéaire antisymétriquc / sa classe de cohomologie ./*. Si y -o,
aF=o d'après la première partie du théorème, déjà établie; or a/==/?!/, ce
qui démontre la propriété énoncée du noyau de y». Soit g-ç^ : comme (n! - a)§
est un cobord, la classe de cohomologie définie par n! g est représentée par le
cocycle antisymétrique a§, ce qui démontre la propriété énoncée du conoyau

de ç,,.

COROLLAIRE. - Si ^: est un ^-module [déf. (6.1)], H;:(5l) s'identifie au sous-
module de À;; constitué par les fonctions n-linéaires antisymétriques.

10. — Les modules H'; pour r > n.

35. LES MODULES H" PO^R /? = I , '>..
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PROPOSITION (10. i). — Pour tout analyseur /3l, le module H^.(5l) est nul si r
n'est pas une puissance entière Sun nombre premier. Si p est un nombre premier
et A€N*, H^(5l) est un groupe où tout élément non nul est d'ordre p.

Démonstration. — Nous appliquerons la proposition (8.3). La fonc-
tion/"€ 5l/1 est pseudo-linéaire si et seulement si

( i ) JD / (^O^0 pour o < ^ < < / \
.x'-^l.s- | . ï- i- | /-—,vj y

Si nous faisons y=x dans les relations (i), il vient, d'après (A6),

( r\( 2 ) ( j y ( . r ) = = o , pour o < s < r.
\s )

Or on sait que le plus grand commun diviseur des coefficients hinomiaux ( / )
\3 )

pour o <^ s <^ r est égal à i si r n'est pas puissance d'un nombre premier et à p
sir^p'^p premier. Les relations (2) équivalent donc respectivement à / == o
et à/)/=== o.

c. y. F. D.

Remarque. — Le même procédé s'étend à l'étude des fonctions pseudo-zî-
linéaires homogènes. Si/(^i, ...,o^)e:5l^ estpseudo-^-linéaire, a:==(ai,.. . , o^),
f est Tî-linéaire, ou bien tous les a, sont des puissances entières d'un même
nombre premier^. Dans ce dernier cas,jo/==o.

Une étude directe analogue à celle faite pour H^(^l) montrerait que H; (51)
est toujours un groupe de torsion si r ^> 2. Dans le cas où 51 est sans torsion, on
peut démontrer le résultat plus précis suivant : H;!(5l)=o si r ^>2 n'est pas
puissance d'un nombre premier; si r ^ p ' ' ^ '2 , p premier, À€N*, H,2 (51) est un
groupe de torsion dont tous les éléments non nuls sont d'ordre p .

L'étude « directe » des modules H^ (pour r^>/z et n « grands ») se heurte à
des difficultés de calcul considérables. Nous démontrerons par une méthode
plus puissante un théorème général.

36. LE THÉORÈME DE TORSION; FILTRATION DU COMPLEXE 5l,.

THÉORÈME (10. i). — Soit 51 un analyseur. Le groupe additif H^(5l) est un
groupe de torsion si r^>n, et ses p-composantes sont nulles pour tout nombre p
premier strictement supérieur à r.

Démonstration. — Remarquons d'abord que l'énoncé du théorème ne fait pas
intervenir l'anneau de base Î2. Par restriction de cet anneau de base (n° 19),
nous pouvons donc admettre que 51 est un analyseur sur l'anneau Z des entiers
rationnels.

Pour tout groupe abélien A, les propositions : « A est un groupe de torsion
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dont les p-composantes sont nulles pour p ^> /- » et « A (g)yQ,.= o » sont équiva-
lentes (36).

Pour tout groupe abélien à différentielle A, H(A) (^^.s'identifie à H(A(g)^Q,.).
Ces deux propositions se démontrent très simplement si Fon admet que la

formation du produit tensoriel et le passage à riiomologie commutent avec le
passage à la limite inductive ( 3 T ) . Il suffît, en effet, de considérer Q/. comme la
limite inductive de la suite des groupes abéliens, Z(/)(î 'eN*), tous identifiés àZ,
rhomomorphisme/// : Z ; / ) ->Z(y) (pour i^j), s'identifiant à la multiplication
par Çr\y~\

Ces remarques nous conduisent à donner du théorème ( l O . i ) la nouvelle
formulation suivante :

THÉORÈME (10. i bu). Si -31 est un analyseur sur Vanneau de base Q,, ïl^(5l) == o
pour tout n ̂  r.

Le théorème (10. i), joint au théorème (9. i), implique (10. ibis). Récipro-
quement, (10. ibis) implique (10. i), car si 51 est un analyseur quelconque,

Q,(g)zH;!(X)=H;!(Q,(g)zJ?l)=:o si n < r.

Nous allons démontrer (10. ibis) par récurrence sur r. Pour r= i, il n'y a
rien à démontrer; pour r=2, le résultat cherché est contenu dans la propo-
sition (10. i).

Soient 5l un analyseur sur Q^, et 51 le complexe normalisé associé (§ 9).
Pour simplifier les notations, nous noterons ici A = V A" le sous-

•l £^ fi < -C

complexe 51, .= ^ 5l^. Nous cherchons à démontrer que 'î:^ftÇA)==^o
1 ^n<^x

pour n-y^r , n désignant le degré-arguments dans A.
Définissons sur A une fixation au moyen des sous-modules A/, en posant

, /€A^ si et seulement si : /(^'i, .. • , ' V n ) eA" et le degré par rapport à a'n àe chaque
^ composante homogène non nulle de/est ^l'-,

( 1 ) (A-^ A,".
1'^^<^

C'est ce que nous appellerons la flltration par rapport au degré maximum du
dernier argument. Cette filtration est, par définition, compatible avec le degré-
arguments. La définition ((S. i ) de S montre que oA.cA/, c'est-à-dire que la
filtration est compatible avec la différentielle. De plus,
(2) A .==A,cA,_ ,c . . .cA,cAo==o.

( 3 r l ) Cf. déf. C 6 . i ) de l'anneau Q,..
(^) Cf. [2]/chap. V, § 9.
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La relation Ao = o provient de ce que nous avons pris A = 3^,. (complexe norma-
lisé). Nous avons donc une filtration régulière, et nous pouvons appliquer les
propriétés de la suite spectrale ( i 8 ).

37. UNE SUITE SPECTRALE. — Le complexe Eo. — C'est le module gradué

associé au module filtré A, c'est-à-dire, ^, A//A^. Nous désignerons par Ey'" le
i. ̂  /' ̂  / •

terme de degré filtrant i et de degré-arguments //, c'est-à-dire Af/A^, . Comme
la filtration est définie à partir d'une graduation, nous pouvons identifier E',;" au
module des n-cochaînes normalisées qui sont homogènes de degré i par rapport au
dernier argument.

La différentielle d^. — Elle est homogène de degré o par rapport au degré
filtrant, de degré i par rapport au degré-arguments. On l'obtient à partir de o
par passage aux quotients. Soit donc /eA7', homogène de degré z^i par
rapport au dernier argument x,,\ <7o/s'identifie à la somme des composantes
homogènes de / qu i sont de degré i par rapport au dernier argument x,,.^. Or
tous les termes du développement de (o/)(^, . . . , ^ / /+ i ) sont de degré i
en ̂ +1, à l'exception des deux derniers. Le dernier terme (— i Y'4'1 /(^'i, ..., ^'//)
est de degré o en ^+1, et doit donc être négligé puisque ^^ i. Quant à l'avant-
dernier terme :

(-- ly'/^i, . . . , .r/,+^+,.),

sa composante de degré i en .z'//^ est

(— -QVC^ • • ^ •^-i. •^4-i )•

Ainsi, pour calculer dof(/ç:A.", /î^.^), on remplace le dernier argument x,,
par ^+1, puis on calcule le cobord de f, considérée seulement comme fonction de
ses Çn — i) premiers arguments. Si fç. A1, rfo./ == o.

Nous formulerons plus commodément ces résultats ^n introduisant l'ana-
lyseur 0==/3l(^), obtenu par adjonction d'une «cons tan te» a à l'ana-
lyseur 51 (n° 17). Le complexe 0 est muni d'une troisième graduation, celle
relative au degré par rapport à la « constante ». Nous parlerons ainsi du « degré-
constante » dans P, et nous noterons ft'1 le module des /z-cochaînes normalisées
dans j0, homogènes de degré total j par rapport à leurs n arguments, et de
degré ?par rapport à la « constante ». La différentielle S dans i3 est homogène
de degré o par rapport au degré-constante, si bien que H(flî) est trigradué

H(0)=:^H/W.

( 3 S ) [^], chap. XV. Nous avons apporté quelques modidcalions aux noialions concernant les
indices (remplacement du « degré complémentaire » par le « degré total » ).
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Pour n > i, nous pouvons identifier E^ au module /Ô^1 en associant à
f{x^ . . ., .^) la cochaîne /(^i, . . . , ^_,, a) du complexe 0; la différen-
tielle do s ) identifie alors à la différentielle o de 0.

Le complexe Ei. — II s'obtient en calculant la cohomologie de Eo par rapport
à do. L'identification précédente montre que, pour n^> i, E^1 est isomorphe
à /H^/(îiî). Mais 0 peut être considéré, par restriction sur l'anneau de base,
comme un analyseur sur Q,, pour s^r, et r—i<^r puisque ?:^i. Nous
pouvons donc utiliser l'hypothèse de récurrence et appliquer (10. ibis); nous
obtenons ainsi E^=o pour n^> i et n— i ̂  r — i . D'autre part, E';' s'iden-
tifie à E'j1, c'est-à-dire à o, pour i^r, et à ̂  pour i==/\ Nous avons donc
toujours
( i ) E^ r= o pour n -h / ̂  r -\- i ,

et, par conséquent,

( 2 ) E^"==p pour n-^-i^-r^-i et ^^i .

Il en résulte que les différentielles ds sont îîulles pour ^'^2. En effet, d^
applique Kj'1 dans E^'7^1, et ces deux modules ne peuvent être simultanément
non nuls, d'après (2). Par conséquent,

(3) E^==E^

et, compte tenu de (2),
(4) H^^^E^1-^.

Tout revient donc à démontrer que E7^1"^ = o pour n <^ r.
Le théorème (9.2) et son corollaire nous permettent de donner une nouvelle

interprétation des modules E^1""'7'. En effet, pour n^> i, E^4-1-7^ est isomorphe
à (/+I_,,)H^(ÏÎ), quis'identifîe au module des fonctions /(^i, . . ., ̂ -i, ̂ )€l3,
antisymétriques par rapport à leurs Çn— i) arguments, et homogènes de degré
( r + i — / î ) par rapport à la ((constantes a. Revenant au complexe A,
nous voyons que tout élément ^çE^1^'" a un représentant canonique y(E)
dansA,.+i_,, : ç(E) =/(^i? • • • ? ^n-i, ̂ )? où /çAr^i-n ^st antisymétrique par
rapport à ses Çn— i) premiers arguments, et homogène de degré (/'+ i —/i)
en Xn. Pour n=i, nous prendrons ç($) =f(x^), unique représentant
de SeE^'1 dans A,..

LEMME (10. i). — Désignons par K"1 " l e module des fonctions Cm 4- n^-linéaires
de ^m+n qui sont antisymétriques par rapport à leurs m premiers arguments, et
symétriques par rapport à leurs n derniers arguments Cm, ^çN, m-\-n^>o\

Définissons K comme la somme directe V K"1 ;/l. Les éléments de K771'^ seront
7/î, n

notés /(^i, . . ., ^m, Ji, . . ., y,,). Soient ^ et h les deux endomorphismes de K
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définis en posant, pour fÇx,, . . ., x^ y.i, . . ., y,) g K^,
(A/)(^ ..., x^,y^ ...,r,,-,)

:= ^j (— ̂ /(^ • • - ̂  • • - •^+i, -'̂  ri, . . .,,}'/,-,)€ K7"-4-1^-1,
1 ̂  ; ̂  m -(- 1

(A/) Oi, .... .2.^-,, j'i, ..., r/,.,,)
-- / \ 'V:-=(— ï)^ J^ /^'i^ • • - , ^,/z-i,,i'/, .r,, . . ., y^ . . ., r/^i^K7"-1^4-1.

l ̂  ; ̂  n 4- 1

^7o/-,?, pour j ' ç . K"1-", (A//, + AA) /•= (w + /i)/(3").

Ce lehime s'établit par un calcul direct. Si /€.K."1'", on trouve successivement:
(/»A/)(A- | , . . . . .v,,,, r i , . . .,j,,)

=2 2j (- ^"'^'•/(•^•i- • • - , .̂  • . —t»» j'/. ^» ji, • • - , y ; . • • - . } ' » )
\-^i^.m \^]^n

+ ̂  /(^'l^ " ^ ^'n, ,1y, J,, . . . , J7, . . . , J',,),

(AÀ/)(^,, . . ., .̂ ,,J,, ...,J'J

:= I, 2 (-^"^/(^r, . •• ,^ ...,^,Jy^-,,J,, ...,Jy, ...,./.)

1 ^.i ^in 'I ^_j ^n

+ ^ (— I ̂ /(-^n • • • ̂ o • • • , ̂ , ^o Ji, . . . , J'/,),
\^i^in

d'où la relation annoncée, compte tenu des symétries et antisymétries de/.

Définissons maintenant un monomorphisme ^ du complexe E^ ==V E7^1""'"

dans K, tel que ^ induise un isomorphisme de E7,^'"^ sur K^-1 •7•+l-// pour
tontnÇï^n^r). Soit ̂ E^'-^; nous prenons o(^)=/(^, . . . , ^_^ ^),
et nous calculons la multilinéarisée symétrique de f par rapport à son dernier
argument x,, (cf. n° 12), que nous écrivons

^)=:^(^,, . . . , , r / ,_ , , r , , . . . ,J/-/.+l)eK7 /- l '7•- / ^4- l .

En d'autres termes, ̂ = d;(S) est déterminé par les deux conditions
/ -v J ^(^'17 • • • -, ^n-\^ y \ - , • • • , ,}r-/ï+i ) est symétrique par rapport aux r,

>^(^ , , ...,^-,,.^, ..., .^)==/(.^,, . . . , ,^_,, ̂ ) =:€?(;).

L'existence et l'unicité de ^=:^(E) proviennent de ce que A est un
(^.-module et, a fortiori, un Q(,. ,,+D-module.

Nous avons alors

(6) ^ (^^^ / ^ ^~~ n ̂ (;) pour cçE^'-^^ et i ^ ^ r — j ,

tandis que rfiE^7 === o.

(3 9) Le signe ^ signifie que le symbole qui figure en dessous doit être omis.
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Soit, en effet, E€E^-^, ^^_n^r— i. Alors ç(^)=/(^, . ... x^ est
un représentant de ^ dans A/.+i_^,; donc o'p(^) est un représentant de r f ^ E
dans A/._,,; mais [c/. (i), n0 12] nous pouvons remplacer, modA/._,,_i, o<p($)
par (— I) / /(/•+ i —n)g{x^ . . ., x^ x^, . . . , ^,+,), où

g (X^ . . . , Xn-Y, y\, . . . . yr+i-n) ̂  ̂ (0-

Pour obtenir cp(rfi^), il suffit donc ^ antisyînétriser

( — I ^ ( /• + 1 — H ) g- ( ,^j , . . . , JC,^ X,^, . . . , .̂4-1 )

|)ar rapport à ses n premiers arguments ( 10). La définition de l'opérateur A
| lemme (10. i)] conduit immédiatement à (6).

Soit EçE7, ' ^''^ avec d^=o et i^^^/ '— i. Si îz== i, E = o [c/'. prop.
(10. i)]. Si n ^> i, il résulte de (6) et du lemme (10. i) que E -==- d^r^ où T( est
défini par

(7) ^-T^T^^-
Ainsi ïî'^'''"'"== o si /z <' r.

c. Q. F. n.

11. — Cohomologie des puissances cartésiennes d'analyseurs;
produits en cohomologie.

38. COMPLEXES KÉDL1TS DES PUISSANCES CARTÉSIENNES D'ANALYSElHS. — Soient 3{ Un
analyseur, I un ensemble d'indicé. Nous nous proposons d'étudier des propriétés
de la cohomologie de l'analyseur II13^ (c/'. n0 18, dont nous reprenons les nota-
tions).

Si F(Xi, . . ., X;,)=(/i(Xi, . . ., X,,))^i est une /^-cochaîne de II13{ donnée
par ses composantes f^ç. 5l1'", la définition (8. i) du cobord montre que

(1) (^)(X,, ...,X^,)==((ô/0(X,, ...,X,^,)),.e^,

où, pour tout !.€l?
(2) (ô/,)(X,, ...,X^,)=--^(X,, ..., X,,,)

+ ̂  (-I)V^x,,...,x,+x^,,...,x/^o+(-l)/<îlyt(x^••-x-/.)•
j^ ^n

Autrement dit, le cobord de F se calcule « composante par composante ». La
formule (2) définit une différentielle sur le module 3V = V 3^'n.

n € N*

DÉFINITION (11. i). — Soient 3i un analyseur^ I un ensemble d1 indices. Nous

( 4 U ) îi faut ici appliquer le projecteur cTantisymétrisation (qui laisse invariantes les fonctions
antisymétriques) et non, comme au n° 34, {'opérateur o'antisymétrisation (qui les multiplie par ri\).
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appellerons complexe induit de la puissance cartésienne II13{ le complexe

XI== ̂  3{1^, où la différentielle o est année par la formule (2) ci-dessus.
nç.^

La relation (i) montre que la détermination de H^I1^) se ramène à celle
de H(^l1); en effet, I^II1^) s'identifie au produit direct d\ine famille de
modules (IL)^p dont chacuu est isomorphe à H (/3l1).

Si 1 est un ensemble d'indices, nous noterons N^ l'ensemble des familles
p = ( p ^ ) ^ j d'entiers ^o, tous nuls sauf un nombre fini d'entre eux, et nous

poserons [ p =Vp, .
^ e i

La notion de module I-gradné s'obtient par une généralisation naturelle de la
définition (1.2) : le module A est I-gradué s'il est donné comme une somme

directe V Ap.
p€N(^

Le module 3{î'n a une structure de module /i-gradué (cf. n° 18) et une
structure de module I-gradué définie comme suit.

UÉFJLNiTiOiN ( 1 1 . 2 ) . — Soient 3^ un analyseur, i un ensemble d^ indices, Nous
définissons une structure de module I-gradué sur 5l1'" en posant, pour tous n ç N*
„, ^ — / Q \ ^N^CL ^——^c^çi^Si^ ,

/((^,i):ei. • • - (^./Ocei)e^

si et seulement si f est homogène de degré total p^ par rapport à ses arguments
x^ ,1, . . ., x^,, (pour tout t€l). Nous appelleroîts p le « multidegré-composantes »
dans^Ç711).

La formule (2) montre que, pour tout /zeN* et peN^,

(3) ô^C^'^;

autrement dit la différentielle o est homogène de degré o par rapport au multi-
degré-composantes. Le module de cohomologie H(5l1) se décompose donc en
une somme directe
(4) H(^)= ^ H7^).

n € N*, p ç. NW

i

D'après la proposition (9.i), le calcul de H(5l1) peut être remplacé par le

(4 1) Les structures de modules /z-gradué et I-gradué de jl1^ sont compatibles^ c'esl-à-dire qu^en
posant ^1^= Jl^nJl1?7' pour aeN^, peN(i) , on a

CMÏ.n_ ^L1 c^I^ ot q(I^_ 'V 3(î,ft
~~~ / 1 ^"'P P ~~ / ' y-^'

p€N(1) aeN"

De plus, si Jl^p ̂  o, | a | == | p |.
Ann. Éc. Norm., (3), LXXII. — FASC. 4. 32
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calcul du module de cohomologie H (3l1) du sous-complexe normalisé 3l1. Rappe-
lons que/\Xi, . . ., X^e^t17' si

/ (X, , . . ., X/._i, o, X,, . , , . . ., X/,) •=—- o pour i ̂  / ̂  n.

Nous montrerons qu'il est possible de remplacer le complexe réduit norma-
lisé 3l1 par un sous-complexe plus simple. Pour éviter des notations trop
compliquées, nous traiterons d'abord le cas où 1 se réduit a un ensemble de
deux éléments.

39. SOUS-COMPLEXE NORMAL D'UN CARRÉ CARTÉSIEN D'ANALYSEUR. — DâllS les 11°' 39

et 40, 31 désignera un analyseur et <3 le complexe réduit normalisé de l'ana-
lyseur IP31. Un élément /(Xi, . . ., X^) de 071 sera identifié à une fonction
/(^i?Ji ; • • • ; x,,, ./„)€: 3l2", qui s'annule lorsqu'on y remplace l'un quelconque
des couples d'arguments (^, y,) par (o, o\

II se peut que certains des arguments x; ou r / soient neutres dans/€)0. Nous
profiterons de cette circonstance pour « normaliser » à nouveau le complexe 0.

PROPOSITION ( l l . i ) . — Pour tous p , yeN, p + q ^> o, définissons le sous-
module C7^7 de ̂ p+f'en convenant que f(^i, yi; ...; x^^, yy,+//)e C^ si et seulement
si les arguments x^ et yj sont neutres dans la fonction fpour p + i ̂  i^p + q

et i^j^jo. Alors le sous-module C== 'Y. C^ de i3 est un sous-complexe. De
^,<7€N

plus, C est un complexe double (42), c'est-à-dire que o y est la somme de deux
différentielles Si et §3 vérifiant

ôj €^C €^-15^ ô. (Î^C €^-^1 pour tous p , qç. X ;
ô == ôi 4- 02 ; ^i Ôi =r ô._> ô.^ == ô, ô^ 4- os ôi === o.

L^ sous-complexe ̂  de ̂  sera dit un sous-complexe normal du carré cartésien II2 3l.

Démonstration. — Une fonction /(X^ . . . , X/,^)€ €^ 7 pourra s'écrire, après
suppression des arguments neutres, /(^i, . . ., Xp, yp+i, . . ., v/^/). Ainsi /
apparaît comme un élément de 31" ou, plus précisément, du complexe norma-
lisé 3l71 (puisque 0 a été pris normalisé).

La définition (2) (n° 38) de la différentielle o dans 0 nous permet d'appliquer
la proposition (8.2), et nous poserons, pour/(Xi, . . ., X,,^)€ C7''7,

(i)

(oV)(Xi, ...,X^^i)== ^ (_iy(^.y)(Xi, ...,X^,),
i^;'^/?

(o\/) (X, , . . ., X^^)= ^ (- i)^-/) (X, , . . ., X^,^, ).

( 4 - 2 ) Au sens de PJ, chap. V, § 4.
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La relation à ===014-02 est dès lors évidente. Une vérification immédiate
montre que §i/ se calcule comme le cobord de /(^i, . . ., x^\ j^^i, . . ., y?+q}
considéré seulement comme fonction des p premiers arguments (^)i^^, à ceci
près que les indices des q arguments (jy) doivent être « décalés » (en
substituant y,_^ à yj pour p+i^j^^+y) (43). Ce résultat établit que
Oitf^CC^1 -7 et que 0^=0. Les propriétés de So se vérifient de la même
manière.

D'après le n° 38, 0 est gradué par le bidegré-composantes

S == ̂  ̂ ,,,
r,s e N

où r désigne le « degré par rapport aux arguments x » et .y le « degré par rapport
aux arguments y ». Il est clair que C est un sous-complexe homogène par
rapport au bidegré composantes; C est donc un module quadrigradué

€= ^ €?;?.
^.7./-,,îeN

Remarque. — Du seul fait que nous écrivons les éléments de i3'1 sous la
forme /(^'i, yi ; . • . : oc,^ y^), nous ordonnons les « composantes » du carré
cartésien de X. Le complexe réduit normalisé 0 contient deux sous-complexes
normaux : le sous-complexe (£ défini plus haut et le sous-complexe ^J défini en
posant /*€ ®^'7 si et seulement si /(efiî7^7) peut s'écrire, après suppression
des arguments neutres, /(ji, . • ., y?\ ^p-+i, . . . . ^p+q)'

PROPOSITION (11 .2 ) . — V homomorphisme canonique H(C)—H(î3) est un
isomorphisme. Plus précisément, il existe un endomorphisme linéaire k de 0, nul
sur (t, homogène de degré (0,0) par rapport au bide gré-composantes y et tel qu^en
posant h = (1 + Sk -t- kS\ on ait h fi C tf.

Démonstration. — Le « principe de comparaison » (n° 32) nous permettra de
nous ramener à Fétude de la cohomologie du produit direct de deux groupes ou
monoïdes. Il nous faut d'abord rappeler, et compléter sur un point, certains
résultats de [2] (44).

Soit G un monoïde unitaire, noté multiplicativement, ^===Z(G) son algèbre
à coefficients entiers. Le « complexe standards S(G) de G est un ^-complexe
(négatif), dont la composante homogène de degré n ̂ > o possède une base sur ^l^

O3) Cf. n° 17.
(u) Nous pourrions donner une démonstration « directe » de la proposition (11.2), en appliquant

toujours le principe de comparaison. Il suffirait de « formaliser » les lemmes de normalisation de
Lyndon (Duke Mat. /., t. 15, 1948, p. 271-292) et de Hochschild-Serre (Trans. Amer. Mat. Soc.,
t. 74, 1953, p. no-i34). Les calculs de ces auteurs peuvent être simplifias (y compris dans le cas
général d'une extension de groupes) par l'emploi d'homotopies convenables. Néanmoins la méthode
directe nécessiterait des calculs étendus et ne conduirait pas à des formules explicites pour h et k.
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constituée par les symboles | Ei , . . ., $,J, où Ei , . . ., c^eG ; pour te degré o, la
base est constituée par le seul symbole [ |. La différentielle </(de deg ré—i )
est définie par rf[ ] == o et

(2) d[^ , . . . . '^=^[c,,..., ^] -+- ^ (—i)^ , , ...,^+n •••^^-(—i)^;:,, ...,^-,].
.1 ̂ /^ y 7 — l

Le « complexe normalisé » N(G) est défini à partir de S(G) en passant au
quotient, de façon à annuler tous les éléments | Ei, . . ., c,J où l 'un des E, est
égal à l'élément neutre i du monoïde G.

Soient maintenant G et G^ deux monoïdes unitaires, G^ leur produit direct.
Un élément (^, ^) de G" sera noté $(g)^ (avec ̂ € G, ^ e G^. ^algèbre (^"-==HG")
s'identifie au produit tensoriel ̂ 0 c^ des algèbres de G et de G^.

Les complexes N(G^) et N(G)0N(G / ) constituent deux résolutions ç^-pro-
jectives de Z sur lequel G" opère trivialement; il existe donc des applications
de ^-complexes :

. [j.: ^G)®'^)-^^),
-. : N ( G f f ) - ^ N ( G ) ® N ( G / ) ,

telles que av et va soient homotopes à Videntité. Nous allons expliciter de telles
applications ( 4 U ) .

Pour ^€=1N, ^eG, ^ € G ^ (i^ï^^), nous poserons

(3) ^[^(X^n • • - '^®^n\= ^ [^, • . .. Ï.p\®Ï,. . .^[^-M. • • • . Ïn]'

O^p^/t

La délinition de ;j. est plus compliquée, et nous ferons les conventions
suivantes concernant les notations. Pour tout couple d'entiers m, n, avecm^//,
nous noterons [m, n^ l'ensemble des entiers / tels que m^i^pi. Si J est une
partie de [m, /i], il existe une permutation o-j et une seule de \jn, n] qui « remet
en ordre » J et son complémentaire; autrement dit, i <^ i' et i, ^çJ (ou i, ̂ ^J)
impliquent ^(î) <^ (jj(î7), tandis que 7'eJ, f^î (/€[^/,//]) impliquent
c7 j ( / ) <^ ( J ^ J ' Y Nous noterons £(J) la signature de la permutation o-j, et |î le
nombre d'éléments de ÎC.[m, n\\ pour abréger, nous écrirons SÇi) au lieu de
c7j(î) pour i'e[m, n]. Enfin nous conviendrons que, dans les formules (4)? (5)?
('j) ci-dessous, un symbole tel que Ej / doit être remplacé par Ç,K;)(^)I (resp.
par I(^)EJ(,)) si iç.î (resp. si ^J).

Dans ces conditions, nous avons, pour Ei , . . ., ^eG et $^,, . . ., ^^€G7 ,

(4) ^-(1^ • • • , ^ ]®[^M. • • - S/^/])^ ^ £(J)[-^J^ • • - ^J,/.^].
J C [ l . , ^ + y ] , l J i = ^

où la sommation est étendue à toutes les parties J C [i, p + y] ayante éléments.

(1 : 1) ^/- l^J? cli^P- ^I? § ^5 Corm. (i) et (3). Les applications ;JL et v y sont appelées respectivement
/ et g.
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Comme nous avons pris des complexes normalisés^ v[j- est l'identité sur
N ( G ) Ç < ) N ( G ^ ) et, par conséquent, ;j.v est idempotent. Nous avons, pour

.£,, . . . ,E ,eGet£ 7 , , ...^eG^

(5) p4^(g)^ ..., ^(g)E;J== ^ £(J)( i (g)E, ...E;3i)[^,,, . . . , ̂ ],
J C [ . l , / ? ]

où J parcourt toutes les parties de [i, 71].
D'après les résultats généraux rappelés plus haut, il existe un endomorphisme

^-linéaire r. de N(G7) tel que

( 6 ) ^ — 1 =- r.d + dr:

[1 désignant ici l'application identique de N(G^)].
Pour calculer explicitement T., on peut utiliser un procédé de récurrence

analogue à celui de [ï] (chap. XI, § 5). On trouve ainsi, pour $,, . . . . E/,eG et
r' r' ^ p fç,, . . ., ç^€b ,

(7) ^tël®^ " ^ Ïn®'^n\

== ^ 2 (- iV£(J)[ t ,®Hn ..•^7®Sy, i(g)H^....y.[.r,^,/,,, ...,^],
0 ̂ 7^ /it — l JC [/-1-1?^^

où la sommation est étendue, pour / donné, à toutes les parties îc[j +1, ̂ ];
comme le complexe est normalisé, on peut supposer J ^> o.

Reprenons maintenant l'analyseur 51; soit 1VI le module de sa représentation
régulière, (e,)^. la famille des 51-générateurs 51-libres de 1ÏI définie au n0 7.
Pour tout /^N^ nous identifions /ç.^ à /(^i, Ji, • . ., ^, y/,)e5l2", que
nous identifions à son tour à une fonction de \>.n arguments dans JTO.

Nous supposons désormais que G et G7 coïncident avec le monoïde abélien
libre engendré par la famille de générateurs (^Y^eN-* Nous définissons un
homomorphisme unitaire y du monoïde G=G' dans JÏl considéré comme
monoïde abélien unitaire, en posant y(^)=e/ pour tout î'eN^, et nous
faisons opérer trivialement G / / = G x G / sur 1M. Considérons le complexe
Hom^^G^ ), ill) que nous noterons C; rappelons qu'une /^-cochalne /^ de C.
est déterminée par les valeurs /"([^i®^,, . • - , ^®^J) qu'elle prend sur les
éléments de la c^-base de N^G^). Nous désignerons respectivement par d', /?/,
k' les transposés dans C de la différentielle d de ^G") et de ses endomor-
phismes av et TZ. Nous avons, par transposition de (6),

( S ) I I ' - l ^ d ' k ' ^ - k ' d ' .

e( d ' n'est autre que la différentielle du complexe C.
Définissons l'application y : f3 -> C en posant, pour tous / ^€N\

/'(^•i, Ji.;. . . .; .r/^ }-n}ç:^" , , et ^, . . . , ,̂ ^, . . . , ^€G, • '

(9) (<</') ([Ei®^ •..^/^^D^/dao^^^); • • • ; ï ( S / / ) . ï ( £ « ) ) -



368 MICHEL LAZARD.

L'application y est évidemment linéaire; elle est injective (il suffit, pour le
voir, de remplacer dans (9) ^ par g , et Ç; par ̂  pour ï^i^n); enfin c'est
une application de complexes, c'est-à-dire que
^o) ^==d'^.

Cette dernière relation, conséquence immédiate des définitions de o, d ' et 9,
donne un sens précis à notre « principe de comparaison ».

L'image par ç du complexe 0 est un sous-complexe y0 de C qui est stable
pour l'endomorphisme kf et, par conséquent, aussi pour h' ( 4 6 ) ; cette propriété
résulte de la formule explicite (7). Nous définissons les endomorphismes k et h
de 0 par les relations : ^kf-^k'^f et çÀ/^/^y/pour tout/€0 (ce qui
est licite puisque y est injectif). Plus précisément, nous obtenons pour
/(X,, . . ., X,) =/(^, y, ; . . . ; x,, r,)e^

( I ï) (A/)(^,.r,;...;^r,)^ ̂  3(.n/(Z^; ...;Zj,,),
J C H , / ^

(1 2) W) (^i, ri ;... ; ̂ -i, j/z-i) == ^ V (— i y s ( j ) /
O-^/^n—î j c [ / + ï , n — i ]

x(^^ r^ • • • î ̂  .r/5 ̂  ^ Jî; z^+l; • • • ; ̂ -iV
y-i^^7'+|J| /

où nous convenons de remplacer chaque symbole Zj,, par le couple d' « argu-
ments » (^(/), o) [resp. (o, j^))] si içî (resp. ^J). Dans (n) la sommation
est étendue à toutes les parties J de [i, n]; dans (12) la sommation est étendue
pour y donné, à toutes les parties de J deT[y+i, n — j] vérifiant J > o.

Il résulte de (n) et (12) que h/ç € pour tout /eO, que kg-=o pour tout
^e€, et que k et h sont homogènes de degré (o, o) par rapport au bidegré-
composantes. Quant à la relation A== (i + o/f+/fâ) , elle résulte de (8) par
restriction au sous-complexe oî3 de C ( 4 T ) .

40. SUITE SPECTRALE DU SOUS-COMPLEXE NORMAL D'UN CARRÉ CARTÉSIEN. — Là prOpO-
sition (11.2) ramène le calcul du module de cohomologie H(0) à celui du
module H(€), où tf est un complexe double. Nous pouvons appliquer à ce
dernier le procédé de Cartan-Eilenberg ([2], chap. XV, § 6), c'est-à-dire la
suite spectrale déduite de l'une ou Vautre (4 8) des deux fdtrations canoniques du
complexe double C.

( 4 6 ) C'est là le point essentiel de la démonstration : les propriétés utilisées des complexes de
monoïdes se transposent aux analyseurs parce que toutes les applications et les homotopies
rencontrées sont génériques, c'est-à-dire ne font aucunement intervenir les structures particulières
des monoïdes en question.

(^) La vérification directe de cette dernière relation à partir de (n) et (12) est extrêmement
pénible. Sans quoi il nous aurait suffi d'écrire ces deux formules pour démontrer la proposition !

(4 8) Le choix est inlifTérent, ainsi qu'il résulte de risomorphisme des deux sous-complexes normaux
exposé plus bas (n° 41).
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De plus, les deux différentielles §1 et Sa de C sont homogènes de degré (o, o)
par rapport au bidegré-composantes : le complexe double C est décomposé en
somme directe des complexes doubles € , ,y et /(^i, Yi ; . . . ? Xn, J/»)€ C appar-
tient à ^r,s si et seulement si / est homogène de degré total r (resp. s) par
rapport aux arguments x '(resp. y). Puisque tf est normalisé, €^ (resp. €^)
est nul s i jo^o (resp. ^^o); de même, €°.^ (resp. ®^) est nul si r-^-o
(resp. s^o\ Nous en déduisons que les complexes €o,/ et €,.^ s'identifient
tous deux à Jl/, ce qui fait apparaître dansH(fiî) deux facteurs directs isomorphes
à H(5L) : ils proviennent des cochaînes qui « ne dépendent que d'une seule
composante ». Les « homomorphismes de lisière » (edge homomorphisms
de [2]) de la suite spectrale expriment seulement une partie de ce résultat.

Considérons maintenant le complexe double C,y où r, s ^> o et choisissons,
par exemple, la « première filtration ». Nous noterons Ef'^ les termes de la
suite spectrale correspondante {p= degré filtrant, q= degré complémentaire,
i= rang dans la suite spectrale). Nous avons €^ = o pourjo^o ou ç^o. Les
résultats concernant les « termes de bas degré » prennent donc ici la forme
suivante :
(1 ) W(€r,.)==l^(€^)^=o,
(2) n^C^r-Ei'1,
et l'on a la suite exacte

(3) o -> E:r ' -> H3 ( €^s.) -> E^ ' 2 -^•E^1 -> 1-P ( Cr,0.

Le calcul des termes Eo, P^i, Ea s'effectue de la manière suivante. Pour
tous p , q, W^ s'identifie à €^J, et la différentielle rfo de Eo à la différentielle §2
de €. Nous avons donc
( 4 ) E^:=^(^(^,, . . . , ^)),

où 5l(.ri, ..., x^ désigne l'analyseur obtenu en adjoignant à 51 les « constantes »
x^ . . . , 30^ et où l'indice r dans /H^ signifie qu'on n'a considéré que les
cochaînes de degré total r par rapport aux « constantes ».

La différentielle d^ s'obtient en appliquant la différentielle 3 au second
membre de (4 )? considéré comme « fonction » de x^ . . . , x^ Le lecteur formu-
lera sans peine un énoncé plus précis en transcrivant les calculs de [2].
Contentons-nous de remarquer que le terme E;'' s'identifie au module des
fonctions pseudo-bilinéaires/(^i, Ys).

41. SOUS-COMPLEXES NORMAUX DES PUISSANCES CARTÉSIENNES ^ANALYSEURS ; CAS

GÉNÉRAL, APPLICATIONS.

DÉFINITION (11.3). — Soient 3^ un analyseur, 1 un ensemble d^indices, 0 = 3^ le
complexe réduit normalisé de la puissance cartésienne II151. Supposons, de plus,
donnée sur V ensemble 1 une relation d^ordre total iK. Nous définissons un sous-
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module C de j0 en posant /(Xi, . . ., X^)e (t si et seulement si /(efi^) est une
somme finie de fonctions dont chacune peut s'écrire^ après suppression des argu-
ments neutres, sous la forme

/(^,i, . . ., x^, avec ii^^ • • .^^€l.

Par exemple, si 1 est un ensemble ordonné de trois éléments, nous noterons
les arguments (^)içi comme des triples Çx, y, z) et les éléments de tf s'écriront
comme des sommes finies de fonctions de la forme

j \ ^ i ' ) • • • ? ^pi y p+^-i ' ' ' i y p+^i ^p+<j+11 • ' ' i ^/?-4- q -\-r ) •
On voit ainsi que, dans le cas général, tf est muni de deux structures de

module I-gradué : la première est induite par la structure de module I-gradué
de 0 [déf. (11.2)], c'est-à-dire par le multidegré-composantes; la seconde est
définie par le « multidegré-arguments » [dans l'exemple ci-dessus, /est une
fonction de tri-degré-arguments r.==(jo, q, r)]. Le module ® se décompose donc
en une somme directe :
(i) €= ^ ^.

^.pe^

PROPOSITION ( 1 1 . 3 ) . — Avec les notations de la définition ( 1 1 . 3 ) , C est un sous-
complexe de 0, que nous appellerons sons-complexe normal associé à la relation
d^ordre (K. Vhomomorphisme canonique H(®)->H(0) est un isomorphisme.
Si ï est un ensemble ordonné de p éléments, C est un complexe p-uple au sens de [2].

Démonstration. — On vérifie, comme pour la proposition (11. ï), que C est
un sous-complexe de j0. Pour démontrer que l'iiomomorphisme H(C) ->• 11(0)
est un isomorphisme, on se ramène d'abord au cas où l'ensemble d'indices 1 est
fini (en considérant les divers multidegrés-composantes). On peut ensuite
construire explicitement une homotopie, comme dans la démonstration de la
proposition (11.2), ce qui conduit à des notations et formules compliquées.
Aussi est-il préférable de raisonner par récurrence sur le nombre p d'éléments
de I. Pour cela, on remplace chaque « argument vectoriel » X/= (^y,/)j^y^/, dans
les fonctions /(Xi, . . . . X,,)^^ par un couple (^/, Y/), où x^ désigne l'argu-
ment x^, et Y/1' « argument vectoriel » (^y,/).^/^- On définit le sous-complexe
double Q' de 0 constitué par les sommes finies de fonctions qui s'écrivent
(après suppression d'arguments neutres) sous la forme f(x^ ..., x,^ Y7^,..., Y^).
Il suffît de modifier légèrement la démonstration de la proposition (11.2) pour
démontrer que l'homomorphisme canonique H^fi^) -> H(ï3) est un isomor-
phisme en construisant explicitement une liomotopio ( 4 Î ) ) . On a Ccî3^ pour
démontrer que l'iiomomorphisme H(€) -> H^) est un isomorpbismc, on

( 4 9 ) Les modifications consistent en ceci : an lieu de prendre pour G et G' deux mêmes monoïdes
abéliens libres engendrés par des générateurs (gi)iç.^: on prendra deux monoïdes abéliens libres G
et G' engendrés respectivement par les générateurs (gi)iç^ et (^y.^eN*,^/^/^ et Fon modifiera en
conséquence le monomorphisme cp de ^ ' .
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applique au complexe double fi' et à sou sous-complexe € les suites spectrales
déduites de la première flltration de fi'. La formule analogue à (4) (u° 40)
montre alors que l'homomorphisme des termes Ei de € et de fi' est un isomor-
phisme, compte tenu de ^hypothèse de récurrence sur le nombre d ' 1 éléments de I.
La proposition (11.3) en résulte.

Pour formuler commodément les résultats obtenus, nous poserons la

DÉFINITION (11.4). — Soient 51 un analyseur, n^ jy€N*, 1 U intervalle
d ) entiers [i, p\. Nous noterons 1P(51 ; p) le sous-module du module p-gradué (^°)

H^X^^HSW
a € N/'

égal à la somme directe des H^(5l1) pour lesquels a=(a,i, . . ., a^) vérifie
ai>o, . . ., a^>o.

Autrement dit, [ { " Ç ^ ; ? ) est le module des classes de cohomologie des
^-cochaînes de 5l1 qui « dépendent effectivement » de leurs p <:< composantes ».

THÉORÈME ( 1 1 . i). — Soient 51 un analyseur y 1 un ensemble d'indices muni d^ une
structure d^ ordre total. Alors :

a, pour tout /^çN*, H'̂ l̂1) s^ identifie canoniquement à la somme directe d^une
famille de sous-modules ainsi définie : à tout entier p îHÏînfîant ï^p^n^ et à
tout système Li <^. . . <^ L^ de p éléments de 1 strictement croissants correspond un
facteur direct isomorphe à H" (5l ; p);

b. ir^ l̂ ; p) == o pour p ^> n;

c. H^/Sl; n) s identifie, pour tout /î€N\ au module des fonctions pseudo-n-
linéaires de 3^ ;

d. H3 (51; 2^ est égal à la somme directe, pour r, s ^> o, des modules H'̂ tf,.^
vérifiant la suite exacte (3) du n° 40.

Ce théorème est une conséquence immédiate de la proposition (11.3) et des
résultats du n° 40. Nous n'avons pas jugé nécessaire de préciser la décompo-
sition plus fine de H(5l1) qui correspond à sa structure de module I-gradué (par
rapport au I-degré-composantes).

Le théorème (11. i) détermine complètement les modules de cohomologie H1

et H2 d'une puissance cartésienne d'un analyseur; pour le module H3, nous
n'obtenons dans le cas général que des résultats partiels.

Rappelons que l'identification canonique du théorème (ll . i , a) n'est possible
que si 1 est donné comme ensemble totalement ordonné. A toute structure
d'ordre total sur 1 correspond un sous-complexe normal de 5l1, et il existe des
isomorphismes canoniques entre ces différents sous-complexes normaux. Il

(•• )0) Cf. n0 3<S, for m. (4) .
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nous suffira d'examiner le cas où 1 a deux éléments [c/. la démonstration de la
proposition (11.3)].

PROPOSITION (11.4). — Soient 51 un analyseur, 0 le complexe réduit normalisé
du carré cartésien de 5l, € et €' les deux sous-complexes normaux de 0, de telle
sorte que, pour f{x,, y , ; . . . ; x^q, J^g) € 0^, on ait fe €^ Çresp. /e €^)
^ et seulement si les arguments x, et yj sont neutres dans/pour? + i ̂ i^_p 4- q
et ï^,J^p(resp.poun^i^qetq+ iXj^jo+y). Alors V isomorphisme (cano-
nique £ : r-^ € ̂ y^ €7^ ̂ r €^ ̂  ̂ '/(ji,..., j^ ̂ ,, ..., x^)ç Cr •\

(^ ^ (- WO^-h • • - r^ ̂  . . . , ̂ ).

En effet, c est donné par la restriction à (r/ du projecteur // de la propo-
sition (ll .a), et la formule explicite (i i) (n° 39) se simplifie et conduit à (9.).

42. PRODUITS EN COHOMOLOGIE. — Dans tout ce numéro, nous désignerons par 51
un analyseur, et par 0 le complexe réduit normalisé de son carré cartésien.

LEMME (11. i ). — L'application T. : Q -> 51 qui à tout f{x,, ji ; . . . ; x^ y/,) e 0
associe r:f=fÇx^, x^ ; . . . ; x^ ^)e5l est un homomorphisme de complexes et
définit ainsi, par restriction et passage au quotient, un homomorphisme r^ '
H(0)-.H(5l).

DÉFINITION (11.5). — Soit ï(^,^)e5l2 une fonction pseudo-bilinéaire.
PourfÇx^ . . ., ^)e5l^ et g{x,, . . ., x^ç^, nous poserons

T (/^ ë ' ) ̂  T (/(^ • • • . - ^ p ) , ^( .r / .+i . . . - r / ^ q ) ) e ̂ ^+//.

LEMME (11.2). — Pour /e 51̂  et gç. 5l9, o^ a

(i) ^T(/, ̂ ) = T(ô/, ̂ ) + (- i^ T(/, ô^).

L'application T définit donc, par restriction et passage aux quotients, une appli-
cation pseudo-bilinéaire T : H(5l) X H(5l) -> H(0), telle que H^(5l) X ?(51)
soit appliqué dans H^^fiî).

DÉFINITION (11.6). — Soit T(^.r,)e5l2 une fonction pseudo-bilinéaire.
TVo^ définissons les applications pseudo-bilinéaires ï : 5l X 5l -> 51 et V :
H (51) X H (51) -> H (51) en posant, pour /e 51̂ , g € 51̂  /'' e H^(5l), g " € H^ (51)

T(y;^)=7:T(y;^),
T*(/\^)=.7T*T-(/*,^),

0/7 ri, r^ désignent les homomorphisme s du lemme (11. ï).

Les démonstrations des lemmes (11. ï) et (11.2) sont immédiates. Nous
avons transcrit les définitions usuelles des produits en cohomologie (p2]),
chap. XI).
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Si T(a?i, ^3} est associatif, c'est-à-dire vérifie la relation

(2) T(T(^ ^), ̂ )=T(^,, T(^ ^3)),

il est clair que T* est également associatif.
La proposition suivante exprime la relation d'anticommutativité suggérée par

le « principe de comparaison ».

PROPOSITION (H. 5). — Soit T(^i,^) une fonction pseudo-bilinéaire dans
l'analyseur 51. Posons T(x^ ^)=T(^, .2-1). Alors, pour /*etP(5l),
^€H^(5l), on a
(3) ^(^/^^(-i^r^/^^).

Démonstration. — Soient/et ^ deux cocycles représentant respectivement/*
et g\ Alors Ï(^,/) et r(/ ^) sont des représentants de T\^/*) et de
T'V, ̂ ). Or, d'après la proposition (11 .4 ) , T(/ ^) = ï(^(j^, ..., y^),
/(^,..., ̂ )) est cohomologue à (— i)^T(^(r,, ..., j^), j\x^ ..., ̂ ^)),
et l'on a évidemment

^(^•(Ji- ••-.7<7)./(^/+1, ..- .^^))=:7TT(^(^, ..., .^),/(J^^ ...,J^)),

d'où la proposition.

COROLLAIRE. — Si T(^i, x^ = T(^1^ î), T^/*, ̂ ) = (— i y^ r(^ f^pour
tousf^eîi^et^çW^).

Remarque. — Définissons l'application a : 3{->B, en posant, pour
/=/(^, ...,^)e^,

[J-f=f\x^-^y^ • • ^ •^+j/j€^.

Alors ;j, est un homomorphisme de complexes et définit, par le procédé usuel,
rhomomorphisme p* : H(5l)->H(û). Nous dirons qu'une classe de cohomo-
logie /*eH(5l) représentée par le cocycle /(^i, . . ., x^) est primitive si [j^ f
est égal à la somme des classes de cohomologie de /(^i, . . . , x^) et de
/(r^ . . ., y,,), considérés tous deux comme des cocycles de 0. Dans le cas de
l'analyseur classique sur un corps û (cf. § 12), H(0) s'identifie à H(5l) 0QH(5l\
et l'homomorphisme ^ définit la structure ^'algèbre de Hop/de H(5l).

43. COHOMOLOGIE DE L'ANALYSEUR ANNULAIRE ET DE L^ANALYSEUR DE KUROSCH. _

Conformément aux considérations du numéro précédent, nous définissons
V algèbre de cohomologie de l'analyseur de Kurosch ou de Fanalyseur annulaire
sur un anneau û {cf. n° 21, ex. a et 6), à partir de la fonction bilinéaire x^x.,
qui engendre ces analyseurs.

THÉORÈME ( I I .2). — L'algèbre de cohomologie de l'analyseur annulaire Çresp.
de l'analyseur de Kurosch) sur un anneau û est une Q-algèbre associative (resp. de
Kurosch} libre, non unitaire, engendrée par la classe de cohomologie du i -cocycle x ^.
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nénionstralion. — Le cas de l'analyseur de Kurosch se ramène à celui de
l'analyseur annulaire, en considérant les différentes « dispositions des paren-
thèses » pour les monômes d'un même degré.

Pour démontrer le théorème concernant l'analyseur annulaire 51, les théo-
rèmes (O. i ) , (9.2) et (10. i) montrent qu'il suffît d'établir que^ ]-r;(5l)=o
pour n^i\ On peut raisonner par récurrence sur /•; si l'on a démontré que
H^(5l)==o pour n-^s et s<^r, le même résultat vaut pour les analyseurs
construits à partir de 51 par adjonctions de constantes. On utilise alors la suite
spectrale des n0' 30 et 37. Il n'est pas nécessaire de faire d'hypothèse restrictive
sur l'anneau de base û, pour la raison suivante : si 51̂  est le module des
fonctions ^-linéaires de l'analyseur annulaire 5l, la représentation de l'algèbre
û[JSi,J du groupe symétr ique 'S?,, dans 51̂  est isomorphe à la représentation
régulière de celle algèbre. Il n'en est évidemment plus de même pour les
analyseurs classiques, ce qui entraîne des résultats considérablement plus
compliqués.

12. — Cohomologie des analyseurs classiques.

Dans ce paragraphe, il nous sera plus commode d'abandonner l'axiome (A 7),
c'est-à-dire d'admettre que les polynômes aient des termes constants non nuls.
Nous désignerons par 51 V analyseur classique à coefficients entiers rationnels

^=^^S où ^^Z[.r,, ...,.r/J,

et en particulier 5l°==Z. Pour tout anneau commutatif unitaire 12, 1205l
désignera l'analyseur classique sur û (c/. n° î\ ). La différentielle o annule les
o-cochaînes : H°(û(g) 51) =û.

4/l. COHOMOLOGIE DE L'ANALYSEUR CLASSIQUE A COEFFICIENTS EiNTIERS MODULO p . —

D'après les théorèmes (9.i), (9.2) et (10. i), lP(û(g)5l) est toujours un
groupe de torsion pour n^ï, quel que soit l'anneau iî. Nous définissons la
multiplication des cochaînes de Û051 et des classes de cohomologie deH(i205l)
à partir de la fonction bilinéaire jc-^a'^ (associative etcommutative)qui engendre
i2(x)5l (11° fô). Nous obtenons ainsi sur H(û05l) une s t ructure à'algèbre
unitaire ( l l ) graduéey associative et anticommutative.

Soit p un nombre premier\ Nous noterons V^, le corps f ini a p11 éléments. Nous
noterons { / } ) les r-cochaînes de 51 définies par

( ' i ) fi:^ .^' (pour /ç N )

(51) Parce que nous avons introduit les constantes dans L>(^)^1 (o-cochaînes).
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et (g'f) les 2-cochaînes de 3{ définies par

( 2 ) ^y -— T ( ( ,̂  -i- ̂  y " — x^ — ̂  ) ( pour j ç iV ).

Nous avons donc
(3) ^fj=—Pë') pouryeN* et o/ 'u-=o;
( 4 ) ôj?y ==0 p o u r y € N+.

THÉORÈME (^l^.i). — 1^ algèbre de cohomologie îi(VpÇï)3t) ̂  engendrée par
les générateurs définis ci-dessous, qui ne sont liés par aucune autre relation que
celles résultant de l\issociativité et de l^anticommutativité :

a. Si p est impair, les générateurs libres sont les classes (S/)/^ et (ïjy)yçN* des
images canoniques dans F/,(^) -3l des cochâmes (/,) et (g j ) :

b. Si p = 2, les générateurs libres sont les classes (£/),çN des images canoniques
dans Fo (x) 51 des cochaïnes (fi).

Autrement dit, pour // impair H(F0Jl) est le produit tensoriel de l'algèbre
extérieure construite sur les (Ç/) par l'algèbre symétrique construite sur les (ï]y);
pour p=2, H(F\)(x^)3l) est l'algèbre symétrique construite sur les (^/). Toutes
ces algèbres sont supposées unitaires.

Démonstration, — Pour tout AelV? nous noterons H(F^, F^) \ algèbre de
cohomologie de F^/,, considéré comme groupe additif, opérant trivialement
sur F^ (considéré comme anneau). Nous admettrons les résultats suivants :

a. Si p est impair, H(F^, F^/,) s'identifie au produit tensoriel d'une algèbre
extérieure construite sur des générateurs (^)i^/^ par une algèbre symétrique
construite sur des générateurs (6/)i^/^; les (^//) sont de degré i et les (6/) de
degré 2 ;

6. Sip = 2, H(F.>/,, F\/,) s'identifie a une algèbre symétrique construite sur des
générateurs (a,\^^, de degré i.

Ces résultats s'obtiennent facilement en utilisant des complexes particuliers
aux groupes cycliques et à leurs produits directs (cf. [2], chap. XII, § 7). On
pourrait les retrouver à Faide des « complexes non homogènes », ce qui va nous
permettre d'appliquer notre principe de comparaison.

Définissons comme suit une application

9 :H(F^(g)^)-^H(F^F^);

si ^eH'^F^^^l) est représenté par la /z-cochaîne

/(^,, . . . , ^)e(F^(g)^l)"==F^[^j, . . . , .^],

nous considérons y comme une fonction polynôme dans F^/. [1 |, c'est-à-dire
comme une z^-cochaine dans le complexe non homogène C(F^, F/,/,), et nous



3^6 MICHEL LAZARD.

prenons sa classe de cohomologie ç(^)eH(F^, F^). D'après les définitions des
produits, o est un homomorphisme d^algèbres. à condition de restreindre à F,, le
corps de base de H (F/,/,, F/,/,).

On sait qu'un polynôme non nul à coefficients dans F^/. peut correspondre à
une fonction polynôme nulle dans ce corps. On peut obvier à cet inconvénient
en considérant des polynômes h-réduits, c'est-à-dire de degré strictement infé-
rieur à p11 par rapport à chacune de leurs indéterminées. Un polynôme
/(^'i, . . ., ^)€F^| .2j, . . . , x,^ \ est congru à un polynôme A-réduit et un seul
module l'idéal (x'{11—x^ . . . , x^—x,,). Si /'est A-réduit, S/Test aussi.

Supposons p impair y et soit, pour un certain AçN^,

c. : H(F^(g)^l)-^H(F//<, F^)

F homomorphisme défini plus haut. Les remarques précédentes permette ni

d'établir facilement que les ^ A ( A + 3 ) éléments

sont linéairement indépendants sur F^/, [les éléments (E/) et (ïj/) sont ceux de
l'énoncé du théorème]. Nous en déduisons qu'en posant

^(c,i)=Ui ( o ^ / ^ A — i ) et 9(7}/)=:^y (i^./^A),

les i^ai) et les <^y) constituent un système de générateurs libres de la F^-algèbre
H(F^, F^). Par conséquent, puisque h est quelconque, la famille d'éléments (^-)^
et (/]y)yeN* est libre dans (F,,Cx)5l). Il reste à montrer que les (?,) et les (ïjy) engen-
drent cette algèbre. Or, soit ^eH(F^03l) représenté par une ^-cochaîne
/(^i, . . . , ^)eF^[^i, . . . . Xn\. Choisissons h assez grand pour que / soit
A-réduit. Comme toute cochaîne du complexe C(F^, F^,) peut être représentée
par une fonction polynôme, l'algèbre H(F^, F^) s'identifie au produit tensoriel
^0F,?H(F/,05l). Par conséquent, 9(0 est contenu dans la sous-^ algèbre
de H(F^, F^,) engendrée par les ç(^)u^^/,- i et les ç(\/)i^/^ • Autrement dit,
©(O^r^ y(^), où ^ est une somme de monômes en les (E;) et les (TI/). Nous
pouvons choisir comme représentant de 'C la cochaîne /'(^i, . . ., ^), image
canonique dans F^(g)5l de la somme des monômes correspondants en les (/,),
^g'j); f est ainsi h-réduit. La relation y(^)=(p(^) signifie qu'il existe une
(ji — i )-cochaîne ^'(^i, . . ., ^n-i)» telle que l'on ait

/— // — ̂ ' ( mod ( x^1 — x,, . . ., .̂ /' — x,, ) ).

Or, puisque / et /7 sont A-réduits, il suffit de prendre g A-réduit pour avoir
/ '— f = S^, ce qui prouve que ^ est dans la sous-algèbre de H(F^05l) engen-
drée par les ̂ )o^^-i et les (ïiy)i^^ .

Pour p= 9., le théorème se démontre de la même manière.
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Remarques. — a. Si l'on avait conservé la définition des (r^) pour jo===2, il
aurait fallu introduire les relations r^= ^/Lj, poury'eN*.

6. Les (E() et les (ïjy) sont des classes de coliomolo^ie primitives de H(Fy,(^)/3l)
pourjD impair. Cette propriété, dont la vérification est immédiate, ne résulte
pas de la démonstration que nous avons donnée, car il nous était indifférent de
savoir si les générateurs (6y) de degré 2 des algèbres H(F^, F^) étaient choisis
primitifs.

45. COHOMOLOGIE DES ANALYSEURS CLASSIQUES . — Désignons par T: l'endomor-
phisme do 3{ défini par la multiplication par p . L'analyseur F^(g)^l s'obtient a
partir de ^l en « réduisant les coefficients mod p », c'est-à-dire en passant au
quotient, et nous avons la suite exacte

( i ) o-^^^l-^F^X-^o.

Si nous passons à la cohomologie, nous obtenons la suite exacte (5 2) :

H(^) ——^-> RW
W \ • /A \ ^ '̂

(Hl^®^)

ou, en tenant compte des degrés,

^ ^n A"

(3) . . .-> H^(Jl) -> H'1^) -> H"(F^(g) ̂ ) -> H^^^l) ->...

L'application [j^ est un homomorphisme d'algèbres.

PROPOSITION (12. T ). — Pour tout nombre premier p, les éléments non nuls de la
p-composante de H (51) sont (Tordre p.

Démonstration. — II suffit de montrer que H (31) n'a pas d'éléments d'ordreyA
Or si ^CeH^) est d'ordre p'-, ^=pCeIm T^nNoyT:* et ^7^0. Récipro-
quement, si ^7^ o appartient à Im r^nNoyîi*, il existe Ç tel que ̂ =p^ et 'C est
d'ordre^2.

D'après la suite exacte (2), la relation Im T.*nNoy^== o équivaut à

Im A n Noy p * == o.

Posons D = ^A ; D est un endomorphisme de carré nul du module H(F^ (^) /3l),
et la relation ImAnNoy (J^= o équivaut à NoyD == Noy A. Or nous avons
(4) ImDcNovAcNoyD,

ce qui nous conduit à calculer la cohomologie du complexe H(F^(g)3l) muni de
la différentielle D.

( a 2 ) II s'agit d'un couple exact au sens de Massey (Ann. Mat., t. 06, 1932, p. 363-396).
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Nous conserverons les notations du théorème ( i2. i ) . Supposons d''abord p
impair. Soit

Ç==^. . .^^ . . .^ ' -eH(F^(g)^) ,

avec ?i<^...<^€N, .7i<^--<JreN^ /^, ..., /^eN\ Pour calculer A ̂  il faut
prendre Àe5t tel que ^ soit la classe de cohomologie de \sJi, puis calculer la
classe de cohomologie de ^o/ / . iNous pouvons prendre h=f^. . .f, g-^, . . g-J^
(où les puissances sont calculées au sens de la multiplication des cochaînes),
et nous obtenons | cf. (3), (4)? n° 43 |

t.5) ^^ ^ (— l ) / ' ^ • • •^ - .^^• • •^<•• •^
l^/c^v

où nous posons r^=o. La différentielle D est une antidérivation deH(F^(^).3l).
Désignons par E la sous-algèbre unitaire de H(F^(^) 51) engendrée par les (^-)

et les (ï)y) poury'eN^; E est un sous-complexe, et nous avons une décomposition
en somme directe
(0) H(F^(g)Jl)=E-r-,oE,
avec
(7 ) D ( ^ Ç ) = = £ o D ( 0 pour ÇçE.

Le complexe E avec sa différentielle D donnée par (5) se rattache au « com-
plexe standard » d'une algèbre de Lie abélienne de dimension dénombrable sur le
corps Fp{cf. [2], chap. VIII, § 4 et chap. XIII, § 7, ainsi que le lemme (10. i)
ci-dessus).

La différence entre le complexe E et le complexe standard en question est la
suivante : les éléments (ï]y)ygN* on^ lcl 1e degré 2 au lieu du degré o, ce qui fait
que la différentielle D est de degré + i au lieu de — i.

Cela ne change évidemment rien aux propriétés d'acyclicité du complexe E,
que nous allons rappeler.

L'augmentation e du complexe E est définie en posant £ ( i )= i et eÇC,}=o
pour tout monôme ^(7^1) en les (^y), (^y). Définissons Vhomotopie s de E en
posant s( î ) = o, et, pour

r -— y/^-i r/'7^7
(5 — '7i ̂ i " ' "A/ S 5

avec

yi<. . .<y^eN*, ^çN a ^ = = o o u i , /^+a^->o (pour î ^k^q),
^ Ç = = o si a i==i ,

(8) ^———<- l^^•••^ si a-0-

On vérifie sans peine que D^+^'D =1—£ . Si tC= t Cl+^o^cNoyD, avec

Ç L , Ç 2 € E , Ç==D5Ç,+coD5^4-£Çi+E,o£Ç2, d'où ÇeNoyA

So^ maintenant p = 2. Calculons la différentielle D = pi* A du complexe
H(F,0X).
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Pour

S == '^ . . . ̂ / € H ( F, (g) ̂  ), avec / ,< . . .< ̂  € N, n,, . . ., /^ € N\

nous obtenons (c/. n0 44, remarque a)

( ()) r)r ̂  ^L /^ • • • ̂ ^^^-'^r"'^1 • • •^
où nous posons c ^ j = o.

La différentielle D est une dérivation que nous pouvons écrire

-^4
/ €N*

Définissons Y augmentation c de H(P\(^)/9t) en posant

£ ( l ) = I , c ( ^ o ) z - = i o , 3 ( Ç ) = = 0

pour tout monôme ^(7^1, $o) d1 ^s (c/). Définissons Vhomotopic s en posant
^( i) == o et

( ^;ï». . .^r-i^^o pour /i,, . . ., /^-iCiV,
^0) ^^o...^^l-ï^l=^o...^r7^-^/4-l pour n,, . . ., n,ç.W, ^.^2.

On vérifie facilement que D^+ ^'D ==1— £. Si ^çNoyD, ^ == D^^+ £^et, par
conséquent, ^eNoyA, ce qui achève de démontrer la proposition (12. i).

Nous noterons ^H(^l) la jo-composante de H(^l). La proposition (12 . i )
signifie que la restriction de ;j^à ,,H(5l) est un monomorphisme. Comme
AH(F^05l)C/,H(5l), le noyau de A, c'est-à-dire d'après (2) l'image de ;̂ ,
coïncide avec le noyau de D.

Nous noterons Z^B^F^^)^)) le module des //-cocycles du complexe
H(F^(g)5L) qui sont homogènes de degré total /' lorsque l'on attribue aux géné-
rateurs S/ et r\î le degré ̂ (pour tout ? e N ) .

Nous pouvons alors énoncer le théorème suivant qui résume les résultats
obtenus.

THÉORÈME (12.2). — Pour tous îiç^y et r^2, le module H;;(5l) s'identifie
canoniquement à la somme directe

^ Z^l^F^^))-^^.). .
f) pt 'ClUHT

Pour chaque p composante, VideniijIcaLion est donnée par rhomomorphisme u^ de
(2), et est donc compatible avec la structure multiplicative.

Si ma in tenan t ïï est un anneau c o m m u t a l i l ' u n i t a i r e quelconque, H(û(^)^l)
se calcule suivant ['à formule de Kuniieth : on obtient canoniquement les suites

Ann. Éc. Norm., (3), LXX1I. — FASC. 4. 33
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exactes qui se décomposent en sommes directes

(n) o -^ (g) H^(Jl) -> H?(^ (g) ̂ l) --^ Tor, (12, H;'- • (X) ) -^ o.

Plus simplement, si l'on désigne par ^û la jy-composante de û (qui est un
idéal) et par û,, l'anneau quotient û^û {p premier), on a la décomposition
valable pour r ̂  2

( l 0 - ) H?(i2(g)X)- ^ (^(g)^H;l(^)4-^(g),,H//4-l(X}).

Dans (11) et (12), les produits tensoriels ainsi que le fondeur Tor^ sont
calculés sur Panneau Z; dans (12) les facteurs ^(g)^H^(^l) sont obtenus cano-
niquement comme sous-groupes de H^(û(g)^l).

Les groupes H^(5L) ne s'explicitent pas d/une manière simple à partir de n
et de r : ils dépendent, en effet, des décompositions de l'entier r comme somme
de puissances (Tun même nombre premier.

Aussi est-il plus naturel de se donner un nombre premier p et de chercher
pour quelles valeurs de /- les p-composantes ^H;!(5L) ne sont pas nulles. Les
résultats suivants sont une traduction du théorème (12.2) pour ^==2 , 3, 4,
où nous conservons les notations (/•), (^) pour les cochaînes définies à partir
àep f n° 44, (i ) et (2)]

( i 3 ) ^H2.^) =: o si r n'est pas une puissance entière (> r ) de p, si r-^p^ /eN*,
^H2.^^) ̂  F^ est engendré par la classe du cocycle ̂ ;

( 1 / 4 ) pR ̂  ( ̂  ) == o si r n'est pas somme de deux puissances distinctes de p ; si r --= p1 -^-pî,
o ̂  i << j\ pW^ ( ̂  ) ~ ¥p est engendré par la classe du cocycle fig, — fjgi ;

( 15 ) pH';. (il) == o si r n'est pas somme de deux puissances entières ( > i ) dep, ou somme
de trois puissances entières distinctes; si r -==. p1 -4- pi\ ï^li^/\ ^H^(it) ̂  F^
est engendré par la classe du cocycle g\gj ;

si r -zzp'^-pi +/^, o ̂  i <y < k, /J-ï;' (X) ̂  F,, ^< engendré par la classe du
cocycle ̂ f^ — j\g ̂  -4-- /./y^/,.

CHAPITRE IV.

APPLICATIONS DK LA COHOMOLOGŒ A L'ÉTUDE DES LOIS DE GROUPES.

Dans tout ce chapitre il ne sera question que d'analyseurs complets. Les
modules de cohomologie seront définis, conformément au n° 31, pour les ana-
lyseurs incomplets associés.

13. — Obstructions.

46. OBSTRUCTIONS DES BOURGEONS. —Soit 3t un analyseur. Pourtout/(<r, y}ç3f\
nous poserons
( l ) (r/) (^ JS ^) =/(/(^, .v), ̂  -f(.r, /(j, ,s)),
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et nous désignerons, pour tout ^eN*, par (F,./) Çx, y , s ) la composante homo-
gène de degré total r de (F/) (^, y , z).

DÉFINITION ( 13. i ). — Soient 51 un analyseur et fÇx, y ) ç 5l2. Nous dirons quef
détermine un r-bourgeon (rçN*) si /vérifie les conditions :

a. (r/)(^,j, z)= o[mod. deg. (/•+i)];

b. /(<r,j)=.2;4-y (mod. deg. 2).

Le r-bourgeon déterminé par f est constitué par l^ ensemble des fonctions con-
grues à f[moà. deg, (^+i)].

Le r-bourgeon déterminé par f sera dit abélien si fÇx, y)^f(y, X')
[mod. deg. (r+ i)].

Autrement dit, un r-bourgeon est une loi de groupe dans l'analyseur niipotent
obtenu à partir de 3^ par passage au quotient, en annulant toutes les fonctions
de degré total >^[c/. déf. (3.4) et (5. i)].

On peut choisir un représentant canonique dans chaque classe de fonc-
tions déterminant un même r-bourgeon : il suffît de prendre la fonction dont
toutes les composantes homogènes de degré total ^> r sont nulles.

DÉFINITION (13.2). — Dans un analyseur 5l, nous dirons qu^un r1-bourgeon
prolonge un r-bourgeon si r'^ r et si toute fonction qui détermine le r-bourgeon
détermine le r-bourgeon. Nous dirons de même qu^ une loi de groupe prolonge un
r-bourgeon si elle le détermine.

On est conduit naturellement à la notion de bourgeon et au problème du
prolongement des bourgeons lorsque l'on cherche à construire une loi de
groupe en calculant successivement ses composantes homogènes pour le degré
total : la somme des composantes homogènes de degré ^r doit déterminer un
/•-bourgeon, qu'il faut prolonger en un(/ '+ i)-bourgeon si l'on veut poursuivre
la construction de la loi de groupe.

LEMME (13. i). — Soient 5l un analyseur, j\x, j)e5l2 une fonction détermi-
nant un r-bourgeon. Alors (Tr+^f) (^? y , ^) est un ï-cocycle.

Démonstration. — II faut montrer que (SFr+if) ̂ x, y, z, t ) === o. Comme

(F/) ̂ , r, .s,) == (1V+.,/) (^, r, .^) [mod. deg. (r+ 9,)],

il revient au même de montrer que

(or/) (œ, y , z, t) == o [mod. deg. {r 4- ^}].

D'après la définition (8.1) de à, cette dernière relation s'écrit

(2) (r/) (.y, z , t ) - (r/) (x 4-r, ^ t) -4- (Tf) (^ r + z, t) - (Tf) { œ , y , z + t )
4- (r/) (/r, r^ .^) == o fmod. de^. (r -4- 2) ],
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Comme

/(•^ j) ̂  ̂  +.r (mod. deg. 2 ) et (T/) (^, y , .z) ̂  o [mod. deg. /- 4-2) ,

nous pouvons remplacer (2) par la relation équivalente, d'après la propo-
sition (3. i),

(3) (17) (J^ ^)-(r / ) ( / (^r) , .3 , ^+(17)(.r,/(j, ..), ^ - (F/) (^ j, /(^ < ) )
+ (r/) (-^jn z)==o [mod. deg. (/--+- 2 ) ] .

Développons le premier membre de (3) d'après la définition ( i ) de r/ : nous
obtenons une somme de dix termes, qui se réduisent à huit après suppression
de deux termes égaux à ±/(/(^', j), /(^, Q), Après regroupement, le premier
membre de (3) s'écrit

(4) ./WOVC^ W-f(yJ'(^ t))-A^f(f(r^ ..-) ̂ ))+/(/0'. --). <)+/(/(^./0'. --)), t}
-f^J\y. ̂ ) -/(/(/(^. r), ,3), ^) +/(/(^, ,r),.-).

Posons g{x, y) =/(^, j) — x —y; (4) s'écrit alors

(• )) ^(^ /(J. /^^))) --6^ /(/O^ --). ^) +6"(/(^. /OS --)), ^ - ̂ (/(/(^^ J). --). ^•

Comme ^(^, j)=o (mod. deg. ->»), la proposition (3. i) montre que (5),
c'est-à-dire le premier membre de (3), est congru à o [mod. deg. (/'+ 2)].

LP;MME (13.2). — Soient 51 un analyseur, fÇx, y) ç^ une fonction détermi-
nant un r-bourgeon, hÇx, j)^^/2^. Posons f'=f^- h. Alors

(6) (IV+i/') (^.JS ^) = (1V.-1/) (^, J', --) - ( à h ) {x, y , z ) .

Démonstration. — Posons, comme précédemment,

f{x, y ) EEE.^+j'4-^(^ r), d'où g\x,y)==o (mod. deg. 2) .

Nous avons

f\î\x, r), .3) ̂ y^^, j) + ^ +6r(//(^^ J), ^ -^h(f\x, j), ..),

d'où, en appliquant la proposition (3. i ),

(7) /V\^J)^)^/(/(^J^ . s ) + A ( ^ j ) + / z ( ^ + y , .-) [.mod. deg. ( / - + 2 ) ] .

On établit, de même,

(8) f^^f(}^ ^))==/(^./OS ^ ) ) + A ( j - , 3)+/<(.-r , j4-^) [mod. deg. ( ^4 -2 ) ] . •

Les relations (7) et (8) inpiiquent (6).
Grâce aux deux lemmes précédents, nous pouvons énoncer la

PROPOSITION (13.1). — L'ensemble des fonctions (Y ̂ ^f} (^, y , z), o ù / p a r -
court une classe de fonctions déterminant un mêm.e r-bourgeon dans un analy-
seur 51, constitue une classe de cohomologie de H; ̂ (51), que nous appellerons
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F obstruction du r-bourgeon. Pour qu'un r-bourgeon soit prolongeable en un
Çr+ï ^-bourgeon, il faut et il suffit que son obstruction soit nulle.

Voici un exemple de bourgeon ayant une obstruction non nulle. Dans l'analy-
seur classique à coefficients entiers mod 2 (c/. n° 44), la fonction

/(.^ y ) =x — Y — x y 1

détermine un 4-bourgeon, car (r/) (^ j, z) = xy^1 z 1 — xy^ z\ et la classe de
cohomologie représentée par xy^ n'est pas nulle (avec les notations du n° 44,
elle est égale à ^o^).

PROPOSITION ( I 3 . 2 ) . — Soit ̂  un analyseur. Pour qu'une fonction

f(^^}')=^-^-r 4-ûf(.^•,J),

ou a(x, r)e^t:;, détermine un ^-bourgeon, il faut et il suffit que a{x, y) soit
bilinéaire. Si a{x^ y) est bilinéaire^ une condition nécessaire pour que le
^-bourgeon déterminé par f ait une obstruction nulle est que la fonction
b{x^ y) = ̂ (^ j) — a(y, ̂ ) soit un crochet de Lie.

Démonstration. — Nous avons, d'après le lemme (13.2),

(r,/) (^ y , z)-.-(oa} (.x, y , z ) .

d'où la première partie de la proposition. Si a(x, r) est bilinéaire nous
obtenons

(9) (F/) (^ r, ..-) == a{a\œ, r), z) — a(.v, a (r, z)) ==z (Fa) (^ y , .3).

Pour que l'obstruction soit nulle, il est nécessaire, d'après le théorème (9.2),
que l'antisymétrisé de Ta soit nul. L'antisymétrisé de Ta apparaît comme une
somme de 12 fonctions, à laquelle on peut donner une forme plus simple en
posant b{x, y) = a{x, r) — aÇy, x} ; l'antisymétrisé de Ta s'écrit alors

b(b(,T, j), z ) - { - b ( b ( y , z), . r ) - { - h ( b ( z , x), r).

Nous avons ainsi retrouvé la proposition (0.2) sans utiliser l'identité de
P. Hall.

47. OBSTTUCTIONS DES TRANSMUTATIONS; PROBLÈMES DE PROLONGEMENT.

LEMME (13 .3). — Soient ̂  un analyseur, f(x, y^ç^2 vérifiant

/(•:^ J) EE= ^ 4-r • (mod. de^. 2), o(.^) ç Gi ( ^ ' ) , a,, {œ) ç. ̂ , (r^ 2).

Posons
^''(x) =^9(.:r) + a,.(.T).

Alors

( t ) /^(^^ r) ̂ /^(^'^j) ~ Co^/ . ) ( x , y ' ) ~ [mod. deg. (r4-i)|,
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Démonstration. — Nous avons, par définition (c/. n08 23, 24),

/^(^ r) = p'CA?'-1^), p^Cr))) == pCW--1^), ̂ (j))) -+- ̂ (/(c^-i^), q/-i(j))).

Or[c/.prop.(5.4)]

c/-1 ( ..-r ) EEE 9-1 ( .̂  ) — a,. ( .y ) [ mod. deg-. ( r -4- i ) ],

d'où, puisque /( x, y ) ===.r + y (mod. deg. 9.),

/(y--1^), ^-'(r)) ^/(îp--1^), ^(r)) — ar[x) - a,.(y} [mod. deg. (r+i)j,
et

(a ) 9(/'(c/-i(.r), ̂ (j))) =.f^(œ, r) — a^(^) -.-a,<r) [mod. de^. (r+i)"j.

De même,
(3 ) ^/' (/( p7"1 (/. ̂  ). ^/""1 (.r ) ) ) -= ^/- ( ̂  -4- ,r ) [ mod. deg. ( r -\~ i ) ].

Les relations (2) et (3) impliquent (i).
Nous sommes maintenant en mesure de formuler les problèmes de prolon-

gement des transmutations et des bourgeons.
Soient/(.r, j) et g{oc,y) deux lois de groupes dans un analyseur 5l. Pour

démontrer que/et^-sont équivalentes, il faut construire o(.r)eG(5l) tel que
./^^^[déf. (5.4)]. Si nous transmutons d'abord/par une fonction de GL(5l),
nous nous ramenons au problème de l'équivalence restreinte. Écrivons donc

( - 1 ) 90):=.r4- V ca(œ), où ^«)€X;.
•2^7:< x

Cherchons à déterminer successivement les fonctions ^/(.r), et posons
pour r ̂  2

(5) 9/.(^)==:.^+ V </,(.r;).
•j^?.^;/'

Supposons choisie la fonction y,.; pour que nous puissions prolonger 9,. (.2-)
en y(.r) tel que/°=^, il est nécessaire que

W y?r==^ mod. deg. ( r + i ) j .

Supposons cette condition remplie. Soit b^(x,y) la composante homogène
de degré total ( r+i) de g—f. D'après le lemme (13.2), b.^Çx, y) est un
2-cocycle et représente, par conséquent, une classe decohomologie de H^ i(Jl)
que nous appellerons V obstruction de y,, (par rapport aux lois/et ^).

Pour que l'on puisse trouver a,^(x)^^^ telque/^' '^^fmod. deg. (^+2)],
il faut et il suffît que l'obstruction de ç/. soit nulle, d'après le lemme (13.3).

Si l'obstruction de ç^ est nulle, a^(x} est déterminé à l'addition près d'une
fonction pseudo-linéaire (i-cocycle).

Le prolongement de y/, en ç^ peut donc être impossible (si l'obstruction n'est
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pas nulle) ou indéterminé (si l'obstruction est nulle, mais si H,!^(5l)^ o).
Dans ce dernier cas, la nullité des obstructions suivantes peut dépendre du
choix de a^Çx).

Pour construire une loi de groupe

( 7 ) /(-^ .7 ) == œ + Y + ^, ^ ( ̂  ,r ), où h, ( ,r, r ) € ̂ l2,
•2 ̂  ; •< x

nous chercherons de même à déterminer successivement les fonctions &/.
Posons, pour r^a,

( 8 ) /,. ( .r, r ) :== .r + r + ̂  ̂  ( ;r, r ).
t>^/^/ '

Chaque//. doit déterminer un /'-bourgeon; pour que le prolongement de fr
en fr+i soit possible, il faut et il suffit que l'obstruction du r-bourgeon soit
nulle [prop. (13. i)]. Dans ce cas, br^Çx, y) est déterminé par/, à l'addition
près d'un a-cocycle. Le problème peut donc être de nouveau impossible ou indé-
terminé. S'il est indéterminé, la nullité des obstructions suivantes peut
dépendre du choix de 6r+i(^ y)? mais elle ne dépend pas de l'addition d'un
a-cobord à b^(x, r). En effet, l'addition d'un 2-cobord équivaut à une trans-
mutation par un élément de G/.(5l), d'après le lemme (13.3), et deux bour-
geons équivalents sont évidemment tous deux prolongeables ou non prolon"
geables. Plus précisément, on démontre sans peine le résultat suivant :

LEMME (13.4). — Soient ^ un analyseur, f{x, y)€5l2 déterminant un
r-bourgeon, et y(.r)€ G(3l). Alors f^ détermine un r-bourgeon, et F on a

(9) ?(/?)= (r/)- [mod. deg-. ( / •+^ | .

En particulier, si ̂ Çx} ç G^ (-3t)< ^r+i (/?) ̂  l'/+i./-
Du point de vue de l'équivalence et du prolongement des bourgeons, le choix

de br^Çx, j) ne dépend pas d'un 2-cocycle mais d'une 2-classe de cohomologie.
Ainsi la cohomologie permet-elle de formuler clairement le problème du

prolongement élémentaire des bourgeons et des transmutations, c'est-à-dire de
la construction à'unc composante homogène supplémentaire des fonctions
cherchées. Mais, comme nous l'avons signalé dans notre introduction, l'étude
globale du système des obstructions est beaucoup plus complexe; en particulier,
ce n'est plus un problème linéaire {cf. [ 7 j , § 4\

H. — Applications aux analyseurs rationnels.

48. THÉORÈMES GÉNÉRAUX; APPLICATIONS A LA LOI DE HAUSDORFF. — L'étude des lois

de groupes et de leurs équivalences dans les analyseurs rationnels [déf. (6.2)]
va résulter des considérations du paragraphe 13, et du théorème fondamental
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sur la cohomologie des catalyseurs rationnels :

THÉORÈME (li.i). — Soit 51 un analyseur'rationnel. Alors H^(X) = o pour
n^r; H (̂5l) s) identifie au module des fonctions n-linéaires antisy'métriques de .31,
pour tout ^eN\

Ce théorème est une conséquence immédiate des théorèmes (9. i), (9.2) et
( lO. i ) .

THÉORÈME (14.2). — Dans un analyseur î^ationnel 51, tout r- bourgeon est pro-
long'eable en une loi de groupe si r^ 3. Un 2 -bourgeon déterminé par
x-{-y + aÇx, y), où aÇx, y) ç^2, est prolongeable en une loi de groupe si et
seulement si la fonction aÇx, y) — ^(y? ^) ^st un crochet de Lie.

En effet, l'obstruction d'un r-bourgeon est un élément de H;1^^). Elle est
donc nulle pour r^3. Pour r=2, la condition nécessaire de la proposition
(13.2) est suffisante d'après le théorème (9.2).

THÉORÈME (14.3). — Soient fÇx y y) et g(x, y) deux lois de groupes dans un
analyseur rationnel 51. Si f^g (mod. deg. r), ^^:3, il existe une fonction
ç(^)eGr-i(5l) et une seule telle que /?= g\

Posons

f{x^ r) ̂  x -h y -i- a (x^ y) (mod. deg. 2 ), ^(x^ y) ===- •i' +,')' + b {x, r) (mod. deg. 2),

où aÇx, y), bÇx, y) €-31^. Pour que f et g soient équivalentes au sens restreinte il
faut et il suffît que aÇx, y)—a(y, x)=h(Xy y)—&(y, x\ Pour que f et g
soient équivalentes', il faut et il suffit qu^il existe cÇx) € GL(5l) tel que

c{a{x, y)) — c{a{y, x)) -==. b(c(.v), c(r)) — b\c(y), c(.x)).

Démonstration. — La première partie du théorème résulte de ce que
H^.(5l)===o pour /*^>2. Une transmutation de /par une fonction de Gi(5l)
permet de remplacer aÇx, y) par le 2-cocycle canonique qui lui est cohomo-
logue, c'est-à-dire par son antisymétrisé ^ {aÇx, y) — ^(y? ^))- Enfin, si a et b
sont supposés antisymétriques, les lois/et^ ' sont équivalentes si et seulement
si a est transmuté en b par une fonction de GL(^l), ce qui démontre la dernière
partie du théorème.

COROLLAIRE. — Dans l ) analyseur de Lie rationnel, il existe une loi de groupe et

une seule prolongeant le ^.-bourgeon déterminé par x - \ - y - J r - \ x , y]. Nous

rappelons la loi de Hausdorjff.

Nous avons ainsi retrouvé les principaux résultats du chapitre II [th. (6.1)
et (7,i)^. L'avantage de la méthode cohomologique est d'expliquer pourquoi
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l'on obtient des résultats aussi simples dans le cas des analyseurs rationnels :
parée que les obstructions sont nulles a priori.

49. LOIS LNILINÉAIRES DANS LES ANALYSEVHS RATIONNELS. — NOUS alloilS étudier

dans les analyseurs rationnels des lois de groupes remarquables que nous appel-
lerons lois unilinéaires à gauche (resp. à droite). Ces lois ont en commun avec
les lois canoniques les deux propriétés suivantes : une loi unilinéaire est
contenue dans le sous-analyseur rationnel engendré par sa composante homo-
gène de degré 2; une loi unilinéaire a gauche (resp. à droite) s'obtient comme
image homomorphe de la loi unilinéaire à gauche (resp. à droite) universelle,
qui joue le même rôle que la loi de Hausdorffpour les lois canoniques.

DÉFINITION (14. i). — Nous dirons qu'une loi de groupe f^x, y) dans un analy-
seur 3^ est unilinéaire a gauche Çresp. à droite) si la fonction fÇx, y) —y [resp.
/'(^r) — x\ est linéaire par rapport à x Çresp. y).

Il nous suffira évidemment d'étudier les lois unilinéaires à gauche.

LEMME ( 14. i ). — Soient 3^ un analyseur, /(^, y) € 3^~ une loi de groupe unili-
néaire à gauche. Désignons par aÇx, y) la composante homogène de degré total 2
de f(x, y). Alors aÇx, y) vérifie la relation

(i) (Ta) {x, y, ,s) -- (Ta) (x, ̂  y) ==o.

Démonstration. — Soit b(^x, y) la composante homogène de degré 3 de y. Si
nous considérons le 2-bourgeon déterminé par x+y^-a^x, y), nous avons
[c/. lemme (13.2) et (9), n0 46]
( a ) ^ ( T a ) ( x , y , z ) = { o b ) ( x , y , z ) .

Or b{x, y) est linéaire en x par hypothèse, et
(3) (ob) (x, r, z) =-: (ô,b) (x, y, z) .— b { x , r + ̂ ) - b(x, y ) -b(x, z),

d'où évidemment ( i ).

DÉFINITION (14.2). — Soit û un anneau commutatif unitaire. Nous appellerons
Çl-algebre de composition à gauche un Si-module muni d\ine opération bilinéaire
notée x.^x^ vérifiant I'1 identité

( 4 ) ( X i o X; ) o ,Z';; — X i o ( X.i o X-^ ) - ( X i o .y;; ) o X.^ — X , o ( X:; o X.^ ) == 0 .

Aux û-algèbres de composition à gauche correspond un analyseur que nous
appellerons l'analyseur de composition à gauche sur û (c/. n° 21).

Nous définissons de même, par le procédé exposé au n° 26, ^analyseur
rationnel de composition à gauche.

THÉORÈME (14.4). —Soit 3{ Fanalyseur rationnel de composition à gauche,
engendré par la fonction bilinéaire x^o x^ vérifiant (4). Il existe dans 3{ une loi
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de groupe unilinéaire à gauche ̂ V{x, y} et une seule qui prolonge le ^bourgeon
déterminé par x + y + .r o y. 7)a^^ ?m analyseur rationnel 0, ^/^ fo? rf^ groupe
unilinéaire à gauche s'obtient dune manière et d^une seule sous la forme ̂ >W(x, y),
où cp est un homomorphisme de 3^ dans 0. Nous appellerons " (̂.r, y) la loi unili-
néaire à gauche universelle dans les analyseurs rationnels.

Démonstration. — Cherchons à calculer successivement les composantes
OiÇx, y) de WÇx, y}, de telle sorte que chaque a^x, y} soit homogène de degré
( i , i— i) par rapport à (^,j), pour i ̂ 2; nous devons prendre a._Çx, y)=xoy.
Supposons que la fonction

( .'> ) //. ( x, y ) == x -4- r 4- ^ ^/ ( x, y )

détermine un r-bourgeon (r'^2\ Pour calculer a,^^\x, r ) il faut résoudre
l'équation
(6) (àdr^) (^ r, :•) -=.-- (F/Wr) (^ y , z).

Il est clair que (r/.+i/,.) Çx, y , z) est linéaire par rapport à x. Convenons de
considérer, dans (6), x comme une constante (c/. n° 17) : le problème devient
alors de représenter le i-cocycle (IV^/.) Çx, y , z ) de l'analyseur rationnel ̂ (x)
comme un i-cobord. L'existence de ar^Çx) pour r^3 et son unicité pour
r^2 résultentdu théorème^H. i), ou, plus directement, du n°35. Pourr== 2,
c'est Fidentité (4) vérifiée par a^x, y ) qui assure l'existence de a^x, y).

Nous avons ainsi démontré l'existence et l'unicité de la loi de groupe unili-
néaire à gauche WÇx, y) dans l'analyseur 51. Indiquons maintenant un procédé
de calcul explicite par récurrence des composantes a,, de la loi W. Désignons,
pour tout 7^2, par b,(x, y, ^) la composante de (F/.+i/;.) (x, y, ^) qui est
homogène de degré ( i, /- — i, i ) par rapport à (.2-, y, z\ D'après (6 ) et l'axiome
(A6), nous avons

Pour calculer b,.(x, y, ^), nous pouvons négliger dans (rf,-) (x, y, z) les
termes qui sont de degré ̂ 2 par rapport à z, et remplacer ainsi (F f,.} ( x , y, z}
par

/r ( x, y ) -4- ^ + /- ( x, y ) o .; — f,. ( x, y +.34- y o z ).

Nous obtenons, d'après la « formule de Tavlor » (n0 11),

(8 ) ^ ( -^ r, ^ ) == a,. ( x, y ) o .3 — JP a,. ( ,.r, y ),
y-^\ / ' — î \ y + \ î |.yo3

ou nous convenons de considérer x comme une constante (c'est-à-dire que nous
omettons les signes « x -> \ï\x » au bas de l'opérateur SI).
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D'après (';), nous avons donc

(9) ^+i (^ r ) = l \ar{x, r ) o y — î> a^x, j)V
r '- '" y>l/'-^l^+|iLro.v ^ /

Pour r = 2, cette formule donne

^,(.^ r) == ;-((.:ror)or —.2-0 (yoj));

pour r=== 3, nous obtenons après simplification

a,,(.x, r) == ((( . .z-oy) o r ) o y — 3(.-r o (y o y ) ) o y + ̂ •'^((yo.r) or ) ) .

Remarquons que nous n'avions pas besoin de supposer l'analyseur 51
rationnel; il suffisait d'imposer la condition un peu plus faible : chaque groupe
additif 31̂  est un Q/._i-module.

Achevons la démonstration du théorème (14.4). Soit /(^, r) une loi de
groupe unilinéaire à gauche dans un analyseur rationnel 0, et c(x, y) sa com-
posante bilinéaire. La fonction c vérifie l'identité (4), d'après lelemme (14.i);
il existe donc un homomorphisme y et un seul de 51 dans 0 tel que 9^2 ==<'•

Posons /v = y^F; nous avons/=/\ Sinon, en effet, nous aurions

/ (^ , r ) -=f\x, y ) -^-d,\x, j) [mod. deg. ( r + i ) ] ,

où d,.Çx, y) serait un 2-cocycle non nul, homogène de degré i par rapport à x
et de degré (/'— i) par rapport à y (r^3). Or cela est impossible puisque le
2-cocycle dr devrait être un 2-cobord, et, par conséquent, symétrique en x ety.
Le théorème est donc démontré. Remarquons que la formule de récurrence (9)
s'applique encore au calcul des composantes de la loi f(x, y) dans Fanaivseur 0.

Exemples. — a. Soit 0 un analyseur rationnel. Désignons par M le sous-
module de J01 constitué par les fonctions y ( x ) dont la composante homogène de
degré i est nulle, et munissons M de sa topologie canonique (n° 13). Nous pou-
vons mettre M en correspondance hiunivoque avec le groupe Gi(0), en asso-
ciant à o(^)eM la fonction x-\- o(.r)çGi(î3). Notons par le signe '*' l'opéra-
tion de groupe de M qui correspond ainsi à celle de Gi(î3)

(10) (9 iç ^) {.x) •=- ^(.-r).+ 9(.r + '^(^)) pour tous 9, d^M*

II est clair que o ^ d ^ — ' ^ est une fonction linéaire de o. De plus, la fonction
ç*^ du couple (ç, ^) se décompose en composantes homogènes données par
la « formule de Taylor » (n° 11')

(11) 9 * ̂ = = : 9 + ^ + ^A,(o, ^),
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où nous posons

( 1 2 ) (A , (o , ^ ) ) (\'y)=V JD ^ (^) pour 9, ^çM\ ^9..
Jà— ,-r H/ I .r -l- | ?— 1 | 'l̂  (.r)
/ € N

Si l'on munit M de l'opération bilinéaire A^y, ^)» M devient une algèbre de
composition à gauche (sur Z). L'hypothèse que 0 est rationnel, et la topologie
de M permettent de considérer M comme un ^-module au sens du n° 15, où
nous désignons toujours par 2{ l'analyseur rationnel de composition à gauche.

Vopération de groupe -k de M peut alors être définie à partir de la loi de groupe
unilinéaire à gauche universelle W(x, y)e^l2 (c/. n° 22).

Ces affirmations peuvent être vérifiées directement, en utilisant la relation
(9). On peut aussi montrer qu'une structure de « groupe analytique » (c/. [5])
unilinéaire à gauche sur un module topologique M peut être définie à partir de
la loi de groupe unilinéaire a gauche universelle, si l'on impose certaines condi-
tions concernant la multiplication des éléments de M par des nombres
rationnels.

6. Nous pouvons appliquer, en particulier, les considérations précédentes à
V analyseur classique rationnel. Les formules se simplifient parce que les opéra-
teurs de Sanov sont remplacés par des opérateurs de dérivation du calcul diffé-
rentiel classique. Nos résultats peuvent être présentés comme suit.

Dans V analyseur de Ritt rationnel (cf. n° 2l, ex. <?), on vérifie immédiatement
que la fonction bilinéaire x^x^ satisfait à la relation (4). Il existe donc dans cet
analyseur une loi de groupe unilinéaire à gauche fÇx, y) et une seule qui pro-
longe le 2-bourgeon déterminé par x - } - y - \ - x ' y . La formule (9) conduit très
simplement à l'expression explicite de f(x, y) :

( i3) f(œ, y ' } =zr +V ̂  . ^ ^ r ' ,
i e \

où nous utilisons des nota t ions usuelles du calcul différentiel. La formule (i3)
n'est autre que la formule de ïaylor classique [c/. (10)].

Remarquons que l'homomorphisme ç de l'analyseur rationnel de composi-
tion à gauche dans l'analyseur de Ritt rat ionnel [défini par o(.z'io^) =x\ .z\>]
n'est pas un monomorphisme. En effet, x.^o(x^ox^-^ x^ o ( x ^ o^ j ) , mais

^ (.T, o (.̂ .̂  o „?•,)) z=: {x.^ o (.Z'i o X\ ) ) == X\ .Z-i X^.

Nous avons vu plus haut (ex. a) un exemple d'algèbre de composition topolo-
gique sur laquelle la loi unilinéaire définit une structure de groupe. Nous
montrerons que la loi unilinéaire permet aussi de construire des germes de
groupes topologiques^ comme la loi de Hausdorff. Pour cela, nous indroduirons
une notion générale de « norme » qui précise ce qu'il faut entendre par une
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majoration d'une loi de groupe. Nous nous bornerons à étudier le cas du corps
de base réel.

Soit €\ {'analyseur de Kurosch sur le corps R des nombres réels (n° 21, ex. a)t
Pour tout a=(a,i, . . . , a^eN'S une fonction /a(^i, . . . , ^e^a s'écri-
univoquement comme une combinaison linéaire à coetïlcients réels des ky^
« monômes » de degré a (°3) ; nous appellerons norme de/a^o • • • ? ^11) ^t
noterons [[/a |[ (^i, . . ., ^,,) le monôme S(/a) ̂ 1. . . ̂ ", où S(/a) est la somme
des valeurs absolues des coefficients des ky, monômes dans le développement de/y,.
•Soient /(^"i, . . ., ^)e^ et, pour tout açN^, /a(^i, . . . , ^/,) sa compo-
sanle bomogéne de degré a. Nous appellerons norme de / et noterons
[| /'j[(.ri, . . ., ,r,,), ou plus simplement j ' |[, la série formelle à coefficients réels
positifs

( 1 4 ) 11/IK^ •••^/J^^liyaiK.^ .. . ,^)eR[[.z-, , ...,,^]:|.
a e ̂ /t

Nous ordonnons l'ensemble des séries formelles à coefficients réels en posant

J^j ̂ a-^1- • ••^/a"^ ̂  b^X^. . .X^
aeN" açN"

si et seulement si a^^^a pour tout aeN".
On vérifie alors les propriétés suivantes de la norme dans jR :

( 1 5 ) IIVII^I^I-ll/il pourÀ(sR,/et^

(16 ) 1 1 / + ^ 1 1 ^ 1 1 / 1 1 + 1 1 ^ 1 1 pour/,^e^.

Si/(»ri, . . ., x^ç.^ et ^(^i, . . . . ^)€^71 pour \^i^m, alors

( 1 7 ) 11/(^ ••-^)l l^l i / l l( 1 1 ^ 1 1 . • • - 1 1 ^ 1 1 ) .

Si/ç^71 et si îï est le signe d'un opérateur de Sanov ^simple [déf. (2.4)],
alors, en considérant l'opérateur SI correspondant dans l'analyseur classique
sur R
( 1 8 ) Wll^ll/11-

Soit maintenant 31 un analyseur sur R engendré par une fonction bilinéaire
donnée. Nous pouvons considérer l'épimorphisme correspondant y de & sur 31.
Nous définissons la norme /|[ d'un élément /de 3l71 en posant

(19) Il/Il -Infll^lh

où la borne inférieure est calculée sur l'ensemble des g'ç^ tels que cp(^)=/.

( y : î ) Les monômes de ^li sont déf in is par n'enrrenec sur leur (leg'ré : les xi sont des monômes
( i ^ î^ /i), et le produit de deux monômes est un monôme. L'entier k^ est donné par [\i\ formule

7fa=(2 ] a [ — 2 ) !/a.i î . . .a,, ! ( | a [ — i ) !.
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Les relations ( i5 )à (18) sont encore vérifiées dans .31. Remarquons cepen-
dant que, dans Al, \\fff\\ = I l / I l - i l é"'ll ' alo^s q^ cette égalité doit être remplacée
par une inégalité [cas particulier de (17)] dans un analyseur J?l^ fi.

PROPOSITION (l4.i). — La norme de la loi de groupe unilinéaire à gauche
VÇx, y) prolongeant le ^-bourgeon déterminé par x-{-y-\-xoy dans l^ ana-
lyseur de composition à gauche sur R vérifie l^ inégalité

• ( 3 0 ) |[IF(^)|[^+^.^.

/ /e^

II suffit, en effet, de majorer par récurrence les composantes homogènes de y,
en utilisant la relation (9).

COROLLAIRE. — Soit M une algèbre de composition à gauche sur R normée et
complète Ce^ est-à-dire que M est un espace de Banach vérifiant la condition
| [ S o ïj [ [ ̂  [ [ ^ II. [ [ T[ [ | pour E, ïj € M). Alors la loi de groupe unilinéaire à gauche
WÇx, y) définit dans M une série W(î,, Yj) absolument convergente pour 'E, ïjçM
et |]TJ|<^I. Un voisinage convenable de o dans M est ainsi transformé en un
germe de groupe topologique.

D'après la proposition précédente, la transformation E -> (^(S? ^i) — Ï — ï!')
est, pour [ | ï j [ | < ^ i , un endomorphisme linéaire continu de M, dont la norme

est majorée par |[ T] || ( i — || ^ || Y-1. Si || S || <^ -? il existe donc un élément ^ et

un seul dans M tel que ̂ ï], 2)=o, et l'on a | [ Y J [ [ ^ | [ ^ [ | ( i — [ j ^ | | )(i — 2 H ^ H ) " 1 .
On peut ainsi calculer les « produits » et les « inverses » des éléments de norme
assez petite, et vérifier les axiomes d'un germe de groupe topologique.

En particulier, si M est une algèbre de composition à gauche de dimension
finie sur R, la loi unilinéaire permet d'y définir un germe de groupe de Lie. A
deux algèbres de composition non isomorphes peuvent correspondre deux
germes de groupes de Lie isomorphes : par exemple, pour la dimension i, il
suffit de prendre £ o ^ = o (resp. S;o ï j = ^T)). Je ne sais pas donner de caracté-
risation complète des germes de groupes de Lie qu'on peut définir de cette
manière.

Remarque. — La majoration de la loi de Hausdortf d^^', y ) démontrée par
Dynkin [3] peut s'écrire :

IW^jQl l^ f Log^-^4-.1-))-!^
t/o

15. — Applications aux lois de groupes de Lie formels.

50. OBSTRUCTIONS; LOIS ET BOURGEONS UNIVERSELS. — Rappelons [déf. 7.2)]
qu'une loi de groupe de Lie formel à q paramètres et à coefficients dans
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l'anneau il est une loi de groupe dans l'analyseur IF7 (1,2(^.31) ==:û(g)zIP5l,
où S désigne l'analyseur classique sur Z.

Les problèmes de prolongement des bourgeons et des transmutations peuvent
conduire à des obstructions non nulles, et la connaissance des groupes de
cohomologie est tout à tait insuffisante pour édifier une théorie des lois de
groupes de Lie formels.

La détermination de la cohomologie de ll'\iî(^) ̂ } ne présente aucune diffi-
culté de principe. En effet, un sous-complexe normal du complexe réduit
normalisé de la puissance cartésienne IP^Û^^l) [c/. prop. (11.3)] s'iden-
tifie au produit tensoriely sur F anneau t2, de q complexes isomorphes au complexe
normalisé de Q (g) .31 (auquel il faut adjoindre une unité). D'après la formule de
Kûnneth, les groupes de cohomologie de II^Û^/îl) peuvent être calculés
complètement à partir de ceux de 5l, que nous connaissons [th. (12.-à)].

Pour déterminer les obstructions éventuelles des bourgeons ou des transmu-
tations, il est commode d'utiliser le théorème ( l l . i ) . Les calculs du n° 45
[c/. (i3), ( i l ) , ( i^) ] conduisent au résultat suivant :

PROPOSITION ^ 1 5 . i ). — Quel que soit l'anneau il et l'entier q, H^.(i2 (̂ ) IPÂ^^o
si r n1 est pas une puissance entière d^un nombre premier ou une somme de deux
puissances entières même d^un nombre premier; H^(i2 (^) 11^51) = o si r ji'est pas
une somme de deux ou de trois puissances entières d'un même nombre premier.

Si nous laissons de côté le cas des analyseurs rationnels, qui entre dans le
cadre de la théorie classique de Lie, il est naturel de prendre pour anneau de
base û un anneau de caractéristique p (nombre premier). Il est même parfois
nécessaire de supposer que û est un corps de caractéristique^ algébriquement
clos (cf. [7], § 4). Cependant nous démontrerons au numéro suivant des
résultats valables pour les lois et bourgeons abéliens sur un anneau de base
quelconque.

Nous omettrons parfois de spécifier que les lois de groupes et les bourgeons
sont considérés dans une puissance cartésienne finie d'un analyseur classique.

Une fonction F(Xi, . . ., X/,) dans l'analyseur IT^Û^^) s'identifie aune
famille de y séries formelles sans termes constants en nq indéterminées et à
coefficients dans û. Ces coefficients seront appelés simplement coefficients de
la fonction F.

Il nous sera commode A'identifier un /'-bourgeon à la fonction qui le déter-
mine et dont les composantes homogènes de degré ^>r sont nulles. Nous
pourrons ainsi parler sans ambiguïté des coefficients d'un r-bourgeon*

Si û et W sont deux anneaux commutatifs unitaires et y : 12 -> ̂  un homo-
ffîôrphisme unitaire, nous désignerons par ç* rhomomorphisme associé de
Il^(û(g)5l) dans n^û^^t); l'image y* F d'une fonction F s'obtient en
transformant par ç chacun de ses coefficients.
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DÉFUMTION (15.i). — Une loi universelle de groupe de Lie formel à cf para-
mètres est constituée par la donnée cVun anneau commutatif unitaire A et (S une
loi F(^, y) à q paramètres et à coefficients dans A, possédant la propriété
suivante : pour tout anneau il et toute loi j\x, y) à q paramètres et à coefficients
dans il, il existe un homomorphisme cp et un seul de A dans Q tel que f= op^F.
Nous définissons par la propriété analogue correspondante les r-bourgeons uni-
versels^ ainsi que les lois de groupes abéliennes universelles et les bourgeons
abéliens universels.

Avant (le démontrer l'existence des lois el bourgeons universels, (irons
quelques conséquences immédiates de leur définition.

Si nous avons deux lois universelles à </ paramétres : F sur Panneau A et F/

sur l'anneau A\ il existe un couple d^isomorphismes réciproques y, ^ et un seul
(resp. de A sur A' et de A' sur A) tel que F'' ==- oT et F == ^/F7.

L'anneau de base A d'une loi universelle F est engendré par les coefficients
de F.

Les mêmes résultats valent pour les bourgeons universels et pour les lois ou
bourgeons abéliens universels.

Démontrons, par exemple, l'existence d'un /-bourgeon abélien universel à q
paramètres. Soit, dans l'analyseur WÇiiÇ!) ̂ l), une fonction F(.r, y) dont les
composantes homogènes de degré ^> r sont nulles. Les coefficients de F sont au

nombre de n=q^ ) — i )•Pour que F soit un /'-bourgeon abélien, il

faut et il suffit que ses n coefficients annulent une famille de polynômes (P;)^çj,
qu'on obtient en écrivant que les conditions de la définition (13. i) sont satis-
faites. Prenons l'anneau de polynômes Ap en n indéterminées sur l'anneau Z;
soit Fo(^, y^ir^AoÉ^)^) la fonction dont les n coefficients sont précisément
les indéterminées de l'anneau A() ; formons le quotient A de Ap par l'idéal
engendré par les (P»,)^]? et soit o l'épimorphisme canonique de Ao sur A. Il est
clair que ç*Fo==F est un /-bourgeon abélien universel à q paramètres et a
coefficients dans A.

Autrement dit, nous pouvons considérer que les /'-bourgeons abéliens à q
paramètres constituent une « variété algébrique » sur l'anneau Z. Ln bourgeon
universel n'est autre qu'un «point générique » de cette variété.

Ces considérations s'étendent aux lois d e . groupes. Elles ne présentent
d'intérêt que dans la mesure où l'on sait élucider la structure des lois et bour-
geons universels. Nous ne savons démontrer de résultats valables que dans le
cas abélien.

5 1 . Lois ET BOLKGEOiNs ABÉLIENS UNIVERSELS. — Nous allons étendre aux lois de
groupes et aux bourgeons abéliens à plusieurs paramètres les résultats de \r1~\,
§'2. Le lemme suivant remplacera le lemme 3 de [7].
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LEMME (15.ï) . — Soient 51 F analyseur classique sur Z, y un entier ^i. Pour
tout anneau commutait f unitaire û, convenons de noter S/, (y, û) le iï-module
constitué par les ^-cocycles G(Xi, X^) dans l'analyseur ^(g)!!7^ qui sont homo-
gènes de degré total r et symétriques par rapport à Xi et Xs. Alors :

a. S,.(y, Z) est un groupe abélien libre de rang q ( r ~~ c] ~ I )pour tout r \ 2 ;

6. S^(^, i2) = Î2 (g) Sr(q, Z)pour tout r^ 2 et tout anneau û.

Démonstration. — iNotons î3 (resp. û(g)jû) le complexe réduit (n° 3S) de la
puissance cartésienne II7 51 (resp. Û^Il7^). Si nous considérons les y compo-
santes (^-(Xi, X,)),^,^ d'un 2-cocycle G(X.i, Xs) dans û(g)]P5l, nous voyons
qu'il faut démontrer renoncé équivalent à celui du lemme pour les 2-cocycles
symétriques dans les complexes réduits ftî (resp. i2(g)0). Conformément aux
conventions du paragraphe 11, nous remplacerons un « argument vectoriel »
X/ par une famille d'arguments (^i,/^ . . ., ^/,;).

Considérons donc un 2- cocycle

^•(X,, X,)=^(.r^,, ...,^/,,, x,,^ . . . , ^,2)e(^(g)0);2.

symétrique par rapport à Xi et X^. D'après la proposition (J 1.3), g est coho-
mologue à un 2-cocycle g ' contenu dans le sous-complexe normal de HÇ)Q.
Comme tout 2-cobord est symétrique, g ' est encore symétrique. D'après la défi-
nition du complexe normal, g ' est égal à

(l) §'\œ^,^^ • ^ ^/,n ^'1,2, • • ., ^/,2) = ̂  /^•(•^•j, •^•,,) + ^ ^•,7(^,1, ^/,-2).

J^ /^^ / l^<<y^7

Puisque ^ est symétrique, toutes les fonctions //,j Çi^i<^j^_q) sont
A^/fe^. Quant aux fonctions /^(^,i, .^7,2), elles s'identifient aux 2-cocycles
symétriques Â,(^i, ^2) dans l'analyseur 12051.

Supposons d'abord Û=Z. Alors tout 2-cocycle de 5l2. est symétrique et est
égal à un cobord, ou à un cobord divisé parjo si r est une puissance entière du
nombre premier p [n° 45, (i3)]. Par conséquent, tout 2-cocycle symétrique
dans O2. est égal à un cobord ok(kç0^o\i, ̂ r=pi, à la somme d'un cobord §/.
et d'un cobord divisé ï S/^, où

P
/^= ^ 72,.^, (^•e%).

Or Q', est un groupe abélien libre de rang! ^^ I ) et ]l'a P^ ^e ^^^^y^les

non nuls, ce qui établit la première partie du lemme.
Pour achever la démonstration, remarquons que nous nous sommes déjà

ramenés à l'étude des 2-cocycles /// de ( ï ), c'est-à-dire au cas où q = ï . Si nous
appliquons les formules (12), (i3) et ( i4) du n° 45, nous voyons que tout

An?ï. Éc. Norm., (3), LXXII. — FASC. 4. 34
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2-cocycle de degré r dans QL 0 ̂  peut s'écrire sous la forme

(2) V(12^ ̂ )+^^^^7;
/^

dans cette formule, /(^i, ^2) est un 2-cocycle de ^l^., p parcourt l'ensemble des
nombres premiers tels que r=pi-}-pJ (o^^<^y), À, À^€Û, p\^==o. Pour
que le cocycle (2) soit symétrique, il faut et il suffit que tous les \p soient nuls,
ce qui établit la seconde partie du lemme.

Pour simplifier nos énoncés qui feront intervenir des « ensembles d'indices »
compliqués, nous poserons la définition suivante.

DÉFUNITION (15.2). — Choisissons une base dans chacun des groupes abéliens
libres S/.(y, Z). Les éléments de la base de S,.(y, Z) seront notés §\Çx, y), avec

iç.ï(/,r' ^ensemble (Vindices I^/ a q\ ^ ) éléments. Les différents ensembles

S indices 1^,. seront considérés comme disjoints, et nous poserons

j - u ̂  ^'^ u ̂  '-
•2^7-<--c ï^lx^r

V ensemble J^ est infini dénombrable; les sous-ensembles (I^,.)^/.^, de î^ en
constituent une partition. Le nombre d'éléments de ^ensemble J^ / est égal à

[ ( r - ^ q \ \
q({ 9 )-q-l)'

LEMME ( 1 5 . 2 ) . — Soit û un anneau commutatif unitaire sans torsion. Alors
tout r-bourgeon abélien à q paramètres et à coefficients dans Q peut être prolongé
en un (r + i \bourgeon abélien à coefficients dans iî.

Démonstration. — Soity^^.j)^]!7^!^)^) un r-bourgeon abélien. Puisque ^
i2 est sans torsion, nous pouvons identifier Î2 à un sous-anneau de û'== Q (^)zû,
et identifier ainsi//, à un r-bourgeon abélien à coefficients dans û^.

D'après le théorème (14.3), le /'-bourgeon abélien /,(^, y) est équivalent,
dans r analyseur n7^^^), à x^-y\ il s'agit d'une équivalence au sens des
r-bourgeons, c'est-à-dire [mod deg (^+1)]. Le r-bourgeon /(.r, j) est donc
prolongeable en un {r + i )-bourgeon abélien f\oc, y) à coefficients dans i l ' ' .

Soit d^\x, y) la composante homogène de degré ( / •+[ ) de f\x, y);
d,,^.^x, y) est symétrique en x et y et vérifie la relation

(3) (ô^+i) (^, J, ^) == (r/.,,/.) (.z-, y , 3).

D'après la définition de i l ' ' , il existe un entier nçN^ tel que na\._^,^x, y } ait
ses coefficients dans 12. Désignons par 01' l'anneau quotient i2//zû, par y
l'épimorphisme canonique de û sur iV, et par d',^\x, r) la fonction
^(nd^^x, r)) à coefficients dans 01'. D'après (3), ̂ ,(^, r) est un 2-cocycle
à coefficients dans D^, symétrique en^rety. Autrement dit, a",., ^(a\ r)eS/^i(/7, û^).
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Nous avons donc, d'après le lemme (15. i),

d) a^i(.ï\r)~=- ^ ^ [g i ( x , r ) , avec ^çi2' pour içl^^'
<ei^,r-+-i

Choisissons des éléments À,- dans ii, tels que o(X,)=)^ pour tout ?€ 1^,7+1.
Nous avons, d'après (4),

( 5 ) ?* ( ̂ - -M ( -^ J ) ~ ^ ^igi ( -^ J • ) ̂  = 0.

V lei^.+i J

Autrement dit la fonction

(6) a^ (^ y) •==: d,^^ [je, r) — ^ ̂  ^(^, j)
/'€l<y,»-1-l

a ses coefficients dans û. Comme ^'/(^, r)€S/.+i(^, Z), a,^(^x, y) est symé-
trique en x et y, et

(ôa,.+j) {x, r, ^)== (ô<2;.+i) (,z-, y, z}.

Il résulte de (3) que /+i(^ y)==/(^? y)+^4-i(^', y) est un ( / Ï+I)-
bourgeon abélien à coefficients dans û.

THÉORÈME (15. i). — Soit F(.f, y) î//^ foî rf^ groupe abélienne universelle à q
paramètres et A son anneau de base. Alors on peut choisir une famille (î.^ç^^d''élé-
ments de A tels que :

a. A ^identifie à Vanneau des polynômes Z[(^-)^j ] ;

6. Si Von désigne par A,, le sous-anneau de A engendré par les coefficients de la
somme F,(.r, y) des composantes homogènes de F(.r, y) de degré ^_r. A,, s^ iden-
tifie à Z[(^),çj J, et F,.(<r, y) ̂  un r-bourgeon abélien universel sur Vanneau A,.
Çpour tout r^2).

Démonstration.— II suffît évidemment de démontrer le théorème pour ^/^
loi de groupe universelle que nous allons construire.

Formons Panneau A=Z[(E;),çj ], et désignons, pour tout /'^a, par A,, le
sous-anneau Z[(^-)^j J.

Prenons

F,(^j)=-:^+r4- ̂ ^(^j);
^i,,.

Fa est un 2-bourgeon abélien à coefficients dans As.
Supposons déjà construit le r-bourgeon abélien F,.(.r, y ) SL q paramètres et à

coefficients dans A/.(/'^2). Puisque A,, est sans torsion, nous pouvons, d'après
le lemme (15.2), choisir un (r+i)-bourgeon abélien F,' ,+,(^, y) à coefficients
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dans A,, qui prolonge F/.(,r, r). Posons

(7) ^•i ' (-^ J) == F;.+l (.^ J') - 1 - ^, i:^<(^ }')'^j L;^< \^?

^ei^r+i

Nous obtenons un (/•+ i)-bourgeon abélien F/.+i à coefficients dans A,.+i qui
prolonge F,.

Poursuivant noire construction par des choix successifs, nous obtenons la loi
de groupe F(.r, r) qui prolonge tous les bourgeons F,.(.r, y ).

Soit f\x, r) une loi de groupe (resp. un /'-bourgeon) a </ paramètres et à
eoelïicients dans un anneau 12. Montrons que pour tout s (resp. s'^r) il existe
un homomorphisme o, : A,.-> Q. et un seul tel que

(8) 9.:F,(,r, j) =E/(^ r ) [mod. de^. (s +1)"|. •

Nous procéderons par récurrence sur s; supposons vérifiée la relation (8),
et s <^ r si y est un /'-bourgeon. Alors c^F^,(.r, y) est un (.?+1 )-bourgeon
abélien à coefficients dans il qui prolonge ^Vs{x, y). Nous avons donc, d'après
le lemme (15. i),

(9) /(^j)=?.^^(^r)+ ^ /^(^r) [mod. deg. ( .s-4-2) ] ,
^'e^/,,+1

où les X, ei2 sont univoquement déterminés. I/homomorphisme ®,+i : A,+i -^ û
doit coïncider avec 0,, sur A, et vérifier cp^j^(^) == À, pour tout içï^,,+i, ce qui
le détermine univoquement. Si / est une loi de groupe, il existe un homo-
morphisme o : A -^ il et un seul tel que ç^F ==/, car 9 doit prolonger tous les
homomorphismes y,.; si y est un /'-bourgeon, il existe un homornorphisme y/. :
A,.-^ û et un seul tel que cp^F/.=/.

Remarquons que, si l'on donne la loi universelle F(^', y) et son anneau de
base A, les éléments (S/) doivent être effectivement choisis. On peut caractériser
aisément le groupe (¥ automorphismes de A qui correspond aux divers choix
possibles.

Nous pouvons interpréter le théorème (15. i) de la manière suivante : toute
loi de groupe (resp. / -bourgeon) f\x, j) à q paramètres et à coefficients dans
un anneau û peut être mise en correspondance avec une famille (A/) ,çj
[resp. (A/)^j, J d'éléments de iî que nous appellerons ses coordonnées. Les
coordonnées (X/) de j\x, y ) sont des fonctions polynômes (à coefficients
dans Z) des coefficients de j\x, y\ et les coefficients de j\x, r) sont des
fonctions polynômes (a coefficients dans Z) de ses coordonnées (X/). Les poly-
nômes à coefficients entiers en question sont indépendants de Panneau û et de
la fonction/(.z', r). Les coordonnées d 'une loi de groupe (resp. d'un /'-bourgeon)
peuvent être choisies arbitrairement dans un anneau û. Autrement dit, la
« variété algébrique sur Z » des lois de groupes (resp. des /'-bourgeons) à q
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paramètres est un « espace affine » de dimension infinie dénombrable resp. de

dimension q ( ( ' 4 - q ) — q — ï } \ '
\ \ (! 1 L 1 \

Les considérations précédentes ne s'étendent pas sans modifications aux lois
de groupes et aux bourgeons dans des puissances cartésiennes infinies d'ana-
lyseurs classiques. En effet, nous ne pouvons plus définir de lois de groupes ni
de bourgeons universels (de même que nous ne pouvons pas parler de « point
générique » dans un espace affine de dimension infinie où tout point ne peut
avoir qu'un nombre fini de coordonnées non nulles).

Cependant, la méthode que nous avons suivie permet encore d'introduire des
« coordonnées » pour les lois de groupes et les bourgeons à « une infinité de
paramètres ». Un certain sous-ensemble de ces coordonnées doit être n u l ; à
cela près, les coordonnées peuvent être choisies arbitrairement dans l'anneau
de base considéré. Nous laissons au lecteur le soin de préciser ce point, mais
nous énoncerons pour les puissances cartésiennes quelconques d'analyseurs
classiques les deux conséquences suivantes du théorème (15. i).

THÉORÈME (15.2). — Soit f{x, y) un r-bourgeon abélien dans une puissance
cartésienne IÎ Û (̂ ) /3l) (Vun analyseur classique. Alors^ quels que soient V entier r,
V ensemble 1 et Vanneau de base û, f(x, y ) peut être prolongé en une loi de groupe
abélienne

Dans le cas où 1 est un ensemble fini, cet énoncé équivaut au suivant : une
loi de groupe abélienne universelle à q paramètres détermine, pour toutr, un
r-bourgeon ahélien universel.

THÉORÈME (15 .3 ) . — Soient il, il' deux anneaux commutatifs unitaires, o un
épimorphisme de û sur û^, f\x, y) une loi de groupe abélienne dans une puis-
sance cartésienne II1 (^/ (^) 5l) de l'analyseur classique sur û/. Alors on peut choisir
une loi de groupe abélienne j\x^ r) dans l^analyseur lï^û^^l), telle que

^f=f-
Autrement dit, on peut « remonter » les coefficients et les coordonnées de la

loi // dans l'anneau û. Ce résultat explique une partie de l'algorithme de
Witt [10]; toute loi abélienne de groupe de Lie formel à coefficients entiers
mod p s'obtient en réduisant (mod p ) les coefficients d'une loi abélienne à
coefficients entiers; cette dernière peut toujours être transmutée en x-\-y
par une fonction à coefficients rationnels.
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