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SUR LES POINTS SINGULIERS
DES

SÉRIES DE DIRICHLET

DÎNE CLASSE DE CRAMER

PAR M. MAURICE BLAMBERï.

A la Mémoire de Georges Valiron,

INTRODUCTION.

Dans ce Mémoire, je suppose connues les propriétés classiques des séries de
Dirichlet. Je me propose de retrouver sous certaines conditions, et de généra-
liser d'une certaine manière, un résultat dû à G. Pôlya relatif aux points singu-

liers des fonctions définies par la relation fonctionnelle ̂ {s)^^^^^), où
r=0

les coefficients constants Vr et la fonction ç(/) sont donnés. Ce résultat consiste
en une contribution intéressante au problème suivant : Connaissant les singu-
larités de y(^), que dire des singularités de ^(«y)?

Il est vrai que je ne redémontre pas dans toute sa généralité la propriété en
question, mais la méthode utilisée a l'avantage de me permettre de formuler
d'autres résultats que je crois nouveaux à ce jour et qui, pour la classe des
fonctions à laquelle je me limite, constituent une généralisation du résultat de
G. Pôlya. Cette méthode est, dans l'essentiel, l'application d'un important
théorème dû à V. Bernstein. Les résultats obtenus sont intéressants, non seule-
ment en eux-mêmes, mais aussi par le rôle fondamental qu'ils jouent dans
certains problèmes importants de la composition des singularités des séries de
Dirichlet générales [j'ai d'ailleurs mis en évidence, dans deux Mémoires et
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200 MAURICE BLAMBERT.

diverses Notes (1), rétroite liaison entre la théorie des équations différentielles
d'ordre fini ou non et des problèmes de cette espèce].

Il est vrai aussi que je modifie la forme sous laquelle G. Pôlya a représenté
^(^), forme qui rattache le problème à la théorie des équations différentielles
linéaires d'ordre infini non homogènes. La méthode utilisée/eu égard aux
limitations qu'elle suppose, conduit tout naturellement à conserver à ^(^-) la
représentation dirichletienne dans les énoncés des résultats, représentation
qui est du type, communément appelé maintenante de Cramer. Cette dernière
remarque justifie le titre du Mémoire. Enfin, terminons en disant que le problème
en question, soit qu'on le rattache plus particulièrement à la théorie des équa-
tions différentielles ou à celle des séries de Dirichlet, est en rapport étroit avec
une riche suite de travaux dus, entre autres, à F. Schùrer, J. F. Ritt, H. Cramer,
G. Valiron, H. Muggli, et plus récemment R. P. Boas, R. Wilson, etc.

M. Chattelun a bien voulu lire ce travail et m'adresser d'utiles remarques;
qu'il en soit ici remercié.

CHAPITRE I.

Je rappelle quelques définitions et propriétés indispensables à l'intelligence
du texte.

Soient y(.î) = 26^^^, (JL^ ^ oo et cr£, CTJ[ les abscisses de convergence simple,
absolue de cette série. Soit —a)<^a- i<^oo, et soit A un domaine (ensemble
connexe de points tous intérieurs), situé dans le demi-plan o-^>(7i, avant les
caractères suivants :

(A) A contient des points s tels que (J^s = a ^> a^ ;
(B) la fonction ç>(<?) est holomorphe dans A, égale à la somme de la

série S&p^"^ pour «yçA, o^xj^.

Soit A^ le plus grand domaine qui contient chaque domaine A ayant les
propriétés mentionnées, et qui possède la propriété de type (B), c'est-à-dire
que y(^) est holomorphe dans A^ et est égale à la somme de la série 'Lbpe~8^
pour ^eA^, a^>a^. I/ensemble formé de tous les points du demi-plan CT^^
qui n'appartiennent pas à A^ est représenté par S^ et appelé «l'ensemble
singulier de y(^) par rapport au demi-plan o -^Oi^ (2). Enfin, A^ possède
l'importante propriété suivante : ç(^) ne peut être prolongée analytiquement,
à partir d'un point de son demi-plan de convergence, jusqu'à un point de S^ le

(ï ) Un-problème de composition des singularités des séries de Dirichlet générales (Acta Mathematica,
t. 89, 1953, p. 217-242); Quelques théorèmes fabériens relatifs au problème Hadamard-Mandelbrojt
(Rend. Cir. Mat. Palermo, 2e série, t. 3, 1954, p. 214-243); C. R. Âcad. Se., t. 226, 1948, p. 1666 ;
t. 228, i949, p. i9i5; t. 230, 1950, p. i565 et t. 234, 1952, p. 179.

(2) S. MANDELBROJT, Dirichlet séries (Thé nce Institute Pamphlet, vol. 31, 1944) .
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long d'un arc de Jo^rdan sans point commun avec la droite a= o-i. L'ensemble
S^ est fermé.

Les points de la droite o- == c^ appartiennent à S^. Si a\ < ai, on a évidem-
ment A^cA^î .

S'il existe di tel que S^ ne se réduit pas à la droite a = ai, c'est-à-dire si l'on
a pour ai suffisamment petit algébriquement cri<^ borneo- pour ^e S^, alors la
fonction ©(.s) n'est pas entière; le nombre a^= borneo, sçS^ est l'abscisse
d'holomorphie de y(.v).

Notons Py le demi-plan cr^^. La branche principale de ç(,v)estholomorphe
dans (.S^ et admet S^' pour ensemble singulier par rapport a P^(cr^> cri).

Ps
Le point f3eSS1 est dit (( accessible » ( 3 ) p o u r y(.v) s'il existe un cercle ouvert

de centre ? et de rayon p ^> o tel que l'on peut choisir, dans ce cercle, un
diamètre (partageant ce cercle en deux demi-cercles ouverts) partagé par le
point ^ en deux rayons « ouverts », de sorte que la fonction 9(.v) soit régulière
dans au moins un des demi-cercles et sur au moins un des rayons.

Soit ^(^)==^(-iy^^; la fonction 6(^)=^———— est dite la
/•

« génératrice » de cet opérateur.
G. Pôlya a énoncé ( 4 ) :

Si la ((génératrice » (^ o) est de type exponentiel et à diagramme indicateur
se réduisant au point origine, alors :

i° tout point régulier pour y(^) est régulier pour ^(.v);

2° tout point singulier ((accessibles pour yC?) est aussi singulier pour ^( s).

Les notions, fonction entière de type exponentiel et diagramme indicateur
d'une fonction, sont suffisamment connues pour ne pas avoir à les rappeler.

Je me propose, dans ce travail, de retrouver cette propriété pour une certaine
classe de fonctions ç(^) et une certaine classe de génératrices ô(^), et de
compléter par quelques propriétés des points singuliers « n o n accessibles».

Je dis qu'un point [îeS^, avec ̂ = o-^, est «semi-isolé sur l'axe d'holo-
morphie » (°) de ç(^), s'il est point frontière d'un intervalle ouvert de mesure
positive, situé sur cet axe, et régulier pour 9(^). Il est évident que si pëS:71,
(%[3==Œ^, est «accessible», il est aussi «semi-isolé . . . » et réciproquement.
Me limitant à des fonctions ç(^) définies dans un demi-plan par une série de

( ; î) G. PÔLYÀ, Untersuchungenûber LuckenundSirigularitateavonPotêri^reifien^nn. Math., 1933).
( 4 ) Loc. cit. et Nachrichten der Geselischaft der FFissenschaften zuGôttingen, 19-27, p. 187-195.
( 0 ) G. Pôlya a introduit la notion de point «semi-isolé sur le cercle de convergence» d'un

développement taylorien. Consulter à ce sujet Untersuchungen ûber Lûckea ... {Ànn. Math., 1933).



202 MAURICE BLAMBERT.

Dirichlet générale à exposants réels et aux points singuliers situés sur l'axe
(Tholomorphie, j'ai préféré, dans les énoncés que je donne, substituer l'ex-
pression «semi-isolé sur l'axe d'holomorphie » au ternie «accessible» (6).

Je dis que le point ^eS^, avec (K[^ = c^, est singulier du type « coupure »
pour la fonction ^Çs) s'il existe un cercle c(p, p), p > o , tel que pour
tout sçcÇ^, ?), avec ûis^>a^ la fonction y(^) admet la représentation
y(.ç) •==. (^(.y) 4-^(^ où ^(.v) est une fonction holomorphe dans le domaine
union du demi-plan <^.y> CT^ et du cercle c(°j, p), et où ,C(s) holomorphe dans
(KS ^> ̂  ̂ m^ l^xe a = a^ pour frontière naturelle.

Enfin, si ^{s) est, dans son demi-plan d'existence, définie par la somme
(ou son prolongement ana ly t ique) d'une série de Dirichlet dont la suite des
exposants réels est mesurable et à densité nulle, je dirais que ? est s ingul ier
du type « coupure » et de classe zéro.

Soit j ; j ^ j , o<^ ;J.,,foc, une suite mesurable ou, plus généralement, à densité
maximum finie D. V. Bernstein (7) a considéré certains ensembles de segments
qui contiennent tous les ^ comme points intérieurs. Ils les a appelés
« ensembles de voisinage de la su i te \ \^p} ».

Un tel ensemble, que l'on désigne par E(y, { ^}), est construit de la manière
suivante :

A chaque point ^ faisons correspondre sur l'axe portant la suite { j j i , , } un
intervalle hp de longueur q^ -^, D^U, de façon que le point f ront ière
gauche de cet intervalle coïncide avec le po in t \i.p ou avec le point frontière
droit de l ' intervalle /^-i, et précisément avec celui des deux points qui est
situé le plus à droite. Faisons aussi correspondre à chaque point ̂  un second
interval le /^ de longueur q de sorte que, cette fois-ci, le point frontière droit
de cet intervalle coïncide avec le point ,̂ ou avec le point frontière gauche de
Fintervalle /^, et précisément avec celui de ces deux points qui est situé le
plus à gauche (on démontre, qu^en fait, un intervalle H peut être construit à
l'aide d'un nombre « fini » d'opérations).

^(^ {[L?}) désigne précisément la fermeture de l 'ensemble des points qui
appartiennent à tous les intervalles /^, /^, / ) = = i , 2 , 3 , . . . . C e t ensemble est
constitué par une suite de segments disjoints, chacun d'eux étant la fermeture
de l 'union d'un certain nombre d'intervalles /^ et /^. 11 possède, entre autres

( 6 ) Récemment R. Wilson a publie, au sujet de la propriété de G. Pôlya, un essai apparenté à ce
Mémoire, mais relatif aux développements tayloriens. Les méthodes sont totalement différentes. Voir
à ce sujet le Mémoire de cet auteur : A note on a theorem of' Pôlya's [Quart, f. Math., Oxford, (A),
t. 3, I9Ô2, p. i45-i5o].

(^) Sur les points si/iguli^-s des séries de Dirichlet {Rend. R. Ist. Lo/nb. Se. Lett., t. 63, i93o);
Sopra alcuni teoremi relativi ai punti singolari délie série di Dirichlet (Rend. R. Ace. Lincei, t. 16,
193-2); Leçons sur les progrès récents de la théorie des séries de Dirichlet générales (Paris, IQ33,
Notel).
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propriétés, les suivantes :

( i ) chaque segment de l'ensemble contient au moins un point ;j^, et chaque
[MP appartient à un segment;
(2) si /désigne la longueur d 'un segment de l'ensemble et si v désigne le
nombre des points ̂  intérieurs à ce segment, on a (v -+- \^q^-l^ ^q\
(3) si s (réel fixe situé sur l'axe portant {^})^E(y , {^} ) , on a
borne] z— ^p\^>q.

Ce choix, D'^D, permet de ne pas exclure la considération des suites {j j . jo}
à densité nulle. Nous n'entrerons pas dans le détail des propriétés de l'en-
semble E(y, { y ^ p } ) , renvoyant le lecteur aux Mémoires originaux.

Une autre notion, due également à V. Bernstein, nous est utile : « l 'indice de
condensation de la suite { j^j '». Soient [JL/, , [^4-1, . . ., ;^+n, les 7^4- i points
de { y . p ] qui appar t iennent au v161"6 segment de l'ensemble E((/, { ^//l).

Posons
i-=-n^

^ - ' ' = T(7^4-1) n (^+/~" ̂ +r) (r=:zo- ï '2 ' • • - / / . )- ( / / - v + l )
<=-0

( t j • r)

(ceci suppose /z.^i)

r^ =z borne ——— L -,——— ( r z=z o, i , a, 3, . . ., n^ )
lJ'p.,+^• \ £>^r |

[si /^= o, c'est-à-dire si le v1""16 segment de l^ensemble E(y, { ^}) ne contient
que le point [JL^ , on posera par définition y^==o].

Posons limï]^=A. C'est ce nombre qui est « l'indice de condensation de la
suite { ^}». On sait que, si { [M?} est mesurable à densité finie, on a

. F— 1 , 1A == lim — L ————-[J.P U(^)

•^-^rK-â;
/9=1

« régulière »,

où C'(^) est la dérivée de

Certains auteurs appellent suite « régulière », une suite [J^oc satisfaisant à
la condition lim(;j^+i — ^)==/^^> o; on sait, qu'alors, elle est à densité maxi-

mum au plus égale à I • Dans ce Mémoire, je conviens d'appeler suite « presque
régulière » une suite réelle positive strictement croissante, { UL^, possédant les
propriétés suivantes :

(1) elle est à densité maximum finie D (elle peut, évidemment, être mesurable) ;

(2) posantD'^D(D />DsiD==o,D'===DsiD>o),ilexisteyo(o<yo^-^7)
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suffisamment petit de sorte que les segments disjoints qui constituent l'en-
semble de voisinage, E^o» { ^ y o } ) » soient de longueur uniformément bornée;
(3) on peut toujours extraire, de cette suite { ^ p } , une suite partielle { y - p . }
mesurable à densité nul le de sorte que la suite complémentaire à { [ ^ p . } par
rapport à { y.?} soit à indice de condensation fini.

Il est évident que (2) entraine que le nombre des points ̂  intérieurs à un
même segment de E(^o? { [ L ? } ) est lui-même borné. Il est non moins évident
qu'une suite « régulière » est un cas particulier d'une suite «presque régulière» :
la suite { [ f . p . } de (3) est alors vide et l'indice de condensation de { y.p} est nul.

CHAPITRE II.

Avant d'aborder la démonstrat ion des théorèmes 1 et II notons que :

Le théorème 1 suppose connu le théorème de G. Pôlya relatif aux points sin-
guliers «accessibles», et a pour objet, dans un certain champ d'hypothèses,
d'étendre ce théorème à tous les points singuliers de ©(.y) situés sur l'axe
d'holomorphie de cette fonction. Le théorème II a pour objet de retrouver par
voie analytique, toujours dans un certain champ d'hypothèses, la propriété de
G. Pôlya en la limitant aux points singuliers de l'axe d'holomorphie de y(^).
La technique utilisée pour chaque théorème est dans son principe, comme
je l'ai annoncé dans l ' introduction, l'usage d'un théorème fondamental de
V. Bernstein; toutefois la méthode comporte des modifications sensibles d'un
théorème à l'autre. On peut donner au théorème 1 une démonstration calquée sur
celle du théorème II, démonstration qui établit l } assertion sans faire intervenir le
théorème de G. Pôlya. Il n'y a pas là un grand avantage; j'ai préféré, au contraire,
éviter la monotonie qui résulterait de la systématisation d'une méthode. En
conclusion à ces remarques préliminaires disons que, avec les restrictions
imposées par la technique utilisée, on retrouve, pour une classe intéressante
de fonctions ç(^), le théorème de G. Pôlya, et que cette même technique permet
d'obtenir des résultats complémentaires non formulés par cet auteur.

THÉORÈME I. — Dans les hypothèses :

(1) la suite des exposants [\^p\ de la série o(^) ===2è^e-ç^, avec a^<^ao, est

mesurable à densité finie D^>o; y(^) n^ admet pas son axe d ''holomorphie,
a = a^^> — oo , pour frontière naturelle^

(2) ô(^) est une fonction entière du genre zéro dont tous les zéros (sauf un nombre
fini au plus) sont réels négatifs.

Si ^€ SS% avec ^1(3 ==s CT^, ce point est aussi singulier pour ^{s) =2&/,0(^) e~^p
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(la démonstration ci-dessous se limite au cas où l } ordre de multiplicité des zéros
de ô(^) est uni'fermement borné) (8).

Notons { ^ p } la suite des zéros réels négatifs «dist incts» de 6(^) ordonnée
selon la suite strictement croissante de leurs modules. Soit m? l'ordre de multi-
plicité du zéro Ç p . La fonction 6(^) peut s'écrire

^z)=p(z)Y[(l--YP=p(z)Q(z)^M-•m- \ p/?/p
où P(^) est un polynôme à zéros non négatifs.

On sait que lim p- = o et que O(^), ©(^) sont du type exponentiel minimum
(c'est-à-dire d'ordre «apparent» inférieur à i ou au plus du type minimum de
l'ordre «apparent» i). Remarquons que si l'on avait supposé 6(^) du type
minimum de Fordre i, alors 6(^) aurait eu la représentation

^(z)=P(z)e^Y\(i-^}efp
— - • - V ?p/

p

(ici, les zéros réels négatifs figurent un nombre de fois égal à leur ordre de
multiplicité et sont ordonnés selon la suite « n o n décroissante» de leurs
modules).

On sait (théorème de Lindelôf) (9) qu'alors

T 1 V I ( T mi . m— } == o, lira —
?P ^n

lim \ ^ 4- ,7, — ^ = °î llm — ==o, m —^oo ;
p=i

par conséquent
m

e(.)==p(.)iimn(i-^
/?=!

expression identique à celle ci-dessus si l'on met en évidence les ordres de
multiplicité des zéros distincts. En outre, les zéros Çp étant tous de même signe,
(—), 6(^) et ©(^) sont donc de genre zéro.

(8) II est bien évident (et il est à peine besoin de l'indiquer) que sous cette assertion à forme
condensée il faut entendre que P est singulier pour la fonction ^ ( s ) définie comme il a été précisé
dans l'introduction à partir de la somme d© la série ' L b p Q ( [ J . p ) e ~ s ^ p lorsque s finie est intérieure au
demi-plan <7>(7^ ; on a peS^1 (<7i arbitrairement petit algébriquement). Remarquons aussi que les
notations peS^, <^p = cr^, jointes à la condition que cr = a^ n'est pas frontière naturelle pour ^(s)
supposent implicitement que 7i est choisi algébriquement suffisamment petit de sorte que S01 ne se
réduit pas à Paxe Œ == ŒJ^. En général o-i sera pris aussi petit algébriquement qu'il est nécessaire pour
les besoins de la technique utilisée.

( 9 ) Ann. Éc. Norm. Sup^ 3^ série, t. 22, 1906, p. 369-395.
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11 existe un entierpo tel que

6(^)^0, p^po, ^>o.

Posons

^o(5):=^^9(^)e-^, ^(5)=^(^)+^(^),
P^PQ

^(^) est un polynôme de Dirichlet pouvant se réduire à la constante zéro. La
fonction ^Çs) est régulière dans tout domaine intérieur à FS^. On le voit très

facilement en posant pai

^-^ /__ T ^ V rfr 1

0(^=^1——iJr_, où limv^
^ 1 (/•+!) ''• '- o;

^o(^) s'écrit, en posant (?„(,»•) = ̂  bpe-^r,
p=±pii

t-O-Sr^-

Cette série converge en tout point intérieur à P S^.
i7^Posons

s == 3 + P, ^o(B) == ^o(3 + P) = ̂ , ̂ 6(^)^-^
P^/'o

b'p^bpe-^p, ^3=x-, (I>(3)==y(3-)_p).

Notons {;j./,}o la suite des exposants de la série ç>o (^).
Supposons fausse l'assertion du théorème. Le point (3, singulier pour 9^),

est alors centre d'un intervalle (ouvert), de longueur a^>o, situé sur
l'axe CT= CT^, et dont tous les points sont réguliers pour <\>a(s'). Dans le plan de
la variable 3, la même propriété a lieu pour W, (3) dans un intervalle de même
longueur, de centre S == o, situé sur l'axe (KS = o.

Eu égard à la classe des fonctions y(^) considérées, il existe des points régu-
liers sur CT= ̂  pour 9^), donc aussi pour y,^) et ̂ (s). Par conséquent0 il
existe des points «semi-isolés sur l'axe d'holomorphie » pour 9^) [donc
«accessibles» pour 9^)] et singuliers pour ̂ ) et ^(s) (10). Ainsi, on a
nécessairement a'^°== o.

D'après un résultat classique, on a /^irD.
On ne considère pas ici le plus grand intervalle ouvert de centre 3 = o, situé

sur l'axe <R3 == o, et dont tous les points sont réguliers pour ̂ (3), mais de

(10) C'est pour légitimer cette assertion qu'on utilise le théorème de G. Pôlya rappelé au chapitre I.
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préférence un intervalle de longueur positive centré au point 3 =o et dont la
fermeture appartient à celui-ci (ses points frontières sont alors à distance posi-
tive des points frontières du précédent).

Eu égard à cette remarque, il n'y a aucun inconvénient à représenter encore
par 2^1a longueur d'un tel intervalle, mais l ' inégalité / <^ î-iD est évidemment
seule légitime.

Alors, eu égard à (i), aux remarques précédentes et à la condition nécessaire
d'un théorème de V. Bernstein (11), on peut trouver, dans le plan de la variable z,
une fonction û(^) holomorphe dans un secteur S( |arg^ ^oc<^ - ) ? d'ouver-
ture 2a^> o, telle que
(a) ^)[ <^[(7TD-/)lsino)l+£]l^ ^ç§^ ^ ̂  ^ ] ̂

£ <^ o arbitraire, z suffisamment grand;
( b ) ^{^=b'^{^)C'^p), p^po,

où C(z) est la dérivée de

^-nC-a-
/'^-Po

On sait que "^(S) est holomorphe, non seulement dans le demi-plan
cfiS ^>^°= o (que l'on note ^o)» mais aussi dans le domaine Tu^o? oui est
Fensemble des points intérieurs au triangle isoscèle de base | «J3 <^ l, (3^3 = o,
et de sommet au point d'affixe r é e l — / t g a , auquel on ajoute les points de
l ' intervalle (ouvert) de base.

Notons { [ L } l 'ensemble { — ? p ] ^ { ^ L p } o ordonné en une suite strictement
croissante. Il est évident que cet ensemble peut être vide.

( '" \ ̂ pPosons M(^) = II i + -^ ) ? v/, étant l'ordre de multiplicité du zéro — ;̂  de
P'p /

6(^); cette fonction est évidemment de type exponentiel min imum et de genre
zéro, et peut se réduire à un polynôme (ou à la constante i, par définition, si
{^} est vide).

Notons { — p',} la suite complémentaire à la suite { [L ] par rapport à la suite
{ — P / > i i — ?'A oc (cet^ suite peut se réduire à un ensemble fini ou vide).

On a
@(z)=M(z)@,(z), avec @,(z) == ï ï ( ï - 'Y'';

\ rp /

m étant l'ordre de multiplicité du zéro o^ de ©(^).
Posons 6i(^)=n(i — 4-)5 chacun des o étant zéro de Oi(^) à l'ordre i ;

\ ?p /

( 1 1 ) Sur les points singuliers des séries de Dirichlet (Rend. R. Ist. Lomb. Se. Lett.y t. 63, 1980)
et Leçons sur les progrès récents ..., chap. V, IQ33, Paris.
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évidemment 6i(^) est de genre zéro et de type exponentiel minimum [on
suppose que ©i(^) ne se réduit pas à un polynôme ou à la constante i].

Posons

•;(^n(,-^ .
On a

©, (z)^ 6, (.3) ©;(.-),

6 i ( ^ ) 6 i ( - ^ ) = = : n ( i - 4^-V
\ ?p }

Notons { ^ ; } l'ensemble { — p ^ u { ^ } o ordonné en une suite strictement
croissante. La suite { ^} est mesurable et de même densité D que la suite { ̂  }o.

Posons
e^)=6^)6,(-^)C(^);

on a

Considérons la fonction
e,(^;),zfo.

^(z)=^(z)^(-^), ^çs.

Il est évident que
(a') [ I2,(^)[<^^û-Z)lsin., l - ,£] l . |^ ^§^

£>o arbitraire, \z suffisamment grand, les nombres D et / é t an t les mêmes
que dans (a),
( b f ) ^(^) :=^P(^)M(^)©:(^)e,(^), p^p,.

Considérons la série
^W^|^-^.

t^ixons^ et considérons [JL\
S i ^ ; e { — p , } , alors û,((^;)=û( ̂ ;) 61 (—^;)=o; par conséquent,

W,, (3) = i^P(^) M(^) ©;(^) e-^.
On a donc

^o.—n-1-!^/•j^lim 1 / J I ==cr l—^(3<oo
^

On a, en outre, .r^^o; en effet,
W ^^__V ïr?'7^^^-^)^o,(3)-^- ^^_^^ ,

où Fon pose, comme plus haut,

P(..)M(^)©:(^)=^i—^:^, avec lim^=o (^),

(12) Si toutefois P ( ^ ) M ( ^ ) © Î ( 2 ) ne se réduit pas à un polynôme, auquel cas il est immédiat
que x^ = o.
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et, par conséquent,
^I01^^- ̂  = c4- Jlp = ̂ °= o.

Or, si l'on écrit W^ (3) = 2^ ̂ -3^, on voit que

W,(3)=lb"^,(^)e-^p

et que tout point singulier pour ^o^) situé sur Ûi3=a^° est évidemment
singulierpour^FoiCS); d'où résulte, nécessairement, ̂ ol^^o== o; par consé-
quent, en rapprochant l'inégalité ci-dessus, on a ̂ 01= o.

La mesurabilité de { ̂ }, ̂ ol=o, .rj^oo, (^) et (&') entraînent, eu égard
à la condition suffisante du théorème déjà utilisé de V. Bernstein, que ̂ (S)
estholomorphe dans Tu^o.

Mais alors, eu égard à (i), ̂ =o, û,(^)=o si ^ e { — p,}, ̂ '"O, et
à la condition nécessaire du théorème de V. Bernstein, il existe une fonction
ûn(;j) holomorphe dans S( | arg^ ^a), d'ouverture 2a ^> o, telle que
( U " ) [ ^ , , ( ^ ) j < ^ ( ^ D - / ) l s î n r . ) l + £ ] l ^ | ^ ^ ç g^

£ ^> o arbitraire, ^ suffisamment grand; les nombres D, / et a étant les mêmes
que dans Ça') et (a);

(^) i -2ll(^) :=^^ :>(^)M(^)©;(^)C'(^), 7^7>o.

Posons 62 (^)=Il( i — 4 h o ù { p^} est l'ensemble des zéros distincts de ©^),
d^ordre de multiplicité au moins égal à 2 pour ©i(^), ordonné en une suite
strictement décroissante vers —oc. Bien entendu, { p ' ^ } peut se réduire à un
ensemble fini ou même vide.

/ y \mp—'^
Posons ©2(^)==II( i— 4 ) ; bien entendu, tout p^ d'ordre i ou 2 pour6(^)

et ©i(^) ne figure plus dans @^(z).
On a

©:(3)==Q,(^)©, (^) .

Considérons la fonction iî^(s)=iîa(z)Q^Ç—z). Elle possède la propriété
de type (a\ (^) et (a") dans S, et la propriété de type (6), (&') et (b") qui s'écrit
(^//) ^(^)=:^P(^)M(^)©,(^)e,(^) , p^p,,

en posant (32(^)=n(i—-^-) î où [ ̂  \est l 'ensemble { — p ^ } u { ̂  coordonné
en une suite strictement croissante. Il est évident que { a*/ } c { ^ j .

,- , . -̂i ^(u**) e-3^ , , . i .
La série ^ — e ' (u"}— se redult' P01111 les mêmes raisons que précédem-

ment, à
¥o,(3)=:I^P(^)M(^)6,(^)^^;

en raisonnant comme ci-dessus au sujet de Voi (3) on constaterait que .r^02^^.
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Alors, puisque {;j.J/ } est mesurable de densité D, et eu égard aux propriétés
de type (a) et (6) de û^) et au théorème de V. Bernstein, la fonction ̂ (â)
est holomorphe dans Tu^o-

On définirait de la même façon, à partir de ̂ î\^3\ une fonction

yo3(3)^^^P(^)M(^)Q,(^)e-^, p^p^ .

holomorphe dans Ï U ^ o » où ©»(^)=n/i — ^Y'^ ne renferme que les zéros,
\ \ p /

d'ordre au moins égal à 4 pour ©i(<s), extraits de la suite { p ^ , } . Plus générale-
ment, on définira ainsi une suite de fonctions {Won(S)} telle que

W,n(3) = ̂  ^P(^) M(^) 0,(^) e-^
P^Po

holomorphe dans T u ^ o » où ©,,(^)==n( i — 4- F7' /< ne renferme que les zéros,
d'ordre au moins égal à n+ï pour ©i(^), extraits de la suite { p ' }. Bien
entendu, cette suite {^0/^(3)} peut se réduire à un ensemble fini, ce qui se
produit si borne^,== N <^oo (cas auquel on se l imite) .

S'il existe une infinité de zéros d'ordre N, on aura©^)=i. On est cer ta in ,
en répétant un nombre fini de fois le raisonnement ci-dessus, d'aboutir à une
certaine fonction holomorphe dans T u ^?o?

^ON, ( 3 ) -= ̂  b'^ P, ( ̂  ) M ( ̂  ) e-3^, avec N^ N,

où Pi(^)est un certain polynôme pouvant se réduire au polynôme P(^). Si
l'ensemble { p^} est fini ou vide, alors M(JJ) se réduit à un polynôme ou à la
constante i, et puisque Pi(^)M(^) est encore un polynôme la fonction <Ï>o(3)
définie par la série ̂ b'^e-^p est régulière au point 3 =o. Alors $o(3)===yo(^

P^PQ
qui n'est autre que y(^), à un polynôme de Dirichlet près, est régulière au
point s= ? ainsi que y(^). La contradict ion, dans ce cas, établit le théorème.

Soit, maintenant, le cas général où [ y ^ ] est une suite infinie. J'utilise un
mode de raisonnement du, dans son principe, à H. Bohr ( i 3 ) et généralisé par
V. Bernstein (14).

On peut choisir une suite réelle positive strictement croissante vers l ' infini,
{ ^ p } , ayant les propriétés suivantes :

(a) [ïp}r\{[^,}=0^
(&) posant ;^=^+£/>, la série s(3) =S^-3^ admet .z-i==—oo .

C3) Einige Bemerkungen ûber das Konver^em Problem Dirichletschen Reihen (Rend. Cire.
Mat., t. 37, igiS).

(u) Leçons sur les progrès récents . . . , chap. II.
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Posant Pi([j^)M([j^)= Pi(^,,) M(A,,) 4- ïj/,, (6) entraine, comme on le cons-
tate facilement, que la série B(3)===26^r^^ 3IJ/' admet a^=—oo. Le choix
d'une telle suite est évidemment possible et d'une infinité de manières.

Posons
^(3)-- Ib^P,(Ap) M(^) e-^-p,

^(3)--I^P,(^)M(^)^-311^
6 (3)-—<ï\(3)—(r(3).

Les séries sont convergentes dans le demi-plan <Jl3 ^> CT^— (K^=x^\ les
fonctions <I>*(3), ^(3) sont holomorphes dans le demi-plan c%3>^=o.
Il est facile d'établir que la fonction ê-(3) est entière; en effet, soit 3 tel que
^3^>^ =x^\ on a évidemment,

..<!>*—- ..<1>*- - y<I\-_ <1\^A — J e ~~ e ^A •

II est légitime d'écrire :

^,(3) - <D*(3) ̂  ̂ P, (^) M(^) (<- -3a/'- e-^p).

Soit £> o arbitrairement petit fixe; il existe un entier Pi= 1\(Q tel que
| 3 | =•

^ ^P^^)M(^)(6-^-^À.)|<^- ^[^P,(^)M(À^)£, ^>rA..

p^pi p^pl

Or, la série 6^(3) ==S^Pi (A,,) M^X,,)£^^-3 //• est convergente en tout point
du plan à distance finie puisque, compte tenu de (6), on a

^^ lim L|^P-i(^)M(^)^l ^ „ ̂
A?

(la suite { A , , } est mesurable et de même densité D que { [ ^ { ) .
La fonction ê(3) est donc entière.
Ainsi

^oN,(3) = I/^Pj (^) M(^) <?-^= <^(3) + B(3) =- ̂ (3) 4- B(3) 4- 6(3),

et par conséquent les singularités à distance finie par rapport à un demi-plan
quelconque <%3^>^i, x^<^x^^, de ^'oN/^) ont même répartition que les
singularités à distance finie de $*(3) par rapport à ce même demi-plan. En effet :

II est évident que xj^=o puisque 3>o(3) possède des points singuliers
semi-isolés sur l'axe x^==.o qui sont aussi points singuliers semi-isolés pour
^oN,(3) holomorphe dans (%3=.r> o. On a x^=o ( i5).

(10) Ce résultai s'établit très simplement en comparant (I)(3) et la fonction A (3) définie par
^b'pe-^p; on montre, comme pour <ê(^), que la fonction «Ï^^A^S) est entière. Il suffit ensuite de
tenir compte de l'existence de points singuliers semi-isolés sur Paxe d'holomorphie de $(3) et de la
nature de l'a suite des coefficients de ^O)-
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Soit x, tel que —cc<^<o. Dans le plan de la variable 3, les ensembles
singuliers Sy^ et S-̂  ne se réduisent pas à l'axe x == x,. L'ensemble { ^} u {\p \
peut être ordonné en une suite strictement croissante, [\\}. La fonction ê(3)

admet alors, dans le demi-plan <H3>^f=^\ la représentation V b^e-3^ où

la suite {b^} est définie de la manière suivante : fixons n, s'il exister tel
que X^==X^, alors

^^—^M^J^H^o),
sinon il existe p^ tel que \^= ̂  et alors

^=^P,(^)M(/^).

On a, évidemment, ^=^==^\ On peut donc définir pour la fonc-
tion B(3)-+-ê(3) son ensemble singulier par rapport au demi-plan ^>^.
Cet ensemble se réduit à l'axe x=x^ quel que soit^i réel fini.

Soit 3o€ QSq^, où P est le demi-plan x^x^. Écrire cette relation d'appar-

tenance, c'est affirmer qu'il existe un domaine A tel que

AcQs^, 3oeA, AnP^1^p
où P]1»". est le demi-plan d?> a^'",, et que la fonction ^N,(3) est holomorphe
dans AuPj^ et est égale à la somme de la série S^Pi(^)M(p.p)<?--^ pour
3e(AnPV"•). II existera donc alors un domaine A' tel que

AcA- , A'c^S,^. A'nP^p.
p

Puisque S^ se réduit à l'axe x=x^, le domaine A' est tel que

A'cQs^, A'nPf^tï, avec ^g 7--"1 "'^^ ^g =x^.

Par conséquent S^ 38^. On montrerait de la même façon que S^ CS^.; d'où
résulte Sy === S-'..•*• ON^ q)

Les fonctions ^N,(3) et $*(3) ont par rapport à tout demi-plan x^>x^
avec — oo <^ x^ <^ o, les mêmes points singuliers.

La fonction <i>*(3) est donc régulière à l'origine puisque ToN/3) l'est. Or, la
suite {\} étant mesurable et de densité D>o, la fonction M(3) étant telle( ^P )

,^ique { ^ } n { A ^ { = = 0 , nous sommes ramenés au cas résolu ci-dessus.
Il en résulte, en itérant si besoin est [cas de l'existence d'une infinité de
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zéros multiples pour M(^)] la méthode utilisée, qu'on aboutit à une série de
la forme

^b,P,(^)e-^^à^-\3)^

P^Po } •

où le polynôme Pa(^) = 2(— ly'o,.^-, et où la fonction Ao(3) == ̂  b'^e-^p est
P^Po

régulière à l'origine.
(6) entraine que la fonction

ê,(3)^^^(3) -^0,0)^(3)
/•

est entière. Donc,

(Do(3) == <I»o(.ç - (3) = cpo(^) == ̂  h^e-^r

p^p»

est régulière au point 3 =o, ou s= [^ et ç(.y) est régulière au point ?.
La contradiction, dans ce cas général, achève d'établir le théorème.

THÉORÈME II. — Dans les hypothèses :

(1) la suite des exposants {[^p\ de la fonclion <f(s) = S^^-^, crf^oo, est

((presque régulières, mesurable à densité finie D > o; ç(j-) n'admet pas son axe
d^ holomorphie pour frontière naturelle f^^>— oo \ ;

(2) 6(^) est une fonction entière du genre zéro dont les zéros sont réels positif s
(sauf un nombre fini au plus) et à ordre de multiplicité uniformément borné
(on se limitera au cas où la suite des zéros réels distincts est « presque régulière ») (16).

Alors si pe S^ est « semi-isolé sur Vaxe d^ holomorphie » de ^(s\ ce point est
aussi singulier pour ^ ( s ) = 2 bp 6 ( [̂  ) e~s^p.

Soit { p ^ } la suite strictement croissante des zéros positifs distincts, soit/n/,
l'ordre de multiplicité de p^. On a bornem^= M <; oc.

La fonction ô(^) admet la représentation

^^îî(-i)'"'
P

où le polynôme P(^) est à zéros non positifs.
Comme au théorème I, on peut supposer que 6(^) est du type minimum de

l'ordre i puisqu'on sait qu'alors, dans l'hypothèse où ses zéros sont tous du
même signe (à un nombre fini près), cette fonction est nécessairement du senre
zéro. On sait que Y -'- <; oo et que lim p- == o.

(16) II est évident que les trois conditions de «presque régularité» se réduisent à la condition (2).
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Plus généralement, si la fonction O(^) est du genre zéro à zéros tous réels
(sauf un nombre fini au plus), elle est encore du type exponentiel minimum.
Cette dernière remarque sera utilisée ultérieurement quand on combinera les
résultats des théorèmes 1 et II.

Supposons que { p ^ n { [ ^ } = ^ (l'intersection de ces deux suites est vide).
Posons

»(-)-„(, -^y, ,,(^n(,-^)""-, o,(.,=,,(,-^,
on a

e ( ^ ) = = P ( ^ ) © ( ^ ) = p ( , 3 ) © , ( ^ ) o , ( . 3 ) .

Il est évident que les zéros de la fonction ©i(^) sont ceux de Q(^) dont
l'ordre de multiplicité est au moins égal à 2. La fonction ©, (^) peut se réduire
à un polynôme ou à la constante i.

Supposons fausse l'assertion du théorème; soit donc ? régulier (17) pour 6(.y).
Premier cas : Œ'̂  •= Œ^. — Posons s == 3 -4- p. On a

^)=W(3):= ̂ 9(^-3^ b^b.e-^

3=o est point régulier pour ¥*(3) qui admet ^==0, (J^ï=x. L'origine
dans le plan de la variable 3 est centre d'un intervalle (ouvert) de longueur 2/,
Z>o, situé sur l'axe d'holomorphie ûi$==x^=o, dont tous les points sont
réguliers pour ^'(S). On sait, en vertu d'une propriété classique, que /^TiD.
Comme au théorème I, convenons de représenter par 2.1, />o, la longueur
d'un intervalle de centre 3=o, situé sur l'axe ^l3=o, dont tous les points
de la fermeture sont réguliers pour la fonction V(3). Cette fermeture est donc
à distance positive de l'ensemble des points singuliers de ^(3). Il est évident
que, maintenant avec cette convention, l'inégalité stricte, /<îiD, est seule
valide.

En vertu de la condition nécessaire du théorème de V. Bernstein, il existe,

dans le plan de la variables, un secteur S([arg^ ^a< 7r ) 5 d'ouverture 2 a ̂ >o,
et une fonction û(^) holomorphe dans S et satisfaisant aux conditions

(a) [^(.s)]^^0--^811^!-^^!, ^çS,

£ > o arbitraire, z= [^ j^ , \z suffisamment grand;

(17) Rappelons que : dire que p est régulier pour ^(s) c'est affirmer l'existence d'un domaine A
tel que

?eA, AnP^0, ^C8?7

P
où P est le demi-plan cr ̂  ̂  et où P^ est le demi-plan cr > cr'j;, cri suffisamment petit algébriquement.



SUR LES POINTS SINGULIERS DES SÉRIES DE DIRICHLET D'UNE CLASSE DE CRAMER. 2l5

(b) ^(^)=^P(^)^(^)^(^)Cf(^) (^=i,2,3,...),

où C^) est la dérivée de C(>) = îl( ï — ̂ }.
\ P-p/

Posons iîi(^)=Ii(^) 61 (—z). La fonction 0 , (—^)==^( / I+^ est de genre
zéro et donc de type exponentiel minimum.

On a

en posant
^(^)=bf,P(^)@,(^)ef(^) (^=i,2,3, .. .),

e(z)=^,(z)Q,(-z)C(z).

Remarquons que e{z) n'est autre que n ( i — ^ ) , o ù { ^ } est l'ensemble
\ P-p /

{ P p } u { [ L p } ordonné en une suite strictement croissante. La suite { ^ } est
d'ailleurs mesurable et de même densité D que la suite {[^p}\ Supposons son
indice de condensation A fini.

La fonction ûi(^) satisfait ainsi aux propriétés

(a') \^i(z) \ <^(^D-/) |s in(Ol+£] l^ l^ ^ç§^

£ ^> o arbitraire, z suffisamment grand;

(bf) ^i (^) = ̂ P(^) ̂  (^) ̂ (^) (p = ï , 2, 3, . . . ).
Posons

^^^sl^^'^s^1'^^01^^^3^
"•w^^ '̂. 'w^^-"'-

On sait que ^(pi^^o.
On a

^ îhn-L ̂ ) ^Ïim-L————-=A.
^ 1^(^)1- ^ l^^^)

Pour (313 ^> .r^, on peut écrire

€>*(3)==0>(3)+^(3) ,

puisque, eu égard à des résultats classiques, on a
^*—ytî>* ^ _ $ ^ _ J ? . d) ^ ^»* ^ / ^*
^A —— ^e 7 A —— x^ l x^ —— •^^7 x^^ «^A î •z?^ ̂  x^ '

Je dis que x^=xj^. En effet, posant

^==^p(^)Ql(^) (p=î^,3, . . . ) et e,(^)==2(-i)^^^

la série définissant ^(3), pour 3 avec 1̂3 > ̂ , s'écrit
Ib"^,(^)e-^p==î^^(3)',

Ann. Éc. Norm., (3), LXXII. — FASC. 3. 22
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cette dernière série converge en chaque point régulier pour<î>(3), puisque 61 (^)
est de type exponentiel min imum. On constate que ̂ ^^. Or, posant

P(z)0,(z)==:I(-iy^z^

on aurait
a>(3)=:Iy,9-)(3+(3);

d'où l'on conclut pour la même raison

4^^-^p=4-^^^-
Des deux inégalités résulte donc x^=x^= o. On ne peut avoir x^^>x^ s inon
le point 3== o serait singulier pour $*(3) puisque l'axe (X3 =x^==-x^ serait
f ront ière naturelle pour cette fonction (18). Deux cas restent possibles (10) :

A. ^<^^; alors, puisque l'axe ûi3==x^ n'est pas frontière naturelle
pour <i>(3) [en effet, i l existe sur 07= cr^ des points qui sont réguliers pour y (.v);
il existe dans le plan de la variable 3, sur l'axe cn3==o, des p o i n t s réguliers
pour la fonction de 3, y(3+p); ces points sont aussi réguliers pour
(D (3) =1^9'^ (3 4- fi) ; la série converge en chaque point 3 régulier
pour cp(3 + ?)L la fonction <î>*(3) admet, par rapport au demi-plan cîl3 ^> x^
les mêmes points singuliers ( m ê m e distribution) que la fonction <î>(3). On a,
nécessairement, x^=x^=o. Alors en vertu de la condition suffisante du
théorème de V. Bernstein [eu égard aux propriétés^) et (é^J, la fonction ^>*(3)
admet le point 3 = o pour point régulier; ce point est aussi régulier pour <î>(3).

B. x^=x^ alors puisque Faxe <X3==^ n'est pas frontière naturelle
pour^^), on a nécessairement

^*_._ <i>_ ^
X — JC— '^^€'

Puisque la fonction î>*(3) admet 3 ==o pour point régulier, ce point est donc
singulier du type « coupure )> pour ^(3). Ce cas est à rejeter car 3 = o ne serait
pas « semi-isolé . . . » pour cp(3+p), c'est-à-dire que ^ ne serait pas
« semi-isolé . . . » pour ç(^').

En résumé, dans le cas ^==-^ si le point p «semi- isolé sur l'axe d'holo-

( l s) Leçons sur les progrès récents . . . , chap. V, théorèmes III et IV. Pour montrer l'impossibilité
de -^> .̂ 5 le théorème IV suffit; la régularité du point 3 = o pour la fonction ^*(3) résulte de
Pappli cation de la condition suffisante rappelée.

(19) Dans Pétude des cas (A) et (B), les remarques élémentaires qui conduisent à Pégalité^*== o
permettent d^éviter Pusage du théorème IV. Remarquons (Pailleurs qu'il n'est pas nécessaire de
prouver- cette égalité pour appliquer la condition suffisante qui entraîne la régularité du point 3 === o
pour ^O). Les raisonnements ci-dessus ont pour objet de mettre en relief le caractère élémentaire
de ce point de la démonstration.



SUR LES POINTS SINGULIERS DES SERIES DE DIRICHLET D U N E CLASSE DE CRAMER. 217

morphie » de cp(.v) est régulier pour ^0')? ce point est nécessairement régulier
pour

•̂  [ s ) = I^P(^) 0, (;j.//) e--^i\

ou les zéros de ©i(^) sont d'un ordre de multiplicité inférieur d une unité aux
mêmes zéros de ©(^) [évidemment , dans ©i(^) ne figurent plus les zéros
d'ordre i de 0(^)]. Le problème est donc ramené à un problème analogue avec
la fonction ©i(^) au lieu de @(zv).

Deuxième cas : ^<^ ̂  ( 2 0 ) . — Soit encore le point s ingul ier ^, « semi-isolé
sur l'axe d'holomorphie », dey( .v) ; il est régulier pour ^(^). La fonction ^(â)
étant holomorphedans c%3^> o-^— ̂  (et donc dans ôt3 ^> o) et par conséquent
régulière au point 3 = o, il existe un nombre /(o <^ /), un secteur

S ( i arg 3 , ^- a <; ^- ? a > o ^

dans le plan de la variable .j, une fonction û(^) holomorphe dans S, tels que
• ( / / ) . | i2(,ï) | < ; ^^J»- /> |smco, . £ j i , 3 ^ ^ç^

s ^> o arbitraire pet i t , ^ suffisamment grand ;
i2(^/) z=^0(u//) C\,a/}, b'^bf.e '^h ( p ::-- r , 2, 3, . . . ).

Gomme au premier cas, on constate que la fonction ûi(^) == i 2 ( - ^ ) 0 i ( — ^ )
possède les propriétés de types (^/) et (b'\ et l'on introduit , avec les mêmes
remarques et la même écriture, les fonctions <i>*(3), ^(3), C ( 3 ) ; il est légi-
time d'écrire (t>*(3) == (I)(3)4- jC(3). Il est évident qu'on ne peut pas avoir
^^>o (car l'inégalité stricte c7^^> G-^ est manifestement impossible).

Supposons c7^==Œ^ c'est-à-dire

(b) .r^=:Œ^—ôi^^-o.

(1) S'il était possible que ̂ >^, alors, puisque ^(3)= ̂ (3) + ^(3),
l'axe ^13==^ serait frontière naturelle pour la fonction <I^(3) holomorphe
dans (Jl(3) ̂ >^*==^; 3 == o ne pourrait être point régulier pour ^(3). Or,
eu égard à la condit ion suffisante du théorème de V. Bernstein^ la fonction
(&^(3) est holomorphe dans (R3 ^> o et régulière au point 3=o. La suppo-
sition x^ ̂ > x^ est à rejeter.

(2) Est-il possible que x^==-x^. 11 existe sur l'axe (7==c7^ des points régu-
liers pour y(A1). Ces points sont aussi réguliers pour ^i(^). Donc Paxe ^3 = o
n'est pas frontière naturelle pour <î)(3); par conséquent il existe sur cet axe

( 2 0 ) S'il est possible que ̂ < ̂ ; l'impossilnlite du cas ̂ > ̂  est évidente.
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des points qui sont singuliers pour J?(3) et réguliers pour <I>(3). Il en résulte
x^ =o. Or 3 == o est régulier pour ^>*(3) ; il est donc singulier du type cou-
pure pour $(3). Le point ^ serait, dans l 'éventualité x^ = x^ singulier du
type coupure pour ^i(^). Celte éventuali té est à rejeter.

(3) La seule possibilité dans le cas o-^ === Œ^ est donc x^ <^ x^. Les fonctions
3^(3) et ^(3) ont même ensemble s ingulier par rapport au demi-plan
ûi$^>x^ Le point 3=o est régulier pour ^(3); le point p est régulier pour
^•).

Supposons enfin cr^<^o-^. On a évidemment cr^^cr^. Le point p est néces-
sairement régulier pour ^i ( s } ,

En résumé, dans les deux cas, si p, « semi-isolé » pour ç(^) est régulier pour
^(.y), il est nécessairement régulier pour ^(.v). Le problème est donc ramené
à un problème analogue avec la fonction ©i(^) au lieu de ©(^).

En raisonnant sur ^i (^) =2^P(^)©i(^)<? -s^ comme on a raisonné sur
^(^), on ramène le problème à un problème analogue pour

^, ( s ) = 1 bp P ( ̂  ) 0, ( ̂  ) e-^p,

avec la fonct ion de genre zéro,

("M.;0==nfi- ^V^"2

\ P/^/
[dont les zéros sont ceux de ©(^) qu i ont un ordre de multiplicité supérieur
à 2]; et ainsi de proche en proche. En répétant y fois cette méthode, avec
y^M — i, on est certain d'obtenir une fonction

^•(^)= I^P(^)6y(^) e-^p,

où ©y(^) est de genre zéro à zéros positifs simples sauf peut-être un nombre
fini au plus.

Une dernière application de la méthode conduirait avec quelques simplifi-

cations dues au fait que

'^(^ '-= -^ï^^) ̂ /+i(^) e-^=z lô/.y17 ')^),

où P(^)©y+i(^) = ^ ( — i V o / ^ 7 est un polynôme , à la contradiction que p est
/ J

régulier pour y(^).
Le théorème est établi dans le cas où :

(1) { [ ^ } u { p ^ = 0 ,

(2) { [ ^ } = { ; ^ ) U { O p } est à indice de condensation f ini .
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Si les deux conditions ci-dessus [ou seulement l 'une d'elles (2 1)] ne sont pas
satisfaites, on peut ramener la démonstrat ion à la précédente. Cette assertion
est triviale lorsque les deux suites ( p/} et { ^ p } n 'ont en commun qu'un nombre
fini de termes; la condit ion (2) étant supposée satisfaite au sens de la remarque
adjointe au renvoi (21). Il existe, en effet, un entier Pô tel que 9(^) 7^ o, pour
p^pQ', on a

^(s)=:^bpQ^p)e^p-^(D(s),
P^.PQ

où (DÇs) est un polynôme de Dirichlet pouvant être identiquement nul. Le
raisonnement ci-dessus est applicable mot pour mot à la fonction

^)=]^M(^)^
P^Po

ne différant de ^Çs) que par la fonction entière CQÇs) qui peut se réduire à la
constante zéro.

Lorsque les suites { [ ^ p } et { f p } ont en commun une infinité de termes, le
problème est plus délicat. On peut le constater à l'aide de la remarque suivante :

Soit j p'/; l 'ensemble, ordonné selon une sui te s t r ic tement croissante,
commun à \ y.?} et { p^}. Soit { u.' } la suite, strictement croissante, complémen-
taire à la suite { p'/i par rapport à la sui te { ^j. Notons b'^ le coefficient associé

à l'exposant [M\ dans la série y(^) =^bpe~'[Lf\ La série V^/^u^)^^ défînis-
p = i

sant ^(^) se réduit, en fait, à la série Vé7 O^j^)^"^, avec 6(^)^0 pour

p=ï, 2, 3, . . . .
On a, en réalité,

^(s)=l^<^)(s),
OÙ

Q(^)=I( - i )^y ,^ 9^) =2^-^, (p*(^)^ (? (5) .

Le cas à élucider est donc celui où les deux suites { ^ p } et [ ç p ] ont en
commun une suite infinie, et où les trois suites { p j y } , { [ ^ p { [ L p } ^ [ ? p } sont a

indices de condensation quelconques.
Établissons quelques lemmes.

LEMME I. — Une suite { (^ i « presque régulière » est décomposable en une
somme finie de suites partielles « régulières ».

(21) II est évident que la condition (i) peut être satisfaite sans que (2 ) le soit; si (i) n'est pas
satisfaite, la condition (2) est sans objet (malgré que si {\j.p j et { O p } ont en commun une suite
infinie, l'ensemble {\i.p ] u { p p } peut cependant être ordonné en une suite strictement croissante qui
peut être à indice fini).
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L'assertion est évidente . En effet, d'après la propriété (2) de l 'ensemble
E(^o, { [ ^ p S ) ou l'on sappose q^ fixé une fois pour toutes suffisamment petit, le
nombre des ^ intérieurs à un même segment de cet ensemble est uniformé-
ment borné. On suppose, bien en tendu , la suite des segments const i tuant
l 'ensemble E(^, {^}} numérotée i, 2, 3, . . ., v, . . . . d a n s le sens de crois-
sance des ^. La suite j ;^} peut être notée de la manière suivante :

Considérons le v101110 segment et notons (JL^ le plus petit des ^ in té r ieurs à ce
segment. Notons ̂ ^ ï^t^n,, les n, autres ̂  de sorte que

/^v < l̂ l̂ < ̂ +-2 < . • • < ̂  +,̂  ;

^p. et ^+/^ étant respectivement le plus petit et le plus grand des ̂  du v161116 seg-
ment. Pour achever de préciser la nouvelle notat ion de la suite { ; j^} , on posera
en outre

/^,, + //,, , + I = p ^ , /A, -(- îl^ + 1 == R^i, />, =z I.

Désignons par { p.^o} la suite partielle

{ ̂ J ( ^ = = 1 ^ '^ ^. • • - ^1,0<^,0<. . .< ^,0<- • . ').

Désignons aussi par {;j.^i ; la suite partielle { ^^}> v = i, 2, 3, . . . [il est
évident que les segments de E(q^ {u^}} ne contenant qu'un seul point ne
fournissent ancune cont r ibu t ion à la construct ion de la su i te { a . „{] . Plus
généralement, désignons par ( ̂ / ; la suite partielle {^^} (avec la même
remarque que ci-dessus). On se servira suivant le cas d 'une des notations de
préférence à l'autre. Il existe un en t i e r No^o fini tel que No =-- borner . 11
existe un nombre N, au plus égal à No 4- i, de telles suites infinies s tr ictement
croissantes i ; ^ , / S , t=o, 1,2, . . . . N — T . La su i t e ! ; j^j est identique à
^J |;^./i? à un ensemble fini près de termes ^; ce que l'on notera

/

{ p • p } ^ ^ j { p ' p , t ) r
i

Chaque suite { ^., ;, r=o , i, 2, . . ., N — i est régulière, puisque

borne ( i , ,, \ \ ,-» ^,____ \ P-p+i, / — ^-p, i. ) ̂  î q^ •

Le lemme est établi ( l 'ensemble fini pouvant être adjoint à l 'une ou à l'autre
des suites ;^^!, ou réparti entre celles-ci; il ne jouera prat iquement aucun
rôle dans les démonstrations. On le passera f réquemment sous silence). Notons
\ ^ p , f r } l 'ensemble { ^ p , f } u [ ^ p , r } , o^^^r^N — i, ordonné en une suite
inf inie strictement croissante : ;^.//.< ^ . / /<. . .< ;^.//< ;VM . / / •<. . ..

LEMME II. — Si les Cy suites \ ̂ , /,. { correspondant aux C^ couples distincts ( 2 2 )

(* 2 2 ) Los deux couples ( t , r) ot (/-, t) no sont p;is dis t incts .
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de N nombres pris deux à deux distincts, t-^r, sont chacune à indice de conden-
sation fini, alors la suite [ \kp\ est à indice de condensation ^fini Çon suppose, bien
entendu, N ̂  2 ; si N == i, la suite \ \Lp ^ est régulière et A = o) (23).

En effet, on sait que, posant
/----//,,

^'r= r^+^n (^-^"^'^ (r=oï ï • > l î . • • • . ^v)
t=0

(i^-r)

et

Y^== borne———L-———- ( r==o , i , 2, n^)
P-p.^+r | Sy, r |

( s i /^^c^on convient de poser ï^===o), l'indice de condensation de { [ L ^ ] est
A=limï],,.

Désignant par A^, . l'indice de condensation de la suite {\^p,tr\, on voit que

o ̂  A^ r == lim r/; r,

où l'on pose (24)
Y^^-LL——————— I———————.

PT^ 1 .̂+< ~~ ^v+^ 1

En effet, puisque {^p^r}c{ [^}, avec { ^} mesurable à densité D, il existe
une suite {\^} mesurable à densité D^ telle que { { ^ p . t r } C { ^ p } et qu'on ne
puisse pas trouver une suite { ̂  { ^ > } [ ^ p , t , • { ? { ^*} étant mesurable à densité
D^<^D* (20). La densité D^ est la densité maximum de la suite { [ ^ p , i r } '

II est évident que D^^D. Par conséquent, comme ensemble de voisinage de

{ V-p^tr}? o» peut toujours choisir E(//o, { ^,^ })? avec q^^- —^ puisque D^D*
et que D ^> o. Mais alors on peut choisir q^ suffisamment petit, avec q^^q^, de
sorte que

E(^, j ^ , ^ j ) c E ( ^ o , \^p}).

quel que soit le couple considéré o^^t ̂ - r ) ^N— i puisque chaque segment
de l'ensemble E(^o» { [^0 est au moins de longueur 2^0.

L'assertion est maintenant évidente si l'on tient cpmpte que les segments

( 2 3) II est évident que dans les lemmes 1, II , Illet IV, le cas envisagé est celui où la suite ( \i.p} ne
se réduit pas à une suite « régulière ».

( t 2 4 ) II est évident que r^;7' et liui r ^ ' ' , ne sont définies que pour la suite des indices des segments
contenant à la fois un point de { \ ± p , t } et un point de \ m^r j . Si t > /* et si pour l'indice v le terme
^p^+t existe, le terme ;JL/^ ^ / . existe aussi; ;^+r peut exister sans que [ J - p ^ - r / existe, on posera alors
comme convenu -r^'7' = o.

( 2 a ) Le lemme II est légitime sans restreindre la suite { ̂  } à être mesurable (comme dans les
théorèmes ï et II); il suffit qu'elle soit « presque régulière » (et donc à densité maximum finie). La
propriété établie est valide avec une légère modification, d'ailleurs évidente, de ce raisonnement.
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constituant l'ensemble E(^o» { { ^ p } ) sont de longueur uniformément bornée au
pluségale à 2(^+1)^0 ( 2 6 ) -

A £ positif arbitraire petit, on peut faire correspondre VQ= Vo^) de sorte que
pour v ^ > V o , on a

„< borne ——— V L—————
n^/.^n. A^ -+-7- -—— Un.^/—

Yîv< borne ——— 7, L ——————————- -+- £ ;
O^/'^v [^P^-^r -—— | -̂/?,,+< — P'P^r

<==0
(^/-)

donc a fortiori

yîv<]^h^[+5-
^r

la sommation étant étendue aux C^ couples distincts Çt^r).
Par conséquent,

A == lim Yîv^ lim^, n1!r \ == lim 7 r^;r,
t, r t, r

A^S^'-'
/,r

puisque A^ /. ne peut être que non négatifYlim ïj^^o).
Cette inégalité établit le lemme.
Posons ç^(^) = ^bp ̂ e"'^, où l'on désigne par la nouvelle notation bp^ le

coefficient associé à l'exposant y.?^ qui figure dans la série o(^) ==26^^"^. Il
n\ a pas d'ambiguïté à représenter aussi cette série par la notation

^^^îb^e-^^ ( 2 ^ ) .

LEMME III. — Le nombre r\ étant arbitraire positif fini fixé à Vacance et t^> r,
si la suite [ [̂  ^.} est à indice de condensation égal à -+ oc, alors on peut toujours
extraire de la suite {\^p,t} un^ suite partielle \ ̂  ^ j à densité nulle, de sorte que :

(1) Si Von représente par [ p i . } la suite complémentaire à j ̂  _^ t ̂ ar rapport à

{ y-p, t { ? ^ensemble [ [JL' < } U { ^ jy, / } ̂  ̂  indice de condensation fini ;

(2) limTj^^ïj (?7 ^^ intéressant de choisir, pour les applications qui suivent,

> (S 0 \TI c^—cr^).

{ [ ^ / î , ^ • } est une suite « presque régulière » comme suite partielle d'une suite
^( presque régulière ».

Cette assertion est facile à établir. On a, en effet, montré au lemme II que
{ [ ^ p ^ r ] satisfait aux conditions (i) et (2) d 'une suite « presque régulière ». La
condition (3) peut être établie de la manière suivante :

(2 t î) II n'existe aucun segment de longueur > 2(No-+- i )<7o puisque No = borne n^.
( 2 7 ) Les deux notations { bp^ \ et { bp^+f} qui désignent la suite des coefficients de v>t(s) trouvent

leur justification dans les deux notations { \ L p ^ t } et { ^-^ \ de la suite des exposants de cette série.
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Constatons que { [ L ^ ] é tant à indice de condensation fini, la suite { \ ^ p , i r } est
nécessairement aussi à indice de condensat ion f in i .

Si { V - p , t r •} est à indice de condensa t i on infini , la suite { ; j ^ } est aussi à indice
de condensation inf in i . On peut, eu égard à la condition (3), extraire de { ^}
une suite { ( ^ } à densité nulle, à indice de condensation infini, et telle que sa
suite complémentaire { ^} soit à indice de condensation fini.

Établissons cette dernière assertion :
Eu égard à la condition (3), on peut extraire d e { ̂ } une suite partielle { ̂

à densité nul le , telle que sa suite complémentaire est à indice do condensation
fini. Considérons la suite des segments (à l'exclusion des autres segments) de
E(?o» { V-p}) qui contiennent au moins un élément de { ^.}. A chaque terme p.̂ .,
associons, s'il existe, l'élément le plus voisin (sous la condition qui suit)
et appartenant au même segment que ^,. S'il existe deux points équidis-
tants de ^ et appa r t enan t au même segment que [̂  , convenons de choisir
l'un d'eux, par exemple le plus à gauche. P^n outre, on répétera ce choix pour
chaque indicée dans l'ordre de croissance des indices en commençant par/^
et de telle sorte que le terme associé à ^.^, j\ entier quelconque considéré,

0

soit pris dans la suite complémentaire à { [L^ .} dont on a enlevé les termes associés
aux (̂ . avec j^j,.

Notons [̂ . ̂  le terme associé à ̂  . Eu égard aux précautions spécifiées dans
le choix ci-dessus, ce terme est unique s'il existe; en outre, à deux termes dis-
t in ts [̂ . et p^, j ^ j ' , correspondent deux termes distincts \^. ^ et pi*o s'ils
existent. On convient de dire que ;j-^, s'il existe, est le terme « précisé » de

I {\^p • } 3issocAè au terme ̂ ..

L'ensemble { ^., }\j{ [^} ordonné en une suite strictement croissante { [j/. ^ }
est à densité nul le . L'indice de condensation de sa suite complémentaire par
rapport à { [ j ^ } est év idemment fini .

Si l ' indice de condensation de {;^. ^ } est i n f i n i , l 'assert ion est établie. Sinon,

on associe à nouveau, à chaque terme ;j-^, son élément « précisé » de P { ^¥ ^.
{"-" î

Soit .̂* ce terme. L'ensemble {[^ } u { ^/ } ordonné en une suite strictement
croissante^.,} est à densité nul le . Sa suite complémentaire par rapport à
{ ^ } est à indice de condensation fini. Si { ^.^ } est à indice de condensation
infini, l 'assertion est établie, sinon on recommence la même opération. Il est
évident, eu égard à la propriété (2) d'une suite « presque régulière », qu'on ne
peut réaliser q u ' u n nombre fini d'opérations de cette espèce. On est certain
qu'après un nombre f in i d'opérations, Ni par exemple, la suite partielle consi-
dérée des segments de E(^o, { ;^}) ne contiendra plus aucun point de {(^ ou
seulement un ensemble fini.

Si la suite ainsi obtenue après Ni opérations au plus n'était pas à indice de
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condensation infini (elle est évidemment à densité nulle), on aurait par ce
procédé décomposé la suite { [ L ? } en deux suites complémentaires à écart
positif, chacune à indice de condensation fini; la suite { p i p } serait nécessai-
rement alors à indice de condensation fini contrairement à l'hypothèse.
L'assertion est établie.

Considérons alors la suite inf inie strictement croissante

i^ri^i^/.jn{^i

(cette intersection ne peut évidemment être vide ou se réduire à un ensemble
fini car alors, à un ensemble fini près dans ce dernier cas, i ^ y ^ / l appar-
tiendrai!. à { [M } et son indice de condensation serait fini).

Il est évident que { ̂  ̂  } est à densité nul le . La suite { ̂  ̂  } complémentaire
à l^,,} par rapport à { ^ p , i r } est une suite partielle de { [ ^ 1 . Elle est donc,
comme { ^J, à indice de condensation fini .

En définitive, { { ^ p ^ , - } est donc bien une suite « presque régulière ». Revenons
maintenant à la démonstration du lemme :

Eu égard à la propriété (3) d'une telle suite, on peut extraire de { ^ p , i r \ une
suite partielle, { ^ p ^ u - } à densité nulle, à indice de condensation infini, de sorte
que la suite complémentaire soit à indice de condensation fini. Notons ( ̂  ^\ la
suite partielle extraite de { [JL^{ et telle que

^P,r^\=[^,l}r\{^.,^r}.
[ ' i

et notons ( ̂  , , l la suite partielle extraite de ; p-y,,/ ! et de telle sorte que

\^P r+ r \= \^ . r } r \ { ^ f r } .
! ••/• ;

On a, bien entendu,
{^/4-^UJ^^l=:.i^,,//.|.
( '/ ' '' 1 1

De la suite { v ^ . } supprimons, s'ils existent, tous les ent iers v". tels qu'il n^existe
pas dans les segments de mêmes indices de E(ço, i^y/1)? un point de {^ , / i ;
soit { v j j la su i te restante. Désignons par { v/; l 'ensemble des entiers ; v^. } u { v ^ L
ordonné en une suite strictement croissante, et considérons la suite des couples
•i ̂ ^^^-/•p

Cette suite, de la façon dont elle a été construite, ordonnée en une suite
strictement croissante est à densité nulle et son indice de condensation est égal
à +00. Sa suite complémentaire par rapport à ; \^p,i.r\ est à indice de conden-
sation fini.

Considérons la suite [r^ ' j . S i l im^ <TJ, alors on peut toujours extraire,
de la suite des entiers { v y } , une suite partielle { v ^ } telle qu'on ait lim T^^YJ
et que l 'ensemble complémentaire à la suite des couples [ [JL^ ^, ;ĵ  , ) soit à

\ ^Â- 'i.- )
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indice de condensation f ini . Les propriétés (i) et (2) sont établies (le rôle de la
suite { v y { de l 'énoncé du lemme III est ici joué par la suite j Vy j ) .

LEMME IV. — Y] étant un nombre positif arbitraire fixé à V avance et si \ [j-^ } est
une suite « presque régulière », on peut toujours extraire de cette suite une suite
partielle « presque régulière », que Von note \ ;ĵ  p de telle sorte que :
(i^) la suite \ ̂  j est à indice de condensation fini et à même densité maximum
que [ u.p} (elle est mesurable à densité D si j u.p\ est elle-même mesurable à den-
sité^;
(2) cp(^) ==%(.•?) -}-ô(s), où 7_(.ç) ==I^ e-^'p

admet o-^^ar^ a^e= cr|̂ , et ou ^0') est une fonction holomorphe dans un demi-
plan (j ̂ > G"̂  — Y) [les coefficients b\ de la série définissant %(^) s'exprimant linéai-,
rement à l^aide des coefficients b^ (2S).

Je donne un mode de construction de la série y(6') qui constitue, en même
temps, une démonstration du lemme. Rappelons qu'il est év ident , de la façon
dont les ^ , / , o^t^n.,, ont été définis, que si dans le v™ segment de
l'ensemble E(^o, \[^p}) f igure le terme ;j.^^ alors les termes [^+/, o^r<' t,
figurent nécessairement dans ce segment. Considérons l 'ensemble
{ ; ^ , N ^ } U i ;^,N-i} ordonné en une suite strictement croissante {[^^-i^-^j- Si
cette suite a un indice de condensation f ini (qu i ne peut être d'ailleurs que non
négat iO, on posera

,̂N-1 ̂ p N-1 + ̂ N- e~^^ "- —— ^ ̂ p, N- - 1 , N—2 ^ / ' ' ' i •>

où 6^_^_, est la nouvelle nota t ion du coefficient qui est associé à l'exposant
^, v-i N_-9 dans l 'une des séries du membre de gauche où cet exposant figure
avec son ancienne notation. Il est évident que l 'égalité a un sens pour tout s
fini avec G-^>o ' f ( e t le conserve dans un prolongement analytique convenable
des séries composantes). Si, par contre, 1/indice de condensation de la suite
; ;^N_,.N_2 ! n'est pas fini, on procodera comme suit : de la suite ; !̂  ^v i !, qu'on
désigne aussi par i;^,is , !. on peut, en vertu du lemme 111, toujours extraire
une suite partielle à densité nul le , { p-^+x-i p de sorte que :
( i ) désignant par {;^-i ! ^ sulte complémentaire à la suite j ;j^^_^ par
rapport à ; ^^__ , p alors l 'ensemble {[^-2 i U { [^,N-1 i ordonné en une suite
strictement croissante a un ind ice de condensa t ion f i n i ,

:•<) JnnYï^^-^^-o-^+y?.

Désignant par { ^ , ^ 2 } ^ suite complémentaire à j piy, ̂ N-2^ P^ rapport à

( 2 8 ) Si { [ J - p \ est à indice de condensation fini, on choisit
{ ^ i ^ i ^L ^(^—^(s), ê ( .y )—o.
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{^ ,N-2} , on pose

,̂N-1 <^"^'N-1 + i^,N--2 e'^'^-1

= i ̂ , ̂ i e~~^ ̂ -i + 1 ̂  , ^_i ^ 's ;J7^ /^N-I^ '^y4' '-l-i^N-^ •S'EJ7<•-N-^+^^.+N-,^ 'SJ7^4' î

(6^ N_i est la noavelle notation (la coefficient associé à l 'exposant p-^_i qui
figure dans la première série du premier membre; remarque analogue pour
^N-O-

Posons
^î(s) == S^^N - î Q /^.+^^ çfy^y^(s) == 1^ ̂ ^i e p^+y''\

on a, pour o'^> o"^,
* / \ * / \ V / ( ~s^'ft^ •+•N—1 ""^ î, 4-^•—•2^.

îpN-l(^) ~?N-.1,N-2(^)==^^.+N-1^ / ^ --^ ' / /

On constate, comme au théorème I, que la série converge absolument en tout
point à distance finie du demi-plan a ̂ > o-^ — Y;.

On a
9N-l(^) == îpN-j.N-^) + ê^_i^_2(.ç),

où ê^^-^) est une fonction holomorphe dans le demi-plan c7^>c7^—r^ les
deux fonctions, 9^_i(^) et ç^i^-sCQ? ont le même ensemble singulier par rap-
port au demi-plan G- ^> o-^ — ïj.

On a
^^,N-,.N -. ^-^/—————^ ̂ ^,^_, ̂ ^-' + î ,N_. <^-^^--

4- i (^,. -^-, + b^. +^_,) ̂ '^^y-+ N~2 + ê.,_i, ̂  (s)

=1 ;̂,, N_i e-^ ̂  + ̂  B ,̂, ̂ __. 6---•s'^'N-2 + ê^,, ^__, ( s )

(on écrira aussi la série SB^^^11/^-2 sous la forme SB/, .^y,^"^-^-2)^29)
avec B^_.= 6^-s_, si pour l ' indice po considéré, ^..s_,e{ !^,N--^ et

B/A, .+N—2 :::::: ^/?,, .+N—1 + ̂  . +N—2-

Désignons par {[^_i^_,} l'ensemble { ^ , N _ , } U { [^,N-1} ordonné en une suite
strictement croissante, et posons

i^N_, e-^^-^IBp^_ ̂ -^/——^ i^^_^_, ̂ -<^-i^-

(^,N-i,N-2 est la nouvelle notation du coefficient associé à la nouvelle notation
de l'exposant ;^N_-i^_3 qui figure dans l 'une ou l'autre des deux séries du pre-
mier membre). L'égalité a un sens pour Œ > o-^ (et le conserve dans un prolon-
gement analytique convenable des séries composantes).

( 2 9 ) La sommation étant, bien entendu, restreinte à la suite des indices des serments de
E(^o? { I 1 ? } ) contenant un point de } ^,N-2 }•
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On a

^,N-1,N-2 ̂ ^-^-^ lb'^__,^_, ̂ /^-1^--4- é^^(s).

L'assertion du lenniie IV est établie si j ̂  { ^nj { ; j ^ ^ _ i ^ _ , j avec N = = 2 . Si
N^3, considérons maintenant

:s

,̂,̂ _ ,̂.-̂ --'.-.-=^ ̂ b,,^c^.
t-==l

(les notations qui suivent parlent d'elles-mêmes; pour ne pas introduire d'inu-
tiles longueurs dans le texte, nous ne rappellerons pas leurs significations très
analogues à celles ci-dessus; ce qui a été dit est traduisible sans ambiguïté,
comme le lecteur s'en rendra compte, pour celles ci-dessous).

On a, pour CT^>Œ^,

^^,^-,^-^-^-^/^-1'V-2•N-;!

= îb,^., ̂ •^-:i+ 1-B^_, ̂ -s•^-t)4- î -, e-^'P^ + <^_,^_,(.<0.

si j ^ ^_ ; JU{ ^N-J i ordonné en une suite strictement croissante est à indice de
condensation égal à + oo, alors en procédant pour

I ̂ ,N-3 e-^N-3 + 1 b'^ ̂  e~^ -1

comme pour
,̂N- ̂ ^'N-2+ Ib,^ e-^-\

on aura

,̂N-3 e-^- + i^N_i e-^'/^-^iB,^, e~^-3^- ib'^ e-^^ + ̂ _^_,(s),

où ê^j^_;(.y) est une fonction holomorphe dans le demi-plan cr ^> (T^ — ^, et où
{ u- N-3}U { p^N- i} est ordonné en une suite à indice de condensation fini.

De même, si { a, ̂ _ n , } u { [^,N-2 i ordonné en une suite strictement croissante
esta indice de condensation égal à +00. alors, en procédant encore une fois
comme ci-dessus, pour la somme

IB^_, e-^——-r- IB^_, e~^-\

on aura
iB^_3 ̂ ^-3+ iB^_, e-^^-^ io^^-, ̂ -^/^-3+ IB^_, e-^^-9+ ^_,^_,(s),

où &^_^^Çs) est une fonction holomorphe dans o- ^> cr^ — ^, et où

! ^,N-:3}U{^,N-2Î

est ordonné en une suite à indice de condensation fini. En résumé, on a

î N-l̂ N--^^-^-^--3

== Z^_3 ̂ -^>-3+ iB^ ,̂ e-^-^Ib'^ ̂ <N-l+ê^-l,N-^-=3(^
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OÙ

^-.l.V--^-,^ ) —— (ë.v---|.v.-,(.V) 4- ^N-l.N-:!^) + ̂ N-,.^(^),

c'est-à-dire que

^^^N-I.N-.N--:;^^^-'"'-'"2-' '.--^^.V-I.N ...V-..i^ ̂ - L N ï•v-:!+6y,.|.v. ,.N_(^),

011 ! [VN -i. . \ - ï ,N-o p ea égard au lemme II, est à indice de condensat ion fini, et
résul te de ! ;̂ ,:s- ^ ,v_^x_-J par extract ion de cette dernière suite d 'une suite à

densité nulle . Le théorème est établi si ! ;^/, ! ̂  U l ; ^ . / ! » avec iN=3, sinon
/'• / - \. . .

on poursuivra par l 'é tude du cas V ^A,?s / < ? s u / / N /. De toute manière, l'asser-
/ --•- .1

tion du théorème est légit ime après u n nombre Uni d'opérations de cette espèce.
Les lemmes antér ieurs permet tent de ramener l 'é tude des singulari tés

de la fonction fsp(^)==.£A,/J(a^)^ S ÎJ/ ' au seul cas où les deux condi t ions ,
i \^p\ C\ \ p/, ! = ^ et [\^p\\J\Çp\ à indice de condensation f in i , sont simulta-
nément vérifiées.

Si j ^ i n i P ^ J T ^ O , on peut cependant toujours choisir (et d'une infinité de
manières) une suite infinie positive strictement croissante \\p\ telle que

( i ) ; ̂ ; n ; p / / i —o ,

chaque \p étant suf f i samment voisin mais distinct du terme [M^ de même indice
pour que

et qu'on ne puisse extraire de la suite des couples j À^, [j-y,j une sous-suite de
couples [7.^., ;̂  j qui, ordonnée en une suite strictement croissante, soit à
indice de condensation fini ( 3 < ) ) .

0^) entraîne que ; À ^ { est une suite « presque régulière » et que

^{^U^-^ i0^^
Puisque { p L y , { est mesurable à densité D, la suite [\p^ est aussi mesurable à
densité D. Ces assertions sont très faciles à établir (la dernière est triviale).

Le cas trivial où l'intersection i ^ j n ^ p y ^ j se réduit à un ensemble fini
(soit [JL^<^ ;j^<^. . .<< ;̂  cet ensemble) s'étudie de la même façon que celui
où Pintersection est vide; en effet, la suppression d 'un nombre fini de termes

( : i < > ) Si {\J-'n \ est l ; i suite partielle intersection de { ^.^ ; et { p / ^ } , on peut se proposer do choisir
A ^ = = ;ji^ pour chaque valeur de l'indice p telle que ;JL^ ^ { UL^ { . Un tel choix exige une modification
légère, d'ailleurs évidente, de la condition ( 2 ) ; bien que plus naturel que celui fait ci-dessus, il ne
simplifie pus la démonstration qui suit .
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dans là série définissant ^(«Q est sans influence sur le problème traité. Il se
présente évidemment comme cas particulier du cas général ci-dessus et, ace
titre, on peut d'ailleurs choisir la suite strictement croissante ; A/!^^I, telle
que

/^ == ̂  pour p -^ p , ( i ̂ j ̂  T ), avec À/^. ̂  ; p,,}.

Considérons { ^ } U | p / , ; si j ^ ( n i p ^ = = o , sinon considérons i A / . t U { p ^ i ,
à l'exclusion de l 'autre ensemble. Convenons , pour éviter deux notations, de
représenter par j V y , ; , soit la suite ;;^!, soit la s u i t e ! A,, ; ; précisons que,
pré l imina i rement à toute démons t r a t ion qui suit, la suite j ^ ; désignera la suite
\ ^ p \ si ; ̂  ;n ; p ^ ; ==o, s inon ; ̂  ; désignera une certaine suite ; Àp ; choisie
comme ci-dessus une fois pour toutes et qui in te rv iendra dans les démonstra-
t ions à la place de la suite ) a,, ;.

Du choix de la sui te ; X/, ; et de cette conven t ion d'écriture, i l résulte que
o(.v) == ^(.v) + ^(.v), où ^ ( s ) = 2&^-^ admet cr^ = c^, cr^ = cr^, et où ê(.v)
est une fonction entière [propriété que l 'on démont re comme au théorème 1 et
qu i résulte de la propriété (.-.->) de ; À ^ ; ] pouvant se rédu i re à la constante zéro
(dans le cas où j À/, ; =- ; a,, ; , c 'est-à-dire où ; ;ĵ  ; n ; p^ ; = 0) ou à un polynôme
de Dirichlet (cas où ; a/, ; et ; p,, ; n 'ont en c o m m u n q u ^ u n nombre f in i de
termes).

En vertu du lemme IV, on peut extraire de la suite ; ^ [ , si celle-ci est à
indice de condensation égal à -h oo , une suite partielle ; v , \ « presque régulière »
(de même densité D que ; v^ ; et que { p^ ! pu i sque ; [i,, [ est mesurable) de sorte
qu'on ait

C/( ,S- ) ^-•%(5) -4-<ë,(.S-),

où /(.v) = S^ e ^ admet c^^o-^, cr^ = Œ^, et où <ëi(.v) est une fonction holo-
morphe dans le demi-plan ^ ^ > c r ^ — ^ , ^ ^> o arbitraire f in i (la suite {v ' / ;
dépendant du choix de ^).

[Si [ v ^ } est à indice de condensation fini, alors ) v'/} = {v/ i , et par conséquent
xCO=?'(^^(^)^o.]

Pour c7^> T^ on a

^G9) ̂ ^ M(^) ̂ ^^^Yr?17'^^) == ̂ ïr { %(^) + ê(^) 4- ê, (s) j 1 7 - '

/? / •

^S^^171^^ + S^ {^^^ + 61 (s) y^'y^) + ̂ (•s').
où ^(^) est holomorphe dans c r^>cr^—T) et ^"(.v) =ï6^ 9(^)^~^ admet

'•F* '̂ î?cr^a^.

La suite { v^} satisfait à { v^ j n ! p/. ; == o; si, en outre, l 'ensemble { v^ j u î p,, !,
ordonné en une suite strictement croissante, est à indice de condensation fini,
on est ramené aux condit ions dans lesquelles la propriété de G. Pôlva a été
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établie. Si donc on suppose fausse l'assertion du théorème II, alors le point ?
régulier pour ^Çs) est aussi régulier pour d/^) et, eu égard à la démonstrat ion
faite au début, le point p est aussi régulier pour la fonct ion ^(.y); il est donc
régulier pour la fonction ç^). Le po in t ? serait en défini t ive régulier pour y(^).
La contradiction achève d'établir le théorème sous la condition que { ^ ' } u { p p }
est à indice de condensation f in i .

Notons S .̂, âp, â^p, cv respectivement les indices de condensation des suites
{ ^ p } ^ {p / ^ { [ ^ ; U i p ^ { v ; J - .

Le théorème a été prouvé directement dans le cas

i^-p in { ^ p } = 0 , <^<30, ^p<00, Ô^p<00.

On a ramené le cas

S ^ i n f P ^ Î ^ 0 . ^=^, Ôp< X)

(avec évidemment §^p= oo ) au cas

{ ^p in{ p/, } ==-0, ^/< oc, ôp< oo, ^/p^oo.

Rappelons une fois pour toutes que le cas { ^ } n { pp} 7^0 se ramène au cas
{v^n{^}=0,

II reste à analyser les différents cas :

(a) c^< oo, ôp< oo, ôvp==oo,

(b) ^==00, ôp< oo, ^p==: oo,

(c) (^< oo, ôp=: oo, ôvp==oo,

(û^) (^==00, Ôp== 00, ^p==: 00.

Or, la méthode ci-dessus ramène les cas (&) et (rf) aux cas

(^) ^<oo, ôp<oo, ô^p^oo,

(û?') ôv/< oo^, ôp==oo, ô^/p==oo.

L'analyse de ( b ' ) et (rf^ se ramène à celle de (a) et (c).
Analysons maintenant le cas (a).
La propriété suivante s'établit facilement :

Y] ^> âp ^û/î^ i/^^ constante arbitraire finie fixée à Vacance, on peut extraire de
la suite [ ^p } une suite partielle croissante { v^,.} à densité nulle et extraire de { Qp }
une suite partielle croissante [ p . } de sorte que :

(1) la suite des couples [ v^ , p^ } ordonnée en une suite strictement croissante soit
à indice de condensation infini;

(2) on ne peut extraire de la suite des couples {v^., p^.} une sous-suite de couples
formant une suite croissante à indice de condensation inférieur à o-^ — cr^ 4- ïj ;
(3) la suite complémentaire à {v^.} par rapport à { ^ p } u { p p } est à indice de
condensation fini.
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Notons ; v ^ ; la suite strictement croissante complémentaire à \^^.} par rap-
port à [ v^ i. L'ensemble { v^ } U $ p/, ï ordonné en une suite croissante est à indice
de condensation f in i .

Posons

© ( 3 ) _ : 7 ï T ( ; ) 0 * ( ; ) avec ^ (^O—l . l f i—^ i -^ /,
' ' ' / ' \ ? / }

ni j étant l'ordre de multiplicité du zéro p . de ©(^).
On a, pour o-^> r^ :

d^f.S') _r -i,, (Y) + ̂ (.S-), ^ [ s ) — ??(•'»') + ̂ (^

avec
^ (.S-) ;—- ̂  ̂  P (^) OT (^/,) (")* (^) ^--"^

'^,(.ç)-i^P(^)^(^)0*(^) 6———.,

^.,(.) - i^P(^)^)e-(^) ̂ ^,
c.'(>) — ̂ ^ e-^.", ^ (s) --^ Ib'^ ̂ -^, 9: (^) — ̂ . ( ^ ' l ' î -

[6^ est la nouvelle notation du coefficient associé à l 'exposante dans la série
définissant ^{s\\.

Posons
c?**( ,v) _= yr^.) + ?r ^s>)^

avec
9;* ̂ ) — ̂ ^p^^'p)^^'?} f^^

9:' m — î P(^)^(^) ̂  '^r

Eu égard à la propriété (2) du lemme ci-dessus, on a | comme on le constate
facilement puisque CT(^) est réel pour z réel] :

^T ̂  ̂  ̂  ̂  - YÎ , o-^2^ ̂ ^ ̂  - •n.

l^es deux foutions, y**(.v) et Ci (<y) ont , par rapport au demi-plan Œ^> Œ ^ — ï p
le même ensemble singulier. De même, les deux fonctions ^(.î) et ^,(.v) on t ,
par rapport au demi-plan a ^> ̂  — r\, le même ensemble singulier.

Supposons le poin t ^3 régulier pour ^(^'); ce point est aussi régulier pour
d^(.v) et ^(.v) comme on le constate facilement.

Si p est singulier pour ç^(.y\ il est nécessairement « semi-isolé ». Mais
comme | ^ j U { p ^ j (où { p^ ; est la suite complémentaire à ; p^ ) par rapport à
; p p { ) est à indice de condensat ion fini, et, eu égard à la démonstration ci-
dessus, le point [3 est aussi régulier pour ç^(.y) et donc pour (p**(.v). La contra-
diction entraîne que p est singulier pour 4^1 0')» ^('y) et ^"c ^0').

[Remarquons que le cas (•)*(;;)= i, et donc ^\.\')== ̂ i^)? peut avoir lieu.]
Si 8 est régulier pour y^O1). ce point est aussi régulier pour ̂ (^\ On a

^.^^ ^-J^'
Ann. Éc. Norm., ( 3 ) , LXXII. — b\\sc. :\. 28
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S1 ^ll^^Te 1e point ? est « semi-isolé » pour ç^(^) et eu égard à la démons-
tration antérieure, ce cas « ? régulier pour y**(.y) » ne peut avoir lieu. Si
1̂ == a^? o" peut raisonner comme suit :

Posant
<Ï>r (3) ̂  i^P^M^,) ^ "3^ h"^ b, e-^r. s ---- 3 + (3 ;

on a ̂ ^o. Le point 3=o est régulier pour $^(3); i l existe alors un
nombre /, o</^riD, et une fonction û(^) holomorphe dans un secteur
S([arg^ ^a, a ^> o) du plan de la variable complexe z tels que

( a } . ^(^Ol .^^-^l81"^-4-21!^, ^ € S,

c ^> o arbitrairement petit, z suffisamment grand ;

W ^(^O^PW^WC^),
avec

( . ( . ) ^n ( i -^ ) .
\ '/» /

on en déduit que ûi(^) ==û(^)CTi(— ^), avec CTi(^)= Il( i — 4 ) ^ satisfait à
une condition du type (a) et à la condition

{ b ' ) ^ , (^)==^P(^)^(^)e,(^) ,
où

e i ^ ) . = : c , ( ^ ) O T i ( ^ ) C T i ( — ^ ' ) et ^(-s) =n ( i — — ) / •\ p y /
[GÎ*(^) peut se réduire à la constante i; les zéros p7 d'ordre i de ^(z) n'y
figurent plus].

Le point 3 = o est donc régulier pour la fonction

'̂-s^-"".
où l'on note { v ^ | l'ensemble | v ^ } u { p y { ordonné en une suite strictement
croissante.

Notant S,,* l'indice de condensation'de \\\, on a pour3 fini avec cft3 ^> 0,,. :

<^(3)=:<ï>. i (3)4-x°(3) ,
avec

'0(3) -'"2 t^" 3P; et <I)- W --S^1^^)^^^) 6'-^•

S'il est possible que^,<^^, le point 3=o est régulier pour ^,(3) et
donc [3 serait régulier pour la fonction 9^(.?)= I;6^P(V }^(^\)e~^p. Si, par
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contre x^==x^, alors 3=o est singulier du type « coupure » pour $^(3) et
donc ? est singulier du type « coupure » pour y^i(^).

Posons
<Ï^(3) — î(bp e-^p)P(vp)^(v^) e-^p,

^..(a)--!^^^8^)?^^.)^^^.)^3^-

On a
< I > , , ( 3 ) — ^ ( 3 ) - - e » ^ ( 3 ) — ^ ( 3 ) --^(3).

et donc
^(3) - ̂ (3) + ̂ (3) - ̂ (3).

La fonction i?(3)— ̂ C^) admet Faxe a?==^~^2 pour frontière naturelle.
Le seul cas possible est que le po in t3==o soit régulier pour ^(î), c'est-
à-dire que p soit régulier pour

^(^-^^-^).

En itérant, on est conduit à la contradiction que : ^ régulier pour y**(.y) et
o-^l = cr^ entraînent que 8 est régulier pour

^(s)=IbpP,(^)e-^,

où Pi(^) est un certain polynôme; ce qui est impossible.
Ainsi dans le cas âv<^ûc, §p<oo, 8,,p=oo, le point [3 est encore singulier

pour^(^).
Il reste maintenant à analyser le cas

( C ) 0^ < 00 , Ôp —— '30 , Ô^p —— 00 .

Soit y ^> o fini quelconque fixé et soit E(^, { pp}) l'ensemble de voisinage de la
suite { p / , } . On suppose la suite des segments disjoints constituant l'ensemble
E ( q , { ç p } ) numérotée i, 2, 3, . . ., v, . . ., dans le sens de croissance des pp.
On considère le v181"8 segment; notons p^ le plus petit des pp intérieurs ace
segment. Notons p^-^, avec i^^^^? les m^ autres pp s'ils existent, de sorte
que p^< ?^,i<. • .< p^-.^; p^ et p^^ étant respectivement le plus petit et
le plus grand des pp de ce v161^ segment. On posera, pour achever de préciser,

On a

Posons

p., -r m., 4- T == /?v+i. pi - i .

0 ( ^ ) — P ( ^ ) © ( ^ ) .

-_—_ / -r \n.p.^ • ( _____
T^ ( ^ ) „- | | | i - —^— ) . o ^-1 ̂ - borne m^,

^L o p . + i /

où -Hp _ / est l'ordre de multiplicité du zéro p^.^ de ©(^),
Q(^)---To(^)To(^), T,_,(^)=T,(^)T,(^),

'̂  (^) -_- 2^P(v/,)T<(^) ^-^P. cr > ̂ .
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Supposant fausse l'assertion du théorème II, ? est régulier pour ' ^ ( s ) . La
suite \fp,,} étant « régulière », on est ramené au cas ^<^oc, o^<^oo. Eu égard
aux résultats antérieurs, le point j3 est alors régulier pour la fonction ^(s\
De la même manière, puisque i p ^ n } est « régulière », le point p est aussi
régulier pour ^(.y). Le point ? est régulier pour ^('y)'

Puisqu'on se limite au cas borne /n,,=Mo<^oo, la suite j d/^.v) ; se réduit à
un ensemble fini; II existe un nombre f ini de suites infinies ip/, , / ! • Il existe
donc un entier t^ tel que la fonction ^^(^) == ^épP^Vp)^"'^, où P i ( ^ ) est un
certain polynôme, admet le point ? pour point régulier qui serait aussi régulier
pour ç%y) et donc y^). La contradiction établit le théorème.

Remarquons que la démonstration antérieure permet d'énoncer sous forme
« dubitative » un théorème plus général contenant le précédent comme cas
part icul ier .

THÉORÈME III. — Dans les hypothèses ( i ) et ( -2) du théorème an férié a ï ' , s^il est
possible que ? € S^, a^ec cR, °j == <7^, soit régulier pour ' ^ ( s ) == S6p 9( ̂ ) e "-vu7', alors
ce point 8 est singulier du type « coupure » de « classe zéro » pour ç^).

Les théorèmes 1 et II permettent d'énoncer :

THÉORÈME IV. — Dans les hypothèses :
(1) la suite des exposants ; [̂  ; de la/onction ç^v) = ̂ b^e -^', mw ^<^ oc , 6^
« presque régulière » mesurable à densité finie D [^(.v) ^admettant pas son axe
d^holomorphie, G- = a]̂  ^> — oc , pour frontière naturelle^:

(2) /^ fonction O(^) ^'/ entière de genre zéro Cet donc du type exponentiel
minimum) à zéros tous réels (sauf un nombre fini au plus) et à ordre de multipli-
cité uniformément borné (la suite des zéros positifs étant « presque régulière » ).

Alors si peS?1 est « semi-isolé sur V axe d1 holomorphie » de o (,?), ce point est
aussi singulier pour '^(s\

THÉORÈME V. — Dans les hypothèses ( i ) et (•2 ) du théorème IV, s^il est possible
que [3 6 S^, avec CÎlfJ = cr^, ^^ régulier pour ^(.v), ^fo/'.y c^ point ^ est singulier
du type « coupure » A' « classe zéro » pour ç(.y).

La méthode utilisée au théorème II, avec quelques modifications convenables
permet d'établir les propriétés suivantes :

THÉOKÈME ( V I . I) (:$1). — Dans les hypothèses :
(i) La suite ; u^\ des exposants de la série ^(s) = ^b,,e "^1>, a\'ec ̂  <^ oc , est
mesurable à densité finie D ̂ > o,'

(31) Ce théorème est une forme intéressante (mais moins générale) d'un théorème classique de
Cramer-Pôlya-Bernstein. La méthode proposée est non seulement intéressante par elle-même, mais
elle a l 'avantaîïe de conserver a tout ce travail son unité.
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(a) Posons C(^) === Il( i— -^ -V o^ Z^ ^//^ strictement croissante \ ̂ , j est une

suite partielle mesurable à densité A ̂  o, extraite de \ a,, j et « presque régulière » ;

(3) Notant \ [j.̂  j /^ .m^ strictement croissante complémentaire à \ ̂  | jo^/- rây-
yjo/^ à \ [ĵ  ? V écart des deux suites \ [ĵ  } et ; a } est positif et la suite \ [L\ } est à
indice de condensation nul. Alors tout point ^ de Vaxe ^ ^= c7^, centre dhm inter-
valle situé sur cet axe de longueur •>»/(/^>o) régulier pour ç(.?), est aussi centre
d^un intervalle de longueur ^(l — HA) régulier pour ^(.v) si l ^> IIA.

[1 est à peine besoin de ment ionner que seule l'inégalité stricte (à Pexclusion
de l ' inégali té large)^ A <^ D, est légi t ime puisque / ^ÏTD.

THÉORÈME (VI .2). — Dans les hypothèses (i), (^2) et (3) du théorème ci-dessus,
et si A == o, la fonction '^( ,v) = 2&^ C( [J^) e "sa/' ^y^ régidière en tout point de faxe
cr == o'̂  o// la fonction ç(.v) ̂  régulière.

Rompant avec la méthode du théorème II, on peut , dans le cas où l ' i nd ice de
condensation de la suite i ^ p ] est f ini , obtenir par voie plus rapide le :

THÉORÈME (VI. 3). — Dans les hypothèses (i), (2) et (3) du théorème (VI.l)
et si A = o, alors tout point singulier « semi-isolé sur l^axe d''holomorphie » pour
c?(.y) est aussi singulier pour la fonction '^Çs}.

Les théorèmes (VI .O et (VI.2) permettent d 'énoncer des compléments à
certains théorèmes classiques relatifs à Pinfluence de la nature de la suite des
coefficients [ b ^ } sur les singularités de la fonct ion. Ces théorèmes et d^autres
feront l'objet d ^ u n e publication ultérieure.


