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CONTRIBUTION
A LA THÉORIE ALGÉBRIQUE

ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES

PAR M. JEAN-CLAUDE HERZ.

INTRODUCTION

Le présent travail a pour point de départ l'exposé par Goursat ( A ) de la
théorie de l'intégration des systèmes linéaires et homogènes d'équations aux
dérivées partielles du premier ordre à une fonction inconnue, d'après le
Mémoire fondamental de Clebsch ( 2 ) complété par Mayer (3). La théorie avait
été amorcée par Jacobi (4) à propos des équations de la dynamique analytique,
ainsi que par Bour (°), Boole (^Collet (7). Elle a été rattachée par Frobenius
et Cartan à la théorie des systèmes de Pfaff(8).

Le raisonnement employé est, en grande partie, spécifiquement algébrique.
Il était donc intéressant de chercher à l'exprimer en langage moderne. Comme
l'indépendance linéaire des premiers membres X^f intervient d'une manière
fondamentale, il était naturel de considérer les symboles de différentiation X

(1) Cours d'Analyse^ t. II, p. 634-641 ; Leçons sur les équations aux dérivées partielles du premier
ordre, p. 46-69. Cf. VALIRON, Équations fonctionnelles, p. 548-549.

( 2 ) tournai de Crelle, t. 65, 1866, p. 257-268.
( 3 ) Math. Ann., t. 4, 1871, p. 88-94; t. 5, 1872, p. 448-470.
('^Journal de Crelle, t. 60, 1861, p. 1-182.
(s) J . Éc. Polyt., t. 39, i862, p. 149 et suiv.
( 6 ) Phil. Trans., i863, p. 485-5oi.
( 7 ) Ann. Éc. Norm. Sup.y t. 7, 1870, p. 1-57.
( s ) CARTAN, Leçons sur les invariants intégraux, p. 99-101.
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322 JEAN-CLAUDE HERZ.

comme des vecteurs sur le corps des coefficients. De plus, la théorie adjoint à
un système X,/les équations X,(Xy/)—Xy(X,/) qui sont encore du même
type. C'est là une opération définie sur l'espace vectoriel précédemment
introduit, qui devient ainsi une algèbre. On a alors un premier résultat pure-
ment algébrique : tout élément de la sous-algèbre engendrée par les
symboles X, annule toute solution du système. La réciproque fait appel à
l'analyse et s'énonce : aucun autre symbole de différentiation n'annule à la fois
toutes les solutions du système. Le résultat final de la théorie est plus précis :
si le nombre des variables est n et la dimension de la sous-algèbre q, l'intégrale
générale est une fonction arbitraire de n—q fonctions indépendantes. On
trouvera cet exposé au chapitre V (§ 6).

Un pas décisif dans l'algébrisation de cette théorie a pu être fait grâce aux
remarquables travaux de Ritt, le fondateur de \ Algèbre différentielle. Le
théorème des zéros de Hilbert, étendu par lui aux équations différentielles et
aux dérivées partielles algébriques (9), m^a permis en effet de donner une
démonstration purement algébrique de la réciproque énoncée plus haut. La
question est traitée au chapitre V (§ 1 à 5).

L'étude de l'opération X.Xy—XyX;, que je note { X , , X y } , fait l'objet des
chapitres 1 à IV. On voit immédiatement qu'elle est quasi commutative et distri-
buée poiir Faddition, et qu'elle vérifie V identité de Jacobi. Elle n'est pas
linéaire, mais on a

{X , ,ÀXy i .=À{X, ,Xy j .+aX; ,

a ne dépendant que de X, et À (en fait, a==X,Â) . On peut donc la qualifier,
suivant Jacobson (10), ^pseudo-linéaire. Inversement, ces quatre propriétés,
prises comme axiomes, définissent sur un espace vectoriel une certaine struc-
ture d'algèbre. Vu la similitude de ces axiomes avec ceux des algèbres de Lie,
j'ai appelé cette structure « pseudo-algèbre de Lie ».

Le chapitre 1 donne quelques propriétés générales des pseudo-algèbres de
Lie, ainsi que des exemples. Le chapitre II traite le cas où le corps de base
n'est pas commutatif. Le chapitre III étudie le cas commutatif. Le chapitre IV
étend aux pseudo-algèbres de Lie un raisonnement appliqué par G. Birkhoff
aux algèbres de Lie. Enfin un appendice rassemble différentes questions non
résolues.

Dans le cours du texte, les références en chiffres romains désignent les
chapitres, celles en chiffres arabes les paragraphes.

( 9 ) Differential Algebra {Amer. Math. Soc. Colloq. Public., t. 33, 1950, p. 27 et 166).
(10) Pseudo-linear transformations (Arm. Math.y t. 38, 1937, p. 485).
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CHAPITRE I.

DÉFINITIONS ET PROPRIÉTÉS IMMÉDIATES DES PSEUDO-ALGÈBRES DE LIE.

1. DÉFINITION. — Soit K un corps quelconque (commutatif ou non) dont nous
désignerons les éléments par des lettres grecques minuscules. Rappelons
qu'une dérivation D de K est une application de K dans lui-même vérifiant
les deux propriétés

D(a -+- (3) = Da -+- D(3, D(a(3) = Da.(3 + a.Dp.

Soit E un espace vectoriel à gauche sur K, de dimension finie ou infinie,
dont nous noterons les éléments par des minuscules ordinaires.

Nous dirons que E est une pseudo-algèbre de Lie sur K si E est de plus muni
d'une opération notée { , } (opération « a c c o l a d e » ) vérifiant les axiomes
suivants :

I. ^ u, v } = — { v, u \ Çantùymétrie) ;
II. {u, v 4- w } == {u, v \ + {?/ , w } (^distributivité)\
III. { / / , À^j \=\[u, v}+ a^, a étant un élément de K qui ne dépend que

de uet de À (pseudo-linéarité) ;
IV. {u^ [ v , w \\ -+- { ^, { ^ç\ u } } + { ̂ , [u, v } • } == o (^identité de Jacobi).

La dimension de E sera supposée désormais non nulle.
Une pseudo-algèbre de Lie sera dite abélienne si {u^ v\ = o pour tout couple

d'éléments u, v.
Nous appellerons sous-pseudo-algebre de Lie de E un sous-espace vectoriel

de E fermé pour l'opération { , } . Une sous-pseudo-algèbre de Lie de E sera dite
invariante si elle est permise dans E pour l'opération [ , }, c'est-à-dire si elle
contient, avec un élément u, tout élément de la forme [u^ ^} .

2. CONSÉQUENCES IMMÉDIATES DES AXIOMES. — a. Si K u^cst pas de caractéris-
tique 2, on a {11, u} == o (axiome I).

é. ^u, o} = o (axiome II).
c. L'axiome III associe à un vecteur u et à un scalaire X un scalaire a(?/, X)

que nous noterons u^. E devient ainsi un domaine d'opérateurs à gauche
pour K. En vertu de Paxiome I, on a la relation plus générale
( i ) j ?i i i ^ p. r { = [j.1 { / / , ( ' j + [ ( ̂  ̂ ) p.] ^ — [J. ( ̂  ) u.

^opérateur u est une dérivation de K. En effet,

{ u, (^ + p.) v \ •==. { u, ^v 4- [^ } == { i l , ̂ '} + { ^, ^c j

= [À j H, V j. + (^)^) + [^ •! i^V j 4- (U^)^\

=z (À 4- ^) { u, v \ 4- {u\ -+- up.)^^
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d'où
u(^ 4- ^) == u^ 4- up.^

et
{ M, .̂P } == { u, ̂ (^) } ==^ { M, ̂  } 4- (^)fJ^ == ^[^. ( ^, P } 4- (^^l 4- (^) ̂

==}.^{?/, ^ } 4-[À(^)4- (^À)^,
d'où

^(?^.):=:(^A)^4-^(^J.).

rf. L'axiome IV nous donne une relation importante entre les dériva-
tions u, v et {u, v\ :

o= { u, j v, ^w } } 4- { v, [\w, u\\ 4- { À w , { ^, P };

= { U, 7 { V, W } + ((^À) W } + { ^ , À { W, U } — (ul) W } 4- ^ { W, j ?/, P } j — ({ U, V } À) W

== À { u, { v, w }} 4- (^îi) { ^, w } 4- ( rÀ) S u, w } 4- [^(PÀ)j w 4- ^ ^ ^, f w, u}\

4- (^^) ; w, u} — (u^) [ v , w } — [ ^ O À ) ] w 4 - ? i { w, {^ , ^ | j - — ( {u , ^ } À ) w

== [^(^À) — ^ (^À) — { M, r } ?.] w,

d'où
j^ , V } À = ^ ( F À ) — ^ ( ? ^ À ) .

^. En utilisant les axiomes II et III, on a immédiatement
(2) {u 4- v)l == u^ 4- v\.

Il s'ensuit que l^opérateur u == o est la dérivation nulle, et que, si pi appar-
tient au sous-corps premier de K,

(lu)^=^(up.).

3. EXEMPLES. — a. Toute algèbre de Lie est une pseudo-algèbre de Lie
(a=EEO dans l'axiome III). En particulier, toute algèbre de Lie abélienne est
une pseudo-algèbre de Lie abélienne (et réciproquement).

b. Si E est l'espace des dérivations d'un corps K commutatif, on en fait une
pseudo-algèbre de Lie sur K en posant [u, v\=uo^ — ^o u,

c. Si K est un corps de fonctions réelles de deux variables réelles x, y
admettant toutes des dérivées appartenant à K, K est espace vectoriel sur lui-
même et devient une pseudo-algèbre de Lie quand on pose [f-, g} == f'^g '.—f'yg\.'

d. Si V est un espace vectoriel sur un corps commutatif K, on appelle (11)
transformation différentielle de V toute application T de V dans lui-même
vérifiant

T(^+J)=T^+TJ,

T(a^) •==. a(T^) + y.^x (a^eK ne dépendant que de a et T).

On voit facilement que l'application a -> a^ est une dérivation de K.

(11) N. JACOBSON, Ânn. Math., t. 38, 1987, p. 485.
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L'ensemble des transformations différentielles de V devient un espace
vectoriel E sur K si l'on pose

(T+T)^==T^-{-T^ et (ÀT)^=À(T^) ,

comme on le vérifie aisément.
L'espace E deviendra une pseudo-algèbre de Lie sur K si l'on pose

;T, Ti :=ToT--ToT,

car on vérifie sans peine que la transformation du second membre est une
transformation différentielle et que les axiomes 1 à IV sont remplis.

e. Un corps gauche K, considéré comme espace vectoriel sur lui-même,
devient une pseudo-algèbre de Lie A^ quand on pose { a , ? } === a? — ?a.

4. SOUS-PSEUDO-ALGÈBRES DE LIE. — PROPOSITION 1. — Soit V un sous-espace
de E, de dimension finie ou infinie, (^),çi un système de générateurs de V. Pour
que V soit une sous-pseudo-algèbre de Lie de E, il faut et il suffit que [ Uf, Uj} € V
pour tout i,jçî.

La condition est évidemment nécessaire. Montrons quelle est suffisante :
soient ^=Va,^, ^==V,(3/î</ deux éléments de V. On a

{ ̂  v}=^ ̂ i^h ̂ ^jUj ==^ ̂ { a^-, ^ j u j }
i î

= ̂  ̂  [ P; ̂  { Ui, u,} + [ ( a, Ui ) py] Uj — (3y ( Uj a, ) ni} d'après ( î ).
i Ï

Si {u^ Uj} e V pour tout i, j'€ I, il s'ensuit que {u , v } € V et que par consé-
quent V est une sous-pseudo-algèbre de Lie de E.

COROLLAIRE. — Tout sous-espace de E de dimension î est une sous-pseudo-algèbre
de Lie.

PROPOSITION 2. — La sous-pseudo-algèbî^e de Lie V engendrée par des
vecteurs (^);çi est le sous-espace vectoriel Vi engendré par les vecteurs

^•={^^ {u^ • • • ? {u/,--^ ^ À y i — — H '

où q est un entier quelconque et j j , ç I.

En effet, tous ces vecteurs appartiennent à V. En vertu de la proposition 1
il suffît donc de montrer que {^, ^ l e V pour tout ;', j\ Désignons par ̂  un
vecteur Vj défini par q accolades. Je dis que {^ , ̂  } est égal à une combi-
naison linéaire de v^ avec h^lq+r.

Cette proposition est vraie pour q == î . Supposons-la vraie pour { ^y-i), ^r)}.



320 JEAN-CLAUDE HERZ.

Nous avons, en utilisant l'axiome IV,
{ ^(</)? ^(r) } == {{u-i, ^(<7-1) L ^(r+l) }

^ — {; ^-.-,), ^(/•) S , ^ j- — {{ ^,rh ^ i, ^-1) j,

d'où, diaprés Phypothèse de récurrence,

{ v^ v^ } = Ui, ]^^) — { ^/-'). ^•+1) i

=^À { Ui, ('(/,) j. +^(^À)(\A)—^^^)

=^^^+l)+^(^^^)^)—^^^///)

avec h^q — i + ̂  ̂ ^7 — i + ̂ + i ? d'où la proposition.

CHAPITRE II.

ÉTUDE DU CAS NON COMMUTATIF.

1. PSEUDO-ALGÈBRES DE LIE DE DIMENSION SUPÉRIEURE À ï SUR UN CORPS GAUCHE. —De
l'axiome 1 et de la relation ( ï ) (I, 2, c), on tire
( ï ) ( ^ — ^ a ) { ^ ^+[ (^ )^—À(^) ]^ . [ (^ )À-^(^) ]^ :=o .

K étant supposé non commutatif, nous voyons que [u, v\ appartient au sous-
espace engendré par u et v. Donc les sous-pseudo-algèbres de Lie de E ne sont
autres que ses sous-espaces.

Plaçons-nous désormais dans le cas où E est de dimension > ï . Si u=o,
on a, d'après la relation (2) (I, 2, e), u\ •===- o, d'où

(À^) p. — ^(up.) •==. o.

Si u ̂  o, il existe un vecteur v linéairement indépendant de u, et la formule (ï)
donne les composantes du vecteur (X[JL — piX) {u, v } relativement à la base u, ^.
Lorsque u et v sont fixés, et par conséquent aussi [ u , ^ } , ces composantes
varient proportionnellement à Xpi— piA. En particulier, on a

(À^ )^ — À(?/^) == (À^. — ^.À)cp(^),

?(?/)€ K ne dépendant que de u. Cette relation s'étend au cas u=o, auquel
correspond ç(^) = o. La formule ( ï ) s'écrit
(2) {u, p {= :9 ( ^ ) ^—9(p )^ .

Étudions les propriétés de l'application y de E dans K. Nous pouvons
fixer X et pi, que nous choisirons non permutables,

J Q)(U 4-tQ === (^— ^À)-1 [(^ + ÀP)^.-— À(?ZJUL 4- ^jUt.) ],
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OU

(3) cp (^+P)== îp (^ )+9 (P) ,

(û((xu) = (^— ^)~1 f (^a?/ . )^— À( [a^ " ] p.) ]

= (^— ^)--1 [(^u)p.— ̂ (up.) — À ( | a ^ ] ^ — a f ? z ^ ] ) ]

= (À^—^) - l [ ( ^a^—^Àa)9 (^^ )— À ( a ^ — ^a)cp(M.)],
OU

(4) 9(a?/)==:acp(^).

Les relations (3) et (4) expriment que l'application y est linéaire. Cherchons
maintenant une expression de u\ :

[ U, 7 V \ -=z 0 (?/.) À P — C? (À F) ?< == Cp ( M ) À V — ̂  ( P ) U

= À { u, v \ + (^À)c=:À9(^ )^ — Àcp(^)^ + (îf^)v,
d'où
(5) ^ 7 = = c p ( ? < ) À — À î p ( ^ ) .

On a, en vertu de (2) et de la linéarité,

cp( { u, v\ )=:^(u)^(v) —9(P )<p (?^ ) . ,

Par conséquent l'application ç est un homomorphisme de pseudo-algèbres de Lie
de E rf^^AK(I, 3, e\

Réciproquement, soit K un corps quelconque, E un espace vectoriel sur K, de
dimension quelconque, 9 une application linéaire de E dans K. L'opération
(2) j H, V \ = îp (^ )^ — ^{V)lt

vérifie les axiomes 1 à IV.
Nous avons donc déterminé toutes les pseudo-algèbres de Lie de dimension ^> i

sur un corps gauche K. En vertu de (5), ce sont des algèbres de Lie sur le
centre de K.

Remarque. — L'axiome IV est, dans ce cas, automatiquement vérifié dès que
le sont les axiomes 1 à III.

2. PSEUDO-ALGÈBRES DE LIE DE DIMENSION 1 SUR UN CORPS GAUCHE. — Le résultât

précédent n'est plus nécessairement vrai si E est de dimension i.
La relation (i) permet seulement d'écrire

(pi— À^) [u, u\ +[(^/)^—^(^) + (^)^_ p.(u'),)]u=o,

d'où, dans le cas où K n^ est pas de caractéristique 2,

(6) (^)^4-(^)À:=7(^)+^.(^À) (1 2).

(12) Cette formule est encore valable dans le cas commutatif, pour une caractéristique quelconque
(cf. chap. III).
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La formule (2), où y(^) est une application linéaire de E dans K, définit
encore une pseudo-algèbre de Lie, mais il peut exister d'autres formes de
pseudo-algèbres de Lie.

E étant de dimension i, tout élément u est de la forme \Uo(uo fixe, Xe K), et
l'application u-^'-Q^u) est définie par une transformation X — c p ( X ) de K telle
que

cp(aÀ) ==aîp(?0,

donc
c p ( a ) = = a c o ( i ) = a 0 o ,

60= (p ( i ) est un élément fixe de K.
On a alors

{ À^o, ^UQ { = (À6o^— ^U)^o.

Si 9o== o, E est abélienne. Si 607^0, posons u^=Q^1 iio. Nous obtenons

{ À^, ̂  } = (À6o 1 60 ̂ V - ^Oo1 6o^o1 )^o= (^ - p î.

Nous voyons que E est alors isomorphe à la pseudo-algèbre de Lie A^(I, 3, e\
Nous allons étudier les pseudo-algèbres de Lie sur le corps K des quaternions

rationnels. K est l'ensemble des éléments a -+- écoi •+- ccjDa+rfc^, a, 6, c, d étant
des nombres rationnels et coi, coa, (i>3 vérifiant les règles de multiplication bien
connues.

Étudions d'abord les dérivations de K. Une telle dérivation est définie par
son effet sur (Oi, co^ et (03 :

&J;. = pi 4- ̂  ûû, + ̂  CO^i + Si ûù,-! ,

où ; est un entier défini module 3.
De œ?= — i, on déduit

(x)^ Ct̂  + &)/ ûû .̂ == 0

et par conséquent pi= qi= o.
De OL),(O,+I= c o / _ i , on déduit

&);. ûù,+i 4- ûû,c») î =-- ûû;...i

OU
^•-i &), + ̂ -i co,+i — r; — Si Wi — 7^+1 ûû,+i — s^ = r/-_i ûû; + ̂ -i 0)^1

d'où
^•==—^•+1.

Toute dérivation de K est donc définie par des relations de la forme
&);. = ̂ _i co,+i — a;_n ûû,_i.

Soit maintenant E une pseudo-algèbre de Lie de dimension i sur K, u un
élément non nul de E. E est définie par la donnée des scalaires u^i et ((JL)^)(O/
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(i, j entiers module 3). En effet,

{o,u^u}=[^u)^-^uoc)]u (a,pçK).

Si a = ̂  -4- 6ci)i+ <^2+ û?^3? on a

uy. =z b(uw^) + c(uw.i)-^- d(uw.,)

et
^u)^=a(u^)-+-b[(w,u)^]-^-c[(w,u)^]+d[(^u)^] (I, 2, e).

Par conséquent uy. et(a?/)p sont connus dès que lesontles^oû,etles(co^)co^.
D'après ce qui précède, les u^; et les (co^)co, sont de la forme

u ̂ i = a^_i ci);+i — a^ c^_i,
( WiU ) Ci); == ̂ J-i COy+i — ^^y+i C«ûy_i.

Les bij sont liés, en vertu de la relation (6), par

(c^)c»),+i+ (ûû;+i^)ûû;= ûû;(^cx);+i)4- Wi+i(uui)

ou
bu^i-i — ;̂,;+i C^+ ^;+i^_i C»)̂ i — Ô;+i^-4_i CIL);.-] =: — ^ûû î — a;4_i CIL)̂

ce qui nous donne
bu ==^+1^1,
^;^_i ==a^i,
^+i^--i == — a;.

Posons alors
b=:b^=b^=b,, et n - ̂  + ̂ ^+^^^ ̂ 3^

2

Nous avons alors
Oc»^- — Wi 6 == a,_i co^i — a^i c.),-_i == ^ ûû;,

(«3; 6&);+i — CO^i 6c^-== a;_i + & G)^_i == ( ÛL>^ ) ûû î —— (ĵ +i ( ̂  Ci); )

et par conséquent
{ II, WiH j == (Oui),— ûû,-0)//

et
{ WiU, W^U } == (M^.Oûû^i— C^Oûû,)^..

En vertu de la double distributivité (pour l'addition) de l'opération accolade
et de l'opération A, ^ -^X6^— p.9X, il s'ensuit qu'on a la relation générale

{^U, p.u}=z(^^— p.^)u.

Nous avons ainsi démontré qu'il n'existait sur le corps K des quaternions
rationnels que des pseudo-algèbres de Lie abéliennes ou isomorphes à AR.

De telles pseudo-algèbres de Lie seront dites triviales.

Cas particulier important : le corps K n'admet que des dérivations intérieures.
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Rappelons qu'une dérivation D d'un corps gauche K est dite intérieure (13) s'il
existe un élément 9j) de K tel que Da = 9^a — a6j) pour tout a € K. Toute déri-
vation intérieure de K annule son centre Z. L'ensemble des 6p vérifiant la
condition ci-dessus pour une dérivation donnée D est une classe module Z.
Si V est un sous-espace supplémentaire de Z (K et Z étant considérés comme
espaces sur Z), 9p admet une forme canonique unique dans V.

Soit E une pseudo-algèbre de Lie de dimension i sur un corps gauche K de
caractéristique 7^2, sans dérivations non intérieures, Z le centre de K, Uo un
élément non nul de E. Quel que soit XeK, l'application a-^(X^)a est une
dérivation de K. A A correspond ainsi un élément X d'un espace V. Cette appli-
cation ^ de K dans V est linéaire. En effet, d'une part

\ + p.=: À -(- ^

d'après la relation (2) (I, 2, ^); d'autre part, soit a un élément de Z; nous
avons d'après la formule (6) (14)

(aÀMo)a + (oc^Uo)a= a[(^Uo)oc] + a[ (À^o)^1

OU
(a'^Uo)o(. == a [ (À^o) oî]'

donc
a À == a\.

Supposons maintenant que K soit de dimension finie n-\-\ sur Z. V est de
dimension n. L'image de K dans V par l'application op(X-X) est de
dimension m^n. Le sous-espace des A tels que X = o est donc de
dimension TI+ i —m^i . Autrement dit il existe un élément non nul u==\Uo
de E tel que UOL == o pour tout a e K. Prenons pour Uo cet élément u. L'opération
accolade dans E est alors définie par

{ À?y, ^u}=[(^u)p.]u=(^^— ^\)u.

Soit coi, (jOa, . . . , ^n une base de V sur Z. L'application ç> transforme
l'élément X=V^co,+& de K(a;, 6eZ) en l'élément X ==^o,co,-de V.

Posons
n

^i^^Pij^j C^y^Z)
/=1

nous avons, en vertu de (6),
n

(ûL)iM)ûûi== ûûiûi)i— ûùiûûi=^Oiy((ji)yC»L)i—C»)iC»)y) == 0.

(13) N. JACOBSON, Pseudo-linear transformations {Ànn. Math., t. 38, 1937, p. 487).
(14) Rappelons que cette formule a été établie en supposant la caractéristique du corps K différente

de 2.
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Supposons que les n—i quantités coy(0 i—cOiCOy( j=2 , . . . , ^ ) soient
linéairement indépendantes sur Z. Il en résulte que pij=o pour j 7^1. La
relation (6) donne encore pour k ^=-1,

(ûi), //)Gû^.4- ((jL)/^)ûûi ==:Ût)iûû/.— ÛL^ÛÛI + COx-ûûi — (OiCO/î.=: 0,

OU
/î /Z

J^ly(^yC^—C^ÇO;) +^/^y(ût)yû0i-— ûûiûûy) ==0,

7=1 7=2

d'où, puisque pij= o pour j ̂  i,

(/^X-/: — P\ A ) ( ÛÛA: ûûi — ûûi ûû/, ) + ̂ ,/^7 ( ûOy C,3j — ûûi ûûy ) == 0,

7^1 , /c

ce qui entraîne, grâce à la propriété d'indépendance,

p^=p^, Pkj^ 0 pour touty'^ j , / f .

Enfin ((jL)/^)co^== o donne

qui se réduit à
CO^/,— C*)^CO^=:0,

/?Àl(ûûi^^—ÛL)/,ût)i)=0,

ce qui exige p^== o.
Posons j0n=p22= • . • =pnn=^' Nous aurons finalement

û^ =: a Ci)^ quel que soit ; ;

donc, quel que soit ÀeK,
À ^ a 7 ( Z ) et { ̂ u^u j == a(^—p.^)u.

Si 6ï== o, E est abélienne, Si ^^o, posons a~~lu={\ II vient
;^, ^( ' }==(^—^)^.

Nous avons ainsi obtenu le

THÉORÈME. — Si K est un corps gauche de caractéristique ^=- 2, de dimension finie
sur son centre Z, dont toutes les dérivations sont intérieures, et possédant une
base (Oo = i ? ^i ? • • • ? ^/i '$w Z ^/fe^ que les n — i quantités coi (JL),— oûîïjûi (; ̂ > i )
soient linéairement indépendantessurZ. toute pseudo-algèbre de Lie de dimension i
sur K est triviale.

Remarque. — 1. Ce théorème s'applique en particulier au cas des quaternions
rationnels, d^où le résultat du début de ce paragraphe.

2. On peut s^afïranchir de la condition d'indépendance dans le cas où /î^3,
car sa négation entraînerait l'existence dans K d'une extension commutative
de Z. Cela nous amène à faire la conjecture suivante : si K est à dérivations
intérieures, toute pseudo-algèbre de Lie de dimension i sur K est triviale.
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3. Inversement, l'existence de dérivations non intérieures pour K n'entraîne
pas l'existence de pseudo-algèbres de Lie non triviales sur K. C'est ce que montre
l'exemple suivant :

SoitF le corps des rationnels, x une indéterminée, K le corps desquaternions
surr(.r).

Les relations 00?=== - — i et ÛL),OD,+I== (o;_i étant toujours valables, toute
dérivation D de K vérifie des relations de la forme
[ 7 ) Duo, •== a,_i ci)^i — a^ ût);_i

D'autre part, toute dérivation d'un corps gauche K applique son centre Z dans
lui-même, car si a ç. Z et X e K, on a

D ( a À ) = = D ( À a ) = D a . À 4 - a . D À = D Â . a - 4 - À . D a ,

d'où
D^.^^À.Da, donc DaçZ.

Enfin si nous désignons par a! la dérivée usuelle de a e r(.r), nous avons
Da=a'.ï).x.

L'application a +6coi4-^^2+^3-^ ̂ /+ ^oûi-1-c'coa+û?'^ est une déri-
vation de K, comme on le vérifie aisément. Elle n'est pas intérieure puisqu'elle
n'annule pas r(d?). Cherchons maintenant les pseudo-algèbres de Lie de
dimension i sur K. Soit u un élément quelconque d'une telle pseudo-algèbre de
Lie E. La relation (6) donne

( Wi U ) X + ( XU ) Wi == dû; ( UX ) -h X ( U Ciô; ) .

ÇwiU)x et ux appartiennent à r(.r). {xu)^[ et x{u^i) sont de la
forme JO(JL),-I+ç^;+r Cela nécessite (co,?/).r== ux= o, d'où

?/^ :=: ̂  ( t/^ ) == o pour tout aç.T(x').

Il s'ensuit que tout élément de E annule r(^). Par conséquent, la recherche
des pseudo-algèbres de Lie sur K donne lieu aux mêmes calculs que dans le cas
des quaternions rationnels. On trouve encore qu'il n'existe que des pseudo-
algèbres de Lie triviales.

CHAPITRE III.

ÉTUDE DU CAS COMMUTATIF.

1. REPRÉSENTATION CANONIQUE DES PSEUDO-ALGÈBRES DE LIE DE DIMENSION SUPÉRIEURE A 1

SUR UN CORPS COMMUTATIF. — La relation ( i ) (II, i ) donne, dans le cas commutatif,
[Çku)^ — À(^)]^ 4- [(^P)À — p.(^)]u = o,
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d'où, lorsque E est de dimension ^> i,
(i) (^u)^-==7.(u^).

Nous appellerons noyau de E l'ensemble N des uçE tels que ^ A = = O pour
tout A e K ; c'est, en vertu de la propriété (I, 2, e), un sous-module de E, et ce
sous-module est permis dans E pour l'opération { , } (I, 2, rf). Lorsqu'on a^ de
plus, la relation (i), N est sous-espace vectoriel de E, donc sous-pseudo-
algèbre de Lie invariante (I, 1) de E. C'est de plus une algèbre de Lie sur K.

La relation d'équivalence u'—uçN est régulière pour l'opération { , } . En
effet, si u' — ^eN et v ' — ^€N, il en résulte que

{ U', V 1 \ — { ii, V } =r { /// — U, V' \ 4- { U, ^ — F } € N.

L'espace-quotient, Ë == E/N a par suite une structure de pseudo-algèbre de Lie.
Si îiçE, u\=o pour tout X e K entraîne u= o. Ë est donc isomorphe à une
sous-pseudo-algèbre de Lie de la pseudo-algèbre de Lie des dérivations de K
(I, 3, b\

Si V est une sous-pseudo-algèbre de Lie invariante de E, et si uçE, ^eV
et XeK, on a {u, ^}eV et [\u, ^}€V, d'où (^X)^eV; u étant quelconque,
si V 7^ E, on a nécessairement ^A ==o, d^où VCN.

Enfin, toute algèbre de Lie sur K contenue dans E est évidemment contenue
dans N (I, 3, a). En résumé,

THÉORÈME 1. — Si E est une pseudo-algèbre de Lie de dimension ^> i sur un
corps commutait fK, toute sous-pseudo-algèbre de Lie invariante de E distincte de E
est une algèbre de Lie sur K contenue dans E, et réciproquement. Parmi ces algèbres
de Lie, il en existe une maximum N appelée noyau de E, et E/N est isomorphe
à une sous-pseudo-algèbre de Lie de la pseudo-algèbre de Lie des dérivations de K.

L'homomorphisme E—e^E sera appelé représentation canonique de E.

2. CONSTANTES DE STRUCTURE. — Un espace vectoriel E sur un corps commutatif
donné K est défini par la donnée d'une base (^)^i, 1 étant un ensemble, fini ou
infini, d'indices. Cherchons comment Pon peut définir sur E une structure de
pseudo-algèbre de Lie sur K. Nous supposerons E de dimension supérieure à i.

Soient u ==Va^/, v ==^,py^- deux éléments de E. Nous aurons

(2) {^^}=[^e^,e^^^{^^e,}

=^ ̂ [^Py { ̂  Cj \ + (a^-py)^-- ((3y^a,)<].

i 1

Pour connaître {u, v }, il suffît donc de connaître :
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i° [e^ €j\ =Vv^^ pour tous les indices i, j € Ï ;
k

2° les valeurs des éléments ^X pour tout ici, tout XeK, autrement dit les
dérivations de K(X ->- ^X) pour tout ici.

Nous appellerons les éléments y^ constantes de structure de E. Ces constantes,
ainsi que les dérivations e^ vérifieront certaines conditions, déduites des
axiomes 1 à IV, que nous allons établir.

L'axiome 1 exige

(A) j e^ e / } =— { e^ ^ j quels que soient / et /'€ I.

Réciproquement, la formule (2) assure, à partir de ces conditions, la validité
de l'axiome I.

L'axiome II est vérifié sans condition supplémentaire.
Laformule (2) donne d'autre part

i ̂  ̂ } =^j ̂ {a^ ^7^ ! =^ ̂ [^Py { ̂ 7 \-^[cf•ieiWj)}ej— W/e^i)ei].
. i j i

L'application X -> ^X étant une dérivation, on en déduit

{ u, À r } ==À{ u, c } + Va,(^Â) ^,
L i \

et l'axiome III est vérifié sans condition supplémentaire.
L^axiome IV exige

(B) { { ei, ej j , e/,} + { {<? / , e/, i, e,} + {{e/,, e, \, e j } = o.

Par suite de la distributivité, l'axiome IV sera vérifié dès que le sera la
condition

{{ y.i€i, ^ j C j } , -^ek} 4- { { ^ j e j , y^A: j-, ̂ 1} + {{ Y^-a^ ^e, p (3y^ } = o.

Or
{ {cc ie , , (3;̂  }, y^ ; = { a,(3y { e,, e, j + (a^(3y)^— (py^-a,)^, Y^^- {

== y.i^j^k{{ ei, ej j, ̂  j + a,j3;(j ̂ , 6^-} YÀ:)^— Y/:^-(az(3y) ; ^•, ̂  }
+ (a,^py)Y^ ^•, e/,} + (a,^Py)(^Y/:)^— ̂ ^(a,^-)]^-
— (P/^OÏÀÎ^ ^} —[(p^/^O^Ï^^+tY^^P/^-a,)]^-

La sommation par permutation circulaire fait disparaître, grâce à (B), les
doubles accolades. On obtient, comme coefficient du terme en [e^ ej},

— Y^(a,(3y) + (Y^^^-)py+ (Y/i-^P/)a,,

qui est nul puisque e^ est une dérivation.
Le coefficient du terme en e^ est

^•(S e^ e^ }^k) + ('a^py) (^-Y^) — ̂ i^jer:k) — (P/^a,)6^YÀ+ Py^(a,^Y^)
=z a,(3y[{^-, ^ JYÂ:—- ei(ej^k) + ̂ (^Y/i-)J.
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Nous obtenons ainsi une troisième et dernière condition :
(C) [ d , ej } À = = e-^CjV) — e^(e^) tout/,y'el, t ou tÀçK.

En résumé,

THÉORÈME 2. — Une pseudo-algèbre de Lie de dimension ^> i sur un corps K
commutatif est définie par la donnée dhme base (^)^i, des valeurs des accolades
[ ëi, ê j } et des dérivations À -> ^-À de K, qui doivent satisfaire aux conditions :

(A) ; ei, e j \ ==— { e j , e.i\,

(B) {[ei, e j } , e k } - ^ [ { e j , ek}, e i } - \ - [ [ ek , ei\, ej}^=.o,

(G) . [e i , ^ }7==^(^À) — ej(e^)

pour tout i, j , À' € I.

3. PSEUDO-ALGÈBRE DE LIE DE DIMENSION 1 SUR UN CORPS COMMUTATIF. — Quand E est

de dimension i, la relation
(i) a^=À(^)
n'est plus automatiquement vérifiée. Les éléments de E sont tous de la forme \u,
u étant fixe ̂  o. On a, quelle que soit la caractéristique de K,

{^U, [JLl/, { =: ^1[ U, U } 4- [C^u)p. — [JL(U'^)]U

et
{ [JLÎ/, ^u { ==: À^.{ u, u } 4- [(p.u)')\ — '^(u[j.)]ity

d'où
(^LÀ 4- ^y-){ it, u '} 4- [(^u)^— ^(up.) + (p.u)^ — p.(u^)]u==z o. ,

Si K est de caractéristique 2, Xpi + p< == o ; si K n'est pas de caractéristique 2,
{u, u} = o. On a donc toujours
(3) • (^)pL+(^)7=^(^)+^À) C5).

En particulier
2(À^)?i:=r2^(^} i) ,

et si K est de caractéristique ̂  2, ce que nous supposerons désormais,

(4) (7?^==^(^).

On a de plus, puisque ^ -> (\U)[L est une dérivation,
(^u)^= [ (^)À]À + U(^u)^] = 2 À [ ( À ^ / . ) À J

nr^^^À) d'après (4)
=^ [ ( / /À )À+^(^À) ]= :À(^^ ) ,

et par récurrence
(À?/)^=:À(K^).

(15) Cy: chap. II, formule (6).
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En posant dans (3) y. = V1, nous en déduisons
(^^^)^=}/^(^7).

Si [f. est un polynôme en X dont les coefficients sont des constantes relativement
û E ^ ^ o n a

(^);JL== a^) (2°^) =^[(^)7lï ^^^^(^^yj-^S^^^)]
=^1 ̂ (^^1==^(^) (a.eKo).

Supposons maintenant que ^ soit une fraction rationnelle en À (toujours à
coefficients constants) : [JL = j avec a et ? polynômes en X à coefficients dans le

corps des constantes Ko, p 7^ o. Nous avons
(À^)a == À(^a ) ,

c'est-à-dire
(^);3.^4-P(^)^=M(^)^+p(^)L

d'où, puisque ( X ^ ) p = A ( ^ ^ ) et p^o,
(À^=À(^).

Examinons maintenant le cas où [i est algébrique séparable sur Ko(X). p- est
zéro d'un polynôme

P(X) -==. po+ PiX+ ... +prXr [P.eKo(^)],

mais non du polynôme dérivé
P^X)^!-^- ..^/•PrX7-1.

Posons
P,(X) = ̂ po+ (^pox +... + (^P,)X^.

Nous pouvons écrire
o^P^l^P.^+P^)^

et o^a^p^^p^^+p^.Qa^.
Or, puisque P<€Ko(X) ,

P^(X)=^P.(X),

et comme P'(^) n'est pas nul, nous en déduisons
( i ) ^(u^)-=.{li()[J..

Nous avons ainsi obtenu le

(i1-) C'est-à-dire des éléments a, do K tels que pa ,==o quel que soit V(=K Ils forment un sous-
corps Ko qui contient le sous-corps premier de K, II.
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THÉORÈME 3. — Si E est une pseudo-algèbre de Lie de dimension i sur un corps
commutatif de caractéristique 7^ 2, et si Ko est le sous-corps des constantes, on a
la relation Çku')[L= A(^a) chaque fois que [L est algébrique séparable sur Ko(X).

COROLLAIRE. — Dans les mêmes conditions, on a la relation (y.u)\=u.(u\\
Cest une conséquence immédiate de la relation (3).

Nous allons voir que la relation ( i) n'est pas nécessairement vérifiée quels
que soient \ et (Ji. Nous allons en effet résoudre le problème suivant :

Trouver toutes les pseudo-algèbres de Lie de dimension i sur un corps commu-
tatif^ de caractéristique quelconque, de dimension finie sur son sous-corps pre-
mier II et séparablement engendré sur II.

Nous supposons donc que K possède n é léments $,, ^, .. ., ^ algébrique-
ment indépendants sur II et est algébrique séparable sur II(Ei, . . . , ^).
K possède n dérivations indépendantes Di, . . . , D^ telles que D^=o^, et
si D est une dérivation de K, on a

m=^D^.D,À (^).
;

Soit E une pseudo-algèbre de Lie de dimension i sur K, u un élément non
nul de E. Posons

^Ez==a/; (^iuY^=^ij-, [u, u}=^u.

Je dis que la donnée des o^, des ^j et de y détermine E.
En effet, on a (en supprimant les signes de sommation, selon l'usage courant),

(7,u)p.= (À^)^-.D^.

Or, d'après (3),
a^==:^(^.) 4-çK^) - (s^)^

=7a,+^(^)DyÀ-(E^)^.D,À
=^,4-[^(^£;)-(Ç^)^]D^.

Posons (o/y= Ïi(u^j) — (^)E/ == ^o,— p/y : la donnée des cû/y et des a, équivaut
à celle des ^j et des a,. Nous obtenons

( ̂  U )1i == l(X.i -4- ^ij . Dy À,

d'où
(î,u)p.==: Àa,.D;^4- &)^.Dy^.D^.

On en déduit d'une part
j^u, p.u } ==^p. [ u, u } -4- [(^u)p,— p.(u^)]u

== [y^-4- ^a,.D,^4- co,y.D;^.D^ — p.ociDi^]u

(17) Cf. WEIL, Fondations of Àlgebraic Geometry, p. 12.
Ann. Éc. Norm., (3), LXXI. — FASC. 4. 28
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OU

(5) {^ , ^}=[Y^+a , (ÀD,pL-^D^)4 -^ /DyÀ. D^]u,

et d'autre part
(À^)^.- À(l^) =:C^7.DyÀ.D^,

et,si v=Qu,
(o^ (À^—^(^)==Oco,; .DyÀ.D^.

Les co/y, Z^ a, ^ y peuvent-ils être donnés arbitrairement^. Voyons à quelles
conditions l'opération (5) vérifie les axiomes 1 à IV.

Axiome 1:
yÀ^. -+- a,(ÀD^ - p-D^) + c^-DyÀ.D^ == - Y^ - a,(^D,À - ÀD,^.) - c^D^.D,À.

OU
2yÀ^4- c*)^(DyÀ.D^ +D;^ .D,À)=o quels que soient 7 et .̂

Faisons X '== ^ == i : nous trouvons

(6) 2Y==0,

ce que nous savions déjà (I, 2, û).
Faisons X = E/^ ^ = ̂  : nous trouvons

(^7) Wkl-^-^lk= 0^

qui d'ailleurs découle immédiatement de la relation (3) et de la définition
de CO,À-.

Réciproquement, si les relations (6) et ( 7 ) sont vérifiées, l'axiome 1 Fest aussi.

Axiome II : si p-= p^+ ^2? la formule (5) donne immédiatement
[^u, p.u}= {^u, ^u} + {^u, ^u}.

Pas de condition supplémentaire.

Axiome I I I : si [L = [^i 1^2, la formule (5) donne
iÀ^,p.^}=[y^i^+a,(^.D^2+^2.D^i—^i^2.D,À)4-^7.D;À(^

•=. ^ i { À ^ , ^.^} + 6^2^ (avec 6 indépendant de^)-

Pas de condition supplémentaire.

Axiome IV: Calculons v=\[\u, [LU}, ^u}==^u :

Ç=:y6v+ a,(O.D^ —v.D,9)+G),/.Dy9.D^,

avec
0 =:Y^JL+ a^(À.D^p. — ^.D^À) + co^.D/Â.D^^.
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Nous avons donc
Ç==y2^ +pa^(A.D^— ^.Dy^) 4- pûo^.D/}i.D/,pL

4- a;D,v.Y^+ a, .D^.a^(À.D^—^.Dx:À)4- a,.D^.ûû^.D/7.D^-^
— a;v .D;y.^^. — a;"yY.D;À.^. — a^vyÀ.D;^. — a;'y .D;a/-(^.D^ — ^..D^)
— a^^-(D^.D^ -'D^.D^) - a^a^(À.D,.D^ - ̂ D,.D^)
— a; •y .D^ûû^.D/À.D/:^. — a;'yC)û^.D;..D/À.D/-^. — a^c»)/./.D/À.D;.D^^.
4- c<i);y .D;v.Dyy.À^ + (y;y.D^.y.Dy^.^. + (jû^-. DiV . yÀ . Dy p.
+ ûû ,y .D^ .Dya^(À.D^—^.D^)+ûû ,y .D^ .^ (DyÀ.D^—Dy^.D^)
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4- ût);y.D^.a^-(À.D;.D^— jn .Dy.D^À) 4- ûû;y.D^.D;a)^.D/À.D^.^.
+ ûû;7. D,v. ÛL)^/ . Dy. D/À. DÂ:^. + c»)^-. D; v. c*)^. D/À. DyD^.

Désignons par le signe ^ une sommation par permutation circulaire sur
X, p., v. L'identité de Jacobi s'écrit

^ {{ ^U, ^U }, VU } == ^^==0,

^ Ç •===. o quels que soient À, p.^ v.

Or, compte tenu de la relation (7) et de D<D^= DyD,,

S^Ç== ( Y 2 — a,.D,Y)^^+ (&), ; .Dyy—YaO ^^.D^

4- (—Yûo^4-o^.D/:c<j,y4- co^.D^a,—.ûû^.D^ay) ^D^.D;^.v

4-(a^.(jû;y—ûû/./.D/ûû^-) ̂  D.À.Dy^.D^

Si nous faisons successivement

À == ^ =: i, ^ == Ez ;
^==E^ ^^E/^ ^ == T :
À == £;, ^ == ̂ -, v == E .̂ ;

nous obtenons

(8)

3 (y 2 — a, .D,y)==o.
C ^ y . D y Y — Y a , = = 0 ,

— Yûù,y4- a^..D^-Gû;y 4- ûû^.D^a;— &L)^.D/:ay==o,

^ (a^Cx),;— Cx)^.D/ûû,y)==0.

i j k

Réciproquement, les conditions (8) assarent la validité de l'axiome IV.
Dans le cas où K est de caractéristique p ̂  2, les conditions (6), (7), (8) se

réduisent à
, ï^0.
1 ûù;y4-ûûy;=: 0,

( 9 ) ] a/,. D^-y 4- ^jk - D^. a; — c^-. D^ ay == o.

^ {Ql.k^ij— ûû^.D/ûû,y) =: 0,

y-Â:
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Dans le cas oùp = 2, elles se réduisent à
^ij=z ^ j i i

y^ a;.D,y==o,
ûû,7.D;y+Ya,===o,

( I o ) ^ Y^/+ o^.D^+ ûû^.D^-h co^.D^a/^o,

Y(a^y+ MH.D/C^;) == o.
^

Examinons quelques cas particuliers.

io n^a , n==ï : (Du =o est la seule condition. On a donc toujours
(A^) ^=X(<^), d'après (S^).

Si ai=o, on a { X ^ , ^u}==o quels que soient À et p. : E est abélienne.
Si ai 7^ o, posons u^= u • Nous trouvons, en vertu de (5),

j À î / i , ^}==(À.Di^—^. .DiÀ)^ ,

ce qui montre que E est isomorphe à la pseudo-algèbre de Lie des dérivations
d e K .

2 0 D ^ Z 2 , ^ = = 2 : On doit avoir con= 0)32=0, coi2==— ^21 • Posons 0012== co '•
les conditions (9) se réduisent à
(n) ai.DiC»)+ a2 .D2C»y==ûû(Dia i4 -D.2a2) .

On peut y satisfaire en prenant CD = o, d'où, d'après (5'),
Ckv) ^L== ^ (P^ ) quels que soient v, À et^.

Si 04=002=0, E est abélienne. Si 04 ou 02 est^o, et si l'on pose alors
D=a iDi+oc2D2, on voit que E est isomorphe à la sous-pseudo-algèbre de Lie
engendrée par D de la pseudo-algèbre de Lie des dérivations de K.

Supposons maintenant co^o. Pour que (X^)p.=X(^), il faut et il suffît,
d'après (5'), que

Da^ .Dj^ — DiÀ.D2^.== o (condition indépendante de v),

donc que X et [j, soient algébriquement liés sur II.
La condition ( 11 ) peut s'écrire

<"> "•(^•(s)-»-
Une solution de (12) est 04=02=0, co=i , qui donne

J À M , p.u^=(D^.D,p.—D^.D^)u=[(^u)p.]u(cf. I, 3, c).

On a alors (Xi/)[^=o si et seulement si X et [JL sont algébriquement liés sur II.
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Le noyau de E est donc formé par les éléments Qu, où 6 est algébrique sur II.
Il n'est fermé que pour l 'addition, non pour l'opération { , } ni pour la multipli-
cation par un scalaire (ce qui était évident puisque E n'a pas de sous-espace
vectoriel véritable).

Des conclusions analogues peuvent être tirées pour le système général (9),
qui admet la solution particulière 0^=0, (jû^==i(;<^y).

Remarque. — Ce qui précède établit l^ indépendance de V axiome IV.

3° p= 2, n = ï : Les conditions (10) donnent
y2 4- ai .Diy=o,

û û n . D i Y + y a i = = o ,
y&)i4- ai .DiCOn=:o,

(i3)

<^i ûûn -h- COn . DI ûJi ï == 0.

Le système (i3) admet deux groupes de solutions :

i°(jL)^==y=== o, ai quelconque. On a alors toujours (X^)^=À(( ;(JL), [\u,
\u} = o ; on rentre dans le cas i°.

2° con^o quelconque, a i=Di(On, y==== 1—1^- . On a alors (X^)^= A(^pi)
si et seulement si D ^ X . D I [ J L = = O , c'est-à-dire si A ou p. est une constante. En
particulier ( X ^ ) X = A ( ^ X ) seulement si A est une constante. Enfin, {\u,\u} == o
si et seulement si Xcon est une constante.

Posons v= —. La formule (5) devient
cou v /

{ À p , ^ p { ==DiÀ.Di^ .p ,

ce qui montre que toutes les pseudo-algèbres de Lie ainsi construites se
déduisent les unes des autres par homothétie.

CHAPITRE IV

IMMERSION D'UNE PSEUDO-ALGÈBRE DE LIE DANS UN SYSTÈME ASSOCIATIF.

1. INTRODUCTION. — Les exemples 6 et c de (I, 3) présentent des pseudo-
algèbres de Lie construites à partir d 'une opération associative u-kv au moyen
de la formule {u , v} = uiçv — v-ku.

De même (II, 1), toute pseudo-algèbre de Lie E de dimension ^> ï sur un
corps gauche K peut être considérée comme déduite pareillement de l'espace
vectoriel E muni de l'opération

u^çv == cp (u) p, [ ç ^ ( u ) application linéaire de E dans K],

dont on vérifie immédiatement l'associativité.
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Le présent chapitre adapte aux pseudo-algèbres de Lie de dimension >i
sur un corps commutatif K de caractéristique ^2 le raisonnement que
G. Birkhoff (18) applique aux algèbres de Lie, et montre qu'une telle pseudo-
algèbre de Lie peut être déduite de la même façon d'un espace vectoriel muni
d'une opération associative. Cette opération est distributive pour l 'addition,
mais non linéaire. On peut donc appeler ce système associatif une pseudo-
algèbre sur K.

2. L'ANNEAU (SI. — Soit E une pseudo-algèbre de Lie de dimension quelconque
^>i sur un corps commutatif K de caractéristique ^2. Nous la supposons
donnée par une base (^•),en les relations [e^ ^y} =^ y^^ et les dérivations

k

de K \->êi\, ces données étant soumises aux conditions énoncées plus haut
(III, 2). Nous supposerons totalement ordonné l'ensemble 1 qui indexe la base,
ce à quoi nous autorise l'axiome du choix.

Nous allons construire un espace vectoriel (SI muni d'une multiplication
associative et distributive pour l 'addition. Sa base sera constituée par tous les
mots de la forme ^^...^ (r entier positif quelconque, degré du mot,
yg ipour tou tp) , donc sera en correspondance biunivoque avec l'ensemble des
arrangements finis avec répétitions d'éléments de I. Soit (^/)/ej cette base. Les

éléments de (SI s'écriront donc ^==^^^/yeJ).
Nous définirons sur les mots ̂  une multiplication associative en associant

aux mots ^j et Wi, le mot ^y^/,. Nous étendrons cette multiplication à tous
les éléments de (SI de la manière suivante :

(1) e^^ljWj\=^[{ei^j)wj^tj{ekWj)\,
\ ï / /

(2) (^^•••^)^^w^==:^ {e^e^^.e^[^jWj\ L
\ 7 / L \ 7 ^J

(3) ^^^Vs^^^s^T^f^^^)]'
\ k ) \ l ) k L \ 7 /J

Cette opération est définie d^une manière unique et possède les propriétés
suivantes :

a. Distributivité pour l'addition : à gauche d'après (3); à droite d'après (3),
(2), ( ï ) et la relation (?/,(X+ [^) =e,, A + e,^.

b. Linéarité à gauche : (0^1)^3= a(-^i^) pour a€K,^ i et z^ç^OLy d'après (3).

( i8) Ann. Math., t. 38, 1937, p. 526-532.
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c. ̂ ((^)=(^)^4- [^(^) pour pieK, ZÇ.QL. En effet,

^ ^2^J ^^^S^^^^I^S^^^^^^'^^^) (^^){ Câpres ( i )
L \ i } J L i \ i

:=^f[(^^)^•+^(^^•)]^•+(^•)(^W,•)j

;•

^ (^) ̂  ]^^+ ̂ ^[(^.) w,+ ̂ i(ekWi)}
\ i / z

=(^)/^^^+^ ek^^^iWi\ d'après ( i ) , c. Q. F. D.
V i ) L \ i ) \

d. Associativité : on a d'abord, si w et w' sont deux mots, et A et ^ deux
éléments de K,

ek[{^w')('kw)\=eh{^[w'Ckw)}\ d'après (3)
=(<°^)[^(Àw)]+ ^{e^w'C^w)]} » c
^[(^^(À^+^^Àw)]} . (3)
= [ ( ^ ^ ) w ^ ( À w ) + ^ [ ( ^ w ' ) ( À w ) ] » ( 2 )
==[(ekp.)wf](^w)-+-[p.(ekWf)](^w) » (3)
=\(ek^)w'^~ p . Ç e k W ' ) ] (^w) » a
=[ek(p.wr)](^w) » (i) .

Ensuite, par récurrence sur le degré du mot w\

{ekW'^^w') ( À w ) ] = : ^ { w ^ ( ^ w / ) ( À w ) ] { d'après ( 2 )
= e k [ [ w " ( ^ w ' ) } ( À w ) i d'après l'hypothèse de récurrence

=ek^ (^^iWi^(lw) \=^{ek[(viWi)(^w)]} d'aprèsa
L\ i / J i

=^{[ek(viwi)]} ( ^ w ) d'après ce qui précède,
i

=\^[e^i^ù]\(^w)=\ ekf^ViWi \ (Àw) d'après a
( i ) L \ . 7J

= [ek\w" (^w / ) ] j ( ^w) == [(^w") (^/)] ( À w ) d'après(2).

Enfin, d'après (3),
(^)[(^) (^v)]^^^^) (^^ ) ] (Àw) ,

et par suite de la distributivité :

z " { z ' z ) = ( z " z ' ) z pour tout z, z ' , z" ç. 0, c. Q. F. D.

Nous adjoindrons à (fl, pour la commodité, un élément neutre pour la
mult ipl icat ion e et ses mul t ip les À^(XeK) . e pourra être considéré comme
un mot de degré zéro. Les règles de calcul précédentes s'étendent immédiate-
ment au nouvel ensemble 0L1\ qui est donc à la fois espace vectoriel contenant E
et anneau unitaire.
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2. L'IDÉAL J. — Dans Panneau d/, nous allons considérer V idéal bilatère 3
engendré par tous les éléments de la forme

Zij == a G} — ej ei — [ e^ ej} ( i, jç 1 )

et Vanneau quotient 0U'= 0J\3. 6U1 aura une structure ^'espace vectoriel :

en effet, si zç.3 ^ \z =(\e)zçJ.

LEMME 1. — Zij étant Vêlement de (SU défini plus haut, on a
ZijC^w) == ' k Z i j W .

En effet,
Z i j { lw } == {e,ej) (kw) - (e^Ci) (Àw) - ̂  ̂ } ( À w ) == ̂ [^(À w)] - e^e^w)] - [d, e/\ (Àw)

== [ei(e^)] w + (^-À) (ejW) + À(^-^w) + (<?y?i) (^-w)
— j[>y(^À)]w+ (^-^)(^w) +?i(e;^-w)+ (^-À) (e/w)] — [{ei.ej^w—Hei, ej\ w

=z [ei(e^) — ^ - (^À) — [ei, ej\ À] w + ^[e^yw — ^•w — { ^ , ^•} w]

== À ^ ^ w puisque le premier crochet est nul.

PROPOSITION!. — V idéal 3 coïncide avec Ï ensemble J\ des sommes finies

V X wzîj w1 ( A € K, ̂  ̂  ̂ / mo^ quelconques de degré ̂  o ).

En effet, J\ est un module; les termes \wzi^ appart iennent à l'idéal
bilatère J, donc Ji Ç J.

D'autre part <ï^ est un idéal, car si z^OU\
z^wz^wf)=z[^e) {wzijw')}-=[z(le)}(wzijw')

^i ^J p'kwk }^wzi] w'^ ̂ S ̂ wk w ̂ z i j w! € Jl

V A : / ^
et

{^WZij W ' ) Z r= À W^-y ( W'^) == ?. W^Y V 1̂  W^ ^ ̂ S ̂  w ̂ ^zij W(J^
\ ff / y

(d'après le lemme 1)

=^7w[(vve)^•WJ=^^7w(y^)J^7WJ=^^^w^vw^
q q (! r

3. ÉLÉMENTS CANONIQUES DE GU'. — L'ensemble d'indices 1 a été supposé totale-
ment ordonné. Parmi les mots Wj-=e^e^ . . . e^ distinguons ceux où la suite
des indices jp est non décroissante. Soit ̂  un tel mot, ~z un élément de OJ dont
Pexpression ne comporte que des Wj et e. Je dis que dans toute classe de 0J
module 3 existe un ~z et un seul. Nous appellerons ^ élément canonique.

a. Existence de la forme canonique. — Pour montrer l'existence d'un i congru
à un z donné, il suffît de montrer Inexistence d'un ~z congru à un mot w donné.
Nous procéderons par récurrence sur le degré de w et ?ar le nombre d'inver-
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sions de sa suite d'indices. La proposition est évidente pour w de degré i et
pour w sans inversions. Supposons que dans w deux indices consécutifs
présentent une inversion :

w === ̂ . . . e^ e^ e^ e^. . . ̂  (jp > j^, ).

Nous avons module J,
w EEEE e,,. . .e^_, e^e^e^. . . ̂ + ̂  . . .^,-,{^ ^-J e^. . . e^.

L'expression du second terme développé suivant les règles (i), (2), (3) ne
comporte que des mots de degré inférieur à r, et le premier présente une
inversion de moins que w\ la proposition est donc démontrée.

6. Univocité du procédéde construction. — La démonstration ci-dessus contient
le processus de réduction d'un élément quelconque z à une forme canonique 5 :
chacun des monômes non canoniques w composant z est remplacé par une
somme de monômes dont le degré est inférieur à celui de ^, ou de même degré
et présentant moins d'inversions; on recommence sur chacun des monômes
non canoniques, et l'on aboutit ainsi, au moyen d'un nombre fini d'opérations,
à un ensemble de monômes canoniques dont la somme est la forme canonique
cherchée ^.

Si l'on interrompt le processus à un stade quelconque, on obtient un
élément^ intermédiaire entrer et ^. Nous écrirons symboliquement z^Zo^z,
et nous énoncerons : « z donne ZQ (qui donne ~z) ».

Ce processus n'est pas unique. Nous allons montrer cependant que la forme
canonique z obtenue est indépendante de la suite d'opérations employée. Il
suffit évidemment de le montrer pour tout mot ^.

La proposition est vraie pour tout mot de degré i, ainsi que pour tout mot
sans inversion d'indices ; nous la supposerons vraie pour tout mot de degré <^ r
ainsi que pour tout mot de degré r présentant moins de q inversions, et nous le
démontrerons pour un mot w de degré r présentant q inversions.

La première opération du processus mène de w à un élément z somme de
monômes vérifiant les conditions de l'hypothèse de récurrence ; on aboutit donc
de z à une forme canonique unique z. Si donc deux processus différents
coïncident quant à leur première opération, ils donnent de w la même forme
canonique. En écartant ce cas, on a à examiner l'effet de deux processus ® et ̂
différant des leur première opération. Il se présente alors deux cas :

(A) w== w ^ e i e j W ^ e i ' e j i w^ (i^Ji l ' ^> J ' ' i wl^ ^21 w:j sont des mots).

La première opération de ^ supprime l'inversion ;, j.
La première opération de ̂  supprime l'inversion î7,/.
(B) w=w^ei€jekWï ( i > j>k ) .

La première opération de ® supprime l'inversion i,j\
La première opération de ̂  supprime l'inversiony, k.
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LEMME 2. — Tout élément de S admet une forme canonique nulle.

Un tel élément est, d'après la proposition 1, une somme de termes \wz,^',
w et ̂  étant des mots. Chacun d'eux est de la forme

À wzij w' == A Wêi e'j w' — À wej eiW' — À w [ e^ ej \ w''.

Supposons, pour fixer les idées, i^>j9, le premier terme X^w^y^ donne alors
\weje^ -\-\w[ei, ej} w\ donc \wz[jW1 donne zéro, d'où le lemme.

LEMME 3. — Si i ̂ >j, si À € K et si z^ et z^ sont deux éléments quelconques de (9L\
on peut passer de z^Çk Ci êj)z^ à z^(\ej€i)z^-\- z^Çk {e^ ej})z^.

En effety posons ^i(A e) = z^ Nous aurons

Zi (^. Ci C j ) ̂ 2 ==1 ^3 ̂  e7•s2 == ^3 ^/ ^^2 + -S:} { ̂  ^y } ^2 + -^3 ̂ ;7^2-

Le dernier terme, d'après le lemme 2, donne zéro, d'où le résultat.
( w ̂  z == Wi ej Ci w^_ ey <?;/ w-^ + Wi { e^ e, } w^, ey e^ w^ == ^4 + ^i ,/ A ' \ /
( w ̂  -s/== Wi ̂  ej w^ e j i ev w^ + w^ ei ej w^ { ey, e j i } w-^ •== w' + z\.

z et ^ donnent , d'après l'hypothèse de récurrence, des formes canoniques
uniques z et z ' ' .

Or
• ^4 ̂  ^.2 == Wi ^y ̂  W^ C j i ey W;3 + Wi ^y ̂  W.^ { ^/, e;/ } W3 == Wa -+7 Zn

et, d'après le lemme 3,
^1 ̂  Wi { ^, e/ } W2 ey/ ̂  W:3 + Wi { e,, e; } Wa { ^/, ^^ } W^-==.Z,, 4- ^o.

D'où
Z ̂  Wg + -S3 + Zf, + -S5 == ZQ-

D'autre part,
w' ~^ Wi e-j ei W9 e// eu w?, + Wi { e^ ej } w^ e j i eu Wg == Wg 4- -S4 7

et, d'après le lemme 3,
^1$->••S3+ -Soî

d'où
Z'^ W,+^4 4-^3+^5= ^0-

Nous voyons que l'on peut passer de z et de z ' au même élément^- II s'ensuit
que les éléments canoniques z et z ' sont égaux, et par suite que deux suites
d'opérations différentes du type envisagé mènent du mot w au même élément
canonique z ,

{ w>^ == w, ejeiekW^ w, { e,, ^- j^w,;

{. w > ^== Wi a ek ^/W2-h Wi ̂  { e^ ejç,} w^.
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D'après l'hypothèse de récurrence, tous les procédés de réduction mènent
de z et z ' à des éléments canoniques uniques "z et ?.

Or, on peut passer de z à

.si = w, ej ek e, w, + w, Cj { e^ e,,} w^ 4- w, { e,, Cj } ej, w,,

puis à

z, = w, ek e, e, w, 4- w, { e^ e,} e, w, + w, e; { e,, e, \ w, 4- w, { c^ e,} ̂  w,

==w /+^4-^44-^.

D'autre part, on peut passer de Y à

z\ == w, eh e, e; w, + w, { a, ̂  } ̂  w, 4- w, e, [ e^ e/, j w,,

puis à

^w,ehejeiW^w,ek[ei, e j \ w,4- w,{e^ e/,} e,w, 4- w, e, { e;, e/,} w,
=w /4-^4-^4+^.

Comparons ^3 et^. Soit
(4) f^^}=^ï/.^,

m

Nous avons

z:} ~=- w! ̂  ̂  ï^ ̂  ) ̂  ̂ 2 -4- ^Y ̂  Y,,,, e,n,\ e, w._
\m^i / \mr^>i )

> ̂  ( 2Ym ̂  )6^w-2 4-w/ 2 T-- ̂  ̂ ^ ̂ 2 + wj v y,,, j ̂ , ,̂ ; \ ̂  ̂  ̂ ,
vm^ -/ \^>^ 7 \m'>i )

d'après le lemme 3, et

/V \^o = w! ̂ ( ̂  Ym e,n ) Ws
\ m /

= w! 2(^^) 6-[^+ ̂ / ̂ Ï^^V.+ ̂ ^ Ï^^^A^,
L w -1 \m^i j \m'>i ]

> w' ^ (er(,n) ̂  W, 4- wY ̂  y,, ̂  ̂ ,\ w,
L m J \^^; /

+ w^ ̂  ï^ { .̂ ̂  } ̂  W. + wY ̂  y,,/ ̂  ̂ ,\ ̂ ,

\m^i j \m">i !

= ̂  + Wi ^ (^y,.) ̂ 4- ̂  y^ { .̂, ̂  } - ̂  y,,. { ̂  ,̂ j1 w,.
L w ^^; ^^^. J

Or, d'après (4), le crochet n'est autre que { e,, {e^ ^}}, donc

^3>^G et ^>^4- Wi [ei, {e^ ek} } w^
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Deux calculs analogues donneront

et

donc

et

^o>^ ^3>^7-+- Wi [ e k , [ ê i , ej\ } w^

z ' ^ z s , ^4>-S8+ Wi { ej, {ci, ek\} w^

,s> w'+^64--S7+-S8.+ Wi { e^ { d, e / , } } w^= ZQ,

z'^> w < + ^ 6 + ^ 7 + ^ 8 + Wi[ { ei, {e^ € / , } } - { - { e / c , { e^ e; } j ] w 2 = = 4 -

En vertu de l'identité de Jacobi, ces deux éléments sont égaux.
Nous avons donc montré l'univocité du procédé de construction.

c. Unicité de la forme canonique. — Cette univocité va nous servir pour
montrer qu'il existe au plus un élément canonique congru module J à un élé-
ment z donné.

Désignons en effet par z l'élément canonique obtenu à partir de z par le pro-
cédé de construction ci-dessus. Supposons que deux éléments canoniques z^
et ^2 soient congrus à un même élément z. Nous avons z^=z^, z^=z^
et Zi — z^ e 3\ D'après le lemme 2, z^ — z^ == o. Or, pour deux éléments quel-
conquesji etj2 de 0U', on a j i — y ^ = y ^ — y ^ . 11 s^ensuit que z^=z^.

c. Q. F. D.
Si nous remarquons enfin que Fensemble des éléments canoniques est un

sous-espace vectoriel de dV, nous pouvons énoncer :

PROPOSITION 2. — Vensemble (3 des éléments canoniques de OU est isomorphe à
l'espace quotient GU'= 0J\3.

4, LE THÉORÈME ^IMMERSION. —En introduisant dans (3 l'opération z^z^ = Z i Z ^ ,
on en fait une pseudo-algèbre associative (3* isomorphe à la pseudo-algèbre
quotient œ' ==<a//J.

E est un sous-espace vectoriel de (S*, et pour deux quelconques u et v de ses
éléments, on a dans (3* :

[u, v}=iu-kv—viçu.

Nous avons donc réalisé l'immersion de E dans une pseudo-algèbre associa-
tive. Nous énoncerons :

THÉORÈME. — Toute pseudo-algèbre de Lie de dimension ^> i sur un corps com-
mutatifK def caractéristique ̂  2 peut être plongée dans un espace vectoriel sur K
muni d^une opération associative^ distribuée pour lf addition, telle que, si on la
note par le signe iç, {u, v } = uiç v — vi^upour tout couple u, v d^éléments de E.
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CHAPITRE V.

SYSTÈMES LINÉAIRES ET HOMOGÈNES D'ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES

DU PREMIER ORDRE A UNE INCONNUE.

1. LA PSEUDO-ALGÈBRE DE LIE FONDAMENTALE. — On considère, dans la théorie
algébrique des équations aux dérivées partielles (19) un corps commutatif K
muni de n dérivations (« partielles ^permutables. Nous allons étudier systé-
matiquement l'espace engendré par ces dérivations sur K [qui est un sous-
espace de la pseudo-algèbre de Lie (î)(K) de toutes les dérivations de K],

Soit donc E un sous-espace de û3(K), de dimension finie, et engendré par
un système d'éléments rfi, d^, . . ., dn tels que { d ^ , dj}=o pour tout couple
d'indices i,j\ En vertu de la proposition 1 (I, 4), E est une sous-pseudo-algèbre
de Lie de (î)(K). Nous supposerons de plus qu'il existe des éléments^, Ça? • • • ? ^n
de K tels que rf,S,=S^. Il s'ensuit que d ^ y . . . , dn est une base de E; car
siVa,rf;= o, ^Va;û?;^/i= a/i= o quel que soit A.

i \ i /

E sera appelée pseudo-algèbre de Lie fondamentale.

DÉFINITION 1. — Un système (^),ei d'éléments d'une pseudo-algèbre de Lie E
est ditjacobien si {^- , Uj} = o pour tout i, J G , I.

PROPOSITION 1. — Si un sous-espace vectoriel V d^une pseudo-algèbre de Lie
quelconque E a une base jacobienne^ c'est une sous-pseudo-algèbre de Lie de E.

C'est, comme plus haut, une conséquence immédiate de la proposition 1 (1,4).

PROPOSITION 2. — Toute sous-pseudo-algèbre de Lie V de la pseudo-algèbre de
Lie fondamentale ̂ possède une base jacobienne.

Soit en effet Uy, . . . , Up une base de V. On peut compléter cette base, au
moyen des rf,, en une base de E, par exemple u^, . . . , u^ dp+^ .. ., rf^. E est
somme directe de V et du sous-espace ¥ de base dp^, . . . , dn (qui est, d'après
la proposition 1, une sous-pseudo-algèbre de Lie.). E est aussi somme directe
de F et de la sous-pseudo-algèbre de Lie G de base û?i, . . ., dp.

On a, d'une seule manière, rf ,==^+^ avec ^€;V, ^eF. Les vecteurs ^i,
^2, . . . . Vp sont linéairement indépendants^ car^a^^: o entraîne, puisque

E=F+ G,ya,rf,= o, d'où ai==o pour tout i^_p. Ils forment donc une base
de V.

(19) RITT, DijferentLal Âlgebra^ chap. IX.
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Je dis que le système ^i , ^29 • • • ? Vp estjacobien. En effet,

j ^o Vj } = { Wi, W j } — { di, Wj } + { dj, Wi} ;
n

Wj est de la forme V PA^, et par conséquent
7^+1

n

[ di^ Wj } == ̂  ( di ̂ k) dj, ç. F ; de même { dj, Wi j e F.
/ ^+ l

Enfin {w^ Wj} € F. Donc { ^-, ^} € F.
D'autre part, V étant une sous-pseudo-algèbre de Lie de E, { ^ , ^y}eV.

Donc { ^, ^}eFn V, ce qui exige { ^ , ^y} == o.
La proposition est démontrée.

2. LA PSEUDO-ALGÈBRE ASSOCIATIVE ENVELOPPANTE. — E est un ensemble de déri-
vations, donc de transformations de K. Relativement à l'opération de compo-
sition de ces transformations, le plus petit demi-groupe contenant E est
l'ensemble ^ des produits finis d'éléments de E.

Étant donnés deux transformations Ti, Ts et un élément À de K, nous notons
selon l'usage XT\ la transformation T définie par Ta^^TiO^pour touta^K,
Ti+Ï2 la transformation T' définie par T /a=ï\a 4- Ta a. (^ engendre ainsi
sur K un espace vectoriel de transformations ÛL

PROPOSITION 3. — Ci est fermé pour V opération de composition.

Il nous suffit de montrer que (\u^u^ . . . ̂ )(p.^i^ . . . ̂ ) appartient
à < 9 L ( X , p-eK; Uf, ^-eE). S\p=ï,

( À ^ l ) (^ . . . ^y) ==:À((/.l^.)^ . . .^/+ ^^1^1 . . .^/.

Par récurrence, nous voyons que (A^/i . . . ̂ )(p^i . . . ̂ ) est une combi-
naison linéaire d'éléments de ^.

Cette opération est distribuée pour l 'addition, donc ÛL sera un anneau. Elle
n'est pas linéaire, et (9L ne sera pas une algèbre surK. On a cependant, si^et^
sont deux éléments de (fl,

(1) (iw)w'='k(ww1),

(2) w ( \ w ' ) = ( w À ) w'-^ w ^ w ' (Wi^a ) .

[En effet, si i/çE,
tiÇkw'^^^w'^-luw'.

Supposons démontré que

(^2 • • • Up) C^w') == (^2 • • • Up'^)w'-\- w^w'^
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on aura
(u,u._.. . Up) (W):=Mi[(^.. .Up^)w'^- w^w'}

= [(u,. . . Up)^}w'^- [(</„. . . ̂ )À^i4- u,w^}w'

•==- [(^i.. .iip)l}w1'-h w^w',

et par distributivité, la relation cherchée].
Nous sommes donc amenés à l'appeler pseudo-algèbre associative. Ses élé-

ments seront appelés dérivations supérieures de K.

PROPOSITION 4. — Si K est de caractéristique nulle, les vecteurs d^ d^... d^ de dl
(a, entiers ̂  o, non tous nuts) sont linéairement indépendants sur K.

Supposons en effet qu'il existe une relation

(3) ^^d^d^...d^-=.o (tous les ̂  étant ̂ o),
a

et soit X rf^ (/^ . . . d^ un terme où la somme a, +... + a,, soit minimum. Dans
tout autre terme [ J . d ^ ' d ^ ... d^, il existe un indice ; tel que ?,> a,. Le premier
membre de (3) transforme donc l'élément ^2 ... ^» de K en l'élé-
ment a Jaa ! . . .o ( JX, qui n'est pas nul puisque K est de caractéristique nulle :
d'où la proposition.

PROPOSITION 5. — Ce système S d'éléments de 0. engendre d.

\\ nous suffît de montrer qu'un élément de ^, c'est-à-dire une dérivation
supérieure de la forme u,u^...u, avec u.eE, est égal à une combinaison
linéaire d'éléments de S.

La proposition est vraie pour q = i ; supposons que u^u, ...u^ soit une com-
binaison linéaire d'éléments de S,^X»^^... d^, et soit^=^9,rf,. On a

(<W,) (^ d^ d^... d^) == 0,-[rf,(À» d^ dî'... d^)]

= 9<[(a^a) d^ ... d^-+ Âa di d^ dî--... <»]

= Ô,(<Ua) d^ d^... df ...dî'+ 0,7a d^ d^... d^ ... d^,

d'où la proposition (vraie quelle que soit la caractéristique de K).

COROLLAIRE 1. — Si K est de caractéristique nulle, S est une base de l'espace 0..

Nous nous placerons désormais dans ce cas.

DÉFINITION 2. — iNous appellerons ordre d'un élément d^...d^de S la somme
des entiers a,. L'ordre d'un élément de (9L sera l'ordre maximum de ses termes
dans son expression au moyen de S. E apparaît donc comme l'ensemble des
éléments du premier ordre de Cl (mis à part l'élément zéro)
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PROPOSITION 6. — Si w et w1 sont deux dérivations supérieur es y les termes de
plus haut ordre de MW' s ) obtiennent en faisant le produit des termes de plus haut
ordre de w et w^ comme s^il s ) agissait de polynômes en d^y d^y . . ., û?^.

En efïetrf^p.rf^rfl2 . . .^^) a pour terme de plus haut ordre ^rf ? l . . . rff l + l . , . rfp ' I ,
et, par récurrence, Ç^d^. . . d ^ ) ( [ k d ^ . . . rf^) a pour terme de plus haut
ordre X^â?^^. . .rf^71^". La proposition 6 résulte alors immédiatement de la
distributivité.

COROLLAIRE 2. — Ordre (w^) = ordre w + ordre w\

COROLLAIRE 3. — w(\w') = X((w^) + z avec ordre z <^ ordre ww'.

PROPOSITION 7. — S i p éléments de E, ^, ^2, . . ., Up sont linéairement indépen-
dants, les éléments de OL de la forme u^u^ . . . u^ (a, non tous nuls) sont linéaire-
ment indépendants.

Nous utiliserons le lemme d'algèbre suivant :

SiYI, Ys, . . ., Y^, sont p formes linéaires indépendantes à n variables X.i,
Xs, . . ., X^ sur un corps K, et h un entier positif\ les polynômes

YW...Y;/Y^a,=A)

homogènes en Xi, . . ., X,^ sont linéairement indépendants sur K (20).

Nous en déduisons, en vertu de la proposition 6, qu^une combinaison linéaire
(à coefficients non tous nuls) de « monômes )> u^u^. . . u^ tous d'ordre h ne
peut être nulle. Il en est de même pour des monômes d'ordre quelconque,
puisque seuls les monômes de plus haut ordre h interviennent dans le calcul
des termes d'ordre h du développement suivant la base S. La proposition est
donc démontrée.

PROPOSITION 8. — Si u^y ..., u^ sont n éléments linéairement indépendants de E,
les éléments de €L de la forme u^u^. . . u^ (a, non tous nuls) forment une base
de (9L

On vient de montrer que ces éléments sont linéairement indépendants. Il
reste à prouver qu'ils engendrent (9L Or, par un raisonnement analogue à celui

(20) N'ayant pas trouvé ce résultat dans la littérature algébrique, j'indique brièvement une démons-
tration : si Yi, ¥2. ..., YTI sont n formes linéaires (indépendantes ou non) en Ki, Xs, . . . , Xn, de
déterminant 8, les coefficients des polynômes homogènes de degré À, Y?1, Y?2, ..., Y^" ont pour
déterminant A === S03, coé tan t le nombre r^} de combinaisons avec répétitions de n-\-ï objets
pris h—i à h—i. Cette égalité se démontre aisément au moyen du calcul extérieur, par récurrence
sur n et A, en se ramenant par une transformation simple au cas où Yi, ..., Y^—i ne dépendent
pas de Xn. En particulier, 8 7^ o entraîne A ̂  ô, d'où le lemme.
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utilisé dans la démonstration de la proposition 5, on voit facilement que les
éléments de €L de la forme u^u^. .. u,•, où q est un entier positif quelconque,
4 un entier positif quelconque ^.n, engendrent (fl.

Soit r le nombre des inversions présentées par la suite ^, . . ., iq. Montrons
que w=u^..,Ui s'exprime comme combinaison linéaire des seuls élé-
ments u^u^. . . ̂ ". (Test vrai pour q=î, ainsi que pour ^^^a^.. .^^.
Supposons-le démontré pour tout élément d'ordre ^.q—i, et pour tout élé-
ment dWdre q dans lequel la suite ;i, ̂  . . , , iy présente r— i inversions.

Il y a dans w deux indices consécutifs ;'/„ 4+i tels que 4^>4+r Ot* nous
avons

Ui,u^=-- Ui^u^— { u^ u^} = u^u^—^ a/^,
/

d'où

W == tl^Ui, . . . tii^U^ . . . U^—^U^ . . . U^((XtUt)u^ . . . U^

t

Le premier terme du second membre présente r — i inversions, le reste est
une somme de termes X^ . . . ^ avec s^q—i. La proposition est donc
démontrée.

DÉFINITION 3. — Une telle base sera dite base spéciale de El.

PROPOSITION 9. — L'ordre est une propriété intrinsèque des éléments de ÛL

Cet énoncé doit être précisé dans le sens suivant : Vordre d'un élément w
de <9Lr^to;yàunebase^i,...,î/,,deE sera le maximum de la somme ai+aa+...+a^
dans son expression comme combinaison linéaire des monômes u^u^.. . u^.
L'invariance de l'ordre relatif découle alors du lemme de la proposition 7, ou
encore du fait évident que cet ordre ne peut augmenter lorsqu'on exprime
les ni au moyen d'une autre base (^/) de E.

DÉFINITION 4. — Une partie de (9L qui est à la fois sous-espace vectoriel de 0L
et sous-anneau de 0L sera appelée sous-pseudo-algèbre de (X.

PROPOSITION 10. — V intersection de toutes les sous-pseudo-algèbres de 0L conte-
nant une partie d3 de (9L est une sous-pseudo-algèbre de (9L. Cest V espace vectoriel
engendré par les produits finis des éléments de d3.

DÉFINITION 5. — Cette sous-pseudo-algèbre sera appelée sous-pseudo-algèbre
engendrée par û3, et notée (tô)ci.

PROPOSITION 1 1 . — Si FcE, (F)a contient la sous-pseudo-algèbre de Lie (F)^
engendrée par F.

Afin. Éc. Norm., (3), LXXI. — FASC. 4. 29
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En effet, si u et v appartiennent a (F)aHE, u-{-v^ À^ et [u, v\=-uv—vu
appartiennent à (F)aïïE, et par conséquent (F)cxnE est une sous-pseudo-
algèbre de Lie de E contenant F.

THÉORÈME / ! . — Si F C E, (F)cx H E == (F),.

Soit en effet 1/1, . . ., iip une base jacobienne de (F)^. (F)a est engendrée
(proposition 10) par les produits u^u^... u^ des Ui, qui se réduisent, en raison
de la propriété U{Uj== uju,, aux produits u^u^-. .. u^. En vertu de la proposi-
tion 7, ces produits constituent une base de (F)a, qui peut être complétée en
une base spéciale de (9L. Un élément du premier ordre de (F)a a une seule
expression relativement à cette base, et est donc nécessairement de la forme

Ai Ui + ^2 ̂ 2 -4-...d- ̂  Up.
C. Q. F. D.

PROPOSITION 12. — Lne partie de 0L qui est à la fois sous-espace vectoriel de 0L
et idéal à gauche de l^ anneau OL est une sous-pseudo-algèbre de CX.

DÉFINITION 6. — Une telle sous-pseudo-algèbre de ÛL sera dite invariante à
gauche.

PROPOSITION 13. — ^intersection de toutes les sous-pseudo-algèbres invariantes
à gauche contenant une partie Ûî> de CL est une sous-pseudo-algèbre invariante
à gauche. Cest le sous-espace engendré par les éléments de la forme z et \rz
avec zç.6b^ ^€(9L.

Cela résulte des relations (i) et (2) du début de ce paragraphe.

DÉFINITION 7. — Cette sous-pseudo-algèbre invariante à gauche sera appelée
sous-pseudo-algèbre invariante à gauche engendrée par tô et notée (<®)^.

THÉORÈMES. —Si F CE, (F)^nE== (F),,.

Soit encore ^i, . .., Up une base jacobienne de (F),,, qu'on peut compléter
en une base u^ . . ., Up, v?^ .. . v,, de E. (F)^==(^i, . . ., Up\^ est engendrée
par les monômes v^ . . . v^u^l. . . u^u,, les a et les ? étant des entiers ^o,
donc, en vertu de la commutativité des ̂ , par les monômes v^... v^u^ u^... u^i',
où les (3 ne sont pas tous nuls. Un élément du premier ordre de (F)^a a une
seule expression au moyen de cette base spéciale, et est donc nécessaire-
ment de la forme X^+...+À^,

c. Q. F. D.

COROLLAIRE 4. —Moyennant les hypothèses énoncées au début de ce chapitre, les

seules combinaisons^.kUiUi^. Mi qui soient des dérivations sont de laforme^.k H^) ,

où z/(y) est une accolade multiple.
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En effet (I, 4, proposition 2), c'est ainsi qu'est engendrée la sous-pseudo-
algèbre de Lie (F)^. On a ainsi obtenu une réciproque de cette proposition :
l'accolade de deux dérivations est une dérivation.

3. PSEUDO-ALGÈBRE ENVELOPPANTE COMPLÈTE. — Adjoignons à Cl la transforma-
tion identique e : nous obtenons un espace OC ayant pour base les monômes
d [ i d ^ . . . d ^ n où, cette fois-ci, les a, peuvent être simultanément nuls. Nous
appellerons cette base canonique. eV sera une nouvelle pseudo-algèbre asso-
ciative, que nous appellerons la pseudo-algèbre enveloppante complète. Nous
attribuerons évidemment à e l'ordre zéro, moyennant quoi les diverses pro-
priétés de Ci s 'étendent à CX7, leur expression s'en trouvant d'ailleurs souvent
simplifiée.

4. ANNEAU DE POLYNOMES DIFFÉRENTIELS ENVELOPPANT. — A t O U t élément

ç^^=d^d^. . .d^ de la base canonique de CX7, associons une indéterminée, que
nous noterons (^aY. L'anneau K { Y ( des polynômes aux indéterminées ^-aY
sur K peut être muni de n dérivations prolongeant les dérivations rfi, r f^ , . . ., dn
de K, au moyen des relations rf,(^Y)== (^^a)Y et des axiomes de dérivation
d'un anneau. Cet anneau a été introduit par Ritt (21). Ses éléments sont les
polynômes différentiels. OJ apparaît donc comme isomorphe à l 'ensemble (fV
des polynômes linéaires homogènes de K { Y } , E comme isomorphe à l'en-
semble E des polynômes linéaires homogènes du premier ordre de K { Y { .
Si tôc^, nous noterons d3 l'image de tô dans Pisomorphisme ei'^Q-^CL'.

PROPOSITION 14. —Si (^i),çi est une base de CV, tout élément de K { Y j ^exprime,
et d'une seule manière^ comme polynôme en ̂ Y.

En effet, les indéterminées M^aY s'expriment en fonction (linéaire et homo-
gène) des polynômes différentiels ^/Y comme les dérivations supérieures '̂a
en fonction des z'i. Reste à montrer que les ^/Y sont algébriquement indépen-
dants sur K. Or, dans une combinaison algébrique

G(^Y^ ,Y, . . . , ^Y)=H(^Y, . . . , ^,Y)

des ^-Y, les termes de plus haut degré de H sont donnés par les termes de plus
haut degré de G. Donc, si H est nu l , le polynôme G/,(^ Y, . . . ^Y) formé par
les termes de plus haut degré de G est nul . D'après le lemme de la proposition
7, le polynôme G/^ a tous ses coefficients nuls. Donc G a tous ses coefficients nuls,

c. Q. F. D.
Un idéal différentiel ( 2 2 ) de K . { Y } est un idéal contenant, en même temps

(21) Cf. note (19) du paragraphe 1.
(22) Cf. note (19) du paragraphe 1.
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que le polynôme différentiel A, tout polynôme dérivé rf^A. L^intersection de
tous les idéaux différentiels contenant une partie d3 de K { Y } est un idéal diffé-
rentiel, noté [tô], dont les éléments sont de la fo rmeVA(wB)avecAeK{Y j ,
we^Betô.

THÉORÈME 3. — Si F C E, [ F ] n ̂  = (F)^ez

En effet , dans la somme VA(^B), B est de la forme z\ avec ^eF. Sépa-
rons dans le polynôme A le terme de degré zéro : A = Ai -+- A (À € K). A^ est
une somme de monômes de degré >o. La somme VA(^B) n'a pas de terme

constant et a comme termes du premier degré V(wsY). Si elle appartient à 0Jr,
elle se réduit à ces termes du premier degré, et appartient donc, d'après la
proposition 13, à la sous-pseudo-algèbre invariante à gauche (F%(a/ »

G. Q. F. D.
THÉORÈME 4. —Sî 'FcE, [F]nE==(F%

C'est une conséquence immédiate des théorèmes 2 et 3.

THÉORÈME 5. — SÏFcE, V idéal [FJ est premier.

Soit ^o. . ., u,, une basejacobienne de (F),,. On a

[F]=:[Mi, M.2,. . ., Up\=:[u^[, MaY,. . ., ^Y].

Complétons u^ , . . . , u^ en une base î/i , . . . , iip, ^,+1,.. ., Vn de E, à laquelle
correspondent une base spéciale de GU\ formée des dérivations supérieures
z= ç^-;. . .çA^i, . .^^ et des générateurs algébriquement indépendants ^Y
de l 'anneau K { Y } . Si A€[F], c'est une somme de termes B(^/;Y) où B est
un monôme en ^Y. Chacun de ces termes a un facteur

^•Y == p^V... ̂ "<... ̂ +1... ̂ Y= p^... ̂ u^... ̂ ... ̂ ï.Y,

où un des y au moins n'est pas nul. Réciproquement, une somme de monômes
en ^Y où un facteur au moins possède au moins un y non nul est un élément
de [F]. Si maintenant A == Ai Aa, l'un des polynômes différentiels Ai et Aa au
moins possède cette propriété, et par suite appartient à [FJ. [F] est donc un
idéal premier.

5. LE THÉORÈME FONDAMENTAL. — La théorie de Ritt nous permet alors
d'énoncer le

THÉORÈME 6. — Pour que deux systèmes d) équations aux dérivés partielles linéaires
et homogènes du premier ordre sur le corps différentiel K précédemment défini
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admettent les mêmes solutionsy il faut et il suffit que les sous-pseudo-algèbres de Lie
engendrées par les premiers membres soient identiques.

Soient
(4 ) ^Y==o (^i^.eE),
(5) ^Y==o (yeJ^.çE),

ces deux systèmes.
La condition est suffisante : soit T] une solution de (4), c'est-à-dire un élé-

ment d'un surcorps différentiel de K tel que ^Y] === o pour tout ;'€l. Par hypo-
thèse, et d'après la proposition 2 (I, 4), Vj est une combinaison linéaire d'élé-
ments ̂ ), u^ étant une accolade multiple d'ordre q d'éléments Ui. On voit, par
récurrence sur y, que u^r\ =o. En effet (2 3),

U{q\ri == { Ui, -̂i.) }n == Ui[u^^n] — u^^(uirî) = UiO — ^-i)0 == o.

Donc Vjr\ =o pour touty'eJ.
La condition est nécessaire : d'après le théorème des zéros (2 4), les sys-

tèmes (^Y),çi et (^/)yej engendrent le même idéal parfait J. Or, l'idéal diffé-
rentiel engendré par (^Y);çi est premier (théorème 5), il est donc a fortiori
parfait; d'autre part, la sous-pseudo-algèbre de Lie engendrée par (^\çi est
3 H E (théorème 4). D'où le théorème.

6. MÉTHODE CLASSIQUE D'INTÉGRATION. — Le théorème général ci-dessus est
remplacé par un énoncé plus précis dans le cas ou K est un corps de fonctions
réelles. Nous allons reprendre ici l'exposé classique des méthodes d'intégration
des systèmes linéaires et homogènes d'équations aux dérivées partielles du
premier ordre, que nous simplifierons grâce à la théorie des pseudo-algèbres
de Lie.

a. Définitions. — Un système S linéaire et homogène d^équations aux déri-
vées partielles du premier ordre est constitué parp équations

X;/=o (i==ï, 2,. . . , /?)

où/est une fonction inconnue de n variables x^^ 0^2, . . . , Xn et les X; des sym-
boles de transformation infinitésimale à n variables :

^SP^-

Les coefficients a,/, sont des fonctions données des n variables x^ définies

(t23) Nous utilisons ici la relation { u, v \\ == u(v\) — v(u\) dans le cas où X appartient, non plus
à K, mais à un surcorps de K. Mais elle résulte immédiatement de la définition de Popération { , } :
) U, V = UOV — VOU.

(2 / p) RITT, Diff. Alg., II. 6 et IX. 8.
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dans un domaine D. Nous supposerons qu'ils appartiennent à un corps à déri-
vées partielles K (c'est-à-dire un corps contenant, en même temps qu\me fonc-
tion À, toutes ses dérivées partielles par rapport aux xj,\

Les symboles X, appartiennent donc à ^pseudo-algèbre de Lie sur K qui a
pour base le système .—) ' " •> .—' Désignons-la parE. Si

X = : V a ^ et Y^Vp——,
AJ ôxk ^— àxk

on a
(6) jX,Y}=^(X^-Ya, )^ .

h

Un système S admet toujours la solution banale f= const.
Un système S sera dit libre si les X; sont linéairement indépendants sur K. Il

sera dit complet (2 5) s'il est libre et si le sous-espace vectoriel (Xi, X g , . . . , X/,)
est une sous-pseudo-algebre de Lie. Il sera ditjacobien ( 2 6 ) s'il est libre et
si {X, , Xy} = o quels que soient ; ety. Deux systèmes S et S' seront dits linéaire-
ment équivalents si les sous-espaces vectoriels (Xi, Xs,. . ., Xp) et (X[,. . ., X^)
sont identiques, équivalents s'ils ont les mêmes solutions.

Les propositions suivantes sont immédiates :

— Tout système jacobien est complet.
— Deux systèmes linéairement équivalents sont équivalents.
— Un sytème libre comporte au plus n équations
— Un système libre de n équations est complet et n'admet que la solution

banale.
— Un système libre linéairement équivalent à un système complet est lui-

même complet.

6. Changement de variables, — Un changement de variables est défini par
une transformation biunivoque T du domaine D, qui fait passer du point
M==(^, . . . , Xn) au point W=(x[, . . ., ̂ ), ce que nous noterons M'=== TM.
T est donné par les n fonctions^ ==(^(^, . .. ,Xn)= y,(M). La transformation
inverse sera notée T~1.

La transformée par T d'une fonction/ sera notée ï/et définie par
T/( TM ) == /( M ) pour tout M.

On a les propriétés suivantes :

T(/+^)=T/+T^
T(/^)=T/.T^

T-i(T/)=T(T-V)=/.

(2 3) GLEBSCH, tournai de Crelle, t. 65, 1866, p. 208.
( 2 G ) Ibid. p. 259.
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En outre, la formule de dérivation d'une fonction composée s'écrit

(7) T^VW)A
àxi ^ àxk àxi

Le transformé par T d'un symbole X sera noté TX et défini par

. ^-S^)^;
h

Les fonctions T(Xy/,) seront supposées appartenir à K,
On a les propriétés suivantes :

T(X+Y)==TX+TY,
T(/X):=T/.TX

(8 ) ï ( X/) == TX. T/ d'après la relation ( 7 ),
T-1 (TX) == T (T-^X) = X.

En effet, si T-1 est définie par les n fonctions y/, on a

T-(TX)=^T-[(TX)^J^^T-[(TX)T(T-^,)]^r/t]^=z^l " K 1 ^ ) L { L -'W
^ i h

=2;T-1[T(X.T-^,)]^.=:^(X.T-.^)^
h /,

=^W^=^

si l'on désigne par ̂  la A-1*"1" fonction coordonnée.
Enfin,

T { X , Y } = | T X , T Y j .
En effet,

f TX, TY }=Y[(TX) (T.Ycp/,) - (TY) (T.Xœ,,)] -L d'après (6)
px^

Jt

=^T[X(Y^)-Y(X9A)]^ d'après (8)
A

=ST[ fX,Y^ ]^=T{X,Y i .
h

Le transformé par T d'un système S sera par définition le système TS des
équations (ÏX,)/==o(;=i, 2, . . . , jo) .

L'intérêt des considérations précédentes réside dans le fait que :

i° les solutions du système TS sont les transformées par T des solutions de S ;
cela résulte de la relation (8);
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2° le transformé d'un système libre est un système libre; en effet,
^(TX,)=o entraîne ï-1 ] ̂ (TX,)] =o ou^Cr-^X^ o, ce qui

/c

exige T^p^rr: o, donc p/,== o;
3° le transformé d'un système complet est un système complet; en effet,

{ TX, TX; } = T {X,, X; } = T^ a,X^ =^ (Ta,) TX,

appartient bien au sous-espace vectoriel (TXi, . . ., TX^,);
4° le transformé d'un système jacobien est un système jacobien; en effet,

s i { X / , X y } = o ,
{ TX,, TXy j. = T j X,, Xy } = T.o ̂  o.

c. Intégration des systèmes.

THÉORÈME 7. — L'intégration d^im système quelconque S ̂  ramène immédiate-
ment à celle d^un système jacobien.

En effet, soit Yi, . . . , Xq une base jacobienne (proposition 2) de la sous-
pseudo-algèbre de Lie engendrée par Xi, . . ., X,,. Tout X, est de la formel À^Yy,
donc toute solution du système S : Yy/=o (j==i, . . . , q) est solution du
système S.

THÉORÈME 8. — ^intégrale générale d^un système jacobien de q équations à n
variables est une fonction arbitraire de n — q fonctions indépendantes.

Le théorème est vrai pour q=ï, d'après la théorie classique des équations
aux dérivées partielles linéaires et homogènes.

Supposons-le vrai pour tout système de q — i équations, et soit X//=o
(;===!, 2,. . ., q) un système jacobien. L'équation X//== o possède n— i inté-
grales indépendantes <pi, 92» . • • ? ?n-r S°it ç/i une fonction telle que X^y^o.
Les fonctions <pi, .. ., 9,1-1, ^n sont indépendantes et par suite définissent dans
un certain domaine une transformation biunivoque T : x\•= y/(M). Considérons
le système transformé TS. ÏXy se réduit à (T. X^)^-? ce qui montre que
toute intégrale de ÏS est indépendante de x,,.

ri

D'après 6(4°), TS est jacobien. Si TX,=^ P,7.^(î< q\ {TX,, TX^=o
/i==l

exige J^ == o (À = i, 2, . . . , n — i ), ce qui montre que les n — i premières
O^Cn

coordonnées de tout TX/,(/i^y) sont indépendantes de x,,.
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Posons
n—l

^^-^-S^-À (.=1,.,...,y-.)
A==l

Z^TX,=^^.

Le système S^ : Z/,/=o (^==1 ,2 , . . ., q) est linéairement équivalent à ST.
Il est donc complet (a, fin). Ses q—i premières équations consti tuent un sys-
tème S' de q — i équations à n — i variables.

Pour étudier ce système, appelons K^ l'ensemble des fonctions de^i, x^, ..,
x^-i seules qui appartiennent à K. K,, est un sous-corps différentiel de K.
Désignons respectivement par (Ai, . . ., A^e^Ai, . . ., A,.)^les sous-espaces
engendrés sur K et sur K^ par des éléments Ay de E, et posons

F -( à à \ V -( ô à \hn- [^ • " ? ̂ ^A; ^ - \à^ î • "' ^-JK*

E/i est pseudo-algèbre de Lie sur K^.
S' est un système libre sur K, donc a fortiori sur K^. On a de plus, pour i,

j^q — i , Z< € E,,, Zj e E^, donc { Z , , Zy} € E^ C E^. D'autre part, 82 étant complet,

{z;, Zy je(Zi , . . . , z/^i, Z^)K== ( Zi,..., z^_i, .— ) •
\ O X n j ^

[Zi, Zj} a donc les deux expressions

[^ Zyj=y.(^—î- (m^/î-i; 0,,eK,),
•̂ ^ ox^

JZ,, Zy}=:^^Z,+^^- (Â^^-I; ̂ , ^çK).

Â-

En exprimant les Z/, en fonction de ^ - î - " > ^——? on ^i1 que [L=of donc

iz , ,Zy}e(Z, , . . . ,z^)K.

Je vais montrer que { Z / , Zy}€(Zi , .. ., Z^i)^, et par suite que S' est un sys-
tème complet à n — i variables.

On a en effet
7-1

0^=V ̂ km (avec 0,», P/,^e K^ m ̂  /? — i ; ^-<= K).
A=l

Ce système, définissant d 'une manière unique les q—i quantités X/,, est
nécessairement de rang q — i, et ces quantités s'expriment rationnellement en
fonction des 0^ et ?/„„ et par suite appartiennent à K,,,

C. Q. F. D.
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S', système complet de q — i équations à n — i variables est équivalent à un
système jacobien de q—i équations à n—i variables [obtenu en prenant
dans E/, une basejacobienne de la sous-pseudo-algèbre de Lie (Zi, . . . Z^_i)^J,
et par suite son intégrale générale, d'après l'hypothèse de récurrence, est une
fonction arbitraire de n— q fonctions indépendantes des n— i variables .Ti,...,
^_i. Elle vérifie l'équation Z^/=o, et par conséquent le système S, et réci-
proquement. C'est donc l'intégrale générale du système TS, linéairement équi-
valent à 83. Il s'ensuit que le système S a pour intégrale générale une fonction
arbitraire de n — q fonctions indépendantes.

La théorie ci-dessus fait immédiatement apparaître le procédé pratique clas-
sique d'intégration.

APPENDICE.

QUESTIONS A ÉTUDIER.

Tout au long de la théorie des pseudo-algèbres de Lie qui vient d'être exposée
se présentent diverses questions dont l 'étude serait intéressante.

1. Étude de la structure obtenue en remplaçant l'axiome IV par l'axiome
IV bis : [u, v}\=u{v\)—v{u\\

2. Détermination de toutes les pseudo-algèbres de Lie de dimension i sur
un corps gauche. Exemples non triviaux.

3. Étant donné un corps commutatif K, une algèbre de Lie N et une sous-
pseudo-algèbre de Lie E de la pseudo-algèbre de Lie cO(K) des dérivations de K,
existe-t-il une pseudo-algèbre de Lie E sur K telle que E/N^-e> É?

Réponse affirmative pourN de dimension o ou i.
4. Déterminat ion des pseudo-algèbres de Lie de dimension i dans le cas

inséparable; sur un corps commutatif quelconque.
5. Étude du cas où la caractéristique de K est 2.
G. Étude de la pseudo-algèbre de Lie des transformations différent iel les d 'un

espace vectoriel. Représentation d^une pseudo-algèbre de Lie par des trans-
formations différentielles.


