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CONTRIBUTION
A LA THEORIE ALGEBRIQUE

DES

EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

Psr M. Jean-Cravpe HERZ.

INTRODUCTION

Le présent travail a pour point de départ I’exposé par Goursat (*) de la
théorie de I'intégration des systémes linéaires et homogénes d’équations aux
dérivées partielles du premier ordre a une fonction inconnue, d’aprés le
Mémoire fondamental de Clebsch (*) complété par Mayer (). La théorie avait
été amorcée par Jacobi (*) & propos des équations de la dynamique analytique,
ainsi que par Bour (*), Boole (), Collet (7). Elle a été rattachée par Frobenius
et Cartan a la théorie des systemes de Pfaff (*).

Le raisonnement employé est, en grande partie, spécifiquement algébrique.
Il était donc intéressant de chercher a I'exprimer en langage moderne. Comme
'indépendance linéaire des premiers membres X,/ intervient d’une manieére
fondamentale, il était naturel de considérer les symboles de différentiation X

(1) Cours d’Analyse, t. 11, p. 634-641; Lecons sur les équations aux dérivées partielles du premier
ordre, p. 46-69. Cf. VaLon, Equations fonctionnelles, p. 548-549.
(2) Journal de Crelle, t. 65, 1866, p. 257-268.
(3) Math. Ann., t. 4, 1871, p. 88-94; t. 5, 1872, p. 448-470.
(*) Journal de Crelle, t. 60, 1861, p. 1-182.
(3) J. Ec. Polyt., t. 39, 1862, p. 149 et suiv.
6) Phil. Trans., 1863, p. 485-501.
) Ann. Ec. Norm. Sup., t. 1, 1870, p. 1-57.
)

Cartan, Lecons sur les tnvariants intégrauzr, p. 99-101.
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comme des vecteurs sur le corps des coefficients. De plus, la théorie adjoint a
un systeme X, fles équations X;(X; /) — X;(X;f) qui sont encore du méme
type. C’est la une opération définie sur l'espace vectoriel précédemment
introduit, qui devient ainsi une algébre. On a alors un premier résultat pure-
ment algébrique : tout élément de la sous-algébre engendrée par les
symboles X; annule toute solution du systéme. La réciproque fait appel a
I'analyse et s’énonce : aucun autre symbole de différentiation n’annule a la fois
toutes les solutions du systéeme. Le résultat final de la théorie est plus précis :
si le nombre des variables est et la dimension de la sous-algébre ¢, I'intégrale
générale est une fonction arbitraire de n— ¢ fonctions indépendantes. On
trouvera cet exposé au chapitre V (§ 6).

Un pas décisif dans 'algébrisation de cette théorie a pu étre fait grace aux
remarquables travaux de Ritt, le fondateur de 1Algebre différenticlle. Le
théoreme des zéros de Hilbert, étendu par lui aux équations différentielles et
aux dérivées partielles algébriques (), m’a permis en effet de donner une
démonstration purement algébrique de la réciproque énoncée plus haut. La
question est traitée au chapitre V(§1a5).

L’étude de l'opération X;X;— X;X;, que je note {X;, X;|, fait I’objet des
chapitres I 4 IV. On voit immédiatement qu’elle est quasi commutative et distri-
butive pour l'addition, et qu’elle vérifie lidentité de Jacobi. Elle n’est pas
linéaire, mais on a

{X[‘, )\X/}:)\{X” Xj}—!—O(X]‘,

« ne dépendant que de X; et A (en fait, « =X;%). On peut donc la qualifier,
suivant Jacobson (*°), de pseudo-linéaire. Inversement, ces quatre propriétés,
prises comme axiomes, définissent sur un espace vectoriel une certaine struc-
ture d’algébre. Vu la similitude de ces axiomes avec ceux des algébres de Lie,
j’ai appelé cette structure « pseudo-algebre de Lie ».

Le chapitre I donne quelques propriétés générales des pseudo-algébres de
Lie, ainsi que des exemples. Le chapitre II traite le cas ou le corps de base
n’est pas commutatif. Le chapitre I1I étudie le cas commutatif. Le chapitre IV
étend aux pseudo-algébres de Lie un raisonnement appliqué par G. Birkhoff
aux algébres de Lie. Enfin un appendice rassemble différentes questions non
résolues.

Dans le cours du texte, les références en chiffres romains désignent les
chapitres, celles en chiffres arabes les paragraphes.

(9) Differential Algebra (Amer. Math. Soc. Collog. Public., t. 33, 1950, p. 27 et 166).
(1°) Pseudo-linear transformations (Ann. Math., t. 38, 1937, p. 485).
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CHAPITRE 1.

DEFINITIONS ET PROPRIETES IMMEDIATES DES PSEUDO-ALGEBRES DE LIE.

1. Dermvmon. — Soit K un corps quelconque (commutatif ou non) dont nous
désignerons les éléments par des lettres grecques minuscules. Rappelons

qu'une dérivation D de K est une application de K dans lui-méme Verlﬁant
les deux propriétés

D(a + @) =Da+ D3, D(aB)=Da.B + «.Dj.

Soit E un espace vectoriel a gauche sur K, de dimension finie ou infinie,
dont nous noterons les éléments par des minuscules ordinaires.

Nous dirons que E est une pseudo-algébre de Lie sur K si E est de plus muni
d’une opération notée {,} (opération « accolade ») vérifiant les axiomes
suivants :

L. {u, v|=—1{v, u} (antisymétrie);

I {u, v+ w| :{u vt {u, wi (distributivité));

HI. {u, he}="n{u, v} + av, a étant un élément de K qui ne depend que
de uetdeA( pseudo—lmearlte);

IV. {u, {o, wil+ {0, {w, ul{+{w, {u, v|| = o (identité de Jacobt).

La dimension de E sera supposée désormais non nulle.

Une pseudo-algebre de Lie sera dite abélienne si{u, v} = o pour tout couple
d’éléments u, ¢.

Nous appellerons sous-pseudo-algébre de Lie de E un sous-espace vectoriel
de E fermé pour 'opération {, }. Une sous-pseudo-algébre de Lie de E sera dite
invariante si elle est permise dans E pour I'opération {, |, c’est-a-dire si elle
contient, avec un élément u, tout élément de la forme {u, ¢}.

2. CONSEQUENCES IMMEDIATES DES AXIoMES. — a. Si K n’est pas de caractéris-
tique 2, on a {u, u} =o (axiome I).

b. {u, o} =o (axiome II).

c¢. L’axiome III associe & un vecteur « et & un scalaire A un scalaire a(u, 1)
que nous noterons «A. E devient ainsi un domaine d’opérateurs 4 gauche
pour K. En vertu de 'axiome I, on a la relation plus générale

(1) fha, pot = pd {uy o+ [(Ra) ] o = (o).
L'opérateur u est une dérivation de K. En effet,
{w, A+myei={u, o +po | ={u, e} + {u,pr]
=2 {u, o)+ (ah)e) - |pfu, v} + (up)el

= (A+p){u, v} + (uh+up)e,
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d’ou
w(h+p)=ud~+up,

et

fu, hpo b ={u, Mpe)} =2{w, po} -+ (ud)py =A[pla, o) 4+ (ep)e] -+ (wd) pe

=dp{u, v} + [A(up) + (uh)ple,
d’ou
w(dp) = (ud)p+ A(up).
d. L’axiome IV nous donne une relation importante entre les dériva-

tions u, v et {u, v}:

o={u, {v,hwl}+{v, {2w, ujf+{hw, {u, v}
={w, e, wl+@ENw}+{e, A {w, u}—@whw]+2{w, {u, v}l —({u, v} H)w
=Xiu, {v, W+ (uh){o, w4+ (02) fu, w}+{u@l)]w+2A{v, {w, u}}

ey {wyul— (ub){e, wl —[o(u)]w +=2{w, {u, oll —({u, o] ) w
=[u(vd) —o(uh) — {u, v} 2] w,

d’ou
fu, ol h=u(ed) —o(uh).

e. En utilisant les axiomes II et 1[I, on a immédiatement

(2) (u+9)h=ul—+vi

Il s’ensuit que 'opérateur « = o est la dérivation nulle, et que, si pxappar-
tient au sous-corps premier de K,

(ru)p =2 (up).

3. Exempres. — a. Toute algébre de Lie est une pseudo-algébre de Lie
(x=o0 dans 'axiome III). En particulier, toute algébre de Lie abélienne est
une pseudo-algébre de Lie abélienne (et réciproquement).

b. SiE est1’espace des dérivations d’un corps K commutatif, on en fait une
pseudo-algébre de Lie sur K en posant {u, ¢} =uoc¢—¢ou.

c. Si K est un corps de fonctions réelles de deux variables réelles x, y
admettant toutes des dérivées appartenant a K, K est espace vectoriel sur lui-
méme et devient une pseudo-algebre de Lie quand onpose { /, g} = /., — /. .-

d. Si V est un espace vectoriel sur un corps commutatif K, on appelle (**)
transformation différentielle de V toute application T de V dans lui-méme
vérifiant

T(z+y)=Tx+Ty,
T(axx)=0o(Tz)+ arx (ar €K ne dépendant que de o et T).

On voit facilement que 'application o — a; est une dérivation de K.

(*1) N. Jacosson, Ann. Math., t. 38, 1937, p. 485.
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L’ensemble des transformations ‘différentielles de V devient un espace

vectoriel E sur K si ’on pose
(T+Tyr=Te+Tz e (AT)z=21i(Tz),

comme on le vérifie aisément.

L’espace E deviendra une pseudo-algébre de Lie sur K si I’on pose

(T, T =TeT —ToT,

car on vérifie sans peine que la transformation du second membre est une
transformation différentielle et que les axiomes I a IV sont remplis.

e. Un corps gauche K, considéré comme espace vectoriel sur lui-méme,
devient une pseudo-algébre de Lie A quand on pose {a, §} = aff — fa.

N

4. Sous-pSEUDO-ALGEBRES DE Lie. — PropositioNn 1. — Soit V un sous-espace
de E, de dimension finie ou infinie, (u;),e un systéme de générateurs de V. Pour
que V soit une sous-pseudo-algébre de Lie de B, il faut et il suffit que {u;, u;} €V
pour tout i, jEI.

La condition est évidemment nécessaire. Montrons qu’elle est suffisante :

soient u =Y o;u;, =Y B,u; deux éléments de V. On a
fu, v} :{ Zaiui, EQIuI}:Z 2{ oy, Biug )
, ~ <
-_—-E 2[(3,-05 {ag, wj} =+ [ (o) Bl wj— By (o) ;] d’aprés (1).
i

Si{u; u;}€V pour tout 7, j€I, il s’ensuit que {u, v} €V et que par consé-
quent V est une sous-pseudo-algebre de Lie de E.

CoroLrARE. — Tout sous-espace de E de dimension 1 est une sous-pseudo-algébre
de lLie.
Prorosition 2. — La sous-pseudo-algébre de Lie V engendrée par des

vecteurs (u; ), est le sous-espace vectoriel V, engendré par les vecteurs

n
R

0= Wy (U o5 (U W, |
ou q est un entier quelconque et j, €1.

En effet, tous ces vecteurs appartiennent a V. En vertu de la proposition 1
il suffit donc de montrer que {¢;, ¢;]€V pour tout 7, j. Désignons par ¢, un
vecteur ¢; défini par ¢ accolades. Je dis que { ¢, vy} est égal a une combi-
naison linéaire de ¢, avec h Zq —+r.

Cette proposition est vraie pour ¢ = 1. Supposons-la vraie pour {¢_.), ¢ }.
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Nous avons, en utilisant I’axiome IV,

{9 9 ) = s 9ig—1) b S0 )

T . ( i )
== e Vi Ui {0 @il Y= |

d’ou, d’apres I'hypothése de récurrence,
Lo v = { tis 27\"(/4 } — {91 P |
_
'—‘21 [ v} +Z("il)“w)—2f"~"(h’>

—
:2)\(’(],_“) »—1—2(11,‘).) (’(/,) —EIJJ’U,/)

avech~Zq—1+r, ' =q—1+r—+ 1,dou la proposition.

CHAPITRE II.

ETUDE DU CAS NON COMMUTATIF.

1. PSEUDO-ALGEBRES DE LIE DE DIMENSION SUPERIEURE A I SUR UN CORPS GAUCHE. — De
I'axiome I et de la relation (1) (I, 2, ¢), on tire

(1) (ph— ) {w, v} 4+ [ (R — A(up)]e + [ (o) — p(vd) Ju=o.

K étant supposé non commutatif, nous voyons que {u, ¢} appartient au sous-
espace engendré par u et ¢. Donc les sous-pseudo-algébres de Lie de E ne sont
autres que ses sous-espaces.

Placons-nous désormais dans le cas ou E est de dimension > 1. Si u=o,
on a, d’aprés la relation (2) (1, 2, e), uhA =o, d’ott

()\H,)[J_— 7\(1(}1) —o.

St u£ o, il existe un vecteur ¢ linéairement indépendant de u, et la formule (1)
donne les composantes du vecteur (Ay. — pi){u, ¢} relativement a la base u, ¢.
Lorsque u et ¢ sont fixés, et par conséquent aussi {u, ¢{, ces composantes
varient proportionnellement & Ay. — pA. En particulier, on a

(hu)po— M(up) = (Ap— ph)o(u),

v(u)€eK ne dépendant 'que de wu. Cette relation s’étend au cas u=o, auquel
correspond ¢(u)=o. La formule (1) s’écrit

(2) fu, vl =o0(u)y —o(v)u.

- Etudions les propriétés de Papplication ¢ de E dans K. Nous pouvons
fixer A et u, que nous choisirons non permutables,

O (u—+9) = (hp.— pl)= [(hee Do) p.— Mup +vp) |,
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ou .
(3) 9lu+9)=0(u) +¢(v),
9 (au) = (A — ph) [ (oree) p— ([ e ) |
= (p— pl) " [Qau)p—da(up) — Moau]p—afup])]
= (hp— pA) 7 [ Qo — pha) @ () — Map — pa)e(u)],
ou
(4)  glau)=ag(uw).

Les relations (3) et (4) expriment que lapplication ¢ est linéaire. Cherchons
maintenant une expression de uA : \

Lu, ol = o)y — o(he)u = o (u)hy — do(v)u
=2u, v} + («)e=ho(w)e — dp(v)u+ (ud)v,

(5) uh=q(u)k—ig(u).
On a, en vertu de (2) et de la linéarite,

o(fu,v})=o(u)o(v) —o(r)e(u).
Par conséquent ’application o est un homomorphisme de pseudo-algébres de Lie
de E dans A (1, 3, e).
Réciproquement, soit K un corps quelconque, E un espace vectoriel sur K, de
dimension quelconque, ¢ une application linéaire de E dans K. L’opération
(2) fu, vl =o(u)y —o(v)u

vérifie les axiomes 1 a IV.

Nous avons donc déterminé toutes les pseudo-algébres de Lie de dimension ~> 1
sur un corps gauche K. En vertu de (5), ce sont des algébres de Lie sur le
centre de K.

Remarque. — L’axiome IV est, dans ce cas, automatiquement vérifié dés que
le sont les axiomes I a III.

2. PSEupo-ALGEBRES DE LIE DE DIMENSION I SUR UN CORPS GAUCHE. — Le résultat
précédent n’est plus nécessairement vrai si E est de dimension 1.
La relation (1) permet seulement d’écrire

(ph—dp) fu, w} +[(hu)p— Mup) + (pu)d — p(ud)u=o,
d’olt, dans le cas ou K n’est pas de caractéristique 2,

(6) () + () h=Aup) + p(ud) ().

(12) Cette formule est encore valable dans le cas commutatif, pour une caractéristique quelconque
(cf. chap. III).
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La formule (2), ou 9(u) est une application linéaire de E dans K, définit
encore une pseudo-algébre de Lie, mais il peut exister d’autres formes de
pseudo-algébres de Lie.

E étant de dimension 1, tout élément u est de la forme Au,(u, fixe, 2 €K), et
l’application u — o(u) est définie par une transformation 2 — o(4) de K telle
que '

¢ (ah) = ag(2),
donc
o (2) =ag (1) =al,

0ob=0 (1) est un élément fixe de K.

On a alors
{ Ao, pug } = (M0pp — 0y 2) wy.

Si 0,= o, E est abélienne. Si §,5£ o, posons u, = 07" u,. Nous obtenons
{huy, puy ) = (205 003" — @051 0,207 Yo = (A — pd) uy.

Nous voyons que E est alors isomorphe ala pseudo-algébre de Lie A( (I, 3, e).

Nous allons étudier les pseudo-algebres de Lie sur le corps K des quaternions
rationnels. K est I’ensemble des éléments a + bw, + cw,+ dw,, a, b, ¢, d étant
des nombres rationnels et ®,, w,, w; vérifiant les régles de multiplication bien
connues.

Etudions d’abord les dérivations de K. Une telle dérivation est définie par
son effet sur w,, w, et w, :

0; =P Wi i - S Wiy,
ol 7 est un entier défini modulo 3.

De w; = — 1, on déduit
0; W+ W;0; == 0

et par conséquent p;= ¢;= o.
De w;w; ., = w; ,, on déduit
W) W1~ W0 = W)y
ou
Py W= S Wiy — 7' $i Wi — P Wi — Sipt == Pjeq @O~ Si—1 Wy44
d’ou

ri— — S—i+1-

Toute dérivation de K est donc définie par des relations de la forme

’
W; = A Wy — gy Oy

Soit maintenant E une pseudo-algébre de Lie de dimension 1 sur K, u un
élément non nul de E. E est définie par la donnée des scalaires uw; et (w;u)w;



CONTRIBUTION A LA THEORIE ALGEBRIQUE DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

. 329
(7, j entiers modulo 3). En effet,
foaw, pul=[(au)p —pB(ux)]u (o, B€K).
Stao=a+bw,+cw,+dw,, on a
wa=0b(uw )+ c(uw,)+ d(uw;)
et

(au)B=a(uP)+b[(ou)B]+c[(wu)B]+d[(w;u)B] (1,2, e).

Par conséquent ua et (x) sont connus dés que le sontles uw; etles (w;u)w;.
D’aprés ce qui précéde, les uw; et les (w;u)w; sont de la forme

UG — 1 Oy — Ajpg Oj—1,

(i) ;= by, j1 01— bi,jr1 @)

Les b;; sont liés, en vertu de la relation (6), par

(U)W (Wi U) 0= 0 (U0 1) + w0y (W)
ou

biiwiy— by @i+ biy i @iy — Digg i1 04 == — @@ — iy 0,

ce qui nous donne

bii = bi+1,i+1,
bi,i——1 = i1,
bi+1,i—1 = — ;.
Posons alors
b+ aywy+ e+ a3
b="0,1="0,,=0bs; et 0= el 22 3,

2
Nous avons alors

Ow;— w0 =a; Wi — iy Wi = UWy,
01000 — 0 00, = @+ Doy = (0 U) Wiy — 01 (L)

et par conséquent

fu, o) = (0o, — o;0)u
et

fou, o) = (0001 — 0 0o;) e

En vertu de la double distributivité (pour I'addition) de 'opération accolade
et de Popération A, . — A — pfA, il s’ensuit qu’on a la relation générale

{Au, pu} = (A0p — pd)u.

Nous avons ainsi démontré qu’il n’existait sur le corps K des quaternions
rationnels que des pseudo-algébres de Lie abéliennes ou isomorphes a Ay.
De telles pseudo-algébres de Lie seront dites zriviales.

Cas particulier important : le corps K n’admet que des dérivations intérieures.
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Rappelons qu’'une dérivation D d’un corps gauche K est dite intérieure (**) s’il
existe un élément 0, de K tel que Da = 0,0 — a0, pour tout  €K. Toute déri-
vation intérieure de K annule son centre Z. L’ensemble des 6, vérifiant la
condition ci-dessus pour une dérivation donnée D est une classe modulo Z.
Si V est un sous-espace supplémentaire de Z (K et Z étant considérés comme
espaces sur Z), 6, admet une forme canonique unique dans V.

Soit E une pseudo-algébre de Lie de dimension 1 sur un corps gauche K de
caractéristique £ 2, sans dérivations non intérieures, Z le centre de K, u«, un
élément non nul de E. Quel que soit A €K, Iapplication o - (Au,)a est une
dérivation de K. A & correspond ainsi un élément A d’un espace V. Cette appli-
cation o de K dans V est linéaire. En effet, d’une part

A p=h+p

d’aprés la relation (2) (I, 2, ¢); d’autre part, soit @ un élément de Z; nous
avons d’apreés la formule (6) (**)
‘ (adtug)a + (aduy)a=al[(hus)a] + a[(Au) ]
ou
(adwy)a = a[(Auy) o],
donc ’
al=al.

Supposons maintenant que K soit de dimension finie n 41 sur Z. V est de
dimension n. L'image de K dans V par lapplication o(A-~2%) est de

dimension m_—n. Le sous-espace des A tels que A=o est donc de
dimension n 41— m>x1. Autrement dit il existe un élément non nul u = A,
de E tel que uoa = o pour tout « € K. Prenons pour u, cet élément u. L’opération
accolade dans E est alors définie par

{hy pu = [(dw) plu= (05.p — p0y) .
Soit w,, ®Wy, ..., W, u.ne base de V sur Z. L’application ¢ transforme
I’élément A :Za£(°£+ bde K (a;, beZ)enl'élément P} :Za,-(&i de V.
Posons

5= Ypyw;  (pyel)
j=1

nous avons, en vertu de (6),

n
(W)= 0,0, — w15122p1,~(w/w1—®1w,’) —=o.

i=1

(13) N. Jacosson, Pseudo-linear transformations ( Ann. Math., t. 38, 1937, p. 487).
(1*) Rappelons que cette formule a 6té établie en supposant la caractéristique du corps K différente
de2.
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Supposons que les n—1 quantités w;w,—w,w; (j=2, ..., n) soient
linéairement indépendantes sur Z. 11 en résulte que p,;=o pour j>£1. La
relation (6) donne encore pour % =1,

(1) 04 (0p) 0, =6 Wp— WD)+ 00 — 0, D= 0,
ou

n n

Zl)u(w/’wk— wro;) +2pk,~(w,~w1 — w,0;) =0,

j=1 j=2
d’ou, puisque p,;= o pour j <1,

(Prt— pi1) (0w — @, 07) + Zpk,‘(w/on — W @) =0,
JAk
ce qui entraine, grace 4 la propriété d’indépendance,
Pri== D1, prj=o0 pour tout j Z1,k.
Enfin (w,u)w,= o donne
(T)k&)/;—- (x)k(T)k:(),
qui se réduit a
Pi (00— 0p0,) = 0,
ce qui exige py = o. , ,
Posons py; = p,, = ... = pu,= a. Nous aurons finalement
w;=aw; quel que soit i;
donc, quel que soit A €K,
h=al(Z) et fAu,pa ) = a(dp — pd)w.
Sia=o, E est abélienne, Si a5£ o, posons a~*u=y¢. 1l vient
Fhe, ot = (dp— pd)v.

Nous avons ainsi obtenu le

Tutorime. — St K est un corps gauche de caractéristique £ 2., de dimension finie
sur son centre L, dont toutes les dérivations sont intérieures, et possédant une
base w,=1, w,, ..., w, sur L telles que les n — 1 quantités w, w;— w;w, (i >1)
sotent linéairement indépendantes surZ. toute pseudo-algébre de Lie de dimension 1
sur K est triviale.

Remarque. — 1. Ce théoréme s’applique en particulier au cas des quaternions
rationnels, d’ou le résultat du début de ce paragraphe.

2. On peut s’affranchir de la condition d’indépendance dans le cas ou n 3,
car sa négation entrainerait I'existence dans K d’une extension commutative
de Z. Cela nous ameéne a faire la conjecture suivante : si K est a dérivations
intérieures, toute pseudo-algebre de Lie de dimension 1 sur K est triviale.
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3. Inversement, ’existence de dérivations non intérieures pour K n’entraine
pas 'existence de pseudo-algébres de Lie non triviales sur K. C’est ce que montre
I'exemple suivant :

SoitI'le corps des rationnels,  une indéterminée, K le corps des quaternions
sur I'(x). :

Les relations w}=--1 et w;w;,=w;, étant toujours valables, toute
dérivation D de K vérifie des relations de la forme

\7) Dw;= a0y — @y 04

D’autre part, toute dérivation d’un corps gauche K applique son centre Z dans
lui-méme, carsiaeZ et A€K, on a

D(a2)=D(}a)=Da.A+ a.DAi=Dlr.a 4+ A.Da,
d’ou
Da.A=21.Da, donc DaelZ.
Enfin sinous désignons par a’ la dérivée usuelle de a€I'(x), nous avons
Da=a' .De.

L’application @ + bw, + cw,+ dw; — @'+ b'w,+ ¢’ w,+ d'w, est une déri-
vation de K, comme on le vérifie aisément. Elle n’est pas intérieure puisqu’elle
n’annule pas I'(x). Cherchons maintenant les pseudo-algébres de Lie de

dimension 1 sur K. Soit z un élément quelconque d’une telle pseudo-algébre de
Lie E. La relation (6) donne

(w;i)z + (2u) ;= o;(uz) + x(uw;).

(w;u)x et ux appartiennent 4 T'(x). (xu)w; et x(uw;) sont de la
forme pw;_, + qw..,. Cela nécessite (w;u)xr = uxr =o, d’ou

un=7a'(ux)=o pour tout ael(x).

Il s’ensuit que tout élément de E annule I'(). Par conséquent, la recherche
des pseudo-algébres de Lie sur K donne lieu aux mémes calculs que dans le cas
des quaternions rationnels. On trouve encore qu’il n’existe que des pseudo-
algebres de Lie triviales.

CHAPITRE III.

ETUDE DU CAS COMMUTATIF.

1. REPRESENTATION CANONIQUE DES PSEUDO-ALGEBRES DE LIE DE DIMENSION SUPERIEURE A I
SUR UN cORPs coMMurATIF. — La relation (1) (11, 1) donne, dans le cas commutatif,

[(hee) p— M p)]o + [(p0) A — (o)) ]u = o,
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d’ou, lorsque E est de dimension > 1,
(1) (Au)p=2A(up).

Nous appellerons noyau de E I’ensemble N des u€E tels que ui = o pour
tout €K c’est, en vertu de la propriété (I, 2, ), un sous-module de E, et ce
sous-module est permis dans E pour opération {, | (I, 2, d). Lorsqu’on a, de
plus, la relation (1), N est sous-espace vectoriel de E, donc sous-pseudo-
algébre de Lie invariante (I, 1) de E. C’est de plus une algébre de Lie sur K.

La relation d’équivalence ©'— u&€N est réguliére pour 'opération {,}|. En
effet, siw’' —ueNet ¥ —v€N, il en résulte que

I

’ ( P ! /) 1 ! )
fu, o' —fu, vl ={u—uv}+{u ¢—vleN.

L’espace-quotient, E=E/Na par suite une structure de pseudo-algébre de Lie.

Si u€E, uh=o0 pour tout A€K entraine u=o. E est donc isomorphe 4 une
sous-pseudo-algébre de Lie de la pseudo-algébre de Lie des dérivations de K
(I, 3, b).

Si V est une sous-pseudo-algébre de Lie invariante de E, et si u€E, v€V
et A\€K, on a {u,v}€V et {hu,¢l€V, dou (¢A)ueV; u étant quelconque,
si V=£E, on a nécessairement ¢A =0, d’ou VCN.

Enfin, toute algébre de Lie sur K contenue dans E est évidemment contenue
dans N (1, 3, a). En résumé,

TuroriMe 1. — St E est une pseudo-algébre de Lie de dimension ~>1 sur un
corps commutatif K, toute sous-pseudo-algébre de Lieinvariante de E distincte de E
est une algébre de Lie sur K contenue dans B, et réciproquement. Parmi ces algebres
de Lie, il en existe une maximum N appelée noyau de E, et EIN est isomorphe
a une sous-pseudo-algébre de Lie de la pseudo-algébre de Lie des dérivations de K.

L’homomorphisme E e E sera appelé représentation canonique de E.

2. ConsTaNTES DE STRUCTURE. — Un espace vectoriel E sur un corps commutatif
donné K est défini par la donnée d’une base (¢;),, I étant un ensemble, fini ou
infini, d’indices. Cherchons comment I'on peut définir sur E une structure de
pseudo-algebre de Lie sur K. Nous supposerons E de dimension supérieure a 1.

. N /1 >
Soient u =Za,~e,~, v:ZBjej deux éléments de E. Nous aurons

(2) {u, V}:{Zaia,Zﬁje}%:E Z{aiei’ ﬁie/'}
:2 2[“55/{’% ¢y + (aeiBy)e;— (Bjejan) el

Pour connaitre { «, ¢|, il suffit donc de connaitre :
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1 {e, q}:ZyUkek pour tous les indices 7, j&€1;

k
2° les valeurs des éléments ¢;A pour tout /€1, tout A €K, autrement dit les
dérivations de K(A — ¢;1) pour tout 1 €1.

Nous appellerons les éléments ;. constantes de structure de E. Ces constantes,
ainsi que les dérivations ¢;, vérifieront certaines conditions, déduites des
axiomes I 4 IV, que nous allons établir.

L’axiome I exige

(A) {enejl=—1{ej, e;} quels que soientietjel.

Réciproquement, la formule (2) assure, a partir de ces conditions, la validité
de I’axiome I.

L’axiome II est vérifié sans condition supplémentaire.
La formule (2) donne d’autre part

fu, de = Y laues, je; ] => Z[aim/ teiej | -[ae(dB))]e;— (ABjej ) e].
i i i
L’application A — ¢;A étant une dérivation, on en déduit
fu, hob=2fu, 0} + I:Zai(eil)]v,
et 'axiome III est vérifié sans condition supplémentaire.
L’axiome IV exige

(B) e el en)+1{{ej ent, ey + lew ey, ej} =o.

Par suite de la distributivité, 'axiome IV sera vérifié des que le sera la
condition

e, Bjejly yeen | + {1 Bjej Yaer |, aier | + {{ Yean, 2iei }, Bie; | =o.
Or
{laies, Bjej}s yreew) ={ o) {en ;) -+ (aeiBj)e;— (Bjejo) e Yrer | :
= afreil e ¢ by ey + 0B e et vi)en—vrer(auBy) | e ¢
+ (e Yei e e =+ (wed;) (eye) ee— [veen(aef;) e
— (Bjeja)vrl ey en} —[(Bjejon) eryler—+[yeer(Bje o)) er
La sommation par permutation circulaire fait disparaitre, grace a (B), les
doubles accolades. On obtient, comme coefficient du terme en {¢;, ¢;},

— vrer(ai3;) 4 (vreron) B+ (Yree3;) a

qui est nul puisque ¢, est une dérivation.
Le coefficient du terme en ¢, est

a:B3;({ e ejive) 4 (weB;) (ejye) — e (Breive) — (Bjeju) e+ Bjej(xeys)
= o3[l € | yi— ei(e;ve) + €;(eive) -
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Nous obtenons ainsi une troisiéme et derniére condition :
(G) e, ¢jlh=ei(¢;l) —e;(e;)) touti, jel, tout A€ K.
En résumé,
TukoriMe 2. — Une pseudo-algébre de Lie de dimension > 1 sur un corps K

commutatif est définie par la donnée d’une base (¢;),c,, des valeurs des accolades
{ ei, e;} et des dérivations ) — e;) de K, qui doivent satisfaire aux conditions :

(A) ﬁei, (%/}:—fe/, L’[},
(B) tlen el e+ {le en), ef+{ler e, e5f=o,
(€ ten ejfh=ci(¢e;}) — e;(eih)

pour tout i, j, k€l.

3. PSEUDO-ALGEBRE DE LIE DE DIMENSION I SUR UN CORPS COMMUTATIF. — Quand E est
de dimension 1, la relation

(1) (Au)p=21(up)
n’est plus automatiquement vérifiée. Les éléments de E sont tous de la forme A,
u étant fixe £ 0. On a, quelle que soit la caractéristique de K,

{huy, pu}=phfu, w}+[(he)p — p(uh)]u
et
Cpa, 2y =dpfu, wh + [(pu)d — h(up)]u,
d’ou
(ph+2p)fu, )+ [(Aw)p— 2(up) + (pu)h — p(ud)]u=o.
Si K est de caractéristique 2, A -+ A = o; si K n’est pas de caractéristique 2,
q P p q
{u, u}=o0.On a donc toujours

(3) ' (hu)p~+ (pu)h=A(wp) + p(uh) (*).

En particulier
2(Au)dh=2k(ud),

et st K est de caractéristique 3£ 2, ce que nous supposerons désormais,
(4) (Au)A="2A(ud).
On a de plus, puisque p. — (Au)p est une dérivation,

(Au) 2= [(ha) X ]A ~+ A (Au) X | = 2[(Au)]]
= 222(uk) d’aprés (4)
= M) h 4+ A(wd)] = A (uhr?),
et par récurrence
(Aw) =2 (ud").

(15) Cf. chap. II, formule (6).
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En posant dans (3) p.= 1", nous en déduisons
(Muw)d =2 (ul).

Si west un polynome en A dont les coefficients sont des constantes relativement
aE(**),ona

(e = () (Bt ) = Xl ()] = Byl () = B |
— 7.|:u<2aiki>] =Mup)  (uekK,).

Supposons maintenant que p. soit une fraction rationnelle en A (toujours a
coefficients constants) : .= g avec « et 3 polynomes en A a coefficients dans le
corps des constantes K,, 3 5< 0. Nous avons

(Au)ya =2X(ua),
c¢’est-a-dire
(Ra)Bep—+ BRu)p=A[(wp)p+ B(up)],
d’ou, puisque (Au)B="2nr(uP)etB£o,
(u)p = A(up).

Examinons maintenant le cas oll p. est algébrique séparable sur K,(2). 1. est

zéro d’un polynome
PX)=Be+B X+ ...+BX" [B:eKo(D)],
mais non du polynome dérivé
P(X)=81+...+rBX—.
Posons
P.(X)=uBo+ (uB)X + ...+ (uBr)X".

Nous pouvons écrire -

o=u[P(p)]=Pu(p) + P'(p) up
et
o= (A)[P()]=Pru(p) + P () (Aee) .

Or, puisque 3;€K,(}),
P)\u(X) - )\Pu(X)y

et comme P’(p) n’est pas nul, nous en déduisons
(1) Mup)=(ru)p.

Nous avons ainsi obtenu le

(16) Qest-a-dire des éléments «; de K tels que va;=o quel que soit veE. Ils forment un sous-
corps Ko qui contient le sous-corps premicr de K, II.
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Tnktorime 3. — Si E est une pseudo-algébre de Lie de dimension 1 sur un corps
commutatif de caractéristique =< 2, et si K, est le sous-corps des constantes, on a
la relation (Au)y.= h(uy.) chaque fois que y. est algébrique séparable sur K,(1).

CoROLLAIRE. — Dans les mémes conditions, on a la relation (p.u)\ = p.(ul).
Cest une conséquence immédiate de la relation (3).

~ Nous allons voir que la relation (1) n’est pas nécessairement vérifiée quels
que soient A et . Nous allons en effet résoudre le probléme suivant :

Trouver toutes les pseudo-algébres de Lie de dimension 1 sur un corps commu-
tatif K, de caractéristique quelconque, de dimension finie sur son sous-corps pre-
mier 11 et séparablement engendré sur I1.

Nous supposons donc que K posséde n éléments £, &,, .. ., £, algébrique-
ment indépendants sur II et est algébrique séparable sur II(E,, ..., &,).

K posséde n dérivations indépendantes D,, ..., D, telles que D;&;=3;;, et
s1 D est une dérivation de K, on a

m:EDgi.Dix (7).

Soit E une pseudo-algébre de Lie de dimension 1 sur K, « un élément non
nul de E. Posons

wli=—a;; (Biw)ej=Bi; {u, uj=yu.

Je dis que la donnée des a;, des B3;; et de y détermine E.
En effet, on a (en supprimant les signes de sommation, selon I’'usage courant),

(Au) po = (Au)E; . D; .
Or, d’aprés (3),
(Au)e=2(us) +Ei(ud) — (Liw)d
= Ao+ i (uk;) DA — (Biw)E;.Djd
= hoy+ [ £ (k) — (Biw) %] Djh
Posons wi=&i(uk;) — (Ciu)E;="Eia;— B;;: ladonnée des w;; et des «; équivaut
a celle des B3;; et des ;. Nous obtenons
(lu)El: ;\Oti-{— mi,-.Dj?\,
d’ou
(Au)pr = }a;.Dyp+ 0. D;A. Dy pa.
On en déduit d’une part

{hu, pu}=2pfu, u}+[(Ae)p— p(ud)]u
= [yAt + da; . Dy + 0. D;A. Dy — po; DA

(17) Cf. WEIL, Fondations of Algebraic Geometry, p. 12.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXI. — Fasc. 4. 28
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ou
(5) {Au, pul =y + a;(AD;pr — uD;A) + w;; DA Diplu,
et d’autre part
(Au)p— A(up) =w;.D;1.D;p,
et, siv="0u,

(5/) (7\")#—}(Vp):()w,-,-.D/l.DipL.

Les wy;, les a; et v peuvent-ils étre donnés arbitrairement? Voyons a quelles
conditions 'opération (5) vérifie les axiomes 1 a 1V.

Axtome I :
YA+ a;(AD;p — pDA) + w;; DA Dy = — yAp — o (DA — AD; ) — w;; Dy . Dy '

o 27hp -+ @ (D;A.Dyp + Dju.Dih) = o0  quels que soient A el
Faisons A= p.=1 : nous trouvons

(6) 2y =0,

ce que nous savions déja (I, 2, a).
Faisons A =&, lu.# £, : nous trouvons

(7) Wi+ W= 0,

qui d’ailleurs découle immédiatement de la relation (3) et de la définition
de Wik,

Réciproquement, siles relations (6) et (7) sont vérifiées, 'axiome I1’est aussi.
Axtome II : st g. =\, + %o, la formule (5) donne immédiatement
{Au, pul={du, pu} + {du, poul.

Pas de condition supplémentaire.

Aaxvome III : st p.= y., %o, la formule (5) donne

(e, prae} = [yhp pa + o (pre Dipto 4 Apta Dy — prapps - Did) =+ 04 Dy A (- Dippy - pra - Dypo) Ju
= fhu, pul+ Opou (avec 0 indépendant de ).

Pas de condition supplémentaire.

Aziome IV : Calculons ¢ = {{Au, pul, vu} ="Clu:

=70y + a;(0.D;y — v.D;0) + w;.D,;0.D;v,
avec
0 =vAp + ax(A.Dpp — ‘u.D;J\.) + wg. DA Dypu
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Nous avons done

C=72Apv + yvar(2.Drp — p.Drd) + yvor.DiA.Drp
+ a;Dyv.yAp + o Dyvioog (A D — . Drd) + ;. Dyv. oz . Dk . Dy
—aw. Dy dp — oy Dok — avyh Dy — a Dy (A D — . Dy d)
— avap (DA . Dy — Dy . Dipd) — apvap (2. Dy Dy — p Dy Did)
— o;v. Dywr. Dih. D — a;vop . D Dih D — a;vor . DA Dy Dy
+ w;;.Dv. Dy Ap + 0. Dyv.y. DA p+ 0. Div.yA. D
+ . Div.Djag(A. D — . Dpd) + @ Do (DA D — D D)
+O)[j.Div.OCk(A.Dj.DHJ.—[J..D/‘.D/J\)—*—&)i/'.D,-‘J.D/OJH.Dz)\.Dk[J.
+&)ij.Div.wk1.Dj.D17\.Dk‘LL+w[/.Div.wkz.D[A.DjDk}L.
Désignons par le signe S une sommation par permutation circulaire sur

A, 1, v. L’identité de Jacobi s’écrit
S{{Xu, pul,vel=Nv=o,
S {—=o0 quels que soient 2, y, v.
Or, compte tenu de la relation (7) et de D;D;=D;D,,

SC: (v?— a;.Diy) SX{..LV + (0i-Djy — yau) S }F.Div
-+ (-— Ywij—{—ak.Dkwi,- —+ Oij.DkOti~,&)ik.DkOtj) S D,~7\.D]-[,L.v

—+ (akw,-/—— wu.ngU) S Dl-)\.D,-‘u.Dw

Si nous faisons suceessivement

A= p=v=r1;
A= p=1, v==F;;
A=F;, =k ve—=r1:
A=&, p=L,  v=hk;
nous obtenons
3(y*— a;.Diy) =o.
o Dy — va;= o,
(8) — YWi;+ O(k.DkOJ[/—l——w/k.Dka[—G)ik.Dk(ijO,
S (ak&)ij-“ co/d.Dgcoi,-) — 0.
ik

Réciproquement, les conditions (8) assurent la validité de I’axiome IV.
Dans le cas o K est de caractéristique p < 2, les conditions (6), (7), (8) se
réduisent &

[ Y=o,
S W;j =+ W= 0,
(9) ac/,A.D/\-coi/A— mjk.Dkai—mik.Dka/: o.

S (O(k&)i/'— oj/,l.Dgwij) = o,

ijk
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Dans le cas ou p =2, elles se réduisent a
W= Wi,
v+ ;. Dy =o,
wi;.Djy + Yo, = o,
v + ar.Diwij+ wjr. Do+ 0i.Dray = o,

(10)
S(akwij+ wz.Diw;) = o.
ijk

Examinons quelques cas particuliers.

1° p#£2, n=1: w,;=o0 est la seule condition. On a donc toujours
(A¢) u="n(vp), d’apres (5").
Si oy, =0, on a {Au, p.u}=o quels que soient A et i : E est abélienne.

u

Si o, 54 0, posons u, = o Nous trouvons, en vertu de (5),

{Auy, puy) = (A.Dyp— p. D) uy,

ce qui montre que E est isomorphe a la pseudo-algébre de Lie des dérivations
de K.

2°p£2,n=2: On doit avoir w,;; = w;,=0, W,y =-— wy,;. Posons w;, = w:
les conditions (g) se réduisent &

(11) ;. Dyjw + ay. Dyor—=w (Dya;+ Dyas).
On peut y satisfaire en prenant w = o, d’ou, d’apres (5'),
(h0) .= A(vp) quels que soient ¢, A et .

Si ay=oay=o0, E est abélienne. Si a, ou a, est =20, et si I'on pose alors
D=ua,D,+ «,D,, on voit que E est isomorphe a la sous-pseudo-algébre de Lie
engendrée par D de la pseudo-algébre de Lie des dérivations de K.

Supposons maintenant w £ o. Pour que (A¢)pu=7=x(¢p), il faut et il suffit,
d’apres (5'), que

D,A.Dijp—DiA.Dypp=0 (condition indépendante de ¢),

donc que A et . soient algébriquement liés sur 11.
La condition (11) peut s’écrire

(12) D1<f‘i>+D2(9‘E>:o.
O] [a)
Une solution de (12) est &, = «, =0, w =1, qui donne
{du, pu}; = (Dyd. Dy — DA Dopyue =[(Aw) p]u (cf. 1, 3, ¢).

On a alors (Au)p.=o si et seulement siA et . sont algébriquement liés surII.
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Le noyau de E est donc formé par les éléments Ou, ou 0 est algébrique sur II.
Il n’est fermé que pour I'addition, non pour P'opération {,} ni pour la multipli-
cation par un scalaire (ce qui était évident puisque E n’a pas de sous-espace
vectoriel véritable).

Des conclusions analogues peuvent étre tirées pour le systéme général (g),
qui admet la solution particuliére a;= o, w;;=1(¢<j).

Remarque. — Ce qui précéde établit I'indépendance de I'axiome IV.

3°p=2,n=1: Les conditions (10) donnent
P y
v+ oy .D,y=o,
(13) ®11-D1Y+Yd1:0a
Yo1+ . Dywy = o,

Wy + wyy.Dyw—o.
Le systeme (13) admet deux groupes de solutions :

1°w,=y=o0, o, quelconque. On a alors toujours (h¢)p=2nr(vp.),{Iu,
Au}=o; on rentre dans le cas 1°.
(Diw1)?

° —D.w —
2° w,; 5% 0 quelconque, o, 1O, Y on

. On aalors (Ao)p.=A(vp)
si et seulement si D, A.D,u=o0, c’est-a-dire si A ou . est une constante. En
particulier (Au)A = A (u))seulement si A est une constante. Enfin, {Au, A\u} =0
si et seulement si Aw,, est une constante.
Posons v = wi La formule (5) devient
11
(Ao, po} =D, A.Dyp.p,

ce qui montre que toutes les pseudo-algébres de Lie ainsi construites se
déduisent les unes des autres par homothétie.

CHAPITRE 1V

IMMERSION D’UNE PSEUDO-ALGEBRE DE LIE DANS UN SYSTEME ASSOCIATIF.

1. Inrropuction. — Les exemples b et ¢ de (I, 3) présentent des pseudo-
algebres de Lie construites a partir d’'une opération associative ux¢ au moyen
de la formule {u, ¢} = uky — vxu.

De méme (II, 1), toute pseudo-algébre de Lie E de dimension ~>1 sur un
corps gauche K peut étre considérée comme déduite pareillement de I'espace
vectoriel E muni de I'opération

ukv =0 (u)v, [¢(u) application linéaire de E dans K],

dont on vérifie immédiatement 'associativité.
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Le présent chapitre adapte aux pseudo-algebres de Lie de dimension >>1
sur un corps commutatif K de caractéristique =<2 le raisonnement que
G. Birkhoff (**) applique aux algébres de Lie, et montre qu’une telle pseudo-
algébre de Lie peut étre déduite de la méme facon d’un espace vectoriel muni
d’une opération associative. Cette opération est distributive pour l'addition,

mais non linéaire. On peut donc appeler ce systéeme associatif une pseudo-
algébre sur K.

2. L’anneau . — Soit E une pseudo-algebre de Lie de dimension quelconque
>1 sur un corps commutatif K de caractéristique =< 2. Nous la supposons

donnée par une base (¢i)q, les relations {e;, ¢ :Z Yijrer et les dérivations

k
de K A —¢;), ces données étant soumises aux conditions énoncées plus haut

(11, 2). Nous supposerons totalement ordonné 'ensemble 1 qui indexe la base,
ce 4 quoi nous autorise 'axiome du choix.

Nous allons construire un espace vectoriel & muni d’une multiplication
associative et distributive pour I'addition. Sa base sera constituée par tous les
mots de la forme ee,...c, (r entier positif quelconque, degré du mot,
{,€lpourtout p), doncsera en correspondance biunivoque avec ’ensemble des
arrangements finis avec répétitions d’éléments de I. Soit (w;);, cette base. Les

éléments de @ s’écriront donc = =2 rwi(jET).

Nous définirons sur les mots w; une multiplication associative en associant
aux mots &; et w; le mot w;w,. Nous étendrons cette multiplication a tous
les éléments de @ de la maniére suivante :

(1) 0k<27»/ W/>=E[(6’M/) wj—+ 2 (exww;)]s
j

i

(2) (ekle/;i e ek,)(Z )‘/'Wi>: ek1|:(ek,ek3 [P 6k‘)<2 )L/'Wj>],
j J

P ) )

Cette opération est définie d’'une maniére unique et posséde les propriétés
suivantes :

a. Distributicité pour U'addition : 4 gauche d’aprés (3); a droite d’apres (3),
(2), (1) et la relation e,(A + )= e,k + e ..
b. Linéarité a gauche : («3,)z,— a(3,2,) pour « €K, z, et z, € &, d’apres (3).

(18) Ann. Math., t. 38, 1937, p. 526-532.
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c. er(pz)=(e )z~ p(ez) pour n€K, z€@. En effet,

ekl:‘u<27\iwi>]: ek[E () W,]:Z {ler(h)] wi—+ (ud;) (exw;)} d’aprés (1)

i

:Z {L(erp)li + p(exds)] i+ (phe) (exswi)}

= (eky)<2>~.iwi>_+ B [exk) wit ha(ecw)]

I3 1

— (exp) <Z)\1W;’>+ Ju[ek<27\,~wi>] d’aprés (1), c¢. Q. F. b.

d. Associativité : on a d’abord, si w et o' sont deux mots, et A et yu deux
éléments de K,

e[ (pw') (Aw) | = ex{p[w (Aw)]} d’apres (3)
= (exp) [ (Aw)] + ple[w' (Aw)]] »oc
= [(exp) @] (hw) -+ pfex[w' (Aw)]} » o (3)
=[(exp) W] (Aw) + pl(exw’) (Aw)]  »  (2)
=[(exp) W] (A w) +[(exw)] (Aw) > (3)
= [(erp) '+ p(exw)] (Aw) »a
= [ex(pw")] (Aw) » (1)

Ensuite, par récurrence sur le degré du mot o,

(exw") [(pw") (Aw)] = ex{ w'[(n o) (Aw)]} d’aprés (2)
{

=er{[w’ (nw')] (Aw)} d’aprés I'hypothése de récurrence

= ek[<2viwi> (Aw) ]:Z {ex[(viw)) (Aw)]} d’aprés

i i

:Z{[ek(viwi)]} (Aw) d’aprés ce qui précéde,

:%2 [ﬂ(w%)]}(l“)) — [ek<2 viwi>](l w) d’aprés a

= {efw’ (pon]f(Aw) = [(exw”) (pw)] (Aw)  d'aprés(2).
Enfin, d’aprés (3),
(") [(po') (Aw)]=[(v@") (pw)] (Aw),
et par suite de la distributivité :

5"(5'z) = (5"5')z pour tout z, 7/, 3" €A, C. Q. F. D.

Nous adjoindrons a @, pour la commodité, un élément neutre pour la
multiplication e et ses multiples Ae(A€K). e pourra étre considéré comme
un mot de degré zéro. Les regles de calcul précédentes s’étendent immeédiate-

ment au nouvel ensemble @', qui est donc a la fois espace vectoriel contenant E
et anneau unitaire.
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2. L’meaL J. — Dans 'anneau @/, nous allons considérer [l'idéal bilatére I
engendré par tous les éléments de la forme

zj=eej—eje;— {e;, e} (i, jel)

et I'anneau quotient Q"= @'|J. A" aura une structure d’espace vectoriel :
en effet, siz€ J, hz=(he)z€J.

Lemme 1. — z;; étant Uélément de @' défini plus haut, on a
J p ’

le()\W) = )\ZijW.

En effet,

2 (Aw) = (ere)) Aw) — (eje)) Aw) — {ew, e} (Aw) = ei[e; (A w)] — ej[e;(Aw)] — {ei, €} (Aw)
=[ei(e;1)] w + (e;}) (e;w) + A(eie;w) + (¢;1) (e:w)
— {lej(@)]w + (e;4) (e:w) + A(eje:w) + (k) (e;w)] — [{e, e} A]w — Aes, ej} w
= [e;(ejA) —ej(eh) — {e, e;} A w + Aesejw — ejesw — (e, €} w)

— Az;w puisque le premier crochet est nul.

Proposition 1. — L'idéal J coincide avec Uensemble J, des sommes finies

Z rwz ' (h€K, w et w' mots quelconques de degré >.0).

En effet, J, est un module; les termes Awsz;»w' appartiennent a I'idéal
bilatere J, done J, S J.
D’autre part J, est un idéal, car si z€ @/,

z(Awziw') =5 [(he) (wz;w' )] =[a(he)] (wzy,;w')
:<2 ,.Lkwk> (WZi/‘Wl):ZHk(WkW)Z[]’W’ eJd,

k k
et

(Awzyw')z = hwz;(wz) = lwz,-,-(Z v,,w,,> :Elw(v,,z,-jw,,)
7

T
(d’aprés le lemme 1)

= B hwl(ve) sywy| = X {[hw (vye) |z w, = 3 ¥ Egr oz w0, € .
q q q r
3. EreMents canoniQues e Q. — L’ensemble d’indices I « été supposé totale-
ment ordonné. Parmi les mots w;=¢, ¢, ... ¢, distinguons ceux ou la suite
des indices j, est non décroissante. Soit w; un tel mot, z un élément de @' dont
'expression ne comporte que des w; et e. Je dis que dans toute classe de @
modulo J existe un z et un seul. Nous appellerons z élément canonique.

" a. Existence de la_forme canonique. — Pour montrer I’existence d’un z congru
a4 un s donné, il suffit de montrer I'existence d’un z congru & un mot w donné.
Nous procéderons par récurrence sur le degré de w et sur le nombre d’inver-
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sions de sa suite d’indices. La proposition est évidente pour w de degré 1 et
pour ¢ sans inversions. Supposons que dans w deux indices consécutifs
présentent une inversion :

W= €y €y Gy G (Jp>> )
Nous avons modulo J,
WE=€ ..., € € e, ... e (e, e e ... 0.
L’expression du second terme développé suivant les régles (1), (2), (3) ne

comporte que des mots de degré inférieur a r, et le premier présente une
inversion de moins que w ; la proposition est donc démontrée.

b. Univocité du procédé de construction. — La démonstration ci-dessus contient
le processus de réduction d’un élément quelconque = 4 une forme canonique =:
chacun des monomes non canoniques w composant 5 est remplacé par une
somme de monomes dont le degré est inférieur a celui de v, ou de méme degré
et présentant moins d’inversions; on recommence sur chacun des monomes
non canoniques, et l’on aboutit ainsi, au moyen d’un nombre fini d’opérations,
4 un ensemble de monomes canoniques dont la somme est la forme canonique
cherchée =.

Si l'on interrompt le processus 4 un stade quelconque, on obtient un
élément z, intermédiaire entre z et z. Nous écrirons symboliquement 53> z,5» z,
et nous énoncerons : « 5 donne 3, (qui donne z) ».

Ce processus n’est pas unique. Nous allons montrer cependant que la forme
canonique z obtenue est indépendante de la suite d’opérations employée. Il
suffit évidemment de le montrer pour tout mot w.

La proposition est vraie pour tout mot de degré 1, ainsi que pour tout mot
sans inversion d'indices ; nous la supposerons vraie pour tout mot de degré <r
ainsi que pour tout mot de degré r présentant moins de ¢ inversions, et nous le
démontrerons pour un mot w de degré r présentant ¢ inversions.

La premiére opération du processus méne de w a un élément z somme de
mondmes vérifiantles conditions de I'hypothése de récurrence ; on aboutit donc
de z 4 une forme canonique unique z. Si donc deux processus différents
coincident quant a leur premiére opération, ils donnent de w la méme forme
canonique. En écartant ce cas, on a4 examiner I'effet de deux processus < et &'
diftérant des leur premiére opération. Il se présente alors deux cas :

(A) W= Wi e e waep e wy (i>J, 7>)"; wi, ws, wy sont des mots).
La premiére opération de € supprime l'inversion i, j.

La premiére opération de €' supprime l'inversion 7/, .

(B) W= wyeejerws, (i>)> k).

La premiére opération de € supprime 'inversion i, j.

La premiére opération de 2’ supprime I'inversion j, .
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LemMe 2. — Tout élément de & admet une forme canonique nulle.

Un tel élément est, d’aprés la proposition 1, une somme de termes Awsz; 0/,
w et w' étant des mots. Chacun d’eux est de la forme

Aoz w' = Awee;w' — Aweje,w’ — hew { e, e} w'.

Supposons, pour fixerles idées, £ > j; le premier terme Awe;e;o' donne alors
hwe;e;w' + Aw e, e;} w', done hAwz;w' donne zéro, d’ou le lemme.

Lemme 3. — St i > j, st €K et 51 3, et 3, sont deux éléments queleonques de @,
on peut passer de z,(he; )3, d 3,(heje;) s+ 5,(A{e;, e}) 5.

En effet, posons z, (A ¢) = z,. Nous aurons
si(heie)) s =5y € €557 53 € €3+ 53 { € €} Byt 535 5.

Le dernier terme, d’aprés le lemme 2, donne zéro, d’ou le résultat.

WRz=wiejewaepepwy+ wife, el woepepwym=w,+ 3,

(A) {

Wy =wieejwiepepwi+ wieeiws ey, e} wy=w + 5.

z et 3’ donnent, d’aprés 'hypothése de récurrence, des formes canoniques
uniques z et 3. ’
Or

Wy D> Ba== Wy € €; Wy €jr €y Wy Wy €; €W, { Ciry €jr } Wy = W; 4 33

et, d’apres le [emme 3,
g1 Wi e, €} woepenwy— wi{e, €| waler, e | wi=5,+ 35
D’ou
) Wy B3+ B+ 557 5.
D’autre part,
W wyejewaepep Wy wife, el woepepwy— w;+ 5
1 €€ Wo Cjr Cir¥vy 11 Ciy €/ g Wa €t Cit W — Wi 7T~ Sy
et, d’aprés le lemme 3,
5,1}’2'3"{“ S5y
d’ou
3wy 5y 5y F5== 3
Nous voyons que 'on peut passer de z et de s au méme élément z,. Il s’ensuit

que les éléments canoniques z et 5’ sont égaux, et par suite que deux suites
d’opérations ditférentes du type envisagé meénent du mot w au méme élément
canonique 3.
(B) { W5 =Wy ejeerwa+ Wy { e e} erws;

WS =W eere;wat Wyl e, ex) wa.



CONTRIBUTION A LA THEORIE ALGEBRIQUE DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 347

D’aprés I'hypothése de récurrence, tous les procédés de réduction menent
de z et 5" 4 des éléments canoniques uniques 5 et 3.
Or, on peut passer de z &

Sy==wyejerews + Wy el e, er ) wat wi{ e, e} erw,,
puis a
Sy== Wy epej e wa— Wi f e, et e wa+ wiejfe, e waw {e, e} epw,
= w 4+ 354 3, + 55.
9, \
D’autre part, on peut passer de 5’ a
i wiereie;wat wy (e, e ejwa+- wiefe), e ) w,
puis a
w=wierej e wat wier e, el watwile, el ejwa+wie e, e} wy

=W+ 3+ 3, + 5.

13}

Comparons z; et z,. Soit

/ ( =N
(4) 1€jy Cky :ZYIIL (2
m

Nous avons

N Q)
Ly =W, 2 Ym€m J€iWs—+ Wy 2 Ym' €my | €iWa

m<i m'>i
' “ N e e Y, s
9” Wy Ym€m |€i Wy - Wy Ym’ €i €t Wy — Wy Ym’ 1 Cmy €i Wy == 3
m<i / m'’>i m'’>i y

d’aprés le lemme 3, et

. m
- V
= W 2 (eiYm) Cm | Wa—t+ Wy 2 Tm €i€m | Wa -+ Wy ld Y €i €y Y Wa
m m<i m'’>i
}’ Wy 2 (ei\fm) Coy | Wo W1< 2 Ym €m 3£> Wy
m meu
N L ) .. e
-+ Wy Ym | Cis Cm§ |Wat Wy Ym! €iCp | W2
m<i m'>i .
=5 Wy E(eiYHL) Cm—+ E Ym{eiv em; _ZYM’ :elll/j ei}]w-_'-
m m<«£i m'>i

Or, d’aprés (4), le crochet n’est autre que {¢;, {¢;, ¢;}}, donc

333> 5y et - a > ac+wile, (€ el wa
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Deux calculs analogues donneront

B39 5o, By a3+ wi{er, { e, e} ws,
et
3, > 34, 2> 5+ wi{ e, {e, er}} wa,
donc
53 w4 g+ 2+ S5+ wy { e, { €, et} wa= 3,
et

’

3w - me+ s s+ wil { e (e, e} )+ {ex, [e e} }]wa= 2.

En vertu de I'identité de Jacobi, ces deux éléments sont égaux.
Nous avons donc montré I'univocité du procédé de construction.

c. Unicité de la forme canonique. — Cette univocité va nous servir pour
montrer qu’il existe au plus un élément canonique congru modulo J a un élé-
ment z donné.

Désignons en effet par z I'élément canonique obtenu a partir de z par le pro-
cédé de construction ci-dessus. Supposons que deux elements canomques 3y

et z, solent congrus 4 un meéme élément z. Nous avons zi_zi, z2_52

et 5, — 3, €J. D’apres le lemme 2, zi—z2=o. Or, pour deux éléments quel-
conques yiety,de @, on ay1 yﬁ_yi %. Il s’ensuit que z, = z,.
C. Q. F. D.

Si nous remarquons enfin que I'ensemble des éléments canoniques est un
sous-espace vectoriel de @', nous pouvons énoncer :

ProrositionN 2. — L'ensemble C des éléments canoniques de @' est isomorphe d
'espace quotient "= A'|J.

4, LE THEOREME D'MMERSION. — Enintroduisantdans Cl'opération z, % 3, =z, 3,,
on en fait une pseudo-algebre associative C* isomorphe a la pseudo-algébre
quotient "= @'[J.

E est un sous-espace vectoriel de C*, et pour deux quelconques u et ¢ de ses
éléments, on a dans C* :

0

{u, vl =u%v—v¥xu.

Nous avons donc réalisé 'immersion de E dans une pseudo-algébre associa-
tive. Nous énoncerons :

TrtoriME. — Toute pseudo-algebre de Lie de dimension > 1 sur un corps com-
mutatif K de' caractéristique = 2 peut étre plongée dans un espace vectoriel sur K
munt d’une opération associative, distributive pour I’addition, telle que, st on la
note par le signe %, {1, v} =u% ¢ — v % u pour tout couple u, v d’éléments de E.
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CHAPITRE V.

SYSTEMES LINEAIRES ET HOMOGENES D’EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
DU PREMIER ORDRE A UNE INCONNUE.

1. LA pPSEUDO-ALGEBRE DE LiE FONDAMENTALE. — On considére, dans la théorie
algébrique des équations aux dérivées partielles (*°) un corps commutatif K
muni de n dérivations (« partielles ») permutables. Nous allons étudier systé-
matiquement I’espace engendré par ces dérivations sur K [qui est un sous-
espace de la pseudo-algébre de Lie @(K) de toutes les dérivations de K].

Soit donc E un sous-espace de M(K), de dimension finie, et engendré par
un systeme d’éléments d,, d,, ..., d, tels que {d;, d;}=o pour tout couple
d’indices ¢, j. En vertu de la proposition 1 (I, 4), E est une sous-pseudo-algebre
de Lie de @(K). Nous supposerons de plus qu'il existe des éléments&,, &,, ..., &,
de K tels que d;f,= 8;j. 1l s’ensuit que d,, ..., d, est une base de E; car

siE w;di=o, <2 o d,-> £,= a,= o quel que soit A.
E sera appelée‘pseudo-algébre de Lie fondamentale.

Dermnrion 1. — Un systéme (u; ), d’éléments d’une pseudo-algébre de Lie E
est dit jacobien si { u;, u;} = o pour tout z, jEI.

Proposition 1. — St un sous-espace vectoriel NV d’une pseudo-algébre de Lie
quelconque E a une base jacobienne, c’est une sous-pseudo-algébre de Lie de E.

C’est, comme plus haut, une conséquence immédiate de la proposition 1 (I, 4).

Prorosition 2. — Toute sous-pseudo-algébre de Lie V de la pseudo-algébre de
Lie fondamentale E posséde une base jacobienne.

Soit en effet u,, ..., u, une base de V. On peut compléter cette base, au
moyen des d;, en une base de E, par exemple u,, ..., u,, d,uy. ..., d,. E est
somme directe de V et du sous-espace F de base d,,.,, ..., d, (qui est, d’aprés
la proposition 1, une sous-pseudo-algébre de Lie). E est aussi somme directe
de F et de la sous-pseudo-algébre de Lie G de base d,, ..., d,.

On a, d’une seule maniére, d;= ;- w; avec ;€ V, w;€F. Les vecteurs ¢,,

O35 +.., 0, sont linéairement indépendants, car «;v;=o0 entraine, puisque

E=F- G~,2 a;d;=o0, d’olt a;= o pour tout i Zp. Ils forment donc une base
de V. ’

(19) Rurr, Differential Algebra, chap. IX.
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Je dis que le systéme ¢,, ¢,, ..., ¢, est jacobien. En effet,

{Vi,Vj}:{Wi, Wj}—{diy W/}+{d17 Wl};

wjest de la formeE Bid,, et par conséquent

p+1
n

{di, w,-}:E(diﬁk)dkeF; de méme {d;, w;}€F.
pat ,
Enfin {w;, w;}€F. Donc { ¢, v;} €F.
D’autre part, V étant une sous-pseudo-algébre de Lie de E, {¢;, ¢;]€V.
Donc {¢;, v;}€FNYV, ce qui exige {¢;, v;} =o0.
La proposition est démontrée.

2. LA PSEUDO-ALGEBRE ASSOCIATIVE ENVELOPPANTE. — E est un ensemble de déri-
vations, donc de transformations de K. Relativement & I’opération de compo-
sition de ces transformations, le plus petit demi-groupe contenant E est
I’ensemble G des produits finis d’¢éléments de E.

Etant donnés deux transformations T,, T, et un élément A de K, nous notons
selon 'usage AT, la transformation 1" définie par T"oa = A(T, 2) pour toutx €K,
T,~+ T, la transformation T” définie par T"a =T,a + T,a. G engendre ainsi
sur K un espace vectoriel de transformations &.

Prorosition 3. — @ est fermé pour ’opération de composition.

Il nous suffit de montrer que (Auw,uy...u,)(uvi0,...9,) appartient
aa(r, pek;u, v€E). Sip=r,
' (Aaey) (o1 e oo 0g) =AU ) 04 oo o0y Al 09y
Par récurrence, nous voyons que (Awu, ...u,)(¢,...9,) est une combi-
naison linéaire d’éléments de §.

Cette opération est distributive pour I’addition, donc A sera un anneau. Elle
n’est pas linéaire, et L ne sera pas une algébre sur K. On a cependant, siwet '
sont deux éléments de @,

(1) (Aw)w' = A(ww'),
(2) w(Aw') = (wd) w4 w, &' (w,e@).

[En effet, siu€E,
' w(hw') = (ud) @' 4+ duw'.

Supposons démontré que

(e oo1ey) (AW') = (s ... uph) '+ Wy 0¥/,
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on aura
(it oo ) (AW )y =g [(Us .. Uph) W'+ o ']
— [(ul cen u,,))\]vv’—\- [(ug AN u,,))\u,-J,- u, WQ]WI

=[(wy .. up) ] + w W,

et par distributivité, la relation cherchée].

Nous sommes donc amenés & ’appeler pseudo-algebre associative. Ses élé-
ments seront appelés dérivations supérieures de K.

ProrositioN 4. — St K est de caractéristique nulle, les vecteurs d3 d%...d%" de &
(@; entiers > 0, non tous nuts) sont linéairement indépendants sur K.

Supposons en effet qu’il existe une relation

(3) Zlad‘}‘ﬂdgﬂ...dﬁn:o (tous les A4 étant 2 0),
. &

et soit Ad%¥d% . ..d’ un terme ou la somme o, +. ..+ o, soit minimum. Dans
tout autre terme wd® d® ... d%, il existe un indice 7 tel que B;,>> o;. Le premier

membre de (3) transforme donc 1'élément E3EX...E* de K en léle-

ment o, la,!...a,! A, qui n’est pas nul puisque K est de caractéristique nulle :
d’ou la proposition. :

Prorosition 5. — Ce systéme S d’éléments de & engendre ..
Il nous suffit de montrer qu'un élément de G, c’est-a-dire une dérivation

supérieure de la forme w,u,...u, avec u;€E, est égal 2 une combinaison
linéaire d’éléments de S.

La proposition est vraie pour ¢ =1; supposons que u,; . . . 4, Soit une com-
binaison linéaire d’éléments de S,Zladf'a’? ...d*, et soit ui—_:ZOi d;. On a

(0;ey) (Mg dSrd%...d%) =0;[d; (A d3rd%...d%)]
— 0 [(dihg) % . . . don ot Ny dde . .. d]
= 0y(dda) dBds. . d% ... don 0)gdBd%. .. d%H ... d%,
d’ou la proposition (vraie quelle que soit la caractéristique de K).
Cororraire 1. — Si K est de caractéristique nulle, S est une base de Uespace &..

Nous nous placerons désormais dans ce cas.

Derinriony 2. — Nous appellerons ordre d’un élément d3...d%  de S la somme
des entiers «;. L’ordre d’un élément de @& sera I'ordre maximum de ses termes
dans son expression au moyen de S. E apparait donc comme I’ensemble des
éléments du premier ordre de & (mis & part I’élément zéro)
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Prorosition 6. — St w et @' sont deux dérivations supérieures, les termes de
plus haut ordre de wo' s'obtiennent en faisant le produit des termes de plus haut
ordre de w et w', comme s'il s’agissait de polynomes en d,, d,, . .., d,.

En effet d;(p.d% d%...d%) a pour terme de plus hautordre p.d®...dP+.,.d%,
et, par récurrence, (hd*...d*)(p.d®...d%) a pour terme de plus haut
ordre Ap.d2*? ... d**%_ La proposition 6 résulte alors immédiatement de la

distributivité.
COROLLAIRE 2. — Ordre (ww') = ordre w -+ ordre w'.
CoroLLARE 3. — w(Aw') = A(ww') + = avec ordre z < ordre ww'.

Provosition 7. — S¢ p éléments de E, u,, u,, ..., u, sont linéairement indépen-
dants, les éléments de A de la forme u$'u3: . . . 1 (a; non tous nuls) sont linéaire-
ment indépendants.

Nous utiliserons le lemme d’algébre suivant :

St Yy, Yo, ..., Y, sont p formes linéaires indépendantes a n variables X,,
Xsy ..., X, sur un corps K, et h un entier positif, les polynomes

anYe_:a...ng<Zai:h>

homogénes en X,, . .., X, sont linéairement indépendants sur K (2°).
fe)

Nous en déduisons, en vertu de la proposition 6, qu'une combinaison linéaire
(a coefficients non tous nuls) de « mondmes » uj'ui*. .. tous d’ordre A ne
peut étre nulle. Il en est de méme pour des mondmes d’ordre quelconque,
puisque seuls les monomes de plus haut ordre % interviennent dans le calcul
des termes d’ordre 4 du développement suivant la base S. La proposition est
donc démontrée.

Prorosition 8. — St u,, ..., u, sont n éléments linéairement indépendants de E,
les éléments de A de la forme u§'ul*. .. u;" (a; non tous nuls) forment une base
de L.

On vient de montrer que ces éléments sont linéairement indépendants. Il
reste a prouver qu’ils engendrent @. Or, par un raisonnement analogue a celui

(2°) N’ayant pas trouvé ce résultat dans la littérature algébrique, j'indique briévement une démons-
tration : si Yy, Yo. ..., Y, sont n formes linéaires (indépendantes ou non) en Xy, Xo, ..., X,, de
déterminant 3, les coefficients des polynomes lhomogénes de degré A, Y3, Y3, ..., Y% ont pour
déterminant A =3®, w étant le nombre I'71 de combinaisons avec répétitions de n -+ 1 objets
pris h—1 & h—1. Cette égalité se démontre aisément au moyen du calcul extérieur, par récurrence
sur n et 4, en se ramenant par une transformation simple au cas ou Yi, ..., Y,—1 ne dépendent
pas de X,. En particulier, 8 3 o entraine A £ o, d’out le lemme.
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utilisé dans la'démonstration de la proposition 5, on voit facilement que les
éléments de @ de la forme w,u, ..., , oul g est un entier positif quelconque,
Z; un entier positif quelconque Zn, engendrent &.

Soit 7 le nombre des inversions présentées par la suite 7,, . .., 7,. Montrons
que w=u,...u, s’exprime comme combinaison linéaire des seuls élé-
ments u$ul. .. un. Clest vrai pour ¢ =1, ainsi que pour i, <i,=... 1,
Supposons-le démontré pour tout élément d’ordre =Z¢ — 1, et pour tout élé-
ment d’ordre ¢ dans lequel la suite 7, 75, . .,, 7, présente r — 1 inversions.

Il 'y a dans w deux indices consécutifs 7, 7., tels que 7, >17;,. Or nous
avons

_ ( — - Z
U gy = Wy Uy — | Wy Uy V=g oy,

L

W= U Uy e Uy Uy Uy — E Uy oo Wy (U ) Uy e .

L

Le premier terme du second membre présente » — 1 inversions, le reste est
une somme de termes Au; ...u, avec s=q—1. La proposition est donc
démontrée.

Derivirion 3. — Une telle base sera dite base spéciale de A.
Prorosition 9. — L’ordre est une propriété intrinséque des éléments de ..

Cet énonceé doit étre précisé dans le sens suivant : ’ordre d’un élément
de A relatifaunebasew,,...,u,deEseralemaximumdelasommeo, +o,—+...+a,
dans son expression comme combinaison linéaire des monomes u¥ul:. .. u*.
L’invariance de I'ordre relatif découle alors du lemme de la proposition 7, ou
encore du fait évident que cet ordre ne peut augmenter lorsqu’on exprime
les u; au moyen d’une autre base (¢;) de E.

Deriniriony 4. — Une partie de @ qui est a la fois sous-espace vectoriel de @
et sous-anneau de L sera appelée sous-pseudo-algébre de .

Prorosition 10. — L'intersection de toutes les sous-pseudo-algébres de @ conte-
nant une partie 03 de @ est une sous-pseudo-algébre de GL. Cest I'espace vectoriel
engendré par les produits finis des éléments de 03.

Dermvition 5. — Cette sous-pseudo-algébre sera appelée sous-pseudo-algébre
engendrée par 3, et notée (B )a.

Prorosition 11. — Si FCE, (F)a contient la sous-pseudo-algébre de Lie (F),
engendrée par F.

Ann. Ec. Norm., (3), LXXI. — Fasc. 4. 29
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En effet, siu et ¢ appartiennent a8 (F)aNE, u—+ ¢, Au et {u, ¢}=uv—ou
appartiennent & (F)anE, et par conséquent (F)aNE est une sous-pseudo-
algébre de Lie de E contenant F. ‘

Tatorime 1. — St FCE, (F)aNE=(F),.

Soit en effet u,, ..., u, une base jacobienne de (F),. (F)a est engendrée
(proposition 10) par les produits u, u, . . . u, des u;, qui se réduisent, en raison
de la propriété w;u;= u;u;, aux produits uf*u}*. .. u’r. En vertu de la proposi-
tion 7, ces produits constituent une base de (F)a, qui peut étre complétée en
une base spéciale de @&. Un élément du premier ordre de (F)a a une seule
expression relativement a cette base, et est donc nécessairement de la forme

Mg+ datty+ . oo+ Apup.
C. Q. F. D.

Prorosition 12. — Une partie de @ qui est a la fois sous-espace vectoriel de
et idéal a gauche de I’anneau A est une sous-pseudo-algébre de L.

Dirvition 6. — Une telle sous-pseudo-algébre de @ sera dite tnvartante a
gauche.
Proposition 13. — L'intersection de toutes les sous-pseudo-algebres invariantes

a gauche contenant une partie 03 de G est une sous-pseudo-algébre invariante
a gauche. Cest le sous-espace engendré par les éléments de la forme z et ws
avec € G, we A.

Cela résulte des relations (1) et (2) du début de ce paragraphe.

Derinirion 7. — Cette sous-pseudo-algebre invariante a gauche sera appelée
sous-pseudo-algebre invariante a gauche engendrée par 3 et notée (®3),, .

TatoriMe 2. — Si FCE, (F), NE=(F),.

Soit encore u,, ..., u, une base jacobienne de (F),, qu'on peut compléter
en une base uy, ..., uy, 0ps ... 0ude B (F) = (uy, ..., 4,),, est engendrée
par les monomes ¢ ... o2 ud . . ubru;, les « et les B étant des entiers > o,

donc, en vertu de la commutativité des u;, parles monomes ¢35t % ubul . ubr,
ou les 3 ne sont pas tous nuls. Un élément du premier ordre de (F),a a une
seule expression au moyen de cette base spéciale, et est donc nécessaire-
ment de la forme A, u, ...~ 2,u,

C. Q. F. D.

COROLLAIRE 4. — Moyennant les hypothéses énoncées au début de ce chapitre, les
seules combinaisonsZ)\u[‘ Upe o Uy, qui sotent des dérivations sont de la formcEl Uig)s

ot u,, est une accolade multiple.
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En effet (I, 4, proposition 2), c’est ainsi qu’est engendrée la sous-pseudo-
algébre de Lie (F),. On a ainsi obtenu une réciproque de cette proposition :
I'accolade de deux dérivations est une dérivation.

3. PSEUDO-ALGEBRE ENVELOPPANTE cOMPLETE. — Adjoignons a & la transforma-
tion identique e : nous obtenons un espace @' ayant pour base les monomes
didy. . .di ou, cette fois-ci, les «; peuvent étre simultanément nuls. Nous
appellerons cette base canonigue. @ sera une nouvelle pseudo-algébre asso-
ciative, que nous appellerons la pseudo-algébre enveloppante compléte. Nous
attribuerons évidemment & ¢ I'ordre zéro, moyennant quoi les diverses pro-
priétés de A s’étendent a @', leur expression s’en trouvant d’ailleurs souvent
simplifiée.

4. ANNEAU DE POLYNOMES DIFFERENTIELS ENVELOPPANT. — A tout élément
wo,=d;*dy*. . .d; de la base canonique de @', associons une indéterminée, que
nous noterons w,Y. L’anneau K{Y| des polynomes aux indéterminées w,Y
sur K peut étre muni de » dérivations prolongeant les dérivationsd,,d.,. . .,d,
de K, au moyen des relations d;(+,Y) = (d;w,)Y et des axiomes de dérivation
d’un anneau. Cet anneau a été introduit par Ritt (**). Ses éléments sont les
polynomes différentiels. @' apparait donc comme isomorphe a I’ensemble @’
des polynomes linéaires homogeéenes de K{Y}, E comme isomorphe a 1I'en-
semble E des polynomes linéaires homogénes du premier ordre de K{Y!.
Si Bc @, nous noterons @3 I'image de 3 dans I'isomorphisme @' <e>@'.

Prorosirion 14. — St (z;),e, est une base de @, tout élément de K{Y | s’exprime,
et d’une seule maniére, comme polynome en z; Y.

En effet, les indéterminées w,Y s’expriment en fonction (linéaire et homo-
gene) des polynomes différentiels z,Y comme les dérivations supérieures o,
en fonction des z;. Reste & montrer que les z;Y sont algébriquement indépen-
dants sur K. Or, dans une combinaison algébrique

G(5Y,5Y,. .., 5Y)=H(wY,..., w.Y)

des 5;Y, les termes de plus haut degré de H sont donnés par les termes de plus

haut degré de G. Donc, si H est nul, le polynome G,(z,Y, ... 5,Y) formé par

les termes de plus hautdegré de G est nul. D’aprés le lemme de la proposition

7, le polynome G, a tous ses coefficients nuls. Donc G a tous ses coefficients nuls,
C. Q. F. D.

Un idéal différentiel (**) de K{ Y/} est un idéal contenant, en méme temps

(21) Cf. note (19) du paragraphe 1.
(2*) Cf. note (1) du paragraphe 1.
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que le polynome différentiel A, tout polynome dérivé d;A. L’intersection de
tous les idéaux différentiels contenant une partie 3 de K{ Y } est un idéal diffé-
rentiel, noté [ @], dont les éléments sont de la forme » A(wB)avec A€K{Y |,
wed, Bed.

Tutoreme 3. — St FCE, [F} NA = (F)a

En effet, dans la somme ZA(WB), B est de la forme zY avec z€F. Sépa-
rons dans le polynome A le terme de degré zéro : A=A, + 2 (2€K). A, est

une somme de mondmes de degré > o. La sommeZA(wB) n’a pas de terme

constant et a comme termes du premier degréZ(wsY). Sielleappartienta @/,

elle se réduit & ces termes du premier degré, et appartient done, d’apres la
proposition 13, 4 la sous-pseudo-algébre invariante & gauche (F)a' ,
C. Q. F. D.

Tutorine 4. — Si FCE, |[F|nE = (F),.

C’est une conséquence immédiate des théorémes 2 et 3.

Tutorime 5. — St FCE, l'idéal [F] est premier.

Soit uy,. .., u,une basejacqbienne de (F).. On a
[Fl=[u, ttay. e, up|=[w: Y, wsY,..., w,Y])

Complétons w,,. .., u, en une base wu,,..., 4y, ¢pis,..., v, de E, a laquelle
correspondent une base spéciale de @', formée des dérivations supéricures
Bt n g% %y Lo A N , . . , oV
s=ola . obu L Lu, et des générateurs algébriquement indépendants zY

de Panneau K{Y!. Si A€[F], c’est une somme de termes B(zu;Y) ou B est
un mondme en zY. Chacun de ces termes a un facteur

. o o1 Y — 8 ;
suY = ()EI_’:i‘. cooBud gt upY = VEI_"_“;‘. covprulooudi o uwlrY,

ol un des y au moins n’est pas nul. Réciproquement, une somme de monomes
en Y ol un facteur au moins posséde au moins un y non nul est un élément
de [F‘] Si maintenant A = A, A,, 'un des polynomes différentiels A, et A, au
moins posséde cette propriété, et par suite appartient a | F]. [ F ] est donc un
idéal premier.

5. Le TukorkME roNpAMENTAL. — La théorie de Ritt nous permet alors
d’énoncer le

TukoriME 6. — Pour que deux systémes d’ équations aux dérivés partielles linéaires
et homogénes du premier ordre sur le corps différentiel K précédemment défini
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admettent les mémes solutions, il faut et il suffit que les sous-pseudo-algébres de Lie
engendrées par les premiers membres sotent identiques.

Soient
(4) w,Y=—=o0 (tel, u;e k),
(3) v Y=o (JeJ,v,€eE),

ces deux systémes.

La condition est suffisante : soit v} une solution de (4), c¢’est-a-dire un élé-
ment d'un surcorps différentiel de K tel que #;v, = o pour tout ;€l. Par hypo-
thése, et d’apres la proposition 2 (I, 4), ¢; est une combinaison linéaire d’éle-
ments u,), 4, étant une accolade multiple d’ordre ¢ d’éléments w;. On voit, par
récurrence sur ¢, que ., v, = o. En effet (**),

wgn = { usy Ug—y) | = wi| Wg—yn ] — tyg—1y(Win) = 8;0 — t(;—y)0 = 0.

Donc ¢;vy = o pour tout j&€J.

La condition est nécessaire : d’aprés le théoréme des zéros (**), les sys-
temes (u;Y),er et (v;),e; engendrent le mémeidéal parfait J. Or, 'idéal diffe-
rentiel engendré par (1Y), est premier (théoréme 5), il est donc a fortior:
parfait; d’autre part, la sous-pseudo-algébre de Lie engendrée par (u;),c, est
I NE (théoreme 4). D’ou le théoréme.

6. METHODE CLASSIQUE D'INTEGRATION. — Le théoréme général ci-dessus est
remplacé par un énoncé plus précis dans le cas ou K est un corps de fonctions
réelles. Nous allons reprendre ici I’exposé classique des méthodes d'intégration
des systémes linéaires et homogénes d’équations aux dérivées partielles du
premier ordre, que nous simplifierons grace a la théorie des pseudo-algébres
de Lie.

a. Définitions. — Un systeme S linéaire et homogéne d’équations aux déri-
vées partielles du premier ordre est constitué par p équations

Xif=o (i=1,2,...,p)

ou fest une fonction inconnue de n variables x,, ., ..., x, et les X; des sym-
. boles de transformation infinitésimale a » variables :

d
Xi:E Qin P

Les coefficients a;, sont des fonctions données des n variables x, définies

(2%) Nous utilisons ici la relation {u, ¢}X = u(¢X) — ¢(x)) dans le cas ou X appartient, non plus
a K, mais & un surcorps de K. Mais elle résulte immédiatement de la définition de I'opération {, ]} :
tu, v} = uoy — vou.

(2*) Rirr, Diff. Alg., 11. 6 et 1X. 8.
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dans un domaine D. Nous supposerons qu’ils appartiennent & un corps a déri-
vées partielles K (c’est-a-dire un corps contenant, en méme temps qu’une fonc-
tion A, toutes ses dérivées partielles par rapport aux z,,).

Les symboles X; appartiennent donc & la pseudo-algébre de Lie sur K qui a

. Jd J " .
pour base le systeme = o Désignons-la par E. Si
X:Za/—d— et Y:ZB/-—()—)
t()(l?/L ld«l‘h
on a
Jd
(6) 1Y | =3 (Xf— Y o)

13

Un systeme S admet toujours la solution banale f= const.

Un systéme S sera dit libre si les X; sont linéairement indépendants sur K. Il
sera dit complet (**) s’il est libre et si le sous-espace vectoriel (X,, X,,..., X,)
est une sous-pseudo-algebre de Lie. Il sera dit jacobien (**) s’il est libre et
si { X;, X;} =0 quels que soient ¢ et j. Deux systémes S et S’ seront dits linéaire-
ment équivalents si les sous-espaces vectoriels (X,, X,,..., X,) et (X],..., X))
sont identiques, équivalents s’ils ont les mémes solutions.

Les propositions suivantes sont immédiates :

— Tout systéme jacobien est complet.

— Deux systéemes linéairement équivalents sont équivalents.

— Un sytéme libre comporte au plus n équations

— Un systéme libre de n équations est complet et n’admet que la solution
banale.

— Un systéme libre linéairement équivalent & un systéme complet est lui-
méme complet.

b. Changement de variables. — Un changement de variables est défint par
une transformation biunivoque T du domaine D, qui fait passer du point
M=(x,, ..., x,)au point M'=(x,, ..., x,), ce que nous noterons M’ = TM.
T est donné par les nfonctions z; = @,(, . .., x,) = ¢;(M). La transformation
inverse sera notée T—*.

La transformée par T d’une fonction fsera notée T f et définie par

Tf(TM)= f(M) pour tout M.

On a les propriétés suivantes :
T(f+g)=T/+Tg
T(fs)="T/.Ts,
T (Tf) = T(T-1f) = f.

(23) CLEBscH, Journal de Crelle, t. 63, 1866, p. 258.
(20) Ibid. p. 259.
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En outre, la formule de dérivation d'une fonction composée s’écrit

ACYIRN 0<Ph

(7) d.l‘, dx/l

Le transformé par T d’un symbole X sera noté TX et défini par
— Jd
TX _2,‘ T(X¢n) 5o

Les fonctions T(Xg,) seront supposées appartenir i K,
On a les propriétés suivantes :
T(X + Y)=TX + TY,
v T(fX)=Tf.TX
(8) T(Xf)=TX.Tf d’aprés la relation (7),
T-1(TX) =T (T X)=X.

En effet, si T~* est définie par les » fonctions ¢;, on a

T (1X) = 3 T [(TX) ] 5o —ZT* [(TX) T(T~" ) ] o
h
_zr T T )] —_Z<X T—’%),

::Z (Xgh).l_):l_’/_, =X
h

si 'on désigne par £, la A7 fonction coordonnée.
Enfin,
TIX,Y|={TX, TY .
En effet,

fTX, TY J= W[ (TX) (T.Yg1) — (TY) (T.X¢1)] J

o7 d’apres (6)

I

_ZT X(ch/,) — Y (Xon)] 5‘)— d’aprés (8)

_ZT' (X, Y!}on] ddl__T{X,Y}.

Le transformé par T d’un systéme S sera par définition le systéme TS des
équations (TX;) f=o (i=1, 2, ..., p).
L’intérét des considérations précédentes réside dans le fait que :

- 1° les solutions du systéme TS sont les transformées par T des solutions de S;
cela résulte de la relation (8);
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2° le transformé d’un systéme libre est un systéme libre; en effet,
Eﬁk(TXk)zo entraine T“lZQK'.I‘XQ]:o ouZ(T—‘BA.)sz 0, ce qui
exige T~'f3,= o, donc f3,=o; ) '

3° le transformé d’un systéme complet est un systéme complet; en effet,
{TX;, TX; } =T {X;, X; b= T(Z ak‘Xk> :2 (T az) TX;

appartient bien au sous-espace vectoriel (TX,, ..., TX,);

4° le transformé d’un systéme jacobien est un systéme jacobien; en effet,
st{X;, X;}=o,
(TX,, TX; | =T{X;, X;] = T.o=o.

c. Intégration des systémes.

TutoriME 7. — L'intégration d’un systéme quelconque S se raméne immédiate-
ment a celle d’un systéme jacobien.

En effet, soit Y,, ..., Y, une base jacobienne (proposition 2) de la sous-
pseudo-algébre de Lie engendrée par X, ..., X,,. Tout X; est de la formeE i Y,

donc toute solution du systéme S : Y;f=o0 (j=1, ..., q) est solution du
systéme S.

TukoriMe 8. — L’intégrale générale d’un systéme jacobien de q équations a n
variables est une fonction arbitraire de n — q fonctions indépendantes.

Le théoréme est vrai pour ¢ =1, d’aprés la théorie classique des équations
aux dérivées partielles linéaires et homogénes.

Supposons-le vrai pour tout systtme de ¢ —1 équations, et soit X;/=o0
(i=1, 2,..., ¢) un systéme jacobien. L’équation X; /= o posséde n— 1 inté-
grales indépendantes ¢,, ¢,, . .., ¢.—1. Soit 9, une fonction telle que X,9,5<o.
Les fonctions ¢,, ..., 9,1, ¢, sont indépendantes et par suite définissent dans
un certain domaine une transformation biunivoque T : z; = 9,;(M). Considérons

le systéme transformé TS. TX, se réduit a (T. X, @,L)ag—, ce qul montre que

toute intégrale de TS est indépendante de x,.
D’aprés 6(4°), TS est jacobien. Si TX,-:ZB,-,,;%(Z’< 7), {TX;, TX,}=o0

h=1
xige 22 =o(h=1, 2 n—1), ce qui montre que les n —1 premiéres
exige 5z, = =12 . » ¢e g q ~ p

coordonnées de tout TX, (k< ¢) sont indépendantes de x,.



CONTRIBUTION A LA THEORIE ALGEBRIQUE DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 361

Posons
d n—1 d
Zi:TXi_@md?,,:Z@m()_x/ (l.:I,Q,...,(/——I)
h=1 ’
. Jd
1,=TX,= ﬁ,/,ld—x:.
Le systtme S, : Z;,f=o0 (k=1, 2, ..., ¢) est linéairement équivalent a ST.

Il est donc complet (a, fin), Ses ¢ — 1 premiéres équations constituent un sys-
téme S’ de ¢ — 1 équations & n — 1 variables.

Pour étudier ce systéme, appelons K, ’ensemble des fonctions de z,, ., ..,
@, seules qui appartiennent a2 K. K, est un sous-corps différentiel de K.
Désignons respectivement par (A, ..., A,)cet(A,, ..., A ), lessous-espaces
engendrés sur K et sur K, par des éléments A; de E, et posons

P d , [0 J
E“‘(%""’F&:)&J K= <(7x—,""’ dxn—l>n'

E, est pseudo-algébre de Lie sur K,,.
S" est un systeme libre sur K, donc a fortiori sur K,. On a de plus, pour 7,
j=q—1,2;€E,Z;€E, donc{Z; Z;}€E,CE,. D’autre part, S, étant complet,

a
{ Zi> Z/}E(Z], .y Z,/ﬁ.H Z,/)K: <Z,,. ey Z,/__H D‘z)]"
{Z:y, Z;} a donc les deux expressions

0 .
(2o 2} =X 0us—  (mzZn—1;0,€K,),

71

Jd .
{Ziy Z;} = ¥ Zu+ Poa,  (k=Zg—15h, peK).
-

. . J .
En exprimant les Z; en fonction de 5—;--+» de’ on voit que .= o, donc
1 “n—1 .
{ Zi7 Z/ } E(ZH RS Zr/—t)K-

Je vais montrer que {Z;, Z;| €(Z,, ..., Z,_, )g,, et parsuite que S’ est un sys-
téeme complet a » — 1 variables.
On a en effet

'
qg—1

Q! - -
Onz:z )‘kﬁ/rm (avec 01/17 @I;m € Kn, m é n—1I, )A € K ).
k=1

Ce systéme, définissant d’une maniére unique les ¢ —1 quantités 2,, est
nécessairement de rang ¢ — 1, et ces quantités s’expriment rationnellement en

fonction des 0,, et (3, et par suite appartiennent a K,,
C. Q. F. D.
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S', systeme complet de ¢ — 1 équations & n — 1 variables est équivalent & un
systéeme jacobien de g—1 équations & n—1 variables [obtenu en prenant
dans E, une base jacobienne de la sous-pseudo-algébre de Lie (Z,, ... Z,_,) ]
et par suite son intégrale générale, d’aprés ’hypothése de récurrence, est une
fonction arbitraire de n — ¢ fonctions indépendantes des n — 1 variables z,,...,
x,_,. Elle vérifie 'équation Z,/ = o, et par conséquent le systeme S, et réci-
proquement. C’est donc I'intégrale générale du systéeme TS, linéairement équi-
valent 4 S,. Il s’ensuit que le systéme S a pour mtegrale générale une fonctlon
arbitraire de n — ¢ fonctions indépendantes.

La théorie ci-dessus fait immédiatement apparaitre le procédé pratique clas-
sique d’intégration.

APPENDICE.

QUESTIONS A ETUDIER.

Tout au long de la théorie des pseudo-algebres de Lie quivient d’étre exposée
se présentent diverses questions dont I’étude serait intéressante.

1. Etude de la structure obtenue en remplacant 'axiome IV par I’axiome
IVbis:{u, v}h=u(vr)—o(uh).

2. Détermination de toutes les pseudo-algébres de Lie de dimension 1 sur
un corps gauche. Exemples non triviaux.

3. Etant donné un corps commutatif K, une algebre de Lie N et une sous-
pseudo-algebre de Lie E de la pseudo-algébre de Lie @(K) des dérivations de K,
existe-t-il une pseudo-algebre de Lie E sur K telle que E/N<e> E?

Réponse affirmative pour N de dimension o ou 1.

4. Détermination des pseudo-algébres de Lie de dimension 1 dans le cas
inséparable; sur un corps commutatif quelconque.

5. Etude du cas ou la caractéristique de K est 2.

6. Etude delapseudo-algébre de Lie des transformations différentielles d’un
espace vectoriel. Représentation d’une pseudo-algébre de Lie par des trans-
formations différentielles.




