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GÉNÉRALISATION

DU THÉORÈME DE IKEHABA

PAR M. HUBERT DELANGE.

1. Introduction.

Dans tout ce qui suit, a(^) est une fonction réelle définie pour ^^o, non décrois-
sante et positive ou nulle (1 ).

r ^ "
On suppose que l^ intégrale f e^'^Çt^dt est convergente pour (Jis^>a, où a

^0

est un nombre réel positif, et Von désigne sa valeur par fÇs\
Le théorème de Ikehara est le suivant :

S^il existe un nombre positif A tel que, pour chaque y réel, la différence
A

f(s') — —_— tende vers une limite finie quand s tend vers a + iy en restant dans les — a
demi-plan ffi^s ^> a, on a pour t tendant vers + oo :

(i) (x(t)f^Aeat.

Ceci entraîne en particulier que, si la fonction f'(.?) a comme seule singularité
sur la droite (Jis == a un pôle simple de résidu A au point a, on a (i).

Il est naturel de chercher à obtenir des théorèmes susceptibles de fournir
une conclusion dans le cas où/(,?), en étant encore holomorphe en tous les
points de la droite (f^s=a autres que le points, aurait en ce point une singula-
rité autre qu'un pôle simple.

Un tel théorème est par exemple le suivant :

THÉORÈME I. — Soit P(^) une fonction réelle définie pour t'^0, mesurable et

(1) Cette dernière hypothèse n'est pas nécessaire pour la validité de nos énoncés, mais ne diminue
pas réellement leur portée [si elle n'est pas satisfaite, on peut considérer la fonction a ( ^ ) — a ( o ) ,
par exemple, au lieu de a(f)].
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r^00
bornée sur tout intervalle fini, et supposons que V intégrale j e^'^Çt) dt soit con-

^0

vergente pour (Jis^> o et égale à G (s).
Supposons, en mitrey quHl existe un entier positif ou nul p et une fonction réelle

v(?/) continue et non décroissante sur un intermlle[o, /], et positive pouro<^ u^l,
tels que :

i° V intégrale j \og——.du soit convergente (2).
c/o i \ " )

r 1
2° le produit ^+l^(^) f e~IHv{u')du tende vers i quand t tend vers +00 (3).

•A}

Ceci étant, supposons qu'il existe un nombre positif A tel que la fonction
T(s) =fÇs) — AG(^ — a) ait les propriétés suivantes :

i ° Pour chaque y réel différent de zéro, F^ (s) tend vers une limite finie quand s
tend vers a + iy dans le demi-plan (K. s ^> a;

2° Quand s tend vers o dans le demi-plan cfis ^> o, on a

V(P) (a -4- s ) ==. 0 F ̂ -̂  ^ avec r ^ } s \ ,
Lï(7 ') . .

'l)(t) étant une/onction réelle définie pour t positif assez petit, positive et non
croissante^ telle que les intégrales

f ^ ( t ) d t et f^)log——1 .//
JQ J o 1 x /

soient convergentes (4 ).
Alors, quand t tend vers + oo,

a(t) ~ Aeal^(t).

On obtient comme cas particulier un théorème contenant celui de Ikeharaen
prenant P(^)= i, avec 79=0 et^(u)== i (/positif quelconque).

Bien que le théorème I soit suffisant pour les applications, nous en établirons
un plus fort, dans lequel les hypothèses sur le comportement de F^^) au voi-
sinage de la droite ois = a seront plus larges. Ce sera le suivant :

THÉORÈME II. — Soit [ÏÇt) une fonction réelle définie pour ^^o, mesurable et

( 2 ) Cette condition est évidemment satisfaite si 7(0) > o.
(^Ceci entraîne évidemment que ^ ( t ) soit positif pour t assez grand.
( 4 ) II est clair que, si "f(°) 7^ i; la convergence de la deuxième intégrale entraîne celle de la pre-

mière. Si 7(0) > o, la convergence de la première entraîne celle de la seconde.
Notons qu^il ne pourrait pas exister de fonction ^ satisfaisant aux conditions indiquées si l'inté-

grale / log ——- du notait pas convergente, comme nous le supposons.
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bornée sur tout intervalle fini, et supposons que l'intégrale f e-^^t^dt soit
convergente pour ois ^> o et égale à G (.$•).

Supposons, en outre, qu^il existe un entier p positif ou nul et une fonction réelle
y(^) continue et non décroissante sur un intervalle [o, l~\, et positive pour o <' u ̂  /
tels que :

i° l'intégrale f log—-.du soit convergente;
«-/o Tv-u )

r 1
2° le produit t^ p(^) ^ e-^^u') du tende vers i quand t tend vers +00.JQ

Ceci étant, supposons qu'il existe un nombre positif A tel que, ï\s) étant la fonc-
tion f {s)—AG(s—a\ pour chaque y réel tune des circonstances suivantes se
présente :

Ou bien F^ (s) reste bornée quand s tend vers a + iy dans le demi-plan iKs ^> a:
Ou bien il existe une fonction réelle ̂ y(f) définie pour t positif assez petit, posi-

tive et non croissante, telle que les intégrales f '^ (/) dt et [ ^r(t) loff I dt soient
^o l / i^o ' c T ̂  )

convergentes et que Von ait pour s tendant vers zéro dans le demi-plan cîl.y ^> o

F(^)(a+n '4-^=0r^-^ | , avec r=\s\.

Alors, quaîïd t tend vers + oo ,

a(/)^A6^[3(Y).

iNous donnerons ensuite des corollaires particuliers dans lesquels l'hypothèse
sur la fonction f{s) sera simplement l'existence d'un point singulier d'une
nature déterminée pour s=a,fÇs) étant holomorphe en tous les autres points
de la droite <%(^) == a (5).

Ces corollaires particuliers sont susceptibles d'applications arithmétiques que
nous nous proposons de développer dans un travail ultérieur.

2. Préliminaires.

Avant de donner la démonstration du théorème II, nous établirons deux
lemmes.

2.1. LEMME 1. — Soit hÇs) une fonction holomorphe pour x^<^x<^x^ et
Ji <^y <^y^(s==x-+- iy), et bornée dans ce rectangle.

(8) Les théorèmes que nous établissons ici sont, à de très petites modifications près, ceux que
nous avons énoncés dans notre Note : Sur le théorème taubérien de Ikeharn ( C. R Âcncî Se t W
i95i, p. 465-46;. ' ' ' ' !
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Alors, pour chaque valeur de y satisfaisant ày^<^y<^y^y sauf peut-être pour
des valeurs formant un ensemble de mesure nulle, hÇx + iy) tend vers une limite
finie g'(y) quand x tend vers x^ par valeurs supérieures.

Ce lemme se déduit aisément d'un théorème bien connu de Fatou, en faisant
une représentation conforme du rectangle sur le cercle unité. Nous donnerons
cependant une démonstration directe.

Nous supposerons ̂ =o, ce qui ne restreint évidemment pas la généralité.
D'autre part, nous supposerons que, dans le rectangle considéré, [A(^)|^M.

2.1.1. La fonction h possède dans le rectangle une infini té de primitives,
qui diffèrent entre elles par des constantes. Soit H(^) l'une d'elles.

Il est clair que l'on a, quels que soient sf et s" appartenant au rectangle,
( 2 ) | H ( ^ ) - H ( ^ ) | ^ M .^-.ç'I.

H est donc uniformément continue dans le rectangle et, par suite, on peut la
définir sur la frontière de manière qu'elle soit continue sur le rectangle
fermé (6).

On va voir que, F étant le contour constitué par les segments
[ (y,, x^ + iy\ "], [ x.^ -\- (yj, œ^ + iy^_ \ et [ x^ -4- (y.,, (y .2 ],

parcouru dans le sens qui va du point iy^ au point iy^, on a pour tout s intérieur
au rectangle

(3) ^-iU^^-M^-O-T^

-,r\^-^\^^n^7r-^
où

s'==—x+iy et $(<)=H(;ï).

En effet, soit R le pourtour du rectangle.
s étant intérieur au rectangle, on a

^)=H'(,)= - f-^-^= j-. r^-y^.
^^(S—5) ^^m ( S — 5 )^(S-^)2 ^iJ^ ( Ç - ^ ) 2

s ' étant extérieur, on a
^_/-H(Q-a.(j)

2i"Jm (Ç-^')2

Par soustraction, on obtient

^^f^-^A^-^}^
( 0 ) Nous faisons abstraction ici de la notion de prolongement analytique.
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ce qui peut s'écrire

^^f^-^i^-^^îTtiJ^ —— -^|_(ç_^ ^-s'Y
, /-.»'»^••wo-«o,i^-^],,,.1

2 7 : 7 . ^^ ^ ^ ^ - ^ ^ i t — s Y ( U - ^ - S ' Y

Mais
i i _ (\ix{t—y}

(it—sY (it—s'Y [^^-{t—yY'Y

2.1.2. Remarquons maintenant que, quels que soient t ' et t" appartenant à
l'intervalle [ji»^]? on a

\ ^ ( t " ) —<D(Y) \^M\tî' —t' .

Cela résulte immédiatement de (2), puisque
e>(^) — €>(^) = lim [H(^) — H(^)] .

z' >- ;•/'
^"^ ^r'

II suit de là que la fonction <& est dérivable presque partout sur V intervalle
Lr^ yd-

2.1.3. Nous allons voir maintenant que, pour toute valeur dey dans l'inter-
valle ouvert ]ji?y2[ pour laquelle $'(j) existe, hÇx-\- iy) tend vers — ̂ '(j)
quand x tend vers zéro par valeurs positives.

Nous savons que, si y appartient à l 'intervalle ouvert jji, y^[, h(^+iy)
peut s'exprimer, pour o <^ x <^ ̂ 3, par la formule (3).

y restant fixe, le premier terme du second membre tend vers zéro quand
x tend vers zéro, car la fonction sous le signe ^ tend vers zéro uniformément
sur F.

D'autre part, le second terme peut s'écrire, en faisant le changement de
variable t =y -\- xu^

1 F'W (n\——^———
~^1. "^^(TT^

avec

• du.

^,,(")=
^(y+^-W .21^2'^^21^2-,

X ~ X —— —— X

o pour u < '-'——J- ou u > " 2 '

Ici, la fonction sous le signe f est toujours de module au plus égal à

. 2 ^ , et, si ^(y) existe, elle tend vers $'(y) . 2^ ,., quand x tend vers zéro.
L'intégrale tend alors vers

^^^r^^^^0'^^^"^^]-0'^^^^''^'^
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2.2. LEMME ï. —Soit h (s) une/onction holomorphe dans le demi-plan Ûis^>a.
Supposons que, pour chaque y réel, ou bien hÇs) reste bornée quand s tend vers

a + iy dans le demi-plan Ois ^> a, ou bien il existe une fonction réelle 9r(Q définie

pour t positif assez petit, positive et non croissante, telle que V intégrale f (ûv(t)dt
^u

soit convergente, et telle que Von ait, quand s tend vers zéro dans le demi-plan (Rs ̂ > o,

A(a+ (y+^)—:0[(pr(/ ' ) ] ( r==|5| ) .

Alors, il existe une fonction g (y) sommable sur tout intervalle fini et telle que,
quand £ tend vers zéro par valeurs positives,

ï ° la fonction h (a + £ + iy') converge presque partout vers g {y),'
2° quels que soient Yi et ¥3 satisfaisant à Yi^Ys et quelle que soit la fonc-

tion 6 (y) continue sur l ) intervalle fermé [Yi, Y/J,

^a. • /^YS
J h ( a + £ + iy ) 6 (j ) dy tend vers ^ g (y ) 0 (y ) dy.

^ Y, ^Y.'YI ^Y,

Dans le cas où hÇs) reste bornée quand A tend vers a-+- iy dans le demi-plan
Ôis^> a, on peut dire encore que l'on a, quand s tend vers zéro dans le demi-
plan Û^y ^> o,

h(a-}-ir ^-s)-—0[^y(r)],

en prenant y^)= ï . Cette fonction satisfait encore aux conditions indiquées
pour le second cas.

Notre hypothèse sur le comportement de hÇs) au voisinage de la droite
Û^s = a peut donc s'exprimer de la façon suivante :

Pour chaque y réel, il existe deux nombres positifs M(y) et p(y) et une
fonction ^ y ( t ) définie pour o<^^p(y), positive et non croissante sur cet

/^p(y)
intervalle, et telle que l'intégrale ^ (Q^(t)dt soit convergente, tels que l'on

^0

ait pour r.^p(r) et (J^s ^> o

i A(a+ iy -t- s) |^M(r) O y ( r ) .

Pour simplifier, nous poserons

p(r)=-=/-o( j) v^-
Alors, pour

°< J '—Jo ^^(jo) et o<£^ro( jo),
on a

1 ̂  + s + ^') ^M(jo) pyXv^^J-ro^^MO'o) %,( ij '-jo I )•

En particulier, quel que soit co ^> o et <^ ^o(yo)? on a

|À(^+0 ' ) | ^M( je )^ (co)
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dans chacun des rectangles

Vo 4- co < y < jo + /•o (j'o ), c(, < ̂  < ̂  + /'o (J'p ),

et
J'o'— /'o (jo ) < y < Jo — ^5 ^ < -^ < ̂  -+- /'o (j'o ).

Diaprés le lemme 1, ceci entraîne que, presque partout sur chacun des
intervalles ]yo—ro(yo),yo—co[et]yo+^,yo +-/'o(yo)[, la fonction À(a+£+y)
tend vers une limite finie quand £ tend vers zéro par valeurs positives. Il en est
donc ainsi presque partout sur l'intervalle

b'o~^o(.yo)^ .}'o-+-/-o(jo)[.

Tout intervalle fermé pouvant être recouvert par un nombre fini de tels inter-
valles, on voit que presque partout sur tout intervalle fini, donc presque partout
sur (— QO , + oo ), h{a + c + iy) tend vers une l imite finie quand & tend vers
zéro par valeurs positives.

Soit donc g'Çy) la fonction définie presque partout comme limite de
hÇa+ £+y) pour £ tendant vers zéro par valeurs positives.

Considérons un intervalle fermé [Yi, Y^].
Comme on vient de le dire, il peut être recouvert par un nombre fini d'inter-

valles de la forme ]y— ^o(j)»y+^'o(y)[- Appelons ji, y^ • • • ? y? les valeurs
correspondantes de y.

D'après ce que l'on a vu plus haut, pour chaque y, si o<^ £^/'o(jy), on a
pour y,— 7-0 (y,) <y <y,+ ^o(yy) et y ̂ y,

h(a +-s + (y) ^ M(jy) ̂ ( \ } - - r / \ ) .

11 en résulte que, si o<^£^Min[/'o(yy)], on a pour Yi^y^Y<j/' l .
|À(^+£+(y)!^U(j) ;

où U(y) est défini de la façon suivante :

Si y n'est égal à aucun des yj, U(y) est le minimum de M(y/)ç,..( y—yj\}
pour les^ tels que y appartienne à l'intervalle ]yj— 'f\(yj-), y/4- ^'oGy/X-

Si y est égal à Fun des y,, U(y)==+oo.

La fonction U(y) est sommable sur l'intervalle [Yi, Ys].
Il en résulte d'abord que gÇy\ comme limite de A(^+£+;y), est sommable

sur [Y,, Y,].
D'autre part, si 6(y) est une fonction continue sur | Yi, Y.j], l'intégrale

/IYS /IYS

f A(â+£+ïy)9(y) r fy tend vers f ^'(y)9(y)rfy quand £ tend vers zéro par
^Y, vt ^Y,

valeurs positives, puisque la fonction sous le signe f est majorée en module
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pour £ assez petit par U(j)[6(y)|, qui est une fonction sommable sur [Yi, ¥3],
et tend presque partout sur [Yi, Ys] vers ^(jQÔCy^7)*

2 . 2 . 1 . On voit immédiatement que, si Von modifiait Vhypothèse du lemme 2
en remplaçant les mots ((pour chaque y réel » par ((pour chaque y réel appartenant
à un certain intervalle fermé [Yi, Ya ]» , on pourrait conclure Inexistence d'une
fonction g^Çy) sommable sur [Yi, Ya] telle que, quand £ tend vers zéro par valeurs
positives^

i° la fonction hÇa + £ + iy) converge presque partout sur [Yi, \^ vers ^'(y)/
2° quelle que soit la fonction 6 (y) continue sur l ) intervalle fermé [Yi, Ya],

^Ys /,Ya

f h(a + £ + iy) 6(j) 6/7 tend vers f § { y ) ^ ( y ) d y .
^YI ^Yi

3. Démonstration du théorème II.

3.i. Nous introduirons la fonction vÇt) définie pour t réel par

r 1
v(t)= ^ e-^^Çu) du.

^0

D'après nos hypothèses, quand t tend vers + oo, le produit t^1 vÇt) R(^) tend
vers i.

Il suffit donc pour obtenir la conclusion du théorème de montrer que, quand t
tend vers + oo, le produit ^+1 ̂ (^) <?~^a(^) tend vers A.

3.2. Il est utile de faire d^abord les remarques suivantes sur la fonction vÇt) :

En premier lieu, il est clair que ^(^) est positive et décroissante.
Ensuite, quel que soit h positif\ le rapport ————- tend vers i quand t tend

vers + °c.
En effet, d'une part, comme + <^ï, on a

^4- h)
lim ———— ^.i.^+, ^ ( t ) —

D'autre part, soit TJ satisfaisant à o <^ Y] <^ /.
On a pour ^^o

r^ r^
v{t-{-h)^ ^ e-u^/i^(u)du> e-^1 ^ e-^^Ç^du.

^O v (\

(7) II suffirait évideiiinient que 6(7) soit mesurable et bornée sur [Yi, Ys].
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Comme

et

de sorte que

on obtient

f e-ut^(u)du=:v(t) — f e-^^Ç^du
J0 Jr\

j e-ut^{u) du < e-'^ f y(^) du,
J-^ JYJ

r^ r 1
f e - ^ / / Y(^ )^>p(^ )—e- Y l < ^ ^(u)du,

t/o J -^

^(t-^-h) ,r e-^ r 1 , , 1-w>^h[ï-^j^dli\•
D'un autre côté, r^ étant un nombre réel quelconque satisfaisant à o <^^ <^ ̂ ,

on a
r '' r '

^(^) > ^ e-^-( {u) du > e-"^ ^ y(«) 6/^.r^
^ / Y(«) ̂ •

<_/ n t^ (>

On voit donc que

v(t-}-h)
~[ÏY

l Y ( it ) du,
' -w^y)_______>g-r^| ; _ eW-^i-r——

r^'i ^(u)du
^o

On a par suite
,. v ( t - ^ - h )
lim —————-
^. ^t)

En faisant tendre Y) vers zéro, on obtient
^ ( t ^ - h )

llm ,m ^I-^+^ ^ '. t /^

3.3. Introduisons maintenant la fonction hÇs) définie pour (Rs ^> a par

r'/i(^)=:(—i)^1 ^ ¥(P^(s +u)^(u)du.
^o

Cette fonction est évidemment holomorphe pour ois ^> a.

3.3.i . On voit que, pour (Rs^>a,
„+-

(4) h(s)=z ^ e-^tP^ v ( t ) ^ ( t ) —A.eal^(t)[dt.
^0

En effet, pour (Jis ^> û,
„+-

F(5)= ^ e - 5 / [a (^ )—A^P(^) ]^
«^ft
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et par suite
/,+^

(5) (— 1)^-1 F^-*-1) (A-) =: ^ e -^^fa^—À^P^)]^ .
^ 0

Donc, si <Jl.y^>^, on a pour u réel ̂ o
/.+-^

(_- 1)^+1 F^-^1) (.s- + n) ̂  ^ ç-(s+u)tfp+i ̂  ( < ) — À e^^Çt)] dt.

Pour s fixé, l'intégrale est uniformément convergente par rapport à u
pour O^LU^I, puisque, si u parcourt cet intervalle, le point s-\-u parcourt le
segment fermé [s, s+l], ensemble compact intérieur au demi-plan de conver-
gence de l 'intégrale du second membre de (5).

Il y a encore convergence uniforme après multiplication par f(^), qui est
bornée sur l ' intervalle [o, /], et, par intégration sous le signe j ? on obtient (4).

3.3.2. Nous allons voir maintenant que la fonction Â(.v) satisfait aux
hypothèses du lemme 2.

Remarquons d'abord que notre hypothèse sur F(^) peut se traduire en disant
que, quel que soit y réel^ il existe une fonction ^y(t) satisfaisant aax conditions
indiquées et telle que, quand .y tend vers zéro en restant dans le demi-
plan Ûis'^> o,

1W^,+^+,)^0[^ ( r ^ \ s \ ) .

En effet, dans le cas où F^^) reste bornée qaand s tend vers a + iy dans le
demi-plan ois ^> a, ceci est bien satisfait en prenant ^.r(Q == l •

Soit donc un y réel quelconque.
Il existe une fonction réelle ^y(t) définie sur un intervalle semi-ouvert ]o, T],

où o<"Ï^Z, positive et non croissante sur cet intervalle^ telle que les inté-

grales f ^y(t)dtei f ^(^)log——^soientconvergentes,unnombreposit i f^JQ Jo '\\ )
au plus égal à 7 ^ et un nombre positif M, tels que, pour ois ^> o et o<^r^2Y],

| F^) (a -4- iy + s) | ̂  M ̂ -^ •l v J i \ — y(^)

En supposant ffi^s ^> o, nous écrirons

r"'
(—i)/^h(a-\-i}'-rs)^- ^ F^4-l)(a+ iy + s -4- u) v(^) du

^Q

^ /

4- f F^4-1) (a 4- iy + s + u) y (u ) du.
J-r\

Le second terme du second membre reste borné quand s tend vers zéro.
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En effet, r ' o étant un nombre positif quelconque, si r^r^ et Y]^^^/, le
point a + iy + .y + u se trouve sur l'ensemble des points a -4- ?T tels que

^ -4- -n^ o- ̂  a 4- / 4- v/^— ( T — r ) S ; T — r [ ̂  /-o,

ensemble sur lequel la fonction F^^ reste de module au plus égal à un nombre
positif fixe K. Donc, pour r^r^,

F F^+ l)(^-4-<y4-.?4- u)-f(u)du ^K f j ( u ) d u .
J •^ J -^

Pour étudier le premier terme, nous écrirons, par intégration par parties,
r^f F^) (a 4- iy 4-^4- u) ̂ {(u) du =z FW (a + iy + .s- + ri) y(Yi) — ̂  {a -4- iy + A-) y (o)

</()
r''"— ^ F^(a4- i y - { - 6-+ ^) dr(u).

^o

(fis étant ^> o, on a pour o^lu^l Y]

^/"2 4- ^'2 ̂  ; ^ + u | ̂  /• — ri.

Supposons r^r^ de sorte que r+ ï]^2ï]^T.
Alors, comme ̂  est non croissante et y non décroissante su r jo , 2Yj], on a

pour o ̂ - u ̂ - ̂
^• ( I^+^D /., ̂ •(V^"^^) . .r ^^|F^(a+Q > 4-^4-^) |^M^. \ p ^ t / • / •^M r • ) y,_^

Ceci donne d'abord
I F^ (a 4- '̂J 4- s 4- ^.) Y ( ^ ) I ̂  M^,.(/-

et en particulier

y ( ̂ 'r14- «2 ) ~ 1 ' ï( V^2 + ̂ ;2 ) '

ï(^) /
^(v7^"4"^)"

^Md^.(/-) ,

F^(a4- ^4-^4- ï } ) y ( Y î ) ^M^,.(r) et \ F^ (a 4- iy + A-) y ( o ) ^M^-(r) .

D'autre part, on en déduit

f 'F^(a4-<74- .s -4- / / )6 /y(^) ^M^,. .( /-)f __^^^^
^0 ' ^U ^(V//''^-//'2)A) T(v/r'2+ //'2)

Mais

r' ^
J. Y^/r^

^W ï(o) rY(^)^r-^-===ri
^o LïC^+^QJ

^i+^y(v/7;T^2)^[———=—1^̂ ^ï(^^ ^
Vo LïW^+^OJ
, ï('^\/2)^ 14- w i • , '—--— b Y(r)

(8) En posant — — . == (v(^), de sorte que w(u) est continue, positive, et non croissante sur
Y(^-+-;/2)
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Au total, on voit que

f F^+ l)(a+^y+54-^)Y(^)^ ^M^y(r) S+log'1^^2^ •
tVo L T \ / J

En définitive, on a montré que, quand s tend vers zéro dans le demi-
plan <%^^>o, on a

A(a+^+5)=0[o,(r)],

où la fonction y^ est définie pour o <^ ̂ ^T par

^ y ( f ) log—— dans le cas où y (o) == o,
î^(<)=:. T(0

4 > y ( < ) dans le cas où y(o) > o.

De toute façon, cette fonction est positive et non croissante pour o<^^T et
r1

l'intégrale f fy(t')dt est convergente.
«^o

Dans le cas où ^y(t) == i et v(°) ^> °9 on pourrait dire simplement que h(s)
reste bornée quand s tend vers a + ry dans le demi-plan (Jis ^> a.

3.3.3. Ceci étant, il résulte du lemme 2 qu'il existe une fonction g{y)
sommable sur tout intervalle fini et telle que, quels que soient Yi et ¥3 satis-
faisant à Yi^Ya et quelle que soit la fonction 9(y) continue sur l'intervalle
fermé [Yi, Yaj, quand £ tend vers zéro par valeurs positives,

^ ^
f A(a+ £+ iy) 9(j) dy tend vers ^ ^>(J)o(J)û(y•

^Yi ^Yi

Donnons-nous donc un \ positif quelconque et soit k{y) une fonction
continue sur l'intervalle fermé [— 2^, + 2À].

Alors, quel que soit ^ réel, quand £ tend vers zéro par valeurs positives,
^+ï\ ^+^

^ / i ( a + s + < y ) k ( y ) e ^ Y d y tend vers ^ §-{y) k { y ) e^' dy.
J_2À ^-•^

3.3.4. La formule (4) du paragraphe 3.3. i montre que Fon a pour £ positif
ety réel quelconque

/,+^
k(a -4- £ 4- <y) == ^ ^-(^sx e-^^^1 ^ (Q [a(<) — A ̂  P (<) ] dt.

^o

De plus, l'intégrale est uniformément convergente p o u r — 2 À ^ y ^ + 2 X .

Pintervalle fermé [o, iq], on a

^\(^,ï^^)rf[^^]=-^'^=log«,(o)-log^).
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On a donc
,,+x

h{a + s + iy) k ( y ) e^'=z ^ e-^^ e1^-^' k(y)tP^ P(Q[a(^ — A e^ ^(t)] dt,
^Q

l'intégrale étant encore uniformément convergente pour — ^ A ^ y ^ + a X .
Par intégration sous le signe f ? on obtient, en posant

^
K(u)= k^r^e^-dy,

^-î\
-+2). +00

/ h(a + s + i y ) k ( y ) e ^ y d y =: ^ e-^^K^ — t)^ ^ ( £ ) [ a ( < ) — Ae^ ^ ( t ) ] d t ,
^-•ù. . ' Jo

ou, en ajoutant aux deux membres l'intégrale

^w

^ Ae-^Kd,— t)!?^ ^ ( t ) ^ ( t ) c l t ,
<J ^

qui est absolument convergente puisque ^^(^^(t) tend vers i pour t
infini et K(S — t) est borné,

/ +2A .,4-00

(6) h(a + s + <y) ̂ (j) ̂ v dy + A ^ e-^ K(Ç — t-)tP^v(t) ̂ (t) dt
-SA ^0

„+-

= ^ e-^K(^—t)tP^ ^(1)6-^ <x(t)dt.
" 0

&' K(^) ^^ sommable sur (— oo, + oc), l'intégrale

f K^-t)tP^^(t)^(t)dt
^o

est absolument convergente et, lorsque s tend vers zéro par valeurs positives,
y^-4- 30 /,-+- 30

^ e-^K^—^)^1^)^)^ tend vers ^ K(Ç -- t) ̂ +1 ^(<) P(^) ̂ .
v Q t^O

On voit donc que, quel que soit Ç réel, l'intégrale

r4'30
^ e-£(K(^— t^lP^v^e-^ ( x ( t ) d t

^o

est convergente pour tout £ positif et, si K(^) est sommable sur(—oo, +00),
elle tend vers

f g { y ) ̂ (J) ^Y dy + A f K (Ç - t) tP^ ̂ (t) ̂ (t) dt
^—îh ^0

quand £ tend vers zéro.
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3.3.5. Si l'on prend k( y)= l- i — -j-}— h on ar 2 L 2Â _1K""-'-^-
On arrive ainsi au résultat suivant :
Quels que soient X positif et ^ réel, l ' intégrale

f^-^y^t^.w^^^
est convergente pour tout £ positif et tend vers

;J^^(.r)[.-^]^^.-A^+"s^^^.^

quand £ tend vers zéro.

La fonction 11-1, •ç^ ^+l ^(^)^~^a(/) étant positive ou nulle, ceci montre
que l'intégrale

{^^^^^e-^W^

est convergente et égale à

^jr%(,.) [i - J^L]^ dy + A^" s'^^/- .«) P(Q ̂

Quand ^ tend vers + °o, le premier terme tend vers zéro d'après le théorème
de Riemann-Lebesgne.

Le second s'écrit
A/'^W^)^

avec
\^-\-nY^ F(^+ ^ ) P ( Ç + ? < ) pour ^^—^W^(^)= o pour il < — E.

Comme la fonction W^(^) est bornée en module par un nombre fixe et tend
vers i quand ^ tend vers -}-^D , puisque ^+1 ̂ Çt} ̂ Çt) est bornée pour ^^o et
tend vers i pour t i n f in i , l'intégrale tend vers

/-» -+-x> • ••) i
/ Sïïï-ÂU ,L du == TT

^-. ^<2

quand î, tend vers + °o .
En définitive, nous avons montré que, quel que soit \ positif y Fintégrale

jT'^i)^'^)^^
^,y^ convergente quel que soit Ï, réel et tend vers T. A quand ̂  tend vers + oc.
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3.4. Pour simplifier l'écriture, nous poserons
^+-1 r( /) e-"^(f) ==J(/).

Nous devons alors prouver que J (^ ) tend vers A quand t tend vers +oc.

3.4.1. Comme J(^)^o, quel que soit h positif, on a pour Ï^h et A positif
quelconque r'^'^c/^111'-''-

Mais, pour E — A ^ ^ ^ E + / / , o n a

^-M^ (S — ^O^' ' ^ ( t ) ̂  (^ + h)^ e~al^ e-^^ et a ( / ) ̂  a (^ — A) ,

et, par suite,

^(t)^(c — A)^-' ^(^ + A) ̂ '^//) a(^ — A) == J(^ — A)^-2^^^4^^.
'̂ ( ̂  '^ )

Donc^"ï&)••'''''-^-'•>•-•^f:''ï^•''.
^^-'•"-•^.c"'8^-""

d'où Fon tire^-^•'^j^r^^^-'--
I ——— du °

J-U H

II résulte de là que
(7) lim J(/)== îim J(£—A)^———-^———TTÂ.

/>+- s > 1 - " r' sm^-u ,
I —— du

J-\k H~

En faisant tendre d'abord X vers +00, puis // vers zéro, on obtient

(8) îim 3(t}^A.
i^-\--^

3.4.^. Ceci montre que J(^) est borné pour ^^o. Autrement dit, il existe
un nombre positif R tel que, quel que soit ^^o,

| J ( < ) | ^ R .

Alors, quel que soit // positif, on peut écrire pour £ ^ > A et \ positif
quelconque

<»> {•'^^^-'•-^.
^''^'^c"'^'1'-
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Au second membre, le premier terme est inférieur à

Rr^y^-y^-Rr^^^J-. ^-O2 Ju ^-

et le troisième est égal à R f S^V/rf//.
J\h u"

Comme, pour ^ — h^t^î, + ^»

J(Q ̂  (S + ^)/?+l ̂  — ^) ^-^-A) a (£4- A) = J (£ 4- A) e^1 v^~h\^4-A)

le second terme est au plus égal à

T . , , ^ ( £ — A ) r^s in^^—E) , , . , , ^ ( £ — ^ ) r^sin2^ ,ja+A).-^-;^ _^-^-2^=j(^/^-^_^^ ^^.

Finalement, (9) donne

f '^sm 2^—?) -, , , - /'''"'.sin^z , -,. - , / P ( E — A ) r^^sm2^ ,
/ ——7————ÎWdt^<î}^^ ———^+J(S+/^^ÛA—?——r\ / ———du,

J. ^-y ~ J^ u ^(Ç+^)J_u u

d'où ron tire
0^-4 -M i r /l+" s in^^—n - , , , - r^sin2^ , 1

J^+^^g-2^ ^ /———^—————— / —————^JWdt—ïR ———du\'
^-h) r^sm-u. H ^-E)2 A/. ^ J1 ——— a^

^-^A ^'2

II résulte de là que
p—îah F /*4 x> sin2?/ "1

] i m J ( ^ ) = : l i m J ( ? + A ) ^ — — . — — — — — — 7 r A — 2 R / ———clu\.
/>—^ ^^——. r+ Â Asin2^^ , L ^A ?/" J

/ ——— du,
J-\k ^

En faisant tendre d'abord A vers + oo, puis h vers zéro, on obtient
lim J (^ )^A,

t>+^

ce qui, avec (8), montre que J(^) tend vers A quand t tend vers +00.

4. Remarques.

4.1. Remarquons d'abord que, si l'on veut établir seulement le théorème I,
on n'a pas besoin des lemmes 1 et 2.

En effet, avec les hypothèses du théorème I, si l'on attribue à F^^), en tout
point de la droite d^s=a autre que a, une valeur égale à sa limite pour s
tendant vers ce point dans le demi-plan ûis^>a^ on obtient une fonction
continue sur l'ensemble des s satisfaisant à ûis^a et s^a.
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Comme, pour ois ^> a, on a par intégration par parties

h(s) ̂  (- 1)^1 W(s + l) y(/) 4- (- I)P W(s) Y (O) + (- I)P f'F^ + u) dr(u)^
JQ

on voit que, poury réel ̂  o; h{a + £ 4- iy) tend vers

^(j) == (— i)^1 F^(^ + iy + /) y ( / ) + (~ ï)P F^(a + <y) y (o )

+ (— i)" f ¥W(a + <y + ^) ^y(^)
^0

quand £ tend vers zéro par valeurs positives. La convergence est d'ailleurs uni-
forme sur tout intervalle fermé ne contenant pas la valeur zéro [et, par sui te ,
la fonction g ' ( y ) est cont inue poury^o].

D'autre part, en raisonnant comme au paragraphe 3.3.2, on voit que, quand
s tend vers zéro dans le demi-plan (Jis^> o, on a

h(a-r-s)=0[^(r)] ( r = \ s \ ) ,

où y est une certaine fonction définie sur un interval le semi-ouvert ]o, T1,

positive et non croissante sur cet intervalle, et telle que l'intégrale f (f(t)dt
soit convergente.

Il existe donc deux nombres positifs N et p, le second au plus égal a T, tels
que, si \s ^p et <%^>o, \h(a-\-s) ^^(r).

Alors, si £^-^^ on a pour |y ^ -p- e t y ^ o
\ /2- "/ — — V / 2 '/ ' '

\h{a^z-^-iy) \ ̂  N^v/s '+r2) ̂  N9 ( r j ) .

En définitive, on voit que, quels que soient \\ et Y, réels satisfaisant à
Yi < o < ¥2 et quelle que soit la fonction 6(y) cont inue sur l 'intervalle fermé
[ Y I » Ys], lorsque £ tend vers zéro par valeurs positives, l'intégrale

/-ÎY2 /-.Ys
j hÇa+^-{-iy)Q(y)dy tend vers f ^(y)0(j)rfy, intégrale qui est abso-
lument convergente.

On peut alors continuer comme aux paragraphes 3.3.3 à 3.4.2.

4.2. Remarquons également que, si l'on élargissait les hypothèses du
théorème II en supposant que F^(^) se comporte de la façon indiquée au voisi-
nage du point a + iy, non plus pour tout y réel, mais pour toutj réel de module
au plus égal à un certain nombre positif L, on pourrait conclure que l'on a

-(^.^^%P^(ÎO,a
Ann. Éc. Norm., (3), LXXI. — FASC. 3. 2l
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P([JL) et Q([;,) étant deux fonctions déterminées une fois pour toutes et qui
tendent vers i lorsque p- tend vers +00 (°).

En effet, la fonction hÇs) satisferait maintenant aux hypothèses du lemme 2
modifiées comme il a été dit au paragraphe 2.2. i, avec Yi = — L et Y<î == + L.

On pourrait en conclure l'existence d'une fonction g{y) sommable sur
l'intervalle [— L, +L] telle que, quand £ tend vers zéro par valeurs positives :

i° La fonction h(a + £ + iy) converge presque partout sur [— L, + L] vers
p ' i \^} *

2° Quelle que soit la fonction 6(y) continue sur l'intervalle fermé [—L,+L],
,,+L ^+L

/ A(a+£4- îy)6( j )û(y tend vers ^ ^(j)ô(j) d y '
J--L J-^

Les raisonnements des paragraphes 3.3.4 et 3.3.5 montreraient alors que,

pour \ = -? Pintégrale
r^si^^^-o ^

Jo ^-O2 v / ' /

est convergente quel que soit ^ réel et tend vers TiA quand E tend vers + oo.
En posant toujours

t^lv(t)e-atoc(t)=3(t),

on arriverait à l'inégalité (^)pour h positif quelconque et \ = ̂

En prenant, par exemple, \ = -^ et h = ——» on obtiendrait

Um^J^^^AQ^Y
t^+x \a /

avec

•^-^
/ cos2 u ,

——

 du

l / - u

-î

Ceci permettrait de conclure que J(/)est bornée pour <^o et que l'on a
pour X et h positifs quelconques

^^'-'••^^^.^-^(^r^-'"
• ^.c^^^^c^

( 9 ) La même remarque a été faite pour le théorème classique de Ikehara par H. Heilbronn et
E. Landau {Math. Z., t. 37, 1933, p. 10-16).
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de sorte que, pour \ = - et h positif quelconque,

i . _ r^sm^—E), , , , , .^/IA r^siri2// ,llm ( — - — - — — ^ - J ( < ) ^ ^ 7 r A — 2 A Ç - / ——du.
•^-.J,_^ A ( ^ - E ) 2 — \ a } J t k u

Alors, en tenant compte de ce que, comme on l'a vu au paragraphe 3.4 .2 ,
on a pour Ç ^ > A

r^sm^-Q ^ ^-A) r^sin^
J^ ^-çr- J^^J^^ pa+/.)^ ^ a^

on en déduirait que, pour \ = - et h positif quelconque,

limJ(^ .f"———LA-^Qf^ r"^^1.
/?-?-. /•"'•".sin^ , L V'/^ «2

J ——— du
J-\k ltl

Pour /? == ~=~i ceci donnerait^/aL

Hm J^^^AP^),
/. •^--r yo \ ' /

avec
_^/l

u/ ^ e lx 1 rw ^ r^'sin2^ 1p(^)= ———————————— 7 T - 2 Ç ( ^ ) < ————^ .
^'^ | ^l ,- |r !^^L î  J^ i ,- / /2

-5^
Les plus petite et plus grande l imite de 3(t) pour t tendant vers +00 étant

û—at r/ ( f\
les mêmes que celles de—s-——? du fait que t^^Çt^QCt) " tend vers i, on
aurait bien le résultat annoncé.

5. Théorèmes particuliers.

Nous allons maintenant donner des théorèmes particuliers, d'énoncés simples,
qui se déduisent aisément du théorème I.

5.1. Nous avons besoin de trois nouveaux lemmes.

5.1.1. LEMME 3. — Soient l positif et <^ i, p réel ̂  o et m entier ̂  o. On a
pour t tendant vers + oo :

r 1 / i \~^'^ ' e-^u^ log- ) du ~ r (p + i)r-P-1 (lo^)-7^.
•y 0 \ /
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Ce lemme est un cas particulier d'un théorème abélien connu relatif à l'inté-
grale de Laplace ( io). On peut le démontrer très simplement de la façon
suivante :

En faisant le changement de variable u= -^ on a pour ^> ^ (de sorte que

lt>^

f' e-^u^^-Vdu^t-^ f ̂ XP^og-V"^,
JQ \ u / ^O ^ /

r^~1 / f \—m r 1 1 f t \"m

= r-P-1 / ^-XXP( log- - ) dX 4- ft- -P-1 / ^XP log y clX.
Jo Y x^ . J^- v /

Comme on a, pour ^/t^lX^-lt,
/ f \—m i \~/"

e^XP log-) ^e-^(lt)9}o^-)
\ A / /• / i

on voit que
/-p-i f'^xpfiog^r^x^c^-s/ï)^1^^^//^-^j , - \ x/ \ t /

^--ot^-F-^log^)—].

D'autre part, on peut écrire

t-9-^ F ^^Xpflog^V^X^^P-^logQ— f w/ (X)^X,
Jo ^ 7 Jo

avec
{ ^-XXP / -^Y1 pour o < X ̂  ̂

^/(X)= V0^
( o pour X > \ / t .

Comme, pouro<X^/^ log^^llog^ on voit que, pour tout t supérieur

à ^î on a quel que soit X positif
0 < Wt(X) ̂  2^ ̂ -X^.

D'autre part, quand t tend vers + oo, ^,(X) tend vers ^XP (d'ailleurs, quel

que soit £ positif et inférieur à i, la convergence est uniforme pour s^X^^-

Par suite, quand t tend vers +oo» / ^(X)rfX tend vers
•^0

Ç e-xxp^x=:^(p+I).
— 0

(10) C/. DOETSCH, Théorie und Anwendun^ der Laplace-Transformation (Springer, Berlin, 1937),
p. 202.
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5.1.2. LEMME 4. — Quel que soit p réel ou complexe non égal à un entier <" o,
on a pour ois ^> o

r-'^
j e-81^ dt -==. r(p 4- ï)s-^-1 ̂ -fonction entière de s,

t/i

r'P"1 étant pris avec sa détermination principale (c'est-à-dire celle qui est égale à

r-P-1^-^ si s=re^ avec —7 :<9<+7 ^V
2 "- ^ ' 2 y

Si (?lp ^>— i, on sait que, pour ûis^> o,

y-14-30

^ e-st^clt=zT(^ï)s-^-î,
^ 0

et l'on a immédiatement le résultat en écrivant
^+- ^+^ i
^ ^-^ ^P dt== e-^ t^ dt— ^ e-^ /P ̂ .

^ 0 «^0 t^O

Sinon, on voit que, pour (KS > o, la différence
„+-

^ <°-^^p^—r(p-4-i)5-p-1

•^i
a pour dérivée w16"16

r .4-^ -i
(— i y^ ^ <°-^ ̂ p^1 ̂  — r ( p + m +1 ) 5-p-7»-1 .

Si m est choisi de manière que iJi[ç+m]^>—i, il résulte de ce que l'on
vient de voir que cette dérivée m^ est une fonction entière. Ceci entraîne que
la fonction elle-même soit une fonction entière.

5 . 1 . 3 . LEMME 5. — (o désignant un nombre réel quelconque et q un entier ̂  o,
définissons la fonction ^w^qpar

o pour o < / < ]

(W^= ,^V ( q^-^^yA^^t)^ pour t^i,
7=0

w^co(co)=p-^^/^ry>o,c/co)==^.[co(co)j.

Alors on a pour (Us ^> o

/ e-^P^y^^^.î-^log-1 ) -+- fonction entière de s,
^o \ s /

s-^ et log- étant pris avec leur détermination principale (c'est-à-dire que, si

s=re^, avec — ^ < 9 < 4 - ̂  ona^^^-^-^etiog1 = = — l o g r — î ' 6 t .
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Le cas q == o résulte du lemme précédent si (JD n'est pas un entier ̂ o et est
évident si co est un entier ̂ o, car alors Co(^) = o et Pw,^(Q = °- ^ "'Y a d0110

à traiter que le cas q ̂  i.

i° Nous poserons, pour t ^> o,

b^(t) = ̂ -^ (j)^-(^) (log^= ^[^(co)^-^
7=0 v /

de sorte que
^ ^--( b^^ y0^ t ^ 1 'Po),ylt:; — \( o pour o << < < i.

Notons que b,^y a pour dérivée 6^-1,</, car

^.(^"-•]i=3^[«.(-.)'--'lS
et

d[co(w)tw-î]=(u—ï)co(w)tw-2=c,(w—l')tw-\

2° Si co ^> o, on a pour s réel ^> o

/"+:c / i \ ^^ e-^Co(ûû)^-1 dt=. ( - )
Jo \s ^

et, en dérivant y fois sous le signe f par rapport à œ, on obtient

r+ 30 /1 \OL) / i \ ^ / i \ '// e-^b^(t)dt= [ - } log-; -^(log- .
Jo \ •> / \ 0/ \ " /

En raison de Fanalyticité, cette relation subsiste pour s complexe tel
que (Rs^> o.

On peut ensuite écrire, pour CP\s^> o,
/-î + X, /, + X> ^1

^ e-^^Wdt^ e-^b^Wdt- e-^b^Çt) dt,
17 0 t/o 1^ ()

•===.s~~w{ lo^- ) + fonction entière de s.
\ s }

3° Supposons maintenant co^o.
En tenant compte de ce que b^^ est la dérivée de b^+i^, 6o)+i,r/ celle de 6(0+2, <p

et ainsi de suite, on voit que, pour (Jis^>o, m intégrations par parties succes-
sives donnent

r+w r + x
(10) ^ e-^^^^dt^ e-^b^^dt

JQ J\
^-^

=-e-^^+^(I)^-l+^ e-^b^n^dt.
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Si m est assez grand pour que (D + m ̂ > o, on a
, /-.+- ^+- /,!.

/ e-^b^n^dt-^. \ e-^b^n^^dt- e-^ b^^(t) dt,
•A ^U ^ O

— <.—w—m[ \r\(y_\ [ p—sti) ( f\ ///
—" \ "^to c / — y e ^w+m^^f') Ut-

\ J/ JQ

et la formule (10) donne

j e-^^^^Çt) dt^s-^^ log1- ) + fonction entière de s.
^'o \ s /

5.1.4. Ajoutons les observations suivantes :

Si co n^est pas un entier négatif ou nul^ on a

^^ÎÏc^05

et par suite on a pour t tendant vers +00

^/(Q-rfc^^"00^^'
Si' co == — m, avec m entier'^o, on a

C,(G))==O et 6 < l (oJ)=(—I) / / ? / / ^ ! ,

et par suite, si y^ï, on a pour t tendant vers + °o

pov/(0 ̂  (— i)^^ ! ̂ -"^(log^-1.

5.2. Nous sommes maintenant en mesure d'établir les théorèmes annoncés.
Il est entendu que, dans nos énoncés les fonctions (s—aY"\ Çs—0)'^,

log(.y—a) et log——5 qui ne sont considérées que dans le demi-plan ûis^>a,
sont prises avec leur détermination principale, c'est-à-dire que, s{s=a+r^ ^01,
avec r^ ^> o et — - <^ 61 <^ + - ? on a

(s — a)-^ = r^ e-1^, {s — 0)-^== r-f^ e-11-^,

log(5 — a) ==logr i+?6i , log———= log - — ^ ' O i .s — ci r^

De plus, les fonctions g-(s) et hÇs) qui figurent dans nos énoncés ne sont évi-
demment plus celles que nous avions introduites dans les raisonnements du
chapitre 3.

5.2.1. Nous établirons d^abord le théorème suivant :

THÉORÈME III. — Soit (o un nombre réel qui ne soit pas un entier ̂ o. Supposons
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que la fonction f(s) sou holomorphe en tous les points de la droite (Ks = a autres
que a et que Von ait au voisinage du point a

(n) /(.s-) •=- (s - ̂ )-^-(^) + h(s),

avec g et h holomorphes en ce point et gt^a)-^ o, ou même

(12) /(.ç)==(À•—a)- ( t )^(5)
H

4-^ (s — a)-^{^(s) cos[^log(,s' — a)]+ hj{s) sm[^log(A' — a)}}-}-- h(s) ( 1 1 ) ,
/•=1

avec g', h, les gj et les hj holomorphes au point a, g{a) ̂  o, les Ay et les y.j réels,
les \j inférieurs à co, et aucun A,+ ;UL, n étant un entier ^o,

Alors on a pour t tendant vers + oo

a ( ^ ) ^ |^,6^^-'.
1 ( w )

Nous démontrerons ce théorème en supposant que l'on a (12), les modifica-
tions qu'il faudrait faire si l'on avait (i i) sont évidentes.

Nous appliquerons le théorème 1 en distinguant deux cas suivant que Pon a
co^i ou bien — m <^ co <^ i — m, avec m entier ̂ o.

Dans les deux cas, nous prendrons
/ o pour o ̂  / < < i ,

\ g\a) ^ ^(a)-^ih,(a) t^-^
p^^'r(c.) -1-^ 2 r(^+^-)

2 g , ( a ) — ih, ( a ) t^-1-^--4- ^1—1———1__ ———,—^ pour ^^.1,
2 r (Ày- î^ ) r —

e t A = i .
Ainsi, on a pour t tendant vers +00

^^fë^-'
et la conclusion du théorème 1 donne bien le résultat indiqué.

(n) On peut remarquer que

(s-a)-^j { g^s) cos [^ log(^ - a)] -h h^s) sin[^ log(^- a)]}

- ^ f [^•(^) + ̂ /(-O]^- ̂ )-^-^y+ [^-(^ - ̂ •(^)] (s- a)-^j+^ }.
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D'autre part, d'après le lemme 4,

G(.) ̂ s-^(a) ̂ ^ ^ ih^^^
/•==i

n

4-^ ^-^—;———^—- s^^1^} + fonction entière de 5,•̂J 2
n

==: s^g'^a) - + - ^ . s ~ / ^ [ g ' / ( a ) cos(^y logA-) •+- À/(a) sin(^- log^)] — fonction entière de s.
/=i

F(J) est donc holomorphe en tous les points de la droite (f^s=a autres
que a, et l'on a au voisinage da point a
F^^-a)--^^)--^)]

n

+^ {s — a)-M [^-(s) — ^(a)]cos[^log-(^ — a)] 4- [h/(s) — h/(a)] sln[^ log-(^ — a)] j

7=1
4- h ( s ) + fonction entière de s^

r^-a)1-^^)
/î+^ ('ç —

 a)l-À; f ̂  ( lç) ̂ [^ ^(^ —

 a) ] + /^ (^) s i n [ p-/ ̂ (^ —

 a) ] } + A* ( s ) ^
/=1

avec ̂ , À*, les ̂ . et les h^ holomorphes en a.

i° Cas co^i.
Remarquons d'abord que gÇa) ̂ > o.
En effet, quand s tend vers ^ par valeurs réelles supérieures à a, on a

/(5)^(5-a)-^(a)..

Or/(^) est ̂ o pour s réel ^> a, puisque a(^)^o.
Alors, les hypothèses du théorème 1 sont satisfaites en prenant /^ = o, /quel-

conque inférieur à i et
^°-1Y(^ )=——.g-(a)

En effet, cette fonction est bien continue et non décroissante sur Finter-
r 1 ivalle [o, /] et positive pour o<^ u^l, l'intégrale ^ log-.—.rf^est convergente,

«y 0 i \ /

et, d'après le lemme 3, on a pour t tendant vers + ̂

J\-^(^)^.^^^

de sorte que t^(t) f e^^Çu^du tend vers i.

(12) Ainsi ^p^^^^-^o.
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D'autre part, F(^) tend vers une limite finie quand s tend vers un point de la
droite (Jis=a autre que a, en restant dans le demi-plan (Rs^>a, puisqu'elle
est holomorphe en un tel point, et, quand s tend vers zéro dans le demi-
plan ûts^> o, on a

V(a^-s)==:0[rl-w],

-0[^)}
avec r= s\.

2° Cas—m<^co<^i—m, avec m entier ^o.
Ici, g{a) est du signe de (— i^ (12).
En eiïet, si m=o, le même raisonnement que plus haut montre que l'on

a^)>o.
Si m^ï, on voit que, lorsque s tend vers a par valeurs réelles supérieures

à a,
(—1)^/^(5) r^co(cx)+ i ) (o) + 2) . . .(G) 4- m-ï)g-(a) (s — a)-^-"1.

Chacun des facteurs du produit oj(co +1) . . . (co + m — i) est négatif. Or on a
pour s réel ^> a

/•»+3C

( — ï ) " 1 / (^ s)== / e-^f'^Ç^dt^o.
^0

Les hypothèses du théorème 1 sont satisfaites cette fois en prenant p=m-}-i,
l quelconque inférieur à i et

^Où+W

^ ' " " ' ^ ( ( o + i ) . . . ^ - ^ m)g{a)

En effet, cette fonction est bien continue et non décroissante sur Pinter-
; ^ ^

valle [o, l] et positive pour o < u^l, l'intégrale ^ log -^-. du est convergente,

et, d'après le lemme 3, on a lorsque t tend vers + oo

l'e-^wd^ , ^(c t )^+ I) .-^-^r^),-.-^,
J, i v / cx) (co+ i ) . . . (co+/^)^ (a) ^(^)

/,/
de sorte que ^t+2 [î(^) ^ e-^^Çu^du tend vers i.

^ u
D'autre part, P^7^1^^) tend vers une limite finie quand s tend vers un point

de la droite ûis=a autre que a, en restant dans le demi-plan (Jis^>a, puis-
qu'elle est holomorphe en un tel point, et, quand s tend vers zéro dans le demi-
plan Ûis^>o, on a

F(/»+D(a + s) =z (^[r-^-"1},=0[^\•
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5.2.2. Nous allons maintenant établir le théorème suivant :

THÉORÈME IV. — Soit co un nombre réel quelconque. Supposons que la fonc-
tion fÇs) soit holomorphe en tous les points de la droite 0^s= a autres que a et
que Von ait au voisinage du point a

f(s) = (s - a)-^^-(s) | log——— ]'+ h(s) (^i),
A— L -s — a J
;=0

les fonctions g'j et la fonction h étant holomorphes en ce pointa et gqÇa) étant
différent de zéro.

Alors ̂  i° Si oj n^ est pas un entier ̂ o, on a pour t infini

^W^§^wealt^(\^t)(l,

2° Si' co = — m, avec m entier ̂  o, on a pour t infini

a(t) ̂  (— i^m ! qgc,W e^ t-1'1-1 (log^^-1.

Pour démontrer ce théorème, nous appliquerons le théorème 1, en distin-
guant trois cas suivant les valeurs de co.

Dans les trois cas, nous prendrons
(!

^W^^^W^jW^
7=0

avec les notations du lemme 5, et A = i.
D'après ce qui a été dit au paragraphe 5. i .4, on aura ainsi pour t tendant

vers +°o
^(t)^> ̂ qw ^-^(log^y/ si ûû n'est pas un entier ^o,

1 (GJ)

et
^(f)f^j(—1)^/71 ! qg•^(a)t'~~m~ï(\o^t)ff~{ si w=—m, avec m entier ̂ o.

La conclusion du théorème 1 donnera donc bien les résultats indiqués.
D'autre part, d'après le lemme 5, on aura

G ( s ) == ^ — M ^ g j ( d ) log - + fonction entière de s.
7=0

On voit que F(<?) sera holomorphe en tous les points de la droite ûis=a
autres que a.
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Au voisinage de ce point, on aura
y

F ( s ) = (s — a)-^^. [ ^ j ( s ) — gj{a)} log ——— -4- h(s) + fonction entière de 5,
7=0

q

= ̂  - ̂ )l-(x)S^•(')[log^—a]/+ ̂ )1
y=0

les fonctions g * , et la fonction h* étant holomorphes en a.

i° Cas co^i.
Dans ce cas, gq{a) est positif, car, quand s tend vers a par

valeurs réelles supérieures à a, on a
/(.) -^(a) (. - a)-^ Aog——— )'

\ " ci /

et/(^) est^o du fait que a(Y)^o.
Les hypothèses du théorème 1 sont satisfaites en prenant? = o, l quelconque

inférieur à i et
l ———- u^-1 { lo2 - ) pour o < u ̂  /,

y(^== ^/(a) . \ &^; p —
( o pour u == o.

En effet, cette fonction est bien continue et non décroissante sur Finter-
r 1 ivalle [o, /] et positive pouro <^ ^^/;r intégrale ^ log ——.du est convergente;

v o î • '
et, d^aprës'ie lemme 3, on a lorsque t tend vers +°o

f e-^^Çu) dur^ { w ) t-^^o^t)-^
Jo Sq^}

r 1
de sorte que t^Çt) f e-^^Çu^du tend vers i.

^ 0

D'autre part, F(^) tend vers une limite finie quand s tend vers un point de
la droite (Us = a autre que a, en restant dans le demi-plan ois ^> a^ puisqu'elle
est holomorphe en un tel point, et, quand s tend vers zéro dans le demi-
plan (Rs^> o, on a

F ( a + 5 ) = o [ r'-^log^yi^

=or—i.~ LïMJ
2° Cas — m <^ (0 <^ i — m, w^c w entier ^ o.
Ici ^y(^) est du signe de (— i)771.
En effet, si m = o, le même raisonnement que p lus haut montre que gq(a) ^> o.
Si m^i, on -voit que, lorsque s tend vers a par valeurs réelles supérieures

à a, on a
r i -i^

(_ i ) / »y^ ) (^ )^co (&)4 - i ) ( c* )+ 2) . . . (c^+ /n—i^^a^—a)-^-^ log——— •
L 5 — a J
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Chacun des facteurs du produit co(co +i)(co + 2) . . . ( co+m— i) est négatif.
Or on a pour s réel supérieur à a

r~^
(—1)^/^(5) ==: f e-^^aÇt) dt^o.

^0

Les hypothèses du théorème 1 sont satisfaites cette fois en prenant jo==m+i,
/ quelconque inférieur à i et

^+m / i \ -< /
log - ) pour o < // ^- /,

Y(;z)==^ ÛL)(CO +i). . . (a)+ m)^(a) \ Q î/^

\ o pour M == o.

En effet, cette fonction est bien continue et non décroissante sur l 'inter-

valle [o, /] et positive pour o <^ u ̂  l, l 'intégrale ^ log —— du est convergente,

et, d'après le lemme 3, on a lorsque t tend vers + oo

f^-^Y(^) du ~ ————r^+m+i)———— ,__, (iog^)-7= -ÎX^ ̂ o-/.-i (log/)-^
Jo GJ(û3+l)...(C.)+^)^(^) v b / g^O} v t5 / '

„/
de sorte que ^'"+2p(^) f e ^^(u^du tend vers i .

Jo

D'autre part, F^14"1^) tend vers une l imite finie quand s tend vers un point
de la droite û^s=a autre que a, en restant dans le demi-plan (Jis^>a, puis-
qu'elle est holomorphe en un tel point, et l'on voit que, quand s tend vers zéro
dans le demi-plan (Jis ^> o, on a

F^+D(^ + ,ç) = o [/'-^-"YiogI y7^
^ T

3° Cû^ — co = m, w^c m entier ̂  o.
On voit comme dans le cas précédent que §q(d) est du signe de (— i)7".
Les hypothèses du théorème I sont satisfaites en prenant p= m + i, /quel-

conque intérieur à i et
/ (_ iV" / i \1-'7

-————— log - pour o < u ̂  /,
^(u)={m\q^(a)\ ^ u ) r —

( o si q '> ï , i si q === i, pour u == o.

En effet, cette fonction est continue et non décroissante sur Pintervalle [o, /]
r 1 ïet positive pour o<^ u^l, l'intégrale f log——.A/ est convergente, et, d'après

€/0 i \ ' /

le lemme 3, on a lorsque t tend vers +oc
^ l ( _ ï) / / / .
/ e-^-dti^du^ ——,——)-——/-'(W/)1-^

J, i w î^ / ^ ) v ^ '

r 1
de sorte que F^2^) ^ e-^'yÇu^du tend vers i.

^0
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D'autre part, F^^1^) tend vers une limite finie quand s tend vers un point
de la droite (J\.s= vau t r e que a, en restant dans le demi-plan ûis^>a, puis-
qu'elle est holomorphe en un tel point, et l'on voit que, quand s tend vers zéro
dans le demi-plan ûis^> o, on a

F(w+l)(^+.ç)=o|Y]ogI;y |,
=0

10^
ï(^).

Or l'intégrale ^ ( l og î- )log -—dt est convergente.

5.3. Nous ajouterons les deux observations suivantes :

i° II est clair qu'en utilisant le théorème II au lieu du théorème 1, on pour-
rait remplacer dans chacun des théorèmes (II et IV l'hypothèse que la fonc-
tion f(s) est holomorphe en tous les points de la droite (Rs=a autres que a
par une hypothèse beaucoup plus générale, mais d'énoncé plus compliqué.

Nous avons voulu ici donner des énoncés simples.
2° II résulte de ce qui a été dit au paragraphe 4.2 que, dans chacun des

théorèmes III et IV, si l'on supprimait toute hypothèse sur le comportement
de/(.?) au voisinage des points de la droite (Ks ==a autres que a, pour ne
conserver que celle faite sur le comportement de fÇs) au voisinage de a, on
pourrait donner néanmoins une conclusion (ceci parce que l'hypothèse restante
implique l'existence d 'un nombre positif L tel "que F(.y} soit holomorphe au
point a-\- iy pour tout y réel différent de o et de valeur absolue au plus égale
àL) .

La conclusion du théorème III deviendrait que, pour t infini, a(^) est un infi-
niment grand du même ordre que ^^0-1; celle du théorème IV que, pour
t in f in i , a(^) est un infiniment grand du même ordre que

çai^—\ (log^y/ si ûû n'est pas un entier ̂  o,

eait~ln~^ (log^)^"1 si G) =z — m^ avec m entier ̂  o.


