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TRISECTR1CES
DES ANGLES DTN TRIANGLE

PAR M.-B. GAMBIER.

1. DÉFINITIONS. HISTORIQUE. BUT DE CE TRAVAIL (1). — Soit ABC un tr iangle plan ;
A, B, C, nombres compris entre o et TI, sont les mesures des angles, au sens de
la géométrie élémentaire; posons

A/, == A 4- 2/^7:5 B/.== B + 2 Â 7 T , G / = = C + 2 / 7 T ,

—>
h, k, l étant égaux chacun à o, i ou 2. Le vecteur AB tournant autour de A en

—>
balayant d^abord l'aire ABC peut s'appliquer sur la demi-droite AC par une

rotation de valeur absolue A/,; la rotation de valeur absolue l A/, donne la demi-

droite a^c, trisectrice de A/, adjacente à AB et, la rotation double, la demi-
droite a/^c trisectrice de A/,, adjacente à AC; par permutations circulaires, on
définit de même (P/,,c)? (P^O? P11115 (T/.O? (ï/,u)- Les trisectrices de B/,, C^ adja-
centes à BC se coupent au point M/^ qui, suivant les valeurs de k, l peut être
sur une demi-droite (P /cc)? (TuO011 ^a demi-droite opposée (la figure i fournira
l'indication précise).

Le Professeur Frank Morley[l], de l'Université John s Hopkins, a, vers 1900,
dans son Cours oral, montré que le lieu des foyers des cardioïdes tangentes aux
côtés du triangle ABC est constitué de neuf droites, parallèles par groupes de trois
aux directions moyennes des côtés du triangle; Morley explique ensuite qu'en
menant d'un point B les tangentes Ba, Bp, By à une cardioïde de foyer M, on a

(Ba , B M ) 4 - ( B ( 3 , B M ) + ( B v , B M ) = o (modTr),

(1) La Bibliographie sera donnée en fin de ce travail.
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si BC est tangente double^ BA tangente simple, on a

^ (J îC , BM)+( l îA , BM)==o,

de sorte que BM est trisectrice adjacente à BC de Vun des angles B/,; si ÇA ̂  <?/fc-
même tangente y M est intersection des supports de (P/,,c),(y/,i{). 77 existe'9 points-M/,/,
9 N//,, 9 P/,/,, ^/z prenant les trisectrices adjacentes à BC, ÇA, AB. Ces 27 points
sont répartis par groupes de six sur neuf droites que nous appellerons droites de
Morley et sont sommets de 27 triangles équilatéraux, dont trois ont pour
sommets des points M, trois des points N, trois des points P; neuf autres sont du
type M/^N^P/,/, avec h-+-k+l=o,3,6et sont de même sens de rotation que ABC ;
les neuf derniers correspondent à h + k + / = 2 ou 5 et sont de sens opposé a ABC.

Ces résultats, à peine esquissés par Morley, furent indiqués vers iQi3 aux
Professeurs Glanville Taylor et W. L. Marr [2] d'Edimbourg par divers corres-
pondants ; les auteurs anglais en jeu ont, dans trois Mémoires consécutifs,
é tudié en détail la figure de Morley, se bornan t aux propriétés des trisectrices,
sans s'occuper des cardioïdes, tandis que Morley a, au contraire, indiqué de
nombreuses propriétés de tangentes aux cardioïdes, sans presque se soucier
des trisectrices et ce n'est qu'en 1933, dans un traité didactique que Morley
d o n n e enfin un énoncé abrégé de son théorème. En 1923, Bricard [3] fait
connaître en France le résul tat de Morley et donne, tout en s ignalant l'exis-
tence des autres triangles équilatéraux, une démonstration, qualifiée par lui -
même d'artificielle, relative au tr iangle équilatéral formé par les trisectrices
intérieures; de 1931 à 1989, le Bullet in corporatif ^.-Information [4] a publié
de nombreuses démonstrat ions relatives au triangle intérieur; la lecture de ces
articles m'a fait connaî t re le théorème de Morley et écrire en 1931 et 1987 des
articles pédagogiques dans 1'} Enseignement Scientifique^^ une démonstration
due à M. Sasportes, ingénieur au Corps des Mines, m'avait frappé par son
élégance et je l'ai exposée au Bulletin des Sciences Mathématiques; l 'auteur
n'avait pas remarqué que son procédé permet d^ étudier non seulement le point M o o ?
mais aussi chacun des neuf points M/,/ et donne, pour chacun d^eux, non seulement
un triangle MNP ayant son sommet M confondu avec M/,/, mais aussi un nou-
veau MNiPi, de même sommet M, avec Ni sur MP et Pi sur MN; /') objet de ce
travail sera de montrer comment ce procédé permet de développer toute cette
théorie, le citerai encore une petite étude du Professeur Marchand [6] de
Lausanne, puis une étude puissante de H. Lebesgue [7] où ce dernier étend
les résultats aux ^-sectrices. Enfin en 1949 j'ai publié dans Mathesis une syn-
thèse des résultats connus jusqu 'a lors , contenus tous dans les Mémoires de
Glanville Taylor e tMarr ; grâce à un résultat inédit qu'un ancien polytechnicien,
H. Martiny (promotion 1903), a bien voulu me communiquer , je pourrai pré-
senter la plupart des résultats complémentaires dus aux auteurs anglais sous
forme presque totalement géométrique.
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2. DivisiOiN ou MULTIPLICATION DES ANGLES. — Au l ieu de partir d'un triangle ABC
donné et de diviser ses angles en trois, il est plus simple de donner les
points B, G, de choisir un point M du plan et de mul t ip l ie r par trois les angles
(BC, BM), (CB, CM); les symétriques de BC par rapport à BM et CM se coupent
en M'; ensuite la symétrique de BM par rapport à BM\ de CM par rapport à CM'
se coupent en A et le point M est l'un des points M/a du triangle ABC obtenu ; la
figure i indique, suivant les régions, les valeurs de le, l\ les courbes séparatrices

Fig. i.

sont les cercles issus de B, C, lieux des points d'où le segment BC est vu sous

l'angle ^ ou 2^ et les droites issues de B et C, inclinées sur BC à r- ou 27T ; si M
0 0 0 0

vient sur l 'un des cercles, A est rejeté à l ' in f in i ; si M vient sur l 'une de ces
quatre droites, A est confondu avec B ou C ou indéterminé sur BC. Nous avons
figuré BC horizontale, B à gauche de C; les 18 régions obtenues sont deux à
deux symétriques par rapport à BC, de sorte que l'on peut se borner aux régions
non hachurées; dans chaque région conservée, nous avons indiqué les valeurs
de k, /, précédées du signe + (ou —) suivant que M est sur la demi-droite ̂
(ou l'opposée) et de même pour v,^ ( le nombre k est écrit au-dessus du
nombre/ ) ; nous avons aussi indiqué à part les trois secteurs balayés par les
demi-droites (R^). (Pi,c). ^,c); quand M est dans l 'une des neuf régions

conservées, A est dans le demi-plan supérieur et le sens de circulation AB, BC,
—>
ÇA est le sens direct trigonométrique habituel. Pour mémoire, si M est pris sur
le cercle de diamètre BC, M' est rejeté à l ' inf ini , mais A est lui aussi sur le
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même cercle et cela ne gène en rien. Nous ferons encore remarquer que la
—->-

donnée de M, détermine M', puis A; le symétrique du vecteur BC par rapport à
la droite indéfinie BM donne la direction positive de ^,\ e^ le symétrique du

vecteur BA par rapport à la droite indéfinie BMT donne la direction positive
de P^c ̂ ns avoir besoin de recourir à la figure i.

Davantage de ce procédé est que, (Tun seul coup, nous exposons le procédé de
M. Sasportes pour chacun des points M/,/, sans avoir besoin, provisoirement,

Fig. 2.

d^indiquer la valeur précise des entiers Z", / et, qu'au lieu de dessiner une
figure contenant les trois points A, B, C, les 27 points M, N, P^ les côtés du
triangle, les 18 trisectrices, les 9 droites de Morley et un certain nombre de
points et droites auxiliaires, nous avons une figure simple ne décourageant pas
le lecteur. La figure 2 est dessinée pour le cas où M est Moo? mais le raison-
nement reste valable pour l'ensemble des 9 points M/,/, grâce au fait que nous
employons des droites orientées, donnant des angles définis(mod2îi), que nous
pourrons ensuite diviser par 2 de façon à obtenir des angles définisÇmodr^. Les
notations employées sont celles de Glanville Taylor.

Soit maintenant la remarque essentielle pour ce qui suit : la vraie bissectrice

des demi-droites BC, ((^v) es^ 1e support de (^,c) considéré comme droite

indéfinie; le cycle de centre M^ et tangent à BC est tangent, non pas à (P^)?
mais à la demi-droite opposée (résultat qui n'exige pas de savoir si M est sur la

demi-droite (^c ou l'opposée); le support de (f/^) est la vraie bissectrice de CB
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—>
et (ïu)' donc la fausse bissectrice de BC et (y/^)? de sorte que te cycle enjeu se
trouve tangent à (y^) et à l'apposée de (^) : MM' est la vraie bissectrice
^(ïu)» (pu.)- Nous écrivons (mod27i)

(i)
(ï/,A, CB) + (BC, P,,,) = j (B/.+Q),

(y^ .CB) + (CB, BÈ) + (aC, ̂ ) = (^ (3^) = TT+ J (B,+ Q).

2?^ divisant par 2., ^o^ obtenons une égalité (modri) relative à droites non
orientées

W (ïu, MM^) == (MM^ p^) == ^ + B^_Q ^^^ ^^
2 0

C'est maintenant que nous faisons la construction indiquée par M. Sasportes
(en l'étendant aux deux couples N, P et Ni, P, au lieu du seul N, P) : nous
menons par M les droites non orientées MNPi et MPNi définies par

(3) (MM', MNPQ =-- J, (MM-, MPN,) ̂  J (mod n).

La droite MNPi rencontre CM7 en N et BM^ en Pi ; de même MPNi rencontre BAT
en Pet CM' en Ni (la suite montre que N, P, Ni, Pi sont à distance finie). La
droite MM' est axe de symétrie pour les droites indéfinies BM', CM' d'une part,
puisMNPi etMPNi de l'autre, pour chacun des couples (P, N) ou (Pi, N i ) ; le
triangle MNP est isocèle, et même équilatéral, car on a

(4) (MN, Mp)=2(MNPi , MM-)=:^ (n.iod27r).o

Ce triangle MNP est de même sens que ABC ; MNi Pi est, lui aussi, équilatéral, mais
de sens opposé à ABC,

Nous voulons prouver que AN, AP sont les supports de (oe/^c)» (o^a) ̂  h est un
entier à déterminer; de même ANi, APi les supports de (a/^c), (a^a), Ai étant aussi
à déterminer.

Le symétrique p-i de M par rapport à BM' est sur BA; les angles (p.iP, i^Pi),
(Ni P, Ni Pi) sont égaux : le premier est symétrique de (MP, MPi ), égal à (—^} ^

\ ° /
par rapport à BPM'Pi et le second symétrique du même angle par rapport à la
médiatrice de MNi ; ^i, N, sont cocycliques avec P, Pi ; le cercle circonscrit au
trapèze isocèle PNPiNi contient p.i et aussi ̂  symétrique de M par rapport
à CM'; PN, ^1^2, Ni Pi sont trois cordes parallèles de ce cercle. L'égalité (2),
changée de signe, est

(2 ' ) (BM' .MM-)^- ^ - ' ( B ^ + G , ) (modTî)
2 0
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ajoutant (MM', MNPi), égal à ( ——)^ aux deux membres, on a

(5)
(BIVf, MNP,)=:(PiP, P iN)==- 27: - ^ ( B + C + a À - T T + a / T : ) (modîr)i «j o

) A 2(Â-4- / )7 : , , ,
= 3 - — — — ^ — — — (modT:).

Les cordes consécutives p-iP, PN, N^3 sont égales ((JiiP=PM par symétrie
autour de BAF N p L 2 = N M par symétrie autour de CM' et MNP est équilatéral);
les angles (PipLi , PiP), (PiP, PiN), (PiN, Pi (^2) sont égaux et leur somme
est égale à A, ou (Ap-i, Ap^), toujours (mod ri) : donc le point A lui-même est sur
le cercle étudié, résultat essentiel. La valeur trouvée pour (PiP, P iN) est aussi la
valeur commune de(A^, AP) [ou (AB, AP)], (AP, AN), (AN, A ̂ ) [ou AN, AC],
de sorte que AP, AN sont deux trisectrices associées^ respectivement adjacentes
à AB, AC, (Tun certain angle que Von peut représenter par A + AIT, où À est un
certain entier, indéterminé à un multiple près de 3 ; on peut donc supposer \ pair y
congru (modi) à o, 2, 4; nous posons X== 2^, et nous écrivons

(6) (AP, AN) == (P,P, P ^ N ) = ^ - l̂ -^ = ^ + 2À-J (modrr),

d'où résulte que 2 (À + k + Z), donc h + k + /, ̂  midtiple de 3

(7 ) À-+-Â-+ /^ o (mod3).

Si, au lieu d'ajouter (MM', MNPi) aux deux membres de (2'), nous ajoutons
(MM', MPNi ) qui est égal à (1- ) » on obtient

(8) (Pp.pNO^+j-^-^.

Les cordes consécutives pli Pi, PiNi, N1(^2 sont égales (même raison que pré-
cédemment) et puisque A est sur le cercle étudié, on a

(A^, APQ == (AP,, ANQ = (AN,, A^,) (modir),

la valeur commune étant celle de (PPi, PNi)ou 3 + 7- — ^(k+l)7-, la somme
de ces angles est égale à A (modn), d'où

A 7T 2 (À ' -4 -Q7T A - T T

3 ^ 3 - — — 3 — — = : - 3 4 - 2 ^ 1 3 Î

par suite, 2(^1 + Z- + /) — i est multiple de 3, donc aussi 4(^i + k + /) — 2,
ou encore (Ai+Z:+0 — 2; on écrit, au lieu de (7),

(9) Ai 4-A--h / EEE 2 (mod3).

On voit que l'on peut prendre h^=h-}-^ (mod3).
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3. ÉTUDE DES DROITES DE MORLEY. — Le point M étant choisi, la figure i indique
la valeur des indices k, l\ nous obtenons rationnellement d'abord N//,, P/^, N / / / ,
P/^, puis A, puis l 'ensemble des points M, N, P restants, puisqu'il suffit de

faire tourner chacune des trisectrices déjà connues de ± . autour du sommet
correspondant.

Un fait, un peu imprévu, est que h, k, l ne peuvent prendre arbitrairement
chacun les valeurs o, i, 2 et que nous ne trouvons que 18 triangles équilatéraux,
correspondant à A-(- /c+^ == o, 3, 6 d'une part, h-\- k + l== 2,5 de Vautre.
Faisons le tableau des neuf triangles de même sens que ABC :

( 10 )

0 0 0

1 1 1

2 2 2

0 1 2

1 2 0

2 0 1

0 2 I

1 0 2

2 1 0

11 est clair que la relation h + k-\-1 égale à un mul t ip le de 3 est conservée
en augmentan t chaque entier A, k, l d 'une uni té (puis le ramenant éventuel-
lement à l 'une des valeurs o, 1 , 2 ) et c'est a ins i que la seconde, puis la troi-
sième l igne se déduisent de la première, chaque colonne contient une triade de
triangles que Von devra toujours associer entre eux : la suite le prouvera.

On forme, de même, les triangles de sens opposé à ABC

(ii)
2

0

I

0
I

2

0
I

2

0

I

2

0

I

2

0
I

2

0
I

2

2

0
I

Les triangles de chaque triade verticale seront aussi à associer ensemble.
Le même procédé réussit pour les triangles non équilatéraux qui seront

indispensables à étudier et à répartir entre trois triades de triangles associés :

( 1 2 )
T 0 0

2 I I

0 2 2

0 1 0

1 2 1

2 0 2

0 0 1

I I 2

2 2 0

Les '^points M ,̂ N ,̂, P/^ sont alignés six par six sur neuf droites, dont deux
passent par chaque point. Cette proposition fondamentale s^obtient sans effort :
chacun des 27 points est sommet commun de deux triangles équilatéraux de
Morley, d'espèce différente, ayant en commun les supports des deux côtés issus
de ce point : MNP, MN^Pi avec Ni sur MP et Pi surMN, de sorte que l'on obtient
déjà les alignements MNPi et MN^P. Nous formons le tableau suivant (on peut
permuter A, B, C, les lettres M, N, P ou forcer les indices tous d'une unité) :

0 N o o P o o M o o
2 PooMo,N,o
3 Mo,N.^P,o
5 N.iP-^M.^
3 P-i^M.oNo,
9 M TV 'P^ -^O-^OO ' - 0 2

NOO PooMoo
Ann. Ec. Norm., (3), LXXI. — FA

3 N , , P , , M | |
2 P , i M , o N o ,
3 MuNosPs i
2 No.PsoMoo
3 P.2oMo,N,2
2 M, ,N i ,P ,o

N, |P | |MH
su. 2.

6 N^.P.^M.^
5 P,.M.^^
3 M , i N i o P o - 2
2 N . o P i o M , ,
3 Po ,M, ,N ,o
5 Mi.,N,2P,,

N2.2 P.22 M.,,

^
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Prenons la première colonne et la première ligne : le côté P o o N o o a donné le
triangle P o o N o o M o o et sur le côté P o o N o o nous trouvons Mo2, sommet du nouveau
triangle P o o M o a N ^ o de genre opposé à P o o M o o N o o ; on a forcé de deux unités
l 'indice de M o o ; le même procédé permet de déduire de PooMos^o le som-
met N31 aligné avec Poo et Mos : cette fois il faut non plus augmenter le second
indice du dernier sommet N20 de deux unités, mais le diminuer de deux unités,
ou si l'on veut, Paugmenter d'une unité, ce qui donne M o s N ^ i P i o » N21 étant
aligné avec les sommets déjà inscrits dans les deux premières colonnes; on
cont inue de même en augmentant ou d iminuant de deux unités, alternativement
le second indice du dernier sommet marqué sur la l igne déjà obtenue; on
obtient N^P^M^ puis P ^ M ^ o N o i , puis M i o N o o P o 2 . et, si nous continuons on
retrouve N o o P o o M o o , de sorte que la suite se reproduirait périodiquement de
six en six : Vopération est terminée; la seconde colonne, puis la troisième
s'obtiennent en forçant chaque indice d'une unité. Nous avons, dans la pre-
mière colonne, obtenu les sommets alignés N o o P o o M o 2 N 2 i P i 2 M 2 o dans l'ordre
des permutations circulaires des lettres M, N, P, mais la figure montrera que
la disposition topologique est différente. Nous pouvons maintenant former le
tableau complet des droites de Morley en rangeant les lettres M, N, P par
couples :

( ô'o Mo2M..oNooN^PooPi2 ^o No,N2oPooP2iMooMi ,
A \ ^ M, ,oMoiN«No2PnP-2o A' . ô, N.oNolPuPo.MnM^.o

r}, M^M^N^N^sPol ^ N,-,N,,P,2P,oM,,Mo,
^ Po2P2()MooM2lNooN^

/V à'[ PioPoiM-HMo2N,iN,o
Ô'; P2lPl2M^MioN,.2Noo

Nous passons de la colonne A, à A^ puis à A7' en permutant circulairement M,
N, P sans toucher aux indices.

Les droites d\ine même colonne sont parallèles. — En effet N00 Poo? Nu Pu,
N22?^ sont perpendiculaires à MooM, , , MuM,, , M^M^ qui sont les bissec-
trices de couples de trisectrices associées, issues de B et C, adjacentes à BA
et ÇA; quand l ' indice augmente d'une unité, ces trisectrices tournent autour
de B et C d'un même angle, mais en sens inverse (il s'agit ici des trisectrices
orientées), de sorte que la bissectrice conserve la même direction. On remar-
quera que M o o ? M^, M,, sont sur une même hyperbole équilatère dont le centre
est le milieu de BC, contenant ces deux points B et C, dont les asymptotes sont
parallèles à M o o M o o et à la droite perpendiculaire ; les points Moo? Mn, M22 sont
sur une hyperbole analogue dont les directions asymptotiques sont parallèles
aux bissectrices de l'angle BMooG.

En a jou tan t aux deux membres de (2), (NP, MIVE) qui est égal à - ? on a
' 2

(NP, MM') -+- (MM', (S,,A) = (NP, ^^) = B'^ Q) (modîr).
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Ajoutant encore (B^? BC) qui est égal à ( — —k- \ et changeant les signes,

(13) (BC^N/.PM)^8^-^ - (modTT).

Or, pour définir une direction moyenne § de BC, ÇA, AB, on écrit

3(0^ ^)=z(0a-, BC)+(0^ CA)+(0^ AB)

et, faisant coïncider Ox avec BC, on a

(14) 3(BC, ô )= (BC, ÇA) + (BC, A B ) = = B — C (mod^r).

Donc les directions A, A7, ^" sont les directions moyennes des côtés du
triangle ABC.

4. ÉTUDE DES TRIANGLES DE MORLEY. — En lisant avec soin le tableau A, A7, A"
nous apercevons trois triangles équilatéraux formés avec les neuf points M.

/ M o o M i s M ^ i : Mj^M^i sur 0.2, JVLiMoo sur c^, MooMia sur ^\ ;
(15) \ Mi.,M-2oMo.2 : M.2oMo2 sur ^o, M o a M n S u r ^ , M,,M.,o sur ^ ; -

( M-2.2MoiM.io : M o i M i o S u r ( ^ , MioM-22 sur ô^ M^Moi^ sur ^.

C'était évident a priori; car on prend les intersect ions d'un faisceau de trois

droites inclinées à 5 les unes sur les autres, issues de B, avec un faisceau ana-

logue issu deC; les sommets tels que Moo, Mi^? Mai correspondent à des rayons
tou rnan t respectivement autour de B.C, dans le même sens, du même angle et
chaque côté du triangle est vu de B, ou C sous le même angle, .? de sorte que
l'on a un triangle équilaléral ; les trois cercles circonscrits se coupent aussi
en B, C sous un angle égal à 3; deux quelconques de ces triangles admettent B
(ou C) comme pôle d'homologie et aussi comme centre de similitude, l 'angle
de similitude étant aussi égala 3 ? de sorte que les côtés des triangles sont
parallèles deux à deux et que les triangles sont aussi deux à deux homothé-
(iques (homologie particulière dont l'axe est à l 'infini). On a un exemple
curieux de trois triangles deux à deux homologiques de trois façons différentes.

Nous devons chercher les axes des homologies. — Pour cela, prenons les deux
derniers triangles et écrivons les sommets les uns au-dessus des autres de la
façon suivante :

('. MnM.2oMo2, MnM2oMo2, M ^ M 2 o M o 2 ;
. ( M^MeiMio, MoiMioM2.2, MioM22Moi. .

La première colonne correspond à l 'homothétie; pour passer de la première
colonne à la seconde, on décale, d'un rang vers la gauche, la seconde ligne
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supposée reproduisant périodiquement M 2 2 M o i M i o M 2 2 , . . ., de sorte que l'on
obtient M o i M i o M 2 2 ; de même pour la troisième colonne, le décalage étant fait
cette fois vers la droite. Le tableauA, A7, A" fournit alors l 'indication des points
où se coupent les côtés homologues; ainsi la seconde colonne donne :

p ( ô o : M2oMo2, p ( è \ : Mo..M«, ( ô , : M^M.o,
12 ( o:: M.,oM,,; 10 ( ô, : M,,Mon 11 ( ôi : MoiM,o .

On a donc Vhomologie de pôle C, car le second indice des lettres M est conservé;
V axe est la trisectrice a^p, issue de A, adjacente à AB, relative à Sangle Ai,
puisque le premier indice des P est le même, égal à Inimité.

La dernière association donne :

J Ôo : M2oMo2, ( ^ i : MoaMn, ( ^ \ : MnM2o,
21 ( è',: M^_Mo,; M ( à,: MoiMio ; ' oi ( ô: : MioM22.

C^est Vhomologie de pôle B, d^axe a^; trisectrice relative à Ai, mais adjacente
dAC.

Nous avons vu que l'on peut forcer tous les indices d'une un i t é ; donc, les
triangles IM^aMolMio? M o o M ^ M a o admettent B pour pôle d^homologie, avec
axe a ^ ^ c et G pour pôle, avec axe 02 ,B ; Ie8 triangles MooMrjM^o et M n M 2 o M o 2
ont B pour pôle, avec axe ao ,c? ^ G pour pôle, avec axe oco^- O11 fera ensuite les
permutations circulaires sur A, B, C, M, N, P sans toucher aux indices.

Nous i l lustrons cette théorie par une figure d'ensemble (fig\ 3) dont les
éléments ont été calculés par la t r igonométr ie ; il suffit de donner les résultats
suivants se rapportant aux hypothèses : 8R=io (R, rayon du cercle cir-
conscrit), A = 45°, B = 60°, C == 75°. On trouve, avec une table de logarithmes
à cinq décimales, sans interpolation

M^P^=z 3,291 M:22Noi== 3,994 M^MIQ= 5,9i5
M22Pi2=6,937 M^^_=Q,^6 M.^Ni ==4,020
M2-2P-io= 4^17.

J'ai donné ces résultats dans le Mémoire de Mathesis. Il estfacile de voir que
la disposit ion topologique des n e u f droites de Morley et des 27 points corres-
pondants est toujours la même, avec cette restr ict ion que l'un des points M,
N ou P peut changer de côté par rapport à une trisectrice. On peut, en effet,
supposer B, C fixes et A var iant dans le demi-plan l imi té par BC et tel que ABC
soit parcouru dans le sens direct; A ne doit pas venir sur BC, ne doit pas
s'éloignera l ' inf ini ; chacun des points M/^ reste dans la région (H) indiquée
par la figure i, sans jamais venir sur l 'une des courbes frontières; l 'ensemble
des neuf points M/^ conserve la même disposition topologique, ainsi que
l'ensemble des neuf droites de Morley, puisque par chaque point M^ passent
deux de ces droites et que chaque droite contient deux points M; pour la même
raison, l 'ensemble des neuf points N (ou des neuf points P) conserve la même
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disposition; il est impossible qu'un point M, N ou P vienne se confondre avec
un point d'espèce différente : en effet, si un point N se confondait avec un
point P, on aurait

(AP, AN) = o =-- A -4- ^ j (mod TT),

quels que puissent être les indices /, h du point N, les indices /^, ^ du point P

^22

MSI PQ} NIQ M^

Fig. 3.

en jeu ; or o <^ . <^ 3 sans égalité, de sorte que 3 + X TC ne peut être mult iple

de 3 ? a fortiori de n. Cette discussion n'écarte pas la possibilité pour certaines

trisectrices de contenir, accidentellement, un point de Morley autre que les
trois qu'elle porte normalement : a ins i , sur la figure 3 que nous avons tracée,
la trisectrice CN^NsiN^ coupe la droite de Morley N i 2 P 2 o N o o M o o P o 2 M 2 i en un
point v tel que

N o o ^ = = 2 , i 3 6 , NooPo-2=2 , i54 ,
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de sorte que v et Pos, tout en étant distincts, sont, à l 'échelle du dessin, prati-
quement confondus; si Pon prend toujours 8R= 10, A= 45°, ces deux pointsv
et Po2 coïncident si C=74042 / au lieu de 75°. La disposition du triangle ABC
par rapport à l'ensemble des trisectrices change si l 'un des angles devient
droi t ; pour A = = - » A C , AB sont les supports des trisectrices (03 g), (02,0);

pour A <^ -» les supports de ces trisectrices ne traversent pas l ' intérieur de ABC;

si A^> -î elles le traversent; on voit de même que les supports des trisec-
trices (ai ̂ ), (a^c) ne traversent pas le tr iangle ABC.

5. LES 27 CERCLES DE M. MARTINY. —La démonstration donnée par M. Sasportes
nous a fait étudier pour chaque point M le cercle passant par A et les som-
mets N, P, Ni, Pi des deux triangles de Morley ayant M pour sommet commun.
A peu près à la même date, M. Mart iny a eu l'idée d'envisager, d'un point de
vue différent, l 'ensemble des 27 cercles analogues, un pour chaque chaque
point M/,/, N//,, P/,/,-; chacun de ces cercles sera désigné pour abréger par M/^
ou N^ ou P/,/,.

Les neuf cercles qui passent en A sont tangents, par groupes de trois, à trois
droites inclinées les unes sur les autres à 60°.

Les six cercles correspondant aux points M, N, P d^une même droite de Morley
ont un point commun et, si F on prend les trois droites de Morley parallèles, les
trois points correspondants sont alignés.

Ces points sont les pôles d^homologie d^une triade de triangles non équilatéraux
fournis par le tableau (12). On a ainsi trois alignements dont les supports sont
concourants.

Un calcul simple, emprunté au travail de Taylor et Marr montrera que ce
point de concours est le point de Lemoine du triangle ABC (point inverse du
centre de gravité, en adoptant la terminologie de la géométrie du triangle).

Nous avons vu Çfig' 2) que PN, Pi Ni, (Jiip^ sont parallèles : la tangente en A
au cercle M est antiparallèle, par rapport à AB, AC, de cette direction com-
mune qui est l'une des directions moyennes de BC, ÇA, AB; donc puisque M/,/,
MA+IJ+I, M/^.2 ^2 donnent la même direction pour le côté PN correspondant, les
cercles correspondants sont tangents entre eux au point A; chaque groupe de

trois cercles associés donne la même tangente inc l inée à ± . sur chacune des
ô

deux autres tangentes communes.
D'après la méthode constamment suivie ici , il suffit de raisonner pour une

droite de Morley, ensuite de forcer chaque indice d'une unité, et enfin d'effec-
tuer une permutation circulaire. Baisonnons sur (03 ) qui, située en bordure de
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la figure 3, a l'avantage de rendre la lecture plus aisée. Prouvons que N10, N22
et P 2 2 ? POI ont un point commun. L'inversion de pôle Mn et de puissance

M^B. M^M^ == M^C. M^iXTi

(car les points Moo^^iM^i sont cocycliques avec B, C), donne les échanges
suivants :

N10 ou cercle BPos MnPoiIVLi , droite CM] 2 qui passe en M^;
N^2 ou cercle BPsi M^P^^M^, lui-même; passe en M.^ ;
POI ou cercle G N i o M j i N g o M j ^ droite BM..>i qui passe en M^ ;
P^ ou cercle CM^N^MssNis, lui même; passe en M^.

Par conséquent, les quatre cercles en jeu ont en commun un point que nous
appellerons provisoirement X2, déterminé sur la droite MnM22 par les relations

( MiiM22.M^7X2=M^.M\^M.,. ,=Mi,G.MnM^,
17 ( M22Mn.M7^=MirB.M,2M-n==M^.M,,Mi2.

La seconde ligne (17) est obtenue en prenant l'inversion de pôle M^? dont la
puissance est représentée par le second ou troisième membre des égalités en
jeu : les cercles qui étaient transformés en droites sont, cette fois, transformés
en eux-mêmes, tandis que les deux autres sont transformés en droites, tous les
éléments transformés passant par Mn.

Nous prenons ensuite les cercles Poi, P^ et Mi2? M2i et les traitons par le
procédé semblable au moyen des inversions de pôle N20 et puissance

N^A. N^N^o --=- N^C. iW^,

ou de pôle N12 et puissance

N^A. N^XT •==. Ï\77G. N^TN^

les cercles transformés passent tous soit en N12 dans le premier cas, soit en N20
dans le second; donc les cercles primitifs ont aussi un point commun à
eux quatre, qui ne peut être que X2 déjà obtenu par Poi, ?22 et l'on a ainsi

( N^r^.N^=N^.Np,N,o^N^.Ni,^

) N,oN,2.N^X;=N^C.N,oN2,=N^A.N,oN,o.

L'existence du p o i n t X2 commun aux six cercles est donc démontrée; mais
en considérant M i 2 ? ^21 pu i s N10, N 2 2 » nous avons les inversions nouvelles de
pôles Po2, P2i et les égalités

( Po:P7,.Po7x;=P^.Po7P^=
19 ( P;7P^.P..iX,=P:^.P:^=P^.P:J^.

Les résultats obtenus prouvent que les triangles MnNi2P2i ^ M22N2oPo2 sont
homologiques, X^ étant centre d^homologie. Ce sont justement deux triangles du
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type M/^N^P^ avec h+k-{-l==ï (mod3), qui ne sont pas équilatéraux, dont
les côtés n^ ont pas les droites de Morley pour supports.

En forçant les indices d 'une unité, n o u s dressons le tableau

(20)

ôo MoAoNooN,iPooP,2 Xo Mn N,.2 P.:,,;
^ MioMoiN-nNo2Pl lP20 X, M^N,oP()2;

^ M,,M,2N^_NioP22Poi X.2 MooNolPio'.

La première colonne indique trois droites de Morley parallèles; la seconde donne
les cercles correspondant aux points M, N, P portés par cette droite; la troisième
colonne indique le nom du point commun aux cercles de cette ligne; enfin chaque
point Xo, Xi ou Xa, est le pôle d'homologie des deux triangles indiqués sur les
deux autres lignes.

Il s'agit maintenant de prouver que Xo, Xi , Xa sont alignés-, remarquons que
les deux triangles P 2 i P o 2 N o i et N^N^Pio sont homologiques, l'axe d'homo-
logie étant M^XAs, car P 2 i P o 2 et N^N20 se coupent en Xa, tandis que P 2 i N o i
et N i a P i o portés par o^ et o^, se coupent en IV^; de même, PosNoi et N^Pio?
portés par 8, et S[, se coupent en M^ ; or X^ M^, M^a sont alignés. Par consé-
quent, les triangles P2 iPo2Pio , N ^ N ^ o N o i sont aussi homologiques, le centre
d'homologie étant le même que pour les deux triangles auxiliaires P 2 i P o 2 N o i
et N ^ N ^ o P i o que nous venons d'introduire; or, d'après le tableau (20),
PoaPio et N a o N o i concourent en Xo, PioP2i et N o i N i 2 en Xi , P^Pos et N^N,0
en Xa : donc XoiXi , X^ sont alignés sur une droite qui est Vaxe d'homologie des
trois triangles MiAaMoo? N ^ N ^ o N a i et P 2 i P o 2 P i o .

On a ici un exemple d^un tableau carré

tel que deux triangles donnés par deux lignes horizontales soient homologiques^
le pôle d'homologie étant mis en regard de l'horizontale non utilisée^ les points X,
X', X" étant alignés; il en résulte que deux verticales donnent aussideuxtriangles
homologiques, le pôle étant marqué au bas de la verticale non utilisée et alors a^
^ y sont eux-mêmes alignés; la droite XX' X" est Vaxe d'homologie commun aux
couples de triangles verticaux et la droite apy Vaxe commun aux triangles hori-
zontaux.

Par permutations circulaires, nous formons donc le tableau donnant la
répartition en triades des neuf triangles MNP non équilatéraux :

(22)

Moo Noi PIO

M,, N,, P,,

M,-, N,u Po.2

N00 t o i ^io

Nu P,, M,,
N.2-, Pa» Mes

Poo Mo, N ,o
Pu. M,, N,.,
P,, M,o N02
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et les points (auxquels nous avons donné des noms provisoires) communs aux
droites mises en regard

j • ( M^Moo,
Xo N.oNo, , Xi .

( p p .
\ s- Qï t l O 7

Ŷo •

( P.-. Poo,

Z o < M ^ o M o i , Z,;
\ ( N o , N10;

N•22 -M 00 î

^10 l u i l ï 1

MoAo;

MooM, , , / M,, M,,,
No, N,,, X,] N,,N,o,
P<oP. l ; ( P . 2 , P o î ;

N N^oo1 111 ;

^ O l A 12î 1-2 •

MioMsi;

PooPn , ( P,,P^,
Moi M,,, Z,
Ni» N,i;

N , , N 2 2 ,
p p
1 . J 2 ^ ^ O î

M.2,Mo2;

Mi,M,o,
N,, No.:,.

Les points (XoX^X^), (YoYiYa), (ZoZiZ^) j-o^ alignés dans chaque groupe;
nous devons remarquer que fey rfr^to (M/^) (M/,+i,^,) ^/ nombre de neuf ont
été toutes obtenues une seule fois; de même les neuf droites (N ,̂) (N^i^+i) et les
neuf droites (P,,/,) (P/^,/,^).

Le concours des trois droites (XoXiX^ (YoY^), (ZoZ.Z^) sera démontré
au paragraphe suivant par un procédé dû à Glanville Taylor.

6. TRIADES DE TRIANGLES HOMOLOGIQUES. — II est nécessaire d'adopter les nota-
tions abrégées indiquées par Taylor : le triangle M^N^/.-est défini sans ambi-
guïté par la notation [hkl]; les trois triangles [hkl], [ À + I , k+i, l+i],
[A+2 ,Z :+2 , /+ 2] forment une triade que nous pouvons, sans ambiguïté,
représenter par [hkl], car augmenter A, k, l d'une unité revient à prendre les
mêmes triangles dans un ordre différent. Nous venons de prouver que sih+k+l
est égal à ï ou 4 {autrement dit congru à ï suivant le module 3) la triade [Ml] se
compose de trois triangles deux à deux homologiques, donnant trois pôles d'homo-
logie alignésy un axe d^homologie commun,

Cette même propriété est évidente si h-+-k+l est congru à o ou 2 suivant le
module 3, car nous avons reconnu que les supports de N^P/,/,, ^i+^h+iPh+i ,A-+I;
N/+2./i+2P^+2,/c+2 sont trois droites de Morley parallèles si h + k + / a la valeur o,
3, 6, 2, 5, de sorte que nous avons dans la triade trois triangles équilatéraux
de côtés respectivement parallèles : l'axe d'homologie commun étant la droite
de l ' infini, d'où résulte l 'al ignement des pôles.

Ces considérations simples nous conduisent à étudier les neuf droites M/,^M/,+i ^i
et les neuf droites analogues pour N ou pour P, car chacune contient trois pôles
d'homologie, suivant que le nombre h est choisi de sorte que h+k+l soit
congru à o, 2 ou ï . Pour cela, déterminons les coordonnées t r i l inéaires de M/^
et de M^ par rapport à ABC, le système étant choisi de sorte que le centre du
cercle inscrit ait pour coordonnées (ï , ï , ï).



200 M.-B. GAMBIER.

Les coordonnées x, z de M/,/ sont, en grandeur et signe, proportionnelles
. / . B^. . aB/-\ / BA , ,a s in—5 sin -x- ou i, 2 cos 3 ; pour abréger, nous posons

\^ o o y \ /

A/, „ B^ G/
a A== 9- ? PÂ: == o ? y/ ̂  o ^

pour la valeur absolue du rapport, c'est évident; pour le signe, cela résulte de
ce que nous avons expliqué en fin du paragraphe 4 sur la situation de chaque
trisectrice par rapport aux côtés correspondants de A, B, C. Nous pouvons donc
adopter pour coordonnées x , y , z de M/,^ les valeurs (i, 2 cosy/, 2 cosp/,) et pour
coordonnées de M^, point inverse de M/,/, les valeurs (2cosp/,cosv/, cos^/,, cosy/);
ceci suffit à prouver que les droites AM^, BN^, CP'̂  concourent en un point de
coordonnées (cos a/,, cos?/,, cosy/) que nous représenterons sans ambiguïté par
le symbole (AH); le symbole Çhkl) représentera sans ambiguïté la triade corres-
pondant à h, k, l puis A + i , ^"+i, ^+ i , et enfin h+i, ^-+2, Z + 2 . Le
résultat est que la triade Çhkl) représente^ dans un certain ordre, V ensemble des
pôles d^homologie alignés de la triade [A/c/J.

Ces propriétés sont simples à démontrer si Fon remarque que la null i té des
déterminants

cos À COS^JL cosv sm^ sin pi siu v

cos À COS^UL cosy cos^i cos pL cos^

sin À sin pi sinv ? ^in À sin pi sin y

prouve que la droite d'équation
x sin ( pi — v) 4-J sin(v — À) 4- z sin (À — p/.) == o

est celle qui réunit les points (cosX, cos[i, cosv), ( ^ inA, sin a, s inv) ; le point
général de cette droite peut être représenté par les coordonnées paramé-
triques [cos(X+^), cos([^+^), cos(v+^)] ou fs in(?^+^) , sin([j-+Q?
sin^^_( -^ ) j ^ i l suffit de remplacer l par ^4-^ pour obtenir les nouvelles

expressions ); deux valeurs de t différentes (non congrues suivant le module n
suffisent pour indiquer la droite correspondant à A, p., v).

D'après leur définition, chaque droite AM^ contient les trois points (À, k, /),
(^_^-i^ /^ /^ ^_p2, k, l) : les neuf droites obtenues en faisant varier k, l
épuisent ^ensemble des 27 points; même remarque pour BN^, CP^.

Considérons maintenant les neuf droites -M/,^ M/,+i ̂ i que les tirades [hkl \
nous ont conduit à étudier. On peut prendre pour coordonnées de M/./,

c o s f — ^ y COSY/, cosp/J et pour celles de M/,+^+i, c o s ( - ^ c o s ( ^ + 2 ^ ^

cos ( PA+ 2^ ) ? de sorte que l'on a augmenté chaque angle relatif à M/a de la
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• 2 TT
quanti té -̂ - pour passer de M^ à M/,+i^i; dans ces conditions l'équation de la

droite M/A+i^+i est X, a, v étant remplacés par (— ^\ ^, (îj

( ^^^ l ) ^s in(^— (3^) + js in(^+ 7r ) — z sin ( y / + 7T ) == o.
\ D / \ D /

Le point général de cette droite a pour coordonnées, avec une arbitraire t,

cos^—^4-^ cos(y^+Q, cos((î/,+^) puisque M/,i s'obtient pour t==o,

et MA+I^+I pour t= -^-. Montrons que l'on peut choisir les entiers X, [L, v et ^ de
sorte que le point général mis en évidence coïncide avec le point (cosa>,
cosp^, cosy^) il suffit pour cela que l'on ait

— g + ^ ^ a ) , , ^4-^:=--(3^ ^^t==—^

et ces relations donnent

^ 2 À7T 27: .. - '2 TT
3+ -3-=-Po-ïo-(^+^)^-=-Po-ïo-(^+^)^-^==ao+^+ -—=-l3o-Yo-(^+^)2 . =-po-ïo-(^+^) ^^•

Les membres extrêmes sont égaux si l'on a

(20) /+pL==^+^.

En remplaçant P o + Y o par J — a o , il reste la relation indépendante de t,

(26) i + / + ^ + ^ ^ o .

On voit que si k, l sont donnés et si A augmente d 'une uni té , (JL, v d iminueron t
chacun d 'une unité. On en déduit que la droite MA/M/^^ contient les trois
points :

MA/M^,^, : ( l , 4- / , ^ - k ) , (2 , 3 - / , 3 - Â - ) , (0, 2 - / , 2 - Â - ) .

Par permutations circulaires sur M, N, P et (À, Z:, /), on voit les points situés
sur les droites suivantes :

N/A.N/^,/^ : (4-^ , i , 4 -h), (3-1, 2, 3 -A) , (2 - / , o, 2 - A ) ,

P^PA+I^+I : ( 4 — k, 4 — A, i), ( 3 — À - , 3 — A , i), ( 2 — À ^ 2 — A , o ) .

On en déduit le tableau des 27 droites M/A+i^ ou N^N^^1 ou P/uP/,4-i,Â+i,
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tableau qui permet d'obtenir aisément les pôles (Thomologie des triangles \hkl\
et [A+ i, A '+ i , /+ i] :

W

/ M'ooMn

MnM^
M^M'OO
MoiM,,
M,,M,o
M.oMoi

MoAo
M-,oM,,

\ M,,Mo,

: ( in) (200) (022) NooNi i
: (222) (on) (100) NnN.^

(ooo) (122) (211) N.22Noo

: ( l 0 l ) (220 ) (0 !2 ) NoiNr,

: (212) (ooi) (120) NI.^N.^
: (020) (112) (201) N.2oNoi

: ( I 2 I ) ( 2 I O ) ( 0 0 2 ) No.Nio

: (202) (021) (i 10) NioN^i
(010) (l02) (22l) N.2iNo-2

: ( l 1 l ) (020 ) (202 )

: ( 2 2 2 ) ( l O l ) ( 0 1 0 )

(000 ) (212 ) ( l2 l )

: ( l 1 0 ) ( 0 2 2 ) ( 2 0 l )

: (221) ( loo) (012)
: (002) (21 l) (l20)

: ( l 12 ) (02 l ) (200 )

: (220) ( l02) (01 l)

(00 l ) (210) ( l22 )

t û O 1 - ! !

P l l P 2 2

1 2 2 t u 0

PolPis
P,,P,,

P ^ o t o i

I ^ P I O

PIO ?21

P2lPo2

(l 1 l) (002) (220)

(222) (no) (ooi)
( 0 0 0 ) ( 2 2 l ) ( l l 2 )

( 0 1 l ) ( 2 0 2 ) ( l 2 0 )

(122) (o lo ) (201)
(200) ( l 2 l ) (012)

(21l) ( l02)(020)

( 0 2 2 ) ( 2 1 0 ) ( l O l )

( l O O ) ( 0 2 l ) ( 2 1 2 )

Avec ce tableau, la déterminat ion du pôle d'homologie des deux
triangles M./^N^P/,/,, M/,4-i,^iN/+i^+iP/^i,/,+i se fait en comparant les points
associés dans le tableau précédent aux couples M, N, P donnés par ces triangles :
un seul point est commun, c^est le pôle. Nous obtenons ainsi pour les triangles
non équilatéraux le tableau

(zoo)

( 2 1 1 )

(022)

[ 100 ]
[ 2 1 1 ]

[022]

(ooi)

( 1 1 2 )

(220)

[ooi]

["2j
[220]

(202)

(010)

(l2l)

[202

[ 010

[ l2l]

(25)

Ici l ' indication Çhkl) donne le pôle d'homologie des deux triangles indiqués
sur les de nx au très lignes de la même colonne; pour les deux t r ianglesMn N i 2 P 2 i
et M 2 2 N 2 o P o 2 représentés par [211] et [022], il suffît de prendre dans le
tableau (2 / ^) les indicatifs placés en regard de M^Mas, N 1 2 ^ 2 0 5 P 2 l P o 2 et de
voir qu'il n'y a que (joo) qui soit commun : la méthode suivie au paragraphe
précédent avait permis, géométriquement, de trouver le pôle d'homologie sans
préciser les coordonnées; elle n' indiquait pas non plus que les droites joignant
ce pôle à A, B, C respectivement sont les droites AM^, BN(^, CP^.

On remarquera que dans le tableau (26) les deux symboles Çhkl\ [AH] sont

placés côte à côte de sorte que les deux triades Çhkl ) et [hkl ] ont le même indicatif.

Prenons maintenant les triangles équilatéraux de même sens que ABC, en
respectant les triades associées; on trouve par le même procédé le tableau :

(26)
(222) [OOOJ

(ooo) [ i i l ]
( l l l ) [222 ]

( 1 2 0 ) [ 201]

( 2 0 1 ) [ 0 1 2 ]

( 0 1 2 ) [ 1 2 0 ]

( 0 2 l ) [ l 0 2 ]

( 1 0 2 ) [ 2 1 0 ]

( 2 1 0 ) [ 0 2 1 ]

Cette fois-ci les symboles Çhkl) et [AH] sont décalés dhine ligne, tout en restant
les mêmes dans leur ensemble.
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Pour les triangles équilatéraux de sens opposé à ABC, on trouve un tableau
analogue, où le décalage entre les lignes (hkl) et [hkl] est/ait en sens inverse :

( O ï l ) [200] ( 2 1 2 ) [ l O l ] (110) [002"]

(^j) ' ( l 2 2 ) | ° I l ] (020) [212] ( 2 2 l ) [ I I O ]

(200) [ l 2 2 ] ( l O l ) [°20] (002) [221 j

Finalement nous arrivons à cette conclusion : chaque triade [hkl] donne lieu
à la triade Çhkl^) de pôles d^homologie, D'après ce qui a été dit plus haut, les
trois pôles (hkl) dhme même triade sont alignés sur la droite d'équation

(28) .a?sin((3/.—Y/)+Jsin(Y/— a/,) 4- z sin (a/,— (3^) == o.

Or, toujours en vertu de la nul l i t é de l'expression

sinA sin(^. — v) + sm^sm(^ — 7) + sin^» sin(À — p.),

la droite d'équation
x sin À 4- y sin \L 4- z sin v ==z o

passe par le point [sin(^-v), s in(v-X), s i n ( À — pi)]. Voyons ce que donne
ce procédé ici :

(y /— a/0 — (a/ /— (3^.)=: ̂ 4-y/— 2a//=((^+Y/+ ^O — 3 a ^
'TT , 27; ,

Ts in [ ( (3x-+Y/+aA)- 3 a/,] = sin[^+ y^+ a^— A] ̂  sm 1 ^ — A + 27r (A + À - + / ) |.
L ° ° J

Si h-\-k-\-l prend des valeurs congrues suivant le module 3, ce qui arrive pour
les trois triades correspondant à un même tableau (25), (26) ou (27), nous
obtenons ce résultat que les trois droites portant les pôles d^homologie relatifs
successivement à chaque triade de ce tableau passent toutes les trois par le point de
coordonnées

sm[^ -A+?- ^ ( ^+ /c+ / ) ] , s in | 7 T -B+ 2 7 ^ (^+À-+/ ) 'L
L ° ° J [ o o [

sin j -C+ ^(A+^+^t.

Prenons d'abord les triangles non équilatéraux :

A + A - 4 - / ^ i (modi ) ;

le point de concours obtenu est le point (sinA, sinB, sin C), point de Lemoine qui
est le point inverse du centre de gravité du tr iangle ABC (rappelons que le
centre de gravité a des coordonnées que l'on peut prendre égales aux hauteurs
issues de A, B, C, c'est-à-dire ^ R s i n B s i n C , ^ R s i n C s i n A , 2 R s i n A s i n B et
que lestnverses de ces coordonnées sont proportionnelles à sinA, s inB , s inC) .

Les triangles équilatéraux de même sens que ABC :

h-^k-\-l==o (mod3),
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fournissent le point sin ( A +- -y- )? sin ( B + -3- ]'> sin ( C + -3- ) qui est le point
L \ • ° / \ ° / \ ° /J

négatif de Hesse ; les triangles équilatéraux de sens opposé à ABC,

h—k-\-l=.i (mod3),

j^ournissentle point positif'de Hesse'\ s i n ^ A + o - ) ' sin(B+ ^-^ sin(C+ ^-) -

Rappelons pour mémoire que les points de Hesse sont obtenus ainsi : les
bissectrices de A coupent BC en deux points (a, ^/); on définit de même(&, b'\
puis (c, c'); les cercles de diamètre aa'', ou bb'', ou ce' ont leurs centres à
l ' intersection de chaque côté avec la tangente au cercle circonscrit au sommet
opposé; ces trois cercles sont orthogonaux au cercle circonscrit, ont leurs
centres alignés et se coupent tous trois en deux points alignés avec le centre du
cercle circonscrit, inverses par rapport à ce cercle; le point négatif de Hesse
est celui qui est extérieur au cercle circonscrit, le point positif celui qui est
in té r ieur ; à titre de vérification, si ABC estéquilatéral , le point positif coïncide
avec le centre du triangle et le point négatif est rejeté à l ' inf ini . Bailleurs, dans
le cas du t r iangle équilatéral, les trois points (ooo), (ni), (222) coïncident
avec le centre du triangle.

Les triangles équilatéraux de même sens que ABC ont fourni les trois droites
concourantes

i ^ ? i n ( | 3 o — y o ) +J s in (yo— ao) + ^ s i n ( a o — ?o) = o,
(29) ^ ^ s i n ( ( 3 o — Y , ) + j s i i i ( y , — a , ) + ^ s i n ( a , — p o ) = o ,

( x sin ( P ô — y^) 4 - j sm(y2— a i ) 4- .̂  sin (a, — (3o) = o,

inclinées les unes sur les autres à -\- ^'

Même propriété pour les droites concourantes fournies par les triangles équi-
latéraux de sens opposé à ABC

. rsm((3o— Yo) + j s i n ( Y o — ^-i) +^ sin ( a s — j3o) ==o,
(30) ^ s in ( [3o— Y i ) + j s in (y i— ai) + ^ s i n ( a i — (3o)=o,

x sin ([3o— Y ^ ) +J sin(y2 — ao) -4- z sin ( a o — (So) == o.

Nous avons déjà signalé que u^ ^, w étant des nombres fixes et t un paramètre
variable, le point variable sin(^ 4- ^)» s in(^+1), sin(^+ t) décrit une droite,
car ses coordonnées peuvent s'écrire sous la forme (sin u + cosz/ t g^ ,
s in^+cos^tg^, s inw+coswtg^) et dépendent alors l inéairement du para-
mètre tg^; la droite en jeu a pour équation

x sin ( v — w ) 4- y sin ( w — u ) + z sin ( u — v ) •==. o ;

donc les trois points trouvés plus haut (Lemoine, Hesse positif ou négatif) sont
tous trois sur la droite

^s in(B — C) +js in(C — A) + z s in(A — B) = o
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qui contient le centre du cercle circonscrit, lequel est (cosA, cosB, cosC) ou
encore s i n ( A + 7r ) î s i n ( B + ^ ^ s i n ( C 4 - 7 r ) •

/ L \ 2 / \ 2/ \ 2 / J
Nous retrouvons ainsi une propriété connue de l'axe de Hesse; la méthode

suivie ici montre aussi que le centre du cercle circonscrit et le point de
Lemoine sont conjugués par rapport aux deux points de Hesse; en effet les
coordonnées de ces points correspondent aux expressions s i n ^ A + ^ ^ î

L \ 2 /
• /n , 7]:\ • fn i l̂ r • A • n • n-l [ ' l \ , ^^ • /-n , ^^sin( D + - P sm( L + - ) p [ sinA, s inb , s inLJ, s in( A 4- 3- )? sin ( B + -3- h

\ 2 / \ 2 /J L \ ° / \ ° /
s i n ( C -+- 2^) et s i n ( A + '-^)î s in (B+ -^T)î s i n ( C 4- '-7r ) • Si l'on met ces

\ ^ / J L V 0 / \ ° / \ ^ / J
coordonnées sous la forme (s inA+^cosA, s inB+^cosB , s inC+^cosC) les

valeurs de t sont ( 0 0 , 0 , tg2^ tg—-^7r l ? ce qui prouve le résultat.
Nous avons trouvé déjà divers al ignements pour les points (hkl^ : chaque

droite AM^ porte trois de ces points ; de même, chaque droite BN^ ou CP^.
Nous avons vu que chaque droite M/,iM/.+i,i+i contient trois de ces points,
et en associant les triangles de la triade [/^j, nous avons obtenu des groupes
intéressants de points alignés. Nous al lons maintenant considérer les trois
triangles obtenus par les lignes horizontales du tableau carré

M oo M i 2 Mai
M,, M,o Mo.
M.,, Mo, M,o

Ces triangles ont leurs côtés correspondants parallèles, de sorte que l'axe
d'homologie commun est la droite de l ' inf ini et que les centres de s imi l i tude
sont alignés; nous avons vu que si nous prenons les triangles obtenus par les
colonnes, ils sont deux à deux homologiques, les pôles étant alignés sur la
droite de l ' in f in i et l'axe d'homologie commun étant la droite contenant les
centres de s imi l i tude des triangles horizontaux.

Or cette droite est évidemment la médiatrice de BG, car chacun des triangles
équilatéraux que nous considérons est inscrit dans un cercle issu de B et C; le
centre d'homothétie de deux de ces triangles est en même temps l'un des
centres de simil i tude des cercles circonscrits, et ceci suffit à prouver le résultat.

Pour terminer, donnons l 'énumération des divers al ignements formés avec
trois des 27 points Çhkl) :

i° 9 droites AM^ : sur chacune k, l sont fixes et h prend les valeurs o, 1 , 2 ;
on a ensuite 9 droites BN^ et 9 droites CP^ ;

2° 9 droites M/^MA+I^+I qui interviennent dans l'homologie des triangles de
la triade [AZ-/]; k, l restant fixes, h prend les valeurs o, i, 2; 9 droites ana-
logues N^N^i,/^ et 9 droites P/^P/^.A+i ;
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3° 3 droites portant les pôles d'homologie des triangles de la triade [hkl],
avec h-\- k-{-l==o; 3 droites analogues avec h-{-k-^-l==^; 3 droites ana-
logues avec h-+-k+l==ï (les congruences sont relatives au module 3). Les
3 droites d ' u n e même série concourent (points de Hesse, points de Lemoine).

Cela fait un total de 63 alignements.
Faisons aussi remarquer qu'avec les notations de Taylor et Marr une droite

ux-\- ̂ y+ wz= o ne peut avoir son équation rédui te à la forme
x sin(^. — v ) -\-- y sm(v — À ) 4- z s in (À — p.) == o,

où X, [L, v ne sont des arguments réels que si cette droite ne passe par aucun
des centres des cercles tangents aux côtés du triangle ABC et en contient un
nombre pair ou nul de chaque côté par rapport à elle.
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