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TRISECTRICES
DES ANGLES D’UN TRIANGLE

Par M.-B. GAMBIER.

1. Dgrivirrons. HistoriQue. Bur pE cE TRAVAIL (*). — Soit ABC un triangle plan;
A, B, C, nombres compris entre o et 7, sont les mesures des angles, au sens de
la géométrie élémentaire; posons

A=A +9ahm, Bi=B + 2km, C=0C + alm,

' —>
h, k, { étant égaux chacun 4 0,1 ou 2. Le vecteur AB tournant autour de A en

balayant d’abord I’aire ABC peut s’appliquer sur la demi-droite AC par une
rotation de valeur absolue A,; la rotation de valeur absolue %Ah donne la demi-

droite w,,, trisectrice de A, adjacente a AB et, la rotation double, la demi-
droite . trisectrice de A, adjacente a AC; par permutations circulaires, on
définit de méme (3,.), (Bra), puis (y..4), (vis)- Les trisectrices de By, C, adja-
centes 2 BC se coupent au point My, qui, suivant les valeurs de £, [ peut étre
sur une demi-droite (B, ¢)> (Yun)ou la demi-droite opposée (la ﬁgure 1 fournira
I'indication précise).

Le Professeur Frank Morley | 1], de ’'Université Johns Hopkins, a, vers 1goo,
dans son Cours oral, montré que le lieu des foyers des cardioides tangentes aux
cotés du triangle ABC est constitué de neuf droites, paralléles par groupes de trois
aux directions moyennes des cotés du triangle; Morley explique ensuite qu’en
menant d’un point B les tangentes Ba, B3, By & une cardioide de foyer M, on a

(Ba, BM) -+ (B3, BM) + (By, BM)=o0  (modn),

(1) La Bibliographie sera donnée en fin de ce travail.
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st BC est tangente double, BA tangente simple, on a
5 (BC, BM) 4 (BA, BM) = o,

de sorte que BM est trisectrice adjacente a BC de U'un des angles B,; st CA est elle-
méme tangente, M est intersection des supports de (B,..), (Y.s)- Il existe g points My,
0 Ny, 9 Pui, en prenant les trisectrices adjacentes a BC, CA, AB. Ces a5 points
sont répartis par groupes de six sur neuf droites que nous appellerons droites de
Morley et sont sommets de 27 triangles équilatéraux, dont trois ont pour
sommets des points M, trots des points N, trois des points P; neuf autres sont du
type MyuNpPri avec h+k+ 1= o, 3, 6 et sont de méme sens de rotation que ABC; -
les neuf derniers correspondent a h + k + = 2 ou 5 et sont de sens opposé ¢ ABC.

Ces résultats, & peine esquissés par Morley, furent indiqués vers 1913 aux
Professeurs Glanville Taylor et W. L. Marr [2] d’Edimbourg par divers corres-
pondants; les auteurs anglais en jeu ont, dans trois Mémoires consécutifs,
étudié en détail la figure de Morley, se bornant aux propriétés des trisectrices,
sans s’occuper des cardioides, tandis que Morley a, au contraire, indiqué de
nombreuses propriétés de tangentes aux cardioides, sans presque se soucier
des trisectrices et ce n’est qu’'en 1933, dans un traité didactique que Morley
donne enfin un énoncé abrégé de son théoréme. En 1923, Bricard [3] fait
connaitre en France le résultat de Morley et donne, tout en signalant ’exis-
tence des autres triangles équilatéraux, une démonstration, qualifiée par lui-
méme d’artificielle, relative au triangle équilatéral formé par les trisectrices
intérieures; de 1931 4 1939, le Bulletin corporatif X-Information [4] a publié
de nombreuses démonstrations relatives au triangle intérieur; la lecture de ces
articles m’a fait connaitre le théoréme de Morley et écrire en 1931 et 1937 des
articles pédagogiques dans |’Enseignement Scientifique [5]; une démonstration
due 4 M. Sasportes, ingénieur au Corps des Mines, m’avait frappé par son
élégance et je 'ai exposée au Bulletin des Sciences Mathématiques; 'anteur
n’avait pas remarqué que son procédé permet d’étudier non seulement le point M,
mazis aussi chacun des neuf points My, et donne, pour chacun d’eux, non seulement
un triangle MNP ayant son sommet M confondu avec My, mais aussi un nou-
veau MN, P,, de méme sommet M, avec N, sur MP et P, sur MN; Uobjet de ce
travail sera de montrer comment ce procédé permet de développer toute cette
théorie. Je citerai encore une petite étude du Professeur Marchand [6] de
Lausanne, puis une étude puissante de H. Lebesgue [7] ol ce dernier étend
les résultats aux n-sectrices. Enfin en 1949 j’ai publié dans Mathesis une syn-
thése des résultats connus jusqu’alors, contenus tous dans les Mémoires de
Glanville Taylor et Marr; grace a un résultat inédit qu'un ancien polytechnicien,
H. Martiny (promotion 19o3), a bien voulu me communiquer, je pourrai pré-
senter la plupart des résultats complémentaires dus aux auteurs anglais sous
forme presque totalement géométrique.
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2. DivisioN 0U MULTIPLICATION DES ANGLES. — Au lieu de partir d’un triangle ABC
- donné et de diviser ses angles en trois, il est plus simple de donner les
points B, C, de choisir un point M du plan et de multiplier par trois les angles
(BC, BM), (CB, CM); les symétriques de BC par rapport & BM et CM se coupent
en M’; ensuite la symétrique de BM par rapport 4 BM', de CM par rapport & CM’
se coupent en A et le point Mest 'un des points M, du triangle ABC obtenu; la
figure 1 indique, suivant les régions, les valeursde £, [; les courbes séparatrices

sont les cercles issus de B, G, lieux des points d’ou le segment BC est vu sous
2T
3
vient sur 'un des cercles, A est rejeté a I'infini; si M vient sur I'une de ces
quatre droites, A est confondu avec B ou C ou indéterminé sur BC. Nous avons
figuré BC horizontale, B 4 gauche de C; les 18 régions obtenues sont deux a
deux symétriques par rapport a BC, de sorte que I’on peutse borner aux régions
non hachurées ; dans chaque région conservée, nous avons indiqué les valeurs
de k, [, précédées du signe + (ou —) suivant que M est sur la demi-droite 3, .
(ou l'opposée) et de méme pour v,, (le nombre £ est écrit au-dessus du
nombre /); nous avons aussi indiqué a part les trois secteurs balayés par les
demi-droites (3,¢), (B.c)s Poc); quand M est dans I'une des neuf régions

I'angle g ou = ct les droites issues de B et C, inclinées sur BC a 7?: ou —2375 ;s1M

. , . . . dia
conservées, A est dans le demi-plan supérieur et le sens de circulation AB, BC,

B
CA est le sens direct trigonométrique habituel. Pour mémoire, si M est pris sur
le cercle de diameétre BC, M est rejeté a I'infini, mais A est lui aussi sur le
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méme cercle et cela ne géne en rien. Nous ferons encore remarquer que la

>
donnée de M, détermine M', puis A; le symétrique du vecteur BC par rapport a
la droite indéfinie BM donne la direction positive de (3, et le symétrique du

e . c y.p - . . ..
vecteur BA par rapport a la droite indéfinie BM’ donne la direction positive
de (3, sans avoir besoin de recourir a la figure 1.

L’avantage de ce procédé est que, d’un seul coup, nous exposons le procédé de
M. Sasportes pour chacun des points M, sans avoir besoin, provisoirement,

A : .

Fig. 2.

d’indiquer la valeur précise des entiers £, / et, qu’au lieu de dessiner une
figure contenant les trois points A, B, C, les 27 points M, N, P, les cotés du
triangle, les 18 trisectrices, les g droites de Morley et un certain nombre de
points et droites auxiliaires, nous avons une figure simple ne décourageant pas
le lecteur. La figure 2 est dessinée pour le cas ou M est M,,, mais le raison-
nement reste valable pour I’ensemble des g points My, grace au fait que nous
employons des droites orientées, donnant des angles définis (mod27), que nous
pourrons ensuite diviser par 2 de facon a obtenir des angles définis(modr). Les
notations employées sont celles de Glanville Taylor.

Soit maintenant la remarque essentielle pour ce qui suit : la vraie bissectrice

o T > : ) . .
des demi-droites BC, ({;,) est le support de ((3,.) considéré comme droite

. , . \ =
indéfinie; le cycle de centre My, et tangent & BC est tangent, non pas a (f;,),
mais a la demi-droite opposée (résultat qui n’exige pas de savoir si M est sur la

demi-droite 3, ou 'opposée); le support de (y,,) est la vraie bissectrice de Cﬁ
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—>
et (y,1), donc la fausse bissectrice de BC et (vy,,), de sorte que le cycle en jeu se
trouve tangent a (y,,) et a Uopposée de (B3.,) : MM’ est la vraie bissectrice
de(y,4), (Bra)- Nous écrivons (mod2 )

(Y’,A’ Eﬁ) -+ (}?Ci ﬁk,A) =2 (Bs+C)),
3

(1) o L N

(TI,Ay Cg) -+ (Cgs Ba) -+ <B€’ ﬁk,A) = (Y/J\’ B’/C,A) =TT+ §(8k+ Cl)-

En divisant par 2, nous obtenons une égalité (modr) relative a droites non
orientées

(

B+ C
) (7oa, MM) = (MM, Bg) = = A2t

N

(mod 7).

(Vest maintenant que nous faisons la construction indiquée par M. Sasportes
(en I'étendant aux deux couples N, P et N,, P, au lieu du seul N, P) : nous
menons par M les droites non orientées MNP, et MPN, définies par

(3) (MM, MNPi):-—g, (MM, MPNQ:% (mod 7).

La droite MNP, rencontre CM’ en N et BM’ en P, ; de méme MPN, rencontre BM’
en P et CM’' en N, (la suite montre que N, P, N,, P, sont & distance finie). La
droite MM’ est axe de symétrie pour les droites indéfinies BM', CM' d’une part,
puis MNP, et MPN, de I’autre, pour chacun des couples (P, N) ou (P,, N,); le
triangle MNP est isocéle, et méme équilatéral, car on a

—— > T
(4) (MN, MP) = 2 (MNP,, MM') = T (modan).

Ce triangle MNP est de méme sens que ABC; MN, P, est, lut ausst, équilatéral, mais
de sens opposé a ABC.

Nous voulons prouver que AN, AP sont les supparts de (o), (%) 0t h est un
entier a déterminer; de méme AN,, AP, les supports de (%, ), (%, ), by étant aussi
a déterminer.

Le symétrique y, de M par rapport a BM' est sur BA; les angles (@, P, w,P,),
(N, P, N, P,)sont égaux: le premier est symétrique de (MP, MP,), égal a <~_3—7T>a

par rapport 2 BPM'P, et le second symétrique du méme angle par rapport a la
médiatrice de MN,; u,, N, sont cocycliques avee P, P, ; le cercle circonserit au
trapéze isocéle PNP,N, contient 11, et aussi p, symétrique de M par rapport
a CM'; PN, u, 1,y, N, P, sont trois cordes paralleles de ce cercle. 1’égalité (2),
changée de signe, est '

T

(2) (BM, MM) =— " — %(Bk+ C)  (modm)
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ajoutant (MM’, MNP, ), égal & <—Tﬁ>, aux deux membres, on a

‘ (BM', MNP,) = (P,P, P,N) =— 2% — %(B + C -+ 2k + 2(7) (mod)
(5) A a(h+Dm d
=53 (modm).

Les cordes consécutives p., P, PN, Ny, sont égales (u, P=PM par symétrie
autour de BM' Np., =NM par symétrie autour de CM’ et MNP est équilatéral);
les angles (P,u,, P,P), (P,P, P,N), (P,N, P,u,) sont égaux et leur somme
est égale a A, ou (A, Au,), toujours (mod ) : donc le point A lui-méme est sur
le cercle étudié, résultat essentiel. La valeur trouvée pour (P, P, P, N) est aussi la
valeur commune de (A .,, AP) [ou (AB, AP)], (AP, AN), (AN, A ;) [ou AN, AC],
de sorte que AP, AN sont deux trisectrices associces, respectivement adjacentes
a AB, AC, d’un certain angle que U'on peut représenter par A + A=, ot A est un
certain entier, indéterminé a un multiple présde 3; on peutdonc supposer A pair,
congru (mod1) & 0, 2, 4; nous posons A = 2/, et nous écrivons

(6) (AP, AN) = (P, P, P,N):?-—M:?—I—zh% (mod),

d’ou résulte que 2(h + k+ 1), donc h+ k—+ 1, est multiple de 3

(7) h+k+l=o0 (mod3). '

Si, au lieu d’ajouter (MM’, MNP, ) aux deux membres de (2’), nous ajoutons
(MM, MPN, ) qui est égal a <g>, on obtient

A 2k+DOm
op —_ - — —_—— .
(8) (PP, PNy = 5 + 7 -
Les cordes consécutives ., P,, P, Ny, N, 11, sont égales (méme raison que pré-
cédemment) et puisque A est sur le cercle étudié, on a

(Apy, AP)) = (AP, AN,) = (AN;, A,) (modm),

la valeur commune étant celle de (PP,, PN, )ou }g -+ % —a(k+ l)g; la somme
de ces angles est égale 8 A (mod=), d’ou

] G

A .
3773 3 3 3

par suite, 2(/, + k1) —1 est multiple de 3, donc aussi 4(h,+ £+ 1) — 2,
ou encore (b, k1) —2; on écrit, au lien de (7),

(9) hy+k+1l=2 (mod3). |

On voit que 'on peut prendre /i, = A+ 2 (mod 3).
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3. Erupe pes prorres pE MorLey. — Le point M étant choisi, la figure 1 indique
la valeur des indices £, /; nous obtenons rationnellement d’abord Ny, Py, Ny,
P.:» puis A, puis 'ensemble des points M, N, P restants, puisqu’il suffit de

. . . res T
faire tourner chacune des trisectrices déja connues de == 3 autour du sommet

correspondant.

Un fait, un peu impréou, est que h, k, | ne peuvent prendre arbitrairement
chacun les valeurs o, 1, 2 et que nous ne trouvons que 18 triangles équilatéraux,
correspondant ¢ h+k—+1=o0, 3, 6 d’une part, h—+k-+1=2,5 de Uautre.
Faisons le tableau des neuf triangles de méme sens que ABC :

o o O o 1 2 o 2

(10) I 1 1|1 2 o1 o 2
2 2 2|2 o 1|2 1 o0

Il est clair que la relation /4 k[ égale 2 un multiple de 3 est conservée
en augmentant chaque entier 4, £, [ d’'une unité (puis le ramenant éventuel-
lement & 'une des valeurs o, 1, 2) et c’est ainsi que la seconde, puis la troi-
sieme ligne se déduisent de la premiere, chaque colonne contient une triade de
triangles que I’on devra toujours associer entre eux : la suite le prouvera.

On forme, de méme, les triangles de sens opposé a ABC

[}
(11) o 1 1|1 0o I|I I O
2
Les triangles de chaque triade verticale seront ausst a associer ensemble.

Le méme procédé réussit pour les triangles non équilatéraux qui seront
indispensables a étudier et & répartir entre trois triades de triangles associés :

1t o olo 1 olo o
(12) 2 1 1|1 2 1|1 1 2
0 2 22 o0 2|2 2 o

Les 27 points My, Ny, Py sont alignés six par siz sur neuf droites, dont deux
passent par chaque point. Cette proposition fondamentale s’obtient sans effort :
chacun des 27 points est sommet commun de deux triangles équilatéraux de
Morley, d’espéce différente, ayant en commun les supports des deux cotés issus
de ce point: MNP, MN, P, avec N, sur MP et P, sur MN, de sorte que I’on obtient
déja les alignements MNP, et MN, P. Nous formons le tableau suivant (on peut
permuter A, B, C, les lettres M, N, P ou forcer les indices tous d’une unité) :

0 NoPooMg | 3 NyPyyM; | 6 NouPou My,
2 PooMuNoo | 20 Py MioNoy | 8 Pay Moy Ny,
3 MeNoy Py | 3 MjgNew Py | 3 My Ny Pos
5 Ny PiuMy, | 2 N, PyyMyo | 2 Ny Py My,
3 Przl\lzon 3 PyMy; Ny, 3 PuM,, Nzo
2 M., Noo‘l)oz 2 MNPy | 5 MNPy

Noo Pgo Moo N, PM, Nyy Py My,

Ann. Ec. Norm., (3), LXXI. — Fast. 2. 19
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Prenons la premiére colonne et la premiére ligne : le coté P,,N,, a donné le
triangle P,, Noo My, et sur le coté Py, Ny, nous trouvons My,, sommet du nouveau
triangle P,oM,,N,, de genre opposé a P,,My,Nyo; on a forcé de deux unités
I'indice de My,; le méme procédé permet de déduire de P,,M,,N,, le som-
met N,, aligné avec P,, et M,, : cette fois il faut non plus augmenter le second
indice du dernier sommet N,, de deux unités, mais le diminuer de deux unités,
ou si 'on veut, 'augmenter d’une unité, ce qui donne M,,N,,P,,, N,, étant
aligné avec les sommets déja inscrits dans les deux premiéres colonnes; on
continue de méme en augmentant ou diminuant de deux unités, alternativement
le second indice du dernier sommet marqué sur la ligne déja obtenue; on
obtient No, P,,M,,, puis P,,M,,N,,, puis M;,N,,P,,, et, si nous continuons on
retrouve Noo Py Moo, de sorte que la suite se reproduirait périodiquement de
stz en siz : Uopération est terminée; la seconde colonne, puis la troisiéme
s’obtiennent en forcant chaque indice d’une unité. Nous avons, dans la pre-
miére colonne, obtenu les sommets alignés Ny, P,My.N,, P,,M,, dans Iordre
des permutations circulaires des lettres M, N, P, mais la figure montrera que
la disposition topologique est différente. Nous pouvons maintenant former le
tableau complet des droites de Morley en rangeant les lettres M, N, P par
couples :

do MMy NogNoy Py Py 0y NoaNygPog Py Moy M,
A M yMyuN;NgP, Py A" ¢ dy NpNg Py P My My,
d: My M;3Nou Ny Pyu Py, ‘ 0y Ny NpPL,P MM,

&5 PoaPayMyg My Nog N,
A’ 6/; P10POIMHM02N11N20
61; P21 PHM??M]() N‘ZZNOO

Nous passons de la colonne A, & A’, puis a A” en permutant circulairement M,
N, P sans toucher aux indices.

Les droites d'une méme colonne sont paralléles. — En effet Ny Pyo, Nyy Py,
N,,P,, sont perpendiculaires & My M, , M, M|, M,,M,, qui sont les bissec-
“trices de couples de trisectrices associées, issues de B et C, adjacentes & BA
et CA; quand l'indice augmente d'une unité, ces trisectrices tournent autour
de B et C d’un méme angle, mais en sens inverse (il s’agit ici des trisectrices
ortentées), de sorte que la bissectrice conserve la méme direction. On remar-
quera que M;,, M, , M, sont sur une méme hyperbole équilatéere dont le centre
est le milieu de BC, contenant ces deux points B et C, dont les asymptotes soat
paralléles a M, M;, et & la droite perpendiculaire; les points M,,, M,,, M, sont
sur une hyperbole analogue dont les directions asymptotiques sont paralléles
aux bissectrices de ’angle BM,,C.

En ajoutant aux deux membres de (2), (NP, MM) qui est égal a g, on a

Bi+ C)

(NP, MMWY) + (MM, B,0) = (NP, Ba) = ——

(mod).
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. . . A N QB/C\‘ . . .
Ajoutant encore (B,,, BC) qui est égal a (— —3—) et changeant les signes,

Bi— G

(13) (BCG, NyPur) = 3

- (modm).

Or, pour définir une direction moyenne ¢ de BC, CA, AB, on écrit

3(0a, 0)=(0x, BC)+ (Ox, CA)+ (Ox, AB)
et, faisant coincider Ox avec BC, on a
(14) 3(BC, 8)= (BC, CA) + (BC, AB)=B —C  (modn).

Donc les directions A, A', A" sont les directions moyennes des cotés du
triangle ABC.

4. Erupk pes TrianGLES DE MorrLeEy. — En lisant avec soin le tableau A, A/, A”
nous apercevons trois triangles équilatéraux formés avec les neuf points M.

My M .My, 0 MM, sur 6,, My, My, sur 0, Mg,M,, sur d};
(15) M, My,My, 0 MMy, sur 6, Mg, M,, sur 8}, M, M, surd;
My, My M2 Mg, M, sur d,, M,,M,, sur ¢, M,, M, sur d,.

(?était évident a priori; car on prend les intersections d’un faisceau de trois

. . ., . T . .
droites inclinées a 3 les unes sur les autres, issues de B, avec un faisceau ana-

logue issu de C; les sommets tels que My,, M,., M;, correspondent a des rayons
tournant respectivement autour de B.C, dans le méme sens, du méme angle et

chaque coté du triangle est vu de B, ou C sous le méme angle, 737, de sorte que
I'on a un triangle équilatéral; les trois cercles circonscrits se coupent aussi
en B, C sous un angle égal a g; deux quelconques de ces triangles admettent B
(ou C) comme pole d’homologie et aussi comme centre de similitude, ’angle
de similitude étant aussi égal a —g, de sorte que les cotés des triangles sont

paralléles deux & deux et que les triangles sont aussi deux a deux homothé-
tiques (homologie particuliere dont P'axe est a l'infini). On a un exemple
curteux de trois triangles deux a deux homologiques de trois fagons différentes.

Nous devons chercher les axes des homologies. — Pour cela, prenons les deux
derniers triangles et écrivons les sommets les uns au-dessus des autres de la
facon suivante :

(16)

M MMy, My MyoMge, My MyyMy,;
M, My My, Moy My Mss, MMy My,

La premiére colonne correspond & '’homothétie; pour passer de la premiere
colonne & la seconde, on décale, d’un rang vers la gauche, la seconde ligne
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supposée reproduisant périodiquement M,, M, M, M,,, ..., de sorte que I’on
obtient My, M,,M,, ; de méme pour la troisicme colonne, le décalage étant fait
cette fois vers la droite. Le tableau A, A’, A”fournit alors I'indication des points
ou se coupent les cotés homologues; ainsi la seconde colonne donne :

P 60 . M?OMCI?J 6”1 . M02M11, § 6’1 : M“M«zo,
11

12 ' 10§ o N
8523 M,;oMss dy 1 MyyMgyy; Oy 1 Mgy My,.

On a donc I’homologie de pole C, car le second indice des lettres M est conservé;
Uaxe est la trisectrice a, 3, tssue de A, adjacente a AB, relative a l’angle A,,
* puisque le premier indice des P est le méme, égal a Uunité.

La derniére association donne :

503 M, Mys, 81;3 My My, N 5’1: M,, M,,,

N-gl ~ NM Vo1 N4
05 MoMg; 0 My M; 0y 1 MjgM,s.

C’est I’homologie de pole B, d’axe a, . trisectrice relative a A,, mais adjacente
a AC.

Nous avons vu que U'on peut forcer tous les indices d'une unité; donc, les
triangles My, Mo Myo, MooMiu My, admettent B pour pole d’homologie, avec
axe a, et C pour pole, avec axe a,; les triangles MooM, My, ez My Moo Mg,
ont B pour pole, avec axe a, ., et C pour pole, avec axe a, . On fera ensuite les
permutations circulaires sur A, B, C, M, N, P sans toucher aux indices.

Nous illustrons cette théorie par une figure d’ensemble (fig. 3) dont les
éléments ont été calculés par la trigonométrie; il suffit de donner les résultats
suivants se rapportant aux hypothéses : 8R =10 (R, rayon du cercle cir-
conscrit), A = 45°, B=060°, C=75°. On trouve, avec une table de logarithmes
a cinq décimales, sans interpolation

M,, Py, — 37291 M22N01:3,99-/I M22M10257915

M,,P,,=6,937 M., Ny = 9,476 My, Ny ==4,020
M,,P, = 4’517-

Jai donné ces résultats dans le Mémoire de Mathesis. Il estfacile de voir que
la disposition topologique des neuf droites de Morley et des 27 points corres-
pondants est toujours la méme, avec cette restriction que I'un des points M,
N ou P peut changer de coté par rapport a une trisectrice. On peut, en effet,
supposer B, C fixes et A variant dans le demi-plan limité par BC et tel que ABC
soit parcouru dans le sens direct; A ne doit pas venir sur BC, ne doit pas
s’éloigner a I'infini; chacun des points M, reste dans la région (4l) indiquée
par la figure 1, sans jamais venir sur 'une des courbes frontiéres; ’ensemble
des neuf points My, conserve la méme disposition topologique, ainsi que
’ensemble des neuf droites de Morley, puisque par chaque point M, passent
deux de ces droites et que chaque droite contient deux points M; pour la méme
raison, I’ensemble des neuf points N (ou des neuf points P) conserve la méme
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disposition; il est impossible qu’un point M, N ou P vienne se confondre avec
un point d’espéce différente : en effet, si un point N se confondait avec un
point P, on aurait

(AP, AN):o:?—t—)\g (mod ),

quels que puissent étre les indices /, & du point N, les indices /4, &, du point P

Fig. 3.

en jeu; or o <_ ? 5 sans égalité, de sorte que + 7\ ne peut étre multiple

T .. . . , 1., .
de > a fortiori de =. Cette discussion n’écarte pas la pOSS|blllte pour certaines

trisectrices de contenir, accidentellement, un point de Morley autre que les
trois qu’elle porte normalement : ainsi, sur la figure 3 que nous avons tracée,
la trisectrice CN,,N,, N,y coupe la droite de Morley N, P,oNgoMgo Py M,, en un

point v tel que ~
Nyov = 2,136, NooPo2= 2,154,
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de sorte que v et P,,, tout en étant distincts, sont, a I'échelle du dessin, prat-
quement confondus; si I'on prend toujours 8R =10, A = 45°, ces deux pointsv
et P,, coincident si C=74°42’ au lieu de 75°. La disposition du triangle ABC
par rapport a I'ensemble des trisectrices change si I'un des angles devient

. T . .
droit; pour A= —, AC, AB sont les supports des trisectrices (o), (as.);
pour A < T, les supports de ces trisectrices ne traversent pas I'intérieur de ABC;
2

si A > g, elles le traversent; on voit de méme que les supports des trisec-

trices (a, ), (a,¢) ne traversent pas le triangle ABC.

5. Les 27 cercres pE M. MartiNy. — La démonstration donnée par M. Sasportes
nous a fait étudier pour chaque point M le cercle passant par A et les som-
mets N, P, N,, P, des deux triangles de Morley ayant M pour sommet commun.
A peu prés a la méme date, M. Martiny a eu I'idée d’envisager, d’un point de
vue différent, 'ensemble des 27 cercles analogues, un pour chaque chaque
point My, Ny, Py chacun de ces cercles sera désigné pour abréger par My,
ou Ny, ou Py

Les neuf cercles qui passent en A sont tangents, par groupes de lrois, a trois
droites inclinées les unes sur les autres a 60°.

Les six cercles correspondant aux points M, N, P d’une méme droite de Morley
ont un point commun et, st ['on prend les trois droites de Morley paralléles, les
trois points correspondants sont alignés.

Ces points sont les poles d’homologie d’une triade de triangles non équilatéraux
Sfournis par le tableau (12). On a ainst trots alignements dont les supports sont
concourants.

Un calcul simple, emprunté au travail de Taylor et Marr montrera que ce
point de concours est le point de Lemoine du triangle ABC (point inverse du
centre de gravité, en adoptant la terminologie de la géométrie du triangle).

Nous avons vu ( fig. 2) que PN, PNy, ., 1, sont paralléles : la tangente en A
au cercle M est antiparalléle, par rapport & AB, AC, de cette direction com-
mune qui est I'une des directions moyennes de BC, CA, AB; donc puisque M,
M)i1 1445 Mits 1io donnent la méme direction pour le coté PN correspondant, les
cercles correspondants sont tangents entre eux au point A; chaque groupe de

. .y » . c T
trois cercles associés donne la méme tangente inclinée & -, sur chacune des

deux autres tangentes communes.
D’apres la méthode constamment suivie ici, il suffit de raisonner pour une

droite de Morley, ensuite de forcer chaque indice d’une unité, et enfin d’effec-
tuer une permutation circulaire. Raisonnons sur (¢,) qui, située en bordure de
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la figure 3, a 'avantage de rendre la lecture plus aisée. Prouvons que N,,, N,,
et Py,, Py, ont un point commun. L’inversion de pole M,, et de puissance

MllBOMHMI‘l - M11C-M11M21

(car les points My,M;, M, sont cocycliques avec B, C), donne les échanges
suivants :

N,y ou cercle BPy, M, Py M,,, droite CM,, qui passe en My, ;

N,, oucercle BP, M,,P,,M,, lui-méme; passe en M,,;

Py oucercle CN,(M;;N,yM;,, droite BM,, qui passe en M,,;

Py, ou cercle CM,; Ny, My,Nyp,  lui méme; passe en M,,.

Par conséquent, les quatre cercles en jeu ont en commun un point que nous
appellerons provisoirement X,, déterminé sur la droite M,, M,, par les relations

M My, M\, Xy =M, B.M;M,,——=M,,C.M;, M,,,
Mo, My oMo, Xo == Moy, B.Myu My = My, G My, My,

(17)

La seconde ligne (17) est obtenue en prenant I'inversion de pole M,., dont la
puissance est représentée par le second ou troisiéme membre des égalités en
jeu : les cercles qui étaient transformés en droites sont, cette fois, transformés
en eux-mémes, tandis que les deux autres sont transformés en droites, tous les
éléments transformés passant par M,,.

Nous prenons ensuite les cercles Py, Py, et M5, M, et les traitons par le
procédé semblable an moyen des inversions de pole N,, et puissance

Noo A NoyNig = Nuyy G Nog N,

ou de pole N,, et puissance

leA-lesz — Nl‘_’(:-NI'lNHH

les cercles transformés passent tous soit en N,, dans le premier cas, soit en Ny,
dans le second; donc les cercles primitifs ont aussi un point commun a
eux quatre, qui ne peut étre que X, déja obtenu par Py, P,, et 'on a ainsi

‘ Nu NﬂtjoNl‘in: N'I'_’C‘Nl'_’ Nm:NHA-NJz Nza,

(18)
? Nzole-N*zon — NzoC-N-zoN‘zzf: NzlA-Nzon-

L’existence du point X, commun aux six cercles est donc démontrée; mais
en considérant M,,, M,, puis N,,, N,,, nous avons les inversions nouvelles de
poles Py, Py, et les égalités

‘ PosPsi P X == Pou APy Py =P, B Py, Pi;’a
? Py Py . Py Xy =Py APy, Py, =P, B.P,, Py

(19)

Les résultats obtenus prouvent que les triangles M, N, Py, et Moy Noo Py sont
homologiques, X, étant centre d’homologie. Ce sont justement deux triangles du
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type MNPy avec h+k4-1=1 (mod 3), qui ne sont pas équilatéraux, dont
les cotés n’ont pas les droites de Morley pour supports.
En forcant les indices d’une unité, nous dressons le tableau
g 60 MOZMQONOONZIPOOPI‘Z XO MHNI‘ZP'.)I;
(20) o1 M, My, N, NypPy Py X, My,NyyPoyss
1 8y My MiuNuN PPy X, MNPy,

La premiére colonne indique trotis drottes de Morley paralléles. la seconde donne
les cercles correspondant aux points M, N, P portés par cette droite; la troisiéme
colonne indique le nom du potnt commun aux cercles de cette ligne; enfin chaque
point X, X, ou X,, est le pole d’homologie des deux triangles indiqués sur les
deux autres lignes.

Il s’agit maintenant de prouver que X,, X,, X, sont alignés; remarquons que
les deux triangles P, P, N, et N,, Ny, P,, sont homologiques, ’axe d’homo-
logie étant M,, X, M,,, car P,, Py, et N;,N,, se coupent en X,, tandis que P,, N,
et N,.P,, portés par ¢, et o,, se coupent en M,,; de méme, P,,N,, et N,,P,,,
portés par &, et &}, se coupent en M,,; or X,, M,,, M,, sont alignés. Par consé-
quent, les triangles Py, Py, Py, Niu Ny Ny, sont aussi homologiques, le centre
d’homologie étant le méme que pour les deux triangles auxiliaires P,, P,, N,
et N,uN,,P,, que nous venons d’introduire; or, d’aprés le tableau (20),
P,.P,, et NouN,, concourent en X,, P,,P,, et N;,N,», en X,, Py, Py, et N,uN,,
en X, : donc X, Xy, X, sont alignés sur une droite qui est l’axe d’homologie des
trots triangles M, Mas Mo, NioNogNoy et Py, Py Py

On aici un exemple d’un tableau carré

A B C |X

( 9 I) 1 Ar B/ C/ X/
A B C// X"
« By

tel que deux triangles donnés par deux lignes horizontales sovent homologiques,
le pole d’homologie étant mis en regard de I’ horizontale non utilisée, les points X,
X/, X" étant alignés; il en résulte que deux verticales donnent aussi deux triangles
homologiques, le pole étant marqué au bas de la verticale non utilisée et alors =,
B, v sont cux-mémes alignés; la droite XX' X" est I’axe d’homologie commun aux
couples de triangles verticauw et la drovte a3y 'axe commun aux triangles hori-
zontaux.

Par permutations circulaires, nous formons donc le tableau donnant la
répartition en triades des neuf triangles MNP non équilatérauz

My, Noo Py No Py My, P,y M, N,
(22) M, N Py Ny Py, My, P, M, N,
M., N, P Ny, Py M, P, M, N,
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et les points (auxquels nous avons donné des noms provisoires) communs aux
droites mises en regard

| M., My, MM, M, M,,,

Xo{ Nsp Noy, Xi{ Noi Ny, X5{ Ny Ny,

Py, Pyo; PPy Py, Py,;

N.s Noo, Noo Ny, Ny Ny,

(23) Y,{ Py Py, Y, { Py Py, Y,{ P,y Py,
My, M, ; M, o M,;; M., M.,;

P,, Py, Py Py, P, P,

7,{ M,yM,,, Z,{ MyM,,, Z,{ M;sM,,,

Nos Nyo; Nio Noys N,, Nos.

Les points (X, X, X,), (Y, Y, Y,), (ZOZ;Zg) sont alignés dans chaque groupe:
nous devons remarquer que les droites (M) (M i1 ) au nombre de neuf ont
été toutes obtenues une seule fois: de méme les neuf droites (Ny) (Nicy nen ) et les
neuf drottes (Py) (Pris g ).

Le concours des trois droites (X, X, X.), (Y, Y, Y,), (Z4,Z,Z,) sera démontré
au paragraphe suivant par un procédé du a Glanville Taylor.

6. TRIADES DE TRIANGLES HOMOLOGIQUES. — Il est nécessaire d’adopter les nota-
tions abrégées indiquées par Taylor : le triangle M;,N;, P, est défini sans ambi-
guité par la notation [Akl]; les trois triangles [Akl], |h—+1, k41, [41],
[A+2, k+ 2, [+ 2] forment une triade que nous pouvons, sans ambiguité,
représenter par | 7kl |, car augmenter /, k, [ d’une unité revient a prendre les
mémes triangles dans un ordre différent. Nous venons de prouver que st h+ & —+{
est égal a 1 ou 4 (autrement dit congru a 1 suivant le module 3) la triade [W] se
compose de trois triangles deux a deux homologiques, donnant trois poles d’ homo-
logte alignés, un axe d’homologie commun.

Cette méme propriété est éovdente st h—+ k1 est congru a o ou 2 suicant le
module 3, car nous avons reconnu que les supports de Ny Priy, Nivs na®hs iy
Nivo,neaPris i sont trois droites de Morley parallélessi s+ £+ 7 ala valeuro,
3,6, 2,5, de sorte que nous avons dans la triade trois triangles équilatéraux
de cotés respectivement paralléles : I’axe d’homologie commun étant la droite
de I'infini, d’ou résulte I’alignement des poles.

Ces considérations simples nous conduisent & étudier les neuf droites MM, ;.\
et les neuf droites analogues pour N ou pour P, car chacune contient trois poles
d’homologie, suivant que le nombre / est choisi de sorte que & -+ £+ soit
congru a4 0, 2 ou 1. Pour cela, déterminons les coordonnées trilinéaires de M,
et de M, par rapport & ABC, le systéme étant choisi de sorte que le centre du
cercle inscrit ait pour coordonnées (1, 1, 1).
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Les coordonnées x, z de My, sont, en grandeur et signe, proportionnelles

N o Bk . QBk\ Bk . b"
a{ sin 3 sSin —3—) oul 1, 2c08 ~%— ; pour abreger, nous posons

%)= *3‘7 ﬁk: ?~’ Yi= ‘3‘;

pour la valeur absolue du rapport, ¢’est évident; pour le signe, cela résulte de
ce que nous avons expliqué en fin du paragraphe 4 sur la situation de chaque
trisectrice par rapport aux cotés correspondants de A, B, C. Nous pouvons donc
adopter pour coordonnées x, y, s de M,, les valeurs (1, 2 cosy,, 2 cos 3;) et pour
coordonnées de M}, pointinvcerse de My, les valeurs (2 cos 3.cosy,, cos3;, cosy,);
ceci suffit & prouver que les droites AM,, BN,,, CP,, concourent en un point de
coordonnées (cosxy, cosﬁk, c0sY;) que nous représenterons sans ambiguité par
le symbole (4kl); le symbole (hkl ) représentera sans ambiguité la triade corres-
pondant & A, k, [ puis h+1, k=1, [41, et enfin h+ 2, k+2, [+ 2. Le
résultat est que la triade (m) représente, dans un certain ordre, l'ensemble des
poles d’homologie alignés de la triade [W ]

Ces propriétés sont simples 4 démontrer si 'on remarque que la nullité des
déterminants '

cosh cosp. cosv sind sing siny

cosk cosp cosv cosk cosp. cosv

i . .
sin 7\ Sin[L sy ! <sin )\ s L smy

prouve que la droite d’équation

xsin(p—v)+ysin(v—>»~)+zsin(d —p)=o

est celle qui réunit les points (coél, cos ., cosv), (sin, siny, sinv); le point
général de cette droite peut étre représenté par les coordonnées paramé-
triques [cos(A—1), cos(p—+1¢), cos(v+t)] ou [sin(A—1¢), sin(u—+1),

sin(v—+41)] <il suffit de remplacer ¢ par 1t’—|—72E pour obtenir les nouvelles

express'ions>; deux valeurs de ¢ différentes (non congrues suivant le module =

suffisent pour indiquer la droite correspondant a A, p., v).

D’apres leur définition, chaque droite AM, contient les trois points (A, £, 1),
(h—1, k, 1), (h-+2, k, 1) : les neuf droites obtenues en faisant varier k, [
épuisent [’ensemble des 275 points; méme remarque pour BN,,, CP),.

Considérons maintenant les neuf droites My, M., ;.\ que les triades [/z_Al]
nous -ont conduit @ étudier. On peut prendre pour coordonnées de M,

[cos(%ﬂ} cosY,, cq)sﬁk] et pour celles de M, /.4, [cos<g>, cos (Y:—l— ¥>»

cos<(3k+ ?)], de sorte que I'on a augmenté chaque angle relatif & M, de la



TRISECTRICES DES ANGLES D’UN TRIANGLE. 207
., 2T \ .. , .
quantité - pour passer de My, & My, ..i; dans ces conditions I’équation de la

droite MM ;.4 est [7\, u., v étant remplacés par <—— g>, Yo BAJ
. . TL' . b3
(24)  sin(y;— Bx) -+ y sin <ﬁk+ 3> — 3 SIII<Y1+ 3> =o.

Le point général de cette droite a pour coordonnées, avec une arbitraire ¢,
[cos<1373—f—t), cos(y.—+ 1), cos(Bi+ t)] puisque M, s’obtient pour z=o,
et Myoq .y pour z= '{%n Montrons que 'on peut choisir les entiers A, w, v et ¢ de

sorte que le point général mis en évidence coincide avec le point (cosa,
cos 3, cosy,) il suffit pour cela que I'on ait

™
_'3‘+t-—-ja)u *{p}—l:——,@u, ﬁk+l:—-*{v

et ces relations donnent

T 2Aim 2T
t = oo+ 3+ T:_QO_“{O_(['*‘P‘)?

2T
=—B— o (k) 3

Les membres extrémes sont égaux si 'on a
(25) l4-p=k+v.

En remplacant 3,4+ v, par g — a,, il reste la relation indépendante de ¢,
(26) L+ {+}k+p=o.

On voit que si £, / sont donnés et si A augmente d’une unité, ., v diminueront
chacun d’une unité. On en déduit que la droite MM, ;.. contient les trois
points :

MMt (1, 46— 4 4—Fk), (2,3—1,3—Fk), (o,2—1 2—k).

Par permutations circulaires sur M, N, P et (A, £, (), on voit les points situés
sur les droites suivantes :

N//LNZ—e—l,/t—H : (‘/l —lv I, 1 - /L)v (3 - /7 2, 3 _/l)a (94 - lv 0, 2 — /)’),

I)/lkl)ll+1,k+l : (—/l'—/‘v A—Il) I)v (3_/‘-7 3—]1*7 1)7 (Z—k,ﬂ—/l, ()).

On en déduit le tableau des 27 droites My, M,y ;11 0u Ny Npiy n 0u P Pry i
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tableau qui permet d’obtenir aisément les poles d’homologie des triangles [Ak/]
et[h+1, k41, l41]:

| MgoM,, @ (r11)(200) (022) NooNyy @ (111)(020)(202) PyoPyyt (111) (002) (220)
M; M,, : (222) (or1)(100) N;;N,, : (222) (101) (010) Py, Py, ¢ (222) (110) (001)
M,,My : (000) (122) (211)  NuuNgy : (000) (212) (121) P,y Py ¢ (000) (221) (112)
My M, ¢ (101)(220) (012) Ny Ny (110) (022) (201) Py Pyt (o11) (202) (120)
(24) { M,My @ (212) (0o1) (120) NNy o (221) (100) (012)  PyuPyy ¢ (122) (010) (201)
M,,My, : (020) (112) (201) N3Ny, ¢ (002) (211) (120)  PyoPyy ¢ (200) (121) (012)
My, My, : (121) (210) (002)  NpaNyp : (112) (021) (200) Py, Pig 1 (211) (102) (020)
M M, : (202) (021) (110)  NipNy, : (220) (102) (o11) PPy, ¢ (022) (210) (101)
i My,M,, @ (oro) (102) (221) Ny Nyy @ (0o1) (210) (122) Py, Py, @ (100) (021) (212)

Avec ce tableau, la détermination du pole d’homologie des deux
triangles MuNyPuie, Mics oo Novr, 5t Pros ien se fait en comparant les points
associés dans le tableau précédent aux couples M, N, P donnés par ces triangles :
un seul point est commun, c’est le pole. Nous obtenons ainsi pour les triangles
non équilatéraax le tableau

(100) [100] (oor) [oor| (202) [202]
(23) (211) [211] (112) [112] (oro) [o10]
(022) [o22] (220) [220] (121) [121]

Ici 'indication (hkl) donne le pole d’homologie des deux triangles indiqués
surles deux autreslignes de laméme colonne; pourles deux triangles M,, N,, P,
et M,,N,,P,, représentés par [211] et [o22], il suffit de prendre dans le
tableau (21) les indicatifs placés en regard de M,, M,,, N,y Nyo, Py, Py, et de
voir qu’il n’y a que (100) qui soit commun : la méthode suivie au paragraphe
précédent avait permis, géométriquement, de trouver le pole d’homologie sans
préciser les coordonnées; elle n’indiquait pas non plus que les droites joignant
ce pole a A, B, Crespectivement sont les droites AM,,, BN, , CP',.

007

On remarquera que dans le tableau (25) les deux symboles (hkl), [ hkl] sont
placés cote a cote de sorte que les deux triades (REL) et [/m | ont le méme indicatif.

Prenons maintenant les triangles équilatéraux de méme sens que ABC, en
respectant les triades associées; on trouve par le méme procédé le tableau :

s (222) [o000] (120) [201] (o21) [ro2]
(26) (000) [rrr] (201) [o12] (102) [210]
l (rir) [222] (or2) [120] (210) [o021|

Cette fois-ci les symboles (hkl) et [ hkl] sont décalés d’une ligne, tout en restant
les mémes dans leur ensemble.
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Pour les triangles équilatéraux de sens opposé 4 ABC, on trouve un tableau
analogue, ou le décalage entre les lignes (hkl) et [ hkl] est fait en sens inverse

(orr) [200] (212) |101] (110) [o002]
(27) (122) Jorx] (020) [212] (221) [110]
(200) [122] (1o1) [o020] (002) [221]

Finalement nous arrivons a cette conclusion : chaque triade | Rkl | donne licu
a la triade (hkl) de poles d’homologie. D'aprés ce qui a été dit plus haut, les
trots poles (hkl) d’une méme triade sont alignés sur la droite d’équation

(28) zsin(Br— vi) + ysin(yi— ai) + ssin(a,— 3;) = o.
Or, toujours en vertu de la nullité de I'expression

sindsin(p— v) 4 sinpsin (v — A) -+ sinv sin (A — ),

la droite d’équation
ZsInA -+ ysing + zsinv=—o

passe par le point [sin(y.—v), sin(v— 1), sin(A — p.)]. Voyons ce que donne
ce procédé ici :
(yi— an) — (an— Br) = Br—+ yi— 205 = (Br~+ Y+ an) — 3oy,

. . Nk 2T ]
sin[(Br—+ vi+ ap) — 3oy | =sin| Br+ v+ a,— A] = sm[—g — A+ = (h+hk+10)].
St h + k—+ 1 prend des valeurs congrues suivant le module 3, ce qui arrive pour
les trois triades correspondant 4 un méme tableau (25), (26) ou (27), nous
obtenons ce résultat que les trois droites portant les poles d’homologie relatifs
successivement a chaque triade de ce tableau passent toutes les trois par le point de

coordonnées
sin[g — A+ ?BE(/L—F/{—{—-Z)J, sinl ’37 — B+ ?(/H/.urm],

sin

m am :
_»g—C+?(lz+/\+l)].

Prenons d’abord les triangles non équilatéraux :

h+k+Il=1 (mod1);

le point de concours obtenu est le point (sinA, sinB, sinC), point de Lemoine qui

est le point inverse du centre de gravité du triangle ABC (rappelons que le

centre de gravité a des coordonnées que I’on peut prendre égales aux hauteurs

issues de A, B, C, c’est-d-dire 2RsinBsinC, 2R sinCsinA, 2RsinAsinB et

que lesinverses de ces coordonnées sont proportionnelles & sinA, sinB, sinC).
Les triangles équilatéraux de méme sens que ABC :

h+k+l=o0 (mod3),
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fournissent»le point [sin(A + %T), sin<B—l— 2—;>, sin(C -+ %)] qui est le point
négatif de Hesse; les triangles équilatéraux de sens opposé a ABC,

h4+k+1l=2 (mod3),

sin<A+ 4’;); sin<B+ %ﬂ), sin(C —+ 4—;”

Rappelons pour mémoire que les points de Hesse sont obtenus ainsi : les
bissectrices de A coupent BC en deux points (a, a’); on définit de méme (b, '),
puis (¢, ¢'); les cercles de diamétre aa’, ou bb', ou cc’ ont leurs centres a
I'intersection de chaque coté avec la tangente au cercle circonscrit au sommet
opposé; ces trois cercles sont orthogonaux au cercle circonscrit, ont leurs
centres alignés et se coupent tous trois en deux points alignés avec le centre du
cercle circonscrit, inverses par rapport a ce cercle; le point négatif de Hesse
est celui qui est extérieur au cercle circonscrit, le point positif celui qui est
intérieur; a titre de vérification, si ABC est équilatéral, le point positif coincide
avec le centre du triangle et le point négatif est rejeté a 'infini. D’ailleurs, dans
le cas du triangle équilatéral, les trois points (000), (111), (222) coincident
avec le centre du triangle.

Les triangles équilatéraux de méme sens que ABC ont fourni les trois droites
concourantes

Sournissent le point positif de Hesse:

asin(By— vo) + ¥ sin(yo— ag) + 5 sin(ay— B3) = o,
(29) xsin(By—vi) +ysin(y,— o) + ssin(ay,— Bo) = o,
2 sin(By— ve) +ysin(ya— a;) + ssin(o; — ) = o,

. .o, \ T
inclinées les unes sur les autres ¢ -+ A

Méme propriété pour les droites concourantes fournies par les triangles équi-
latéraux de sens opposé a ABC

2 sin(Bo— Yo) + ¥ sin(yo— o) + zsin(ay— 3,) = o,
(30) asin(Bo— 1) +ysin(y,— o) + ssin(a;— By) = o,
@ sin (Bo— v2) + ¥ sin(ya— o) -+ 58in (og— B3¢) == 0.

Nous avons déja signalé que u, ¢, w étant des nombres fixes et z un paramétre
variable, le point variable sin(u -+ ?), sin(¢ 1), sin(w —+¢) décrit une droite,
car ses coordonnées peuvent s’écrire sous la forme (sinu -+ cosutgte,
sing -4 cos¢tge, sinw + coswtge) et dépendent alors linéairement du para-
métre tgz; la droite en jeu a pour équation

asin(¢ — w) + ysin(w —u)+ ssin(u —¢) =o;

donc les trois points trouvés plus haut (Lemoine, Hesse positif ou négatif) sont
tous trois sur la droite

2sm(B —C) -+ ysin(C—A)+ssin(A—B)=o
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qui contient le centre du cercle circonscrit, lequel est (cosA, cosB, cosC) ou
encore [sin<A+ g), sin(B 4 g>, sin<C+ g)]

/

Nous retrouvons ainsi une propriété connue de 'axe de Hesse; la méthode
suivie ici montre aussi que le centre du cercle circonscrit et le point de
Lemoine sont conjugués par rapport aux deux points de Hesse; en effet les

coordonnées de ces points correspondent aux expressions [sin(A—}— g),
sin<B—|— §>, sin(C—l— g)} [sinA, sinB, sinC], [sin<A—l— %ﬂ>, sin <B—i— %T),
sin<C + ?)J et [sin<A—|— %ﬁ» sin<B—|— %E>, sin<C + 45-n>] Si I’on met ces
coordonnées sous la forme (sinA —+zcosA, sinB—+zcosB, sinC—+zcosC) les

valeurs de ¢ sont (oo. 0, tg?, tg —TM), ce qui prouve le résultat.

Nous avons trouvé déja divers alignements pour les points (hkl) : chaque
droite AM), porte trois de ces points; de méme, chaque droite BN}, ou CP},.
Nous avons vu que chaque droite MM, ,., contient trois de ces points,
et en associant les triangles de la triade [ %47 |, nous avons obtenu des groupes
intéressants de points alignés. Nous allons maintenant considérer les trois
triangles obtenus par les lignes horizontales du tableau carré

Mgy M, M,,
M, M,, M,
M-z-z Mm Mm

Ces triangles ont leurs cotés correspondants paralléles, de sorte que I'axe
d’homologie commun est la droite de P'infini et que les centres de similitude
sont alignés; nous avons vu que si nous prenons les triangles obtenus par les
colonnes, ils sont deux 4 deux homologiques, les poles étant alignés sur la
droite de l'infini et I’axe d’homologie commun étant la droite contenant les
centres de similitude des triangles horizontaux.

Or cette droite est évidemment la médiatrice de BC, car chacun des triangles
équilatéraux que nous considérons est inscrit dans un cercle issu de B et C; le
centre d’homothétie de deux de ces triangles est en méme temps l'un des
centres de similitude des cercles circonscrits, et ceci suffit 4 prouver le résultat.

Pour terminer, donnons I’énumeération des divers alignements formés avec
trois des 27 points (/kl) :

1° g droites AM}, : sur chacune £, / sont fixes et # prend les valeurs o, 1, 2;
on a ensuite g droites BN}, et g droites CP),;

2° g droites MM, ., qui interviennent dans ’homologie des triangles de
la triade [ /4L |; k, I restant fixes, 4 prend les valeurs o, 1, 2; g droites ana-
logues Ny Nis, ses €t g droites PyiPry 4oy
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3° 3 droites portant les poles d’homologie des triangles de la triade [/Akl],
avec i+ k+l=o0; 3 droites analogues avec h-k+ [l=2; 3 droites ana-
logues avec A+ k—+ /=1 (les congruences sont relatives au module 3). Les
3 droites d’'une méme série concourent (points de Hesse, points de Lemoine).

Cela fait un total de 63 alignements.
Faisons aussi remarquer qu’avec les notations de Taylor et Marr une droite
ux + ¢y —+ wz=o ne peut avoir son équation réduite a la forme

2 s (p—v)~+ ysin(v —A) + zsin(2 — p) = o,

ot A, 1, v ne sont des arguments réels que si cette droite ne passe par aucun
des centres des cercles tangents aux cotés du triangle ABC et en contient un
nombre pair ou nul de chaque coté par rapport a elle.
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