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SUR LA

CONVERGENCE STOCHASTIQUE
DANS LES ESPACES U N I F O R M E S

PAR SHAFIK DOSS.

R>0<

1. INTRODUCTION. — II est bien connu que les espaces uniformes ([1],
chap. II) (1) constituent une généralisation naturelle des espaces métriques.

Plusieurs notions et propriétés attachées aux variables aléatoires numériques,
la convergence stochastique notamment, ont été récemment étendues aux
variables aléatoires prenant leurs valeurs dans un espace métrique arbi-
traire [2], [3].

Nous montrons, dans le présent article, que la convergence stochastique
peut être, d^une manière naturelle, définie pour les variables aléatoires
prenant leurs valeurs dans un espace uniforme.

On introduira :

(i) la convergence au sens de Bernoulli ou convergence légale;
(ii) la convergence en probabilité;
(iii) la convergence forte en probabilité;
(iv) la convergence presque certaine ou convergence avec la probabilité i.

Ces définitions seront données, comme on le fait dans les espaces uniformes,
pour une famille arbitraire de variables aléatoires et selon \\\\ filtre.

On verra que (iii) implique (ii), que (ii) implique (i) mais que, contrai-
rement à ce qui a lieu pour les variables aléatoires numériques, on doit, en
général, distinguer entre (ii i) et (iv). Deux théorèmes, du type de ceux établis
par Kozakiewicz [5]y seront donnés pour( i i ) et (iii). Le Mémoire se termine

(1) Les nombres entre crochets renvoient à la Bibliographie placée à la fin du Mémoire.



88 SHAFIK DOSS.

par une généralisation du théorème bien connu selon lequel une sui te de
variables aléatoires numériques indépendantes diverge avec la probabilité i ou
converge avec la probabilité i vers une constante.

2. DÉFINITIONS ET NOTATIONS. — On considère une famille de variables aléa-
toires X^(=X^) où X^ est un élément d^un espace uniforme E, T un élément
d'un ensemble F et ^ un élément de l'ensemble G des événements élémen'
taires [4] sur lequel une mesure (probabilité) P est donnée.

^désignera un filtre sur F, C un élément du filtre ^ et ^ sera toujours
donné par une famille d'éléments C de ^ constituant une base.

L'espace uniforme E sera défini par une famille d'entourages symétriques V
constituant une base pour le filtre des entourages dans l'espace produit ExE.

Si M est un ensemble quelconque de points de E, son complément par
rapport à E sera désigné par W. Un point de l'espace ExE sera désigné
par(^,y).

E(R) désignera l'ensemble des valeurs de ^ pour lesquelles la propriété R est
vraie. Le symbole /\ signifiera ((pour tout » et V signifiera « il existe ».

Nous écrivons dans le langage habituel du calcul des probabilités, mais
nous utilisons parfois, pour une plus claire compréhension, les notations
précédentes.

(i) Convergence au sens de Bernoulli ou convergence légale. — La variable X^
sera dite convergente au sens de Bernoulli vers X, selon le filtre ^, si pour
tout ensemble A de continuité pour la fonction de distribution de X et pour
tout £ ^> o, il existe C e ̂  tel que

T € C implique | P(X^çA) — P (XçA) | < £.

Un ensemble A sera dit ensemble de continuité pour la fonction de distribution
de X si, pour tout £ ^> o, il existe un entourage V tel que

P ( X e V ( A ) j - P i X e A } < £ et P { X ^ ( ^ ) } - P { X ç K f } < ^ .

Cette définition des ensembles de continuité sera justifiée plus loin (dans 4).

(ii) Convergence en probabilité. — On dira que X^ converge en probabilité
vers X, selon le filtre ^, si pour tout V et pour tout £>o, il existe Ce^'
tel que

T € C implique P { (X, X^)eV j > i - s.

On dira que X est la limite en probabilité de X^, selon le filtre ̂ .

(iii) Convergence forte en probabilité. — On dira que X^ converge fortement
en probabilité vers X, selon le filtre 37, si pour tout V et pour tout £ ^> o, il
existe Ce^ tel que

P ( X , X^) €V pour tout r e C } > i — s.
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Ceci peut encore s'écrire
( A V ) ( A £ ) ( v C ) r P E { ( X ^ X^)eVpour -tout r e C } > i — s 1 .

Il est clair que (iii) implique (ii).

(iv) Convergence presque certaine ou avec la probabilité i. — On dira que X^
converge avec la probabilité i vers X, selon le filtre 35", si la probabili té de
la convergence (au sens de l'Analyse) de X^ vers X est égale à i. Ceci peut
s'exprimer comme suit

PE { (AV) (vC^,v) [(X?,, X^)e V pour tout reC^v] j =i.

3. ÉGALITÉ EN PROBABILITÉ (ou EN MESURE). — Si X et Y sont tous les deux limites
en probabilité de X^, selon le filtre 37, alors étant donnés V et £ > o, i l existe C'
et C^e^ tels que

rçC implique P [ (X, X^) çV } > i — s,
TÇ.C' implique P { (Y, X,)eV } > i - £.

Pour C^cC'nC', on aura
reC^ implique P { ( X , Y) e V 2 } > i — 2 s.

£ étant arbitraire, X et Y étant indépendants de T et les V2 formant une base
pour le filtre des entourages, on en déduit
(3 .1 ) (AV) P { ( X , Y ) e V { = i .

Deux variables X et Y liées par la relation (3. i) seront dites égales en proba-
bilité ou en mesure.

Si Fespace uniforme E peut être défini au moyen d'une base dénombrable
d'entourages (il est alors métrisable); on peutdéduire de (3. i)
(3.2) - P { ( A V ) [ ( X , Y ) e V ] } = = i .

Comme on a affaire à des espaces uniformes séparés, on dédui t de (3.2)
que Xet Y sont égaux avec une probabilité égale à i ou égaux presque partout.
C'est un résultat connu pour les variables aléatoires numériques et pour les
variables aléatoires prenant leurs valeurs dans un espace métrique.

Dans le cas général, l'égalité presque partout est une propriété plus stricte
que l'égalité en mesure.

4. LA CONVERGENCE EN PROBABILITÉ IMPLIQUE LA CONVERGENCE AU SENS DE BERNOULLI
[(ii) implique (i)]. On a

{ ( X . e A ) n [ ( X , x , ) e V ] } c [ X e V ( A ) ]
et, par suite,

P { X € V ( A ) i ^ p { ( X , € A ) n [ ( X , x , ) e V ] j .
On en déduit

P i X € V ( A ) j ^ P { X , e A { + P i ( X , X , ) e V } - i .
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Or, si £ ^> o est donné, il existe C e ̂  tel que
T€C impliqiie P { (X, X^) e V { > i — £

et, par suite,
T € C implique P { XçV(A) }^ P { X^çA j — £.

De même,
T € C implique P { XeV(A^) j ̂  P { X.eA^} - s.

Des deux dernières implications on déduit
( ^ . i ) TçC implique i — P { XeV(A / ) j — £^P {X^çA } ̂ P { X€ 'V(A) j. -+- £.

Si maintenant A est un ensemble de cont inui té pour la fonction de distri-
bution de X et si V est choisi de telle sorte que

P { X e V ( A ) j < p { X e A j +£,
P j X e V ( A . / ) j < p { X e A / j + £ = I - p j X e A j + £ ,

on tire de (4. i)
T O C implique P { XçA j — 2£ ̂  P {X^çA j ̂  P { XçA j- + 2£.

Ceci est bien la convergence au sens de Bernoulli.

Remarques. — 1. M désignant la fermeture de M, on tire de

A=^V(A) ( r i ] , c h a p . I I , p . 9 4 ) ,
v

P { X e A } ^ B o r n e i n f . P { X € V ( A ) j .

Si A est un ensemble de continuité au sens défini ci-dessus, cette inégalité
implique
(^ .2 ) p { X e A } = P { X € A j , P { X e Â / } = = P S X e A / { .

qui équivaut à
(^ .3) P j X o j = p { X e A j = : i - p { X e / } ,

où ; désigne l'intérieur de A et j l'extérieur de A. L'égalité (4.3) est la défi-
nition de la continuité, donnée par Fréchet, pour le cas des variables aléatoires
prenant leurs valeurs dans un espace métrique ([3], p. 277).

Inversement, pour tout espace uniforme E dont la structure peut être définie
au moyen d'un système dénombrable d'entourages, (4.3) ou (4.2) implique
notre définition de la continuité. En effet, il existe dans ce cas un système
Vi 3 ¥3 D ¥3 3 . . . d'entourages tels que

Â==^V.(A)
n

et, par suite, en vertu de l'axiome de continuité de Kolmogoroff[4] ou axiome
d'additivité complète,

P { X ç = A } = = lim P { X e V , ( A ) j .
n. -^- ao
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Étant donné £ ^> o, il existe donc V^ tel que
P { X e A } > P { X e V , ( A ) } - £

et Pon déduit de (4.2)
P { X e V . ( A ) j < P { X < E A j . + £

et, de même,
P { x e \n ( A' ) } < P { x e ̂  { - + - s.

2. Si l'on veut que le théorème précédent d'après lequel la convergence en
probabilité implique la convergence légale, reste vrai, alors notre définition de
la continui té est la plus large possible.

Nous allons montrer, en effet, que si A est tel qu'il existe £ tel que pour
tout V,

P { X € V ( A ) } > P { X € A J 4 - £ ;

alors il existe un ensemble F, une famille de variables aléatoires X^ et un
filtre ^ tels que X^ converge en probabilité vers X, selon le filtre ^ et que l'on
ait cependant

(AT) P { X , e A j > P { X e A } 4 - s .
L'ensemble F aura pour éléments tous les entourages symétriques V. Soit X

une variable aléatoire donnée :
Si XeA, on posera Xy=X pour tout V;
Si Xe A, on considère V et alors,
— si X e V(A), on prendra Xy e A et tel que (X, Xy) e V ;
— si XeV(A), on prendra Xy=X.

Observons que si V'cV et XeV^A), on aura (X, Xv,)eV et, par suite,
(X, Xv.)€=V; de sorte que l'on a toujours

VcV implique (X, XyQeV

Considérons maintenant le filtre ^ dont la base est constituée par les
ensembles Gy de points V^ satisfaisant à V7 c V. Si V est donné, on aura (X, Xy,) € V
pour V 1 c V et, par suite,

PJ ^[(X,XvQeV][=i;
(v'ec, )

on aura donc a fortiori,
Y € Gv implique P { (X, Xy.) } = i

et Xy converge donc en probabilité vers X selon le filtre ^.
Par ailleurs, comme on a pour tout V

XeV(A) implique Xy€A,
on aura

p { X v e A { ^ P j X e V ( A ) j > P { X e A { + £
et l'on n'a pas de convergence, au sens de Bernoulli, selon le filtre '̂.

Ann. Éc. Norm., (3), LXXI. — FASC. 1. 12
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5. CRITÈRE DE CAUCHY POUR LA CONVERGENCE EN PROBABILITÉ. — Si X^ Converge

en probabilité vers X, selon le filtre ^, alors étant donnés V et £ ^> o, il
existe Ce^ tel que
(5.1) reC implique P { (X, X^)eV } > i — £,

d'où l'on déduit
T,T ' eG impliquent P { (X^, X^) eV2 { > i — 25.

Comme les V2 forment une base du filtre des entourages, on en déduit
qu'étant donnés V et s > o il existe C € ̂  tel que
(5.2) T , T ' € G impliquent P { (X^, X ^ / ) e V } > i — s.

Nous allons montrer maintenant que si E ̂  complet et possède une base
dénombrable d ) entourages, alors, inversement, (5.2) implique (5. i). Ce résultat
est connu pour une suite X/i de variables aléatoires dans un espace métrique
complet ([3], p. 267).

Choisissons une base Vi, ¥3, .. . pour le filtre des entourages satisfaisant
à V^CV^.i et une suite £1, £ 2 » • • • de nombres positifs décroissants satisfaisant
à 2£,<^oo.

Soient Ci, €2, ... des éléments du filtre ^ satisfaisant à G^CCn-i et
tels que

T,T 'eG^ impliquent P { (X^, X^/) eV^ } > i — £n ( ^=1 ,2 , . . . )

et soit T^ € Cn pour n = i, 2, . . . . Considérons l'événement

Q.=ni(^x^)ev,j.

On aura
P(Q/0 >i—r)n, où y^:==Vs,..

A'^J^

Soit Qo=^jQ». On aura P(Qo)=i .
n

Introduisons maintenant, pour la clarté de l'exposé, l 'indicée, en observant
que tout événement est un ensemble de ^.

Si ^ € Q o » il existe n tel que Ce CL et, si V est donné, on peut choisir n de
sorte que V,,_iCV. Il s'ensuit, en vertu de VJcV^-i,

(X^,, X^)€Vn-i pour p.q^n.

Mais ceci signifie que les sections (3^={X^, X^^, . . . ^ des suites
{X^,X^,. . .} constituent des bases de filtres de Cauchy C^.

L'espace E, étant complet, ces filtres de Cauchy ont des points limites X^
définis pour ^eQo et ces points limites sont tels que pour tout V et tout Ç e Q o »
il correspond n (dépendant de V et de ^) tel que

(X^X^)€V pour p>n.
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On déduit de ceci et de P(Qo) = i qu'étant donnés V et £ il existe Ni tel que

pjn[(x,x^)ev]j>i-£(/^NI )
et l'on a donc
(5.3) /?^Ni implique P { (X, X^)eV i > i — £.

Choisissons maintenant V^c V et N ^> max(Ni, N3) tel que e^<^ £.
On aura

(5.4) T, T/.€CN impliquent P {(X^, X^eV^} > I — £ N > I — £ .

Or, comme on a
Sr(X, ,x^ )eV^n[ (X,x^)eV] }c [X,x , )€VNV]c [ (X,x , )çV^] ,

on tire de (5.3) et (5.4)
T€CN implique P { (X, X^) eV2 j > i — 2£.

Mais ceci est bien la convergence en probabilité, selon le filtre ^.

6. RELATIONS ENTRE LA CONVERGENCE FORTE ET LA CONVERGENCE PRESQUE PARTOUT. —

En introduisant la variable Ç, la convergence forte s'exprime par
(ni*) ( A V ) ( A T î ) ( v C v , n ) r P E j ( X ^ X^)e V pour tout T(= Cv,r, } >i -^1

et la convergence presque partout par
(iv) PE { ( A V ) ( v C ^ v ) [ ( X ^ X^) eV pour tout TeC^v]! ==i .

On va montrer que (iii) implique (iv) quand la base du filtre des entourages
est dénombrable et que (iv) implique (iii) quand la base du filtre ^ est dénom-
brable. Ces deux espèces de convergence sont donc équivalentes quand les
bases du filtre ^ et du filtre des entourages sont dénombrables.

Supposons que (ii i) soit réalisé et posons
Q^) = E { (Xç, X^ ) (= V pour tout T € G j ,

On aura
Qo^U^'

c

PCQ^)^.
De plus, pour tout ^eQo^? on a

(X^X^)eV pour tout TeCç,v.

Si l'on pose 00=^0^, alors en supposant que le filtre des entourages
v

soit défini par une base dénombrable, on obtient
P(Qo)=i.
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Pour S;eQo, on aura

( A V ) [(X^, X^) eV pour tout Te C^v]; •

mais ceci est bien (iv) c

Inversement, si(iv) est vérifié, on aura, avec les notations précédentes,

P (Qo)= i
et, par suite,

(AV) P(Q^)=i

et cela sans supposer une base dénombrable pour le filtre des entourages.
Si maintenant on suppose que la base du filtre ^ soit dénombrable on

déduit de
P(Q,V))=:I et Qo^^jQi^.

c
qu'étant donné Y] ^> o, il existe un C tel que

IW^i-^
et ceci est bien (iii).

7. CONDITION DE KOZAKIEWICZ POUR LA CONVERGENCE EN PROBABILITÉ.— On Va

montrer qu'une condition nécessaire pour la convergence en probabilité de X^
vers X, selon le filtre ̂  est que quel que soit l'ensemble de continuité A, pour la
fonction de distribution de X, on puisse associer à tout £ ^> o un ensemble C e ̂
tel que

T € C implique P { XçA j < P { . (X^eA) n ( X e A ) } 4- £.

On montrera aussi que cette condition est suffisante quand V espace uniforme
est sep arable.

Nécessité. — £^>o étant donné et A étant un ensemble de continuité, il
existe un V tel que
(7.1) P { X e V ( A ) { - P i X e A } < 5 .

Or on a
{ ( X , e A ) n [ ( X , x , ) e V ] j c { ( X . e A ) n [ X e V ( A ) ] j

et, par suite,

(7.2) P{ (X^A)n[XeV(A) ] }^P{(X,eA)n[ (X,x , )eV] }
^P{X,eA}+P{(X,x , )eV{ - i .

De même,
(7.3) P{ (X ,eA)n [XeV(A) ] }

^PKX.eA^XeA^+PKXreA^XeA'r^A)]}
^PKX.eA^XeA^+PiXe^r^A^P^x.eA^XeA^+Ê

en vertu de (7. i).
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On déduit de (7.2) et (7.3)
(7.4) P { ( X T € A ) n ( X e A ) j ^ p { x , e A $ 4 - ' P { ( X , x , ) € V j - I - £ .

De plus, X^ convergeant en probabilité vers X, selon le filtre ëF, il existe
un Ce ̂  tel que reC implique
(7.5) p { ( X , X , ) ç V } > i - s et i P j X , e A } - P { X ç A } | < £ ;

la dernière inégalité étant une conséquence du théorème énoncé dans 6.
On déduit de (7.4) et (7.5) ^

TOC implique P { ( X ^ e A ) n ( X ç A ) } ̂  P { X ç A } — 3s

et ceci démontre la nécessité de la condition énoncée.

Suffisance. — Supposant E séparable, il existe une suite de points a^ a^, ...
tels que

(AV) E=^JV(a,).
i

En remarquant que
i [XeV(a01n[X,eV(a , ) ] jc [ (X,X, )e^] ,

on voit que l'on a
(7.6) Pi(X,X,)eV^PJ ^ j [ (X€V(^) )n(x ,eV(^) ) ]L

( l^i^r )

Si l'on suppose maintenant que V est tel que V(a,) soit, quel que soit i, un
ensemble de continuité pour la fonction de distribution de X et si Fon pose
(7.7) Wi=V(a,), W,=V(a2)nW^ W,= \(a,)r\W\ nW.,

les W^- seront disjoints et ils seront aussi ensembles de continuité.
Cela revient, en effet, à montrer que si A et B sont ensembles de continuité,

AnB 7 est aussi un tel ensemble. Pour simplifier l'écriture on posera, provisoi-
rement,

P ( M ) = P j X ç M } .
L'hypothèse étant que

P { V ( A ) } - P(A) < s, P { V(A /) j - P(A /) < s ;
P { V ( B ) J - P ( B ) < £ , P^B^J-^B^XS,

on va montrer que
P ^ A n B ^ - P î A n B ' j < 2 £ ,
P^A^uB ^ - P t ^ u B } < 2 £ .

On a bien

P^AnB^j-PjAnB^rz^l^AnB^n^uB]}
^P{V(A)nV(B / )n (A / uB) j=P{ [V(A)nV(B / )nA / • ]u [V(A)nV(B / )nB^
^ P { V ( A ) n A / j 4 - P { V ( B / ) - n B } <2£ ;
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et, de même,
P^A^B^-Pî^uBj^Pj^^uB^r^AnB']}

=Pj ̂ (^^(B^^AnB^^Pi^A^nAnB^ul^B^AnB^)}
^ P { V ( A / ) n A } + P { V ( B ) n B / } < 2 £ .

Choisissons maintenant r de telle sorte que

PJXç ^JV(a,)j^i-£.
\ ï^i^r )

On aura, en vertu de (7.6) et (7.7),
r

p{(X,x,)ç\ei}^^P{(XçWi)r\(X,çWi)}

Les Wi étant des ensembles de continuité, on peut trouver Ce ̂  tel que

reC implique P { ( X ç W , ) n(X^W,) $^P j XçW, j - £ pour ?== i, 2, . . . , r.

On a donc pour reC :
r

P^x^x^eV- j ^^P iXeW^-s^PJXe ^J W.l-s
;=1 ( \^i^r )

=PJXe ĵ| V(a,)j-£^i-2s.
( l^;^r )

La démonstration sera donc complète si l'on montre qu'à tout V il corres-
pond VcV7 tel que, pour tout <?, V(^) soit ensemble de continuité.

Pour voir cela, on utilisera le fait qu'un espace uniforme peut être défini par
une famille saturée d'écarts ([l], chap. IX, p. 5). Un entourage V quelconque
est défini par une fonction f(x, y ) de deux arguments et par un nombre £. La
fonction f(x^ y) est telle que

f{œ, œ) = o, /(^ y ) =/(j, x), o ̂ /(^ j) ̂ /(^, z) +/(^, j)

et V est défini par l'équivalence
(^ j)eV=E/(;y, j) < s (E=E indique l'équivalence).

Soit donc ^^ défini par/été'. On a
XeV^a.OEEE/^xx^.

De plus, P [f{a^ X) <^ £ } étant une fonction non décroissante de £, il existe,
au plus, une infinité dénombrable de valeurs de £ pour lesquelles elle est dis-
continue. Il y a donc Y] <^ z! tel que
(7.8) P {/(^Â-, X) <; s } est continu pour s ==YÎ quel que soit k.

Si maintenant on définit V par/et Y], c'est-à-dire par
(^,j)eV=/(^,j)<Yî,
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on aura évidemment VcV7 . On va montrer que V(^) est un ensemble de
continuité quel que soit k.

Il faut montrer qu'étant donné X ^> o, il existe W tel que
(7.9) P { X e W V ( ^ ) } - P { X € V ( ^ ) } < À ,
(7.io) P\^çWÇ[\(ak)]f)\-P{Xç[V(ak)]f}<^

Définissons W par/et pi. On aura
XeWV(^)^(vj) [ jeV(a,)etXçW(7)]

E= (VJ) [/(^ 7) < ̂  et/(j, X) < ̂  ]

et ce dernier événement implique
/ (a / , , X ) < Y Î + ^ .

On a donc
P { XçWV(^) j -P { XeV(a,) } ̂ P j/(a,, X) < ïi + ^ j - P i/(^, X) < ^ j .

Par ailleurs,

X€W([V(^)y) ̂  (vj) [/(^, j) ̂ ïî et/(j, X) < ̂

et si ^<^ïj, ce dernier événement implique/(^, X)^>Y] — [L et l'on a

P -S XeW^V^) |. - P j Xe [V(^)y j. ̂  P {/(a,, X) > TÎ - pL j - P {/(a,, X)^ïî j .

On voit donc, en vertu de (7.8), que si [L est pris suffisamment petit, les
conditions (7.9) et (7.10) seront satisfaites.

8. CONBITION DE KOZAKIEWICZ POUR LA CONVERGENCE FORTE. — X^ désignant

rensemble des valeurs de X^ pour T€C, on va montrer qu'une condition néces-
saire pour la convergence forte de X^ vers X, selon le filtre ^, est que

( ^ V ) ( A A ) ( A £ ) ( v C ) [ P { ( X € A ) n [ X c C V ( A ) ] j > P { X e A j - £ ]

et que, si F espace E est séparable, cette condition est aussi suffisante.

Nécessité. — Comme
KXeA)n [ (X ,x , )eVpour tou tT€C] }c { (XeA)n rXccV(A) ] } ,

on aura
P{ (X€A)n rXccV(A) ] ( ^P{ (XeA)n [ (X ,x , )eVpour tou tTeC] j

^ P ^ X ç A j + P K X , X ^ ) € V p o u r t o u t T e C } — i ^ P { X e A } — £

si C est tel que (iii) soit vérifié.
Ceci montre que la condition est nécessaire.

Suffisance. — L'espace E étant séparable, soit a^, a^y . . . une suite de points
partout dense dans E. On aura

(AV) E=^JV(a,).
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Introduisons maintenant les W, définis par (7.7) et considérons les événe-
ments

S^EEEtXeVCaAOJntX^eV2^) pour tout reC] (k=ï, 2, ...),
^EEE[XeW^]n[X^V(W,0 pourtoutreC] (A-= i ,2 , ...).

Les W/, sont disjoints, les S/, sont incompatibles et 2/,c S^.. De plus,

U S^CK^ ^^V3 pour tout T ç C j
l^À-^/l

et l'on peut, à tout £ ^> o, faire correspondre /î de telle sorte que

P J X e \J w,l>i-£.
( i^k^n ]

On aura
n

P^X.X^eV'pourtoutTeG^PJ \J SAJ^PJ \J iij=^P(2<-).
(l^^/z ) ( i^Â-^^ ) k-=^\

Mais il existe, par hypothèse, Ce^ tel que
n n

^P(^ )>^P{XeW,}-£=Pjx€ \J W, j -£>I-2£ .

Â:=l ^=1 ( \^k^n )

Comme les V3 constituent un système fondamental d'entourages, on voit
que la condition est suffisante.

Remarques. — 1. Quand S1 est le filtre de Fréchet, c'est-à-dire quand on a
affaire à une suite de variables aléatoires, la condition donnée s'écrit

( A V ) ( A Â ) lim H m P { ( X e A ) n [ X , e V ( A ) pour n ̂ s ̂ m}} = P { XeA }.
n^-x m^w

2. La convergence forte et la convergence presque partout étant équiva-
lentes quand le filtre des entourages et le filtre ^ ont des bases dénombrables,
oh obtient, dans ce cas, une condition nécessaire et, dans certains cas, suffi-
sante pour la convergence presque partout.

9. UN THÉORÈME SUR LA CONVERGENCE D'UNE SUITE DE VARIABLES ALÉATOIRES INDÉPEN-

DANTES. — Si E estséparable et complet et si {X,,} est une suite de variables
aléatoires indépendantes alors Tun des deux cas suivants, qui s'excluent
mutuellement, doit avoir lieu :
(A) (vV) rPE{(vNi ; ) [ (X^ , X^)€V pour tous les n, w > N ^ ] } = o 1 ,

(B) (vb) (AV) ["PB { ( v N Q [(b, X^)eV pour tout n > N ^ } == i1.

Le cas (A) implique la divergence presque partout. On Rappellera divergence
forte. Le cas (B) est équivalent à la convergence forte de X,^ vers l'élément
constant b. On peut donc énoncer le théorème comme suit :
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X, diverge fortement ou bien il converge fortement vers une constante
Quand la base du filtre des entourages est dénombrable, (B) est équivalent

a la convergence presque partout vers une constante. On obtient dans ce cas
une généralisation directe d-un théorème connu dans la théorie des variables
aléatoires numériques ([2], p. .68). Cette généralisation n'avait pas encore
donnée pour les variables aléatoires situées dans un espace métrique.

me^TT^V" ̂  T'T a et ^entour^e v étant ^""és, les événe-ments {a, X^)€V sont indépendants et, par suite,

P ; ( v N ) [ ( « , X,,) € V pour tout w > N J } = = o ou i ,
d'après le théorème de Borel-Cantelli.

S'il existe V tel que cette probabilité soit nulle quel que soit a, on est dans
le CHS ^ A ^.

En effet, si (A) n'était pas satisfait, on aurait

(AV) JTE {(vNç) [(X^ X^)ç V pour tous les n, m > Nç]} = coy> o-j

et, par suite,

^•ï) (AV) (vN)[PEJ(X^,Xç,,,OeV pour tous les n,m>N}=^> o-j,

où N(= Ny) est indépendant de $.
Nous allons montrer qu'il existe alors Oy tel que

^•^ ^^[^KvNO^X^eVpourtout^NçJ^ol,

ce qui contredit l'hypothèse faite ci-dessus.
Soit donc { a , } une suite de points partout dense dans E, on aura

(AV) E=^JV(a,).

Si l'on fixe n > N dans la formule (9. i), on peut trouver a, tel que

(^,Xç^)eV

et l'on aura P(Qo) = (o^^> o, où

(9'3) ^^{("••î'^.^^pourtoutT^N}.

De plus, si l'on considère

Q,==E { (as, Xç,»,)eV2 pour tout m > N },

;S' î'Tnïes0? a' est un aif on voit que tout $ e Qo appartlent à un Q-et ' P-suite 1 un des Q, au moins, a une mesure positive et (9.2) est par suite
vérifiée. On est bien dans le cas (A). p '
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On sera dans le cas (B) si l'hypothèse faite ci-dessus n'est pas satisfaite,
c'est-à-dire si

(9.4) (AV) (V^v) rPE { (VNQ [(ay, X^)€V pour tout n > N^] ; = il.
L ç J

Or, si a^, et ^.correspondent, par (9.4)? à V ^ c V e t V ^ c V respectivement, il
y aura X^tel que (^» X^^eV et (^, X^^eV^ et, par suite,

(oy,, av")€V'2.

Utilisons maintenant l'hypothèse que E soit complet et considérons le filtre ^
dont la base est composée des ensembles Cy formés des éléments a^. où V^cV.
Ces ensembles forment bien la base d'un filtre, car Cv^v^CCy^nC^.

Comme (<^ ^v ' )eV 2 pour TcV et VcV, on a CyX CyCV 2 , ce qui veut
dire que ^ est un filtre de Cauchy. Il a, par conséquent, un point limite &. Ce
point est tel que pour tout V il existe Cy, C V(6) et Fon a, par suite, (6, a^) e V.
On peut toujours prendre V'cV et comme

PE { ( vN^) [(av, X^^^eV' pour tout n > N?] j- =i ,

on en tire
P E { (vNç) [ (^ , X^^)eV 2 pour tout ^ > N ^ j ; = i,

et enfin, les V2 formant une base,
(V^) (AV) [PE { (vN^) [(b, X^^)eV pour tout n > N^| } == il.

Ceci est bien (B) et la démonstration est ainsi achevée.
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