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ANNALES

SCIENTIFIQUES

LECOLE NORMALE SUPERIEURE

ITERATION DES TRANSFORMATIONS ANALYTIQUES
DANS LE BICERCLE-UNITE

Par M. Micner. HERVE.

1. RAPPEL DES RESULTATS CLASSIQUES SUR L'ITERATION D’UNE TRANSFORMATION ANALY-
TIQUE DANS LE CERCLE-UNITE (*). — On peut itérer, dans le cercle-unité |z| <1,
une transformation analytique ¢ de la forme 3, = f(z), ou f(z) estune fonction
holomorphe, et de module inférieur a 1, pour |z <1 : la n'* itérée 7, est la
transformation z,= f,(z), la fonction f,(z) étant définie par f,(z)= f(s) et
par la formule de récurrence

S (3) = f11u(3)]5

on a d’ailleurs plus généralement
Suip(3) = ful fr(5)]

quels que soient les entiers positifs z et p. Les 7, forment une famille normale
pour |z|<1.

La transformation ¢ peut admettre un point double intérieur au cercle-unité :
c’est un point z, tel que |z,|<1 et f(5,)=23,; si un tel point existe, on a
nécessairement | f'(z,) | <13 si|f(5,)|=1, c’est-a-dire f'(5,)=¢", t est une
transformation homographique du cercle-unité en lui-méme, définie par la
formule

(1) La bibliographie, & laquelle renvoient les chiffres entre crochets, est placée a la fin; les
résultats rappelés ici sont principalement ceux des travaux numérotés [3] et [7].
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2 MICHEL HERVE.

et les transformations limites de suites partielles z, (ou les n; croissent indé-
finiment) sont de la méme forme; si en particulier /'(z,)=1, ¢ est la transfor-
mation identique. Si, au contraire, | f'(z,)| <1, f.(z) -> 5, uniformément sur
tout compact : on dit alors que z, est point double attractif de .

Si ¢z n’admet pas de point double intérieur au cercle-unité, il existe un
point ¢ de la circonférence tel que, pour tout z de module inférieur a 1, le
point f(3) soit intérieur, au sens large (), au cercle passant par le point z et
tangent en ¢ au cercle-unité. La fonction f(z) a en ce point une dérivée
angulaire A telle que o <A1 : cette dérivée est la limite, quand z — e,

avec |arg(1 — e*z)| Z0 g, alafois de & /(&) gy ge L= 1/ (5] - Inversement,

er —z 1— 5]

si cette condition est remplie, pourvu que ¢ ne soit pas la transformation iden-
tique, f,(z)— ¢ uniformément sur tout compact : on dit encore que ¢ est
point double attractif de .

Ainsi, un point double attractif de ¢ est, soit un point z, intérieur au cercle-
unité tel que f(z,)=25, et |f'(z,)| <1, soit un point ¢ de la circonférence
tel que, pour tout z de module inférieur a 1, le point f(z) soit distinct de 5 et
intérieur, au sens large, au cercle passant par le point s et tangent en ¢ au
cercle-unité. La transformation identique mise a part, toute transformation ¢
admet, ou bien un point double intérieur au cercle-unité et un seul, ou bien
un point double attractif situé sur la circonférence et un seul, I’existence de
I'un de ces points excluant celle de 1’autre.

2. ITERATION, DANS LE CERCLE-UNITE, D'UNE TRANSFORMATION ANALYTIQUE DEPENDANT
D'UN PARAMETRE. — Soit, dans le cercle-unité |z| <1, une transformation analy-
tique ¢*(y) de la forme x, = f(x, y), ot f(«, y) est une fonction holomorphe,
et de module inférieur & 1, des deux variables &, y pour |2 |<1, |y|<1; cette
transformation porte seulement sur la variable z, y jouantle role d’un paramétre
qui reste constant dans I'itération de ¢ (y), ¢’est-a-dire que, sila n'®itérée ¢, (y)
est notée x,— f(x, y), on a entre les fonctions £, la relation

Jup (@ Y) = L0l (2 9), 7]

quels que soient les entiers positifs » et p. Les fonctions f,(«, y) forment une
famille normale sur le bicercle || <1, |y|<1.
Nous démontrerons simultanément les deux théorémes suivants :

TutoriME 1. — Etant donné la transformation t'(y), il existe, ou bien un
point e tel que, pour tout x et tout y de modules inférieurs a 1, le point f(x, y)
soit intérieur, au sens large, au cercle passant par le point x et tangent en e au
cercle-unité, ou bien une fonction E(y), holomorphe et de module inférieur a 1

pour |y | <1, telle que f{E(y), y]=E(y). pourvu que t*(y) ne soit pas la trans-

(2) Le point f(z) peut étre, en effet, non pas intérieur a ce cercle, mais situé sur sa circonférence.
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Sformation identique quel que soit y, les deux cas s excluent mutuellement et, dans
le second, [(x, y)==w, avec |x|<1, |y|<1, entraine inversement x ="=£(y).

Tukorime 2. — Ou bien t*(y) est une transformation homographique du cercle-
unité en lui-méme indépendante de y, ou bien t'(y) n'est, pour aucun y, une
transformation homographique du cercle-unité en lui-meéme.

Soit ¢ (z, y) la limite d’une suite convergente f, (z, y) (les n; croissant
indéfiniment); comme |o(x, y)| =1, ou bien ¢ est une constante de module 1,
ou bien |o(x, y)| < 1.

Supposons d’abord ¢(z, y)=¢™; en appllquant at'(y)lesrésultats rappelés
au n° 1, on voit que, quel que soit y, ¢ est point double attractif de ¢*(y) :
c’est le premier des deux cas prévus par le théoréme 1. Pour étudier ce premier
cas, chaque fois qu’il se présentera dans la suite, nous utiliserons une corres-
pondance homographique entre le cercle |«|< 1 et le demi-plan ReX > o,
correspondance choisie de maniére que les points z =¢* et X = soient
homologues :

_e“‘—%—x — iocX_I.
X_e“‘—x’ T=CXT
en posant
X —
ezx+f<ela ’y>
X
F(X, y)_ +i o/,

)
et de méme pour F(X, y), on déﬁnit une transformation T*(y) et ses itérées
T,(y) dans le demi-plan ReX > o; le fait que le point /(z, y) est intérieur,
au sens large, au cercle passant par le point et tangent en ¢ au cercle-
unité, se traduit simplement par ReF(X y)AReX quels que soient X et y
(ReX >0, [y| < 1),

Dans ce premier cas, si #'(y,) est une transformation homographique du
cercle-unité en lui-méme, cette transformation admet le point double e,
donc T*(yy,) est une transformation homographique du demi-plan ReX > o0 en
lui-méme, admettant le point double w: F(X, y,)=aX + ¢b, a et b étantréels,
a>>1 puisque

ReF (X, yo)> ReX.

Si X, est une suite de points du demi-plan ReX > o tendant vers un point ic &
distance finie de la droite ReX=o, les F(X,, y), fonctions holomorphes de y
dont les parties réelles sont positives, forment une famille normale pour |y | <1,
et toute suite convergente extraite de cette famille a pour limite une fonction
de partie réelle > o0, qui vaut {(ac—+b) pour y =y,, donc est la constante
imaginaire pure i(ac -+ b); ainsi, pour y fixe,

F(X,, y)—i(ac+b);
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cela étant vrai pour toute suite X,
F(X,y) —=F(X, y0)—>o0

pour y fixe, quand ReX — o, ImX restant borné. Si maintenant I’on considére
F(X, y)—F(X, y,) comme fonction de X, y restant fixe, cela exige

F(X,y)—F (X, y)=o, donc F(X,y)=aX+ib
quels que soient X et y, ce qui démontre le théoréeme 2 dans ce premier cas.

3. Supposons maintenant |¢(x, y)|<1 et f(x, y)=2x; choisissons un
nombre complexe y,(|y,|<1)tel que f(z, y,)=£x; puisque |o(x, y,)| <1,
la transformation #'(y,) ne peut avoir de point double attractif sur la
circonférence-unité; d’aprés les résultats rappelés au n°1, elle a un point
double z, intérieur au cercle-unité et un seul; on a donc f(x,, y,)=,.
A priori, puisque f(z, y,) — x=£ o, les zéros de la fonction f(z, y)—a, dans
un voisinage assez petit du point (x,, ¥, ), sont ceux d’un polynome distingué
en (xr—uax,):

(= &o)"+ ar(y) (& — @) o4 an(y),s

dont les coefficients a,, ..., a, sont des fonctions de y holomorphes et nulles
au point y,; on peut, en outre, supposer que les facteurs irréductibles de ce
polynome [ dans I'anneau des polynomes en (x — «,) dont les coefficients sont
des fonctions de y holomorphes au point y, ] sont deux a deux distincts; alors,
pour y assez voisin de y, mais distinct de y,, le polynome an racines distinctes,
c’est-a-dire que #'(y) a n points doubles distincts intérieurs au cercle-unité;
sin>1, nous avons donc f(x, y)=x pour y assez voisin de y, mais distinct
de y,, qui est incompatible avec ’hypothése f(x, y,) == .

Ainsi n=1, c’est-a-dire (en changeant de notations) que les zéros de la
fonction f(z, y) — «, dans un voisinage assez petit du point (x,, y, ), sont ceux
d’une fonction de la forme x — £(y), £(y) étant holomorphe pour |y —y,|<¢,
E(vy) =, ; puisque £(y) est point double de ¢'(y), ona(n° 1)

[ f=[E(), y]I<L1 pour |y —yo|<<p;

mais f,[E(y), y] est fonction holomorphe de y pour |y —y,|<p, donc, ou
bien c’est une constante de module 1, ou bien

| fzle(r), y]I<t  pour |y—yo|<p.
Si fu[E(y), y]=¢€Y, ona(n° 1)

S, ) =E0) _ iy 2 —E)
1—E(y) f(z, ) 1—E(y)x

en particulier, en donnant & « une valeur numérique z, autre que x, :

pour |y —y|<p;

I—E_(}’)JLH — it x1_E(}’)

pr— = .

1—E(y) fle, y) f(”“'h)’)b_Z()/)’




ITERATION DES TRANSFORMATIONS ANALYTIQUES DANS LE BICERCLE-UNITE. 5

relation d’out on peut tirer £(y) pourvu que f(x1, y) 5% 24, c’est-a-dire pour y
assez voisin de y, puisque f(x, y,)3<x,; on trouve ainsi pour £(y) une fonc-
tion méromorphe de y, ce qui exige que E(y) soit la constante x,; on a
S(@o, y)==, pour y voisin de y,, donc aussi pour |y|< 1, ce qui démontre
le théoreme 1 avec £E(y)=wa,; on a de plus

Sz, y)— =y T %0
1— 2z, f(z,y) 1— Xy&

’

c'est-a-dire que z'(y) est une transformation homographique du cercle-unité
en lui-méme indépendante de y.

Si, au contraire, | f.[E(y), y]| <1 pour |y —y,|<p, E(y) est point double
attractif de #*(y) pour |y —y,|<p; toutes les fonctions limites de suites
partielles f, (x, y) coincident, pour |y —y,|<p, avec &(y); comme ces
fonctions sont holomorphes pour || <1, |y|<1, elles sont identiques a une
méme fonction de y, holomorphe et de module inférieur & 1 pour |y|< 1, et
qui peut étre notée £(y); I'identité fTE(y), y]=E&(y)estdonc étendue d |y | <1,
ainsi que l'inégalité |f.[E(y), ¥]|<1, d’ou résulte que #*(y) n’est, pour
aucun y, une transformation homographique du cercle-unité en lui-méme.

Si enfin f(2,, y,) =, avec ;5% £(y,), la transformation ¢! (y, ), qui admet
deux points doubles distincts, z, et £(y,), intérieurs au cercle-unité, est la
transformation identique, donc aussi #*(y) pour tout y.

4. RAPPEL DE RESULTATS ANTERIEURS SUR L'ITERATION A DEUX VARIABLES (cf. [2], [ 4],
[5]). — Dans un domaine D, borné, univalent, de I'espace rapporté a deux
variables complexes x, y, on peut itérer une transformation analytique ¢ de la
forme

z=f(z, y) Yi=g(z, y),

ou f et g sont deux fonctions holomorphes sur D et telles que (z, y)€D
entraine (@,, y,)€D; la ni*™ itérée ¢, (avec ¢, =1) étant notée

(L’n:fn((t, }’), yn:gn(w’ )’)7
on a entre les fonctions f,, g, les relations

f"+l7(‘r’ }’) = f"[fp(xa }')7 gl)(xv )’)],
Enip(Z, ) =8al (2, 7)s 8p(2, )],

quels que soient les entiers positifs n et p. Les 7, forment une famille normale
sur D. ’
La transformation ¢ peut admettre un point double intérieur 2 D : c’est un

point (x,, y,) €D tel que
' S(@o, yo) =z, et g(xo, ¥o) =Yo;

en un tel point, les valeurs propres s,, s, du déterminant fonctionnel de ¢ sont



6 MICHEL HERVE.

nécessairement de modules au plus égaux a 1; si |s,|=|s, |=1, ¢ est une trans-
formation biunivoque de D en lui-méme [2] ainsi que les transformations
limites de suites partielles ¢, (ou les n; croissent indéfiniment). Si |s, | <1,
| sa] <1, alors _

Jul@, y) ==z, gu(2, ) =00

uniformément sur tout compact [5], le point (,, y,) est point double attractif
de t. Si enfin |s,|=1, |s,| <1, il existe une variété analytique E dans D, irré-
ductible globalement, passant par le point (z,, y,) mais non réduite a ce point,
transformée biunivoquement en elle-méme par ¢ et aussi par toute transfor-
mation < limite d’une suite partielle z, [4].

Ce dernier résultat implique que < transforme certains points de D (& savoir
ceux de E) en des points de D; cela n’exclut pas que © transforme d’autres
points de D en des points de la frontiére de D, du moins si D est quelconque.
Il existe néanmoins des domaines bornés univalents, que nous noterons D,,
tels que, si 7 est limite, uniforme sur tout compact, de transformations analy-
tiques ¢, changeant les points de D, en des points de D,, ou bien < change tout
point de D, en un point de D,, ou bien © change tout point de D, en un point
de la frontiére de D,; cette propriété s’applique en particulier aux transfor-
mations <t limites de suites partielles d’itérées z,,. Les domaines D, comprennent,
d’une part les bicylindres d, < d., d, et d, étant deux domaines plans bornés,
d’autre part les domaines bornés limités par des hypersurfaces réguliéres
vérifiant I'inégalité stricte de E. Levi | 6].

Placons-nous désormais dans un domaine D, : revenant au cas d’un point
double de ¢ intérieur au domaine, avec |s,|=1, |s,|<1, on peut affirmer,
outre les propriétés énoncées ci-dessus dans le cas général, que E est I'image
de D, par-toute transformation limite d'une suite partielle z, . Si z n’admet pas
de point double intérieur a4 D,, ou bien la frontiére de D, contient I'image
de D, par toute transformation limite d’une suite partielle z,, ou bien il existe
une variété analytique E dans D,, irréductible et non ponctuelle, transformée
biunivoquement en elle-méme par ¢ et par les transformations limites de suites
partielles z,, et qui enfin est I'image de D, par chacune de ces transformations
limites. A noter, en outre, que certaines de ces transformations limites con-
servent E point par point [4].

5. TukoriME 3. — St [l’on itére, dans un domaine D, linéairement simplement
connexe, une transformation analytique t dépourvue de point double intérieur au
domaine, toute transformation limite d’une suite partielle t, change un point du
domaine en un point de sa frontiére.

Précisions sur l'énoncé. — Les domaines D, ont été définis au n° 4; un
domaine D, est linéairement simplement connexe si toute courbe fermée tracée

Iy

dans D, est réductible & un point de D, par déformation continue dans D,,
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c¢’est-a-dire si, étant donné deux fonctions continues x(u), y(«) de la variable
réelle u(o~u"r) telles que

[x(u), y(w)]€Dy,  z(1)=x(0),  y(1)=y(o),

on peut trouver deux fonctions continues x (u, ¢), y (1, v) du couple de variables
réelles (u, ¢) (0 Zu, v 1) telles que '

[2(u, v), y(u, v)]€D,, x(1,¢)=z(o0, v), y(1, v)=y(o, V);
x(u, o) =x(u), ‘y(u, o) =y(u), x(u, 1) = x,, y(u, 1) =y,

Le théoréme s’applique donc, entre autres, au bicercle || <1, |y|<1 ou 2
la boule mais deux exemples simples montrent la nécessité
des hypothéses faites sur le domaine.

Dans le domaine obtenu en retranchant I'origine du bicercle | |< 1, | y| <1,
la transformation

() xy= ez (e*1), mi=sy (o<<|s|<1)

est dépourvue de point double intérieur au domaine; toutes les transformations
limites de suites partielles ¢,, sont de la forme .

() x = eBua, yi=o

et seuls les points du plan & = o sont changés par = en points de la frontiére
du domaine; or ce domaine est linéairement simplement connexe, mais ce
n’est pas un domaine D,.

Le théoréme ne s’applique pas non plus & la méme transformation ¢ dans
le bicylindre o <|x|<1,|y|<1; celui-ci est un domaine D,, mais n’est pas
linéairement simplement connexe.

Démonstration du théoréme. — Dans un domaine D, linéairement simplement
connexe, soit z une transformation analytique dépourvue de point double
intérieur a4 D, et telle que toute transformation limite d’une suite partielle ¢,,
change les points de D, en des points de D,; il existe alors une variété analy-
tique E dans D, possédant les propriétés rappelées a la fin du n° 4; je dis que
cette variété est elle-méme linéairement simplement connexe.

Soit, en effet, C une courbe fermée tracée sur E, lieu du point [x (), y(u)];
par hypothése elle est réductible & un point (x,, y,) de D, par une déformation
continue dans D,, définie par les fonctions x(u, ¢), y(u, ¢); soit, d’autre part,
7 une transformation, limite d’une suite partielle ¢,,, qui conserve E point par
point :

ng?

(7) r=9(x,y), =9z, »);

les fonctions ¢[x(u, ¢), y(u, ¢)], Y[x(u, ¢), y(u, ¢)] définissent une nouvelle
déformation continue, réduisant C & un point, non plus seulement dans D,,
mais sur E puisque E est I'image de D, par .
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La variété analytique E est une surface de Riemann étalée sur le plan
complexe = (ou sur le plan complexe y), qui ne peut étre fermée, car E,
considérée comme ensemble de points, a des points d’accumulation sur la fron-
tiere de D,; cette surface de Riemann, étant simplement connexe et ouverte,
est, d’aprés un théoréme classique de Keebe, isomorphe dun disque plan |Z| <R,
dont le rayon R peut étre . La transformation ¢, considérée sur E, a pour
image dans le plan Z une transformation biunivoque du disque en lui-méme,
telle qu’une suite d’itérées de cette transformation ait la transformation iden-
tique pour limite. Une telle transformation doit avoir un point double, donc ¢
également. ‘

6. OBJET DU PRESENT TRAVAIL; PLAN DE L'ETUDE ; PRINCIPAUX RESULTATS. — Nous nous
9 7

proposons d’étudier, dans le bicercle-unité |z|<1, |y|< 1, les transfor-

mations 7 limites de suites partielles z, d’itérées d’une transformation analytique

(%) = f(z, y), =gz, y),

ou f(x, y)etg(x, y)sontdeux fonctions holomorphes, et de modules inférieurs
a 1, pour |&| <1, |y|<1; le cas ol ¢ admet un point double intérieur au
bicercle étant couvert par les résultats rappelés au n° 4, nous supposerons ¢
dépourvue de point double intérieur au bicercle; le théoréme 3 permet alors
d’affirmer que les transformations < présentent I'une des formes

= e, yi=4v(z,y), avec [Y(x,y)|L1,

(7) _ — i
=9 (z,y), =€, avec |9(z, y)[<L1

Il s’agit d’étudier, ¢ étant donnée, I’ensemble des transformations 7; comme
on pouvait le prévoir, les faits sont beaucoup plus compliqués que dans le cas
d’une variable z, ou I’absence de point double intérieur (cf. n°1) entraine la
convergence de la suite z,, c’est-a-dire 'unicité de ©. Nous verrons qu’ici le seul
théoréme d’unicité que I’on puisse énoncer est celui-ci :

TukoriMe 4. — Etant donné la transformation analytique t dépourvue de point
double intérieur au bicercle, on peut lui faire correspondre, ou bien un nombre ¢
tel que toutes les transformations limites < soient de la forme

z=e =9z, y), e |P(@, )<,
ou bien un nombre e tel que toutes les < soient de la forme
=9z, y), yi=éeP,  avec |¢(x, y) Z1.

Nous verrons, par contre, que la fonction ¢ ou ¢, suivant le cas, n’est pas
unique; par exemple (¢f. n* 11 et 15) on peut choisir z de maniere que les
transformations © comprennent, d’une part la transformation

; e
X, = e, ylzelp,
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d’autre part des transformations de la forme
x, = e, yi=d(z, y), avec | U(x, y)|<1.

A latransformation ¢, qui porte sur les deux variables « et y, nous associerons,
d’une part une transformation ¢'(y) portant seulement sur la variable x,
yjouant le role d’un parameétre, d’autre part une transformation ¢*(x) portant
seulement sur la variable y, = jouant le role d’un parameétre :

()] z=f(z,y); [8(x)] yri=g(z, ¥).

On traite immédiatement le cas ot #*() est la transformation identique quel
que soit x, car alors l'itération de ¢ conserve y et, en ce qui concerne z, se
rameéne a I'itération de #*(y); comme, par hypothése, z n’a pas de point double
intérieur au bicercle, ¢!(y) n’a, pour aucun y, de point double intérieur au
cercle | |<r1; alors (¢f. n> 1 et 2) ¢*(y) admet un point double attractif e
indépendant de y; la suite des itérées de ¢ converge donc, uniformément sur
tout compact, vers la transformation

&, = e, Yi=y.

7. Nous écarterons désormais le cas ou ¢*(x) est la transformation identique
pour tout x, et celui ou #'(y) est la transformation identique pour tout y; le
théoréme 1 (n° 2) nous conduit alors & étudier successivement les trois cas
suivants qui's’excluent mutuellement :

1" cas. — Il existe un point ¢ tel que, pour tout « et tout y de modules
inférieurs a 1, le point f(«, y) soit intérieur, au sens large, au cercle passant
par le pointx et tangent en ¢ au cercle-unité et, d’autre part, une fonction n (),
holomorphe et de module inférieur a 1 pour |z | <1, telle que les relations

gz, y)=y et y=mun(x)

soient équivalentes pour |z| <1, |y|<1.

Dans ce cas, nous verrons (n* 9 a 11) que toutes les transformations limites <
sont de la forme x,= ¢, y,= (=, y), la fonction ¢ n’étant pas en général
unique.

2° cas. — Il existe deux points ¢, e tels que, pour tout x et tout y de
modules inférieurs a 1, le point f(x, y) soit intérieur, au sens large, au cercle
passant par le point = et tangent en ¢ au cercle-unité, et le point g(x, y) au
cercle passant par le point y et tangent en ¢ au cercle-unité.

Nous verrons alors (n* 12 a 15) que, ou bien toutes les transformations ©
sont de la forme x,= e, y,={(=, y), ou bien toutes les © sont de la forme
x,=9(x,y), y1=2¢?, lafonction ¢ ou ¢ n’étant pas en général unique.

3¢ cas. — Il existe deux fonctions £(y) et nj(x), holomorphes et de modules
Ann. Ec. Norm., (3), LXXI. — Fasc. 1. 2
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inférieurs a 1, la premiére pour |y|< 1, la seconde pour |x|<1, telles que
~ les relations

Sz, y)== et 2 =1F(y), dune part,

gz, y)=y et y =mn(«), dautre part,

soient équivalentes pour |z | <1, |y|<1.

Compte tenu de I'’hypothése que ¢ n’a pas de point double intérieur au
bicercle, nous montrerons alors (n° 16 4 20) I’existence de deux points e, e
tels que la suite de toutes les itérées t, converge vers la transformation o, = ¢*,
yi=¢®; ce 3° cas est donc le seul ou la convergence de la suite ¢,, ¢’est-a-dire
'unicité de 7, soit générale.

8. NoTATIONS COMMUNES AUX TROIS cAS. — Nous considérerons un point parti-
culier (u, ¢) du bicercle, qui sera en général I'origine, et noterons (u,, ¢,) son
image par la n®™ itérée ¢, de la transformation . Comme ¢ est supposée sans
point double intérieur au bicercle, d’aprés le théoréeme 3 la suite des points
(un, v») a tous ses points d’accumulation sur la frontiére du bicercle, ¢’est-a-dire
que

(1—Jwa]) (1—=1on[) —>o.

E(zi, z,) désignera la distance non euclidienne dans le cercle-unité |z| <1 :

et on utilisera la formule

z

m—m G—rha—r)
(8.1) ! ll— 15)\ T 1—oaryrycos(0, — 0,) + (ryr,)?

Le lieu des points z tels que E(z,, 3) = sera appelé cercle de pseudo-centre z,
et de pseudo-rayon p; deux cercles de méme pseudo-rayon seront dits pseudo-
égaux.

D’aprés I'extension & deux variables du lemme de Schwarz[1], on a

(8.2) E[f(2y, 1), f (22, y2)] ZMax[E (2, 22), E(y1, 32)]

pourvu que |z, |, |Z,|, |y1], |y2] <1, et de méme pour g; en particulier, en
posant

(8.3) d =Max[E(uy, u), E(¢4, ¢)],

et appliquant (8.2) aux points (u;, ¢,) et (u, ¢) et a la fonction f, ou g,, on
aE(unir, un) et E(0nsa, 00) £ d, a fortiori

1— thd I— | Upyy | ol I— | ¥npa | 1+ thd

8. .
(8-4) 1—|—thd< I— | Up| I— || <i1=wd
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LemMME commun aux deux cas (1* et 3°) ol la fonction w(x) existe. — Dans ces
deux cas, on peut trouver deux nombres positifs a et b, dépendant de u, ¢, tels que
les inégalités

1— [0, ] I— [ Pngy |

<a et <1+b
1— | Uy 1— | v,

sotent incompatibles.

S’il n’en était pas ainsi, on pourrait trouver une suite d’entiers »,, croissant
indéfiniment, tels que

= — | ¥
—_—0 et lim —L%’-’T%L 13
1— | Up,| I— | Vny |
en se bornant au bhesoin a une suite partielle, on peut supposer en outre, d’'une

|
_ ‘ g1 |

I
art que
P q I— |9y |

a une limite <“1, d’autre part que la suite g,,(z, y) converge;

les hypothéses faites, jointes a4 (1 —|u,,|)(1—|¢, |) = 0, entrainent | ¢, | > 1,
| ness| =13 la limite de la suite g, (x, y) est alors une constante e, et en
particulier

O = Gni(u, 0) — B, P == Gy (U1, ¥1) = B,

En appliquant (8.1) aux couples (z, u, ) et (y, ¢, ), ona

x — Uy, |?

I— ZUpy,

1— |z |ry=en [ _ 1+,
I+lxl’ I_j;vnk <2(I |Vllkl)

11—y’

1— > (1—|uy )

s I— | Py | . . d , d 2.

puisque ;—q "= — 0, on peut écrire pour n; assez grand, x et y étant donnés :
— [ tn,

xr — Uy, |

1— ZlUp,

Y T Vm :
—_— |
I— YV

c¢’est-a-dire E(z, «, ) <E(y, ¢,,); la formule (8.2) donne alors

I —

Elg(z, y), Onprt] Z E(Ys 9np)5
en utilisant & nouveau (8. 1) et faisant croitre n, indéfiniment, il vient

gz )P [B—y P
1—lg(z, )P — 1—=lyP

c'est-a-dire que, quels que soient = et y, g(, y) est intérieur, au sens large,
au cercle passant par le point y et tangent en ¢ au cercle-unité; or (¢f. th. 1,
n° 2) ce résultat est incompatible avec les hypothéses faites : (o) n’est pas la
transformation identique quel que soit z, et la fonction v () existe.

9. Erupe pu prEMIER cAs. — Dans ce cas, comme au n° 2, nous posons

ez X —1
X == ) x — e ’
€% — x X+1
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et nous remplacons la transformation

(2) = [f(z, ), =gz, y),

opérant dans le bicercle | x| <1, |y| <1, par la transformation

(T) Xi=FX, ), »n=G6Xy),

opérantdans le domaine D : ReX>o,|y|< 1. Parhypothése, ReF(X, y)>ReX,
donc la suite des itérées T, vérifie ReF,., (X, y)>ReF,(X, y); la suite non
décroissante des fonctions harmoniques ReF,.(X, y) a pour limite, uniforme
sur tout compact, soit la constante + o, soit une fonction harmonique ¢(X, y)
positive et finie. Dans le 1 cas, F,(X, y)— =, donc f,(x, y) — ¢ quels que

soient x et y.
Supposons donc 8(X, y) <+ =, et posons

Fo(X, ) = Au(X, ) +iBu(X, » )3
on a
Brii (X, y)= B, (X4, X1)s

si ¢ = a+ tb est une variable complexe auxiliaire, on a
Re[(1— )X +¢cXj]>o0 et [(1—c)y +cyi | <1

pour ¢ réel compris entre o et 1, donc, le point (X, y) étant pris dans un
compact K €D et ¢ > o convenablement choisi, pour —e¢~a1+¢, |b| ¢,
conditions qui définissent dans le plan complexe ¢ un domaine (d); dans ce
domaine,

A=) X+ Xy, (1—c)y +cyi] et  Buf(1—c)X+cXy, (1—c)y +cyi]

sont deux fonctions harmoniques associées de la variable complexe c; on a
donc

1
d
B.(Xy, 1) — Ba(X, y)-:.——f %An[(l— ey X +cXy, (1—c)y + ey, ] de,
0

intégrale prise le long du segment (o, 1). Or,
Afa—e)X+eXy, 1—c)y +cys]>0[(1—c) X+ Xy, (1— )y +cyi]
“uniformément pour (X, y)€K, c€(d), donc

d

O Al — €)X+ 0X,, (1= 0)y +e3n] > 31— )X + Xy, (1= )y + 3]

uniformément pour (X, y)€K, c réel compris entre o et 1; de la résulte que

Bri (X, ¥)— B.(X, )’) =B, (X,, Y1) —Ba.(X, Y)
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a une limite o(X, y) uniformément pour (X, y)€K; alors
Frn (X, ) — Fu(X, 3) = ia(X, y)

uniformément sur tout compact, donc o(X, y) est une constante o (*).
Si g 5£ o, le fait que B, , (X, y) — B,(X, y) - oentraine B,(X, y)infiniment
grand équivalent 4 no, donc de nouveau

Fo(X, y) =, Sz, y) — ™.

10. Soit donc & étudier le cas o =o0; posons (¢f. n° 8) u=v¢=o et, de
méme que
Jn(0,0) =u,, Fo.(1,0)=U,=P,+ iQu;
alors
P,—4(1, o), Qnri— Qn—>o.
D’autre part,
Up,—1 APn

u,—elx " "~ entraine 11— |y, P= ————3
" U,+1 ] (Pr+1)2+ Q2

pour toute suite d’entiers croissants n, telle que Q,, ait une limite, ou bien elle
est finie, alors c’est aussi la limite de Q,,,, donc |u, | et |u,_,| ont l]a méme
limite inférieure a 1, ou bien elle est infinie, Q,, et Q,,,, sontinfiniment grands
asymptotes, 1—|u, | et 1—|u,,| sont infiniment petits équivalents.

. s I— U sy
Ainsi —I—Il—;—“’l\l — 1; considérons seulement les n assez grands pour que
.
I— | Unyy |
Ll L=SR RSN ¥ <i1+0b,
1— | Uy |

a et b étant les deux nombres positifs qui vérifient le lemme du n° 8; d’aprés ce
lemme,

1— |9, | . I— [ Vnyy | 1+b 1— |0,

—1—|un[ <a entraine I—-llln+1| P I——!un[
et, d’autre part, d’aprés (8.4),

1— |on | . T— | Vngs | 1— thd\?

il RN IS .

Pp—— =a entraine T a<1—|—thd> 3

.. 1— |9 . . . , L. .
ainsi, le rapport I——luL} croit, au moins en progression géométrique, tant qu’il
.
n’a pas dépassé la valeur a et, s’il I’a dépassée, il ne peut retomber au-dessous

— thd \? . . p, -
de la valeur a(ﬁ) ; celle-ci est donc une borne inférieure du rapport

pour n assez grand.

Le résultat obtenu :

. 1—]p
llm————] a
— 11— [ Un|

>0,

(3) Ce qui précéde est I'extension d'un raisonnement employé par M. Wolff [8] pour I'itération
dans un demi-plan; m#&me remarque un peu plus loin (n° 13).
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joint &
hm[(l — l un') (I_ \ v"-')] =0,

entraine |u,| — 1; comme tous les points u, sont intérieurs, au sens large, au
cercle dont un diamétre a pour extrémités o et ¢*, on doit avoir u,— ¢, et
toutes les transformations limites = sont de la forme
X, = e, yi=d(z, y).
Remarque. — Dans le cas particulier ou la fonction vj(«) est une constante y,,
c’est-a-dire g(z, y,)=y,, on peut écrire
Elgni(z, ¥), yo] ZE[gn(2, ), 7]

en appliquant (8.2) aux points [ /,.(x, v), gu(2, ¥)|, [ f.(x, ¥), v, ] et a la fonc-
tion g; ainsi E[ g.(, y), o] 2 une limite pour «, y donnés; si donc il existe
deux transformations limites : ’

() zy=¢e¥  yi=1d(x¥);
(') x = e, =¥ (z, y),
on a

E[Y (2, 7), yo] = E[d(2, ¥), 5]

et, par suite,

Y@ 9) =ro o (2 0) =0

1= (%, ) 1=y (2, )

~Ainsi, dans ce cas particulier, les fonctions {(z, y), {'(x, y) qui définissent

deux transformations limites 7, v/ se déduisent I’'une de I'autre par une substi-
tution homographique conservant le cercle-unité; le 2° exemple ci-dessous va
nous montrer qu’il n’en est plus ainsi dans le cas général.

11. EXEMPLES DU PREMIER cAS. — I° Soit la transformation
Ty —1 L —1 .
—= A — elY ,
() T 1 x+1(0<;\<1)’ ri=etxy,

pour laquelle e*=1, () =o0: ¢’est un exemple du cas particulier qui vient
d’étre étudié; on a, & la »* itération :

Yn=€e"zx ... Tn1y;

n

X —1 -~ . . .
comme ———— —~ A, T, ... %, a pour limite une fonction n(x) holomorphe

et = o0; sl }r est irrationnel, les transformations limites < sont toutes les trans-
formations
=1, yi—=ePymn(z).

2° Soit, dans le plan de la variable y, un domaine univalent A, contenu dans
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le cercle | y| <1, admettant un bout premier E tel que, C étant un cercle plein
fermé centré en un point quelconque de E, chaque composante connexe de
’ensemble ouvert A— C ait une frontiére sans point commun avec E : un tel
domaine A se construit aisément, en prenant pour E un segment de droite ou
un arc de cercle par exemple, par pliage indéfini, le long de E, d’'une bande en
accordéon. Soit y = v(«) une correspondance conforme entre le cercle || <1
et le domaine A, dans laquelle le point « =1 ait pour image E, et considérons
la transformation

Ty —1 2 xr —

1 _y+mn(x)
i1 x—1—1(0<;\<1)’ N=T

()

pour laquelle ¢*=1 et (x) a le sens donné i cette notation depuis le n° 7.
u étant choisi arbitrairement dans le cercle |z| <1, soit A I'arc de cercle
d’extrémités 41 qui passe par u.

D’aprés le théoréme de Faber sur les fonctions univalentes, pour tout
point z, du cercle x| <1, le domaine A contient le cercle

=y | < CL DT

par suite
(1"—‘$l)n/(x)—>0 quand x—>1;

en particulier le maximum de |v/(x)| sur I'arc U, de A est o(—;—>

T —| Unpyy |
1 .
ou o < P ) puisque

Uiy — Uy 1— A

)
I—Upyq A

ainsi 'arc tracé dans A qui est I'image, par la transformation y = v (), de I'arc
de A d’extrémités w,, u,., a une longueur infiniment petite quand n - +ao.

L’ensemble d’accumulation de la suite des points 7(u,), qui a priori est une
partie de E, est E lui-méme : si, en effet, un point y, de E n’était pas point
d’qccumulation de cette suite, on aurait

[n(un) —yo|>e>o0

quel que soit n, donc on pourrait choisir n, tel que ’arc image, par y =(x),
de 'arc de A d’extrémités u,, 1 soit disjoint au cercle C: |y —y,| <= 2, donc

tracé dans I'une des composantes connexes de I’ensemble ouvert A — C, ce qui
est absurde puisque la frontiére de cette composante est sans point commun
avec E.

D’autre part, on peut écrire

¥n— n(un) 4 [

2 T)(un)—‘ﬂ(un-u)J;

Yn1— W(un+1 ) =
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comme le crochet est un infiniment petit, si la suite des nombres ¢, — v (u,)
admet w comme point d’accumulation, elle admet aussi comme points d’accu-

. w A . .
mulation 522w et, en recommencant le méme raisonnement, 2w quel que

soit ’entier £; or elle est bornée, donc w = o, ¢'est-a-dire que ¢, — 7 (u,) = o.

Ainsi la suite ¢, a les mémes points d’accumulation que la suite v(u,) : ces
points forment I’ensemble E; les transformations limites © sont donc de la
forme z, =1, y,={(x, y), avec une infinité de fonctions ¢ distinctes, E étant
le lieu des points U(u, ¢). Pour qu'une fonction ¢ soit une constante de
module 1, il faut et il suffit que |{(u, ¢)|=1; or on peut choisir pour E un arc .
de la circonférence | y | =1, ou une corde de cette circonférence, etc.

On peut ajouter que, dans cet exemple, toutes les fonctions ¢ sont des cons-
tantes, car I’ensemble E n’a pas de point intérieur.

12. Erupe pu seconp cas. — Dans ce cas, nous posons, non seulement

e+ x X —1
X= = xr—=e%——
& _z’ X1’
mais aussi
ey Y1
Y== —elB
eB—y’ Y Y+

et nous remplacons la transformation ¢, opérant dans le bicercle |x|<1,
|y| <1, par la transformation

(T) X, =F(X,Y), Y, =G((X,Y),
opérant dans le domaine D : ReX >0, ReY > o. Par hypothése
ReF (X, Y)> ReX et ReG(X, Y)> ReY,

donc ReF,(X, Y) et ReG,(X, Y) forment deux suites non décroissantes de
fonctions harmoniques; si l'une ou ’autre a pour limite + oo,

Jolz, y)—>e* ou gn(x,y)—>ei3.

Supposons donc que les deux suites aient pour limites deux fonctions

harmoniques ¢(X, Y), &'(X, Y) positives et finies; le raisonnement du n° 9
montre que

Fron(X,Y) —F (X, Y)—=ig, Gt (X, Y) — G (X, Y) —>id,

o et o’ étant deux constantes, et que, si 'une d’elles n’est pas nulle, on a de
nouveau

folz, y)—>€*  ou  gu(z, y)—eb.

Montrons par 'absurde que 'une de ces conclusions est valable.
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Sinon, il existerait deux suites partielles d’entiers croissants ny, p telles que

Sz, y)=>9(x, ), gpk(w’y)_’*qJ(x’y)?
avec

oz, ) I<1, (2, p)| <1,
ou, en passant dans le domaine D :
F, (X, Y)->®(X,Y), G (X, Y)>W(X,Y),
les fonctions @ et W étant finies; cela exige, d’une part, que
(X, Y)=Re®(X,Y) et o (X, Y)=ReW (X, Y)
soient finies, d’autre part, que s = ¢'= o et, par conséquent,
PIF(X,Y), GX, ) ]=d(X,Y), TIF(X,Y), G(X, Y)|=W(X,Y).
13. Cela étant, posons u =y¢=o0 et, en conséquence,
Fo(t, ) =U,,  Ga(1, 1)=V,;

soit S, le « segment de droite » qui joint, dans le domaine D, les points de
coordonnées (U,, V,) et (U,.,, V,.1), c’est-a-dire le lieu, pour o =t —1, du
point de coordonnées (1 — ¢)U,~+ tU,.y, (1 — )V, +tV,.,, et soit

M,=supd(X, Y).
Su

Si Q(X, Y) est holomorphe sur D et ReQ(X, Y) >o0, 0on a

QX,Y)—Q(X,Y)
lQ(X’, Y)+Q(X,Y) ‘ - IX’+X

c’est-a-dire

QX Y) — (X, 'Y)IAIQ(X/ Y)+Q(X,Y) V)|,
X'—X = X'+ X

d’ou, en faisant tendre X’ vers X :

Ref2 ReQ
el, de méme, [ QY| = =

1QY
: =ReY’

X\éHeX

Dans ces inégalités, on peut poser Q =&, d’ou

WX, V) Z 2 pour (X, Y)eSs

(13.1) [ O(X, Y)| <= ReV,

M,
ReU,’
on peut aussi poser Q=& —F, d’ou

‘0((1) F) 3%, Y) — ReX I()(

1: , _8(X.Y) — ReX
(13.2) (X, V)| = o ) e

oYl)(X Y)I

De (13.1) résulte que

[d% ®[(1— O)Up— tUn 1, (1 — ) Vot 1Viss ]

' ‘ ljll—o—l - Unl J Vn+l - Vn | .
=M. (\ ReU, + ReV, )

Ann. Ec. Norm., (3), LXXI. — Fasc. 1. . 3
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et, par suite, pour (X, Y)€S, :

F U — Uy | Vi — V), |

. 7 | . | 1 | -1 n! Tt " .
3%, ¥) = 3(Usy Vi) £ @K, ¥) = @(Usy V) M, (gt oo ot )
comme

3(Un Vo) = lim ReF,,,(U, V)=3(U. V),
o p=—t o
comme d’autre part
Upiy—Uy—o, Vot — Va0,

tandis que ReU, >1, ReV,;>>1, 0n a

o(U, V)
I UIH—I - Un } _ ’ \/Ilftrl . VII |‘
ReU, ReV,

3(U, V) =M, = »  donc M,—>d(U, V).

[ —

On a ensuite, pour (X, Y)€S, :
0(X,Y)—ReX=2M,— ReU,=z¢,

[différence de deux quantités dont 3(U, V) est la limite commune]; de (13.2)

résulte que
A . T T /
}{l[(d) — I ) [(I —_ l) lrn%* tl‘nela (l _ [) V“7F tV“+1J
J i Un+1 — U, | | V"*' — V"‘
é(M,,—BeUn)< ReU, ReV, >

)

enfin

Unr+2_' Ull+l: F(UIH—M VIL+1) - F(L]ny Vn,) = — ((I) - F) ([JIH—I) vn+1) -+ ((D - F) (ljn, V,,,)'

done
| Un+‘z - UIL+' ! et En( | Un,-M - IJn ] -+ ] Vn+l - Vn 1 ),

un raisonnement analogue, ou ® est remplacé par W et F par G, donne

Vue— Vo | Z6, (U — Uy '+ [ Vi — Vo),
d’ou )
Upio— Uniy | 4+ Vio — Vi | Z (64 8) ( Unn — U 4+ Vi — Vo 1)

ainsi | U, .. — U,|+| Vie— V.| est le terme général d’une série convergente,
donc U, et V, ont des limites finies, c’est-a-dire que le point («,, v,) a pour
limite un point intérieur au bicercle (*); ce résultat est en contradiction avec
le théoréme 3 (n° 5) et 'hypothése, faite depuis le n° 6, que ¢ est dépourvue de
point double intérieur au bicercle. La propriété annoncée au n° 7 est donc
établie.

1. REMARQUES SUR LE SECOND cAs. — 1° Pour chaque vy, f(x, v), considérée
comme fonction de x seul, a au point ¢ une dérivée angulaire A(y) comprise
entre o et 1 (¢f. n° 1); comme le point f(r¢™, v) (o< r<1)est intérieur, au
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sens large, au cercle qui a pour extrémités d'un diamétre les points r¢* et ¢,
on a

e — f(re®, y)|=1—r quel que soit y;

ainsi les fonctions % T"“w holomorphes pour | y| <1, sont bornées dans

leur ensemble et A(y), limite de ces fonctions pour r— 1, est holomorphe
pour |y|<1; c’est donc une constante A. On montrerait de méme que g(z, y),
considérée comme fonction de y seul, a pour dérivée angulaire au point ¢ une
constante u comprise entre o et 1.

En passant dans le domaine D, on a

ReF(X, Y)x

Y

ReX Reg(x, Y= ReY.
7 v

si donec 2 <1 et w.<1, on peut affirmer plus qu’il n’a été dit au n° 7 pour
~ ce 2° cas, & savoir que

Julz, y)—> e et &u(z, )’)éeiﬁ'

Mais il n’en est plus toujours ainsi (contrairement au cas d’une variable =) si
I'une au moins des dérivées angulaires 7, pu est égale & 1, comme le montrent
les'exemples ci-dessous (n°15).

2° Si une suite d’itérées de ¢ a pour limite

() 2= €, yi=v(z, y), avec [Y(z, y)| <1,

on a
(X, Y)=ReW(X, Y)<<+o0;

meéme conclusion avec une autre transformation limite :
(Tl) ‘-xj:eia’ .)/1:4/('%" ¥)s ".‘P’(&% .)')i<1’

donc W'(X, Y)— W(X, Y) est une constante imaginaire pure, =~ et ' se
déduisent I'une de I'autre par une substitution homographique conservant le
cercle-unité, a savoir une substitution parabolique dont ¢ est le point double.
L’ensemble d’accumulation de la suite ¢,, c’est-a- dlre le lieu des points $(u, v),
est donc porté par une circonférence tangente en ¢ au cercle-unité.

On a, d’autre part, dans le cas qui nous occupe, o’=o, c’est-a-dire

Vn—»—l — V,— o, d’ou a1 — Vn—> 03

I’ensemble d’accumulation de la suite ¢, est un continu, donc un arc (extré-
mités comprises) d'un cercle tangent en ¢ au cercle-unité; cet arc ne peut
admettre ¢* comme point intérieur 4 moins d’étre le cercle tout entier. Le

deuxiéme des exemples ci-dessous montre qu’a part cette restriction il est
quelconque.
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15. ExempLES DU SECOND cAs. — 1° Soit la transformation ¢ qui a pour image
dans le domaine D :

) X, =X+ 2 XY +1, YI:Y+§,

ou |arg /XY | < g, ce qui définit une fonction holoniorphe sur D puisque I'on a
toujours |arg(XY)| < n. Considérons alors les nombres réels

U":Fn(l, I), Vn: Gll(l) I)’

qui forment deux suites croissantes, et montrons par récurrence que
U,>(n—41)*: c’est vrai pour U, =1 et, si ¢’est vrai pour U,, comme V,>1,

on a
I 1

U > (412 +2(n+1) +1=(n + 2)*%; alors V, ,—V,= Un—m’

la suite V, converge. Grace a la 2° remarque ci-dessus, on peut affirmer
que G,(X, Y) a une limite finie, tandis que F,(X, Y) > .

Sur cet exemple, les deux dérivées angulaires A, p sont égales a 1; en effet,
on a, quel que soit Y,

1 . . ReX,

R nyso ReX
et, quel que soit X,

. inf ReY,

 Rey>o ReY’

dans I’exemple qui suit, au contraire, A <1 et p.=1.

2° Soit, dans le plan de la variable Y, un domaine univalent A, contenu dans
la bande o < ReY < @, admettant un bout premier E tel que, C étant un cercle
plein fermé ceatré en un point quelconque de E, chaque composante connexe
de 'ensemble ouvert A— C ait une frontiére sans point commun avec E; on
suppose, en outre, d’'une part, que E est un segment (dont une extrémité, ou
les deux, peuvent étre rejetées a I'infini) de la droite ReY = «, d’autre part que
la frontiere de A se compose de E et d’un arc simple de Jordan T, lieu du
point Y=H(¢) (|¢|<1), la fonction ReH(¢) étant décroissante pour ¢< o,
croissante pour ¢ >o et tendant vers ¢ quand ¢—==1. Soit Y=0(X) une
correspondance conforme entre le demi-plan ReX > o et le domaine A, dans
laquelle le point X =0 ait pour image E et le point X = o pour image Y=H(o),
et considérons la transformation ¢ qui a pour image dans D :

7

(T) X.:%(0<7\<1), Y,:Y+(~)<3§>_(-)(X).

Le point éw (v réel fini) a pour image, par Y = ©(X), un point de I' dont le
parameétre ¢ = h(w) est fonction croissante de w, h(0) =o0; quand X — iw,

@G‘) —0(X)->H [h(‘{)] — H[A(w)],

\



ITERATION DES TRANSFORMATIONS ANALYTIQUES DANS LE BICERCLE-UNITE. 21
dont la partie réelle est positive pour w>£o0, nulle pour w=o0; si X >,
Re®(X) — a, ainsi que Re@(-k— >; on.a donc

Re [(‘)(%{) — @(X)] >o0 pour ReX > o,

et la transformation ¢ reléve de notre second cas. Pour la n'*™° itérée, on a

’X,,,:.X, Y,,,:Y—'r-(-)<2§
I n

>—9(X);

le raisonnement fait au n° 11 (ex. 2) montre que E est, pour X donné, I'en-
semble d’accumulation de la suite des points @(;(), X et Y étant donnés,
I’ensemble d’accumulation de la suite Y, se déduit de E par la translation
Y — 0(X); avec les notations du n° 7, les fonctions (, y) ne sont pas des
constantes, ¢ exceptée.

16. KETUDE DU TROISIEME CAS.

Lemve 1. — Il existe deux nombres ¢, ¢® de module 1 et deux nombres post-
tfs h, w possédant la propriété suivante : quels que sotent les nombres o, o' compris

I+ I+ o . . .
entre =1 et tels que A I———: = - g,, st le point x est intérieur, au sens large,

)
au cercle qui a pour extrémutés d’un diamétre les points e, ¢ e, et sile point y
est intérieur, au sens large, au cercle qui a pour extrémités d’un diamétre les
points e®, e/ e®, alors les points f(x, y)et g(x, y) sont respectivement intéricurs,
au sens large, a ces deux cercles.

Considérons, dans le cercle-unité |x|<1, la transformation analytique
x,=&[n(x)] : si elle admettait un point double x, intérieur au cercle-unité,
le point [ x,, 1(x,)] serait un point double de ¢ intérieur au bicercle, hypothése
écartée depuis le n° 6; dans ces conditions (¢f. n° 1), la fonction &[v ()]
admet, en un point ¢ de la circonférence-unité, une dérivée angulaire 7 telle
que o <A 1 : quand x — €%, avec

T

arg(1— e #2) | Z0< T,

on a
: ‘IE‘E'_[TZ)J 3, En(a) ) e

D’autre part, les inégalités

pe vt I EU N e ==y I
1—n(0)n(z) 1—¢(0)g(y)
entrainent
— ) —If |
=) SO G o)), r— () ] T [ () 1)
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donc _—]—l)i—(;\_)_ a des limites d’indétermination positives et finies quand z—¢*

dans l'angle |arg(1—e™x)|Z0; choisissons dans cet angle une suite de
points x,— ¢ tels que

=@l o, =it
I— || 1— |2

1. étant positif et fini;
Eln(ae)]—e® et RACHIE

en nous bornant & une suite partielle (notée encore a;,), nous pouvons sup-
poser que 7(x;) - €.

e, ¢®, ), w étant ainsi définis, soient C et (' deux cercles répondant a
I'énoncé du lemme, x et y deux points respectivement intérieurs, strictement,
a ces deux cercles; pour £ assez grand, x est intérieur au cercle de pseudo-
centre &[n(x;)] passant par le point of[v ()], y est intérieur au cercle de
pseudo-centre v(x;) passant par le point ¢'v;(x;); si l'on pose
(r—p) E[n(z]] o (1= p) n(x) |

—plenien ]’ T I n@or

pr=

les pseudo-rayons de ces deux cercles sont respectivement argtho,, argthg’;
soit encore
dr= Max (arg th p, arg thp});
les inégalités
E{xriln(xk)”<6ka E[.)’v“’)(mk)]<6/“

entrainent, d’aprés (8.2),

E {f(‘r’ ,)’), E[n(xk)]} < 6k.

Or, quand ¥ -+, ona

t— g TE (1= (@] [~ AR (=),
=~ T () ]~ p i+9,<x—|wm,

ainsi 1— p~v1—p;, donc aussi 1—thé,~v1—p,, d’ou résulte que le cercle
de pseudo-centre £[(x,)], pseudo-rayon ¢, cercle auquel le point f(x, y) est
intérieur, a pour limite C; ainsi le point f(x, y) est intérieur, au sens
large, a C.

‘D’autre part, pour £ assez grand, x est aussi intérieur au cercle de pseudo-
centre x;, passant par le point px;; le pseudo-rayon de ce cercle est argth¢), en
posant

— (= p) [ @l

1—011’5
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d’ou résulte

- ) ~ SR

1=

I-—p',’cfv

"

comme A =1, si 5, = Max (argthg’, argthg)), on a
1—thdj~i1— o).
Or les inégalités ‘
Bz, 21) <3y,  Ely, n(x)] <9

entrainent, d’apres (8.2),
Elg(r 0, n(an)] < 043

le point g(ax, y), étant intérieur au cercle de pseudo-centre v (x;), pseudo-
rayon ¢, qui a pour limite C', est intérieur, au sens large, a C'. '

17. Les points ¢, ¢ étant ainsi choisis, effectuons le méme changement de
variables qu’au 2° cas (n° 12) et considérons la transformation

(T) X, =F(X,Y), Y,=G(,Y),

opérant dans le domaine D : ReX >0, ReY >> o. Les cercles dont parle I'énoncé
du lemme 1 ont pour images, dans les demi-plans ReX >> o et ReY >> o respec-
tivement, deux droites

ReX = const. et ReY = const.,

ces deux constantes étant inversement proportionnelles a 7 et u.; le lemme 1 se
traduit donc par I'inégalité

min [AReF (X, Y), pReG(X, Y)] > min (AReX, uReY),

d’ou résulte par itération que la suite min[AReF,(X, Y), wReG,(X, Y)] est
non décroissante; soit 8(X, Y) sa limite.

Lemye 2. — A tout point (u, ¢) du bicercle on peut associer un nombre c(u, v) > o

P .. 1— ' 0p g
tel que, pour les-m vérifiant la condition T < c, on ait
b ]

ARe ¥, (U, V) > 3(U, V).

[(U, V) est 'image dans D du point (u, ¢); le lemme est vide, d’une part si

. . I— ¢ . .
la condition —‘—H < ¢ n’est remplie que pour un nombre fini de m, d’autre
m

1— |t

part si 5(U, v>=+oo].
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D’aprés le lemme du n° 8, il existe deux nombres positifs a(u, ¢), b(u, ¢)
tels que

-I—w <a entraine —J—fﬁﬂl>1 + b
I— Up| I"‘“"u{
si 'on pose c=a the \* 7 stant défini par (8.3), alors, d’aprés (8.4
P — efint p prés (8.4),
1— | ¥m | . I— | ¥m—y |
— < C entraine —————— < «,
T— Uyl I—  Upey |
donce
—-——-———I_IV'"!‘ ~1+4 0.
r— ’ 101 _
D’autre part,
(t—|un])(a—9on|)—>o0 et i;—ijt'i‘g—<c entrainent v, | —>1;
de méme |¢,_,|—1. Nous supposons désormais la conditiou 1=Vl e

- | Up I
remplie pour une infinité de /m et nous considérons seulement, parml ces m,

ceux qui sont assez grands pour que - =Ll >+ b, 0> 03 soit 8(U, V)

— | Yimn—1 \
fini.
Sil'on pose G, (U, V)=V,,=P,,+:Q,, on adonc
P, (Phoy +1)2+ Q,2—1
m 1 m- > !
)+ O P =1+ b

d’autre part, I'inégalité E(¢,, ¢,,—,) =< d se traduit dans le demi-plan ReY > o
par

. Vm_Vln—l _ [ d
V"l+ Vlll-—'l - l ! !
d’ou résulte
1—thd , 1+ thd _, 2thd _,
1+ thd Py =Pp= 1—thd Py | Qm Qm—l | = —__tmpm—q

Enfin, puisque tous les ¢, sont intérieurs, au sens large, & un méme cercle
tangent en ¢ au cercle-unite,

[om]| =1, | Pmei|—>1 entraine ¢,—eB, ¢, — B,
c¢’est-a-dire
Vin—> o0, Vio1—> .

Cela étant, supposons que, pour les 7 considéreés ici, on ait

a(U, V),
b

limP), —

7

pour une suite partielle

o(U, V),
?

P — m
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’

P, étant borné, P, ,T'estaussi, Q,, et Q,, _, sontinfiniment grands, mais leur
différence est bornée; alors

P 2 T . P 0 o(U, Vv
( ne 1+I)9+ Qf’f" ', lim " > 1+ b, limP),, << 9, V) ),
(l m.k‘+' I)' -+ (Qrﬁk — I mp—1 -
ce qui est contraire a la définition de 3(U, V). Ainsi, pour les m considérés ici,

| ]_ilB[p.ReGm(U, V)] >a(U, V),
ce qui entraine
lim[2Re F,,(U, V)] =4 (U, V).

18. Supposons désormais qu’une suite partielle f, (z,y) a une limite de
module <1 : quel que soit le choix du point (u, ¢), u, a une limite de
module << 1; comme

"y,

(1—Jun | ) (1 —19 | ) >0, [ On| =1,

Lo |
i
e

\ [ — . T
donc, pour kassezgrand [ £ ky(u, ¢)], — est inférieur au nombre c(u, v)
fourni par le lemme 2; d’aprés ce lemme
AReF, (X, Y)—>3(X, Y)
quels que soient X et Y; comme la famille de fonctions harmoniques ReF, (X, Y)
est normale, cette convergence est uniforme sur tout compact et ¢(X, Y) est
~harmonique. On a aussi

AReF, (X, Y)—>3(X,Y), car o[F(X,Y), G(X, Y)]=3(X, Y).

Le point (u, v) étant choisi une fois pour toutes, reprenons les nombres «
et b fournis par le lemme du n°8; le nombre ¢ dulemme 2 (n° 17)est, onI'a vu,

c—u I—lhd"2< .
- 1+thd) @3

~ considérons donc, en supposant qu’il y en ait une infinité, les m vérifiant

(18.1) a<‘_‘l'd>&é‘_|”’”l <u<___———1—thd>2.

1+ thd I— |y | 1+ thd

Soit my une suite de tels 7, pour laquelle la suite de fonctions harmoniques
ReF, (X, Y) converge uniformément sur tout compact; la limite de cette suite
est une fonction harmonique (ou =+ )

T(XY)

9y

3(X, Y),
A
mais, d’aprés le lemme 2,
. o(U, V
(U, V)= _(_l’_),
Ann. Ec. Norm., (3), LXXI. — Fasc. 1. 4
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alors, d’aprés le principe du maximum, la fonction harmonique

v(X,Y)— 6—(2()—’2 =o.

Comme la famille des fonctions harmoniques ReF, (X, Y) est normale, pour

les 72¢ considérés
ARe F,. (X, Y)>3(X, Y)

uniformément sur tout compact, donc aussi

ARe Foy (X, Y)—>3(X, Y).

Le raisonnement du n° 9 montre alors que F,,. (X, Y) — F,(X, Y) a une limite
constante imaginaire pure /a.
En particulier, en posant

Fm(Uy V) == l:m: Pm+ 1.(\)1111
on a
3(U, V) 3(U, V)

Pln_> e Pm-H - ‘_"‘;"_‘ ’ (:)Ill44 - (?m‘) g,

A

(18.1) et (1 —|u,|)(1—|vn|)— o entrainent | u, | — 1, donc

Up~—> eiay 1] m=7 R, ‘ (\)m I >+ © 5

4P, , 2
= —e————— el L= Upypq ”

T— u -
" (P 1)2+ Q3

i I
L— Uy

sont infiniment petits équivalents, ->1; considérons seulement,

- 1 Up |
parmi les e vérifiant (18. 1), ceux qui sont assez grands pour que

I— | U1 ‘

, <r1-+b.
1— U

Comme, d’autre part, d’aprés le lemme du n° 8,

! |
I—  Omi |

>1+ b,
R B R
1 ,"m|
ona
I— | Pmis | I‘_l"mg.
T )
I— | Uy | L— | Up |

— . v I—|on i
ainsi, & partir d’une valeur m considérée ici, le rapport 1_\ﬁ
- | Un

croit tant qu’il

;. R ’ | : 9 s ” . - ld 2
vérifie (18.1), ¢’est-a-dire tant qu’il n’a pas dépassé la valeur a<1-—t—]~> ; et,

1+ thd
s'il I’a dépassée, d’aprés (8.4) il ne peut retomber au-dessous de la
valeur o 2024 donc
1—|—thd)’0na n

p— — A
- W" | ~oaf X thd pour nXm;
1—|u, | = \1-+thd =
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ce résultat, joint & (1—|u,|)(1—|¢,|)— o, entraine |u,|—>1, alors que,
depuis le n° 18, nous supposons qu’une suite partielle £, (, ¥) a une limite de
module <1.

19. 11 était donc absurde de supposer la condition (18 1) remplie pour une

[
mais, d’ apres (8.4), deux valeurs consécutives de ce rapport ne peuvent étre,
— thd"® — thd

1+ thd 1 - thd

infinité de ¢ : pour n assez grand, le rapport ne vérifie pas (18.1),

I'uneinférieure a 41( s 'autre au moins égale a n(

I— |, } ~n 1 — thd \2

—|u, 1+ thd
pour n assez grand, ce qui est impossible pour la raison donnée a lafindun® 18,
ou bien, pour » assez grand,

t— ¢, ! a( 1= thd \* ,
(
1— luy,, = 1+ thd <

donc, d’aprés le lemme du n° 8

> ; on a donc,
ou bien

I—l:%ﬂ——‘>l+b d’ott 1— !¢, —>+ 0,

n

ce qui est absurde. C’est donc I'hypothése faite au début du n° 18 qui est
absurde : f,(x, y) — ¢, et de méme g,(x, y)—>e?. La propriété annoncée au
n° 7 est donc établie, et du méme coup le théoréme 4 (n° 6).

Remarque. — De larésulte 'unicité des nombres e, ¢® répondant au lemme 1 :
on a vu (n°16) que ¢ est le point double attractif de la transformation
x,=E[n(x)]; ¢® est donc le point double attractif de la transformation
yi=n[&(y)]. Par contre, X et p ne jouent pas le méme role : d’apres la défi-
nition de A et wau n° 16 et les théorémes classiques sur la dérivée angulaire,

el —q(x ) . , 71'
7?5‘_‘_‘%9 — ellf=2 quand 2 — €%, larg(1—e )| L0 < 3"
elﬁf(y) — el quand y->e®, larg(1— e By) | 20/ < T

X est donc aussi la dérivée angulaire de la fonction n[£(y)] au point .

20. ExEMPLES DU TROISIEME cAS. — 1° Soit la transformation ¢ qui a pour image
dans D :
(T) , ;=Y V=X o

T n’a pas de point double dans D, car un tel point vérifierait

- 1
N=V=x=—v
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la transformation T*(Y) (pour cette notation, cf. n°2) admet le point double

Y-+yYieg
—_—

2

le radical étant positif pour Y réel positif, T*(X) admet le point double

X +VXEr g
9 )

la définition de A et p.donnée dans la remarque ci-dessus montre que A = p.=r.

Pour X=1Y, on a, quel que soit n, X,=Y, obtenu par itération, dans le demi-

plan ReX > o, de la transformation X1='X+-;Z; dans cette itération,

ReX, -+ [8]. Nous avons donc ici ReF,(X, Y) -+ pour X=1Y, donc
quels que soient X et Y puisque les Re F,(X, Y) forment une famille normale :
3(X, Y) est la constante - oo.

2° Posons, au contraire,

(T) X, =Y 4+ o« 4+ Y1~_—X+§{+i.

X

Sil’on itére, dans le demi-plan ReX ™> o, la transformation

X=X+ ; 4,

ReX, a une limite finie [8]; ici

(X, Y) < +cc.
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