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ALGEBRES UNITAIRES ET ESPACES D'AMBROSE

Par R. PALLU pe La BARRIERE.

D O — -

Introduction.

Le présent travail répond a différentes préoccupations :

A. Montrer les rapports entre la théorie des « L* system » de W. Ambrose[1](*)
et celle des algébres unitaires de R. Godement et Nakano [8]et [11].

B. Montrer que les axiomes des « L. system » sont surabondants et donner
des axiomes indépendants dont les axiomes de W. Ambrose non conservés se
déduisent. Il y a ainsi identité entre « L* system » et « espaces d’Ambrose ».

C. Profiter des notions introduites en vue de I'étude précédente pour donner
des démonstrations simplifiées de certains résultats connus tels que le théoreme
de commutation (th. 2). ;

D. Montrer que dans le cas de I'espace d’Ambrose défini sur I'espace des -
fonctions de carré intégrable sur un groupe localement compact unimodulaire
par involution f— f*[ f*(x)=_/(a=")]| et le produit de composition, la
définition abstraite et opérationnelle de I'espace d’Ambrose coincide avec la
définition naturelle (th. 6).

E. Donner quelques compléments relatifs aux produits tensoriels d’algébres
unitaires et d’espaces d’Ambrose (§ 3).

F. Donner dans le cas général une rapide discussion des propriétés centrales
des espaces d’Ambrose permettant une classification (§4). Cette étude est
directement inspirée du cas particulier traité dans [7].

La lecture de ce Mémoire ne suppose pas celle préalable des Mémoires de
W. Ambrose, R. Godement et Nakano sur le sujet, mais par contre la connais-
sance des résultats fondamentaux sur les algébres d’opérateurs dans les
espaces hilbertiens; en particulier ceux relatifs a leur classification. Les
notations sont conformes a celles de [14].

(1) Les nombres entre crochets renvoient a la bibliographie.
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La démonstration de I’'un de nos résultats a été publiée dans une précédente
Note [15]. On trouvera ici une démonstration sensiblement simplifiée grace
aux judicieuses remarques de J. Dixmier dont les conseils nous ont permis
par ailleurs d’importantes améliorations dans 'exposé de nos résultats.

1. Définitions et propriétés générales.

Dirinimion 1. — Une algébre unitaire est une x-algébre A munie d’'une structure

d’espace préhilbertien au moyen d’un produit scalaire {u, ¢> et vérifiant les
azxiomes suivants :

(AUL) Cu,vd= ¢ u">;

(AU2) lue, > =<{o, u"w); 4

(AU3) Pour tout u€ A Uopérateur v -~ vu est continu pour la topologie forte
définie par la structure préhilbertienne :

(AU4) Les éléments de la forme uv sont denses dans A.

Remarque 1. — Etant donné une algébre unitaire A, la relation ue = (¢*u*)*

montre que "opérateur ¢ — u¢ est pour tout © €A un opérateur borné pour la
topologie forte. On a, d’autre part, pour u, ¢v, w€A :

Cupy wH =" v'u*'>=ow" u' >=u, wo*>

et par suite la relation :

y N —— *
Cuey, w>=Lu, wo* >.

Ces deux remarques rétablissent la symétrie entre les propriétés de la multipli-
cation a gauche et de la multiplication a droite dans les algébres unitaires.
Donnons maintenant quelques définitions et notations nécessaires a I'intro-
duction de la notion d’espace d’Ambrose.
‘Etant donné un espace hilbertien H, nous appellerons multiplication partiel-
lement définie sur H, toute application d’une partie de H < H dans H notée
(z, y) - xy. Pour tout z € H, nous noterons L, et R, les applications partielles

y —xy ety - yx. Aucune hypothése méme de linéarité n’est faite a priori sur
ces applications.

DirmutioN 2. — FEtant donné un espace hilbertien H muni d’une involution
x — " et d'une multiplication partiellement définie (x, y)-—> xy, on appelle
algeébre unitaire sous-jacente a H, tout sous-espace vectoriel A, dense dans H tel
que Uinvolution, la multiplication et la structure hilbertienne de H induisent sur A
une structure d’algébre unitaire (cect suppose en particulier que A sott stable pour

Pingolution et que le produit de deux éléments de A soit toujours défini et soit
élément de A).



ALGEBRES UNITAIRES ET ESPACES D’AMBROSE. 383

Remarque 2. — Si A est une algebre unitaire sous-jacente a H, la restriction
de R, (etde L,) 2 A est pour € A un opérateur linéaire et continu.

DerisitioN 3. — Etant donné un espace hilbertien H possédant une involution et
une multiplication partiellement définie, une algebre unitaire A, sous-jacente @ H
sera dute réguliére st :

(1) R, est continu et partout défini pour u€ A (*);
(i) St l, est la restriction de L, a A, on a pour tout x€H, L, = (..

DerNition 4. — Un espace hilbertien H possédant une involution et une multipli-
cation partiellement définie est dit espace d’ Ambrose s'il vérifie I axiome suivant :

(EA) I existe une algebre unitaire sous-jacente a N et réguliére.

Par la suite H étant un espace d’Ambrose, nous désignerons toujours par A
une algébre unitaire sous-jacente & H et réguliére. Nous montrerons plus tard
que toute algébre unitaire sous-jacente a H est réguliére.

Remarque 3. — D'aprés les définitions, L, est pour tout € H un opérateur
linéaire fermé dont I’ensemble de définition est dense dans H. Pour tout u€ A,
I'opérateur /, est borné (rem. 1). Il en est de méme de L, qui est donc le plus
petit prolongement fermé de /,. L’opérateur L,. est également borné (comme
w*€A.)On aalors -

Li={)' =6 =L,.
On démontrera plus loin que pour tout x€H, ona L, =L,..

Remarque 4. — Le produit xy est toujours défini si I'un des facteurs est
élément de A. -

Lensme 1. — On a les égalités suivantes :
i lux, y>=<a, u'y> )
v SIS o myent a uea
(ii) Lz, y o=z yu'>
1) Cauy, v > = uy, 0D )
(. \ v f ’ *> { pour xell et u,veA;
(iv) Lux, 0> = u, vx*> )
(v) (ux) = x'u* pour xell et uelh;
(vi) Layyru>=<y, ux*> pour x, vell et ueA.
Demonstration. — La premiere égalité découle de la relation L= L,. pour

u€A. Pour la deuxiéme, on remarquera que les deux membres sont continus
par rapport & x et y et que I'égalité est vérifiée pour x, y€A. La troisiéme
égalité découle de la relation /., C /... Pour la quatriéme et la cinquiéme, on

(2) Ceci entraine A c Dy, pour tout zeH. ’
Ann. Ec. Norm., (3), LXX. — Fasc. 4. 49
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remarquera que lés deux membres sont continus par rapport & x et que I'égalité
est vérifiee pour x€A. Enfin on vérifiera 1out d’abord I'égalité (vi) pour
x,y€A, ce qui donne '

lxy yuyr=Lyzr, u>=_y, ux">
et 'on remarquera que les deux membres sont continus par rapport a x et y.

Notation. — Pour tout € H, nous noterons r, la restriction de R, 4 A.
Proposition 1. — Pour tout r€H, ona R,=r,.

Démonstration. — La relation y €Dy est équivalente & x €Dy =Dy, c’est-
a-dire & « (&, y*u ) est pour u €A, une forme semi-linéaire continue en « » ou
bien d’aprés la relation (vi) du lemme 1 a « {y, ua™> est pour u €A une forme
semi-linéaire continue en « », c’est-a-dire 4 y €D,+,. On a donc D, =D,:*. Soit
alors yeD,:,. On a R,y =L,x = {2, ¢’est-a-dire pour tout € A :

CRey, u >=x, yud>.
D’autre part :
Crwy, u> =Ly, rau>—={y, ur .

La relation (vi) du lemme 1 entraine alors que

riy =Ry,
CoroLLAIRE. — L'opérateur R, est pour tout x € H, linéaire fermé et son ensemble
de définition est partout dense. :
Remarque 5. — Les propriétés démontrées ont rétabli la symétrie entre la

propriété de la multiplication 4 gauche et de la multiplication a droite dans les
espaces d’Ambrose. I.’absence de symétrie dans les axiomes est di au souci
d’utiliser des axiomes indépendants. En réalité sur les exemples les axiomes
se vérifient aussi bien sur 'une ou.l’autre des multiplications. Nous démon-
trerons plus tard des propriétés dont la vérification directe serait au contraire
laborieuse. '

Par la suite toute propriété sur la multiplication 4 gauche se transposera
immédiatement a la multiplication & droite et nous ne ferons les démonstrations
(ue dans le premier cas.

Lemme 2. — Pour tout x€H on aR,=SL,. S (et L,=SR.S), S étant l'involu-
tion sur H. '
Démonstration. — La relation y €D, = D,x, est équivalente &
« {yy rpud>=_Ly, uz'>=_au, y*>

est une forme semi-linéaire continue par rapport i u pour u €A », c’est-a-dire
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a « {xu, y* > est pour u€ A une forme linéaire continue par rapport a u »,
c’est-a-dire 4 y*€D,;;=D, . Les deux opérateurs R, et SL,.S ont donc méme
ensemble de définition. Soit alors y €Dy . On a pour tout v€ A :
{Revy u>=_Lyx, u>=-_y, ux* > =, au’, y*>
=, 2y > =(x"»"), u>=SL..Sy, u>
et par suite :
R.y =SL.Sy.

(COROLLAIRE.

St xy est défini, y*x* est défini et Uon a (xy) = y*a”.

Supposons que L, soit continu. Il en est de méme de /, et, par suite, de
I..=1, et de R,. Inversement si R, est continu, il en est de méme de L,.. Cetle
remarque conduit & la définition suivante :

DirmNtrion 5. — Un élément a€ H est dit borné st L, ou R, est continu.
Comme L, est fermé, on peat encore dire qu'un élément a est borné si et
seulement si L, (ou R,) est partout défini.

TuroriMe 1. — L'ensemble B des éléments bornés est une algébre unitaire sous-
Jacente a H.

Démonstration. — Le produit xy étant linéaire en 2 et y, B est un sous-
espace vectoriel de H. On a ACB. Par suite, B est dense dans H. La relation
R,=SL..S montre que B est stable pour l'involution. Si a€B, L, est partout
détini. Le produit de deux éléments de B est ainsi toujours défini. On démontre

alors la relation
a(be) = (ub)c pour «, b, ceB

en remarquant que la relation est vérifiée pour a, b, c€A el que les deux
membres sont continus par rapport a chaque variable. Cette relation entraine
que le produit de deux éléments de B est un élément de B et que la multipli-
cation dans B est associative. Les autres axiomes des %x-algébres

(¢ + b)e = ac -+ be, a(b+c)=ab + ac,
(xa)b=ua(ab)=wu(xb) (pour z complexe) et (ab) == b*a*

se démontrent en remarquant que les deux membres sont toujours séparément
continus par rapport aux variables qui y figurent et que les relations sont
vérifiées pour a, b, c€A. L’ensemble B est donc une x-algébre. Muni du
produit scalaire défini par H, B est une algébre unitaire. L’axiome (AU 2),
c’est-i-dire la relation {ab,c)>=<{b, a’c> se démontre en remarquant que
I’égalité est valable pour a, b, c€ A et que les deux membres sont séparément
continus par rapport 4 a, b, c. Les axiomes (AU1) et (AU3) sont vérifiés
trivialement et (AU 4) découle de I'inclusion AC B.
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LemMe 3. — St z€H et si xu= o pour tout u€ A, on a x = o.

Démonstration.

Soit « tel que xu = o pour € A. On aura pour u, v€A :
{xuy, v >=<,x, vu'>=o,
[.es éléments ou* étant denses dans H, on a . = o.

Notation. — Nous désignerons par L el R les k-algébres faiblement fermées
(avec unité) engendrées par les opérateurs L, et R, pour «€ A et par L' et R’
les x-algébres commutantes.

LEMME 4. — Les %-algébres L et R sont respectivement les adhérences faibles de
U'ensemble des opérateurs L, et de U'ensemble des opérateurs R, pour u€ A.

Démonstration. — L’adhérence faible de I’ensemble des opérateurs L, étant
une -algebre, il suffit de démontrer que son plus grand projecteur E est égal
3 1. Soit U le sous-espace final de E. Pour tout u€ A et tout z€H on a
L,xze M. En particulier, on a ue€ I pour «, v€ A. Ceci entraine )t =H en
raison de (AU4). On a donc E=1.

Remarque 6. — 1’axiome (AU 4) est essentiel pour I'exactitude du lemme 4
et, par suite, du théoréme 2. Inversement I’axiome (AU 4) des algébres uni-
taires peut souvent se vérifier plus facilement aprés complétion de 'espace.
Supposons, par exemple, qu'une x-algébre soit munie d'une structure
d’espace préhilbertien & I'aide d’un produit scalaire vérifiant les axiomes
(AU1), (AU2) et (AU 3) des algébres unitaires. Sur I’espace complété H on
peut définir 'opérateur R, linéaire partout défini et continu tel que R,¢o = ¢u
pour ¢€A. Si 1 est faiblement adhérent a I’ensemble des opérateurs R,, on
peut affirmer que 'axiome (AU %) est vérifié, c’est-a-dire que A est une algébre
unitaire. Soit, en effet, x€H tel que {ax,ur)>=o0. Ceci peut s’écrire
{R.x, uy=0 pour tout u, v€A. L’opérateur 1 étant faiblement adhérent a
I’ensemble des opérateurs R,, ceci entraine {, u>=o et, par suite, x =o.

Lemme 5. — Pour tout T€R’ et lout € B, on a Ta€B et TL,= L,, ( et pour
tout TeL/, TR,=R,,).

Démonstration. — Soit TeR/, ce€B el u€A. Ona:
TL,u —=TR,a—= R, Ta = Ly, «.

[opérateur TL, étant borné, il en est de méme de /;,, donc de L, (Ta est donc
borné) et 'on a (L,, étant fermé) : TL, =L, .

LemMe 6. — Pour tout a€B, onal.,€L et R,€R.

Démonstration. — Nous devons montrer que si T€L/, T permute & 1, pour
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a€B, c'est-a-dire qu’on a TL,b=L,Tb pour a, bE€B. L'égalité est vérifiée
pour a€ A et h€B. Or les relations

TL.b=TRye et  L,Tb=Ryu

montrent (T4 étant borné) que les deux membres sont continus par rapport
a a. L’égalité est donc véritiée pour a € B.

Remarque7. — Le lemme montre que L et R peuvent étre considérées comme
les adhérences faibles de ’ensemble des opérateurs L, et R, pour e € B et que,
parsuite, L et R sont indépendants de A.

TugoriMe 2 (*). — OnaL=R' (et R=L/).

Démonstration. — On a naturellement LCR' (*). SoitT &R’ et & I'application
A —TA définie pour tout opérateur A borné. On a B(L,)€L pour tout «€B
(d’apres le lemme 5) et, par suite, & étant faiblement continue et L faiblement
fermée,

F(1)=TeL.
Remarque 8. — Les relations

R,=SL,.S et L,=SR,S pour a€B

montrent par un passage a la limite évident que SLS = R.

Lemme 7. — Pour tout x €H, on al.,qL et R, R. .

Démonstration. — Montrons tout d’abord que /,R,DR,/, pour u€A. On a,
en effet, pour tout v€D, = A :

R,v=vueA-=D,, LRy = le(vu) =2 (vu) et Ry lpy = (xv) u =z (vu)

L’opérateur /., prolongement fermé minimum de /, permute également aux
opérateurs R, pour u€ A. Etant fermé, il permute done i tout opérateur appar-
tenant 4 'adhérence faible de 'ensemble des opérateurs R,, c¢’est-a-dire a tout
opérateur de R.. Onadonc " L. Pour tout x€H, onaL,=[}.= (/;))*. Comme
linL, onal,nL.

Remarque 9. — En général, on n’a pas /[, L, A n’étant pas nécessairement
stable par R.

LemME 8. — Pour tout A€L et tout x€H, on a AL, CL,, (et pour tout A €R,
AR’L‘ c RA::,'>'

1

(3) Ce théoréme démontré par F. J. Murray et J. von Neumann dans certains cas particuliers [10]
a 6té généralisé par Segal [16], Takenouchi [17] et Godement [7].
(*) Cette relation traduit I'associativité de la multiplication dans A..
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Démonstration. — Soit y €D, . On a

A/\\L,l.)' =AR,z —RyAx=L,,».

Tueorink 3. — Pour tout x€H, on a L,=L,. (et R,=R,.).

Démonstration. — Pour tout x€H, posons L,=0."=/,. On a L/,.CL, et
L, =L... Nous devons donc démontrer que L.,= L, pour tout z € H. Remarquons
tout d’abord que pour A €L, la relation AL,CL,, donne en prenantles restric-
tions des deux membres 2 A : A/, =1,,. On a donc

]—‘i\x: 2_i\n: — Hr =z X—]-41, < s )~

D’autre part, L.q L. Posons I,= VA, avec VEL

D.i. et A‘fi Ly A= L‘\*é 0. On a
alors .

A =V*L,= VL, = Ly, > 0.

X

Or Ly.,= LI, = L y.,,.. Par suite (°)

Vie= (V*a)* et Liyey == Lieg.
On peut donc écrire
A—= L’\"‘.L‘: LV’::;D V*Lrv

ce qui entraine D, DD, , c¢’est-a-dire D;nDD, . On a donc bien L, =L..
CoroLLAIRE. — Pour tout r€H, on a L,=1," (et R,=1r").

TukorkME 4. — Etant donné une algébre unitaire A, on peut définir sur Uespace
complété H une structure d’espace d’ Ambrose notée H(A) et une seule telle que A
soit une algébre unitaire sous-jacente a H et réguliére.

Pour u€ A, R, est donc continu, partout défini et tel que R,v = vu pour v € A.
Si lon pose, pour x€H, l,u =R, x pour tout u€ A, L, est caractéris¢ par l'unc
des propriétés suivantes équivalentes :

(1) Lo=10.,
(11) Ly—=10".
Démonstration. — Pour tout u€A, on a |[u||=|«|. Linvolution «—u*

sur A se prolonge donc d’une facon unique en une involution x — 2" sur H.
Soit u€ A. L’opérateur r, défini pour tout v€ A par r,v = vu étant continu, se
prolonge d’une facon unique en un opérateur R, continu et partout défini
sur H. En raison de la propriété (i) de la définition 3, R, est nécessairement

(%) Pour A borné et B quelconque, on a en effet
ABcABc (AB),
(%) La relation Ly = L’ entraine yu = su pour u€ A soit (y — s)u = o ou enfin y = s.
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Popérateur de multiplication a droite par «. La multiplication sur H sera déter-
minée par la donnée de L, pour tout z€H. Soit [, 'opérateur u« — xu défini
pour u€ A. On doit avoir L, D7, et, d’autre part, d’aprés la propriété (i) de la
définition 3, L,={... On doit donc prendre L,=17.., ce qui est légitime sous
réserve que /;.D /.. Or cette relation s’écrit

Cauy v >=u,a"v>

pour tous u, v€A et tout x€H. Les deux membres de cette égalité étant
continus par rapport a .« et I'égalité élant vérifiée pour x €A, I'égalité est
vérifiée pour tout x€ll. On peut donc poser L,=1/,. et cette relation détermine
la structure d’espace d’Ambrose unique H(A) telle que A soit une algetbre
unitaire sous-jacente & H et réguliére.

D’apres le corollaire du theoreme 3, il est équivalent de poser L,=1[,".

Compte tenu du théoréme 4, le théoréme 3 peut s’énoncer sous une forme
ne faisant intervenir que les algébres unitaires. ‘

COROLLAIRE DES THEOREMES 3 &1 4. — Soit A une algébre unitaire et 11 Uespace
complété. Pour tout u€ A, prolongeons les opérateurs v — uy et ¢ — vu en des
opérateurs continus partout définis sur H: L, et R,. Pour tout x€H, posons
lLbu=R,xetr,u=L,x pour u€A.On al, =I,etr, =r.. En appelant L, et

R. ces deux opérateurs, on a

LT —= L:::‘ et R): — R."L" .

Lemme 9. — Soit H un espace hilbertien muni d’'une involution x — x* et d’une
multiplication partiellement définie. Soit A une algébre unitaire sous-jacente @ H.
St les deux propriétés suivantes sont réalisées :

(1) Pour tout u€ A, R, est partout défini et continu;

(i) Pour tout x€H, ona L,=1L,.,

alors H est un espace d’ Ambrose.

Démonstration. — Soit [, la restriction de L, 4 A. On a [,u=L,u=R,x
pour u€ A. D'aprés le corollaire des théorémes 3 et 4, on a donc /" =1, pour
tout z€H. Or L. étant fermé, on a L, D/, et de méme L,.D /., ce qui entraine
en prenant les adjoints : L. C /.., c’est-a-dire L, C/.”. On a donc L.=1,", ce
qui démontre que H est I'espace d’Ambrose H(A).

Proposirion 2. — L'ensemble des algebi es unitaires sous ]acenles a W est iden-
tique a Uensemble des sous-x-algébres de B denses dans H.

Démonstration. — Soit A, une sous-x-algebre de B. Munie de la structure
préhilbertienne induite par celle de H, A, vérifie visiblement les axiomes (AU1),
(AU2) et (AU 3). Pour démontrer (AU4), considérons I'x-algébre L,, adhé-
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rence faible de I'ensemble des opérateurs L, pour u€A,. Soit E le plus grand
projecteur de L. On a pour tout u€ A, EL,=L, etcomme E€L, cette relation
devient en vertu du lemme 5 : Eu=u. Si A, est dense dans H, on a K=1. Si

Pon a
{ay up y =z, Lyy>=0

pour tous «, v€A,, on a alors (1 étant faiblement adhérent a 'ensemble des
opérateurs L,) (@, ¢>=o0 et, par suite, x =o0. [nversement toute algébre
unitaire sous-jacente a4 H est visiblement contenue dans B et en est une sous-
*-algébre.

TuroriMe 5. — Sout H un espace &’ Ambrose. Toute algébre unitaire sous-jacente
a H est réguliere.

Démonstration. — Soit A une algébre unitaire sous-jacente a H, /, la restric-
tionde I, 4 A. On a L,>/, et L,=L,.. Par suite, d’apreés le lemme 9, H est
identique a 'espace d’Ambrose H(A). L’algébre unitaire A est donc réguliére.

CoroLLAIRE 1. — Etant donné une algebre unitaire A, il existe sur Uespace
complété H une structure d’espace d’ Ambrose et une seule H(A) telle que A soit une
algébre unitaire sous-jacente ¢ H(A).

CoroLLAIRE 2. — Soit A une algébre unitaire et A, une sous-k-algébre de A,
dense dans A. L’algébre A, est une algébre unitaire et les espaces d’ Ambrose H(A)
et H(A,) définis par A et A, sont identiques.

Démonstration. — Soit H(A) 'espace d’Ambrose défini par A. L'x-algébre
A, est une sous-x-algébre de A, donc de I’algebre unitaire des éléments bornés.
Par suite, A, est une algébre unitaire (prop. 2). On a, de plus,

H(A)=H(A)).

2. Un exemple.

Etant donné un ensemble localement compact Z muni d’'une mesure de Radon,
nous aurons a considérer les espaces vectoriels suivants :

L, espace des fonctions continues complexes a support compact;
L», espace des fonctions complexes de pm puissance intégrable muni de

la norme ]
=] [1r@ s

L*, espace des fonctions complexes mesurables et essentiellement bornées,
muni de la norme
i fll,=vrai max | f(x)|;
r€1L



ALGEBRES UNITAIRES ET ESPACES D'AMBROSE. 391

L., espace des fonctions complexes continues telles que pour tout ¢ >0
I’ensemble des éléments x pour lesquels | f(2)| > ¢ soit compact.

Soit G un groupe localement compact unimodulaire et d la mesure de Haar
sur G; pour /, g€L?, on peut définir le produit de composition /', g. On a

f*,;"(m:f/(y)g(y*'w)d)' et [Hhgel,.

Par suite /xge€l.” et lapplication (/, g)-» /% g est continue de L*>< L?
dans L=,

Il est possible d’une facon naturelle de définir partiellement une multipli-
cation sur L* : le produit de fet g sera défini si /% g€L? et sera égal dans ce
cas & [ % g. Il existe, d’autre part, sur L.> une involution /- /* définie par

Sy =Fa).

Tukorime 6. — L'espace hilbertien 1> muni de la multiplication partiellement
définie et de ’involution introduites précédemment est un espace d’ Ambrose appelé
espace d’Ambrose défini par G ou espace d’Ambrose L*(G). Les sous-espaces
vectoriels 1.* N 1.2 et |. sont des algébres unitaires sous-jacentes a 1.*(G) (7).

Avant d’exposer la démonstration de ce théoréeme, démontrons le lemme
suivant :

Lemme 10. — La condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction f&€L”
sout élément de L* est que la forme semi-linéaire

& >ff(x)g(x) dx

définie sur L' N L* sout continue pour la topologie induite sur L' n\L* par la topo-
logie de 1. ‘

Démonstration. — La condition est visiblement nécessaire. Inversement, si
elle est réalisée, on a pour tout geL*'NL*

U/‘(w)g(x)dx.ék[fﬁg(x)uadx'J',

k étant un nombre réel positif. Pour tout ensemble compact K, on aura en

1=

(") Ambrose ([1], th. 2) a énoncé le premier ce théoréme. Outre que certains points de sa
démonstration nous ont paru obscurs, cet auteur fait jouer dans ses démonstrations a 1'algébre
unitaire L un rdle tel que le caractére naturel de la définition de la multiplication dans L2(G) n’y
apparait nullement. Ce dernier inconvénient se retrouve chez Mautner [9] qui a esquissé une
construction a 'aide d’une autre algébre unitaire sous-jacente & L2 (G).

Ann. Ec. Norm., (3), LXX. — Fasc. 4. 50
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prenant ()= /() pour x€K et g(x)=o0 pour r&K

<
ff(a:)f(x)(lxé/:[] |_f(.x)}‘3(/:z:l
K “ K
c’est-a-dire
f;/(x) 2 dw < k.
K
Par suite, K é¢tant arbitraire :

[ sy de =
On a donc bien f€ L.

Démonstration du théoréme 6. — Les propriétés classiques du produit de
composition montrent immédiatement que L' NL*, muni du produit scalaire
de L2, du produit de composition et de I'involution considérée, est une algébre
unitaire. Soit H I'espace d’Ambrose défini par cette algebre unitaire. Nous avons
a montrer (ue la multiplication sur H (notée f, ¢ — fg) coincide (tant au point
de vue de 'ensemble de définition qu’au point de vue de la valeur du produit)
avec la multiplication naturelle considérée.

Remarquons tout d’abord que si feL'NL* et g€L?, fg estdéfini, fx g€ L*
et fg= f% g, 'égalité étant vraie pour g€L,NL, et les deux membres étant
continus par rapport 4 ¢ : le premier membre d’aprés la définition de I'espace
d’Ambrose associé a une algéebre unitaire, le deuxiéme d’apres la relation

WS xsl=ifilallsl

Remarquons ensuite que pour /, g€L* et h€eL'NnL*, ona:
[ rxst@) B@ do= s, 0.

En effet, I'égalité a lieu pour f, g€L'NL* et les deux membres sont continus
par rapport au couple ( f, g) (le premier membre en raison de la continuité de
I'application f, g — f % g de L* >< L* dans L*).

La condition nécessaire et suffisante pour que fg soit défini est alors-que la

forme semilinéaire i - {g, f*h>, c’est-a-dire h — fj*g(a;) h(x) dx définie

pour A€ L' N L? soit continue (pour la topologie induite par L*), autrement dit
que fx g€L? (d’aprés le lemme 10). On a alors

{S& h>=Lg& fh> :ffj(g(w) h(z) dx

et, par suite, fg=f*g.

L’espace d’Ambrose L*(G) est donc I'espace d’Ambrose défini par 'algébre
unitaire L'NL>. L'x-algébre L étant une sous-x-algébre de L.'NL> dense
dans H est donc une algébre unitaire sous-jacente a L*(G).
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3. Produits tensoriels ().

Soit H et H, deux espaces préhilbertiens. Soit «, «'€H et ¢, v'€H,. Les
applications

(u, Wy —>uy, 0 >d, o> et (v., o) > Cuy oy, oy

sont respectivement bilinéaire et bisemilinéaire (*) dans H >< H,. Il existe donc
une forme sesquilinéaire et une seule, U, V), sur le produit tensoriel algé-
brique H@ H,, telle que ‘ :
Cu@e, @ ¢ >=u, ' > o, ¢ >

Cette forme sesquilinéaire est positive et (U, U> =0 entraine U=o0. Elle
définit donc sur I'espace vectoriel H @ H, une structure d’espace préhilbertien
appelée produit tensoriel des espaces préhilbertiens H et H, ou, en abrégé,
espace préhilbertien H@H, (*°). :

Etant donné deux espaces préhilbertiens H et H, et deux sous-espaces
vectoriels J¢ et ¢, de H et H,, il est aisé de vérifier que I'identification cano-
nique de I'espace vectoriel J€ ) ¢, avec un sous-espace vectoriel de I'espace
vectoriel H& H, est compatible avec les structures préhilbertiennes introduites
sur J¢Q ¢, et HQ H,. Donc I'espace préhilbertien J¢ & #¢, s’identifie & un
sous-espace vectoriel de I’espace préhilbertien H@ H, et il est facile de voir
que si ¢ et 3, sont respectivement denses dans H et H,, il en est de méme
de 8¢ R d¢, dans HQ H,.

Si H et H, sont deux espaces hilbertiens, nous noterons H® H, le complété
de I'espace préhilbertien H@ H,, c’est-a-dire 'espace hilbertien produit
tensoriel des espaces hilbertiens H et H,.

St A et B sont deux opérateurs continus opérant dans deux espaces préhil-
bertiens H et H;, AQ® B (qui opére dans ’espace préhilbertien H@ H,) est
continu. Si H et H, sont hilbertiens, A ® B se prolonge donc 2 H H,. Nous
noterons A ) B ce prolongement.

Les applications A > A1 et B— 1 @ Bsontdes isbmorphismes d’x-algebres
faiblement fermées d’opérateurs et sont donc ultrafortement continues (**).

(3) Pour les définitions et notations utilisées dans ce paragraphe, cf. [2], chapitre 1.
(?) La considération de I’espace « conjugué » V d’un espace vectoriel complexe V [V a méme loi

de groupe que V, mais les scalaires y opérent suivant 'application (%, z)—>Az de C < V sur V]
permet de ramener la considération des applications semilinéaires a celles d’applications linéaires el,
par suite, d’appliquer les méthodes habituelles en matiére de produits tensoriels.

(1°) Toute indication de structure devant un symbole A @ B implique que des structures homo-
logues sont considérées sur A et B. Cetle indication pourra étre sous-entendue tant que les structures
considérées sur A et B restent inchangées.

(1) Cf. (6], th. 3, cor. 2. On trouvera du reste une démonstration particuliére au cas présent
dans [12].
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Comme on a A®B=(A®1)(1&QB). lapplication bilinéaire (A, B) » AR B
est séparément ultrafortement continue. :

Propositiox 3. — Soit A et A, deux x-algebres. 1l existe sur 'algébre AR A,,
une involution U — U* définie par

. " ,
U*:E uf Q u;” pour U :) ;@ ;.
i

1

Démonstration. — L’application a définir n’est autre que le produit tensoriel
des involutions sur A et A,, ce qui assure son existence. On a visiblement
U**=1U pour tout U=A® A,. Pour

U :2 wQ u; el \Y% ::Z 0 & ¢
J s

on a
i * T\ 4 Ik N * * ! % ’ * T
(UV) ::E(uivj) & (wivy) ZZ"/ w; @ v uy=V*U".
ij i

L’application U — U* est donc bien une involution sur 'algebre AQ A,.

DermviTioN 6. — Etant donné deux %-algébres A et A,, U'algébre A Q@ A, munie
de Uinvolution définie par la proposition 3 est appelée produit tensoriel des
*-algébres A et A, (ou en abrégé x-algébre AQ A,).

Proposition 4. — Soit A et A, deux algébres unitaires. L'k-algébre A @ A,
munte de la structure d’espace préhilbertien A Q) A, est une algébre unitaire.

Démonstration. — Pour U::Zu;@ u etV :2(}}@ ¢,,ona:
, - -
U, Vo= 07>ty vy = vy i > o)y > =V U
inj i
Ceci démontre (AU 1). On a, d’autre part, pour W::E W W,
k

{UV, W >:Z< w; )y >  wpwh, Wi >

i, k
=W <o Wiy ojy wit D> ==V, UW .
i, k

Ceci démontre (AU 2).

Soit u€ A, v’ €A;, UEARA, et l, I, L, les opérateurs de multiplication a
gauche par u, v’ et U dans A, A, et AQA,. On a l,g,=1,Q L, et, par suite,
lugw est continu. Il en sera de méme de /;, ce qui démontre (AU 3).

Pour démontrer (AU 4), considérons les espaces hilbertiens H, H, et H ® H,
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complétés des espaces préhilbertiens A, A, et’A(X)Ai. Soit L,, L., L, les
prolongements continus de /,, /., [y a H, H,, H® H,. Ona

Lu®u' == Lu® Lu,/ - (L,,,® 1 > ( 1 ® Lu/>.

Les opérateurs unités dans H et H, sont respectivement adhérents & "ensemble
des opérateurs L, et L. L’application bilinéaire (L,, L, ) - L,® L, étant sépa-
rément ultrafortement continue, I'opérateur unité dans H& H, est ultrafor-
tement adhérent 4 I’ensemble des opérateurs L,g., ce qui démontre (AU 4).

DeriNtioN 7. — Soit A et A, deux algebres unitaires. L'k-algébre AR A, munie
de la structure d’espace préhilbertiecn A Q) A, est appelée produit tensoriel des
algebres unitaires A et A, (ou en abrégé algébre unitaire AQ A,).

Propositiox 5. — Soit H et H, deux espaces d’ Ambrose et A, A, deux algebres
unitaires sous-jacentes a H et H,. L'espace d’ Ambrose défini par I’ algébre unitaire
A A, est indépendant de A et A,.

Démonstration. — Soit B et B, les algébres des ¢léments bornés de H et H,.
L’algebre unitaire A @ A, est une sous-algébre unitaire de I’algébre unitaire
B B,, dense dans B® B,. Les espaces d’Ambrose définis par ARQ A,
et B(® B, sont donc identiques (cor. 2 du théoréeme 5).

Dzrinirion 8. — On appelle produit tensoriel de deux espaces d’ Ambrose H et H,

(ou en abrégé espace d’Ambrose 0 ® H,) lespace d’ Ambrose défini pul le produrt
tensoriel de deux algébres unitaires sous-jacentes a H et H,.

Remarque. — Si B et B, sont les algébres unitaires des éléments bornés de H
et H,, BQ B, n’est en général pas I'algébre unitaire des éléments bornés

de HQH,.

Prorositiox 6. — Soit G et G, deux groupes localement compacts unimodulaires.
L'espace d’ Ambrose défini par G >< G, est le produit tensoriel des espaces d’ Ambrose
définis par G et G,.

Démonstration. — Notons dy la mesure de Haar sur G, dy’ la mesure de Haar
sur G,, dY =dy dy’' lamesure de Haar sur G ><G,. L’espace hilbertien L*(G><G,)
s’identifie d’'une maniére canonique bien connue au produit tensoriel des
espaces hilbertiens L2(G) et L2(G,). Nous avons simplement & vérifier que sur
’algebre unitaire L(G)@ L(G,) qui est dense dans L*(G >< G,), I'involution
F - F* vérifie F*(X)=F(X") et que la multiplication est le produit de compo-
sition. Or pour tout

F(X)= file)fi ()  [fi€L(G), fi €L(G\), X=(a, 2')),
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on a

F(X) = 3 il ) i (1) = F(X)
et si G(a) =2 g,(x)g;(a’)
/
FG(X) =¥ | fik g (@) (fi k& ()]

i,j . X .

=2 f/}()')gf()"‘w)rb"f Jir) & (=1 at) dy!
ij

=X [5G s g v dy
isj

:fF(Y)G(Y’*"X)(IY::IT*G(X) 1Y == (5, »)].

. Centre d’un espace d’Ambrose.

Dirmnition ). — Un espace d’Ambrose N est dit commutatif s'il existe une
algeébre unitaire A commutative sous-jacente a H.

Dans ce cas, on a L,=R, pour u€A, donc [,=r, pour z€H et, par suite,
L.=R,. Si le produit zy est défini, il en est de méme du produit yx et 'on a
yx=2xy. On a naturellement R = L. Toute algébre unitaire sous-jacente 2 H
est alors commutative.

Drrinition 10. — On appelle centre d’un espace d’Ambrose W et Uon note H,
U’ensemble des éléments x € H vérifiany Uune des propriéiés suicantes équivalentes :

(1) @a=uax pour tout € B;
() Lo=r;
(i) L, =R..

Le centre H, est un sous-espace linéaire fermé [d’aprés la condition (i)]
stable pour I'involution [d’apreés la condition (iii)].

Remarque 10. — Si erh’ on a L.y L%, En effet, on a L,nL et L.7R.
Comme L, est fermé, ceci entraine L, L.

Notation. — Nous noterons P le projecteur sur I, et poserons Pa = 2% pour
tout x € H.

Proposirion 7. — Tout u€H? est élément-trace pour L ( et pour R).

Démonstration. — On a, en effet, pour a, beB :

{Lalpuy, wy=<abu, u>=-_bu, a*u>=7_ub, ua*>
= uba, uy=_bau, uy = {LyLaou, u).
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Lemme 11. — Soit H, un idéal bilatére (**) de H. On a
(Hj)b: th\HI.
Démonstration. — On a visiblement (Hi)hDthﬂl. Soit we(Hl)h. On a
ra=ax pour c€BN H,. Soit P, le projecteur sur H,. Pour v€ B, on a
za—=L,Pia=R,Piu=R.a=ux.
Par suite, re€ Hh‘
CoroLLARE 1. — Ona PE€L - R.

CoroLraRe 2. — St H, et H, sont deux idéaux bilatéres orthogonaux compli-
mentaires de H, on a

Hy = (H,), @ (Ha),.

Notation. — Soit H,=L(H,) =R(H,) et H;=HOH,. Les sous-espaces H,
et H; sont deux idéaux bhilateres orthogonaux complémentaires de H et I'on

Lemme 12, — Sta€eB, on a PL,P =1L hP°

Démonstration. — Le premier membre étant borné et le second fermé, il
suffit de démontrer que PL,Pb=L ,Pb pourb€B. Oron a:

PL,Pb=PRpa=Bp;Pa—= Rppafi= L LPb.
Lemve 13. — Sia€B, on a a®e€B.

Démonstration. — Si a€B, L ,P est borné d’aprés le lemme 12. Autrement
dit, lopérateur induit par L , sur H, est borné. Par suite, L . est borné sur H,

et comme L , est nul sur H;, L , est horné. Par suite, ¢* € B.

CoroLrame. — Le sous-espace BN H, est dense dans H,.
Prorosimion 8. — Le centre H, est un espace & Ambrose commutatif.
Démonstration. — Remarquons tout d’abord que H, est stable par tout opé- -

rateur R, pour z €H, puisque R.7 L% Par suite, si «, y €H, et si zy est défini,
on a zy €H,. Il existe donc sur H, une multiplication partiellement définie. Il
existe de plus sur H, une involution puisque H, est stable pour I'involution.

('2) Nous appellerons (conformément a la terminologie d’Ambrose) idéal bilatére d'un espace

@’Ambrose H, tout sous-espace HmLh muni de la structure d’espace d’Ambrose induite par H
gur ;. Cette définition se justifie par le lait que II, est stable par I'involution et par la multiplication
a gauche et a droite par un élément borné quelconque.
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L’ensemble BNH, est une sous-algébre de B. Montrons que c’est une algébre
unitaire. Seul (AU 4) n’est pas immédiat 2 démontrer. Soit M ’adhérence faible
de ensemble des opérateurs L, pour ué BN H, et E le plus grand projecteur
de M. On a E€L®. Pour tout ueBth, on a EL, =L, c¢’est-a-dire :

Lyw=—L,, d’out Eu=—=u.
Soit x € l, tel que (@, uv =0 pour u, v€ BNH,. Ceci s’écrit {x, L,v)=o.

Comme E est faiblement adhérent 2 I’ensemble des opérateurs L,, ceci entraine
{x, Bv>=o0, c’est-a-dire {x, v> =0 et, par suite, x = 0. Donc BNH, estune

algebre unitaire sous—Jacente a H,. Soit L.etR, les opérateurs de multiplication
par « dans H, pour x€H,. L'opérateur L. n’est autre que l'opérateur induit
par L, sur Hh Par suite, pour tout aeBth, R,, est borné et partout défini. De

plus on a L _LL, pour tout z€H,. Par suite (lemme 9), H, est un espace
d’Ambrose et Bth étant commutative, Hh est commutatif.

Proposition 9. — (i) Sta, y€Het st xy et ya sont (/efmls ona (xy)=(yx)%
(il) SixeH, on a(x*)'=(2%)";
(iil) Si z€ W et y €H, on a (xy) = zy".

Démonstration. — Pour démontrer (i), considérons z€B. On a :
Uy, s>=Cay, )=y, @)=y, 2 ) = o, F>=(ya), 5D
Pour démontrer (ii), considérons y€H,. On a :
(@), yo=at, y =y a>=p" 2 )= (%), )
Pour démontrer ( m) considérons s€H,NB. On a :
a5y =y, sy =y s> = o 2t > = =

Lemye 14. — Le sous-espace HO H, est engendré par les éléments uy — vu pour
u, v€A, A élant une algébre unitaire sous-jacente a H.

Démonstration. — Pour u, v € A, on a (ur)’ = (vu)’ et, par suite, (u¢ — ou)i= o,
c'est-d-dire uv —vu€HOH,. Inversement, soit x orthogonal aux éléments
Cuw—veu pour u,v€A. On a alors Juv,x>=<ou, x>, c’est-a-dire
(o, ut )= v, 2u*> oul,=r,, ou enfin x€H,.

Provosition 10. — Les sous-espaces H, et H; sont respectivement fini et propre-
ment infini pour L el R.

Démonstration. — 11 faut montrer que si H=H,, L et R sont de classe finie
et, d’autre part, que si H=H,, aucun sous-espace 7, LY n’est fini pour L ou R,
autrement dit que si L ou R est de classe finie, Hh n’est pas réduit 4 o.
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Supposons donc H=H;,. Le sous-espace H, est séparateur pour L. C’est du
reste un sous-espace simple, car I'x-algébre faiblement fermée induite par L
sur H, est I'x-algébre faiblement fermée engendrée par les opérateurs de multi-
plication dans H,. Or H, étant un espace d’Ambrose commutatif, cette %-algébre
coincide avec son algébre commutante. D’autre part, H, est un sous-espace-
trace d’aprés la proposition 7. Donc H, est un sous-espace-; pour L et L est de
classe finie.

Supposons maintenant L de classe finie. Nous devons montrer que le centre H,
n’est pas réduit & o. Soitl I'idéal bilatére de L formé des éléments L, poura € B.
Comme L est de classe finie, tout idéal bilatere de L contient un opérateur du
centre de L. Il existe donc u tel que L, €L" et I'on a veHl,.

DeriNirion 11. — Un espace d’ Ambrose W est dit de classe finie st L et R sont de
classe finie.

Remarque 11. — La proposition précédente montre que la condition néces-
saire et suffisante pour que H soit de classe finie est que H, soit un sous-espace
générateur pour L et pour R ou encore que H, soit un sous-espace séparateur
pour L%, Le centre H, est alors un sous-espace-; pour L et pour R. L’inva-
riant C(y ) est égal a 1 (**). Si 'on considére’isomorphisme A -~ A’ de L surR
défini a aide du sous-espace-s H, parla relation Az = A’ pour tout x € H, (**),
onaici (L, =R..

Prorosition 11. — Soit U un espace d’ Ambrose de classe finie. Pour tout a € A,
onali=L » '
«

Démonstration. — Ceci découle immédiatement du lemme 12 puisque H, est
un sous-espace-j pour L.

Dirinimion 12. — Un élément e est dit élément unité d’un espace d’Ambrose st
l’on a ca = ae = a pour tout a € B.

On a alors L,=R,=1 et, par suite, e€B. De L,=L,. on déduit e=¢*. On
a, d’autre part, c€H,.

ProrositioN 12. — Tout espace d’Ambrose possédant un élément unité est de
classe finte. Le centre Hh est alors le sous-espace Lh(e).

Démonstration. — L’élément ¢ est élément-trace séparateur pour L, donc L
est de classe finie. De plus e est élément séparateur pour L¥. Le sous-
espace L%(¢) est donc séparateur pour L%. Comme on a visiblement Lk‘(e)c:Hk1
et que H, est simple pour L% on en déduit que H, = Li(e).

(13) On en déduit que C(y ) =1 pour un espace d’Ambrose quelconque du fait que C(y) =1 pour
11 = H;, L et R étant alors algébriquement isomorphes.
(1+) Cf. [14], chap. I, th. 1.

Ann. Ec. Norm., (3), LXX. — Fasc. 4 51
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Remarque 12. — La condition nécessaire et suffisante pour qu’un espace
d’Ambrose de classe finie posséde un élément unité est que H, en posséde un.
En effet, si e est un élément unité de H,, ona Li=1 et, par suite,

L.= Lcﬁ: LE: 1.

Prorosirion 13. — Soit H un espace d’ Ambrose de classe finie. Tout idéal bila-
tére H, de H contient un vdéal bilatere H, a élément unité.

Démonstration. — Il suffit de considérer le cas ou H=H,. Soit | 'idéal de L
formé des opérateurs L, pour a € B. Il suffit de considérer le éous—espace final
d’un projecteur E, £ 0, €l NL" (cet idéal de L étant différent de o, puisque L
est de classe finie).

Si nous appelons irréductible un espace d’Ambrose tel que L ou R soit un
facteur, c¢’est-a-dire ne contenant aucun idéal bilatére autre que o ou lui-méme,
nous pouvons énoncer le corollaire suivant :

CoROLLAIRE. — La condition nécessaire et suffisante pour qu’un espace d’ Ambrose
irréductible soit de classe finie est qu’tl posséde un élément unité.

Pour terminer, rappelons que pour 'exemple du paragraphe 2, on a les
résultats suivants [7]. Les éléments centraux de L*(G) sont les fonctions
centrales de carré intégrable. La condition nécessaire et suffisante pour
que L*(G) soit de classe finie, est qu’il existe sur un systéme fondamental de
voisinages de 'unité invariants par les automorphismes intérieurs de G. La
condition nécessaire et suffisante pour que L*(G) ait un élément unité est que G
soit discret.
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