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ALGÈBRES UNITAIRES ET ESPACES D'AMBROSE
PAR R. PALLIJ DE LA BARRIÈRE.

Introduction.

Le présent travail répond à différentes préoccupations :

A. Montrer tes rapports entre la théorie des « L2 System »deW. Ambrose [1](1)
et celle des algèbres uni ta i res de R. Godement et Nakano [8] et [11].

B. Montrer que les axiomes des « L2 System » sont surabondants et donner
des axiomes indépendants dont les axiomes de W. Ambrose non conservés se
déduisent. Il y a ainsi identité entre « L2 System » et « espaces d'Ambrose ».

C. Profiter des notions introduites en vue de l'étude précédente pour donner
des démonstrations simplifiées de certains résultats connus tels que le théorème
de commutation (th. 2).

D. Montrer que dans le cas de l'espace d'Ambrose défini sur l'espace des
fonctions de carré intégrable sur un groupe localement compact unimodula i re
par Finvolution f->f*[fic(^)=f(x-i)] et le produit de composition, la
définition abstraite et opérationnelle de l'espace d'Ambrose coïncide avec la
définition naturelle (th. 6).

E. Donner quelques compléments relatifs aux produits tensoriels d'algèbres
unitaires et d'espaces d'Ambrose (§ 3 ).

F. Donner dans le cas général une rapide discussion des propriétés centrales
des espaces d'Ambrose permettant une classification (§4). Cette étude est
directement inspirée du cas particulier traité dans [7].

La lecture de ce Mémoire ne suppose pas celle préalable des Mémoires de
W. Ambrose, R. Godement et Nakano sur le sujet, mais par contre la connais-
sance des résultats fondamentaux sur les algèbres d'opérateurs dans les
espaces hilbertiens; en part iculier ceux relatifs à leur classification. Les
notations sont conformes à celles de [14].

(1) Les nombres entre crochets renvoient à la bibliographie.
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La démonstration de l 'un de nos résultats a été publiée dans une précédente
Note [i5]. On trouvera ici une démonstration sensiblement simplifiée grâce
aux judicieuses remarques de J. Dixmier dont les conseils nous ont permis
par ai l leurs d'importantes améliorations dans l'exposé de nos résultats.

1. Définitions et propriétés générales.

^ DÉFINITION 1. — Une algèbre unitaire est une iç-algèbre A munie d'une structure
d'espace préhilbertien au moyen d'un produit scalaire </ / , ^> et vérifiant les
axiomes suivants :

(AU1) <>, Q==<V, /^>;
( A U 2 ) <^, ^>=<^ /^> ;
(AU 3) Pour tout uç A l'opérateur ^ --> vu est continu pour la ïopologie forte

définie par la structure préhilber tienne :
(AU 4) Les éléments de la forme uv sont denses dans A.

Remarque 1. — Étant donné une algèbre un i t a i r e A, la relation w=(^)*
montre que l'opérateur v -> uv est pour tout uçA un opérateur borné pour la
topologie forte. On a, diantre part , pour u, v, wçA :

< uv, w > =: < w\ ^ ̂  > == < vw\ ^ > m < u, w^ >

et par suite la relation :
< //4', w 'y -==. ̂  u, wv^ y.

Ces deux remarques rétablissent la symétrie entre les propriétés de la multipli-
cation à gauche et de la multiplication à droite dans les algèbres unitaires.

Donnons maintenant quelques définit ions et notations nécessaires à l 'intro-
duction de la notion d'espace d'Ambrose.

Étant donné un espace hilbertien H, nous appellerons multiplication partiel-
lement définie sur H, toute application d'une partie de H x H dans H notée
(^ j) -> ̂ J. Pour tout xç. H, nous noterons L, et R,, les applications partielles
y -> xy etj ->yx. Aucune hypothèse même de linéarité n'est faite a priori sur
ces applications.

DÉFINITION 2. — Étant donné un espace hilbertien H muni d'une involution
x -> x" et d'une multiplication partiellement définie (x, j) — xy, on appelle
algèbre unitaire sous-jacente à H, tout sous-espace vectoriel A, dense dans H tel
que l'iwolution, la multiplication et la structure hilbertienne de H induisent sur A
une structure d'algèbre unitaire (ceci suppose en particulier que-A soit stable pour
l'iwolution et que le produit de deux éléments de A soit toujours défini et soit
élément de A),



ALGEBRES UNITAIRES ET ESPACES D^AMBROSE. 383

Remarque 2. — Si A est une algèbre unitaire sous-jacente à H, la restriction
de R« (et de Lu) à A est pour ?/€=A un opérateur linéaire et cont inu.

DÉFINITION 3. — Étant donné un espace hilbertien H possédant une iwolution et
une multiplication partiellement définie^ une algèbre unitaire A 5 sous-jacente à H
sera dite régulière si :

( i ) \\a est continu et partout défini pour u € A (L) ) ;
(ii) Si l^ est la restriction de Ly à A, on a pour tout xç. H, L,, = /^.

DÉFINITION 4. — Un espace hilbertien H possédant une iwolution et une multipli-
cation partiellement définie est dit espace (f Ambrose s^il vérifie l } axiome suivant :

(EA) // existe une algèbre unitaire sous-jacente à H et régulière.

Par la su i t e H é tan t un espace d'Ambrose, nous désignerons toujours par A
u n e algèbre uni ta ire sous-jacente à H et régulière. Nous montrerons plus tard
que toute algèbre unitaire sous-jacente à H est régulière.

Remarque 3. — D'après les définitions, L.p est pour loutre H un opérateur
linéaire fermé dont l 'ensemble de définition est dense dans H. Pour tout uçA,
l'opérateur la est borné (rem. 1). Il en est de même de L,, qu i est donc le plus
petit prolongement fermé de /„. L'opérateur L^ est également borné (comme
//*€=A.) On a alors

L^ :==: ( 1^1,) zr: l^ ==: L^*.

On démontrera plus loin que pour tout .reH, on a L^= L,..

Remarque 4. — Le produit xy est toujours défini si l 'un des facteurs est
élément de A.

LEMME l . — On a les égalités suivantes :

( i ) / ux^ y ^> == ^ x. u* r ^> ); ) - ( ) ' - / pour ^ jeH et uçA;
(n) < xu, y > := < x, y'u > )
( i n ) <^xu, (1 >--=--< u, x\>Y l

. . pour xç.Y\ et u, ^çA;
( i v ) ^ux, ^ > = = : < u, vx > )
( v ) (u^Y --= ^u* pour xç.\\ et uçA;

( vi ) <^ x^ r* u y == •( r, LIX^ ') pour x^ y ç H et u ç A.

Démonstration. — La première égalité découle de la relation L^=L^ pour
/ /€A. Pour la deuxième, on remarquera que les deux membres sont continus
par rapport à x et y et que l'égalité est vérifiée pour x, y€A. La troisième
égalité découle de la relation l^Cl^' Pour la quatrième et la cinquième, on

( 2 ) Ceci entraîne A cD^. pour tout , reH.
Ann. Éc. Norm^ (3), LXX. — FASC. 4.
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remarquera que lés deux membres sont continus par rapport à x et que l'égalité
est vérifiée pour xçA. Enfin on vérifiera tout d'abord l'égalité (vi) pour
.r,y€A, ce qui donne

^x, y^u^-^^yx, u^-=-\y, a x ^ " )

et l'on remarquera que les deux membres sont continus par rapport à x et y.

Notation. — Pour tout xçH, nous noterons /\. la restriction de R,; à A.

PROPOSITION 1. — Pour tout xç. H, on a Ry== 7^..

Démonstration. — La relation y€D^ est équivalente à ^eD^ =D^, c'est-
à-dire à « (^x, j^> est pour //eA, une forme semi-linéaire continue en // » ou
bien d'après la relation (vi) du lemme 1 à « <y, ux^y est pour ^eA une forme
semi-linéaire c o n t i n u e en u », c'est-à-dire àreD,.^. On a donc D^ ==D,< Soit
alors y €D/> On ^\\^y=LyX=l\.x, c'est-à-dire pour tout uç A :

<R^j, </. )>==<^,r^>.

D'autre part :
< r.^y, M. > == < y , r^ u ) ̂  ̂  j, ?/^* )>.

La relation (vi) du lemme 1 entraîne alors que

r^y = R,r.

COROLLAIRE. — Vopérateur R.,. est pour tout xç. H , linéaire ferme et son ensemble
de définition est partout dense.

Remarque 5. — Les propriétés démontrées ont rétabli la symétrie entre la
propriété de la multiplication à gauche et de la mul t ip l i ca t ion à droite dans les
espaces d'Ambrose. L'absence de symétrie dans les axiomes est dû au souci
d'utiliser des axiomes indépendants. En réalité sur les exemples les axiomes
se vérifient aussi bien sur l 'une ou. l'autre des multiplications. Nous démon-
trerons plus tard des propriétés dont la vérification directe serait au contraire
laborieuse.

Par la suite toute propriété sur la multiplication à gauche se transposera
immédiatement à la mul t ip l ica t ion à droite et nous ne ferons les démonstrations
que dans le premier cas.

LEMME 2. — Pour tout x ç H on a R., = SL,. S {et L, = SR,. S ), S étant Viwolu-
tiojz sur H.

Démonstration. — La relation jeD^== D,.̂  est équivalente à
(( o'?r.^u y ̂  o'. ̂  > = <^ .ru", j* y

est une forme semi- l inéaire con t inue par rapport à ;/ pour uçA », c'est-à-dire
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à « ^xu,y^'y est pour uçA une forme linéaire continue par rapport à u »,
c'est-à-dire àj*eD^.==Di ^. Les deux opérateurs R.^ et SL^S ont donc même
ensemble de déf in i t ion . Soit alors yeD^. On a pour tout uçA :

< R.,,r, U > == < W, ^ > == < Y, U^ > rr= < A-^, J* >

== < u\ x^y^ > == < ( .^r* )', u > ̂  < SL,. S y, u >
et par suite :

R,j^SL.^Sr.

COROLLAIRE. — AÏ xy est définie y^x^ est défini et Ton a (^y)*===j*^.

Supposons que L.z. soit continu. Il en est de même de lyc et, par suite, de
L^=^. et de R,c. Inversement si R^ est continu, il en est de même de L.y. Cette
remarque conduit à la définition suivante :

DÉFINITION 5. — Un élément aç H est dit borné si La ou R,/ est continu.
Comme Lv est fermé, on peut encore dire qu'un élément a est borné si et

seulement si La (ou \\a) est partout défini.

THÉORÈME 1 . — ^ensemble B des éléments bornés est une algèbre unitaire sous-
jacente à H.

Démonstration. — Le produit xy étant linéaire en x et y, B est un sous-
espace vectoriel de H. On a ACB. Par suite, B est dense dans H. La relation
R,.= SL^S montre que B est stable pour Finvolution. Si açB, La est partout
déf in i . Le produit de deux éléments de B est ainsi toujours défini . On démontre
alors la relation

a( bc) == (ab)c pour a, b, cçB

en remarquant que la relation est vérifiée pour a, b, ce A et que les deux
membres sont continus par rapport à chaque variable. Cette relation entraîne
que le produit de deux éléments de B est un élément de B et que la mult ipl i-
cation dans B est associative. Les autres axiomes des *-algèbres

( a 4- b ) c = ac -\- bc, a ( b -t- c ) =r ab 4- ac,
(<y.a)b == y.{ab) ==. a ( a b ) (pour a complexe) et (aby=z b*a*

se démontrent en remarquant que les deux membres sont toujours séparément
continus par rapport aux variables qui y figurent et que les relations sont
vérifiées pour a^ &, c€A. L'ensemble B est donc une -^-algèbre. Muni du
produit scalaire défini par H, B est une algèbre uni ta i re . L'axiome (AU 2),
c'est-à-dire la relation <^ab, c^=^b, a^c^ se démontre en remarquant que
l'égalité est valable pour a, b, cçA et que les deux membres sont séparément
continus par rapport à a, b, c. Les axiomes (AU!) et (AU 3) sont vérifiés
t r iv ia lement et (AU 4) découle de l ' inclusion ACB.
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LEMME 3. — Si xç. H et si xu = o pour tout u ç A, on a x == o.

Démonstration. — Soit x tel que xu = o pour ?/€A. On aura pour u, ce A :
<^.z-^, ^)>==<^^, ^*^>==o.

Les éléments cz/ étant denses dans H, on a x= o.

Notation. — Nous désignerons par L et R les -^-algèbres fa iblement fermées
(avec unité) engendrées par les opérateurs L« et R,, pour z /eA et par I/ et R^
les *-algèbres commutantes.

LEMME 4. — Les iç-algèbres L et R ̂ /^ respectivement les adhérences faibles de
V ensemble des opérateurs L,, ̂  ûfe V ensemble des opérateurs }{,,pour uçA.

Démonstration, — L'adhérence faible de l'ensemble des opérateurs L^ étant
une ^-algèbre, i l suffit de démontrer que son plus grand projecteur E est égal
à i. Soit Jll le sous-espace final de E. Pour tout uçAet tout œçïl on a
L^çJYi. En particulier, on a we^îl pour //, ce A. Ceci entraine cTH=H en
raison de (AU 4). On a donc E = i.

Remarquer, — L'axiome (AU 4) est essentiel pour l 'exactitude du lemme 4
et, par suite, du théorème 2. Inversement l'axiome (AU 4) des algèbres un i -
taires peut souvent se vérifier plus facilement après complétion de l'espace.
Supposons, par exemple, qu'une Ir-algèbre soit munie d 'une structure
d'espace préhilbertien à l 'aide d'un produit scalaire vérif iant les axiomes
(AU1) , (AU 2) et (AU 3) des algèbres unitaires. Sur l'espace complété H on
peut définir l'opérateur R,, l inéaire partout défini et cont inu tel que R^c==c/ /
pour ce A. Si i est faiblement adhérent à l'ensemble des opérateurs R,,, on
peut affirmer que l'axiome (AU 4) est vérifié, c'est-à-dire que A est une algèbre
unitaire. Soit, en effet, reH tel que <^ , ï / c>==o. Ceci peut s'écrire
<R,,rr, ^>=o pour tout //, ce A. L'opérateur i étant faiblement adhérent à
l 'ensemble des opérateurs Rp, ceci ent ra îne <\r, ? / )==o et, par suite, ^=o.

LEMME 5. — Pour tout TeR' et tout aç B, on a T^eB et TL,/= L^ ( et pour
^TeL',TR,=R^).

Démonstration, — Soit TeR^ ^CB et / /eA. On a :
TLaU ̂  TR^a '— K/<T a •=-=- L-i^ u.

L'opérateur TL,, étant borné, il en est de même de /^, donc de L^ (Tu est donc
borné) et l'on a (L^ étant fermé) : TL,/= L^ .

LEMME 6. — Pô ur tout a € B, on a L^ € L et Ka € R.

Démonstration. — iNous devons montrer que si TeL7 , T permute à L,/ pour
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<7€B, c'est-à-dire qu'on a TL,6=L/r& pour a, hçB. L'égalité est vérifiée
pour açA et 6€B. Or les relations

TL^=:TR&a et L^b=\\^a

mont ren t Cï b étant borné) que les deux membres sont cont inus par rapport
à a. L'égalité est donc vérifiée pour açB.

Remarque 1. — Le lernme montre que L et R peuvent être considérées comme
les adhérences faibles de l 'ensemble des opérateurs La et R^ pour a^B et que,
par suite, L et R sont indépendants de A.

THÉORÈME ï (3 ). — On a L == R' {et R = L7 ).

Démonstration. — On a na ture l lement L C R / ( 4 ) . Soit TeR e t® l'application
A — T A définie pour tout opérateur A borné. On a ®(L^)€L pour tout açB
(d'après le lemme 5) et, par suite, % étant faiblement continue et L fa ib lement
fermée,

% ( i ) = = T e L .

Remarque 8. — Les relations

R^==SL^S et L^==SR^S pour açB

montrent par un passage à la limite évident que SLS = R.

LEMME 7. — Pour tout ivç H, on a L.fY] L et R^T) R.

Démonstration. — Montrons tout d'abord que^R^DR^.r- pour / /€A. On a,
en effet, pour tout ^€ D/,.== A :

R,^=: (^eA^D^, /^R/^==: l^(^u) z=zx^u) et R/(/Z.P == (^v) ̂  == x{vu)

L'opérateur ^.*, prolongement fermé m i n i m u m de /^ permute également aux
opérateurs ï\u pour ^eA. Étant fermé, il permute donc à tout opérateur appar-
tenant à l'adhérence faible de l'ensemble des opérateurs R/^, c'est-à-dire à tout
opérateur deR*. Onad/ )nc CT]L. Pour tou t^eH, onaL,.==/^= (CY- Comme
Z^*YjL, on a L^yjL.

Remarquer. — En général, on n'a pas /.rT)L, A n'étant pas nécessairement
stable par R.

LEMME 8. — Pour tout AçL et tout ^€H, on a AL^-CL^ {et pour tout A € R ,
AR,cR.,).

( 3) Ce théorème démontré par F. J. Murray et J. von Neumann dans certains cas particuliers [10]
a été généralisé par Segal [16], Takenouchi [17] etGodement [7].

( 4 ) Cette relation traduit Passociativité de la multiplication dans A.
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Démonstration. — SoitjêDj^. On a

ALy r r= ARy.3? == R^ A a? == L^y.

THÉORÈME 3. — Pour tout xç. H, ̂  ̂  L; == L^ (et R^.= R^).

Démonstration. — Pour tout .reH, posons L;,.=C=4. On a L1.CL, et
-I^^-L.^. Nous devons donc démontrer que L,,= 4. pour tout xç. H. Remarquons
tout d'abord que pour AeL, la relation AL.^cL^. donne en prenant les restric-
tions des deux membres à A : A4.= /^.. On a donc

LA.r ̂  l\.v =1 A lx =-= AL^. ( t ) ).

D'autre part, L;,^L. Posons L^VA, avec VeL,, et ArjL, A=A^o. On a
alors

A = V'L,.^= VU:,.=: Lv*.,.̂  o.

Or Lv..,= Lv:.,= L v^.. Par suite (c)

V*^=: ( V*^)* et Lv-,r--= Ly .̂.
On peut donc écrire

A ̂  Ly*.^ == Lv .̂ 3 V*L^,

ce qui entraine D, DD^, c'est-à-dire DiOD^. On a donc bien L',== L,,.

COROLLAIRE. — ^?/r tout xç^ H, o/î ^ L.^.== /7 (^ tL= .̂7 ).

THÉORÈME 4. — Étant donné une algèbre unitaire A, on peut déjinir sur V espace
complété H une structure d'espace et Amhrose notée H (A) et une seule telle que A
soit une algèbre unitaire sous-jacente à H et régulière.

Pour uçA, R^ est donc continu^ partout défini et tel que R,^= m pour ^çA.
Si Von pose, pour xç. H, l^u = R,̂  pour tout / /€A, L.̂ . <0^ caractérisé par F une
des propretés suivantes équivalentes :

( i ) Lx.=^,
(") L,,=:/r.

Démonstration. — Pour tout ^€A, on a [[ ̂ [| == [ | / / [ ] . L ' involut ion u -> u'
sur A se prolonge donc d 'une façon unique en une involution x -> x^ sur H.
Soit uç: A. L'opérateur /^ défini pour tout PÇA par r^===. vu étant continu, se
prolonge d'une façon unique en un opérateur R(, continu et partout défini
sur H. En raison de la propriété (i) de la définition 3, R« est nécessairement

( s) Pour A borné et B quelconque, on a en effet

ABcABc(AB) ,
( 6 ) La relation Ly=-' L^ entraîne yu == zu pour M E A soit (y— z)u == o ou enfin y = z . -
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l 'opérateur de mul t ip l ica t ion à droite par //. La multiplication sur H sera déter-
minée par la donnée de L, ;pour tout .rçH. Soit l^ l 'opérateur u --> xu défini
pour ^çA. On doit avoir L.^D/.z et, d'autre part, diaprés la propriété ( i i ) de la
définit ion 3, L,.=/^. On doit donc prendre L ,== /^ , ce q u i est légitime sous
réserve que C*3^- Or cette relation s'écrit

pour tous u, ^€A et tout ^€H. Les deux membres de cette égalité é t an t
continus par rapport à x et l'égalité étant vérifiée pour XÇ.K, l'égalité est
vérifiée pour tout a?eH. On peut donc poser L^.==/^ et cette relation détermine
la structure d'espace d^Ambrose unique H(A) telle que A soit une algèbre
uni ta i re sous-jacente à H et régulière.

D'après le corollaire du théorème 3, il est équivalent de poser L,,.= l^.
Compte tenu du théorème 4, le théorème 3 peut s^énoncer sous une forme

ne faisant intervenir que les algèbres unitaires.

COROLLAIRE DES THÉORÈMES 3 ET 4. — Soit A une algèbre unitaire et II V espace
complété. Pour tout u € A, prolongeons les opérateurs c -> w et v -> vu en des
opérateurs continus partout définis sur H : L« et R«. Pour tout xçïî, posons
l^u = R«.r et r^u = \^nX pour u € A. On a (^ = /^ et r^ = ?^. En appelant L.̂  et
R,. ces deux opérateurs^ on a

U,-^L,,. et R;.=:R.̂ .

LEMME 9. — Soit H un espace hilbertiejz muni d\mc iwolution x -> x^ et d'une
multiplication partiellement définie. Soit A une algèbre unitaire sous-jacente à H.
Si les deux propriétés suivantes sont réalisées :

( i) Pour tout u € A, R,, est partout défini et continu;
( i i ) Pour tout x € H, on a L ̂  ==• L, *,

alors H est un espace d^Ambrose.

Démonstration. — Soit L la restriction de L, à A. On a l^u=L^u-==ï{,,x
pour î/eA. D'après le corollaire des théorèmes 3 et 4, on a donc /*,.* = l^ pour
tout .r€H. Or L,,, étant fermé, on a L,c3^.* et de même L^3/^, ce qui entraîne
en prenant les adjoints : L^Cl^, c'est-à-dire L.,cC*- On a donc L,=^.\ ce
qui démontre que H est l'espace d'Ambrose H(A).

PROPOSITION 2. — ^ensemble des algèbres unitaires sous-jacentes a H est iden-
tique à V ensemble des sous-iç-algèbres de B denses dans H.

Démonstration. — Soit A, une sous-^r-algèbre de B. Mnnie de la structure
préhilbertienne induite par celle de H, Ai vérifie visiblement les axiomes (AU 1),
(AU 2) et (AU 3). Pour démontrer (AU 4), considérons l'*-algèbre L, , adhé-
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rence faible de l 'ensemble des opérateurs U pour uçA^ Soit E le plus grand
projecteur de L,. On a pour tout uçA^ EL,/==L« et comme EeL» cette r e l a t ion
devient en vertu du lemme 5 : Eu = u. Si A. est dense dans H, on a E = i. Si

on a
' x, uv \-.-^<x, Lu v y =z o

pour tous u, ^€A| , on a alors (i étant faiblement adhérent à l 'ensemble des
opérateurs L,,) <( .^ ,^)=o et, par suite, x=o. Inversement toute algèbre
unitaire sous-jacente à H est visiblement contenue dans B et en est u n e sous-
*-algèbre.

THÉORÈME 5. — Soit H un espace (t Ambrose. Toute algèbre unitaire sous-jacente
à H est régulière.

Démonstration. — Soit A une algèbre uni taire sous-jacente à H, /,. la restric-
tion de L, à A. On a L,c'Dl.v et L^.= L.^.*. Par suite, d'après le lemme 9, H est
ident ique à Pespace d'Ambrose H(A). L'algèbre uni taire A est donc régulière.

COROLLAIRE 1 . — Étant do/me une algèbre unitaire A, il existe sur t espace
complété H une structure S espace (f Ambrose et une seule H (A) telle que A soit une
algèbre unitaire sous-jacente à H (A).

COROLLAIRE 2. — Soit A une algèbre unitaire et A, une sous-iç-algèbre de A,
dense dans A. V algèbre A, est une algèbre unitaire et les espaces S Ambrose H(A)
et H (Ai) définis par A et Ai sont identiques.

Démonstration. — Soit H(A) l'espace d'Ambrose défini par A. L'*-algèbre
Ai est une sous-*-algèbre de A, donc de l'algèbre unitaire des éléments bornés.
Par suite, Ai est une algèbre unitaire (prop. 2). On a, de plus,

H(A)^H(A, ) .

2. Un exemple.

Étant donné un ensemble localement compact Z muni d'une mesure de Radon,
nous aurons à considérer les espaces vectoriels suivants :

L, espace des fonctions continues complexes à support compact;
IA espace des fonctions complexes de p16^ puissance intégrable m u n i de

la norme

\f\\pJ^f\fW\pdx^',

L", espace des fonctions complexes mesurables et essentiellement bornées,
muni de la norme

l j / i | , = = vrai rnax.|/(» ;
,v € Z
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L^,, espace des fonct ions complexes continues telles que pour tout £ ^ > o
l'ensemble des éléments x pour lesquels | y (a;) ^c soit compact.

Soit G un groupe localement compact un imodula i re et dx la mesure de Haar
sur G; pour / , ^€L2 , on peut définir le produi t de composition ficg. On a

/*^)=//(j)^(j-'^<r et /*^€L,.

Par suite /*^€L" et l 'application (/,^)-^/*^ est c o n t i n u e de L2 x L2

dans L".
Il est possible d'une façon naturelle de définir partiellement une mul t ip l i -

cation sur L2 : le produit de yet g sera défini si f-kg'çL2 et sera égal dans ce
cas à /^r^\ II existe, d'autre part, sur L2 une involution/-^/^ définie par

f(a;)=f(^~).

THÉORÈME 6. — L'espace hilbertien L2 muni de la multiplication partiellement
définie et de Vinvolution introduites précédemment est un espace d^Ambrose appelé
espace d^Ambrose défini par G ou espace d^Ambrose L^G). Les sous-espaces
vectoriels I/ H L2 et L sont des alg'èbres imitâmes sous-jacentes à L^G) (7 ).

Avant d'exposer la démonstration de ce théorème, démontrons le lemme
suivant :

LEMME 10. — La condition nécessaire et suffisante pour qii une fonction fç^L^
soit élément de L2 est que la forme semi-linéaire

> j Î^S^dx

définie sur L1 H L2 soit continue pour la topologie induite sur L1 H L2 par la topo-
logie de L2.

Démonstration. — La condition est visiblement nécessaire. Inversement, si
elle est réalisée, on a pour tout ̂ € L4 n L2

| f f(x)g{x)dx ^k\ Ç\g{x\^dx\,
\ ty L *v J

k é tant un nombre réel positif. Pour tout ensemble compact K, on aura en

( 7 ) Ambrose ([l], th. 2) a énoncé le premier ce théorème. Outre que certains points de sa
démonstration nous ont paru obscurs, cet auteur fait jouer dans ses démonstrations à Palgèbre
unitaire L un rôle tel que le caractère naturel de la définition de la multiplication dans L^G) n^y
apparaît nullement. Ce dernier inconvénient se retrouve chez Mautner [9] qui a esquissé une
construction à l'aide d'une autre algèbre unitaire sous-jacente à L^Gr).

Ann. Éc. Norm., (3), LXX. — FASC. 4. 5o
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prenant g{x ) =/(^) pour xç K et ^(^-) = o pour ̂  K

ff{x}j['x)clx^k\ i \f(x)\^dx

c'est-à-dire

( 'J'^^dx^/f1.
^K

Par suite, K étant arbitraire :

j \J\x}\îdx^,/fî.

On a donc bien/€L 2 .

Démonstration du théorème 6. — Les propriétés classiques du produit de
composition montrent immédia tement que L^L2, muni du produit scalaire
de L2, du produit de composition et de Finvolution considérée, est une algèbre
unitaire. Soit H l'espace d'Ambrose défini par cette algèbre unitaire. Nous avons
à montrer que la mul t ip l ica t ion sur H (notée/, g-^fg} coïncide ( tant au point
de vue de l'ensemble de définition qu'au point de vue de la valeur du produit)
avec la multiplication naturelle considérée.

Remarquons tout d'abord que si /e L1 n L2 et g •€ L2 , fg est défini, /* ̂  € L2

^fg=f^§^ l'égalité étant vraie pour geL,r\L, et les deux membres étant
continus par rapport à g • : le premier membre d'après la définit ion de l'espace
d'Ambrose associé à une algèbre unitaire, le deuxième d'après la relation

! l /*^ll^i! / l i i | |^ | | .

Remarquons ensui te que pour/, ^-eL2 et AeL 'nL 2 , on a :

J7*^)^)^=<^ fh^.

En effet, l'égalité a lieu pour / g'çL1 nL2 et les deux membres sont cont inus
par rapport au couple (/, § ' ) (le premier membre en raison de la continuité de
l'application/ §-->f^g-deUxU dansL3 0) .

La condition nécessaire et suffisante pour que /^'soit défini est alors que la
forme semilinéaire h -> <^,/*À>, c'est-à-dire h -> F/* g\x}h{x)dx définie
pour he^nL2 soit continue (pour la topologie indui te par L2), autrement dit
que/*^eL2 (d'après le lemme 10). On a alors

</^ h > = < ̂  fh > -f/^(^) h{x) dx

et, par suite, fg=f^g.

L'espace d'Ambrose L^G) est donc l'espace d'Ambrose défini par l'algèbre
unitaire L^L2. L'*-algèbre L étant une sous-*-algèbre de L^L2 dense
dans H est donc une algèbre unitaire sous-jacente à L^G).
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3. Produits tensoriels ( 8 ) .

Soit H et HI deux espaces préhilbertiens. Soit //, / ^eH et ^, ^eHi . Les
applications

(u, ^)-><^ F><^, ^> et (^ (/) -><M, P><Y, ^> , .

sont respectivement bilinéaire et bisemil inéaire (°) dans H x Hi. Il existe donc
une forme sesquilinéaire et une seule, <(U, V)>, sur le produit tensoriel algé-
brique H(g)Hi, telle que

< U (g) V, ^(g) V' > = < ̂  ^ > < (., ^ >.

Cette forme sesquil inéaire est positive et <(U, 'U )>=o entraîne U = = o . Elle
défini t donc sur l'espace vectoriel H0Hi une structure d'espace préhilbertien
appelée produit tensoriel des espaces préhilbertiens H et Hi ou, en abrégé,
espace préhilbertien H 0Hi ( i o).

Étant donné deux espaces préhilbertiens H et H, et deux sous-espaces
vectoriels 9€ et ̂  de H et H , , il est aisé de vérifier que l'identification cano-
nique de l'espace vectoriel ^(g)^Ci avec un sous-espace vectoriel de l'espace
vectoriel H (g) Hi est compatible avec les structures préhilbertiennes introduites
sur <?e(g)^£i et H(g)Hi. Donc l'espace préhilbertien <^(g)<9£i s'identifie à un
sous-espace vectoriel de l'espace préhilbertien H(g)Hi et il est facile de voir
que si 3t et 9€^ sont respectivement denses dans H et Hi, i l en est de même
de^£(g)^ dans H (g) Hi.

Si H et Hi sont deux espaces hilbertiens, nous noterons H(g)Hi le complété
de l'espace préhilbertien H0Hi, c'est-à-dire l'espace hi lber t ien produit
tensoriel des espaces hilbertiens H et Hi.

Si A et B sont deux opérateurs continus opérant dans deux espaces préhil-
bertiens H et Hi, A(g)B (qui opère dans l'espace préhilbertien H(g)Hi) est
continu. Si H et Hi sont hilbertiens, A(g)B se prolonge donc à H(g)Hi. Nous
noterons A 0 B ce prolongement.

Les applicationsA ->A(g)i e t B — i(g)Bsontdesisomorphismesd'*-algèbres
faiblement fermées d'opérateurs et sont donc ultrafortement continues (11).

(8) Pour les définitions et notations utilisées dans ce paragraphe, cf. [2], chapitre III.
(9) La considération de Pespace « conjugué » V d^un espace vectoriel complexe V [v a même loi

de groupe que V, mais les scalaires y opèrent suivant l'application (X, x)->\x de G x V sur v]
permet de ramener la considération des applications semilinéaires à celles d'applications linéaires et,
par suite, d'appliquer les méthodes habituelles en matière de produits tensoriels.

(10) Toute indication de structure devant un symbole A (g) B implique que des structures homo-
logues sont considérées sur A et B. Cette indication pourra être sous-entendue tant que les structures
considérées sur A et B restent inchangées.

(n) ^f' W; th- 3; cor- 2- On trouvera du reste une démonstration particulière au cas présent
dans | l ^ J .
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Comme on a A (g) B = (A (g) i ) (i (g) B), l 'application bilinéaire (A, B) -> A (g) B
est séparément ultrafortement continue.

PROPOSITION 3. — Soit A et Ai deux iç-algèbres. Il existe sur F algèbre A (g) A^,
une iwolution IJ -> U* définie par

^^^ ̂  ® u? pour U ==V .̂(g) ^,.
^ i

Démonstration. — L'application à définir n'est autre que le produit tensoriel
des involutions sur A et Ai, ce qui assure son existence. On a visiblement
U^=U pour tout U = A (g) Ai. Pour

U=^^-(g)^ el V==^^-(g),^
J i

on a

(UV)^^(^,p;.)-0(^.F;)*=^(,;^0^^.^v*u\
/:'/ f,r

L'application U -> U* est donc bien une invo lu t ion sur l'algèbre A(g)Ai.

DÉFINITION 6. — Étant donné deux iç'algèhres A et Ai, V algèbre A 0 Ai munie
de Viwolution définie par la proposition 3 est appelée produit tensoriel des
-k-algèbres A et Ai {ou en abrégé -k-algèbre A (g) Ai V.

PROPOSITION 4. — Soit A et Ai deux algèbres unitaires. L'iç-algèbre A (g) Ai
munie de la structure d'espace préhilbertien A (g) Ai est une algèbre unitaire.

Démonstration. — Pou r U == ̂  ̂ -(g) ù, et V = V ̂  (g) ̂ , on a :
; /

<u, v>=^<^, p,><<4 p;>^^^^ ^><^, ^>=<v-, ir>.
^/ ^/

Ceci démontre (AU i ). On a, d'autre part, pour W='V^,(g) w, :
k

é <uv,w>^<^^^><^.p; ,^>
1,/,/C

^S^ ^^•><^ ^^,>^<v, u*w>.
^/,Â-

Ceci démontre (AU 2).
Soit uçA, ̂ eAi, UeA(g)A^ et /„ 4,, /u les opérateurs de multiplication à

gauche par „, u' et U dans A, A< et A0A,. On a 1^=1^1^ et, par suite,
lu^u' est cont inu. Il en sera de même de l^ ce qui démontre (AU 3).

Pour démontrer (AU 4), considérons les espaces hilbertiens H, Hi et H (g) H,
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complétés des espaces préhilbertiens A, Ai et A (g) Ai. Soit L^, L^, 4 les
prolongements continus de /«, /^, /y à H, Hi, H(g)Hi. On a

^u®u' ̂  L^(g) L/,/ == ( L,/,(g) i ) ( i (g) L,,/).

Les opérateurs uni tés dans H et Hi sont respectivement adhérents à l 'ensemble
des opérateurs L,, et L^. I/application bi l inéaire (L«, L^) — l^(g) L^ étant sépa-
rément ukrafbrtement continue, l 'opérateur un i té dans H(g)Hi est ultrafor-
tement adhérent à l'ensemble des opérateurs L,,^, ce qui démontre (AU 4).

DÉFINITION 7. —Soit A et Ai deux algèbres unitaires. Uiç-algebre A (g) Ai munie
de la structure d'espace préhilbertien A (g) Ai est appelée produit tensoriel des
algèbres unitaires A et Ai (ou en abrégé algèbre unitaire A (g) Ai ).

PROPOSITION 5. — Soit H et HI rf^i/^ espaces d'Ambrose et A, Ai deux algèbres
imitâmes sous-jacentes à H et H i . V espace d^Ambrose défini par V algèbre unitaire
A (g) Ai ̂  indépendant de A ̂  Ai.

Démonstration. — Soit B et Bi les algèbres des éléments bornés de H et Hi .
L'algèbre unitaire A (g) Ai est une sous-algèbre unitaire de l'algèbre unitaire
B(g)Bi, dense dans B(g)Bi. Les espaces d'Ambrose définis par A(g)Ai
et B(g)Bi sont donc identiques (cor. 2 du théorème 5).

DÉFINITION 8. — On appelle produit tensoriel de deux espaces d'Ambrose H e t Hi
{ou en abrégé espace d'Ambrose H (g) Hi) l'espace d'Ambrose défini par le produit
tensoriel de deux algèbres unitaires sous-jacentes à H et Hi.

Remarque. — Si B et Bi sont les algèbres unitaires des éléments bornés de H
et Hi, B(g)Bi n'est en général pas l'algèbre unitaire des éléments bornés
deH(g)Hi .

PROPOSITION 6. — Soit G et Ci deux groupes localement compacts unimodulaires.
V espace d^Ambrose défini par G x Gi estle produit tensoriel des espaces d\4mbï'ose
définis par G et G i.

Démonstration. — Notons dy la mesure de Haar sur G, d y ' la mesure de Haar
sur Gi, rfY = dy dy1 la mesure de Haar sur G x Gi. L'espace hilbertien L^GxGi)
s'identifie d'une manière canonique bien connue au produit tensoriel des
espaces hilbertiens L^G) et L^Gi). Nous avons simplement à vérifier que sur
l'algèbre unitaire L(G)(g)L(Gi) qui est dense dans L^GxGi) , l ' involution
F^F*vérif ieF' ' (X)=F(X- l)etque la multiplication est le produit de compo-
sition. Or pour tout

^^S/-^)/^) [/^(G^eI^G^X^^^)],
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on a
F*(X)^^J,(^)^(^-')^F(X-^)

;

et si G(^)=^^(^)^.(^) :
/

.FG(X)=^|/,*^(^)](^*^(^)]
î j

'-'-"S f^r) ̂ •(.r-1^) ̂ f f l ( y )8 ' j (Y-1^) ̂ //
^7

^S K f^y)f'^y'^^y^^ s'i (y-1^) <r ̂ y
/•7

=:^F(Y)G(Y-1X.)^Y^F*G(X) [Y „-(j, .r7)].

^. Centre d'un espace (TAmbrose.

DÉFINITION 9. — Vn espace d^Ambrose H est dit commutaûf s'il existe une
algèbre unitaire A commutative sous-jacente à H.

Dans ce cas, on a L^==R,, pour uçA, donc l^= r^ poar xç.\{ et, par suite,
L^.== Ry. Si le produit xy est déf in i , il en est de même du produit yx et l'on a
yx=xy. On a naturellement R= L. Toute algèbre uni ta i re sous-jacente à H
est alors commutative.

DÉFINITION 10. — On appelle centre d^un espace d^Ambrose H et l^on note H.
l^ ensemble des éléments xç. H vérifiant l\me des propriétés suivantes équivalentes :

Ç}^ .TO = a x pour tout rt€B;
(ii) /, =r,;
(iii) L,,=R.^.

Le centre HL est un sous-espace linéaire fermé [d'après la condition (i)]
stable pour Pinvolution [d'après la condition (iii)].

Remarque 10. — Si .^eHL, on a L^IÀ En effet, on a L,ÏIL et L.,.y]R.
Comme Ly est fermé, ceci entraîne Lci]!^.

Notation. — Nous noterons P le projecteur sur HL et poserons Vx=x^ pour
tout rreH.

PROPOSITION 7. — Tout ^eH^ ̂  élément-trace pour L {^et pour R).

Démonstration. — On a, en effet, pour û, & € B :

<^ La L/^ ̂ , u^ ==: ̂  abu, if,y == <^bu, a* u y == <( ^^, ^6/* ^>
r=: <^ uba, U )>==<( ^0^, ^ )> =-r <( L/, La ̂ , /< ^>.
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LEMME 11. — Soit HI un idéal bilatère (12) de H. On a

(H^=H^nHi .

Démonstration. — On a visiblement ( H i V D H L Ï ï H ^ . Soit a?e(HiY. On a
xa=ax pour r / eBnHr Soit Pi le projecteur sur Hi. Pour <?eB, on a

xa == La: Pi û •= R^PI « == P\ta === a.r.
Par suite, .reHL.

COROLLAIRE 1. — On a P ç L — R.

COROLLAIRE 2. — iSî HI et H 2 .y<9/?^ rfCT.r idéaux bilatères orthogonaux complé-
mentaires de H, on a

^=(Hi)^®W)..

Notation, — Soit Hy= L(H^) === R(H^) et H/==HQHy. Les sous-espaces H/
et Hi sont deux idéaux bilatères orthogonaux complémentaires de H et l'on
a ( H , ) L = H L e t ( H , ) L = o .

LEMME 12. — Si a e B, on a PL,/P = L L?./n

Démonstration. — Le premier membre étant borné et le second fermé, il
suffit de démontrer que PL^P6 === L ^Pb pour bç B. Or on a :

PL/, P ̂  == PRp/, ̂  =: Rp6 P ̂  == Rp^ a^i =L , P b .
a"\

LEMME 13. — Si açB, on a a^çJS.

Démonstration. — Si ^çB, L L? est borné d'après le lemme 12. Autrement
dit, l 'opérateur indui t par L L sur H^ est borné. Par suite, L L est borné sur H/

<m n . dH

et comme L L est nul sur H/, L ,, est borné. Par suite, a^çB.
rtl aR

COROLLAIRE. — Le sous-espace B H HL est dense dans IL.

PROPOSITION 8. — L e centre Hi, est un espace d^Ambrose commutait f.

Démonstration. — Remarquons tout d'abord que FL est stable par tout opé-
rateur Ra; p o u r ^ e H L puisque R^^L^. Par suite, si ^ , J€HL et si xy est défini,
on a^yêHL. Il existe donc sur HL une multiplication partiellement définie. Il
existe de plus sur HL une involution puisque HL est stable pour Pinvolution.

( i 2 ) Nous appellerons (conformément à la terminologie cTAmbrose) idéal bilatère d'un espace
d'Ambrose H, tout sous-espace Hi ' r )L 1 muni de la structure d'espace d^Ambrose induite par H
sur H,. Cette définition se justifie par le l'ait que iïi est stable par Pinvolution et par la multiplication
à gauche et à droite par un élément borne quelconque.
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L'ensemble BnH^ est une sous-algèbre de B. Montrons que c'est une algèbre
uni ta i re . Seul (AU 4) n'est pas immédiat à démontrer. Soit M l'adhérence faible
de l'ensemble des opérateurs L, pour uçB^îi^ et E le plus grand projecteur
de M. On a EelÀ Pour tout uçBr\\ on a EL, = L,, c'est-à-dire :

LYU=LU, (TOÙ Eu==u.

Soit^ell^ tel que<^ , w>==o pour u, ^çBr\\ Ceci s'écrit <>, L^>=o.
Comme E est faiblement adhérent à l 'ensemble des opérateurs L,, ceci entraîne
<^, E^>=o, c'est-à-dire <<r, ^>=o et, par suite, œ==o. Donc BnH. estune
algèbre unitaire sous-jacente à H^. Soit L, et R, les opérateurs de multiplication
par x dans H^ pour œçïl^ L'opérateur L^. n'est autre que l'opérateur indui t

par L^ sur HL. Par suite, pour tou t aeBnH^, R^ est borné et partout défini. De
plus on a L;=L,. pour tout xçïi^ Par suite (lemme 9), H, est un espace
d'Ambrose et BnH^ étant commutative, HL est commutatif.

PROPOSITION 9. — {\ ) Six, y G H et si xy et yx sont définis, on a {xy^ == (r^)^
(;ii) Siœçîl,ona(^=(^y; . . - . »

{y\\}Sixç.V^ etyçîî, on a ̂ xy^=xy\

Démonstration. — Pour démontrer (i), considérons ^€B. On a :

< (xy^\ z > = < xy, ^ > == <j, x^^ > == <j, ^x^ > = <r.r, ̂  > =: < (y^.)^ ^ >.

Pour démontrer ( i i ) , considérons je HL. On a :

< (^)'S J > == < ̂ , J > == <J*, ̂  > = <J*, ̂  > == < (^-^ )^ y >.

Pour démontrer ( i i i ) , considérons ^ e H L U B . On a :

<(^r)^^>=<^^>=<j,^>=<r,^>=.<^, .,>.

LEMME 14. — /^ sous-espace H © HL est engendré par les éléments w — vu pour
a, ^€A, A étant une algèbre unitaire sous-jacente a H.

Démonstration. — Pour u, vç. A, on a (w)^ = (yu)^ et, par suite, (uv — vu^= o,
c'est-à-dire w—^/eHQHL. Inversement, soit .ç orthogonal aux éléments
w—w pour u,^çA. On a alors <w, ^>= <^, ^>, c 'est-à-dire
<^^^)==<p, . r^^>ou^=/ \ . , ou enfin .reH,̂

PROPOSIÏIOIN J O . — Les sous-espaces Hy et H, ^o/?^ respectivement fini et propre-
ment infini pour L et R.

Démonstration. — II faut montrer que si H = H^, L et R sont de classe finie
et, d'autre part, que si H == H/, aucun sous-espace r^ n'est fini pour L ou R,
autrement dit que si L ou R est de classe finie, H, n'est pas réduit à o.
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Supposons donc H = Hy. Le sous-espace tL est séparateur pour lA C'est du
reste un sous-espace simple, car r*-algèbre faiblement fermée induite parL^
sur HL est F^r-algèbre faiblement fermée engendrée par les opérateurs de multi-
plication dans HL. Or HL étant un espace d'Ambrose commutatif, cette ^-algèbre
coïncide avec son algèbre commutante. D'autre part, HL est un sous-espace-
trace diaprés la proposition 7. Donc HL est un sous-espace-^ pour L et L est de
classe finie.

Supposons maintenant L de classe finie. Nous devons montrer que le centre HL
n^est pas réduit à o. Soiti Fidéalbilatère deL formédes éléments La poura€B.
Comme L est de classe finie, tout idéal bilatère de L contient un opérateur du
centre de L. Il existe donc ;/ tel que L^el^ et l'on a ^€HL.

DÉFINITION 11. — Un espace d\\mbrose H est dit de classe finie si L et R sont de
classe finie.

Remarque 11. — La proposition précédente montre que la condition néces-
saire et suffisante pour que H soit de classe finie est que HL soit un sous-espace
générateur pour L et pour R ou encore que HL soit un sous-espace séparateur
pour L^. Le centre HL est alors un sous-espace-kj pour L et pour R. L'inva-
riant C(^) est égal à i (13). Si l'on considère l 'isomorphisme A -> A' de L surR
défini à Paide du sous-espace-kj HL par la relation Kœ -===. k ' x pour tout x ç HL (14),
on a ici (L^y==IL.

PROPOSITION 1 1 . — Soit H //// espace d^ Ambrose de classe finie. Pour tout açA,
onaL^==L^

Démonstration. — Ceci découle immédiatement du lemme 12 puisque HL est
un sous-espace-bj pour L.

DÉFINITION 12. — Un élément e est dit élément unité d\m espace d^Aml)rose si
Von a ea == ae -= a pour tout a € B.

On a alors L^==R^== i et, par suite, <°€:B. De L^==L^ on déduit e=e*. On
a, d'autre part, <?€:HL.

PROPOSITION 12. — Tout espace d^Ambrose possédant un élément unité est de
classe finie. Le centre HL est alors le sous-espace l^Çe).

Démonstration. — L'élément e est élément-trace séparateur pour L, donc L
est de classe finie. De plus e est élément séparateur pour lA Le sous-
espace L^^) est donc séparateur pour L'., Comme on a visiblement L^^CHL
et que HL est simple pour L^, on en déduit que HL= 'L\e).

(1:J) On en déduit que C(/J = i pour un espace d'Ambrose quelconque du fait que C(^) ;= i pour
II == Hî, L et B étant alors algébriquement isomorphes.

( 1 4 - ) cf. [14], chap. I, th. 1.
Ann. Èc. Norm., (3), LXX. — FASC. 4. 5l
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Remarque 12. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'un espace
(TAmbrose de classe finie possède un élément unité est que EL en possède un.
En effet, si e est un élément unité de tL, on a L^= i et, par suite,

Lg== L L== U= i.
e^

PROPOSITION 13. — Soit H un espace (T Amhrose de classe finie. Tout idéal bila-
tère HI de H contient un idéal bilatère Ho à élément unité.

Démonstration. — II suffit de considérer le cas où H = Hi. Soit l l'idéal de L
formé des opérateurs La pour açB. Il suffît de considérer le sous-espace final
d'un projecteur Es 7^0, € l H L ^ (cet idéal de L étant différent de o, puisque L
est de classe finie).

Si nous appelons irréductible un espace d'Ambrose tel que L ou R soit un
facteur, c^est-à-dire ne contenant aucun idéal bilatère autre que o ou lui-même,
nous pouvons énoncer le corollaire suivant :

COROLLAIRE. — La condition nécessaire et suffisante pour qù^un espace d) Ambrose
irréductible soit de classe finie est qu1 il possède un élément unité.

Pour terminer, rappelons que pour l'exemple du paragraphe 2, on a les
résultats suivants [7]. Les éléments centraux de L^G) sont les fonctions
centrales de carré intégrable. La condition nécessaire et suffisante pour
que L^G) soit de classe finie, est qu'il existe sur un système fondamental de
voisinages de l 'uni té invariants par les automorphismes intérieurs de G. La
condition nécessaire et suffisante pour que L^G) ai t un élément unité est que G
soit discret.
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