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SUR

L’APPROXIMATION DES NOMBRES COMPLEXES

PAR LES

NOMBRES DES CORPS IMAGINAIRES QUADRATIQUES
DENUES I’IDEAUX NON PRINCIPAUX

PARTICULIEREMENT LORSQUE VAUT L’ALGORITHME D’EUCLIDE

Par M. Grorces POITOU.

Introduction.

On connait le théoreme d’Hurwitz selon lequel il existe, pour tout nombre

réel irrationnel x, une infinité de fractlons telles que ‘a -2z z
v 9

constante v/5 étant « la meilleure possible » (* ).
A la question de l’approximation des nombres réels irrationnels par des
nombres rationnels s apparente celle de D'approximation des nombres

complexes X par des « fractions » P dont les deux termes sont des entiers d’un

\

méme corps quadratique imaginaire, par exemple, dans le cas le plus connu,

des « entiers de Gauss » @ + by —1 (aetbentiers rationnels). On montre faci-

lement ’existence d’une constante positive ¢ (dépendant du corps choisi) telle
.. . . ., P : P I .

(ue, pour tout X, il existe une infinité de 0 avec IX 0 I < ZTOT La meilleure

de ces constantes (plus correctement : leur borne supérieure), soit (i, joue un

role analogue au nombre y/5 du théoréme d’Hurwitz. On Uappellera la constante
d’Hurwitz du corps envisagé.

(') Hurwirz, Uber die angendherie Darstellung des Irrationalzahlen durch rationale Briiche,

(Math. Ann., t. 39, 1889, p. z/q-)S/;) ..-\\ \} 1
Ann. Ec. Norm., (3), LXX. — Fasc. 3. ‘// N‘Q(S‘ :
& 3 )
._‘fo;.,\-“
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Cette thése développe la méthode et étend les résultats de recherches pour-
suivies en commun avec M. Roger Descombes pendant’année 1950 (*). A cette

époque étaient connues les constantes d’Hurwitz des corps R(y/—m) pour
m=3, 1, 7 et 2 (soit pour D=3, 4, 7 et 8, en désignant par — D les discri-
minants correspondants, égaux & —m ou a — 4m) (*). Notons C, la constante
d’Hurwitz du corps de discriminant —D.

Un théoréme de Furtwingler étendu par Hofreiter (*) établit que, si le corps
envisagé n’a pas d’idéaux non principaux (soit pour D=3, 4, 7, 8, 11, 19, 43,
67, 163), on a C,—\/[A], ot A est, parmi les discriminants des surcorps relati-
vement quadratiques de R(y'— D), celui de module minimum. Or il se trouve,
dans les cas D =3, 4, 7 et 8, qu'on a justemeut C,=/[A[, phénoméne déja
constaté dans le cas rationnel (5 étant le discriminant minimum d’un corps
quadratique réel). On supposa qu’il en était de méme pour D =11, qu’on avait
donc C,, =1/5. En sens inverse, les minorations générales dont il sera question

A b g; &
dans I. 4 furent portéesa C,, >\/% (").
En réalité, comme nous I'avons montré dans notre premiére Note, on a
\ 5 . G . , .
Ci= \/7, ce qui constituait le premier exemple d’une constante d’Hurwitz

différente de sa borne de Furtwiingler-Hofreiter.
Nous pouvons y ajouter maintenant le cas D =19, puisque C,,=1. Les

(2) Ces recherches ont été signalées dans deux Notes aux Comptes rendus : DEscoMBES et Portou,
Sur Uapproximation dans R(i y11) (C. R. Acad. Sc., t. 231, 1950, p. 264 ); Sur l’approximation
dans le corps des racines cubiques de unité (C. R. Acad. Sc., t. 232, 1951. p. 292).

(3) Pour R(y—=1) : Forp, On the closeness of approach of complex rational fractions to a
complex trrational number (Trans. Amer. Math. Soc., t. 27, 1925, p. 146-154). PERRON, Uber die
Approximation einer komplexen Zahl durch Zahlen des Korpers K(i): 1. (Math. Ann., t. 103,
1930, p. 533-544); Il. (Math. Ann., t. 103, 1931, p. 160-164).

Pour R (y—=3) : PErroN, Uber einen Approximationssatz von Hurwits und iiber die Approxima-
tion einer komplexen Zahl durch Zahlen des Korpers der dritten Einheitswurzeln (S.-B. Bayer.
Akad. Wiss., 1931, p. 129-154).

Pour R(y—2) : PrrroN, Diophantische Approximationen in imaginiren quadratischen Zahl-
korpern, insbesondere im Korper K(iV/2) (Math. Z., t. 37, 1933, p. 749-767).

Pour R(y—7) : HoFrEITER, Diophantische Approximationen in imagindiren quadratischen Zahi-
korpern (Mh. Math. Phys., t. 45, 1936, p. 175-190).

Perron utilise des lemmes sur les ovales de Cassini. Ford et Hofreiter, partant des propriétés du
groupe modulaire (opérant d’aprés Picard sur un demi-espace), obtiennent d’'élégantes démonstra-
tions [ (voir aussi SeEISER, {ber die Minima Hermitescher Formen (J. reine angew. Math., t. 167,
1932, p. 88-97) mais I'extension de cette méthode semble difficile |.

(+) FurtwinGLER, Uber die simultane Approximation won Irrationalzahlen : 1. (Math. Ann.,
t. 96, 1927, p. 169-175); 1. (Math. Ann., t. 99, 1928, p. 71-83). HoFREITER, [/ber die Approxima-
tion von komplexen Zahlen (Mh. Math. Phys., t. 42, 1935, p. 401-416).

(%) SCHMETTERER, Approximation komplexer Zahlen durch Zahlen K(i/\/11) Dissertation,
Wien, 194o0. )
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autres constantes d’Hurwitz ne sont pas connues, mais '’exemple de 1I. 7, qui

prouve C,; = \/15—1, montre que la situation est la méme pour D =43, et, sans

aucun doute, aussi pour D =67 et 163 (car |A]* est un entier naturel).
La coincidence remarquable rencontrée dans les quatre cas les plus simples
parait donc fortuite, n’ayant pas recu jusqu’a présent d’explication.

Dans le cas de l'approximation des nombres réels irrationnels par des
nombres rationnels, on sait que, si 'on écarte certains nombres quadratiques

1+/3
) 2
dans I'énoncé d’Hurwitz la constante /5 par /8; si I'on écarte de nouveaux

Neer

nombres quadratiques (équivalents 4 \/2), on peut prendre *=— - Plus pré-
cisément, Markoff a montré qu’il existe une suite de telles constantes, croissant
jusqu’a leur limite 3, chacune correspondant a une classe de nombres
quadratiques (°).

Notre seconde Note donnait les premiers résultats de cette nature connus

<équiva|ents, par des substitutions modulaires, a >, on peut remplacer

dans le cas complexe, dans le cas particuliérement favorable de R(y/— 3). Ces
résultats, exposés dans VI, comprennent I'existence de trois « minima isolés »
et, a défaut de la détermination du premier point d’accumulation du spectre de
Markoff, que je n’ai pu encore obtenir, des limitations numériques précises
pour ce point avec une étude poussée de lastructure des nombres mis en cause.
Il ne parait pas douteux qu’on ne puisse, pour les plus simples des autres
corps, obtenir de méme des résultats de ce genre (7). Notons & ce propos que
notre détermination de C,, (dans V) montre, sans aucune complication supplé-
mentaire, que cette constante est isolée.

*
x ¥

L’outil que nous utilisons est une extension de I’algorithme des fractions
continues. Hurwitz a donné en 1888 une telle extension, qui se réduit dans le
cas rationnel au développement « par 'entier le plus proche » (*). Mais I'algo-
rithme d’Hurwitz n’a pas été utilisé, & ma connaissance, dans les problémes
dont nous nous occupons (voir d'ailleurs V. 10).

Renoncant a la recherche prépondérante des analogies formelles, j’ai essayé
de dégager ce qui, dans la technique algorithmique, se rattache le plus profon-

(8) MARKOFF, Sur les formes quadratiques binaires indéfinies : 1. (Math. Ann., 1. 15, 1879,
p. 381-407); M. (Math. Ann., t. 17, 1880, p. 379-400),

(7) M.J. W.S. Cassels a montré récemment que la constante d’Hurwitz du corps de Gauss est isolée.
Casskvs, Uber einen Perronschen Satz (Arch. Math., t. 3, 1952, p. 10-14).

(8) Hurwitz, Uber dic Entwicklung complexer Grissen in Kettenbriiche ( Acta Math., t. 11
1888, p. 187-200).

b
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dément aux propriétés d’approximation. De ce point de vue se présentent
aussitot les fractions que nous appelons les « réduites » d’un nombre complexe
(définies dans IT). Ces fractions existent dans tous les corps imaginaires quadra-
‘tiques. En rangeant toutes les réduites d'un méme nombre par ordre de
complication croissante, on obtient une suite, dite «suite de meilleure approxi-
mation », qui est analogue & la suite des réduites du développement en frac-
tion continue d’un nombre réel. Mais une différence notable apparait. Alors
que dans le cas rationnel, deux réduites consécutives sont toujours adjacentes,
dans le cas complexe, le déterminant de deux réduites consécutives peut
prendre des valeurs différentes de 1 et méme, selon toute vraisemblance (*),
arbitrairement grandes, pouvu que D soit assez grand.

Il est remarquable que, pour D=3, ce déterminant ait toujours pour
module 1. Les suites de meilleure approximation dans ce corps sont alors trés
maniables et peuvent rendre dans les probléemes d’approximation les mémes
services que le développement en fraction continue usuel.

Pour les autres corps ol {’algorithme d’Euclide est valable (D=4, 7, 8, 11),
on peut pallier la complication des suites de meilleure approximation par
'introduction des « meilleures suites réguliéres », suites dont ’approximation
peut étre un peu moins bonne, mais ou deux fractions consécutives sont
adjacentes. Ce mode de développement coincide avec le précédent pour D =23,
et tous deux se réduisent au développement usuel dans le cas réel. L’analogie
parait ainsi, de notre point de vue, aussi bonne que possible. Mais les dévelop-
pements complexes sont formellement plus compliqués que le développement
ordinaire, en particulier par le fait qu'un « quotient incomplet » n’est plus
uniquement déterminé par la donnée du « quotient complet » correspondant et
aussi i cause de la complexité relative des régles qui caractérisent les déve-
loppements parmi 'ensemble des suites arbitraires d’entiers complexes.

Pour les corps non euclidiens, mais ol 'identité de Bezout est valable (c’est-
a-dire ou tous les idéaux sont principaux) il devient nécessaire d’introduire
des déterminants non égaux a 1. Pour le plus simple de ces corps (D =19), il
suffit d’introduire en outre des déterminants égaux a 2. L’algorithme corres-
pondant est étudié dans VII, puis appliqué a la détermination de C,,. Les diffi-
cultés qu’on y rencontre montrent le role non essentiel, mais simplificateur de
'algorithme d’Euclide.

Les corps ou il existe des idéaux non principaux donnent lieu a des diffi-
cultés supplémentaires. '

Des problémes analogues & ceux qui sont traités dans ce travail se posent
pour des ensembles convenables de quaternions, mais ne peuvent y trouver
place.

e suis heureux de pouvoiriciassurer de ma vive reconnaissance M. A. Denjoy,

() Poir note (2), p. 218.
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dont I’enseignement et la conversation ont déterminé mon orientation, et
M. A. Chételet dont la grande compétence m’a été précieuse. Je les remercie
également, ainsi que M. G. Valiron, d’avoir bien voulu constituer le jury de
cette these. J'exprime ma gratitude & M. Ch. Pisot pour ses encouragements et
ses conseils irremplacables et a M. P. Montel, qui a accepté ce Mémoire dans
les Annales scientifiques de I Ecole Normale Supérieure. Qu'il me soit permis,
enfin, d’adresser une amicale pensée 3 M. R. Descombes, dont la lucidité a
souvent joué un role décisif dans mes démonstrations.

I. — Notations. Généralités.

I. 1. Osservation LimiNAIRE. — Cet exposé comprend sept parties, consacrées,
la premjére i des généralités, la seconde et la troisitme aux réduites, la
quatriéme aux meilleures suites réguliéres, la cinquiéme a R(\/:—TI), la
sixieme 4 R(;/—3) et la septiéme a R(/—19). On observera une disparité de
style entre les différentes parties. La nécessité de maintenir la longueur totale
de 'exposé dans des limites raisonnables, m’a conduit & abréger beaucoup,
dans I'ensemble, les trois démonstrations difficiles de V, VIet VII. Jai cru utile
de donner de la premiére de ces démonstrations une rédaction relativement
explicite, ou seuls quelques calculs purement mécaniques sont omis, mais
signalés. Dans la seconde démonstration, les calculs mécaniques sont le plus
souvent passés sous silence. Enfin, la derniére démonstration est réduite ici a
sa trame.

I. 2. Norations. — R désignant le corps des nombres rationnels, K sera le
corps imaginaire quadratique R(;/—m), m étant un entier positif sans diviseurs
carrés. Le discriminant de K sera noté —D. Si m=3(mod4), on a D=m;
sinon D = 4m.

N désignera I’ensemble des entiers 1, 2, 3, ...; Z celui des entiers rationnels;
E celui des entiers de K (le plus souvent nommés simplement « entiers »). Une

base de E sur Z est formée de 1 et de w = é( 14— m)sim=3(mod4); de1

et de O = /— 7 dans les autres cas.

Soit U I’ensemble des unités de K; U comprend seulement 1 et —1, sauf
dans le cas D =4, ou U comprend les racines quatrieémes de I'unité, et dans le
cas D=3, ou U comprend les racines sixiémes de I'unité.

C désignera le corps complexe, 5 I'imaginaire conjugué d’un nombre
complexe z. On notera |z| le module de z, et |z]* ou |[z]| le produit zz. On
observera que, si €K, |z s’identifie 4 la norme de z. Si z est un entier non
nul, | z||€N. On désignera par R () et J(z) la partie réelle et la partie imagi-

z
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naire de z. On posera |z, ¢|=3t+st=2R(z1) pour z et t€C. Cest le

double du produit scalaire usuel. Lorsque z et z sont des entiers, [z, t]€Z.
Sauf mention expresse du contraire, on désignera par rotations les transfor-

mations :->us, avec «€U; par symétries les composées des rotations el

de = — =; par inversion la transformation z -~

AR

Des entiers seront dits équivalents si leurs quotients sont des unités; des
suites (infinies) ou des séquences (finies) d’entiers seront dites équivalentes
sileurs termes de rang pair sont multipliés, leurs termes de rangimpair divisés
par une méme unité. Elles correspondent, par un procédé que I’on indiquera,
4 des nombres complexes transformés par rotation.

Un fraction % est un nombre de K, quotient de deux entiers non tous deux

nuls; irréductible, si le plus grand commun diviseur (@ prior?, peut-étre idéal)
de p et g est 1. Deux fractions seront dites absolument équivalentes si elles ne
différent que par la multiplication des deux termes par une méme unité; équi-
valentes par rapport 2 un nombre x (ou simplement : équivalentes, lorsque
aucune confusion ne sera possible) si elles donnent les mémes valeurs respec-

lives & |¢q| et a |gz—p|. Deux fractions £ 7 et —é—seront dites adjacentes si

r7—qp'€U. .
Pour chaque nombre complexe « n’appartenant pas a K, on désignera par
constante d’approximation de x et I'on notera C(x) la limite supérieure de

—— __ pour toutes les fractions £ de K a4 dénominateur non nul. L'en-
ly(gz—p)| q

semble des constantes d’approximation est le spectre de Markoff de K (**). Sa
borne inférieure, notée par la lettre C avec, lorsque cette précision est utile,
I'indication de la valeur de D en indice (exemple : C,), est la constanie
d’Hurwitz (**) de K.

Indiquons enfin quelques notations pour des régions du plan complexe.
r étant un nombre réel, les notations d(r), d'(r), g(r), g'(r) désignentrespec-
tivement les régions définies par R (=) >r, >r, retr.

a etant complexe et b réel non nul, on desugne par ﬁ'—), z(i) .,v(_@’ e—(—@,

>1 et > 1. Enfin il est entendu que les notations p, up desngnent les trans-
formées de la région p par z — z, 5> Uz

(1°) En souvenir des beaux résultats de Markoff dans le cas rationnel, sur les constantes d’approm—
malion inférieures a 3.

(11) En souvenir de la détermination par Hurwitz de la constante analogue dans le cas rationnel,
soit /5. [Bien que ce résultat soit implicitement connu depuis KORKINE et ZoLOTAREFF, Sur les

formes quadratiques (Muth. Ann., t. 6, 1873, p. 366-389) : Sur ce point d’ histoire, voir 1"article -de
Markoff, cité plus haut.]
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1.3. LES CORPS QUADRATIQUES IMAGINAIRES. — On sait que, dans les ¢inq cas
D=3, 4, 7, 8, 11, K posséde l'algorithme d’Euclide, c’est-a-dire que pour
chaque point complexe z, il existe un entier de K & une distance de = stricte-
ment inférieure a4 1. C’est dire, aussi bien, que les cercles i(«)avec a€E,
recouvrent C. L’algorithme d’Euclide implique que les idéaux de K sont tous
principaux, et I'on a 'identité de Bezout.

(ies conséquences sont encore valables pour D =19, 43, 67, 163, en’absence
de I’algorithme d’Euclide. Les plus simples des corps qui possedent desidéaux
non principaux correspondent a D =15, 20, 23, 24. ... :

Une partie de nos raisonnements sera valable lorsqu’on remplace ’en-
semble E des entiers de K par un ordre A de K (sous-anneau de E, contenant 1
et engendrant K). La théorie classique des idéaux ne s’applique pas aux ordres
distincts de E. Les plus simples de ces ordres correspondentaD =12, 16.. ..

I. 4. Lgs mivorations GENERALES DE (. — La constante d’Hurwitz C d’un ordre A
de discriminant — D, borne inférieure des constantes d’approximation, est aussi
I'inverse de la borne inférieure des nombres positifs v tels que | g(gx — p)| <y
ait une infinité de solutions p, g(g£o0) dans A, quel que soit x. Or le
point (p, q) décrit dans C* le réseau A®, dont le déterminant (en tant que
module de rang 4 sur Z) est égal au carré de celui de A, soit %— Soit H le
domaine de ¢ défini par | z5'| <1, et soit /& son déterminant critique (H étant
considéré comme un ensemble étoilé de I'espace a quatre dimensions

-t
réelles) (**). H étant un invariant par les transformations (z, z') — <z-£v, 7 >, on

a, d’aprés une remarque de Davenport-Rogers (**), A C?—,:, c’est-a-dire

h
CéZ \/B'

Les minorations connues de £ utilisent I'inscription dans H des jauges défi-
nies par |z|+ |z [<2 (**) ou encore |z|*—+|5'[*<2 ('*). Bien que cette
deuxiéme jauge soit la plus petite, c’est une boule, dont le déterminant critique
est connu (**), et elle se trouve donner le résultat le meilleur.

(12) Pour la terminologie géométrique en usage, voir par exemple : CHABAUTY, Sur les minima
arithmétiques des formes (Ann. Sc. Ec. Norm. Sup., t. t6, 1949, p. 367-39%).

(1%) Davenvont-RocERs, Diophantine inequalities with an infinity of solutions (Phil. Trans. Roy.
Soc. London, A, t. 242, 1949-1950, p. 311-344, théoréme 1 a).

(**) HoFrerrer, Diophantisché Approximationen in imagindren quadratischen Zahlkorpern (Mh.
Math. Phys., t. 43, 1936, p. 175-190). Poir aussi : PERRON, Diaphantische Ungleichungen in imagi-
niren quadratischen Korpern (Mat. Tidsskrift, B, 1949, p. 1-17).

(¥%) PERRON, Diophantische Approrimationen in imagindiren quadratischen Zahlkirpern, insbe-
sondere im Korper & (iy/2) (Math. Z., t. 31, 1933, p 749-767); OPPENHEIM, Diophantische Approxi-
mationen in imagindr quadratischen Zahlkérpern (Mh. Math. Phys.. t. 46, 1937, p. 196).

(%) KoRrKINE et ZOLOTAREFF, Sur les formes quadratiques positives quaternaires ( Math. Ann,,
t. 5, 1872, p. 581-583).
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On obtient ainsi LL\.\/% (Uppenheim). Une meilleure estimation de /

permettrait de remplacer 8 par un nombre plus grand, mais, méme avec la
detelmmatlon exacte de /1, on ne pourra dépasser )\/15—[0 8... puisque

C,=14/13, et, méme alors, la minoration de (. ainsi obtenue ne sera pas tres
précise pour les autres ordres.

II. — Reéduites, suites de meilleure approximation. Exemples.

II. 1. Une fraction’;fest dite une réduite du nombre £ s’il n’existe pas de

fraction a la fois plus SImple et meilleure quine lui sontequwalente c’est-a-dire,
sous forme explicite, si les systémes

(s") g1 <10, 19E—p <|goE— pol
et
(s") lgl<lgel,  qE—pl=]gol—pol

sont impossibles en entiers p, g non tous deux nuls.

(Cette définition pourrait étre modifiée de plusieurs facons en ce qui concerne
les « cas limites ». Nous nous y tiendrons pour simplifier. On observera que,
dans le cas rationnel, on obtient ainsi les « réduites » du développement en
fraction continue, sauf peut-étre au début.)

Deux réduites aussi simples sont done équivalentes. Si I’on convient de
représenter un ensemble de réduites équivalentes par 'une quelconque d’entre

elles, les réduites se rangent en une suite (g > telle que | Q, | croit strictement

et |Q,&—P,| décroit strictement lorsque » —a . Cette suite s "appelle la suite
de meilleure approximation de £. La premiere des réduites (que la tradition

affecte, dans le cas rationnel, de I'indice — 1) est équivalente & g et I'on peut

prendre i— elle-méme.

On voit immédiatement qu’on peut toujours trouver une réduite plus simple
et meilleure qu’une fraction donnée. Il en résulte que, sif]L‘; et% sont deux
réduites consécutives (dans la suite de meilleure approximation), il n’existe
pas de fraction? 7 strictement meilleure que et strictement plus simple queZ:
Car si le systéme
() gE—PI<I@i—pol, 1gI<lgi!
était possible, il'serait vérifié par au moins une réduite, ce qui contredit

9o

’hypothese que : et P’ sont consécutives. Réciproquement, deux réduites £
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et 1—)1 telles que () soit impossible sont consécutives. Il suffit méme de supposer,
outre I'impossibilité de (7), celles de (s”) pourq et de (s) pour - En effet,

celles de (s") pour%i’ et de (s") pour ,[/,,', sont des conséquences de celle de (1).
0 1

Plus généralement, pour vérifier qu’une certaine séquence de fractions, rangées
par |¢| strictement croissants, est composée de réduites consécutives de &,
il suffit de vérifier I'impossibilité de tous les systémes (7), de (s') pour la
premlere fraction et de (s”) pour la derniére. Par conséquent, pour vérifier
qu'une suite de fractions, rangées par | g | strictement croissants et commencant

par %, est la suite de meilleure approximation de £, il suffit de vérifier 'impos-

sibilité de tous les systemes (¢). Pour vérifier qu’une suite de fractions, rangées
par | ¢| strictement croissants, a partir d’un certain rang, est identique, & partir
d’un certain rang, a4 la suite de meilleure approximation de &, il suffit de
vérifier que le systéme () est impossible 4 partir d’un certain rang.

tetlt
0
nant p,g, — p1qg, un entier d évidemment non nul. On peut donc écrire toute

I1.2. Les deux réduites consécutives 22 du nombre £ ont pour détermi-

fraction g sous la forme

__api+ bp, __aqi—+ bq,

=—a > 1=
ou a et b sont des entiers non tous deux nuls tels que

apy+ bpy=o (mod d), aq,+ bg,=o (mod d).
Les points (a, b) décrivent un réseau L de I'espace 4 quatre dimensions, qui
s'identifie 8 E < E si |d|=1.
Le faltque - et z‘ sont des réduites consécutives s’ exprime par I'impossibilité
1

des systémes : (s’) pour‘;i, soit (s,); (") pour , soit (s7); (2).

Ges systemes prennent, en posant

- qu Po 9o
I=- %E"‘Pi L= 91’
respectivement les formes
(80) |bz—a|<|d|, by —a|<ld|
(81) |bz—a|<|2d)| [bz—a[<fzdl;
(M) [bz—a|<|zd|, jby—a|<]|d].

L'impossibilité de ces systemes dans L (privé de ’origine) est nécessaire et
Ann. Ec. Norm., (3), LXX. — Fasc. 3. 27
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1

suffisante pour que '—;—’3 eth) soient des réduites consécutives (sous réserve qu’on
0

1
les ait bien rangées, c’est-a-dire que |Z| <1).

Remarque. — En particulier, -2’7 et Pq' sont certainement deux réduites
0 1
consécutives si | y| <1 et sile systéme .
(%) bz —a|Z|zd), by —n|Zld|

n’a dans L que des solutions congrues a (0, 0)(mod ), auquel cas nous dirons
briévement qu’il est impossible.

D’autre part, nous avons vu que pour toute fractiong il y a une réduite {;’;

telle que|q'| ||, |q'E — p'|Z|g&— p|et parsuite|¢'(¢'E—p') | =[4(9Z—P)]-
Il en résulte que, si une suite 2 de fractions est identique a la suite de
meilleure approximation de £  partir d’un certain rang, on a

I

C(Y=lm — 17y,
G=m e
~ ~n~‘JE — Pn—2 Gn—2
En posant d,= G,y Pus— Gnos Ppoty Tne=— L2 Pr2 on a
P == qn—1 Pn—2— qn—2 Pn—1, It E— Py ) G’
.. . d, . . )
I'identité x,— y,=— o » et I’'on obtient par suite
: gn1(gn1§— Pr)
C(5)=1Iim ‘ﬂ“_’"‘
II. 3. REMARQUE SUR LES REDUITES DES NOMBRES REELS. — Soient? et ;ﬁdeux
0 1

réduites consécutives du développementen fraction continue usuel d’'un nombre
réel irrationnel £. On a donc, comme I’on sait, en posant

l)‘::»—-—q—o— et .Z:ww’
q1 qgic, — P
—r<<y<<o et x>1.

Nous allons montrer quep—0 et P sont encore deux réduites consécutives
0 1

(& notre sens) de £ dans un corps imaginaire quadratique quelconque.
Il suffit de prouver I'impossibilité du systéme

(T*) b —a|=x, |by—a|=

en entiers (de E) non nuls (’'un et I'autre).

(17) Cette propriété, bien connue dans le cas réel, est pourtant omise par la plupart des traités
classiques.
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Or on a

lab,

Noy —all= bl vi+la|-—yl|a bl “ b— %”: b - L;%L

r

et I'on écrit donc le systeme (%) sous la forme

7

ce qui implique, en vertu de «£0, b£ 0, |a, b]y >0 et [a' d >o ce qui est
impossible.

Ainsi, la suite de meilleure approximation (4 notre sens) d’un nombre réel
irrationnel est toujours identique a son développement en fraction continue
usuel. 1l en sera évidemment de méme pour les meilleures suites régu-
lieres (voir IV).

Nous donnerons maintenant quatre exemples qui conduisent & quelques
remarques et qui montrent comment I'on calcule des constantes d’approxima-
tion, et par suite, comment I'on peut assigner aux constantes d Hurwitz des
limitations supérieures.

II. 4. Premier kxewere. — Considérons dans le corps (R(y/—19) la suite ® de
—4 —3 8
fractions : —:3, ——[i, ©, 21,29, bOIl:( )avecn_—— 1,0,1,2,3,4..
17— —4 Jw qn

obtenue par un « développement en fraction continue » (pour I'instant pure-
ment formel) ou les « quotients incomplets » a, sont définis par a,,= o,

Ayfpy = — 0.
R ok s — O . s — X P — X
De la récurrence y., = Arskee= ® ) fipe L2kt =) 2 \
® YVok42— | Yok4o — ) Yok — )
on rx="2 ’I -+ £ et y=>" (1”—‘ —z ) sont les racines de I’équation
2 Vo ' 2\ V53 ‘

wz?—bz4w=o0, et h = é (7 +3y/5) est un nombre réel supérieur a 1. Done
va. tend rapidement vers y en restant sur la droite o w, et méme sur I'inter-
valle (o,). De méme y,,, tend vers — y sur l'intervalle (o, — y), exception
faite pour y, qui est en o. En particulier, on a, pour toutn, |y,|< 1. Les
dénominateurs des fractions de ® croissent strictement en module.

Montrons que ® est la suite de meilleure approximation de . D’aprés les
formules de récurrence, on a xs,= & et Loy, = — & puisque c’est vrai au début

<la vérification la plus simple résulte du cas k=o par l'introduction d’une

] P

fraction a role uniquement formel £=* = ?) 1l suffira donc, eu égard a la

]2
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symétrie des rangs pairs et impairs, de prouver I'impossibilité du systeme
analogue a (T):
Voo —a < @ by — a| <<

ou )" est un nombre quelconque de I'intervalle (o, y).

On a nécessairement | b | < 1;1]:] < llx+——ljl nn V) < \/7, doncil suffit

d’examiner lescasb=1,2, w et ®

Pour b=r1, la seconde equatlon implique « =0 ou 1, ce qui contredlt la
premiére.

Il en est de méme pour b = 2, puisque, y étant sur la frontiére du cercle (2—),

y' lui est extérieur.
n—5
Pour b=w, on aby =—— (I — —) s d’ou necessalrement a=—1 ou

Vb
— 9, mals[wx+1{>|mw+2].—.f1+\/5<\/s 1)

contredit la premiére équation.

1+V5

2

>

=|z|, ce qui

—V5

2

- — 5 s . .
Enfin, pour b= w, on a by = » d’olt nécessairement a=1 ou 2, mais

|wz+1|>|wax—2|=|z|, ce qui contredit la premiére équation.
Donc @ estbien lasuite de meilleure approximation de x, et, puisque |z, — v, |
a pour limite | —y|=1, on a C(x)=1. En particulier, on a donc C,,1.
Nous montrerons dans VII qu’en fait, C,,=1.
Remarque. — Des raisonnements analogues dans le cas de R(/— 5) montrent
que pour xr = 2(1—}- /Lg) =0+1/64 ..., 0na encore G(af):r, donc aussi
\ !

Coo_1.

I1. 5. Devxiime xempre. — Considérons dans le corps R(y/— 11) la suite ¥ de

fractions J;—” (commencantan=—r1).
n
1 1 ® W+1  ®-+2 4 2 —3w 6— 3w
- - 9 — 9 9 e b ) b
o 1 — ® 2 @+ 2 —1— 20 2 —3w
obtenue par la fraction continue olt @y,=1, @, =—0, Qy_, =—w.

Pour prouver la croissance des dénominateurs, on vérifie immédiatement
que | yax| <1 entraine | yores | <1 6t |yarey | < 1.
1 ®W ., . ey . .
Comme y,= et y,=— ~ vérifient la condition, elle est toujours vraie,

sauf peut-étre pour y, et y,. En fait y, = o, et y;=1. La croissance est donc
stricte, sauf entre |g,| et |g.|. Donc W ne peut étre une suite de meilleure
approximation (au moins avec les conventions adoptées plus haut).
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Montrons pourtant qu’elle est identique, & partir d’un certain rang (qu’on
précisera facilement), a4 la suite de meilleure approximation du nombre
245+ —11 . , .

= ——\/—-,—‘— »>'une des racines de I’équation

3=1+I/—w—+1/1 +1/—® + 1/5 ou 252 =5(1 4+ 2®) +2 — o

3]

s 5V,
—)
- 1

On a doncx, =, T, p=wa, Ly, =&, L, =a', avec .v/:x—_-—z-

<l’autre racine étant v—

De plus, comme plus haut, lim y,,=y, donc V., Y et y.—q tendent

. . — -, I
respectivement vers v, y’ et y’, avec v/ = T

Il nous suffira donc de prouver I'impossibilité du systéme (T), d’une part
avec & =x ety voisin de y; d’autre part avec x = ', et y voisin de v
.Z

Orona|b| < -

‘w ( qui est voisin, dans le premier cas, de 2,097, et, dans
le second cas, de 2,213. Donc, en tout cas, on peut se bornera b =1, v, w ou 2
tandis que, d’aprés les majorations analogues pour |«|, @ ne peut prendre que
ces valeurs ou des symétriques. Examinons successivement les huit cas obtenus
suivant les valeurs de « et 0.

Supposons d’abord x = x.

b=r1. — Alors, d’aprés la deuxiéme équation, « = — w. En elfet, bien que
y soit sur la frontiére du cercle (w), v, €c(w), ce qui s’établit par récurrence :
on a y,€c(w), et y,,€c(w) entraine Virn €c(w) qui entraine v, €e(w).

\/5+\/'5’
2

/ /5 .
Poura=—w,ona|bxr — u]:[w—f—cul—:_\/ 2+ \T > || pu:sque];p[ =
d’ou 'impossibilité.

b=w. — La deuxiéme équation donne «=—1 ou 2, mais on a

\ww+2[>imw’—f—1(=\/g+\/5 >\

b= w. — La deuxiéme équation donne « =1 ou 2, mais on a

le—nl>fo—z[:jx|.
b=2.— La deuxieme équation donne ¢ = ou — w, mais on a
1+\/5

|22+ 5> 20— 0= LEY3 5 )
Il'y a donc impossibilité dans tous les cas ou & = .
Supposons maintenant .x = '

b=r1. — La deuxiéme équation donne @« =—1, maison a | &' +1| >|x'.
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b= w. — La deuxiéme équation donne « = , mais on a

;wx~mi: - || > 2|
b= w. — La deuxiéme équation donne « = — 1, mais on a
. | 2x : .
!mx—&—u: —'ﬁlex'].
=103
s . \ —® . , .
b=-2. — D’aprés y,,€e(w), 0n a .14 €' =%, donc la deuxiéme équation
donnea=—1, maisona|22'+1|> |2 |

Il'y a donc impossibilité dans tous les cas. W est, a partir d'un certain rang,
la suite de meilleure approximation de x, donc C(x)= lim|z,—y,|. Or

[22,— ¥2n| @ pour limite |:1:—;v|= V—, tandis que |2,y — ¥s,.1| @ pourlimiter.

i ot

- 3
; en particulier, on a donc C“é\é-.

v it o \/B ‘
Nous montrerons dans V qu’en fait, C,, = \:_

Donc lim |z, — y,,l_ C(w)_

2

1. 6. Trorsieme Exempie. — Dans le cas rationnel, la suite de meilleure
approximation est fournie par un développement en fraction continue bien
déterminé, car deux fractions équivalentes par rapport 4 un nombre x
irrationnel sont nécessairement absolument équivalentes (leurs termes sont
simultanémentidentiques ou opposés). L’exemple qui suit illustre la différence
de situation dans les cas complexes.

Considérons dans le corps R(y/—1) la suite X de fractionel" (commencant
an=—1)
i 2 1— 40 89 —10 — 40 — 30 560 — 15
o T TR0 e —8 ' Ti5+40° 300
définie par la fraction continue 2, —20, —2, 20, o, ..., ou ¢,=2(—0)".

On montrera famlement comme ci-dessus, que | yn(< 1, et que X est la suite

de meilleure approximation du nombre a =1 -+ \/3 + - (vou d’ailleurs IV.5).

__1)#

9

et

De plus, on voit immédiatement par récurrence que J('y.‘,,{):

(—1)*(: +0)]JQA 1 = Pas- o ou szﬂl*(*‘l)kep-zk»l
— D 0 Gap 1 Gap 2 Gak-(— 1) 0Gar

vy =(—1)" ade sorte que la fraction ¢

est équivalente 3 £ T * sans lui étre abso]ument équivalente.

Ainsi, la suite de meilleure approximation de  peut étre représentée par une
infinité de développements en fraction continue équivalents.



SUR L'APPROXIMATION DES NOMBRES COMPLEXES. 213

On notera que |x,— y,| tend vers y3; donc C(«)=/3; or on sait, d’aprés
Ford, que c’est précisément la valeur de C..

II. 7. Quarrikme exempLE. — Terminons par exemple plus compliqué, ou I'on
part d’'une suite de fractions non régulicre (c’est-a-dire ou deux fractions
consécutives ne sont pas toujours adjacentes).

Considérons dans le corps R(y/—743) la suite = de fractlons " (commencant a
n=-—1)
1 3 — 3 — 3w 14 Sw

- 9 I K ——

= -
o 2 —w —7 3w 19

définie parp , =1, ¢_ =0, py=w, ¢,= 2 et les formules de récurrence :

Pn= anpnfib_*‘ bnpn~2 , gn= ‘LnQIz-1b+ bn(/nwz ,
n—1 n—1
avec dy,=, by,=2 ; dyy=— w, byy =1.
On vérifie facilement que p, et q, sont toujours entiers, et que |y, | <1.
Vi . -
En prenant x = 7 2\/ w, racine de wax? —7x-t+w=0, 0N a Xy,=x
I \/ d
et oy —— —— w = 2, tandis que y.; et ¥, ten ent rebpectlvement vers
les nombres conlugues sur R(y—43), y et y’. De plus, duy=1 et s, = 2.

et 221 sont deux réduites consécutives. Il suffit

2k+1

Montrons d’abord que };’

de vérifier I'impossibilité du systéeme (T) avec v = a; y =y, d=1('*).

Or ce systeme implique |0]-= f;lg;" :2‘/“?%—”/0 < 3,56 < /13, donc
[ 2

il suffit d’examiner les cas b =1,2, 3, w, v, 0 +1 et ©w 1.
1) b

V43

L’impossibilité évidente de I’équation |by —a| =1 lorsque 1ZJ(by)<=*-—1

exclutlescas b=-2, 3, w 4 1.
Pour O =1, 0on anécessairement ¢ = o.

. —\/5 . .
Pour b= w, by = Z__)_\/_ donc @ =2 ou 3, mais on a

!bx-—(/,!:'Zi')z—g——wl\—ﬁl—_E—\—/é>lx|.

Pour b = w —+ 1, raisonnement analogue.

(18) Le systéme (T*), n’ayant qu’un nombre fini de solutions pour z el y voisins de 2 et ), esl
impossible pour z et y suffisamment voisins de .« et y sl est impossible pour x = x, y = y.
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—\/5 X .
Pourb =w, by =y — Z——qi—’ d’ott « = — 2, mais on a

3+\/5

b — | =|z—

L’impossibilité est donc établie.
Etudions maintenant le systéme (T)avec @ = a', y = y', d = 2. Le réseauL
est défini par le systeme 7

apyi—+ bpar—y =0 (mod 2), aqsr+ &q2k_1 =o0 (mod 2)
qui s’écrit, d’apreés les relations de récurrence :
(aw +- ) par 1+ 2psp_s=o0 (mod 2)
(aw ~+ b) gk + 2¢srr=0 (mod 2),
c’est-i-dire encore «w b=o (mod 2) ou a= bo (mod 2). D’apres

|b] < 2([+ |f l ) — 4 +\/:)/~+\/“ < 4,27 < /19, il suffit de considérer les cas

oub:I, 2,3, 4y 0, 0, ® =2, w2,
Rangeons-les selon leur valeur modulo 2.

|

1° b=o0,a=o0.Pourb=20u4,|by—a|Z2 est impossible.

2° b=1,a= w. Pour b =1, |by'—al 2 est impossible.

Pour b =3, |by' — a| < 2 implique « = — . On a alors
|ba' —a|=|— ﬁ—<[+3¢s'> <z2ja'|

Ainsi b =3, « =— w estune solution de (T).

3 h=w. a=w. Pour b= wouw—2, on a]J(/)"y’)]-— \/5 \/4 *—> donc
| by — a| Z2 est impossible.

Pour b= o + 2, by =4 ——V/g—— ﬁ (4 —-—\/5), dotlu=wouw-+ 2

Sla_w,lbw—u —_3\/5+ll>2)¢1:’.

Sia=w-+2, |[br'—a|= 1—|—\/5 ""_OV5+1|< 2| .

Don¢ b = + 2, @ = w -+ 2 est une solution de (T).

fob=w, a=1. Pour b=u0, by =— (4—/5) d'ot a=—1 ou — 3 ;
0r|/1.v’—|—1|=:3+\/5>2[x”et]bar’+3}=1+\/5<z x|

Donc b =, a=— 3 est une solution de (l

Pour b=w—+2, by =— (4—/5) — ——(4—\/3) dott «=—1 ou —3,
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mais[ba:’—]—1|2=i—?(17+7\/5>>4|:c’“’,et[bw’-l—?)}?_—_%(zl—}—8\/5)>4]w'|?.
Pour b=w —2, [).y’=~(4——\/5)+21—?(4—-\/§), dou « =—1 ou — 3,
=2 (174 75) > 4@ et [ba'+ 3 =4(345) > 4[]

ba' +1

mais

Finalement, (T) a pour solutions (—w, 3), (0 42,0 +2) et (—3, w);
Pai et Paryq n€ sont pas desréduites consécutives, pour 4 assez grand.

Parmi les fractions intermédiaires, il serait aisé de voir lesquelles sont des
réduites. Il vaut mieux remarquer que c’est inutile pour déterminer C(x).
apsx—+ bpai— - aqz~+ bqar—s ,

En effet, si p= - - on a
g a—byw, qgr —p 0= by,
g > qux—pu 2
d’ont
lg(qz—p)| _’(b}'u-»w—a) (b‘fzks.i*““)"
| g2k (q2x® — pai) | b

8 décritE, et les trois familles de fractions

qui correspondent aux solutions de (T), cet ensemble de fractions englobant

by'— a) (bx' — a) l
/

o4

Ona(—;(iazlir_niQ(Qaf—P)!, ou

certainement toutes les réduites. Or l( vaut respectivement :

pour (— ©, 3) :

b

o By5—1) BV5+1)| :
i =

II II

(96 + 241/5) (96 —241/5) 36 )
} 4‘1_1‘! —“T‘>19

pour (w42, w—+2): racine carrée de

pour (—3, w): (‘/5""1)[‘(‘/5_1) —

I.

., , . \ ;! el
Comme toutes ces quantités sont supérieures i 1, on a C(x)=lim ‘id—’”l
n
bien que E ne soit pas la suite de meilleure approximation de x; c’est-a-dire,
| \ - 5 5
et |&.— y.i| ont la méme limite \/ﬁ, C(x):\/m

Lok — Y 2k-+1
p II

puisque l

En particulier, on a donc C,; = \/II' La valeur exacte de C,, est inconnue.

Aprés ces exemples, on concoit que dans chaque cas particulier, obtention
de majorations « raisonnables » de C n’exige qu’une patience proportionnée a
la complication du corps.

III. — Réduites. Table des valeurs du déterminant de deux réduites consécutives.

II. 1. Soient{}l‘2 et 2 deux réduites consécutives d’un nombre £ qui n’appar-

0 1
tient pas a K, a éléments dans un ordre A de K, de discriminant — D. Ceci
Ann. Ec. Norm., (3), LXX. — Fasc. 3. 28
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implique, avec les notations de II. 2 (Z ety étant remplacés par et ¥), que
le réseau L des couples (a, b) d’éléments de A vérifiant les conditions

apy—+ bpy=o (mod d) agi+ bgo=o (mod d)

n’a d’autre point que 'origine dans la région définie par
‘b—gl<\di by —a|<|d.

On peut encore dire que le réseau L’ transformé de L par la transformation

N /'_% |
)Y — (L
(a, b) - s ——

N . . - o } o
n’a d’autre point que I'origine dans la région définie par |z, | <1, |z <1,
5, et 5, étant deux variables complexes.

L est transformé en A? par la transformation (a, b) — ("pi_; bpa “q"; bq")> ,

done son déterminant (en tant que réseau a quatre dimensions réelles) est

bl d]

A(L) =1 8(A") ==

o]

, K
Si nous désignons par (3 le déterminant critique du « bicercle » défini

par |z, | <1, |z | <1, nous obtenons donc 'inégalité

Le déterminant de I est, de méme,

1,2

; D = o
R R i i | =
LL ATl ou bien ‘L”é\/llﬁ

I — —

x

,Jl

»

‘ ol
g1(4o2— Po)

ou encore, compte tenu de I'identité l 1— %‘ =

5
. iql(qu—Po)]é\/m-

On obtient donc un théoréme sur I’approximation des réduites analogue a celui
qui est classique dans le cas rationnel, avec la constante 1 ausecond membre.
Ici, le second membre dépend de la valeur de {3, laquelle est encore
inconnue. {3 est évidemment inférieur au carré du déterminant critique du
3
. Z 9

En sens inverse, le théoréme de Minkowski donne > %20,61....

cercle, soit ; = 0,75.

(19) MaHLER, On lattice points.in a cylinder (Quat. J. Muath., t. 47, 1946, p. 16). Poir aussi :
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La méthode introduite par Mahler (**) montre que > 4 \/25 =0,68.... On

peut conjecturer que la valeur de {3 est 2 Dans ce cas, pour D = 3 on obtien-

drait le théoréme |q,(g,& — p,)| <1, d’ailleurs établi dans IV. 4, et qui est
« le meilleur possible de son espéce ».
Le théoréme que nous avons obtenu a un autre aspect : si I'on tient compte

que |x|>1, [y|<1, on a 1—§l<2 et par suite |d]<\/93 On obtient
[

ainsi une borne pour le déterminant de deux réduites consécutives dans un

ordre de discriminant — D.

[11. 2. Nous allons rechercher quelles valeurs peut prendre ce déterminant d,
lorsque A est 'anneau E de tous les entiers de K. D’apres || >1et|y| <1, le
réseau L n'a pas de points dans la région définie par |a|+|b|<|d|, et méme
pas de points tels que |a| 4 [b| Z|d]|, a.b=o.

Etudions les idéaux io= (pa, ¢o) et iy=(p., q.) qui divisent d, et posons

d=1jo=1,{.

S'il y a dans la classe de i, (lorsqu’on considére les idéaux principaux
comme équivalents) un 1déal i tel que | i| < |1, (la norme étant aussi définie
pour les idéaux!), I'idéal ij, est un nombre 6/ non nul de E, tel que [b] < |d]|.
Avec a = o, il satisfait donc fa|—1—|b]<|d[ ce qui est impossible

Ainsi, i, doit avoir une norme minimum, parmi les idéaux qui lui sont equl-
valents. Il en est de méme pour i,.

En particulier, si i, est principal, il est égal a 1. Il existe alors des entiers A, £
tels que po o+ g,k =1.Posons P = ap, + bp,, Q = aq, + bq, ; le systtme P = o,
Q=0 (modd) équivaut 4 ¢P —p,Q=0, hP + kQ =0 (mod d), ce qui s’écrit
encore da = 0,b =sa (mod d’), ou bien seulement b = sa(mod d), ol s est un
entier. Si, de plus, i, est aussi principal, alors s est inversible (mod d). Tel est
le cas, en particulier, si le corps K n’a pas d’idéaux non principaux.

Remarquons encore que, d’aprés I'impossibilité de |a|+|b| Z|d |avec a.bs£ o,
il ne peut y avoir, dans la classe de s (mod d), ni dans la classe inverse, aucun
entier de module == |d|—1.

II. 3. Indiquons un lemme immédiat.

Supposons d’abord K dépourvu d’idéaux non principaux.

Supposons donnés trois nombres complexes x, y, d tels que || >1, x€K;
|y|<1, y€K; dzo, d€E, et supposons que les systémes (S)), (S]) et (T)
soient impossibles en entiers (de E) non tous deux nuls.

CHABAUTY, Sur des problémes de géométrie des nombres (Colloque international d ’Algébre et Théorie
des nombres de Paris, 1949, p. 27).
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Alors on peut trouver un nombre £g¢K et deux réduites consécutives 2
. 0

P £ . 7o 2E—Po
et** du nombre &, de facon que p,q, — =d, — 1" = D500

q1 0 G con que pogy—pPrgo=¢ 1 et 71— pa *

La démonstration est évidente : y étant rais sous forme irréductible — °,
. B q1
on peut déterminer successivement p,, p, (d’aprés 'absence d’idéaux non
principaux), puis & (puisque z €K, c’est possible et la solution n’est pas.
dans K). D’apres I'énonce, ’-39 et Pt sont deux réduites consécutives de £,

0 91

Dans le cas général ou K peut avoir des idéaux non principaux, on peut

seulement satisfaire la condition que "y—l—g—" soit arbitrairement petit
1

[avec (go, g1)=1], et alors le reste subsiste.

III. 4. Nous pouvons maintenant dresser une table des valeurs de < pour les
corps les plus simples (*°). Nous nous limiterons & ceux qui n’ont pas d’idéaux
non principaux, nommément ceux ot D=3, 4, 7, 8, 11 et 19.

Naturellement, d n’est défini qu’a la multiplication prés par une unité; nous
n’écrirons qu’un représentant de chaque classe, et méme un seul représentant -
pour deux classes imaginaires conjuguées.

d=1 intervient pour tout corps K, comme le montre par exemple la consi-
dération des réduites des nombres réels, d’aprés 11. 3.

b=3.
D’aprés 1II. 1, d =1, ® 41 ou 2.
'Sid=2, un systéme complet de restes (mod2) est 0, 1, w, . Comme tous

ces nombres ont un module 1, il y a contradiction avec la remarque finale
de III. 2 : 2 n’est pas une valeur de d.

Sid=w+1, un systéme complet de restes (mod w +1) est —1,0, 1. llya
lieu d’examiner les relations b=za (mod w +1), avec e===1. On a les trois
solutions eb =1, a=1, — ® ou — w. Le raisonnement de I11.2 ne suffit plus.
by —al <3,

< /3 sont vérifiées par au moins I'un des trois couples («, b).

mais je vais montrer que quels que soient et y, les inégalités
o
b— -
X

Il suffit de montrer que chacune des deux inégalités ne peut étre

fausse que pour un seul couple. Or, si I'on avait par exemple | ¢4 == /3 et
lt+w|> /3 pour [¢| <1, en posant t=m—ny—1 (m, n réels), on aurait

(20) On peut donner des résultals partiels, tels que le suivant, pour un corps quelconque. Tous
les entiers naturels inférieurs & | w | (resp. | 0 |) sont des valeurs de <, au moins s'ils sont premiers
m-—=+1I

4

avec

(resp. m).
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<m+ ;\'}L—Q—<n+ V3 ) >3, dou a(m*+n*)42m—+42>>6, ce qui con-
tredit m?>+ n><1.

Ainsi, dans le cas D=3, d ne peut étre qu’une unité : méme résultat que
dans le cas réel.

D=4.

Dapres L 1, d=1, 041, 2 0u 0+ 2.

Si d=1f0+4 2 ou 2, les classes premiéres a4 d sont représentables par des
unités, ce qui contredit la remarque finale de III1.2.

Si d =0+ 1, supposons L défini par la relation =0 (mod § + 1) et pre-
nons (par exemple) . et y tels que

Ly — 11>/, ly —0]>\/2, '1+;‘l>\/é, H~~£'>V§.
Il en résulte facilement ll—ti< V2, et, pour les solutions de [ by — | /2,
b——lA\/z, ceci implique [a|< 2 et [b|< 2. Mais, tous les entiers de

module \/2 étant équivalents, I'impossibilité de ce systéme avec a=b(mod 6+ 1)
résulte de son impossibilité pour [a[—]blzl laquelle résulte précisément
du choix dex et y. Eu égard au lemme de III. 3, nous voyons que 0 -1 est une
valeur de d.

Remarque. — On pourra montrer que le cas envisagé est le seul, & des rota-
tions ou symétries pres, on d =101 (4 la condition de « fermer » certaines
des régions ou se trouvent « et y). On a donc, dans tous les cas ou d =101,

comme ici, |2 —y|=y2(1 42+ /3). et 'on voit que chacune des deux

réduites dont le déterminant est O + 1 vérifie |g(¢& —p) | > ———n—— .
‘ 1+ V2 +/3

D=~7.
Dapresll. 1, d=1,0w,2, 041,20 —1, 200, © 42 0u 3.

Sid=3, 20, &+ 2, w1 ou 2 2, les ‘classes premiéres a < sont représen-
tables par des entiers de module inférieur 4 [d|—1, ce qui contredlt la
remarque de III. 2.

Sid=2w—1, un systéme complet de restes (mod 20 —1) est —1, — ©, 0,
®, 1, ® -+ 1, 2. Mais les classes de w1 et 2 ont pour inverses celles de —

et o, et, comme w = /2 < /7 —1, laremarque de 11I. 2 montre que 20 —1
n’est pas une valeur de d.

St d = w, on vérifiera que la relation b=« (mod w), avec x voisin de 1 et y
voisin de — 1, par exemple conduit & un systeme (T*) 1mp09%1ble donc w est
une valeur de d.
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D=38.
Dapres 11I. 1, d=1, 0, 041, 2, 0o, 20, 20 41,3 0ub—4 3.
Sid=3, 20+ 1, 20 ou 0 4 2, les classes premiéres a d sont représentables
par des entiers de module inférieur & [d| —1, ce qui contredit I11. 2.

St d =10+ 3, un systeme complet de restes est formé par o, 1, 2, 0, 0 41,
) + 2 et leurs opposés.
Il ne reste, d’apres Ill. 2, 4 examiner (au signe prés) que larelation b=a (0 + )
(mod 6 +3)quiadmetla solution =0, =0, 0u|a|+|b| =2 /2< /11 =Id]|.
Si d =2, on vérifiera que la relation b=a( +1) (mod 2) donne un sys-
teme (T*) impossible avec x voisin de 1 et y voisin de — 1, par exemple.

St d=10-+1, on vérifiera que la relation b=« (modf 4 1) donne un sys-
teme (T*) impossible avec « voisin de 1 et ¥ voisin de — 1, vérifiant les condi-

]+§\>\/§, By 411> 3.

Si d=10, on vérifiera que la relation b=a (mod ) donne un systéme ('I*)
impossible avec & voisin de 1 et y voisin de —1.

tions

D=11. .
Dapréslll. 1, d=1,w, 2,0+ 1,3, 0+ 2,20 —1,20, 20+ 1, w4 Jou 4.

Sid=w—+3, 20, 20 —1 ou w—+ 2, les classes premiéres & d qui ne sont
pas représentables par des entiers de module inférieur a |d|—1 ont pour
inverses des classes représentables par de tels entiers, ce qui contredit III. 2.

Si d =4, il ne subsiste, au signe prés, que la relation b= (2w —1)a, qui
* admet la solution ¢ =w, b =14 o, telle que |a|+ b= /3 + /5 < 4, ce qui
contredit 111 2.

Si d=2w—+1, 1l ne subsiste, au signe pres, que la relation b= 4a, qui
admet la solution a=w, b =— 2, telle que |a| 4 |b|=2+ f3 < \/1_5= |d],
ce qui contredit I1I. 2.

St d=23, il ne subsiste, au signe preés, que la relation b=a(w 1), qui
donne des solutions au systéme (T), quels que soient .z et y.

En effet, supposons au contraire (T) impossible. D'aprés || >1, on ne

peut avoir & la fois | w — %Ié?) et

-+ i—’;—' >3 et par suite on n’a pas 4 la
fois lay__6|<3, |wy + w|<3; supposons par exemple [wy + w|>3. De
méme, on montre que ou bien |y — (w—1)|>3, ou bien (0 +1)y —1|>3;
mais chacune de ces deux hypothéses contredit |0y 4 w|>.3, puisque |y|<1.
Ainsi (T) est toujours possible, et 3 n’est pas une valeur de d.

Si d= o —+1, on vérifiera I'impossibilité de (T*) pour la relation b=aw
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14 = l>\/5

avec x voisin de 1 et y voisin de — 1, vérifiant les conditions
oy — 1> 5. ,
Si d=12 ou w, on véritiera I'impossibilité de (T*) pour les relations respec-
tives b=aw (mod 2) et b=a (mod w), avec 2 voisin de 1 et y voisin de —1.
D =19.
Daprés III. 1, d=1, 2, w. o+1,3, w+2, 4, o+3, 20—1, 20,
2w -4+1, 5, ouw-4.

Sid=2w, w + 3 ou © -2, la contradiction avec III. 2 est immédiate.

Si d = w4, il ne reste, au signe pres, que $=—9 et 11, appartenant
d’ailleurs & des classes inverses. Mais, d’aprés — gw = w =110, on peut satis-
faire les congruences correspondantes avec |a| 4+ |b| = /5 < 5.

St d=15, il ne reste, aux symétries prés, que s=2w —1 et 20 41, per-
mettant e = w et b = w, done ((1|+!b]=2\/5<5.

Sid=92w+1, il ne reste, au signe preés, que s=06 et 4, appartenant a des
classes inverses. Pour b=06a par exemple, on a a=2, b=— © donnant
la|+[b] =245 <23

Si d=2w—1, il ne reste, au signe prés, que s=4 et 5, appartenant &
des classes inverses. Pour b=>5a par exemple, on a a=2, b= donnant

]+ [b] =245 <TG,

Si d=4, il ne reste, aux symétries prés, que s=20—1 et 2w -1, per-
mettant ¢« =2 et b === 2, donc |a|+|b| 4.

Si d=3, avec b=a(w—+1); ou d=w-1, avec b=3a; ou d=uw,
avec b= 24a; ou d=2, avec b = aw, on vérifiera 'impossibilité de (T*) avec «
voisin de 1 et y voisin de — 1, et, dans le second cas, la condition supplémen-

I+§.l>\/5-

taire

Table des valeurs de d.

D d. D d.

3. 1 8 I, 0, 041, 2

4 1, 0-+1 11 I, ®, 2, ®-1I

Vi I, ® 19 1, 92, ®, o441, 3

Il faut naturellement compléter cette table par les rotations et symétries.

IV. — Meilleures suites réguliéres. Précisions pour D—3et 4.. =

LV.1. Nous supposons que K est I'un des cinq corps ou ['algorithme
d’Euclide est valable, c’est-a-dire D =3, 4, 7, 8 ou 11.

(2 ’*’%mmw 3
L et

\"‘w..,.._‘_ S /

A e
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De lalgorithme d’Euclide résulte, pour toute fraction irréductible 5—9
0

donnée, lexistence d’au moins une fraction £ adjacente a % et telle que
qx—p|<|qox — po|,  étant un nombre complexe donné qui n’appartient
pas a K. De plus, % sera irréductible.

"On peut donc définir des suites de fractions approchant #, qu’on appelle
meilleures suites réguliéres de x : §~:— étant une réduite quelconque de x (irréduc-
~ tible puisqu’il n’y a pas dans K d’idéaux non principaux), % sera la plus
simple des fractions S adjacentes d 22— telles que gz — p|<|qus®@ — pus|,

étant entendu que, s’il y a plusieurs fractions aussi simples vérifiant cette

n—1

condition, gﬁ doit étre I'une de celles qui rendent | gz — p| le plus petit pos-

sible (pour les « cas limites », voir en II. 1 la définition des réduites).
On voit immédiatement qu’aucun dénominateur ¢, n’est nul, sauf peut-
étre ¢, (et alors |p,|=1). i
D’aprés les conditions d’adjacence, on peut, en multipliant au besoin p, et ¢,
par une méme unité, écrire les formules de récurrence :

Prn={nPn—1—+ Pn-s, Yn="CUnGn-1—+ Jn_s,

ol a, est un entier, qu’on peut appeler le quotient incomplet de rang n.
Posons

G — Pn—s ot Yo o Yn— .

Gn— & — Pn—y Gn—1

Xy ==

x, et y, sont finis et non nuls, le premier hors de K et le second dans K, et ils
satisfont & la méme récurrence :

I
Ly — = —— Vp— =
Lnia Va4t
Le quotient incomplet a, est défini, & partir de «, et de y,, par les conditions
que |x,— a,| <1 et |y,— a,| minimum, étant entendu qu’en cas de doute, il
aut rendre aussi |z, — a,| mini ui s’exprime en impossi-
faut rend mum, ce s'e core par I'im
bilité des systémes (I'inconnue étant 'entier @) :

| xn—a | <1 [yn—a| <|yn—anl,

|Zn— a| <

Ln— | [Ye— !l =|yn— x|
Ces systémes peuvent encore s’écrire, en posant @ — a,= b :

ben+1—ll<$n+1 ' lb‘}’n+1—“1=‘<1,
|bxn+1—‘1|<1 'b}’n—q-i_ll:'l-
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La derniére équation pouvant évidemment s’écrire |by,,, — 1|1, ce sont
donc les systemes (T) et (S') avec a =1.

~ . . ., 1 N . .
En particulier, en prenant pour » une unité L 0N a, atoutrangn, I'impossi-
bilité que x, €i(u), y,€i'(u).

IV.2. 1l résulte immédiatement des définitions qu’ona|x,| > 1, maisil n’est
pas évident que |y, | < 1. Nous allons établir ce point, essentiel pour la validité
de I’algorithme.

Nous utilisons, 4 titre de lemme, I'invariance par le groupe modulaire de K
d’une famille F de cercles finis et infinis comprenant :

1° les cercles (—'l—:l avec beN, ae€E, b divisant lal|—1;

2° les droites [u, z|=v avecueU, v€.

Il suffit de vérifier 'invariance par les translations d(d € E) et par 'inversion
par rapport au cercle (o). ’

Or la premiére, évidente pour les droites, résulte pour les cercles du fait
[a. d]+ b? est divisible par b en méme

temps que ||| —1.
Pour la seconde, remarquons que si « est complexe, mais non de module 1,
(@) («)
b ¢
avec bc =|/a||—1, ce qui prouve qu'un cercle de F devient un cercle de I, a

moins que « € U. Dans ce dernier cas, I'inverse de ﬁZ—) est la droite [z., d] =b

et b réel non nul, I'inverse par rapport & (o) du cercle est le cercle

(et réciproquement); la droite [z, @] =o devient [z, @ |=o0; F est bien inva-
riante.

Démontrons maintenant la propriété envisagée. Supposons, au contraire,
| Vner |21, Alors |y,—a,| <1, c'est-a-dire y,€1'(«4,), tandis que x,€i(a,).
Donc x, et y, appartiennent & un méme cercle de F (je sous-entends que x, est
a I'intérieur et y, a 'intérieur ou sur la frontiére).

Or il est impossible que, & quelque rang 7, x; et y; appartiennent (avec le
(a )

méme sous-entendu) a un cercle *2) de F oit a soit une unité. Nous 'avons vu

pour b =1, et c’est vrai a fortior: pour beN, les cercles correspondants étant
intérieurs au précédent. De la sorte, la transformation modulaire qui fait passer
de x, et y,az, , et y, , transforme le cercle de I auquel les premiers appar-
tiennent en un véritable cercle, et par conséquent les intérieurs sont associés.
Donc x,_, et y, ., appartiennent a un méme cercle de F; de méme pour x, .,

et ¥n o, etc., donc — et - appartlennent i un méme cercle )de F, ¢’est-a-dire
qu’on a

-
a— —|1<I,

Ann. Ec. Norm., (3), LXX. — Fasc. 3. 29
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. -+ opy ., -
et la fraction £ = 2" 2P0 yerifie
g  aq.+ bg,
qr—p <!q@x—p, q9]=Z]q0],

ce qui contredit hypothése queZ2 est une réduite. De cette absurdité résulte

0

que, a tout rang n, on a |y, | <r1.

Remarque. — On démontrera aussi 'impossibilité de 1/',,€l"(—2—).~'v”€1'(%)

pour tout cercle %Q de F.

IV. 3. Montrons que |2,—,| estborné inférieurement par une quantité
positive.

En effet, le couple (., v,) appartient a I'ensemble Q des couples (z, y) tels
que |x|>1, |y|<1 et que les deux inégalités simultanées |x —a|<1 et
|y — a| <1 soient impossibles pour tout « € E. Sil existait dans Q des couples
tels que |« — y| soit arbitrairement petit, il y aurait des couples ou & =y;
un tel nombre complexe serait & une distance au moins égale 4 1 de tout a€E,
ce qui est impossible, puisque 'algorithme d’Euclide est valable pour K.

Il existe donc un nombre g > o tel que |2, — y,| > g. L’interprétation de ce
résultat est immédiate, en écrivant que

]]n—AJ, Qn—z - Pn—z qn——1 I

qu—i <711—11‘ - pn—~1) l (//1—~1((]n———1x _pn-1) [ |

| P p—
| Tn— Yn, K =

On a done, pour chaque fraction ? d’une meilleure suite réguliere du
. . /

Nous avons vu plus hauat que toute suite réguliére de fractions commencant
par une réduite de 2 est une meilleure suite réguliére de x a la condition
d’impliquer-a chaque rang » 'impossibilité des systémes (T) et (S') aveca=1.

De l'existence de g > o résulte aisément I'existence d’une constante finie B
telle-qu’il suffit de vérifier cette impossibilité pour |6| < B. Comment peut-on
définir un systéme minimum de conditions a vérifier & chaque rang? Peut-on
s'affranchir de la condition de départ? Quelles relations y-a-t-il entre les diffé-
rentes « meilleures suites réguliéres » d’'un méme nombre? Existe-t-il un
nombre x, une meilleure suite réguliére de 2, et un rang n tels que z, et y,
prennent des valeurs données convenablement choisies ? Peut-on prendre pour

nombre x,

. . , .y ., . I .
meilleure suite réguliére celle dont la premiére fraction est ~? A ces questions,

liées a celle de la « valeur exacte » de g, je ne sais apporter que des réponses
partielles, pour lesquelles il est évidemment nécessaire de disjoindre les diffé-
rents corps. On notera que !utilisation « pratique » de I'algorithme (dans des
démonstrations telles que celles de V et VI) ne souffre pas de cette situation.
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Pour terminer ces considérations générales, je donne une définition. Il
résulte évidemment de ce qui précéde qu’une suite infinie d’entiers prise arbi-
trairement n’est pas la suite des quotients incomplets d’'une meilleure suite
réguliere d’un nombre x (ou, comme nous dirons plus briévement, un déve-
loppement de ). Il existe des séquences d’'un nombre fini d’entiers qui ne
figurent — i titre de quotients incomplets consécutifs — dans aucun dévelop-
pement. Telles sont par exemple la séquence réduite au seul entier o, ou bien
celle composée d’un entier rationnel positif et d’un entier rationnel négatif.
Ces séquences sont dites interdites. Les exemples précédents concernent des
séquences interdites dans tous les corps. Il y en a aussi de particuliéres a
chaque corps; on en verra de nombreux exemples.

Nous allons examiner plus en détail les cas D=3 et D = 4.

IV.4. D=3.
D’aprés les résultats de [II. 4, nous voyons que la meilleure suite réguliere

qui débute par la réduite 1;—)9 ne difféere pas de 'ensemble des réduites suivant{]io
0 0

dans lasuite de meilleure approximation. Nous allons donner de ce fait remar-
quable une deuxiéme démonstration, en méme temps que nous répondrons
“aux questions précédentes.
Soit donnée une suite réguliére de fractions ou les nombres x, et y, véri-
fient|x,| >1 et]y,| <1 etrendent impossible le systéme

(T) bry—al <@ by,—a <

lorsque @ et b sont des unités (ou I’on peut supposer a =1, donc les meilleures
suites réguliéres vérifient ces propriétés). Montrons que ce systéme est égale-
ment impossibleen entiers quelconques «, b (ce qui entraine que la suite
considérée est 'ensemble de toutes les réduites, a partir de I'une d’entre elles).
Nous utilisons comme intermédiaire une minoration de | Z0— .

D’aprés les rotations et symétries, on peut supposer oéargwnég, de

sorte que x, satisfait |bx,—1|<|x,|, avec b=1 et b=w. On doit donc
avoir |y,—1|>x1 et |y,—w|>1, et le minimum de |2, —y,| est fourni,

pour y,, par les points o et w; donc |x,— y,|>1. En fait, le minimum est
. ) T g

fourni par o tant que arg(x,— 1) é, c’est-a-dire |wx,—1|>>1; dans le cas

contraire, |wx,—1|<1 implique |yn——$l§l et le minimum est encore

fourni par o; ainsi, on a, dans tous les cas, |, —y,|>|x,| (avec 'inégalité

stricte, sauf au début). Si le systéme (T) a des solutions, c’est avec

L &y | el !(”<((+‘yni)|mn!
Ln— Yl | = ¥n|

[b] <

donc, iCi’,b|<I+Fcl_,,_|’,a'<I+(yﬂl’ c’est-a-dire |a|et|b| =1 ou /3.
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Mais (T) est impossible avec a=0b =1, donc aussi avec |a|=|b|=/3, car
tous les entiers de norme 3 sont équivalents. Eu égard aux rotations, il suffit
donc de vérifier 'impossibilité pourb=r1,a =0 +1etpourb=w-f1,a=1.
Méme, une seule des deux vériﬁcations sufﬁt puisque les hypothéses sont

mvarlantes par 'échange de x, et - de v, et . etde aetd.

Supposons doncb=1,a=w —l— 1 alors ),”E {(0 1) implique y,le (o) et
,€1(1), tandis que |x,— (w—+ 1)[< || implique |z, —w|<|z,| ou
|@,—1|<|2,|, ce qui montre 'impossibilite.

Nous avons donc obtenu la démonstration cherchée, répondu aux questions
du paragraphe précédent, et découvert que la meilleure valeur de g est 1; nous
avons méme un résultat un peu plus fort. En effet, |2, —y,|>|x, | (pourn>2)
implique

lxﬁgﬂ<——*—lqn;n+u (pour n > o).

Que ce théoreme soit « le meilleur possible » résulte de la démonstration,

ou encore de la considération des nombres « réels.

IV.5. D=4.
Soit donnée une suite réguliere de fractions ou, a tous les rangs n, les
nombres x, et y, vérifient |x,|>>1 et |y,|<1 et rendent impossibles les

systemes (T) et (S') pour |a|=1 et [h|=1 ou /2. Les meilleures suites
réguliéres vérifient ces conditions.

Montrons d’abord que |2, — v, | > 1. Nous pouvons supposer o -~ argx, =~ Z
Ona donc |z, —1|<|x,|.
Si J(a,) > 5 de sorte que |a,—0!<|,],
|y.—0|>>1, dourésulte |2, — y,| >z, >1.
Supposons maintenant J(z,) ==~ Si x,€i(1+0), on a |(1 O)x,l’ 1| < |,

on a donc |y,—1|>1,

donc |(1—0)y,—1|>>1, ce qui impliqué encore |x,—v,| >|x,| > 1. Enfin,
siz,€e(1+0),onalx, —y, >i1—y, >0,

Montrons maintenant que toutes les fractions de la suite sont des réduites,
c'est-a-dire que les systémes (S') et (S”) sont impossibles. Ils le sont évidem-
ment pour |a|=1 et |b|=1 ou \/2, le premier par hypothése, et le second
parce qu'il implique (T). D’autre part, les solutions de (S') et (S") véri-
. 2 §x111+:,i‘ll! ’ \ - . Ap o
fient | b| < A et|a| < A D’aprés les raisonnements précé-

dents, ceci implique |6 | < 2.

Montrons qu’on a aussi |a|< 2.
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Ceci est évident dans les deux premiers cas du raisonnement précédent,
dapres [z, —y. [ > ]2, > 12> [yl
Examinons le troisitme cas, ou x,€¢'(1+0) avec oéJ(x,L)éé et

R(x,)>1.0n a y,€e(1). Montrons d’abord que y, est du méme coté que o
de la droite joignant 1 et 0, c’est-a-dire |14+ 0 — y,|>|y,|. En effet, dans le
cas contraire, on aurait 140 —y,|<|y.| et [1+0—x,|<|x,|, ce qui
donnerait une solution de (T) au rang précédent avec |a|=1 et |b|= /2. Soit
maintenant « l'intersection extérieure a (o) des cercles (1) et (1-++0), et 3
I'intersection intérieure a (0) du cercle (1) et de la droite joignant 1 et 0. On
voit aisément que ‘

Xn In a ‘ Yn Yn 5 -
xn‘_‘)"n éixll_@lé a'_IBI et lxlt_)/rzlé 1—")"11 é I_'ﬁ’—lﬁl
de sorte que
x Vi+2ye = "
a I =2V e VA =1,08. . ,765. . .=1,0983...<< 2.
la| < a-—@‘ 131 VR vV ) 0,765 9 <

Comme tous les entiers de norme 2 sont équivalents, I'impossibilité de (S')
et (S") pour |a|=|b|= y2 résulte de cette impossibilité pour |a|=]|b|=1.
Il nous reste & examiner, a des rotations pres, les systémes
[Z— (1 0) [ <t [ya— (14 0)[ =1
et
|z.— (1+0) =1 [yu— (+0)[ <1

Or le premier s’écrit :

[t=0)zn—1|<|za| [(—=0)ya—1[=Z|ynl
Il'implique un systéme (1) puisque |y, | <1, done est.impossible. Le deuxiéme
implique |,y —a| <1, |y, s —a|<1aveca=a, ,— 0+ 1, doncilimplique

un systéeme (') avec b =1 au rang n— 1. D’autre part, y,€i(1+9)Ni(o) est
donc contenu dans i(1)Ui(8) et 'on peut supposer, d’aprés I'impossibilité

de (T) pour |a|=|b| =1, et & une symétrie preés, J(ac,,)é-;- ety,€e¢(1). Ona

alors nécessairement a,_,=0—1, 20 —1, 0 ou 20. Dans le premier cas,
a=o0; il y a contradiction avec |x,|>1. Dans les deux suivants, |a|=1;

il y a contradiction avec I'impossibilité de (1) pour|a|=|b|=1. Enfin, dans
le cas @, ,—=20, ona|x, ,—0|<|x, | et]|y,,—0|<1,ce quiest encore
impossible.

Ainsi, toutes les fractions de la suite sont des réduites.

I+ | & |

Examinons maintenant le systéme (T). Il implique [b|< o] et
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Ixnl(l"‘[‘)ni) ‘
¢ 1,218. d ;
< [ Zn— ¥n| pepp— < , de sorte

(ue |a|et |b| sont bornés par 2,218... et ne peuvent donc prendre que les

OI', nous avons vu que ‘

valeurs 1, \/2 et 2. On vérifiera aisément qu’il n’y a pas de solutions avec | «|
ou |[b|==2. Les seules solutions possibles sont donc avec |a|=ya2
et [b| =1, donc aux rotations pres, par exemple a=1+40 et b=1. On a
done |x,— (1+8)|<|x,|, et, puisqu'on peut supposer par symétrie
argw,lég, R(x,) > é; donc y,€e'(1) puisque (T) est impossible
pour «=>5b=1. On a déja vu qu'on a de plus |14 0—y,|>|y,], ce qui
limite y, & un triangle (curviligne) dont les sommets sont 0, 3 et vy, ce dernier
étant 'intersection intérieure a (o) de (1) et (1 6), et par conséquent x,
est limité par les trois conditions

fz,— (14 0) | <[], cR(x,l)é% el axn€e(1+0).

Il résulte de ce régionnement que le systeme (T') posséde au plus une solution
(a une équivalence pres). Lorsqu’il existe une solution, c’est-a-dire lorsque x,
et y, sont dans les régions précédentes (ou celles qui s’en déduisent par une

’
méme rotation ou symétrie) la fraction correspondantelq)—, est une réduite,
d’aprés son unicité.

Alors 2= P et — Lt sont des réduites consécutives.

Gns I

Si @, et y, sont tels que (T) est impossible, on peut trouver, d’apres III. 3,
un nombre x et deux fractions adjacentes avec x, et y, donnés, qui soient deux
réduites consécutives de .

Supposons maintenant (1) possible au rang », x, et y, étant dans les régions
indiquées précédemment. On voit facilement que a,_,=0 ou 0 —1 et que
le systeme (T) est impossible au rang » —1 (d’ou il résulte qu’il est aussi
impossible au rang suivant). Il existe donc un nombre = dont une meilleure
suite regullere contient deux fractions consécutives avec ., et Yn donnes ces
fractions n’étant pas deux réduites consécutives.

—_— . ! P 2
Sur les cinq réduites consécutives Loz Lo L Lo Pryoyne seule, 2,
([n—-; qn— ¢4 qn— qn q
P/

manque dans toute meilleure suite réguliére contenant la premiére. Mais o est

" adjacente 3 22=; donc la meilleure suite réguliere de depart;i est identique aux

n 1

précédentes deés le rang suivant. Toutes les meilleures suites réguliéres sont
identiques & partir d’un certain rang.

!
La considération de% n’offre guére d’intérét que si

| q’(q’x —P/) | < I 711—~l(711—1$_pn—1) |7
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ce qui s’exprime par |z,— (14 0)!|y,—(1+0)[<1. On a donc, en
vertu de 1>y, —(1 +6)1§i§—(1+6)_]=\/24—\/§, la  majoration

| Xp—yu| <1+ /—l— < 2,4; cette borne grossiére suffit a limiter utilité de

V2—y2

la réduite « intermédiaire ».

On a vu que la valeur exacte de g est 1. On peut aussi déterminer, sans
aucune difficulté, les « valeurs exactes » des différentes constantes g* telles
1 \ Ly * . .

que |qxr —p| < 1T oug est 'une des réduites, et% sa suivante, soit dans
o |

la suite de meilleure approximation, soit dans les meilleures suites réguliéres.

V. — Détermination de la constante d’Hurwitz de R (y—11).

V. 1. D’aprés I1. 5, la constante d’Hurwitz C,, de R(y/—11) est au plus égale

A @:1,118.... Nous allons rechercher s’il existe des nombres x tels
2

gue C(x) < V5. Si l'on développe ces nombres en une meilleure suite réguliére,
2

J

on a lim |x,— y,| ZC(x), donc a fortior: lim |.x,— y,| < \2—' On peut donc
exclure les meilleures suites réguliéres présentant une infinité de rangs n

oU | p— yp | % Pour préciser, nous dirons qu'une séquence de quotients
é, si, dans
toute meilleure suite réguliére contenant cette séquence, on a nécessairement
| ,— ¥,|>>\ pour au moins un rang ~ (lié a la séquence). Ainsi, si @ est un
entier différent de =1, £, 4+, (0 +1), &= (0 +1), =2, & (0 + 2),
4 (w=42), =3, onala|=yi1=3,316... et la séquence constituée de ce
seul entier est exclue (1,31), puisque dans toute meilleure suite régulicre
ol a,=a, on a |x,—y,|>>|a|—|x,—a|—|y.,| >|a|—2 dapres |y, | <1,
];v,,,—a,l‘ < 1.

Une séquence exclue ne peut donc plus, a partir d'un certain rang, figurer
dans les developpements des nombres x que nous cherchons. En particulier,
ces développements sont constitués, a partir d’'un certain rang, uniquement
par les dix-huit entiers énumérés neuf lignes plus haut.

Il est aisé de restreindre cette liste.

En effet, si a,—w-2, o—+2 ou 3, on a R(x,) >, car d’aprés
|0 +2—y, >|w+1—Y,|, ¢,=w—+ 2 implique z,€¢' (v —+1). En parti-
culier |x,—1|<|x,|, donc on a |y,—1|>>1 puisque (T) est impossible

incomplets est exclue (%), ou A est un nombre réel supérieur a

pour a=b=1. Or y,€i(o)ne (1) implique (R(y,l)<é~‘0n a donc
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R(z,—y,) >1,5, donc aussi |@,—y,| >1,5 et les six derniers entiers de
la liste sont exclus (1,5).

V. 2. Supposons maintenant «¢,= 2.
Comme précédemment, on a x,€€'(1) et y,€¢'(1).

Si &, n’est ni dans {(® -+ 1), ni dans 7(w + 1), ®R(x,) est minimum lorsque z,
est'intersection, intérieure a (2), de (1) et (w —+1),soit 15 Y33 (3 yix — \/—)

12
15+ /33 0+ 33
2 12

\

donc on a R, y et R(e,— ) = =r1,228....

Six,€i(w-+ 1), par exemple, on ajw 41—y, > ]2 —y,|. On vérifiera élé-
mentairement que le minimum de la distance de la région «(w—1)Ni(2)Ne'(1)
a la partie de larégion i(o)ne'(r) satisfaisant |o+1—y|>]2a—y]| est

3+iy/3 ety_fi—-\/gg—i—i\/lz——z\/z_z_
— =

6

e ya ey [ R — ) = 2 =g,

Ainsi 2 est exclu (1,22) et nous pouvons nous limiter aux développements

; on a donc

obtenu pour les points x =

constitués (& partir d’'un certain rang) par les entiers 41, d-w, o,
+ (0 —+1), i(ZS—i—I).

V. 3. Etudions maintenant les séquences 2 deux termes ap,lal,, ol ¢p_y—+
et a,— o sont des entiers rationnels.

I .
Comme y, ,€1(0), Yp.1— ,,.4——61(——0,,_1) donc selon que a,,_,

(o +1) (w)

est —w—1, —w, ® ol -1, y, appartient i {~——=

i—-—-————(— ("4_1); quant il x, il appartient a z'(— ©w— 1) z'(—— w) l(w) ou i(w— I)

ou

Il ya seize cas possnbles on constatera qu ’ils se raménent & six par des
consnderatlons de symetrle
(0) (—) (— o —1)

Si w,€i(w~+1), tandis que y, €i—> i—— ou ¢ — |x,—y,| est
supérieur respectivement a \—5—12—_3 ,283. L/?)—72—_§:I,5/|I... ou
WO =Py, 545,

St x,€1(w—+1), y,,ei<mz—l), on a {1:,,——3/,,[>\w,,— wz—' ——il Mais,
comme x,€¢' (1), |x,— Chik est minimum pour x,= 9+ V33 + il(j Vii+ys)

et vaut alors

4
9+ 2V33 + i(49 \/H-{-zﬁ)l’ soit !31—{—42 V33
2

=1,629...; donc
x,—v,| >1,379.
p—Xp 79
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Si z,€i(w), y,,ei('_zw), la projection de x,—y, sur la droite ow est

. . 5 1
supérieure i /3 — s =1,232...;done |2, —y,| > 1,232. ...
Si z, € i(w), y,,ez< ), on a |, —y,| > x,,_——z- —<
Comme x,€¢'(1)Ne(0), xp—% est minimum pour x, = I+2l\/§ et vaut
i(2y3 6+y/3
alors I_H(Q\g Vi) \/ +\/3 1,713. .. 5 donc |z,—y,| >1,123....

En résumé, les séquences & deux termes étudiées sont exclues (1,21).

V. 4. Supposons maintenant @,= w -+ 1.

Montrons d’abord qu’on a nécessairement 4, ,=— o (ce qui signifie que
les séquences a deux termes @, 41 sont exclues pour ¢>£— w). Comme
|o+1—y, etd|t—y,l,onaz, €c(1)Ne(w)N i+ 1).
De plus, R(x,) > i, doncy,€e'(1).

0) , . 1o .
). ~On vérifiera élémentaire-

o O \/§§+i<3\/ﬁ+\/§)

Supposons d’abord y,€i(o)ne'(x )ne(

ment que |x,—Yy,| est minimum pour

V= b \/”+’<2\/”—3> » de sorte que |x,—y,| >|1,1+10,6]| >1,25 et

ce cas est exclu (1 ,25) (le sens de cette expression se passe de définition).
Supposons maintenant, au contraire, y,€&€¢(o)ne' (1) ni(—(g—), d’ou

a,,,,—y,,_,ei(— E)nd’<—— %), donc @, ,—w® ou — w; mais, si a4y =,

Yna€1(1) tandis que z,€d(o) implique w, 4 ed(%), ce qui contredit
I'impossibilité de (T) pour a=0b =1.

Examinons les valeurs possnbles de a,.4 et a,, .

Remarquons d’abord que si x,€i(w—+1)Nne'(w) avec J(x)>I(w—+1),
ona|x,|>|w-+41] __\/_, 5,donc |x,—y,| >1,236. ..

On peutdonc supposer J(x,,) < J(w —+ 1), ¢’est-a-dire I (&) > 0. De plus,
z,€c(w)ne (1) implique :v,med’(—é)ne'(;zw—), done @y =—ow, w,
® —+1 our . Maisdans lecas a,., =1, on aR(x,) > 2tandis que R(y,) < 0,5,
donc |z, — ya| >1,5.

Quant au cas «,.,=w-1, nous venons de voir qu’il est exclu (1,25)

si @, — w, ce qui est précisément le cas.

Il reste donc seulement a,,,—— w ou .

De plus, si @, €i(—w)Ni(w), comme a,—y,€d(o) implique y,., €g(0),
Ann. Ec. Norm., (3), LXX. — Fasc. 3. 3o
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on a ]yn+1—|—5|<|y,,“——w|, et, par suite, a,,,=— w. Donec, si a,., = o,
onax,. €i(w)ne(—uw), donc z, , €d(o) et aussi ;v,led<§>'

Si a,,,+1=—63, on a xnﬂei(—[&)na” <—é>ne’ @’ et par suite
Zoa€c(o)nd'(o)ne (w), doll a,=w-41, 1, 041, © ou — w. Mais
les trois derniers sont exclus (1,21) d’aprés V. 3; donc @, .=w 41 ou 1.

. . /3
Dans ce dernier cas, ou a,,,=1, on a encore x, € d =)

V. 5. Nous venons de voir que -+ 1 ne peut étre suivi que de » ou de — o,
ce dernier étant nécessairement suivi de w +1 ou de 1; dés lors, si la séquence

w—+1 —w ne se répéte pas indéfiniment, nous finirons par rencontrer w -1
suivi de @ ou de —w 1. Désignons ce rang par n» :on a a,—w—+1 et

o R ! o , (o +1)
R(x,) >1,5. Montrons que ceci impose y,€i(o)Ne'(1)Ni— En effet,

si J(yn)<L o0, d'aprés y,€i(o)Nne'(1), le minimum de [w 41—y, | est atteint
pour y,=o, donc on a |x,—y.|>5—1=1,236.... Si I(y.) >o,

. — /33 +1i 11—
mais y,,ee’(——fi), R (y,) est maximum pour y,= 2 V33+11<23 Vie—ys) et
/3
12

vaut 2:—_____

9+/33
>

=1,228....

—+1)

- On adonc |z, — y,|

Supposons maintenant y, € i(o)ne’<1)ni(w

et examinons quels entiers

peuvent précéder @, ,=— w.Onad’abordy,_, —a,_, €¢(0) né“(%) n in—H)’
puis y,  €e(— m)na’(o)nz ©) (_;'))
a, ,—— m ou .

Si a, ,—w, on ay,l_e,ee( )n w< )nz( 1),d’olt y,_, —an_gee( )ne’(l)nde)
eta, ,—m—wW, —wW—1I0U0—w—TI. '

Mais —® et — @ —1 ne peuvent étre suivis de & d’aprés V. 3. D’autre part,

et yn-—2 — (X4

ng'(o)ni(w), dou

la séquence a deux termes a, ;=— ®w—1, a, ,— o se déduit par la symétrie
z>—zdela séquence w—1 —w, et, d’aprés V. 4, a, , devrait étre égal a
—w—1 ou —1, ce qui n’est pas ici le cas. Donc I'hypothese @, ,=w est
exclue.

Si a,_,=—w, on a yn_2ee<—$l—) ng’(—— é)ni(o), et par suite
Vs —(1,,_~see(———w—;—l) NJ'(—r1)ne(o) et a,, —w41, 1, ®+ 10U —w.
Les deux derniers sont exclus d’aprés V. 3; a,.,= w1 ne peut étre suivi
de —0 —w d’aprés V. 4; enfin, sia, ,=1, onaz,€¢'(1), donc z, , € g'(0),

puis &, eg’(— §>, et x, ;€1 (0), ce qui est impossible.
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Ainsi o +1 est exclu (1,21) sauf peut-étre dans les suites pour lesquelles
on a,  partir d’un certain rang, @,,= w -+ 1 et a,,,, = — . Mais alors, ), est
égal 4 l'une des racines de l'équation z=w-+1 + 1/—w -1/ ou
— w4+ (3 -+ w) x—w—1=o0, et y,, tend vers l'autre racine, donc

V—3w—3

| X3, — Yan | est voisin de =5 =1,495..., ce quiestencore exclu.

—®

Donc, @ 41 est exclu (1,21).

V.6. Il nous reste a étudier les développements constitués (a partir d’un
certain rang) uniquement par les entiers 1, w et leurs symétriques.

Signalons d’abord quelques types de séquences interdites (au sens de la
définition donnée dans IV. 3).

I. Les séquences suivantes sont interdites parce qu’elles imposent, au rang
de leur premier terme, x, €7 (0).

I —1 . — A)

I —® —I o w —w —
I w —w —1 I —0 —0 —®
I —0 —®o —I I —0n —® »

II. Sontinterdites les séquences ot a, = w, x,lez(—w)et|y,l+w|< Vn—w|
c’est-a-dire yneg(o) en particulier celles ot a,— w est précedé de 1, 1 w,
w wou 1 —w wetsuivide —1, —w —10U —w —w.

III. De méme, les séquences ou ¢,=1, x,€i(w) et |v,—o|<|y,—1],
en particulier celles ou «,=1 est précédé¢ de —w —o 1, —w o,
| —w —w, ® —mou—w» 1 —wetsuivide —» —wou —w ©-

Naturellement, les séquences symétriques sont aussi interdites.

V. 7. Montrons maintenant que 1 (ou — 1) doit intervenir une infinité de fois
dans le développement. Supposons au contraire qu’a partir d'un certain rang
le développement soit constitué uniquement par « et ses symétriques.
D’aprés V.3, on peut supposer qu’il contient uniquement » et — w. Done, ou
bien un seul de ces entiers intervient & partir d’un certain rang, ou bien on
rencontre une infinité de fois un cas tel que a,—= v, @,.,=— . D’aprés I, on
ne peut avoir d,.,=w, done on a a,.,— — w; on rencontre done certainement
un cas tel que a,=—o, a,.,=— v, a,,=w. Mais, d’aprés I, on ne peut
avoir a,,, = ni ,,,=—w, d’ou la contradiction.

Il faut donc qu’un seul entier, soit , intervienne a partir d’un certain rang.

. ' \ . » . I
Mais alors, @, est égal & I'une des racines de I'équation x = o + —; et y, tend
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. . .. Ve
vers 'autre racine, donc [2;,— y,| est voisin de Vb =1,495...: et ce cas est
exclu.

V. 8. Les développements que nous cherchons contiennent donc 1 (ou —1)
une infinité de fois. Nous supposons donc maintenant ¢,— 1 -et examinons
les valeurs posmbles des entiers suivants. 1l suffit d’examiner les trois cas

ol @,,, =1, » ou — w. (Désormais I'utilisation de V.3 ne sera plus explicitée. )

1° d,=— 1, U, =1:
(o = — 1 est interdit; a,, ., = 1 1mpllque ;v,,_,_.led(;), et, comme

1 -
Y1 € C(;(— ;>’ Fw/z+l — Y1 l > 2.
Si a,.,=w, comme y,,€g(0), on a nécessairement x, ,€e (— ®),
donc x,.,€d(0), ce qui implique x,,,€d(1) et |x,., — yn+1}>1 5. On a
donc @,..=— ® ou — w. On verra de méme que a, ,=—© 0U — w.

, o+ 1
Supposons ‘désormais a@,,,—— . On a donc 37n+4€l(—2> Sia

(— o —1) CE PN
)/,,Hez(———Q———'et'xnﬂ—yn“‘>‘w—|—1i~1=\/5—1:1,25b....Onadonc

n—1—— 0‘)’

a4, ,=— w, ce qui donne la séquence —w 1 1 —w.
Examinons @, et a, ..
Sia,,=r1,0n a £,,€d(0), 2, €d(1) et |Xys— Yyes| >1,55,5=—1 est
interdit (1); donc @,,;=— © ou w.
Donec @, ,=—w est interdit (Ill); @, ,=—1 est interdit (I1); si a, =1,

onay,€g(o) et vv,bed( ), donc |x,— y,| >1,5; donc d, »=— . Cherchons

enfin ¢, ;:a, ;=——1 0ou — o estinterdit (1); donc «, ;=1 ou w.
Montrons qu’il en résulte y, .€g'(o) : en effet, si lon suppose que,

pour 4, ;= o, ¥, »€d(o0), ceci implique yn_sed<é>, tandis que x,_; €1(1);
donc c’est absurde : on a bien, par suite, yn_qeg’(o)' donc y, €7 (—1);
/nEZI( ?), done R(yn) =~ 7 tandis que U’x(bvn)_> 2 d’out | &, — y, | >1,25.

Ce cas est donc exclu.

2°a,—1, G, ,— W :

d,.»=—1 est interdit (1), et a,.,=r1 estexclu (1,5) au rang n 41, comme
plus haut; donc @, , = — © ou w. B
Si @, y=—w, a,,,=—— w ou —1 estinterdit (1I), @, , = w est interdit (I),

donc a,, ,=1.

Si a,,=w, a,,=—1 est interdit (II), donc a,,,=1, ® ou — w.
Sia, ,——w, a, ,—=—1 estinterdit (II); a,,,— » ou — w sont interdits (1);
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(1+m)

donc a,,,—1; donc si @,,,— @ ou — w, On a2, ; el(w) doncz,,.€i~—~

Lpot € i@—zi), doncz,. , € d<z>- Comniley,wr1 Eg<—— §>, oNna|x,, ;— Yy, >1,25.

Reste le cas ol @, ;=1. Alors @,,,» ei(a)nd(l). Si de plus :v,,+=_,ee'€ﬁ—j—l—>,
le minimum de |z, ., — ’ est obtenu pour z,, ,—1— 3/—”—2_—\& et vaut
(= 1)

, on a donc

1 960. .. Comme y,,ﬂeg( > entraine y, .€1¢

>1,460. Si maintenant xn+,,ez<—;';1—), on.a &, el(‘*":2)

lwn+" yn+‘>
donc ., € d(Z) et [x,w — Yuur | >1,95.

Conclusion

1 ne peut étre suivi de » que dans la séquence 1w —w 1, que nous
noterons A.

30 a,=1, G 4 =—=—wW:
a,.,=— 1 est interdit (I), donc @,.,=—w, w ou 1.
Si lpyy=""0, Gpy=T, Car —1, —®, O sont interdits (I). Si a,.,=w,

a,.,=—1 0u w, car — 1 et — w sont interdits (I).Sia, ,= o, il peut étre sum
d’un certain nombre de fois ©.
Introduisons donc les séquences 1 —w ® © et w «» o, en désignant par p

le dernier rang, et en supposant «,, ,5< . Cherchons a,.,: a,,,=——1 est
interdit (1I), ainsi que a@,,,—— © suivi de @, ., =—w ou —1; @, ,=—w,
Ay = o est interdit (1); donc ou bien a,., =1, oubiena, ,—— wet rz,,+q:
. —1I
Si a,.,=1, x,€d(1) tandis que, dans les deux cas, y,,ez( ) donc

)/,,Eg‘(— -2) et |x,—y,| >1,25.

Conclusion

1 ne peut étre suivi de — w que dans les séquences :

I — o I notée B
I —® —o I » G
I —® w1 » D
I — w W —m 1 » B (kfois o, k> 2).

V. 9. Les développements cherchés sont donc constitués seulement par
les séquences A, B, C, D, E et leurs symétriques. Mais, comme A, B, C, D, E
commencent et finissent par 1 (et non —1), il faut se borner a ces séquences

et & leurs imaginaires conjuguées, A, B, C, D, E.
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Avant d’examiner ces combinaisons, prouvons que B ne peut étre précédée

que de — .
Supposons donc a,= 1, Uy == © Ay ==1.
~- — 2 .
Si @, ,=— w, y,lﬂel (zo=2) et x,.€i(—w)ne(o)nd(o), de sorte
m—|— .. .
que | &, —+ est minimum pour x, ,=—1 et vaut alors 1,976...,

d,Oﬁ ' Lpy1 __)//Hd ‘ > I, 47~
Si @, 1= 0U ©, 0N 2 nécessairement la fin d’une séquence D ou D.

()

Dans le premier cas, ¢, ;=1, ¢, y=— ©, «,_ L=, doncy, ,€1~—= 1mpllque
. 3w+ 2 3 V37 —3 .
V.€I(—w), dou |x,—y,| > -—-5:—2—217541... , puisque

(0 +2) -
x, €1 ——" Dans le second cas, «, ,=—1, a4, y—=—®, ¢, ,=®, 0on a

y.€i(—1)ni(—w). donc y, € i*& etx,ed(r),dou|x,—y,| >1,25.

Enfin a, ,=—1 est interdit, et par suite on a @, ,—=— . De cette précision

résulte la remarque, que les séquences A, B, C, D, E figurent toutes dans la

liste de V.8 (III) etimpliquent au rang de leur dernier terme |y,—w|>|y,—1].
Introduisons quelques notations : UU’ désignera une séquence ou, 4 un

certain rang n, on a @,=1 ; @,d,,,d,.,... constituant la séquence U’, alors

que ...a, ,a,,a, constituent la séquence U.

Désignons par X l'une quelconque des séquences A, B, C, D, E ; par T I'une

quelconque des séquences A, B, C, D, E; par Y indifféremment X ou X
Envisageons les séquences XY. Il résulte de la remarque precedente qu’elles

sont interdites pour Y =C, D, E, d’aprés III. Y = B a déja été exclu.

Pour Y =C, la projection de x, sur la droite o (orientée dans ce sens)

V3 : \/_ d’ou

est superleure a 1= tandis que celle de y, est inférieure a

@y > 2B =1,443 .
Enfin, pour Y=A, D, E, on a avnez< ) d’ou, par projection sur

la droite w 1, ’x‘n——yn[>\5—5=1,232. .

Ainsi Y ne peut étre que A ou B; donc seules peuvent intervenir une infinité
de fois les séquences A, B, A, B.
De plus, nous avons vu que B ne peut étre précédée de — w, donc de A ou
de B; et si —w précéde A, on a, au premier rang de A, z,€i(w-1) et

3 31 —
ynez( ©) » d’out |, — y,,|>| laak —521312—3_—_1,283.... Il y a done

alternance de séquences A ou B et de séquences A ou B.
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Mais, pour BA, on a, au rang du 1 médian, z,€i(w-+1)Ni(2), d'ou

x,,ez'(w+3)_> et v,€g(0), donc |z,—y,| >1,25. Seules restent possibles,

A partir d’un certain rang, les suites périodiques AAAA ... etBBBB....
Pour les nombres dont le développement, a partir d’un certain rang, a pour
période AA, l—iﬁ|xn—yn} est au moins égale a la différence des
racines de l'équation z=1-+1/0+1/—w+1/1+1/0+1/—w-+1/z ou
fa* — 4x(1+ )+ (14 3w) =oce qui donne Tim |, — v, |> /o =1,414... .
Pour les nombres dont le développement, a partir d’un certain rang, a pour
période BB, |x,—y,| a, pour chaque parité, la méme limite que pour
le nombre x delIl. 5. ‘
La démonstration de II. 5 prouve d’ailleurs que pour tous ces nombres (que

V3

nous appellerons critiques) C(x)=""-=1,118.. ..
En résumé, tous les nombres complexes sont exclus (1,21), sauf les nombres

critiques, pour lesquels C(x) = ‘? Telle est donc la valeur de la constante

d’ Hurwits de R(\/ —11). De plus, elle est isolée dans son spectre de Markoff. Les
autres valeurs sont supérieures ¢ 1,21 (constante qu’on peut facilement améliorer
de quelques centiemes).

[

V. 10. Remarques. — On peut énoncer le résultat C“\ﬁv—g—a sous la forme :

Pour tout « complexe, il existe une infinité de fractions% de R(y—11) telles

Que lg(gxe—p)| < % ~+ ¢, si petit que soit ¢ > o.
On peut remplacer ¢ par o. Il suffit de le démontrer pour les nombres

critiques. Or, pour ceux-ci, les formules de récurrence pour y, se condensent,
pour k assez grand, en :

Yik+r— 2 — .7'4lr‘“1', )’klr-o—ﬁ_'z':l )’Ak-.-‘:—‘;'
Yk — Y Yik—) Yikri— y Yikr2— y
; 743
avec les notations de I1. 5 et A = Z— V5 el >1.

Yk et Yureo tendent respectivement vers y et yle long de deux arcs de cercle

(de rayon fini ou infini) passant respectivement par x, y et , y. Notons que
x ety sont sur (w), wais y,,€¢ () d’apres la remarque finale de IV. 2. On en
déduit élémentairement que I'un des deux arcs au moins est supérieur & un
demi-diamétre, ce qui montre que de |x.;—y..| et | o— Y| Pun au

. 5 L .
moins tend vers - par valeurs supérieures. Les fractions correspondantes

satisfont [g(gx — p) | < \%
b}
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Comparons maintenant le développement précédent de « a celui que fournit
’algorithme d’ Hurwitz. Désignons les nombres analogues aux précédents quiy
interviennent par les mémes lettres accentuées. Dans cet algorlthme on choisit
pour a, 'entier le plus proche de x,, avec x, = .

On obtlent ainsi @, =1, @, =, d,=—w—1, d;=w -+ 1 et 'on constate
que ¥, =x,, donc la suite est périodique (2 deux termes) aprés deux termes
irréguliers.

D’autre part, les formules de récurrence condensées :
Pk = (0 = 1) Pypro — Puks Prlkva= (5 -+ I)Prnrk—l’nk—-z
et les égalités p,=p,, p.=p, donnent immédiatement
Psk=Pits  Pstr2r==Phbrts  Pskrs = Prrrss  Pskrs=— Piksa
avec des égalités analogues pour les dénominateurs, d’ou 'on tire
lim|[q, (¢, — p,)|=1.

L’algorithme d’Hurwitz ne retient donc, parmi les réduites de x, que les moins
bonnes.

Touche-t-on a I'explication du role elfacé qu’il a joué dans les probléemes
d’approximation de nombres complexes ?

VI. — Etude des petites valeurs du spectre de Markoff de R( V—3 )

VI. 1. Perron a montré que C,=1y/13. Notre but est de préciser la connais-
sance des petites valeurs du spectre de Markoff de R(y/3). La démonstration -
cheminera, comme celle de V, par exclusion progressive des séquences
impliquant, & certains rangs n, |x,— y,| assez grand.

Pour commencer (VI. 2 a VI. 10) nous donnons quelques propriétés des

nombres x tels que C(x) < \/,_3 =2,081.... Nous serons ensuite obligés de

nous limiter aux nombres tels que F(x) ne surpasse gueére 2,07; ceci sera
précisé en temps utile.

Indiquons ici une remarque sur le « retournement » des séquences. Soient
@ Ay + -« @y €t by byyy ... b, deux séquences de quotients incomplets telles
que @n,= — b, (le changement de signe n’est pas essentiel) Désignons par

des lettres non accentuées les nombres x et y associés a la premlere séquence,

1
et ——
(AR Zn—f+1

par des lettres accentuées ceux qui sont associés a la seconde.

satisfont aux mémes récurrences vers les indices décroissants que x,,.; et ¥,
vers les indices croissants. De plus, dans le cas particulier du corps R(\/—— 3),

les régions permises pour (Zn.r, Yimei) €t ( )

> sont les mémes.
\Wllv/*i Xn—f1
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1

I
Comme — — —
Liyq Vi1
Ce « principe de retournement », commun a R et 2 R(/—3), ne s’applique pas
aux autres cas. -

=;—y, les deux séquences sont simultanément exclues.

VL. 2. Si|a,| > 2, etoZ argxnég par exemple, on voit que y,€¢/ (1) Ne'(w)

et x,€e(w+1)ne(2), ot |z,—y.|>|w+2|=y/7>>2,6. On a donc,
a chaque rang, ja,| < 2. Par suite, y, et x,— a, sont extérieurs a un certain
voisinage de o que le lecteur précisera. Ceci sera utile plus loin.

Nous étudions d’abord (VI. 2, 3, 4,) l'intervention de quotients incomplets
de module différent de 1.

Nous supposons oéargwnég, donc 2,= w41 ou 2. On a dans tous les
cas y,€é(1)ne'(w) et z,€¢'(1). Si, de plus, wne$d<é>, alors y,€¢' (w).

Si z,€i(w+1)Ni(2), a,=w+ 1 ou 2 selon que J{(wyn)<ou>é; si
&(wy,,):é, a,=w-+1 ou 2 selon que R(wzx,)< ou > ;; enfin, si

I . , ., .
R(0y,) = R(wx,)= > a, est indéterminé, les fractions obtenues avec a,=2

ou ® -1 étant équivalentes.

Dans ce cas, et dans d’autres analogues, nous prendrons sans autre explica-
tion celle des valeurs de @, qui nous sera la plus commode.
Eliminons quelques cas faciles :

Si a,=2 avec x,€€'(m+1), |, |2 implique a;ne(l(z—l— ;), de méme
yn€g(—2 )i |@—ral>2.5.
Si a,=w-+1 avec x,€¢€(2), |4,y | <2 implique J(wz,) >3+ L/?;
I(wyn)< o;donc |z, — y.| >2,09. ,
. — S /g \
Si aq,—w-+1 avec x,le(odﬁé), .fU,,Ed(\I—I—-%—); y,leg<— ;), done
| @, —yn| >2,1. B ﬁ
St a,=2 avec x,€i(wv+1)Nod G), il ne subsiste en fait que le cas
R(wx,) =R (wy,) = é, ot il nous plait de prendre a,= w -+ 1.

Il ne reste donc que deux cas, que nous allons étudier successivement :

A. a,=o-+1, avec xltee,(l)ni(:2>ﬂag"< >

I
2
B. a,— 2, avec wnee’(l\)ﬂl'<(o—|—-I)ﬂ&g’(é).
VI. 3. Etudions @,— » -1 dans le ¢as A.
On a az,lHEwc—l_’(—— §>nwd<§)ne’(w), d’ou, a priori, App =1, w41,

2, w41, 2w. En fait, d’aprés VI. 2, il ne subsiste que a,,,=1 ou w +1.
Ann. Ec. Norm., (3), LXX. — Fasc. 3. 31
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2 4 1Y-

13
Si ap=1, Z.€d(2)n0g' (1 )s Lot |za—y,|> : \/_3
On a donc a,. =41, qui intervient d’aprés VI. 2 dans les deux cas :

x,,ﬂez’(zw)nc;d’<—é> et ;v,lﬂei(z)nag’(é)- Dans le second cas,

. . . 3 ; (—1—w
sl <2 implique 2, €IS UIETEN g e ()02,
| R
donC‘ l‘wll—i 1 yn—M | > 13 + 30 Lf’i 2.1
/

Il ne reste donc que a,,+1 = w1, le champ de «x,., se déduisant de celui de
par la transformation z —> wz; ; on a donc nécessairement la suite perlodlque
(a six termes ) :

w41 W+ 1 0 —0 —0—I —®—1I W—0 oO-+I

qui donne C(z) = 2.

~ Si la périodicité est initiale, on a la suite de meilleure approximation de
@ =1-yw. On observera que chaque réduite de rang pair posséde une réduite
équivalente (mais non absolument) correspondant au choix d’un quotient
incomplet équivalent & 2, au lieu d’un quotient incomplet équivalent & » —1.
Les nombres considérés ont donc une infinité de développements (on notera la
parenté avec IL. 6), et nous en rencontrerons encore d’autres, ceux-la non
conformes aux régles choisies.

VI.4. Etudions a,= 2 dans le cas B.
, — 1
On a immédiatement a@,.,=—o (et a, ,=—w) et wnﬂed’xo)nwg'(;)-

Si x,.,€1(1), x,€d(2) N o—)g‘<£>, ot |2, —y,| > \/fE’

(1—3w
Comme y,,Hez(IT_)-

1T (0&ne2) 223,100 8 | s —Yirsa | > 2

= >2,09.
Enfin @ +1 et ® — o ne peuvent plus intervenir, et 2w ne peut etre précéde
que de —1 ou . On a donc a@,.,= avec xn+26d’(o)ne’( 1) (et, de méme,
a,_,=w). On peut donc avoir, aprzon Upy=0 +1, 0 —©, — o —1 (mais

ils n mtervnennent plus); 2, 2w, — 2w (mais ils ne peuvent étre précédés
de w); —2, 1, wou —w.

Montrons que ces trois derniers sont exclus. En effet a, ,— o implique

Vrs €1 (uwg » et d’autre part ., €d(1) ou wd< ) ou wg(1), donc on a
3
| sy nea | > 2 \/ —Ynea | >2,1.
Il ne reste donc que a,.;=— 2, le champ de x,,, se déduisant de celui de

x, par la transformation z — — =; on a donc nécessairement la suite périodique
(4 six termes) :

2 —0 ® —2 0 —n 2
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Les nombres correspondants sont les mémes que dans VI. 3, mais le dévelop-
pement n’en est pas valable, certains x, ayant pour module 1.
Nous pouvons donc énoncer le résultat partiel suivant :

Les nombres x tels que C(x) << \/ g comprennent les nombres de V1. 3 pour

lesquels C(x) = 2 et des nombres dont tous les quotients incomplets, partu d'un
certain rang, ont pour module 1.

VI.5. Nous sommes donc ramenés a ’étude des séquences constituées uni-
quement par les six unités du corps 1, o, —w, —1, — et w.

Introduisons de nouvelles notations. Parmi les séquences a deux termes, il
y a six classes de séquences équivalentes, parmi lesquelles celle de (—1, 1) est
une classe de séquences interdites.

Désignons respectivement parA B, C, B, C les classes dont des représentants
sont 1 1, 1 ®, 1 —o, I ©, 1 —w. La notation des classes de séquences
plus longues obéit a la convention suivante : on écrit, dans leur ordre naturel,
les signes qui désignent les classes auxquelles appartiennent les séquencesde
deux quotients incomplets consécutifs qu’on peut extraire de la séquence
donnée. Exemple : la classe dont un représentant est 1 —w 1 ® ® sera notée
CCBA.

Il est clair que cette notation caractérise bien une classe de séquences équi-
valentes et que le choix arbitraire d’une des six unités pour I'un des quotients
incomplets qui interviennent implicitement détermine complétement une
séquence dans cette classe.

Examinons quelles séquences 4 deux chiffres contenant a, peuvent intervenir
suivant la position de z, et y,.

Distinguons dans le champ de x,, soit z(a,,)ne(o) huit régions définies
comme suit :

(1. |z—owa,|<|z—a! (2. x—an| Z|x—oa,| <1

(3. |z—wa,|>1, [xﬁé‘x—-ojan‘ (4. [x——coa,,!é|x——5an|<lx\

(1., (2., (3. (4 étant les régions respectlvement symétriques par rapport
ala dronte oa,
De méme, nous distinguons dans le champ de y,, /(o)ne(a,), huit régions

notées .k) et .k) (k=r, 2, 3, 4) détinies par la condition que les régions
(k. et .k), et aussi les régions (k. et .%), soient symétriques par rapport au
pomt ;

Pour abréger, nous écrirons par exemple (p.g.r. au lieu de (p. U(g. U(r.
et, le cas échiéant : « @, est en position (u;¢)» auliende «z,€(u. et y, € .¢). »
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L’impossibilité de (T) pour [a|=|b|=1 se traduit, avec ces notations, par
I'interdiction des positions (u;¢) dans les cas suivants :

u(resp.v, u, ;):1 ou 2, V(resp.u, v, E):/;, 4, 3, 2 ou 1.
Rappelons que, d’aprés IV. 4, les suites pour lesquelles, a chaque rang,
a, est dans l'une des positions non interdites sont des suites de meilleure
approximation.
Le lecteur vérifiera aisément la correspondance suivante entre la position
de a, et la classe de la séquence a,a,.,.

Position de a,. Classe de a,a,. . Position de a,.,.
(1. C (r.2.3.
(2. (4.7.3.
(3;1) B (3.
ou
A (1.
(3;2.3.4.4.3) B (2.3.
(4. B (1.
ou
A (3.4.

On complétera par la symétrie z — =.

D’aprés le principe de retournement, il y a une correspondance analogue
entre la position de «, obtenue par échunge du role de x ety, laclassedea,_,a,
et la position de a,,_, .

Ces correspondances « mécanisent » la recherche des séquences non inter-
dites et seronf systématiquement utilisées dans la suite.

VI. 6. Nous allons nous occuper d’abord des développements constitués
(a partir d’un certain rang) par une seule des trois lettres A, B ou C (avec ou
sans barre). Ensuite, nous envisagerons les mélanges possibles.

Les suites constituées uniquement par A (4 partir d’un certain rang) donnent
C(x)=/5 et sont donc sont intérét.

Les suites constituées par C ou C (4 partir d’un cerlain rang) comportent
.uniquement C, ou uniquement C, car C ne peut étre suivi de C, d’aprés VI.5.
Elles sont équivalentes ou symétriques a des suites ou pour tout n assez grand,
a,= . Pour ces suites C(x) est égal au module de la différence des racines de
I'équation 2* — wxr —1=0, soit Vi3 =1 ,8988. ... Les nombres considérés
sont les nombres « critiques », pour lesquels C(x)=C,. Il résultera de la
suite qu’ils sont les seuls nombres critiques.

/

VI. 7. Etudions les suites constituées par B et. B.
Remarquons d’abord que BB B est interdit par VI.5.



SUR L'APPROXIMATION DES NOMBRES COMPLEXES. 243

BBBBBB est représentée par w1wiwiw; n étant le rang meédian, on a

x,lez(a—l— 2) et ynEz(_[ga)

Nne'(w), dott |x,—y,| >2,1.

BBBBBB est représentée par wiwiwiw; n étant le rang médian, on a
x,,ez'(&—l—z) et ynei(—a—I), dou |x,—y,|>2,3.

BBI/B BB B est représentée par w1wiwiw; n étant le rang médian, on a
(3) et y,lei(—w—l)nl'(——zl)-a d’ou |x,—y,|>2,1.

Il résulte de ceci que, si une suite ne comprend pas uniquement (a partir

wnEz(w—.—z)nl

d’un certain rang) des B ou des B |en ce cas, elle ne serait pas intéressante

puisqu’elle donnerait C(x) = y21 > 2,1] elle est constituée de blocs de deux
ou trois lettres identiques, deux blocs de deux ne pouvant se suivre.
Donc, ou bien il n’intervient, a partir d’un certain rang, que des blocs de

. ) . T 3 . .
trois [etl onaune suite périodique donnant C(x) = \/%J ; ou bien intervient

une infinité de fois uneséquence égale (a la barre prés) ABBBBBBBBBBB BB,
représentée par —w®WI®1® 101w —0© —o 1; 7 étant le rang de 'avant-

(98 +0) ,,HE,(_@A_%:LM,d’Ou | @0 —yu| > 2,00;

dernier 1, on a x, €1
ou bien enfin les blocs de deux et de trois alternent régulierement.
Si nous choisissons la suite ... BBBBBBBBBBBB ... représentée par

LOIT®IOIw —0oIlolo..., o étant le rang du second 1,
|x,—y.| tend vers le module de la différence des racines de I’équation

32y/3
13

tate que |x,—y,> a la méme limite, sauf pour p=n-1(mod5),

Bo+1)x*—22(3w—1)— (3 4+ w)=0, soit |x,—y,|* > ; on cons-

ot |x,—y,[*+2y3. On a donc, pour les nombres considérés,

C(@)= \/32__—?7 —2,0648. . ..

Ce sont les seuls nombres tels que C(x)< \/ I—; dont le développement ne

contient que B et B a partir d'un certain rang.

V1. 8. Montrons que AA /est exclu.
n—1(4.4,4.4), W—I(% 4. 3. 434 4) d’ot aM—I(s 4. 3 4 4) ou
5(1 2.3;2) ou w(1.2.3,2) et an_2_1(4.4,3.4.3.4> ou w(2,1.2.3) ou

w(2;1.2.3).
Supposons d’abord x,.,, €i(1), donc acnﬂed( >

Sia, s=1,y,, €L (—5-4), donc |Zyix — Ynri | > 2, 1.
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(—w—2) (=
3

Si 071—2:w7yn+1el Ne

Si a, » = w, on a la méme 1nega11te

”> doncla:,Z+1 Vo | >2,087.

Supposons maintenant a,.,= (3;2), seul cas restant, a la symétrie prés.
Il suit, d’apres VI. 5, a,l+3_—_1(2.3;3> puis a,,,=w, ce qui impose

(7) (3(;\-1—13) , . . . . .
J,,IEl—/— —1—9—, ¥, étant dans la region symeétrique, soit par rapport a la

droite R = ;, soit par rapport au point é De toute facon, |z,— v,| > 2,1.

, 3 .
Les développements des nombres x tels que C(x) < \/ l = ne contiennent plus A A,

a partir d’un certain rang.

VI. 9. D’aprés VI. 5, les séquences B et C ne peuvent étre voisines. Etudions
la séquence CB, représentée par a,_, = w, 4,— , a,,=1. On trouve immé-
diatement a,_, (1 .2, 3) d’ou 4, ,=w, 1 ou w; et a/m( 4.4.3; 4) d’ou
(1,,,“:1(3.4.4.5,/4), ou (o(1.2.5,2> ou w(1.2.3,z).

Z,., appartient donc a la. réunion des régions i(1)Ne'(w)Nwd(1),
i(ne(w)nwd(t) et cug’(l)ﬂ(ug"(l)ﬂd(-?f)‘

(—— 2 W

T
Slall—"_‘w )n+1€l—-——r)——)— doulx,,+1'—),l+1|>2 I.

Si @, ,=1, c’est avec .3.4.4.3), donc y,mewg(o)nc’( )m(“ls_“’)

et | Zus— Yo | >\/“)0—+_6£>\/? Il reste donc seulement le cas
/
ap=0(1;1.2.3), c’est-a-dire la séquence CCB.
a4 y=w,wout,doncy,. , €ng(0)Nwg (_ é) [ (— w — nz(—w—l)]
. . J
en particulier on a y,., eg<— 3 )

Si @y €1(1), Xpyy € a’( >et[m,l+1 —¥net | > 2,1. ll reste donc @, :w(3;5)

ouw(3;2). .
Si a@,.,=w®, on trouve @, ,—1 et «,,—1 ou w, ce qui implique

J71H_1€€ ((0)(\ [ K[l%—%(n) ()—i—%(ﬁ)] d’OuPJ//zH ) ”'H]>\/904

Si 4,,.,=—®, on trouve de méme a, ,—1 et a,w,:o) [ZI,H_,,:I lmpllquant

Lpas ed(g)l ce qui donne une séquence £CBB B B. Ainsi :

La séquence CB n’intervient, & partir d’'un certain rang du développement des

nombres tels que C(x) < \/ 13-3— s que par le groupement C.CB B B B.
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VI. 10. Etudions le voisinage d’une séquence A et d’une séquence B ou B.

Supposons que a,_, a,a,., soit de la classe A B.

Il résulte de VI. 5 que z,_, €(4., donc que a, ,a,_, est de classe A, B ou B.
Le premier cas est exclu par VI. 8.

Examinons successivement les deux autres.

Ftude de BAB. — On a alors a,,,(1.2.3;2), donc a,.,a,., est de classe B
ou C; ce dernier cas est exclu par VI. 9.

Il reste donc (par le principe du retournement) la séquence BB A BB avec
e (2.3.4.4.3;3), d’out @24, de classe A, B ou B.

BBABBB est représentée par 1o 11010 avec a,,, =o(1.2.3. , dou

wuei(io—kz)et)f”el( 7 ),donr{x,, Yul >2,1

BBABBA est représentée par 1wi11w11 avec @, ,=1(3.4.4.3;4),

(3&): )> /<3w[l—|_4> et )/'l_3eel(w>’ d’ou &)/lzel’(,h‘[lg)nel(i—(ﬂ))’ donc

nel

| Zp—yn| >2,1.
Il reste donc (par le principe de retournement) la séquence BB BABBB,

représentée par 0 T® 11 W I ©.

On a ),HEZ( 3w)r\e(w) donc ynei(zs)ci(*gz_[‘), et
seic (Bo+4), ‘

T4
Slx,LEe’( +) a @,— ynl)z I.

(+7

Dans le cas contraire, z,_, €17 et | Zu—1— Yn-1 | > 2,09.

La séquence B A B n’intervient qu’un nombre fini de fois dans le développement

des nombres tels que C(ax) < \/ 1—3 .

Ltude de BAB. — On voit comme précédemment qu'il ne reste que
BBBABBB, représentée par o 1wo11wi1® avecx,l+;;e(?.§.3.ﬂ.4.3.
Si :L,me(? 2.3. , on a x,mei(r)ne’(t&)nad(l), tandis que

yn-n—_'el'("LG;—)iI'ﬁQ (lOll Iwn+2_)’n+2‘>2, I

Si a,.; € (4.4 3., @yya,., est de classe A, B ou B, ce dernier cas seulement

si x,Hse(Z. , et impliquant w,l+,.e(f. donc a,.,a,.; de classe C, ce qui est
impossible d’aprés VI. 9.

Si B est la classe de a,.,;a,.., c’est-d-dire ¢,,,—=— w, onax,.,€i(20w +1)

tandisqueynﬂei(_1324_300{.'\< >d0u|a/,,+1——y,,.g,]>\/ 4706 —1>2,08.
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Donc, si G(x)< 2,08, BAB n’intervient a partir d’un certain rang que par
BBBABBBA, ce qui entraine une suite périodique de période ABBB, et
impose a C(x) d’étre égal au module de la diﬂ'érence des racines de I’équation

(24w)x*—(2+0)zr—(24+0)=D0, son\/ \/37>\/ >2,08.

A partir d'un certain rang du développement des nombres tels que C(x) < 2,08,
A ne peut voisiner avec B ou B.

VI. 11. De ceci, de V1.9 et du début de VI. 7 résulte que C B n’intervient que
dans CCBBBBB, représentée par wwmwiwio—o [pour G(x)< 2,08;
« & partir d’un certain rang » sera désormais sous-entendu .

Désignons par n le rang du premier 1, abrégeons BBBBB en T, et exa-

. , o . JSA279 4120
minons quelles séquences peuvent précéder celle-ci. Notons que z, € (—7é§——l

CCCCCCT, représentée par w w ® W ® ® © 1 © 1 © —©, implique

(—5—3w)

Yn€lr—g— dou |z, —y.[>2,08. TCCCCCT, représentée par
B T (— 659 — 480w -
—w®WI®Ionwnonl..., implique y"el_—W—Q d’ou
|2, —¥.|>2,08. TGCCCCT, représentée par —» © 1 0 1 © ® ©® ® © 1 ...,
o (— 38 - .
implique y,L€l< 9750 270&)) d’ou |@,—y,|>2,08. TCCCT, représentée
par —wwloloowwwl ..., implique y, €7 (= 2204;,);169w>, d’ou
| @, — y.|>2,08. TCCT, représentée par —ww 1w 1w w w1..., implique
(=129— g1 (— 480 — 6395 - : -
;)’,LElg———I—Q%G—O—g—T—), y,MEz(———[’—?———gUSJQ”—) et n’intervient, d apres VI. 7, que

dans les trois cas suivants :

TCCBBBBBBBBBB représentéepar ... 1 0 10 —0 0 1 @ 1 ®
TCCBBBBBBBB » IO 0 —0 0 —0 —1
TCCBBBBBCC » T 0T W —0 T —®

(le premier 1 écrit représentant toujours a,) qui impliquent respecti-

(——————-—-14771_2‘-55080))3 d’OI\l ’xn—yﬂ‘>2’08; xn+2.ei(9——§l_19_m.)’ d,ou

>2,08; xn61(8+3w) d’ou |z, —y,|>2,08.

vement x,€1

) ‘/pn—&-“ yn—i—"

Ainsi : avec C(x) < 2,08, C B n’intervient que dans AC . .. CT, le nombre des
C étant 2, 3, 4 ou 5.
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VI. 12. D’aprés VI. 5, 10 et 11, AC n’intervient que dans CAC, précédée
de A ou C et suivie de A ou C.
ACACCT, représentée par © © © © ©® © 1 © 1 ©—w, oll n est le rang du

(—20—1) (129 +g1w)

7 9 d’ou
141

premier 1, donne y, ;€17

lwn 3 yn—31>2 2. -
ACACCG, représentée parw © © w © ® w, o 7 est le dernier rang, donne,

nwv(o) et ¢, ;€1

suivant qu'il suit B, A ou C, xn~3ez(°’+ )nwd<0>nl(3+44w) ou
((’H— )nod(o)m(l‘ﬁ “), ou ("’+”nz(9>n<od<) et dans tous les cas

Ix,,_;,——y,l_3|>q,1. On a donc exclu ACACC, ce qui montre que AC
n’intervient que dans CCACC, sauf peut-étre dans la suite périodique de
période A CA C. Mais celle-ci, représentée par @  w w, donne un autre déve-
loppement (illégitime, certains x, ayant pour module 1) des nombres de VI. 3.
CCA CC peut étre précédée de A, B, C et suivie de A, B, C. Mais :

CGACCACGC, représentée par wwwwwwwww, n étant le dernier rang,

—3
donne y,_ 3ez(——3——2, Z,-; étant inclus aux mémes régions que huit lignes

plus haut, translatées de — i /3, d’olt |@,_s— ¥, | > 2,09.

TCCACCT, représentée par —wol0lOOOOOOIOIO—0, Z+7

étant le dernier rang, donne w, ez<129;’"__4_19‘._32 y,l€z< 1226:9“0)’ Lol

d’ou |x,—y.| > 2,08.
CCCACCT, représentée par v © ® W W W 1 ® 1 @ —w, n-7 étant le dernier

rang, donne wnei<—2—9;zlg—m>a Y. €i(—w—1)nwg(o), dou| z,—y,|>2,08.

Avec C(2) < 2,08, A C n'intervient que dans C.CCA GG C. Par suite,
C B r’intervient que dans AC...CT, avec 3, 4, ou'b Jfots C.

Nous allons examiner successivement les suites o B (et B) n’intervient plus
a partir d’un certain rang, puis celles ou il intervient une infinité de fois. Nous
nous restrexndrons désormaris aux nombres tels que C(x) < 2,0703.

VI. 13. Les séquences constituées de A, C et C peuvent étre représentées par
des séquences ol ne figurent que o et w. Nous utiliserons ici une notation
spéciale pour ces séquences, en indiquant le nombre de quotients incomplets
identiques consécutifs, le point indiquant un changement de chiffre. Par
exemple, 1.3.2.2(qu'on peut aussi noter .3.2.2)représentera indifféremment

leS Sequences WOWWWWWWwou 0)0)(.00)0)(1)(!)(0.
Ann. Ec. Norm., (3), LXX. — Fasc. 3. ) ) 32



248 GEORGES POITOU.

Les raisonnements déja faits ont exclu .1., .2. , et .3. . Montrons d’abord

Pexclusion de .5. et de .6..
(20 + 4)

WO oo oo oo, n-+3 étant le dernier rang, donne x,ei-—"*

y,lez—<———————> d’ou |2, —y,| >2,1.

WOOOOOOOOOLO, n--4 étantle dernier rang, donnexnez(zw—}—l)

etynel<——9—7T7F64—w), d’ou |, — y,| > 2,072.

Soit maintenant «,= o le dernier quotient incomplet de la derniére séquence

(26 + 70 ) (= I71—77<o)

4. dans 7.4.7 ou 4.4.4.7 .Ona x,€t et v, €1 T3
(— 1610 — 36 y
z<——I§I—f§;T—-—QJa d’ott |, —y,|>2,072 dans les deux cas. Il en résulte que

.4. ne peut intervenir que dans la suite périodique .4.4.4 ..., donnant C(x)
égal au module de ladifférence des racines de (1 —+ a)xﬁ— z—(14+w)=o,

. /13
solt \/g-
Ainsi toutes les tranches comportent au moins sept quotients incomplets.

Montrons’exclusion de .8. etde .11. .
Soit a,..,=w® le dernier quotient incomplet de .8. dans 4.8.4; on a

. (15w —+34) ( 64w —97)
Z, €1 _ietyHEIT sdou |, — y,| > 2,076

Soit a@,,.,= le dernier quotient incomplet de .11. dans 4.11.7; on a
(171 4+ 770) (= 3370 —482) .

X, €I——=—"el y, €1 —gsr > ot [za—y.[>2,073.

Montrons 'exclusion de .. pour £>>14.

Soit a,.,=w le dernier quotient incomplet de 14. dans 14.9; on a

(506 + 229w) ( 229—160&)) 5
X, E1 ———Zr——et’yﬂEZ——A—%———- d’ou |x, — y,| > 2,0703.

Soit maintenant @,= w le dernier quotientincomplet de r1. dans 11.7.7; on.
o _ . (1378 + 3807w) (—133—9gbw) . . .
ALy €1 —— et yn €1 ————= d’ou |, —y, [ >2,075.
Soit @,,,= w le dernier quotient incomplet de .13. dans 7.13.9; on a
- (506 + 229w) (— 712 ——518503) A
— 7 et 1 7129 ’
450 7€ 14015 d
les deux derniéres exclusions, il ne nous reste que .7.,.9., .10. et .

r, €1 ou |x,—y,| >2,073. D’aprés
Soit 2,— w le dernier quotient incomplet de .. dana 7.k.7.7 avec lc_g
ou 10(k=12 est déja exclu); on a x,€¢ (1_378-;-3__80/_031

2754
—2431—1701®) ( 4132—-2997w> — ‘
V€L ( 6o ou TITS d’ou |x,—y.|> 2,074 dans les
deux cas. :
Or .7. ne peut intervenir que par ces séquences, ou par la su1te périodique

et, suivant le cas
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.9.7.7. ..., fournissant 'équation (174130 )a*— 142 — (17 + 13w)=o0

etC(x):z\/(zj;%>2,0709.
Soit a@,=w le dernier quotient incomplet de .q. dans 7-9.9; on a

.’L‘,lel'(77 —|—~208m) ety,lei(— 337w —482
931

102
Soit a,=w le dernier quotient incomplet de .12. dans 7.12.10 , on a

(133 -+ 3570) (— 8830w —12314) 4, .
¢ 261 24141 ’ doulwn_"yn'>2,072.

I ne reste donc, finalement, que la suite périodique .10.10.10 ... fournis-

>7 d’ot |z,— y,| >2,072.

xr, e et .)/’1 € l

sant I'équation (11 + 8w )x*— g — (114 8w) =oet ((z) = \/%%I« > 2,072.

Pour les nombres tels que C(a) < 2,0703, B intervient une infinité de fois, sauf
dans les suites périodiques déja signalées.

VI. 14. Ktudions de plus prés les séquences A C ... CT, avec 3, 4 ou 5 fois C.

CCCACCCCT, représentée par wwwowowwwwlwion—o, le dernier

, i (129 +91w) (——19——155)
rang étant n —+ 7, donne T €l €1, |2, — ¥, | >2,08.
CCCBBBBBBBB, représentée par oo ww1 w10 —ww—w—1, le dernier

(9 +9w) (—19—26w)
D1

rang étant n -3, donne x, €1———"> y, €1 = s | —yu|>2,071.

CCCACCCCCGTT, représentée (le dernier rang étant n--g) par

e - — B — (1 -+ 608w
WOOOOOOOOInIo—oIlonlo donne w,lez(———l'7—7l25—7——)

et yneig—_—ﬂg;—lmw—)’ d’ou |x,—ya|> 2,08.

CCCACCCCCTCCC, représentée (le dernier rang étant n-17) par

JE - —— — - A(I71 4+ 700
WOOOOOOOI000—I —oI1, donne x”ELQ'TEEL_)" et

Vi€l (—16__13_2—[1__130)_), d’ou |x,—y,|>2,08.

1l ne reste done que les deux cas CCCACCCTT e¢ CCCACCCTCCCACCC.
Etudions quelles séquences peuvent précéder CCCACCCT. Soita,=w le
(220—1—608;})
o o o T 439
Si I'on n’a pas TCCCACCCT, onaCCCAC...CACCCT, avec £ fois C.
D’aprés les raisonnements de VI. 13, £ =3, 6 ou 3.

quotient incomplet intermédiaire entre le dernier Cet A;ona x, €

7 —56w)

CCCCCCCCCACCET donne y,€r' =T 14y [ 5 0509,

CCCACCCCCCCCACCET donne y, e =42 3770) 4 315 5 08,
9 1
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CCCACCCACCCT donne'y, e =219 4y 155 08,

Il reste donc ‘seulement k=26. Mais CCCCCCACCCCCCACCCT donne

y,,ei(—&%'i—f—ﬁ@—), |2, — ¥a| > 2,0706.

D’apréslesraisonnementsde VI.13,ilresteseulement TCCCACCCCCCACCCT.

Pour C(x) < 2,0703, A et C n’tnterviennent que dans U=CCCACCC et
V=CCCACCCCCCACCC, sau f dans les suites périodiques déja signalées.

Soit @,,, = le terme de raccord entre ' et V. On a w,lei<3781562;2§;§540w>.

UTVT implique y, € /20200 [y 1> 5, 0703,

UTTVT implique y,lei(— 14618637—130555&)), X— Y| > 2;0703.

TTTVT impliqueynei(—“78(?7;;5”9’2700@), | Zw—yn| > 2,0703.

Cect exclut V. De plus, soit a,.,= o le terme de raccord entre le T médian
et le second U dans TUTUT (en tolérant la confusion de T, U et de leurs
imaginaires conjuguées, qui est désormais sans inconvénient). On a a,=1,

.(7006 + 2083w ) (— 11886 — 32853 %) .
xnel_—'ﬁr’)//lel 67801 ’lw,f—y/zl>2,070b.

Ainsi :

Pour C(x) < 2,0703, le développement de x est obtenu a partir d'un certain

. . L,y . - [l
rang, ou bien par U'une des suites périodiques donnant respectivement C(x) = /13,

32y/3 . .o ) —
2 el \/ 21\3/ » ou bien par des combinaisons des séquences U et T, ot les U n’appa-

raissent qu’entre deux 'l et les T par groupes d’au moins deux.

VI. 15. Soit @,=  le terme de raccord entre C et A de Udans TTUTT. On a

) (11784 + 32700 ) . (—6955 — 4829w) | -
x, €1 >360g ' Yn €1 e s X —ya| > 2,07oob8t

Il n’y a donc pas d’autres constantes d’approximation que celles déja trouvées,
inférieures a cette derniére valeur. En particulier :

Le spectre de Markoff de R(/— 3 ) posséde trois premiéres valeurs isolées, qui

sont 13 =1,898815... , 2 et \/gigg =2,004875... . Les autres valeurs sont

supérieures a 2,070068.
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VI. 16.Considérons lasuite périodiques,=[UTT... T](aveck fois T, k>x2),
développement d’un nombre £, et, dans cette suite, les premiers termes des
séquences A. Les nombres 2 associés a ces termes sont tous égaux 4 un nombre
2, dont le conjugué sur R(y/—3), y, est la limite des nombres y corres-
pondants. Lorsque 4 augmente indéfiniment, 2" et y* ont pour limites les
nombres «x et y associés au rang correspondant dans le développement fictif

...TTUTT... infini dans les deux sens [ceci résulte du lemme suivant :

sotent, pour j =1, 2, ..., donnés dans B, des e;5£ o z = t;(z") la transformation
1 L, . ;. .,
z=cj~+; r; des régions du plan complexe extérieures au cercle unité, telles que
ri=1t;(r;_,). Alors le diamétre de r; tend vers zéro lorsque j — o, ce qui se déduit
sans difficulté de la décroissance évidente de ce diame‘tre] Il en va de méme pour

les rangs obtenus en décalant les précédents d’'une quantité fixe d.

Nous allons :

‘A. montrer que, & moins que — 5 < d <6, les nombres limites « et y sont
suffisamment voisins de ceux de la suite périodique [T pourque |z — y | < 2,07 ;

B. calculer les limites & et y pour — 4 =Zd 5 et voir que la plus grande
des distances |« — y | correspondantes surpasse 2,07. Il en résultera que cette
valeur est point limite des C(&,), et par suite point d’accumulation du spectre

de Markoff de R(y/— 3).

A. Représentons les séquences BBUT et BBTT respectivement par

VINOOOOOOOIOIO—netowIwInIn—nnIlwlow. Aupremier rang,
' (gogr + 11886w )

les nombres  correspondants sont inclus respectivement a 7 ey

o 7 L9001 33:912;784@

Comme la seconde séquence est extraite de la suite T pour laquelle
C(x)=2,0648..., A est prouvé pour ce rang, correspondant & d=—25. Il I'est
encore pour d < —5, d’aprés la « décroissance du diamétre » et aussi pour
d>-6, par le « principe de retournement ».

et difféerent donc (en module) de moins de 0,004.

B. Représentons le développement fictif L. TTUTT... par

IOIOOWOOOOWINI0—0 ...,

en désignant le premier rang écrit par » — 2. On a donc @,=1, et nous devons
calculer | @, — y/| pour n Lk =n—+ g. D’apres le principe de retournement, il
suffit de prendre n =k~ n+ 4.
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En fait, on trouve, aprés quelques calculs, |z,., —y.,.,| < 1,9;
Lpto— Ynre < 2,04; l Lpis — Vn+s ’ < 1,7 et

/28 6y3
l$n—yn!:lxn+¢_)’n+k[: '2—1_{%—\-/-—:2,070[69

Ce nombre est un point d accumulation du spectre de Markoff de R(/—3).

Il serait intéressant de décider si c’est le plus petit point d’accumulation. On
voit d’aprés VI. 15 que le plus petit point d’accumulation s’obtient par des
combinaisons convenables des séquences T et U. La question est donc de savoir
s’il y a des combinaisons plus adéquates que celles ou les tranches de T ont une
longueur indéfiniment croissante.

VII. — Détfinition d'un algorithma approprié au cas D =19
et détermination de la constante d'Hurwitz de R (y—19).

VIL. 1. Bien que les considérations qui vont suivre puissent, dans une certaine
mesure, s'étendre aux corps imaginaires quadratiques dépourvus d’idéaux non
principaux, nous nous limiterons au corps K=R(y/—19g). Dedekind a montré
que tous les idéaux de ce corps sont principaux; on a donc I'identité de Bezout,
d’ot I'on déduit, grace a4 des considérations géométriques élémentaires et
immédiates, le lemme suivant :

LEMME., — Sig est une fraction irréductible et 2z un nombre complexe non dansK,

il existe une fraction% telle que | q'x — p'| < | qx — p|, avec |pg'— p'q|= 101 2.

!
De plus, si;i, est la plus simple de ces fractions — c’est-a-dire si toute

”

4
fraction ’;i,/ satisfaisantaux conditions du lemme vérifie | ¢" | > | ¢’ | —etsi ¢’ £ o,

elle est irréductible. En effet, un facteur commun 4 p’ et ¢’ doit diviser pg’-p'q,

donc ce ne peut étre que 2. Mais alors la fraction définie par p'=L g'=17
e T ) 2 2
vérifie | ¢"| <|¢’| et les conditions du lemme.

On peut donc ainsi définir des suites de fractions approchant «:: §~° étant une
0

réduite quelconque de z (donc irréductible), g—'n‘ sera, parmiles fractionsg telles
que | paGu—s— Pn-1qn|=1 ou 2, la plus simple de celles qui vérifient
|gx — p| <|qn-1 & — pn_.|, étant entendu que, s’il y a plusieurs fractions
vérifiant cette condition'%‘ doit étre I'une de celles qui rendent | gz — p| le plus
petit possible.
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On peuts’arranger pour que les nombres b, = (— 1) (pugo_i — Pr_1q.)soient

positifs, et I'on a les formules de récurrence
bn—lpn = pPp- + bn/)u»‘l; b/l*l In = (InqQn— + bll(lll'*?7
avec @, €E.

Il y a quatre classes d’entiers (mod 2), qui forment un corps. En notant {e}
laclasse de e pour e€ Eouméme e €K, les quatre classes sont { o}, {1}, {w], fwl,
Désormais, dans les congruences. l'indication (mod 2) sera le plus souvent
sous-entendue.

Pp— —+ bpu—‘z et aqn— + bq”7

sont entiers a la
bnfl b”,l

Lorsque b, ,= 2, les nombres

condition que @ = u,b avec u,= gf)—”l’} == {g”—‘3 - En particulier, @, = u,b,. Si
n—1 n—1i
| an)

b, »=1, 0nau,—= } a, , ; ;sib,—=2,0naaq,=o etu,. , —u,+ s 5; ces deux

formules permettent de calculer les «, de proche en proche.

Posons x, = — L In2 & Pr et v, ——
bpy qn—1 X — Pn— Jn bps Qn—

des notations utilisées jusque la). Ces nombres satisfont a la méme récurrence :

— (on s’écarte ici un peu

75 1 y, I

b by Yn— 57— =

bn—t b/z L1 ‘ ’ bll—i bn}/n+i

b/zxn -

Le couple (a,, b,) est défini, a partir de z, et y,, par les conditions que le

an

couple soit permis, que b,=1 ou 2, que'b,lx,l— %l <1 et que,bn Ol v

soit minimum parmi tous les couples (a, b) permis satisfaisant les conditions

;o ’ | > . . a,
précédentes, étant entendu qu’en cas de doute il faut rendre aussi Ib,lx,, —3 z
n—1

minimum.
Pour démontrer la croissance des dénominateurs, nous procédons de fagon
analogue 4 IV. 2. On pourra s’y reporter.

Soit & la famille des cercles( )avec a€E, beN, b divise ||a||—1, et des

droites [1, z] =v avec v€Z.
7, la famille comprenant :
les cercles(b ) avec a€E, beN, bdivise |a || —jfeta= w;

les cercles(z—agavec éeE,ceN,c divise |la|| —1 et c—}—c’z[a,w],(n’:“—a%—i);

les droites [1, 5] =¢+ é avec veZ.

- - . . , -
5 la famille imaginaire conjuguée de 7.

- . . . . I - ,
LEMME a. — & est invariante par Uinversion z —~ -- F, et F;; s'échangent par

~
Ed

| -

Uinversion 5 —

E=N
©
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Lemme b. — & est invariante par les translations entiéres. Les translations P avec

. . . d
d= v échangent F et F,. Les translations , avec d=o ou 1 transforment ¥,

& ot
enJF, ouJ;.

Nous omettons les démonstrations de ces deux lemmes, qui n’offrent pas de
difficulté.
Introduisons encore quelques notations : Désignons par :

Y, la proposition : b, |y,| <1}
U, la proposition : si b,_, =2, alors u,={w} ou { w’,;
A la proposition : si b, ,=1 et b,= 12, alors ¢,= » ou o
, .. . a
A’ la proposition : si b, , =2 et b,— 2, alors —z—’fE’ oourt;
F, la proposition : U, est vraie et x, et y, n’appartiennent pas (le premier
a U'intérieur ou sur la frontiére, le second a U'intérieur) & un méme cercle de la
famille &, définie comme suit : si b, , =1, F,=F; si b, , =2, u,={w},

gn——— fd"w; si bn_1=2, U,— { 0.)}, 57,1= fr'a;.

Remarquons que la définition de I’algorithme donne I'impossibilité du
systéme

a

) a=bu, (mod b,—,)
bny

bn}’n -

<

lbxn'— i< I, lb)’n“‘ ba ba”
n—1 n—1

qui implique, en posant cb, , = ba,— ab,, celle de

b
C¥n1t+ 7;’ <.

b .
‘ CXp g+ ™ l <b, I Xty

En prenant b,=1,c=1, b==1, puisb,=2, c =2, b === 2, on obtient le

LEMME ¢. — &, et y,, 0’ appartiennent pas (le premier & Uintérieur ou sur la fron-
ticre, le second a Uintérieur) & un méme cercle de &, passant par U'origine.

Les lemmes a, b et ¢ entrainent le

Lemve d. — F,, A} et A impliquent F,, .

(@nfbr—1) (tn/bn_1)
5 Or A est

n

. o (nfbn_s) . .

Si b,|Ynra|>>1,0nay, €1 N tandis que z, €7

un cercle de 7, lorsque b,_, =1, et il en est de méme lorsque b,_, = 2, pourvu
que A’ soit vraie. On a donc le ‘

LemMe e. — F, et A! impliquent ¥, ., .

Pour prouver A et A, il suffit de montrer I'impossibilité des deux cas :

a,
bpy=1, b,=2,a,=1 ¢t b,_,=2,b,=2, ;" = w par exemple. Or, dans le
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second cas, U, implique que, oubien le couple <%, I> est permis, et la contra-

diction avec les régles de I'algorithme est alors évidente, ou bien les couples

L
’ 1> sont

toujours permis. Donc, dans les deux cas, @, est intérieur 2 deux cercles de
rayon 1 correspondant a des couples permis. Les régles de 'algorithme imposent
donc & y, des restrictions correspondantes, qui impliquent son appartenance
a lintérieur ou a la frontiére des mémes cercles, ce qui contredit F,.
On a donc le

a. . . a, =
<?" *1, 1) sont permis. Dans le premier cas, les couples< -~

LemMe f. — F, implique A, et A),.

Pour prouver U, il suffit de montrer 'impossibilité que u,={1}. Mais, dans
cette hypothése, le couple a,—=b,=1 est permis. La fraction correspon-

dante £ verifie -2 =1 (1—1— ﬂ‘—) et —42—F 1 (1 + Ina® = Pt p""‘)
q gn—1 2\ Gdn—1 Gn—2 X — Pns 2 Gn—o® — Pn_s

donc contredit les régles de I'algorithme si| ¢, o | <| ¢, |- On a donc le

LemMe g. — Y, implique U,,.

~ D’aprés les lemmes précédents, pour démontrer toutes les propriétés envi-
sagées, il suffit de vérifier Y, et F,.

Mais Y, est une conséquence immédiate du fait que 22 0 " est une réduite. Alors
U, est vrai gtil suffit, d’apres le lemme a, de vérifier que 1753-2 et b’ n’appar-
tiennent pas (au méme sens que plus haut) a un méme cercle de la famille

déduite de &, par 'inversion z — 5,—-, Or cem entrainerait, comme dans IV.

I'existence d’une fraction plus simple et strictement meilleure que q—, ce qui

est impossible, puisque celle-ci est une réduite.
Ainsi, Y,, U,, A}, A}, F, sont vraies & tous les rangs. On en déduit en

particulier I’existence d’une constante g> o telle que toutes les fractions g du

développement de x vérifient lx — ] < — z | i

On peut donner des résultats precedents une interprétation plus suggestive :

(@

Considérons les cercles (a) pour «€E e pour a=w ou w, dont les

intérieurs recouvrent le plan. Convenons pour un instant que la distance d’un

point & un cercle est le quotient de sa distance au centre par le rayon. On a deux

chaines de points X, et Y, tels que X,,, et Y,., soient les inverses de X, et Y,

par rapport a celui des cercles contenant X, & son intérieur dont Y, est le

plus proche (au sens indiqué). A ce cercle X,.,, est extérieur, Y,., intérieur.

Avec son centre comme origine les affixes de X, et Y,., sont z,., et y,...
Ann. Ec. Norm., (3), LXX. — Fasc. 3. 33
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VII. 2. Pour prouver que C,,=1, il suffit, d’aprés I 4, de montrer que
dans le développement de tout nombre x €K parl’algorithme précédent, on a
lim |2,— y,|>1. La démonstration de ce fait est I'objet des pages suivantes.

Pour abréger cet exposé, nous omettrons tous les calculs ; nous qualifierons
‘d’exclutout développementimpliquant, 2 quelque rang », |2, — y, | > 1, et aussi
tout développement identique, a partir d’'un certain rang, a la suite crizigue
définie par b, =1, @, =w et @y, =— w (suite étudiée dans 11, 4); enfin nous
conviendrons que l'affirmation qu’une certaine circonstance a lieu pour les
développements signifie que tous les développements présentant la circonstance
contraire sont exclus.

Exemple. — Si b, =1 et J(x,)>>0, alors on a IJ(y,) > o. Ceci traduit le
fait que si b, ,=1, J(x,)>0, I(y.)=0, on a |x,—y,|>>1 ou bien
| s —¥ns | >>1 (la vérification en étant, comme toujours, laissée au lecteur).

On voit que, si b,_,=r1 et J(y,)>>o0, on a, avec b,=1, a,=1, —1, 0 +1,
w, —w ou —w—1; avec b,=2, g,=w-+2, 041, ©, — o, —w—T1
ou — w—2.

Sib, ,=2etu,—w,ona, avecb,—2, a,— 4, 2, —2 0u —4; avec b,=1,
a,— 0 -+2, o, —5——1,5—}—1, —wou —w—2.

Signalons un exemple typique d’exclusion, qui sera souvent utilisé (sans aver-

tissement) : le cas ot b, , =2, u,= w, 2, €d' <— %) ne(wf2) ne((o+1)2))

ety,,eg<__ 2) (voir auxrangsn, n—+1,n-2).

VII.3. La premiére partie de la démonstration, la plus importante et, de
beaucoup, la plus longue, concerne a la fois trois situations : le cas b,_, =1,
b,=1, a,=1, divisé en A, B, C, D, E, F; les trois cas voisins G, H, I ; enfin les
différents casJ (voir plus loin les définitions de tous ces cas). L’enchevétrement
des trois études correspondantes confére une certaine complexité a la démons-
.tration globale, qui conduit finalement i I’exclusion de tous les cas déja envi-
sagés.

Etude préliminaire du cas b, =1 b,=1, a,—1. — On voit immédiatement

. , . . T T .
que, si J(x,) >0, 'argument de x, est supérieur a ¢ Distinguons les six cas

suivants :
. , (w) . (o +1) (04 2)
A xnee(o)nz(r)nzT, D: =z,€i(1)ne 2 nt et
B : xnee(o)ne’(—g—) ni(L;—I); E : xHEe(o)ne’(m———;t—l) ng'(r);

(ORI IS

; Fo: x,,ed(l)ne’(i)—ti)-
2 2

C: ze€i(1)ne



SUR L’APPROXIMATION DES NOMBRES COMPLEXES. 257

Le cas échéant, nous désignerons par les mémes lettres les cas respective-
ment imaginaires conjugués, aucune confusion n’étant possible.

Y . .
L’étude de F est simple : on montre facilement que b,., =1, ¢,,, =— o,
bpis=1, @y »=1, by, s =2, a,,, =— ®. Un examen plus précis aux rangs n+ 3,
n—+1etn-+4 montre que by, =1, @5,,——w, d’olt une limitation de =z, ;

assurant ’exclusion au rang n—+1.
On peut aussi exclure D directement dans le cas particulier ou

()) (20)—1) (2 +4o)
6 v .13

Yu€g(0)Vi—

(voir jusqu'au rang n -+ 2). On remarquera que dans I’étude de G, H, I, J,
le cas D n’intervient que par ce cas particulier et peut donc étre néglige.

Enfin, on notera que, pour E, a,,,=— o, b,.,=1, le couple (a,.3, bn.>)
pouvant étre (—w, 1), (0, 1) ou (w41, 2). Dans le cas E' ou y, € ¢’ (m:-;)’

(—3w)
4

on montre 'exclusion du dernier, et, par suite, x,., €1

VII. 4 .Dans les cas G, H, I, on a, & une symétrie pres, b,_, =2, u,= { 5} et
xn€d<— i) ne(o)ne(w/2) avec, pour

I

G: ynei(o)ni<(_(,)_ 1)/2>ng<———4>;

ﬂl( ——0)——1)/2 nd’( %)
ae'((—o—1)/2)ni(w/2).

H : }’/zel(
( )

I: y,ei

En méme temps que G sera traitéle cas o b,_, =1, 2, € (l<é> N e’(m—%_—l—) ne(r),

(w—l- 1)

Yn€1 ni(o)ne'(1) et celui ou b, .=

I xned<—— §>ﬂe' (—-——_2&)> Nne(o),
Yn€ z'(o){'\g(— é) n z'—:2——> dans lesquels la position relative de x, et y,est la

méme. Le dernier cas cité contient (avec un décalage d’un rang) le cas E’
complémentaire de E' dans E. Nous ne nous assujettirons pas a indiquer les
changements de notations correspondants i ces variantes du cas G.

Premiére étude de G. — Le couple (a,, b,) peut prendre les trois valeurs
(—w,1),(2,2) et (w41, 1).

. 1w 5 . .
Soit ¢ le cercle de centre - — - et de rayon *;-» lieu des points dontle rapport

des distances 2 w———’ et a—‘ est 2. Siy,€(s), le second couple est préférable
Y P p

(c’est-a-dire fourmt une fractlon plus simple, donc doit étre choisi si

- T 1

il
. \

\ t{ T

— 3T

R
= ;BL;"’H Qaﬁi
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intérieur aux deux cercles correspondants) au troisiéme ; c’est le contraire si
yn€e(a). Dans les deux cas, le premier couple est préférable aux deux autres.
L’exclusion du troisiéme couple est, par suite, évidente si y,€7(s); on
'obtient aussi dans le cas contraire (voir jusqu’au rang n -+ 3).
L’exclusion du second couple estaisée si y,&e(s); dans le cas contraire, on
montre que a,= 2, b,=2; a,,, =—w—1, b,,, =1;0,,,=1, b, ,=—1 dans E'.

Alors on a a:,.eig_w__%f_)/f_) ne'(—w/2).

Pour le premier couple ¢, =— w, b,=1, on obtient les résultats suivants :

(=)

ou bien z,e€i~—=Z, avec b,, =1 el a,,=w ou — w; ou bien

2
_ . — . . (o 4+1)/2
( 21) nz(— w/z), en particulier xnez(—(—g—)/), avec @, ., =1, b, , =1

T, €1

dans B, ¢, y=—© —1,b, =2, a,.;—2, b,,;=— 2 et un nouveau cas G.

Premieére éiude de H. — Les valeurs de (a,, b,) sont les mémes que pour G,
le troisieme couple étant exclu immédiatement.

—_ (o +1)/2 .
Dans le cas ou a,——w, b,=1, on a xnez(————3——> dans trois cas :

oy =041, by =123 @Gi=0, b =1, =0, by ,=2; aq,=1,
bp=1 dans C et a,,,——w, b, ,—2 suivi de H. Ces cas exceptés, on a

B 4

aps=——w—1, b, ,=—2 et un cas G.

Uy =, by y=1, donc x, €7 , avec ou bien @, ,—— w, b,,.,=1, oubien

((@+1)2) .
3

Dans le cas ou a¢,=2, b,=2, on a x, €1 ——2581 Q  —=—0—TI,

bpr=1, @,.o=1, b,..=1 dans E’. Ce cas excepté, on peut montrer qu’il ne

reste que a,.,=o—+1, b, =1, avec ou bien @, ,=—w—1, by =2,
Qpoy=2, b;=2 et un cas G, ou bien @, ,=—w,b,.,=2 et un cas H
nécessairement suivi de @, ;,—=— w, b, ,=1.

Premiére étude de 1. — Ici, 1l reste seulement a,—=— w, b,=1, a,,, = w,
b,..=1 avec ou bien «,,,—=—w, b, .,=1, ou bien ¢,,,—=— v —1, b, =2

avec un cas G.

© VII.5..La désignation générale de cas J s’applique a un certain nombre de cas

ou y, est assez voisin de la valeur qu’il prend dans la suile critique. Nous
montrerons que seule la suite critique peut suivre : on peut voir dans cette idée
la clef de toute la démonstration. '
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Nous supposons que b, , =1 et nous désignons respectivement par

ei(_ma)m.(_a);

J, : le cas ou

76
. (——94&) ——1> (—-Z)) .(—3(3—1)_
Yo ’ 88 > Nt 12 )
J, - » l.<—~21&)) ne’<—5>-
v 76 2
J, - » (1——9m) (”‘5> /(0))
= 33 2 4 ;
y . .(-80)) (-:) (1—9;)).
:0 29 33
J. - » l(_S.EL)) (——-O)) (w>
3 - 29 [4 ,
I e S
ke 33 2 %

Dans tous les cas, nous supposons que .z'nee’( )ng < >, et méme,
pourJ; etJ,, que z,€8'(0).

Quatre couples (a,, b,) sont possibles ; (w, 2), (—w—1,2), (—1, 1) et
(—w, 1). Dans ce dernier cas, on se retrouve dans un cas J au rang suivant,
J, si 'on avait J, oul,, J, sil’on avait J,, et J, si I'on avaitJ,, J,, J, ou J,. Il
suffit donc d’étudier les trois premiers couples :

1° a,=®, b,=2. — On montre d’abord que x,,Hez'(a/z); puis deux cas
se présentent : :

St &4 ee’((— ®W—1 )/2), ona a,,—w, bpy=13 @ s=—0, by=1;
et I'on obtient I'exclusion, sauf dans le cas J,.

Si Xy € z'((— w—1)/2), ona:

pourl, etdy, ay =, b, =1; puis a,,,=—w—1, b,,,=2 et un cas G
qui s’exclut ; ou bien a,,,=— w, b,,,=1, dont 'exclusion est aisée.

pourly, Jyetd,, apyy=—o—1,b,,,=1; a,,=1, b,.,=1, dans les cas
E’ et C, ce dernier suivi de a,,,;=— — o, b,,,— 2 et G ; on obtient aussi I'exclu-
sion, qui vaut ainsi pour le cas total, sauf dans ]}, et J,.

2° @y=—=—w—1, b,=2. — On montre d’abord que xnei(—- 5), d’ou
Apy=0, b,y =1, puis b, ,=1 avec @, ,=—1, ® 0U ©.@,,=—1 est.
dans E’, d’ou son exclusion. On montre encore que .. ei@)ng(o) e ( ©)
et il faut distinguer deux cas. _
Dans J, etJ;,onaa, ,—m—w, b, yv=15a, ,—w-+1, b, ,=2 avec G ou
bien a,.; =, b,.;=1, ce qui s’exclut de toute facon.
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Dans les autres cas, on a a, ,=w, b,,.—=1; a,,,——1, ,,,—1 dans
E' ou C, ce dernier entrainant G aprés le rang suivant, et I’on a I’exclusion au
rang n -4, ou au rang n. Ce 2° est ainsi complétement exclu.

3° ay=—1, b,=1. — Négligeons le cas B, qui n’intervient pas dans les
applications. Il reste donc C ou E'.
Dans E’, on a I’exclusion au rang n — 1.

Dans C, il suit @, ,=w, b,.,=2 dans les cas H et 1. Compte tenu des
limitations correspondantes et des exclusions aux rangs n -+ 1 et surtout n — 1,

il reste Ao =0, /)n—+-2 =15 4y y—=—0, [)/L+3 =13 Uy, =041, [)/L+.'| =2 avec
un cas G qui donne ’exclusion restante au rang n —+ 4.

Résumé des cas J. — 11 peut rester a,—=—1, b,=1 (cas B), et ¢,= w, b,=2
avec des limitations pour x dans les seuls cas J, et J.

VII. 6. PrEMIERES cONskQUENCES. — Donnons d’abord une précision'sur le cas G,
lorsque @,=—o, b,=1; a,,=w, b,,=1. Si xnee’((w—{— 1)/2), on a
Upin=—w, b, ,=1 avec, ensuite, un cas J, déja exclu. D’autre part, si
apy=—w, by=1; ay,y=—, by =13 00 ada,,=1, b,.,—1 dans les cas E/
et C, ce dernier impliquant w,leig_—“%——g-

Etudions maintenant le cas E'.
Nous avons vu qu’il reste deux cas :

1° bn—i — bn: bn+1 - bn+2 =1, =1, U =—0, G,=00. On mo,ntre.
alors que :

ou bien @, ,=0, buy=2; @u.=0, by,=1; pUs @ ;=—0w—1,
b,.;=2 et un cas G, qu’on exclut d’aprés la premiére étude de ce cas;
ou bien a,,;=—— w, b,,,—1 et un cas J, déja exclu.

2° bn—l - bn: bn+1 - bn+2 - bn+3 =1, =1, 4, =—0, 4, ,——w,

a,.;=1. Au dernier rang, on a C ou E', mais on peut (en décalant au besoin
les indices) supposer que c’est C.

Onaalorsa, . ,=—w, b,.,=2etuncas Houl.
En utilisant la premiére étude de ces cas, on obtient I’exclusion sans diffi-
culté, sauf dans les deux cas suivants :

Si Uy sy ——0, bn—+—5:I; ull+6:‘w9 bn+6:I; a7 =— W, bn+7:l; on a un
casJ,, dont il suit a, y=w, b,.y=2 dans le cas indiqué plus haut, puis

Apig=—, b g=1, et @y 1 y=0, b, =1 o0u bien a,.,,=w—+1, b, =2
et un cas I, donc x,.,, €7(w) de toute facon, et exclusion au rang n -+ 7. '
St @, 5=2, by =2; G e=0—41, by=1; @, =—w—1, bpir=12;



= SUR L'APPROXIMATION DES NOMBRES COMPLEXES. 261

s =2, b,.y=2 et un cas G. L’exclusion s’obtient au rang n—+5 ou au

rang n + 3, sauf dans le cas ot @,y =—w, b, y=1; @ 1o=—, b 1,=1;
apiy =1, bn+11: I (dansE’); Apyy2—— 0, [)/z+12: I 13—— W, bn+1:;= I3
an+M:I’[)n+14:I- .

Si, a cerang, on a E/, il y a exclusion au rang n -+ 12; si ¢’est C, I’exclusion
a lieu au rang » + 13, compte tenu de ce qui peut suivre.

Le cas B' est donc cxelu.

VII. 7. Rerour auvx cas G, H,I. — Danslecas G,s1¢,—=—w, b,=1; ¢, =,
bpi=13 on montre que a,,.,=w, b, ,=2; puis a,,,——w —1, b, ;=1;
Apoi=1,b, , =150, s——w, b, ;=2 etun cas G.

Désignons la séquence comprise entre ces deux cas G par p., et remarquons

, ((w+1)/2)
qu'en ce cas wnEz——g——-———-

Cette 1nclusion est encore vraie si @, =—=—w, b,=1; a,,=1, b, ,=1
(cas B) qui implique @,y =—w —1, b, s =12; @y, ;=2, b, ;=2 et un cas G;
désignons cette séquence par v.

A part p. et v, G ne peut étre suivi que de a,—=—w, b;=1; a, ,=— v,
bpoy=1; 0, =1,b, =130, ,——w, b, ;=2et un cas G d’ou 'exclusion

de ce dernier cas. _
On termine en prouvant ’exclusion des combinaisons pv, vy, vwv et ppp.

Le cas G est donc exclu.

Dans le cas H, il nous reste, si a,— — w, b,=1, trois variantes d’aprés ce
qui précéde :
Ay=—0, b, =13 @y =, byy =1 dpa =, bys=2 qu’on exclut.
ay=—w, by=1; a4, , =w-1, b, =2 qu’on exclut.
ay=—w, by=13 4y, =1, bypy=1; ap.s—=—0w, bs=2 et un cas H suivi
de a,.,=—w©, b,,,=1, donc ce cas se répéte et est facilement exclu, entrai-

nant 'exclusion de H dans le cas ot @,=-—w, b,=1.
Mais 'autre cas, on I’a vu (E’ et G étant exclus) se raméne a celui-ci.

Le cas H est donc exclu.

Pour le cas I, son exclusion est maintenant évidente.

VII. 8. Rerous av cas b, ,=1,b,=1, a,==1. — Bimplique ¢,,, = — w —1,
bpy=2:a,.,—2,b,..,—2etG;ll est donc exclu.
C implique @,,,=—w, b,., =2 et G, H ou I; il est donc exclu.

D implique @,.,=w, b,.,=1, qu'on exclut; ou bien a,.,=w, b, ,=2;
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puis a@,.,=, bp,=1, ou bien Apis—=—®—1, b, ,—1; dans les deux cas,
ou bien il suit (1, 1), et I'exclusion résulte de nos connaissances actuelles sur
ce cas, ou bien Dexclusion s’obtient directement (raisonner jusqu’au
rang n-4).
E est exclu, puisque E' I'est et que E” 'est avec G.
Enfin A est facilement exclu au rang n —1.

Ainsi nous avons obtenu I’exclusion totale du cas b, ,=1, b,=1, a,=1,
achevant donc la premiére partie de la démonstration.

Remarque. — 11 est maintenant aisé de lever les restrictions relatives &
'exclusion des cas J. On peut donc dire que tous les cas déja envisagés sont
exclus.

VII. 9. Introduisons de nouveaux cas analogues aux cas G, H, I. Ce sont les
cas L et M ou b, , =2, u,={w} et wned<— %)ne(o)ne’(a/z), avec en
plus :

pourL:y,€ z(o)ﬂz((— w— 1)/9) Nne~—: (— 0

(—w—1)2
pour M : yneb<~— Z)ne ((——w—l)/ ) <___3_2

Au cas L est assimilé le cas L' ou b, ,=1, ,,ed( > ’< >ne(o>

ety,,ei(—l)ni< ~ >ne’< —
méme, et ou les développements ultérieurs sont les mémes, & un changement
de notation prés pour (a,, b,).

Désignons encore par K le cas ou b, ,=2, u,—={w}, avec en plus
xn€d<—— %)Ce(o)na’((—w)/.z) et y,€ z'(o)ﬁg(—%)ﬂi((——w)/z). A ce
cas est assimilé, pour ]es mémes raisons qué précédemment, le cas

oub, =1, wned(O)ne Y Ae(o )etynez( Yng(o)ni(o).

» ol la position relative de x, et y, est la

Etide de K. — On a (a,, b,)= (v, 1), (2, 2) ou (w41, 1); mais on montre
facilement que (2, 2) est excluet que (w—+1,1) implique un cas G ou un cas H,
donc est exclu; il reste (w, 1) qui implique un cas L’ au rang suivant.

Etude de L. — On a (a,, b,)=(— o, 1), (2, 2) ou (w1, 1), ce dernier
étant facilement exclu.

Soit ¢ la variante ou il suit (2, 2); % et ¢ respectivement celles ot (—w, 1)
est suivi de (w1, 2) ou (w, 1), qu’on montre étre les seules possibles.

Variante o. — Si a,= b,= 2, il suit un cas K, d’out a,,,= o, b,,, =1 avec
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un cas L’ (ot nous désignons encore par ¢, 7, § les trois variantes correspon-
dantes); on montre I'exclusion (rang n) s’il suit y ou ¢; il reste donc seule-
ment la suite périodique ol byr=1, Do/ 1 =2, Q=111 = O, Ayj12= Q3= O
(4 un changement de notation pres). Cette suite est exclue.

Variante $.-— Si a,= w, b,=1 avec a,,, = w41, b,,, = 2, on a deux cas
possibles :

1° @y =2, b,a=2 avec a,, ;= o, b,,,=1 et un cas L’ ou la variante ¥ est
exclue au rang n -+ 2, et la variante ¢ au rang n 4 1.

2° Gppa=—w, b,n=1etun cas K, d'o a,.,= v, b,.,=—1 et un cas L’ ot
les deux variantes y et { sont exclues au rang n -+ 1.

Variante y. — Si a,=— o, b,=1 avec a,,,= v, b,., =1, aprés 'exclusion
facile du cas ot g, o —=w <1, b,,. =1, il reste trois cas :

1° @po=—w—1I, b, ;=2 : ce cas se traite comme la variante ¢ (avec
un rang de décalage).

2° @y =, b,y ,—=2:o0naun cas K, d’ou I’exclusion au rang n 1.

3° apo=—w, by ,=1 :0n aun casJ,, déja exclu.

Ainst, les cas K et L sont exclus (L' ausst).

Etude de M. — Le couple (a,, b,) peut prendre les trois valeurs (— , 1),
(2,2), (w—+1,1).
Le premier entraine un cas K.
Le second entraine @, ,= w, b,.,=1 et un cas L.
Le troisiéme entraine facilement a,,, = — », b,,, = 2, avec, ou bien un cas L
au rang suivant, ou bien I'exclusion au rang n —1.

Donc le cas M est exclu.

VII. 10. Nous étudions maintenant tous les casou b, ,=1,b,=2et J(y,)>0
On peut supposer ®(x,)>0; on a donc @,=— ©, v, @ -1 0U ® + 2.

Remarque. — Quelquescassont exclus indépendamment de VIL.9: Si «, €1(1),
(o +1)
3
dans tous les cas, ades cas G ou H, ou bien a des cas tels que b,_, =b,=a,=1.

L’exclusion résulte donc de VII. 7, 8.
Abordons maintenant I’étude systématique de tous les cas possibles.
a@,=w—+2. — On montre d’abord I'exclusion si xz,€¢'(w—+1); le cas

. . . . 1" .
ou bien encore si x, €1 ne (1) avec, si a,= v, x,l€d<;>, on arrive,

ol x,€i(w-+1) se raméne a a,,,=w, b,, =1 avec un cas L', ou bien
day,=—w—1,byy =1, @y =0>,,,=1; ces deux cas sont déja exclus.
Ann. Ec. Norm., (3), LXX. — Fasc. 3. 34
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a,=w + 1. — Il reste cinq cas (pour I’énoncé de chacun noussupposons les
précédents non réalisés) :

z,€1(w): se rameéne a G, donc exclu.

Remarque. — Dans tous les autres cas, on a les cas G ou M au rang n 1,

Q) , . .
lorsque y, €1 (—2—2; nous supposons donc désormais le contraire. -

2° x,€1(w 1) : exclusion au rang n.
3° x,€d(1): exclusion aux rangs n, n —1.
© x,€i(w) : on montre que @, =—, b, =1, et @, =0, by,=1;

puis a,.,=—, b,,;=1 (sinon on aurait un cas G, ou bien I'exclusion au
rang n); enfin on a oubien I’exclusion aurang », ou bien un cas K ouun cas M.

5° Pour la région restante, on voit (rang » 1) que Ay = 0 =1, bp=1
et a, .—=—uw, b,m—l Compte tenu des valeurs p0s51bles de (@,.y, byiy), On
obtient ’exclusion au rang n —1.

a,=— . — On voit facilement qu’il ne reste que @, ,=—©, b,., =1 et
un cas G, ou bien a,., =2, b,., = 2 et un cas K.

VII. 11. Avant d’étudier le dernier cas, ou @,= w, signalons une extension
des résultats de VII. 5. ~ ~
(=) 0 o=,
2

4

Désignons par J* le cas ou b, ,=1 ;ynei(%)ui

L’exclusion en est immédiate si x,led’<é>-

etx,€e

Supposons le contraire. Le couple (a,, b,) peut prendre les trois valeurs (v, 2),

(w, 1) et (—w 1)

Si a,=— w, b,=2, on peut avoir a +1_m—|—1, b,..=1; ou bien a,,, = w,
bpo=1. _
Les deux cas s’excluent si y,zee’< @), ; dans le cas contraire, on a un cas K,
déja exclu.

Si b,=1 avec a,= w ou — w, on se retrouve dans un cas J* au rang suivant.
Mais, a,= a,,, = ®, b,=1b,,,—1 étant impossible, il ne peut suivre que la
suite critique.

Donc le cas J* est exclu.
Revenons au cas ou b, ,=1, b,=2, a,={w}, R(x,)> 0. L’exclusion est

. , q- . 1 . .
immeédiate si xned’<—2—>- Distinguons, pour le reste, deux cas :

’< ) —Le couple(dnﬂ,bnﬂ)peut prendreles quatre valeurs (5,1),

(w1, 1), (w+2, 1) et (4, 2).

1° v, €6 —
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Sia,.=w, b, ,=1,o0naun casJ*au rang suivant, d’ou 'exclusion.
Dans les trois autres cas, I'exclusion s’obtient au rang »—1, ou bien on a
un cas K, déja exclu.

(—0).

2

(—w—1,1), (—5—2, 1) et (— 4, 2).

2° x, €1 — Lecouple(a,.,,b,..) peut prendre les quatre valeurs (E, 1), ,

Sia,,,—w,b,,,=1,0naa,.,—=—1,b,,,=1, doul'exclusion,
Sia,.,=——1.b,.;=1,0n a un cas J*au rang suivant, d’ou 'exclusion.
St 4y =—w—2, b,,,=1, 0n a @,,,=0w, b,,,—2, d’ou (d’aprés ce que

. (—3 ) . .
nous savons maintenant sur ce cas) x,lﬂez( . ), conclusion qui est aussi
valable si a@,..,=—14, b,..=2; l'exclusion (aux rangs n-41 et n—1) s’en
déduit.

VII. 12. Nous avons ainsi montré 1’exclusion de tous les cas ou b,_, =1,
b,= 2; 1l nous suffit donc d’examiner les cas ou 'on a constamment b,—=1, ou
bien constamment b, = 2. .

Si b,= 2 constamment, on a ¢,—=2 ou == 4; mais tous les a, doivent étre
de méme signe (par exemple positif); les exclusions faciles des cas ou @,= 2,
a,.,= 4, ou biena, , = a,= a,,,= 2, ouencore a,_, — a,— a,,., — [y montrent
que le cas entier est a rejeter. '

Si b,=1 constamment, on prouve aisément ’exclusion de w4 1; I'étude de J*
montre alors qu’il ne peut suivre que la suite critique.

Ainsi tous les cas possibles ont été exclus; la démonstration est terminée :
onaC,,=1. ' :

Remarque. — Dans bien des occasions, la constante d’exclusion utilisée a été
exactement 1. Il faudrait donc un examen plus approfondi pour décider si 1 est

une valeur isolée du spectre de Markoff de R(y—19).




