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SUR LES FONCTIONS HOLOMORPHES
ADMETTANT DES VALEURS EXCEPTIONNELLES

Par M. Kmg-Lat HIONG.

1. Nous considérons les fonctions holomorphes dans le cercle unité, ne
s’annulant que p fois et admettant 1 comme valeur exceptionnelle au sens de
Picard-Borel ou au sens de R. Nevanlinna; et nous nous proposons de trouver,
pour une telle fonction f(z), une limitation qui ne dépend que de f(o) et |z|
et qui est valable pour tout I'intérieur du cercle unité, sauf peut-étre en
certains points isolés.

Il est naturel de partir du second théoréme fondamental de M. R. Nevan-
linna (*). Mais alors une difficulté réside dans l'élimination de la seconde
valeur initiale quifigure dans son inégalité, comme A. Bloch a déja remarqué (*)
pour tout probléme ayant pour but la traduction en termes finis de ce théo-
réme. Et puis, nous observons que la méthode utilisée par M. Valiron dans sa
nouvelle démonstration du théoréme de M. Schottky (*) ne s’applique pas. Car
ici 'origine ne doit pas, peut-étre, étre déplacée et la fonction prend la valeur 1.

Au lieu de I'inégalité fondamentale sous sa forme définitive, nous prenons
pour point de départ I'inégalité

ém(r, ay) <.m<r, JI—,> —+ m<l’,-}é> —+ m<r"2ffav> + qlog%q ~+ log3

et nous parvenons a établir un lemme qui fournit pour m<r, %) une limitation
ne dépendant pas de la valeur a éliminer. Grice a ce lemme et 4 d’autres
lemmes, nous arrivons aisément & un résultat en vue.

1) R. NEVANLINNA, Théoréme de Picard-Borel, Paris, 1929.

M
(2) Voir Mém. Soc. Math., t. 20, p. 48.
(?) VALIRON, Actual. Scient. et Ind., n® 870, 1937, p. 12-15.
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Les théorémes ainsi obtenus sont assez simples et les énoncés sont proches
de celui du théoréme de M. Schottky. -

Dans chacun des deux cas considérés, au moyen du théoréme établi et a
l'aide d’un résultat important de M. Montel, nous trouvons ensuite pour une
famille de fonctions holomorphes dans le cercle unité, des critéres de norma-
lité en liaison avec la valeur exceptionnelle, puis un critére de quasi-normalité
qui généralise un théoréeme classique da a M. Montel. Pour le dernier critére,
il convient de remarquer qu’il peut étre aussi démontré et d’une facon trés
simple par ce théoréme méme.

Les résultats obtenus ainsi dans le cas des fonctions holomorphes s’étendent
aisément a celui des fonctions méromorphes ainsi qu’a celui d’'un domaine
connexe quelconque.

En ce qui concerne la croissance d’une fonction, a part de I'inégalité que
nous utilisons dans chaque cas pour I'étude de la normalité ou de la quasi-
normalité, nous en établissons encore d’autres dont deux (une pour une fonc-
tion holomorphe et une pour une fonction méromorphe) sont analogues a celles
données par M. Valiron dans le cas ou la valeur 1 n’est prise qu’un nombre fini
de fois par la fonction. ~

Enfin, nous constatons que les mémes résultats que dans les deux cas envi-
sagés peuvent s’obtenir dans un cas plus général ou 1 n’est pas nécessairement
une valeur exceptionnelle au sens de Picard-Borel ou au sens de R. Nevanlinna,
mais I'indice N(r, 1) satisfait a une certaine condition (*).

Je tiens 4 exprimer ici ma vive gratitude & M. Paul Montel pour U'intérét qu’il
m’a témoigné; de ses entretiens bienveillants qui eurent lieu au début de ces
recherches, j’ai tiré grand profit pour mon probléme en ce qui concerne la
belle théorie de familles normales fondée par lui. Je remercie également
M. Georges Valiron d’avoir bien voulu me faire une remarque importante au
premier résultat de ce travail. Qu’il me soit permis encore d’adresser mes
remerciements au Centre National de la Recherche Scientifique et 4 'Aide 4 la
Recherche Scientifique qui m’ont aidé dans un état de santé difficile.

PRELIMINAIRES.

1. Soit f(z) une fonction méromorphe dans le cercle unité; si a, et b,
désignent respectivement ses zéros et ses péles compris dans le cercle | 5| <R,

(*) Une partie des résultats contenus dans ce Mémoire a fait I'objet d’'une Note aux C. R. Acad.
Sc., t. 236, 1953, p. 1322. Mais nous avons ici quelques.améliorations.
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on a pour | 3| < R la formule de Poisson-Jensen établie par M. R Nevanlinna :

L

1 ; Re -+ z
1) e/ (2)= 5% [ o R 2

ﬂv.v b[J«" )
_ZIOgR(’—aV —1—2‘10D R(‘— o) + G,

ol a est la conjuguée de a et C une constante (*).
Si I'on prend les parties réelles des deux membres de (1), il vient, en

.posant z=re",

°

: 2 R‘.__ 2
(2) loglf(zﬂzif ok |/ (R ) | e T ey = 42
R2— b, s
__zlog R(.,—a) ZIO _—_B(:——Zu) .

En remarquant que les logarithmes sous les signesZ sont positifs, on déduit

.

de (2) I'inégalité

3) R*— bys

R —by)

< > Zlog

pour |z|=r<R<{1. Si f(z) est holomorphe, le dernier terme disparaitra.

2. En ce qui concerne la théorie des familles normales, rappelons un résultat
de M. Montel qui nous sera important dans la suite et qui peut s’énoncer ainsi:

I. Soit une famille de fonctions f(z) holomorphes dans un domaine D, qui s’y
annulent chacune p fois au plus; de toute suite infinie f,(z) des fonctions de la
Jfamille, on peut extraire une suite partielle f, (z) et trouver au plus p point
Ai(i=1, ..., p) tels qu'en tragant de chaque A; comme centre un cercle (o;) de
rayon v; arbitrairement petit, chaque f, (z) de la suite ait un zéro dans chaque (s;)
et n'en ait pas a Uextérieur des (a;), les zéros étant comptés avec leur ordre de
mudtiplicité.

Rappelons encore la proposition suivante due également 3 M. Montel :

II. Une famille quasi normale de fonctions holomorphes ne prenant pas une
valeur est une famille normale. '

3. Nous aurons besoin du théoréme de M. Borel sur les fonctions croissantes
que M. Bureau a précisé sous la forme :

5

(3) Poir Vauiron, loc. cit., p. 9.
(%) MonTEL, Mém. Acad. Roy. de Belgique, série 2, t. VI, 1922, p. 8-10.
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Lemme A. — 87 U(7) est une fonction réelle positive non décroissante pour
ol r1,etst '
(4) U(r) Lo+ log = -+ log U(R),

avecryZr< R<1,6>>0¢eta,>>25, >8,0na

(5) , U(r) =< a(os+ 1) + 0y (0 + 3) log —

I—r

) 1
pourr>>ryetr >1— .

Mais nous emploierons surtout le lemme suivant que nous déduisons du pré-
cédent :

LemMe B. — Si U(r) est une fonction positive non décroissante pour o < r <1
et st, pour ro=r<_R <1,
1 ’ I +
(6) U(’)ém[a+blogﬁ—r+CIOgU(R)]’

p étant un entier supérieur ou égal a o et a, b, c, trois constantes supérieures ou

égales a 1, on a pour r>xr, et rég,

(7) U<r)<(1—1—r)l'<Aa+Blog1—2—r>’

/

ott A et B sont deux constantes ne dépendant que de b, c et p.

’

Pour le démontrer, prenons le log des deux membres de (6); il vient

1

log log U (R
w—7 * leglogU(R),

l;gU(r')élog3abc+ (p+1)log

inégalité qui prend la forme

I

R o log log U (R).

(8) lggU(r)éa+cilog

Par hypothése, o =log3abc > o, si I'on choisit g, et g, tels que o,>p 41 .

et 5,208, le lemme A sera applicable a la fonction lggU(r). Ainsi en
prenant 5,=1>5 et o, égal au plus grand des deux nombres 10 et p—+1, on

obtient
) S

lggU(r) << 6log3abc + 8a, log —

1 ., ., y, ..
pourr>xryetr >1— . Cette inégalité peut s’écrire a fortiort

I
.

1ogU(r) < 6a -+ 8(b+ ¢ +a,+3) log

I1—r



SUR LES FONCTIONS HOLOMORPHES ADMETTANT DES VALEURS EXCEPTIONNELLES. 153
. I . .
Portons cette borne dans (6) et posons R=r—+ - (1—r); il vient

(9) U(r)<

P8 2
= )p[(1+c)a+c(2b+c+a+3)logI_r],
g 4
ouo>p—+41 etcég-

PREMIERE PARTIE.

CAS OU UN EST UNE VALEUR EXCEPTIONNELLE AU SENS DE PIcArRD-BoOREL.

I. — Ftude de la croissance d'une fonction.

4. Pour cette étude, 1l est essentiel d’effectuer I’élimination dont nous avons
parlé dans l'introduction; nous commencons par établir deux lemmes sur le
second desquels repose principalement notre méthode d’élimination.

Lemve 1. — Soit f(z) une fonction holomorphe dans le cercle unité; si 'on
désigne par a,[v=1, ..., n(r, 0)] ses zéros dans le cercle |z|=r (contour
compris) et si I'on décrit de chaque point a, comme centre un petit cercle (v,) de
rayon arbitrairement petit ¢, on a, pour o =~ r <o < 1,

g Ul)
10 <A log +B lo
(10) ( > kz (log

-+ GrlogV(p, f)

ou N(r, Y=m(r, f)+ m(r, }>, A;, By, C, sont des constantes numériques ne
dépendant que de k (7).

De la formule de Poisson-Jensen, on déduit en dérivant

n(R,0)

2T

It [_,——L ) ] 2Re ~d Lo P
o G=gn [ el iRy “’+Z<z—av>(ﬂz~av»>

ou a, sont les zéros de f(z) tels que |a,|<R; z est un point intérieur au
cercle | z|=R. D’une facon générale,

dk—1 g ! T 2R el
(12) T H] ﬁf log| /(R &™) | e —z =i ¢

n(R,0) -
(—)1(k—1)! (k—1)!af
- 2 [ (~—av)/‘ - (R‘*—al,z)"]

Si I'on pose |z|=r et si 'on suppose que r suffisamment prés de R pour
que |a,| < r et en prenant R =r ¢, on ait n(R, 0)<ZAn(r, 0), A étant un

(7) Dans la suite, nous désignerons toujours par A, B, C, Ay, ..., A, ..., 2, 8, v, 04, ..., H,
K, Hy, ... des constantes numériques.

Ann. Ec. Norm., (3), LXX. — Fasc. 2. 20



154 KING-LAI HIONG.

nombre positif, il vient pour toute valeur de r telle que r—+ec< 1,

(x2') %[17"] é(lfflif;ﬁv(ﬁ J)+ (k=n! “Z[‘T+ R—r>k]

<Pk[ 26 ,n(r,o), ] [v=1, ..., n(r, 0)],

P, étant un polynome des arguments.
De (12") on déduit, en désignant par Q, un polynome comme P,,

= D<o r T e V] e=0p

on trouve finalement en répétant 'opération
(ki
'f ~<Pk[ 28L$ "—_—""$ n(r, O),V] (V':‘I,...,p),

P, désignant un polynome comme P;. Si I’on prend le lgg des deux membres de
cette inégalité, il vient, en remarquant que n(r, 0) <X logé dés que 3\,< ’—(-:—l,

(13) loc'

f Zloga + B} log +C’,C]o+gV(R,f)‘

Pour r<p <1, on peut avoir R —r> A(p —r) en prenant A positif assez
petit; par suite 'inégalité précédente peut s’écrire

(13) lgg

k)
fT l <AL log + Bl log —— p + CilogV (g, f).

En calculant la valeur moyenne de (13') sur la circonférence |z| =r, nous
obtenons une inégalité de la forme (10) qui est valable pour r+ ¢ < 1, mais
quelque petit que soit ¢.

Et si f(z) ne s'annule pas, on retrouve I'inégalité connue (*)

(%)
(ro) m< ff><Ak+ Bklogp —l—CklogV(p,f)
pour o Zr < p < 1.
Lemue II. — Soit f(z) une fonction holomorphe dans le cercle unité ; en conser-

vant les notions du lemme 1 et en supposant f(0) £ 0, on a ou bien pour tout point
intérieur au cercle |z|=r

(14) |f(5)| <[f(0) |+ Mg
ou bien pour o Zr,=r <o <1, l'inégalité

n(r,0)
ws)  m(n f—{;>< G——m[ <10°lf(0) |+ 2 log 5- >

—+ B lo
Bx 85

— +1logV(p, /)

ot My, oy, Bis i S0nt des constantes numériques ne dépendant que de k.
\

(%) Poir VALIRON, loc.-cit., p. 12.
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Désignons par (C,) le cercle | 5| =r(r < 1) et par D le domaine limité par les
circonférences (C,.) et (y,) [v=1, ..., n(r, 0)].

Supposons d’abord que | f**(3)| <1 quel que soit le point z du domajne D.
Prenons arbitrairement un nombre assez grand M et choisissons dans I'inté-
rieur de D, £—1 points {i(¢=1, ..., k—1) tels que | /()| =M. Inté-
grons f(z).le long d’une courbe rectifiable (L) située dans (D) joignant le
point {;_, a un point quelconque z de D. Il est aisé de voir que la ligne (L)
peut étre remplacée par une ligne brisée (I') située dans D et composée de seg-
ments de rayons de (C,) et des arcs de circonférences centrées a o, telle que la
longueur totale des segments ne dépasse pas 2 et celle des arcs 2w. Nous avons
ainsi

]f“"”(Z)I<|f“““(§k—1)|+|f; SH(z)ds | <M+ 2(7 +1)

et nous trouvons de la méme facon, en posant 27 + 2 =2Q,

If"‘“‘”(Z)I<If““”(§1c-z)|+‘ [y ds| <G Q)M -y
Zk—e
(I6) 0 it

. k—1 ___

Sol< M,

En intégrant une derniére fois de 0 & z, on a donc pour tout point z de D
[f(z) | <[f(o)]~+ My,

M, étant une constante numérique ne dépendant que de £.

Soit maintenant { un-point quelconque intérieur 4 (C,); nous pouvons tracer
un cercle de centre O el de rayon "< 7, qui contient ce point et qui est situé
dans D. Alors I'inégalité (14) a lieu sur (C') et en vertu d’un théoréme bien
connu sur le module maximum, elle sera vérifiée pour le point . v

Supposons maintenant que la circonstance précédente ne se présente pas; il
existe alors dans D au moins un point z, tel que | /(z,)| > 1. Supposons que
dans le développement en série entiere de f(z), le premier coefficient non nul
est C,. Si alors k< h, on a f®¥(o)=o et z, est nécessairement distinct de o;
si k> A, deux cas peuvent se présenter suivant que le point 5, est 'origine
ou non.

Dans le premier cas, on peut appliquer la formule de Jensen et ’on a

o ) B ) el 2

J¥ (o)
par suite '

(18) ’ m<r, ﬁ><m(r,-—f}ﬁ>+N<ri,}>+]0g|f(o)|.
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En prenant les 8, assez petits, il est évident que

I 1
N(r, ‘7> < Zloga.

D’aprés le lemme I, on a donc

m(r, 7%) < Ak(loglf(o)l +210g§v> + Belog -—— + CilogV (p, /),

inégalité qui entre dans (15).
Considérons maintenant le second cas ainsi que le cas ou # < 4. Nous avons
alors | f®(z,)|>>1. Appliquons la relation (3) a la fonc-

)
I pour le point z,; il vient

N
(19) m<3’ﬁ><<%>gm<["z}ﬂ>

R [l 2

- tion

R2 —aw
z(z—a\,)

] [v=1, ..., n(R, 0)].

Puisque | f*(z,)|>x1, en prenant une valeur r, suffisamment grande, on a
pour roZr <R,

k)

(=) <[S*(=

Sil'on prend alors r,>7, et r assez prés de R de sorte que n(r, o) =n(R, o),
I'inégalité (19) peut s’écrire

n(r,0)
(U]
(20) m( (k)> r)2m< ’fj >—|—_R___J|:logH +210g§'].

Or d’aprés le lemme 1

(B J—}—><A,¢210g6I —I-Bk[logp

+ G logV(p, f)]

donc, si on choisit une valeur p, de o pour chaque valeur de r et un nombre
positif /' tels que p, —R>XA'(p — ), on déduit de (20) I'inégalité

(21) m<r, ‘%><-(?-—I—[ak2‘loas —!—ﬁklog —I—Ykl(wV(p,f)]

qui entre évidemment dans (15).
En particulier si f(z) ne s’annule pas, I'inégalité (15) se réduit encore

(15 m(n )< o s o) |+ Brlog L+ ulog Ve, )|

valable pour o Zr,Zr<pe<1.
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Remarque. — Dans la démonstration du lemme, au lieu du domaine D, on
peut considérer le domaine D’ limité par les circonférences (C,), (y) et
() [v=1, ..., n(r, 0)] en désignant par (y) une circonférence de centre O
et de rayon arbitrairement petit ¢; on arrive ainsi 4 conclure que ['on a soit
pour tout point z intérieur au cercle |z|=r une égalité de forme (14), soit

pour 0 < 8 ZroZr< e <1,

(22) m(r,—j-{%><(—9—l [ot,chog6 —+ B% log

+Y/c10“V 0, f)]
[v=1, ..., n(r,o0)].
Si f(z) ne s’annule pas, cette inégalité se réduit a
1 ", T |
(23) m<r,7{7,>< (P—_—r—)z[“k—*‘ Bk logp_
valable pour o < 8 Zr,Zr<p<1.

~ + TilogV(p, f)]

5. Abordons maintenant I’étude de la croissance; nous allons établir le
théoreme suivant :

TukoriMe A. — Soit une fonction holomorphe dans le cercle unité ayant pour
développement en série entiére

(24) f(B)=co+cpa+. .. (coy ch# 0)

et lon suppose de plus que c,5£1; si f(3) ne sannule que p fois et admet 1
comme valeur exceptionnelle au sens de Picard-Borel, alors en désignant par
a,(v=1, ..., p) ses zéros et en décrivant de chaque a, comme centre un cercle
(vv) de rayon arbitrairement petit S,, on a pour tout point 3 intérieur au cercle
| 3| =ravec o < & ZLr <1, linégalité

(25) log|f(= )|< [HQ(CO, 9, Oy )+I\log

7y I (v=1,...,p)

ol

l)
Q(eo, 3, 3,) = Q(cr) + log 5 + 3 log 55
v

L
cp— I

avec

Q(co) = log | ¢y | + log

I l+
— | +1lo
Co g
et H, K sont des constantes numériques.

‘Desinégalités établies par M. R. Nevanlinna (*), nous déduisons

(26) m(r,1)<m< J{,)—i-m(ﬂ f>+m(r,ff’ >-l—7log2

(?) R. NEVANLINNA, Théoréme de Picard-Borel, Paris, 1929, p. 65 et 141.
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Ajoutons N(7, 1) aux deux membres et appliquons ensuite au premier
membre le premier théoréme fondamental de M. R. Nevanlinna qui donne ici

(27) m(r, 1)+ N(r, 1) =m(r, f) -+ h(r, 1)
et

[ h(r, 1)Ié| log|co—1] I -+ loga,
il vient
(28) m(r, /) <N(r, 1)+ Q(r),
avec

Q(r):m(r,}é)—k m(r,‘§>+ m(\r,fL_’/I-\)—l—llog]co—l ||+810g2.
Cherchons une limitation pour le second membre de (28) et considérons en
premier lieu le terme N(r, 1). La relation (27) donne

N(r, 1)< m(r,f)+llog|co—— 1 ||+ log2,

puis en vertu d’un résultat connu, pour une fonction holomorphe f dans le
cercle unité admettant plus d’une valeur exceptionnelle au sens de Picard-

m(r, f)

Borel, le rapport ——= est nécessairement borné, donc pour r>xr,

I
log
Si1—r

1

(29) ' m(r, f)<<hilog

I—7r

A étant une constante qui peut dépendre de ¢, et c,. Mais en prenant le loga-
rithme des deux membres de (29) on voit que pour r, suffisamment grand, on a

1

m(r, f)<<log )2

1—r

et a fortiort
(30) N(r, 1< ! log !

I—r I—r

-{—llog[po—l [l+10g2.

En second lieu, majorons le premier terme de Q(r) et appliquons le lemme I1
du n° 4. Dans la premiére alternative de ce lemme, I'inégalité (25) est a fortiori
vérifiée. Considérons donc la seconde; on a alors, pour o Zr,=r<p <1,
" I'inégalité

P
. ‘
(31) m(r,§><(—9—_—_——;5§[a1 <log|col+210g8iv> + Bilogpir +Y,logV(p,f)]-

D’apres la formule de Jensen, on a

m (r, }) < rﬁ(r, J) +log

I
— 1
Co
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_'],

llovV(r f)<lo«rm(r J)+log|=—

par suite

s Vir, )< lz’n(.": J) -+ log
(32)

~+91002,

I'inégalité (31) peut donc s’écrire

1

(33) ”i<"’}7><<?——rf»

[ (logno] —+ log

pour o = rLr < g <1
Considéronsen dernier lieu les deux termes suivants de Q(r). M. R. Nevanlinna

+ \’logm(p f)]

) v

a donné pour T(r ~> relatif & une fonction méromorphe fune limitation que

nous pouvons mettre dans le cas présent sous la forme :

(34) m( J}/><A1 (noa

pour 0 < 8 Zr < p <1, quelque petit que soit ¢.
En appliquant cette inégalité a la fonction f— 1, il vient

+ L
(log —
\ Co—

1 I +
Il+ lOg—é).‘*—BIP——_/ —I—C'_logm(p,f).

-+ Gy logm(p, /),

4l+]0 8) +B1logp_

(34) m(r,j f

Si 'on porte toutes les bornes données par (30), (33), (34) et (34") dans
(28), on obtient une inégalité de forme

(35) minf) < —?[aﬁ(co, 3, 8v)+ﬁlogp_l_

___,")

- +Y'0+gm(.o,-f)J;

Appliquons alors le lemme B a cette inégalité; il vient

el
9
—
H, K étant deu&i constantes numériques.
Cette inégalité établie pour r,r< 1 reste valable pour & r<r,, sil’on
renforce éventuellement les coefficients H, K.
Maintenant 'inégalité (3) donne

(37) logM(r, f

(36) m(r,j)<(———,T[H52(co, 9, 8\,)—|—KlogI

~m(R, f),

et de (37) et (36), on déduit I'inégalité suivante, en prenant R tel que
R—r=1—R :
=3

logM(r, f) <

—)[Hg(c.,, 3, 8.) + K log -



160 KING-LAI HIONG.

En vertu du théoréme sur le module maximum que nous avons déja appliqué
dans la démonstration du lemme II, on peut conclure que pour tout point z
intérieur au cercle |z|=r avec 0o <dZr <1,

TuioriME A,. — Soit f(3) une fonction holomorphe dans le cercle unité, définie
par (24); st f ne s’annule pas et admet 1 comme valeur exceptionnelle au sens de

Picard-Borel, alors, en supposant f(0) 41, on a, pour o <8 ~r <1 et quelque
petit que soit S, I'inégalité
=3

ott Q(cy, 8)=Q(cy) + log% et H, K sont des constantes numériques.

log | f(= < a= 119(00,6 8,) + K log —

ry

En particulier, on a le théoréme :

(25%) logM(r, f) <

- [HQ(CO, 3)+ K log -

II. — Critéres de normalité ou de quasi-normalité.

6. Soit (f) une famille de fonctions f(z) holomorphes dans le cercle unité
définies par un développement de forme (24). Nous appelons famille réduite
de (f) toute famille de fonctions

(38) 9(5) = A +cpzt+.

A étant un nombre quelconque, mais fixe par rapport aux différentes fonctions
de la famille.

Le théoréme A permet d’ obtemr des critéres de normalité ou de quasi-
normalité. Démontrons d’abord le suivant :

Tutoreme 1. — Soit une famille de fonctions holomorphes f(z) dans le cercle
unité, qui sont définies par un développement de la forme (24) et dont les
valeurs a lorigine sont en module bornées supérieurement; si elles s’annulent
chacune p fois au plus et admettent 1 comme valeur exceptionnelle au sens de
Picard-Borel, elles constituent une famille normale dans le cercle unité.

Désignons par (y) et (C,) les cercles | z|=2¢ et|z|=r respectivement; et
supposons 3 suffisamment petit et 7 suffisamment grand pour que tous les zéros
de f(z) se trouvent dans la couronne C(¢, ) limitée par (y) et (C,). En appli-
quant le critere de M. Montel concernant la quasi-normalité, on peut conclure
immeédiatement que la famille (f) est quasi normale d’ordre p au plus dans
C(8, r); mais nous allons démontrer par le théoréeme A qu’elle est normale

dans (C,) sans emploi d’aucun critére connu, seulement i I'aide des propo-
sitions du n°® 2.
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Supposons d’abord que ¢,5£ 0, 1; d’aprés la premiére de ces propositions,
d’une suite infinie arbitrairement donnée f,(z) de la famille, on peut extraire
une suite partielle f, (3) et trouver p points A;(i=1, ..., p) au plus, tel
qu’en tracant de chaque A; comme centre un cercle (o;) de rayon arbitraire-
ment petit n;, les fonctions £, (z) ont chacune un zéro dans chaque (o;) et n’en
ont aucun a l'extérieur des (o;). Ensuite, en désignant par ¢ =n(r, 1), le
nombre maximum des zéros de chaque fonction f, (z)—1 compris dans (C,),
de la suite f, (z), on peut extraire une suite infinie f3 (z) et trouver ¢ points
Bj(j=1, ... q) au plus, tel qu'en tracant de chaque. B; comme centre un
cercle (a}) de rayon arbitrairement petit vj;, les fonctions f3(z) ont chacune un
point 1 dans chaque (o;) et n’en ont aucun a l'intérieur des (a;).

Soient ag ; les zéros des fonctions f3 (z) dans le cercle (g;) et bg_; ses
points 1 dans le cercle (g;). De chaque a3 ; comme centre en fixant 7, décrivons
un petit cercle (vs, ;) de rayon dg_; contenant (q;), puis de centre A;, décrivons
un petit cercle (E,') de rayon ﬁi contenant tous les cercles (Yp",i)(ﬁn:'i, 2, ..0).
De chaque b; ; comme centre, décrivons de méme un petit cercle (ys, ;) de
rayon Sg_; contenant (g}), puis de centre B;, décrivons un petit cercle (5}) de
rayon 1, contenant tous les cercles (vs,.7) (Bu=1, 2, ...). Désignons par D le
domaine limité par les circonférences (Y), (C,), (a;) et (o)) (i=1, ..., p;
j=1,...,q)et par Dg le domaine limité par (yv), (C,), (ys,:) et (vg,))
(i=1,...,p5j=1,q).

Distinguons trois cas :

1° Les valeurs f3 (o) ont une limite y,5£ 0, 1. On peut alors en extraire une
suite infinie f) (o) qui converge vers y,. Appliquons le théoreme A 4 la
fonction £, (3); il vient

'<>g|fy"(z)l<-———[Hsz(fY (0), 8, 84, -+ Klog

r)?

avec

2 fru (0, B, Bru0) =108 | 1, (0 + 108 | | + 10g

j“” f“,) |+ log6 —i—> logm

La somme des trois premiers termes du second membre de cette égalité est
bornée si on fait varier n et soit Q sa borne; et puis on a SY i > 1;. Donc en
désignant par 1 le plus petit des ;, on a

.,

=
valable pour tout point z du cercle |z|=ret o< ¢ r<1.

Cette inégalité montre que les fonctions de la suite f, (z) sont bornées dans

leur ensemble dans (C,). Il s’ensuit qu’elle est normale; elle est donc généra-

trice d’'une suite uniformément convergente.
Ann. Ec. Norm., (3), LXX. — Fasc. 2. 21

_ L L
log | fy,(3)| < (-1———7)—‘ [H (94— logg +p log;) + Klog :
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2° Les valeurs f3 (o) n’ont qu'une limite y,=o. On peut en extraire une

suite f, (o) convergeant vers zéro. Considérons la suite des fonctions f, (z)
1

. S (%)
dans D, g. (2)y est holomorphe. En posant

dans le domaine D; et posons g, (z)= - Comme f, () ne s’annule pas

§v. (5) =gy, (0) + '~P~;,. (z),
I'inégalité
1
[ 8y, (o) —M(r, y,)

(51 <

montre que la suite /. (z) converge uniformément vers zéro.

3° yo=1. On démontre de la méme fagcon que dans le cas précédent que de
la suite f3 (z), on peut extraire une suite qui converge uniformément vers 1
dans le domaine D. ’

En résumé, on peut conclure que la famille donnée est normale dans D.
Comme &, v; et v;, par suite 2g_;, 33, ; ainsi que 7, ¥; et v peuvent devenir
aussi petits que I’on veut, elle I’est aussi dans le cercle (C,) privé de points O, A;
etB;(i=1, ...,p; j=1, ..., q). Il s’ensuit que la famille donnée est quasi
normale dans (C,) avec les points O, A; et B, comme points irréguliers pos-
sibles. Nous allons démontrer que ce sont aussi des points réguliers.

O est régulier en vertu de la proposition Il du n°® 2, car les fonctions de la
famille ne s’annulent pas dans (Y).

Prenons un point quelconque P parmi les points A; et Bj, et tracons de
centre P un petit cercle (') tel qu’il n’existe aucun de ces points sur son
contour ou dans (y') autre que P. La famille (f) est normale sur la circonfé-
rence (Y'); elle est donc génératrice d’une suite partielle £, (z) convergeant
uniformément vers une fonction holomorphe ou la constante infinie, comme les
/5. (3) sont bornés dans leur ensemble sur (v'), cette limite ne peut étre infinie;
par conséquent la suite f; (z) converge uniformément vers une fonction holo-
morphe sur (y'). En vertu du théoréme de Weierstrass, la convergence est
alors uniforme pour tout le cercle (y'), et I'on peut conclure que la famille est
normale dans (y").

Donc la famille est normale dans (C,), et, par suite, dans le cercle unité
‘puisque r peut étre aussi prés de 1 qu’on veut.

Si maintenant f(o)=o, on peut poser

F(3)=f(3) -+ 4, avec AZo,1,
et ce qui précede est applicable aux fonctions F(z). Or la convergence uniforme

d’une suite de F entraine celle de la suite correspondante de £, donc la norma-
lité de la famille (F) entraine celle de la famille ( f). Si f(0)=1, on pose

F(z)=f(z)+ 2, avec AzZo0, —1I.
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En particulier, on a la proposition :

Toute famulle de fonctions holomorphes dans le cercle unité, définies par un
développement de la forme (38) s’annulant chacune p fois au plus et admettant 1
comme valeur exceptionnelle au sens de Picard-Borel est normale dans le cercle
unité.

Tatorkme Il. — Toute famille des fonctions holomorphes f(z) dans le cercle
unité, telle que les fonctions ¢(z) de Uune de ses familles réduites s’annulent
chacune p fois au plus et admettent 1 comme valeur exceptionnelle au sens de
Picard-Borel, est normale dans le cercle unité.

D’aprés le théoréme précédent, la famille (p) est normale dans le cercle
unité; nous allons démontrer, en nous inspirant d’'un procédé de M. Montel,
que la normalité de la famiile (¢) entraine celle de la famille (/). Posons

(39) Jf(z)=1¢(z)+ C avec C=rc,— A.

Je dis que de toute suite infinie f,(z) des fonctions de la famille (f), on peut
extraire une suite uniformément convergente. En effet, a cette suite, corres-
pond une suite 9,(z) de la famille (¢). Comme la derniére suite est normale,
on peut en extraire une suite partielle o, (3) convergeant uniformément vers
une fonction holomorphe ®(z) ou la constante infinie. A cette suite, correspond
une suite des fonctions f, (z) qui sont liées aux g, (z) par la relation (39)

Ja,(3) = 94, (%) + Cs,.
Considérons les valeurs C,, . Deux cas peuvent se présenter :

1° Les valeurs C,, ont une limite finie v,. Extrayons de ces valeurs une suite
Cg, tendant vers y,. La suite correspondante ¢g (z) converge uniformément
vers une fonction ®(3z); par conséquent, la suite /3 () converge uniformément
vers une fonction F(z) qui est égale a ®(z)+ v,.

2° Les valeurs C, n’ont pour limite que l'infini. Alors on peut extraire de
ces valeurs une suite Cg, tendant vers l'infini. Comme la suite ¢g (z) converge
uniformément vers ®(z), on voit par la relation

J8.(2) = ¢8,(2) + Cg,

que la suite f3 (3) converge uniformément vers I'infini.

7. Nous pouvons encore démontrer le théoréme suivant qui généralise le
théoréme bien connu de M. Montel.

Tutorime 11I. — Toute famille de fonctions f(z) holomorphes dans le cercle
~ unité, s'annulant chacune p fois au plus et admettant 1 comme valeur exception-
nelle au sens de Picard-Borel, est quasi normale d’ordre p au plus dans le cercle
unité.
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~ On peut partir du théoréme de M. Montel et on arrive immédiatement & la

conclusion. Mais nous pouvons aussi donner une démonstration en nous
appuyant sur le théoréme A sans employer aucun critére connu. Nous suppo-
sons d’abord f(o)s£0, 1 et nous utilisons les notations du théoréme 1. En
raisonnant comme dans ce théoréme, de toute suite infinie f,(z) de la famille,
on peut extraire une suite partielle /; (3) telle que les fonetions £, (z) ne
s’annulent pas et ne prennent pas 1 dans le domaine D.

1° Les valeurs f, (o) ont.une limite y,5£0, 1, . On peut alors extraire
de ces valeurs une suite fg (o) telle que Q(c,) reste borné et que f3 (0)
converge vers v,. En appliquant le théoréme A aux fonctions de la suite corres-
pondante f3 (), on obtient comme dans le théoréme I, I'inégalité

=
valable dans tout le cercle | z| =r, avec o < s Zr < 1.

Cette inégalité montre que les f3 (z) sont bornés dans leur ensemble
dans (C,). On peut conclure comme pour le théoréme I que la suite f3 (z) est
normale dans le cercle (C,); elle est donc génératrice d'une suite uniformément
convergente.

logifs, (= )l< ) [Hﬂ(fgn(o),ﬁ n)—l—Klov

2° Les f, (o) n’ont pour limite que y,==1. Extrayons de ces valeurs une suite

/5, (o) tendantvers 1. Considérons la suite £, (z);les fonctions g, () :fT_(j)——I
sont holomorphes dans D et la suite g, (o) tend vers I'infini; on peut donc
écrire

I

I.f) (2) — Ig)\ (O)I —M(r, "'l/)\ ) ou ‘P)\n (z):g)\n (8) — &, (0)

et 'on voit que la suite £, (z) converge uniformément vers 1 dans D.

- 3 Dansle cas ou y,=o ou le cas ou y, = o, on montre d’unefacon analogue
que la suite f3 (z) est génératrice d’'une suite partielle qui converge unifor-
mément vers zéro ou o dans D.

En résumé, on peut conclure que la famille donnée est normale dans D. En
raisonnant ensuite comme dans le théoréme I, on peut conclure qu’elle est
quasi normale dans (C,), avec A; et B; comme points irréguliers possibles.
Mais pour un point B;, s’il est distinct de A;, alors dans son voisinage les
fonctions ne s’annulent pas et en vertu de la proposition II du n°2, la famille
est normale; par suite, ce point est régulier. Donc il y a au plus p points
irréguliers Ai(i =1, ..., p) et la famille (/) est quasi normale d’ordrep au
plus dans (C.), par suite dans le cercle unité.

f(o)=o0, on pose F=f—+1}, avec A>£o0, 1 et si f(o)_~1. on pose
F= f+ A, avec A £ 0, — 1 pour étre ramené au cas précédent.
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En particulier, on a le critére :

Tusorime III,. — Toute famille de fonctions f(z) holomorphes dans le cercle
., ! ' .
unité, ne s’annulant pas et admettant 1 comme valeur exceptionnelle au sens de
Picard-Borel, est normale dans le cercle unité.

Si, en particulier, on suppose que le nombre de points 1 de f est fini, on
retrouve un théoréme di 4 M. Montel.

8. Les critéres analogues a tous ceux qui précédent peuvent s’obtenir immé-
diatement pour un domaine connexe quelconque, au moyen d’un théoréme de
M. Montel, d’aprés lequel une famille de fonctions est normale dans un
domaine D, si elle est normale en chaque point de D.

11I. — Critéres de normalité ou de quasi-normalité
pour une famille de fonctions méromorphes.

9. Les résultats que nous avons obtenus pour des familles de fonctions
holomorphes s’étendent aisément au cas des fonctions méromorphes. Donnons
d’abord une définition.

Soit (f) une famille de fonctions f(z) méromorphes dans le cercle unité;
nous appelons aussi famille réduite de (f) toute famille (¢) dont les fonctions
¢(z) sont obtenues en remplacant f(o) par un nombre fixe A.

Tutorime I'. — Soit une famille de fonctions [(z) méromorphes dans le cercle
unité, ayant dans le voisinage de U'origine un développement de méme forme
que (38); st elles ne prennent pas une valeur o, prennent chacune une valeurﬁ =+
au plus p fois, et admettent une valeur y == «, 3 comme valeur exceptionnelle
au sens de Picard-Borel, la famille est normale dans le cercle unité.

Nous pouvons supposer A 5= «, 3, y et débarrasser la restriction aprés comme
dans le théoréme I. Posons

[—Br—2

(40) i

™

Les fonctions F 'sont holomorphes dans le cercle unité et ne s’y annulent
chacune que p fois au plus. Je dis, de plus, qu’elles admettent 1 comme valeur
exceptionnelle au sens de Picard-Borel. En effet, d’abord I'identité (40) est de
la forme

A B
(41) F:",&/‘;ﬁ%ﬂ
AB' —BA'=(a—B)(a—7)(B—7) Zo,

on sait alors que T(7, F) et T(r, F) sont de méme ordre. Ensuite les F—1 ont
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\ . 1Y ;
les mémes zéros que les f— v, donc les N(r, F_I) sont de méme ordre que

les N(r,f_l_Y
Picard-Borel pour les fonctions F.

Si I'on remarque encore que F(o)>£1, on peut alors conclure d’apres le
théoréme I que la famille (F) de fonctions F(z) est normale dans le cercle
unité. . <
Or la convergence uniforme d’une suite infinie quelconque des fonctions F
dans le cercle unité entraine celle de la suite correspondante des fonctions f,
donc la normalité de la famille (F) entraine celle de la famille ( f).

)- Par conséquent, 1 est bien une valeur exceptionnelle de

Tutorkme 1I'. -— Toute famille de fonctions f(z) méromorphes dans le cercle
unité, telle que les fonctions ¢(z) de U'une de ses familles réduites ne prennent pas
une valeur «, prennent chacune une valeur 3 = a au plus p fois et admettent une
valeur y £ a, 3 comme valeur exceptionnelle au sens de Picard-Borel, est normale
dans le cercle unité.

Pour le démontrer, il suffit de procéder comme pour le théoréme II.

Tukorkme 11I'. — Toute famille de fonctions f(z) méromorphes dans le cercle
unité, ne prennent pas une valeur a, prennent au plus p fois une valeur 5 £ o, et
admettent une valeur y = a, B comme valeur exceptionnelle au sens de Picard-
Borel est quasi normale d’ordre p au plus dans le cercle unité.

On fait la transformation (40), et 'on voit que les fonctions F qui sont holo-
morphes s’annulent chacune p fois au plus et admettent 1 comme valeur
exceptionnelle au sens de Picard-Borel. En vertu du théoréme III, elles
forment une famille quasi normale d’ordre p et I'on conclut comme dans le
théoréme I' que la quasi-normalité de (F) entraine celle de ( f).

En particulier, si les f ne prennent pas aussi 3, la famille est normale.

10. On obtient, comme dans le cas des fonctions holomorphes, desthéorémes
analogues pour un domaine connexe quelconque.

IV. — Extensions du théoréme de Schottky et du théoréme de Landau.

11. On a déja le théoréme A qui peut étre considéré comme une extension
du théoréme de Schottky. Mais nous allons encore trouver, au lieude (25), des
inégalités plus précises dans lesquelles les quantités ¢ et ¢, ne figurent pas.
Nous commengons par démontrer les lemmes suivants 4 'aide du théoréme de
Boutroux-Cartan (*°) :

Lewve Ia. — Soit f(z) une fonction holomorphe dans le cercle unité; on

(19) Ann. de PEc. Norm. Sup., 3¢ série, t. 43, 1928. ‘
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désigne par a,[v=1, ..., n(r, 0)] ses zéros.compris dans le cercle |z|=r. S
les cercles d’exclusion (I') relatifs a U'inégalité 11|z — a,| > h""°) dont la somme
des rayons est égale a 2eh, se trouvent entiérement a intérieur de la circonfé-

rence | z|=r, on a pour o < r<p <1 :

(%) 4
(42) m<r,f—><Akn(l‘, o)log% ~+ B log + CrlogV(p, /),

J

ou h est un nombre positif arbitraire, mais dépendant de r et Ay, By, C; sont des
constantes numériques.

p—r

Reprenons I'inégalité (12) et cherchons une borne de
I
E:E—I——z—_—a—'—V-c [v:I,...,n(F{,o)].
.
En prenant le log des deux membres, on a
+ 2
logEékzlog T + logn (R, o).

D’apres le théoréme de Boutroux-Cartan, on obtient immédiatement,
pour tout point s extérieur aux cercles dont la somme des rayons est égale
a2¢eh,

(43) logEékn(R,o)log;l -+ logn (R, o).

En désignant pour le moment par logE(R) le second membre de cette inéga-
lité et en procédant comme dans le lemme I, on trouve

+ +
log ~+ Gy logV(p, /)

SR e ,
—7~|<Ak[10gE(l‘)+lOgIL(l’,0)]—|—Bk]0g

p—r
dés que I'on prend £ < 1. Il en résulte immédiatement I'inégalité (42).

Lemue 1la. — Soit f(z) une fonction holomorphe dans le cercle unité; on
conserve les notations du lemme précédent et l'on fait la méme hypblhé&e sur les
cercles d’exclusion (I'). En supposant f(0) == 0, on a, ou bien pour tout point =
intérieur au cercle |z|=r, '

(44) |f(z) [ <[f(0) |+ My,
ou bien pour o Zr,—r < p <1

L

(45) m<r,_f%> < N(r, 0)+ W_I—r)z[akmo(l') + B log

ou

-+ Yk lggV(p, f)],

p—r

’ 1
wa(r) =log| f(0)| -+ n(r, o) log

et a3k, Yi sONL des constantes numériques ne dépendant que de k.
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La premiére partie du lemme se démontre comme dans le lemme II. Pour
le premier cas de la seconde partie, on trouve, en vertu du lemme précédent,
I'inégalité :

(46) m<r,f{%><N(r, o)+Akmo(r)+BklogPi

r -+ Ckl(;gv(?)f)

qui entre évidemment dans (45).

Dans le second cas, nous avons encore I'inégalité (19). Pour le dernier terme
du crochet de cette inégalité, on a pour tout point 5 extérieur aux (I") et inté-
rieur au cercle | z| <R,

(47) },log

(Z\.b

(”-—a)

[v=1,...,n(R, 0)]

< logH

< n(R, o)log+ +n(R o) loga.

\b—av‘

En tenant compte de ce résultat et en appliquant le lemme I« a m<R —f(—“).

S

le méme raisonnement que dans le lemme II nous conduit a la conclusion.

TutoriME a. — Soit f(z) une fonction holomorphe définie par le développement
(24) dans le cercle unité; on suppose qu’elle sy annule seulement p fois et y
admette 1 comme valeur exceptionnelle au sens de Picard-Borel. St en désignant
par a,(v=r1, ...,p) ses zéros, les cercles d’exclusion (I') relatifs a 'inégalité

[]|z—hv|>/ll' (v=r1,...,p),

v

dont la somme des rayons est égale a 2.eh, sont compris dans un cercle de centre O
et de rayon A(h < 1), alors en supposant ¢, 1, on a, pour tout point z intérieur
au cercle | z| =r avec A < r <1,

(48) log | f(5)| < ) [H<9(co)+log,{+plog%>+K10gl

(1—r)
ou h est un nombre positif arbitraire, mais dépendant de ' et der; et H, K sont
numeériques.

Nous trouvons comme dans le théoréme A I'inégalité (28). Pour limiter son

J
fl
alternatlve, I'inégalité (48) est déja, a fortiori, vérifiée; dans la seconde, en
désignant par 5,(r) le dernier terme de (45), on a

second membre, nous appliquons le lemme Ila 2 m<r, > Dans la premiére

(~4g) m(r,f) < N(r; 0) + N(r, 1) + Sy (r)

+m < -ffl>—|—m< ff/ >+|log]co—-lll+8]oaz
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Majorons le second membre de cette inégalité. Pour N(r, o) comme pour
N(r, 1), nous utilisons la borne de (30); et pour les deux .termes qui suivent
S,(r), nous appliquons le lemme de M. R. Nevanlinna. Puis 8,(r) peut s’écrire

=4[

Alors l’inégalité’ (48) prend la forme

Si('f) <

l -+ wo(r)> +g logp + ¥ logm(p, r)]'

(50) m(r,f)<

— 7 a1<9(co)+log + plog — >—|—§ilogp

— +n Iogm(p,f)]-.
Le coefficient de a, est une fonction positive de r; on peut appliquer a cette
inégalité le lemme que nous avons donné recemment (**) et il vient pour

ol ALrLr1
2

(51) m(r, /) <1
inégalité qui sera valable pour A< r<1, sil'on renforce éventuellement les
coefficients H' et K'. Ce qui donne immédiate l’megallte (48)

I I I APy
r) [H <9(co) +log; —i—plogll) + K'log -

Remarque. — On peut comparer ce théoréme avec celui de M. Vallron con-
cernant une fonction holomorphe dans le cercle unité, qui y prend au plus
n fois les valeurs o et 1 et qui vérifie une condition complémentaire (**).

12. En faisant une hypothése complémentaire, on peut obtenir une limi-
tation valable pour toute valeur de r, sauf » = o et sans intervention d’aucune
valeur arbitraire.

TutoreMe a. — Soit f(3) une fonction holomorphe définie par (24)-dans
le cercle unité; on suppose que c,£1 et que c), soit en module égal ou supérieur a
un nombre positif N. St f(z) sannule seulement p fois et admet comme valeur
exceptionnelle au sens de Picard-Borel, on a pour o < r <1
=)
b}
—r

ou Q(cy) a la signification donnée dans le théoréme A et H, K sont des constan;e&
numériques.

(52) 10gM(r,f)< [ <9(co)+100—>+Klov

r)

Nous avons encore (28). En appliquant au premier terme de Q(r)laformule
de Jensen, on trouve

(93) m(r, f) <N(r, 0) + N(r, I)--}—S(I”),
avec &
S("):2'n<r, ff:)+m<rufjil>+log %l—l—llog[%—-ﬂlﬂ—i{%ﬁf

(1) Hiong, C. R. Acad. Sc., t. 236, 1953, p. 1628-1630.
(12) VaLiron, Mém. Sc. Math., fase. LXXXIX, p. t5-17.

Ann. Ec. Norm., (3), LXX. — Fasc. 2. : 22
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~Si 'on majore le second membre de I'inégalité (53) comme on I’a fait pour
celui de (49) dans le théoréme précédent, il vient pour o <r,Zr <o <1

(54) m(r, )< P_I_r[oq(SZ(co)—;—log

1 I I o )
a|+10g;>+ﬁ110gp_r+'ﬁ logm(P,f)J

D’aprés le lemme que nous venons d’appliquer & (50), nous obtenons alors

pour o < r, < r< 1 I'inégalité
2
=

elle devient valable pour o <r <1, si I'on remplace au besoin les coefﬁcxents
H,, K, par des quantités plus grandes.
Maintenant en vertu de I hypothese, on a|c,| > Aj et 'inégalité (55) dev1ent

=

(55) ' r-n(r,f)<;[H1<9(co)+log

—I—’+log~£>+Kilog

(56) m(r,f)<;—_—I:7[H’<Q(co)+log%>+1{’log‘
De cette inégalité, on déduit tout de suite (52).

Remarque — Pour majorer N(r, 0), on peut encore utiliser le theoreme de
'Boutroux—Cartan on peut aussl remarquer que

O N(r, o)_zlog‘ s <plog—, avec ri=|a |

et écrire (52) en mettant p en évidence

(507 _r el ). 2 L.
(52") logM(r, f) < = r)“[H <Q(co) +10gr> +—Klogl_r] —(—plogr1

13. Cas pEs FoncriONs MEROMORPHES. — On peut obtenir des inégalités ana-
logues pour les fonctions méromorphes dans le cercle unité. Cherchons d’abord
4 établir un théoréme analogue au théoréme A. Pour cela, nous commencons
par démontrer les lemmes sulvants

 Lewwe I'. — Sozt f(z) une fonction meromorphe dans le cercle unité. Sil'on
désigne par a,[v=1,...,n(r,o0)] et b[p.=1, ...,n(r, ©)] ses zéros et ses
poles compris dans le cercle | z| =r, respectivement et l'on décrit de chaque a,
comme centre un cercle (y,) de rayon arbitrairement petit 8, et de chaque b,
comime centre un cercle ("u) de rayon arbitrairement petit T alors en supposant

(o)__coyéo, ®, on a pour 0 Zr e

(k)
(57) m<r, 1]-"><Akgi (CO) 8v_, Tp.) +Bk10gpi

+
7 —+ Ck IOgT(P> f)r
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ou

Q4 (cos Oy, Tp.) = log

I
2 +210g‘r—u
v
[v=1, .. .,n(r, 0); p(x, ..., n(r, oo)]
et Ay, By, Cy, sont des constantes numerzques ne dépendant que de .

Prenons la formule de Poisson- Jensen; en procedant comme dans le
théoreme I, on trouve

(58) m< ——-)<A’<Zlo 2 >+B’klogpi

En vertu de la formule de Jensen, on a

i Ci logV (p, f)-

1
Co

V(s f) = m(p, f) 4- m(97> < 2T (p,f) + log

et

(59) 158V (p../) <ISgT (. /) + 10| | + 2 1og 2,

il vient de 'inégalité (57).
En particulier, on a pour o Zr < p <1

f’ o ) I N\ .
(60) m( 7 < Ay (lob 70 +210g8—v +}_‘loga>
v v
+ Bilog - ~— + CilogT(p, /).
Remarque. — Pour le cas ou k=1, le lemme de M. R. Nevanlinna fournit

une inégalité de méme nature sans I'intervention des &, et 7,. Mais r ne peut
~pas s’annuler.

Lemve II'. — Soit f(z) une fonction méromorphe dans le cercle unité; en

conservant les notations du lemme 1 et en supposant f(0) 5% 0,%, on a ou bien,
pour tout point 5 extérieur aux (Y,), (8,) et intérieur au cercle |z|=r

(61) ()1 <1/(0)] + My,
ou bien, pour o Zr,Zr< p<1

(62) m<r, j_%"-’> < a—i_r)-‘; [akﬂ, (v, Oy, Tp) + Br logP

ou

I -+
-+ nlegT(e, /) |,

Q,(co, Oy, Tw) = log

1 I I
a’+210g8—v+210ga, avec co— f(0)
v W .

et My, ok, B, Y& sONL des constantes numériques ne dépendant que de k.
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Désignons par (Cr) le cercle |z|=r et par D le domaine limité par (Cr),
(v») et (a,); si|f%(z)|<1 pour tout point zde D, on démontre comme dans
le lemme I qu'on a I'inégalité (61).

Supposons donc qu’il existe dans D un point z, tel que | f*(z,)[>1.1lya
deux cas a distinguer comme dans le lemme II :

1° On a 3, = 0. Nous appliquons la formule de Jensen et nous obtenons

(63) m<r,ﬁ><m<r, Z})—!—N(r, f—‘(;i>+log|f(o)|;

comme on sait que
N(r, f') <N(r, f)+N(r, f) <2N(r, f)

et par suite
N(r, f®) <2tN(r, f).

on a
() er(eg) s
[v=1,...,n(r,o0); p=1,...,n(r, ©)]

pour les ¢, et %p suffisamment petits.
En appliquant (57) au premier terme de I'inégalité (63) et en remplacant
son second terme par la borne donnée par (64), il vient

(65) m<r, ﬁf;,> < Ak<lc+>g

inégalité qui entre évidemment dans (57).

I+Zlogai+210gi>+Bklog - +C;;lggT(p,f),
v Tu p—r

L
J(0)

2° z,7%0. Alors f®(z)>x1 et nous appliquons la relation (3) & la fonction
S0(z)

7(ay pour le point z,, il vient en posant |z, |=r,

m<R’—f"{T)><E'é;:m<R’Z}—M>+Rz l:lo,D }f(,c()zi))' Zlog8~+2k210g ]
- [v=1, ..., n(R,0); p=1, ..., n(R, °°)] :

En raisonnant comme dans le lemme II, on trouve I'inégalité,

( f:,(,> l:az,‘<Zlog6 —l—Zlog >+B'klogp_l_r+'r’klggV(p,f)]

[v —__—1, o, n(r,o0); =1, ..., n(r, )]
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qui peut se mettre encore d’aprés (59) sous la forme
(66) m(r, j{" > [ <Z log6 2 lov—>+ Bk log

valable pour o <, r < p < 1. Cette inégalité entre également dans (57).

- Tk logT(f%f)]

TutoriMe A’. — Soit f(z) une fonction méromorphe dans le cercle unité,
ayant dans le voisinage de l’origine un développement en série de forme

(24) JE)=eorears+... (e ezt o, @);

On désigne respectivement par a, et by, ses zéros et ses péles, puis par (v,) et (a,)
les cercles de centres a, et b, de rayons arbitrairement petits o, et <,. Si dans

le cercle unité f(z) ne prend la valeur o que p fois, la valeur o que q fois
(v=1, ..., p; =1, ..., q) et admet 1 comme valeur exceptionnelle au sens
de Picard-Borel, alors, en supposant c,>£1, on a, pour tout point s extérieur
aux (V) (6,) et tel que 0 < 8 | z| Zr <1, Uinégalité

©y7) log| fa) | <-——= Y [HSZ(c.,,S 6,,fp)+Klog ] V=1, 0, Py E=1, ..., q),

ou

(1—

Q(coy 8, Oy, Ty) _SZ(co)—l—log6 —I—E log6 +2 log——,
v=1 p‘

et H, K sont des constantes numériques.

On déduit, des inégalités de M. R. Nevanlinna 'inégalité -
(68) T(r)<<N(r, 1) +m<r, ;) + m( ‘9) + m( 7%) +|log|co—1]|+810g2.
Pour majorer N(7, 1), on a une inégalité analogue a (30). Appliquons le

lemme Il au second terme du second membre, et le lemme de M. R. Nevan-
linna, aux deux termes suivants; on trouve une inégalité de la forme

I I +
(69) T(") < F—;)—é[aig(Co, 6, 6\,, Tp,) —+ 61 logp —_r +Y1 lOgT(P)]
pouro =8 Lr, Zrp<1.

Alors, d’aprés le lemme B, il vient

(70) T(ry< [Hiﬂ(co, d, 0y, 7u) + K, log -

1 2
(p—ry —rJ
Cette inégalité établie pour r =r, reste encore valable pour ¢ Zr < r,, si 'on

renforce éventuellement les coefficients.
Posons maintenant

(71) 8(s)=
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b, étant les poles de f(z). g(s) est une fonction holomorphe dans le cercle
unité et | g(z)| <| f(z)| pour|z|<1. Il s’ensuit que T(r, g) <T(r, f) et

=

(72) m(r, &) << ——)—lHQQ((:o, 0, Oy, TH) + K, log
En vertu de (37), on a
logM(r, 8) < g— i m(R 8);
et 'on trouve
(73) logM(r, g) <

(1 I‘)3 [Hlﬂ(co, 9, dy, 7p) + K’ log 1 i I‘] ’

Désignons comme plus haut par (Cr) et () les cercles |z|=ret|z]|=23
respectivement, puis par A le domaine limité par les circonférences (Cr), (-y)
(Yv) et (s,.); pour tout point z de A, on peut écrire

(74) | (=) <lg(s )IH(Z 5 <18t HI]—’

log|f<z>|<loglg(z>l+2 log —- -+ g 1og:.
p.

Donc on a bien une inégalité de la forme (67).

14. Les lemmes I, et II, s’étendent 1mmed1atement au cas des fonctlons
méromorphes et on les a énoncés :

Lemve I a. — Soit f (2) une fonction me’romorphe dans le cercle unité et I'on
utilise les mémes notations que plus haut; si les cercles d’exclusion (I') et (X)
relatifs aux megalues

Ojz—ay|> k0 et (s — by) > k=)

dont les sommes des rayons sont respectivement égales & 2¢h et 2el, se trouvent
dans U'intérieur du cercle | 3| < r, on a pour o Zr < p <1

- (75) m(r, ‘]‘cf ><Ak[n(r, 0) logh—i—n(r, oo)]ogl] + By logP + GrlogT(p, f),

ou h et l sont des nombres posm fs arbitraires, mais dépendant de r; et A,\ Bk,
Cy sont des constantes numériques. :

Lewye 1I'a. — Soit f(z) une fonction méromorphe dans le cercle unité, on
conserve les notations précédentes et l'on fait la méme hypothése que dans le
lemme Y’ a sur les cercles d’exclusion. En supposant f(0) £ 0, w, on a ou bien, pour
tout point z extérieur auz ('), (T) et tel que (3) 1 une znegalzte de forme ( 43) ,
ou bien pour o —Zr, —r < p < 1 Uinégalité 4

‘ (76) m <r,

J >< N(r, 0)+- N(r, I)+(—f:772 [akao‘(r) -+ ﬁklogp - ~ Tk 13gT(p,ﬂ],‘

Vi
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ou w,(r)=1log| f(o)|+ n(r, o)log; 5+, oo)logfl et ay P, Yk sont des

constantes numeriques ne dépendant que de k.

Au moyen de ces deux lemmes, on peut établir le théoreme :

TatokME @'. — Soit une fonction méromorphe dans le cercle' unité ayant (24’)
pour développement dans le voisinage de o; on suppose que dans le cercle unité, elle
ne prenne o que p fois, © que q fois et admet 1 comme valeur exceptzonnelle au sens
de Picard-Borel. Si, suivant les notations precedentes les cercles d’exclusion (T)et
(X)) sont compris dans le cercle | z| = A(\ < 1), alors, en supposant ¢, 1, on a,
pour tout point 5 extérieur aux (I'), () et tel que o < |z|Zr 1 et hra,
linégalite.

1 1 1 1 . 2 Lo
(77) log| f(z)| < =) [Hﬂ(co) ~+ log ~+Pp logz +q logz~ + K log — r] +q log—l,
oi h et I sont des nombres posttifs arbztrazres mats dependant de )\ et H K sont
des constantes numériques ne dépendant que de k. '

Nous avons, comme dans le théoréme A’, 'inégalité (68) et nous appliquons

le lemme I’ @ au terme m<r, 1>- Il suffit de considérer la seconde alternative;

j’/
en procédant de la méme facon que pour le théoréme a et en prenant / et £ de
fagon que les (T') et () soient compris dans les cercles | 5| =12, on est condult

a 'inégalité

T(r)< [ai(ﬂ(co) + Ho(r)) -+ fi log 7 — + ﬁlggV(p»ﬁ],

(o<h<r<p<u),

(p—r)

ot ’on pose

Ho(r)__log +plogh+qlo l

En vertu de (57) cette inégalité s’écrit encore

O [a (2 (e) + H(r)) + ' log -

"logT
@ -+ 7 log (P)]

D’ap_i-és le lemme appliqué a (48) du thé,or-ém'e a,“n,O,l‘.l-S_ ol%fenohs pouril{f(,i,
2 . i v E
=

Maintenant con51derons la fonction holomorphe g(z) deﬁme par (71) En
vertu de (74), on a pour tout point z de A

(80) ‘ log[f(z)|<1°g‘g(z)|+l°g]:]T}_:-%;T

o, I I ‘I 1 S
(79) T'(r)y< m[ﬁ’(ﬂ(co)+log;+plogz +qlogl->+K log
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et d’aprés le théoréme de Boutroux-Cartan, nous avons pour le dernier terme
du second membre de (80)

2

pour tout point 5 extérieur aux cercles (X).
- Or, nous avons vu que m(r, g)< T(r, f) et

- logM (7, g )< m(R> é’)< T(P‘ S

< : . I—r . . . .
donc, en posant R —r = —— il vient a foriori

(82) loglg(s)|< ﬁ[ <.Q(co) -+ log —I—plOo‘ -+ q.logl)—i- K]Oo-
Des inégalités (80), (81) et (82), on déduit alors (77).

15. Nous allons maintenant établir une proposition analogue au théoréme o :

" TutoREME o' . — Soit une fonction méromorphe dans le cercle unité ayant dans
le voisinage de l'origine un développement en série entiére de forme (24'); on
suppose que ¢, 1 et ¢, est en module égal ou supérieur a un nombre positif A.
St elle ne prend o que p fois et  que q fois et admet 1 comme valeur exception-
nelle au sens de Picard-Borel, on a pour tout point z extérieur aux (a,) et tel

que 6 Z|z| <1
) -
=t

(83) log| f(2)| < —
q
ot Q(co, S, 7,) = Q(c,)+ log % —I—Z log TL; et H, K sont des constantes numériques.
W
®

(_—’.)2 [HQ(Co, 8, Tp_) -+ KlOg I

Prenons I'inégalité (68) et appliquons au terme m< ;) la forme de Jensen;
il vient

(84) T(r)<N(r, 1)+2m<r+ ‘;l>+ m<r, f'f_ll>+lo‘g

Majorons le premier terme du second membre comme plus haut et les deux
termes suivants au moyen du lemme de M. R. Nevanlinna avec I'inégalité mise
sous la forme :

(85) m<r, §><A1 <10g

il vient ainsi une égalité qu’on peut écrire

Co
Ec—hI—i—loglco—1|+810g2.

—— + CylogT(p, f);

~+ log - >+ B,logp

T
(")<9

_I r[m(ﬁ(co)‘—{— log ci;,'_i— log%>+ ﬁl‘]ogp _I_ =T lggT(p)] (r<<p<).
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Si nous appliquons le lemme utilisé dans le théoreme @, nous obtenons :

I / 2
rl)—l—KlogI_r] |

qui est valable pour o <r <1 en renfor¢ant éventuellement les coefficients.
En vertu de 'hypothése, on a donc pour o < r<1

86)  T(r)< Il————r[H’<Q(co)—|— log

! lo
ol T8

(87) T(r)< Ii—r‘[H<9(c‘o)+log;)+Klog 2 ]

I—r
. Considérons maintenant la fonction holomorphe g(z) définie par (71). De (74);
on a pour tout point z du domaine A

q
log] /()| <19¢ 6(5)| + 108 [ | =55

SiI'on applique le théoreme de Boutroux-Cartan au dernier terme du second
membre en prenant un nombre positif % assez petit, on a

2 2
logl—[ ,z—bp|<7l°gﬁ

pour tout point a I'extérieur des cercles (X), dont la somme des rayons est au
plus égale a A.

En raisonnant comme pour la derniére partie de la démonstration pour le
théoréme a, on trouve pour tout point s extérieur aux cercles d’exclusion

I 2

1 ’ 2
log| f(3)| < I—r[H <9(co)+log ;)+Klogl~r]+qlogﬁ-

16. On obtient comme extension du théoréme de Landau le théoréme
suivant :

Tatorime L. — Soit une fonction holomorphe définie par
(88) f(B)=co+ciz+... (coy €17 0)

dans le cercle | z| < R; si elle s’annule p fois au plus et admet une valeur excep-
tionnelle au sens de Picard-Borel, on a, en supposant ¢, £ 1,

(89) |c1]R<Ke“Q‘fw”l), Q(cyy 1) =(cy) + log

I |
-
Cy
H, K sont des constantes numériques.

Posons 5 =R{; les cercles |z|< R et |5|<r(<R) se transforment en
cercle unité et en un certain cercle |{|<p (< 1) respectivement; et I'on a
F(Q)=/f(Rz)=co+ciRz+....

Cette fonction F({) est holomorphe dans le cercle unité; de plus elle ne
Ann. Ke. Norm., (3), LXX. — Fasc. 2. 23
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s’annule que p fois et admet 1 comme valeur exceptionnelle. L’inégalité (28)

lui est donc valable et I'on en déduit, en appliquant & m<r, %) la formule de
Jensen, une inégalité comme (54) ou

1

m('r, F)y< A, [Q(co) + log

g-'+log:§]+B1 log + Gy l(;gm(p, F).
: v 20

p—r

D’aprés le lemme A, il vient

(90) m(r, F)<H1[9(co)+log CL\-J;—logéJ—i—Klog

D’autre part, le théoréme de Cauchy et I'inégalité (37) donnent

]F’(o)|<'§M<,§, F> et lOgM(%a F>'<3m<§a F>a
I

- g.
Donc en posant Q(c,, ¢,) = Q(c,) + log

o1 Pon peut substituer a ¢ la valeur

b

1
Cq

/(o) [R < K enieocs,

DEUXIEME PARTIE.

CAS OU UN EST UNE VALEUR EXCEPTIONNELLE AU SENS DE R. NEVANLINNA
ET CAS PLUS GENERAL.

I. — Limitations de M (r, f) et critéres de normalité
- ou de quasi-normalité.

17. Pour une fonction admettant 1 comme valeur exceptionnelle au sens de
R. Nevanlinna, nous allons démontrer le théoréme :

TatoriME B. — Soit f(z) une fonction holomorphe dans le cercle unité, définie
par un développement de forme (24). Si f(z) ne sannule que p fois et admet 1
comme valeur exceptionnelle au sens de R. Nevanlinna avec un défaut $(1)>0>o,
alors en supposant c 1 et en utilisant les mémes notations que dans le théoréme A,
on a pour tout point 5 intérieur au cercle |z|=r avec o < 3 r <1, l'inégalité

(o0 log  £(2) | < 7| He(eo, 3, 8) + Klog == |,

ot (e, 8, 8,) a la méme signification que dans (25) et H, K sont numériques.
-De I'inégalité (28), on déduit 4

i 0D iy QD)

R P s R
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D’aprés I'hypothése, le premier membre qui représente le défant 6(1) est plus
grand que /; donc si I'on prend 7, suffisamment grand, on a pour r>.r,

(92) m(r, )<KQ(r), k=7
Il suffit de majorer Q(7). En procédant comme dans le théoréme A, on trouve
une inégalité de forme (35). La démonstration se poursuit alors de la méme
fagon que celle du théoréme A.

En particulier, si / ne s’annule pas, les 8, disparaissent et I’ megallte (91) se
simplifie.

18. Le théoréme B fournit des critéres de normalité ou de quasi-normalité
par la considération d'une valeur exceptionnelle au sens de R. Nevanlinna, qui
sont analogues aux théorémes I, II et IIl ainsi qu'aux théorémes I, II' et IIT'.

Enfin on peut obtenir de la méme facon que dans le cas precedent des exten-
sions du théoréme de Schottky et de celui de Landau.

19. La méthode que nous avons utilisée dans ce qul precede, nous permet
d’obtenir des résultats analogues pour un cas plus général. C’est celui des
fonctions holomorphes dans le cercle unité, qui ne s’y annulent que p fois et
qui y vérifient I'inégalité

(@) N(r, 1)<

[amo—i— blog I_l_ ~ + clggm(r, f)]

=(—ry

pour o Zr, < r< 1, w, pouvant contenir linéairement lo+g!f(0> B lgg,'j%)_)l et

lgg l JTO;:—II Par exemple, une fonction holomorphe d’ordre égal ou inférieur

a2 dans le cercle unité, qui s’annule seulement p fois appartient a cette catégorie
de fonctions, car en vertu du premier théoréme fondamental de M. R. Nevanlinna
ona

N(ry 1) < m(r, f) 4 1351 £(0) | + 1og | i | + loga.
On peut établir dans ce cas le théoréme suivant :
TutoriMe C. — Soit une fonction holomorphe dans le cercle unité, définie par le

développement (24); si dans le cercle, ses zéros sont en nombre fini et ses points
uns vérifient U'inégalité (), alors, en supposant que c,£1 et en conservant
les notations déja utilisées, on a, pour tout point z intérieur au cercle |z|=r
avec 0 < 6 Zr < 1, l'inégalité
2 ]
b
—r

log| f(2)| <

. :
a—ry [Hﬂ(co, 9, 0,) + Klog -
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\ N . B . . . .
ou Q(¢e,, o, 6,) a toujours la méme signification que dans le théoréme A et H, K,
sont numériques.

Nous partons encore de l'inégalité (28). En vertu de I'hypothése on a «
Sortiori pour ry ~r < o <1

+ cngw,f)]

p—r

N(r, 1) < (F—I—rﬁ[aw“_!_ blog

ou en vertu de (32)

; . I +

N(r,1) < (p————T)? [a’coo—l— b log — - + ¢’ logm(p, f)],

inégalité que nous utiliserons pour borner le premier terme du second membre
de (28). En majorant les autres termes comme dans le théoréme A, nous
pourrons mettre (28) sous la forme (35). Alors le raisonnement qu’on a fait
dans la derniére partie de la démonstration pour ce théoréme nous conduira a

la conclusion.

20. En s’appuyant sur le théoréme C, on trouvera des critéres analogues a
tous ceux obtenus dans le cas ol un est une valeur exceptionnelle de Picard-
Borel.

Et comme extensions du théoréme de Schottky et celui de Landau, on pourra
également obtenir des théorémes analogues a ceux établis dans ce cas.




