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SUR LE PROBLÊME DE LA &ÉNÉRATION
D UNE

TRANSFORMATION DONNÉE D'UNE COURBE FERMÉE
PAR UNE TRANSFORMATION INFINITÉSIMALE

PAR M. ARRIGO FINZI.

?©<__-—————

CHAPITRE I.

1. Dans un Mémoire précédent Oj'ai considéré, sur une courbe fermée C,
une transformation T, dépourvue de points invariants, d'équation

—•<-). [de.^>'}
et j'ai étudié la question de savoir s'il existe une transformation infinitésimale
E(^) - ^ qui engendre la transformation ï. Dans le cas où le module (2) k de la
transformation ï est irrationnel (l'étude du cas où le module est rationnel peut se
fairepar des considérations tout à fait élémentaires) J'ai donné/au chapitre III
du premier Mémoire, une première réponse à la question par le théorème A :

(1) Voir Ann. Éc. Norm. Sup.y t. 67, IQJO, p. 273. Ce Mémoire sera parfois indiqaé brièvement
par la lettre G.

( 2 ) Le module est un invariant, qiTon peut attacher à toute transformation T de G dépourvue de
points invariants : considérons T comme engendrée piir un mouvement continu, qui porte chaque

point dans son transformé, on pourra considérer, pour une puissance T71, le rapport — du nombre m

des tours de G, que ce point accomplit par T^ à Imposant n. On définit le module comme la limite

fqui existe toujours) de — pour ^î-^oo. Pour des considérations plus précises, voir G, § 6. On peut

concevoir trois cas '•
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La transformation T admet une transformation infinitésimale génératrice (et une
seulement) si g(x) possède une dérivée seconde satisfaisant à la condition de

Lipschitz et si, en indiquant par —a (a==o, î , 2, ...) les réduites du développement

du module k en fraction continue et par a^ les quotients incomplets ^ on peut donner
un nombre positif \ <^ i, de façon que

T ^alim —^ = o.
a>x ^a

II importe de rappeler (G, § 36) que, lorsqu'on ne fait aucune hypothèse sur la
croissance des entiers a^ pour a-> oo, il peut arriver que T ne possède pas
une transformation infinitésimale génératrice, quelles que soient les hypothèses
qualitatives (même Fanalyticité) que Fon fait concernant g (.2?).

Dans ce Mémoire je me propose de donner une deuxième solution du
problème, qui est fondée sur le théorème suivant :

Considérons une famille oo1 de transformations régulières (3) T(0), dépendant
du paramètre 0, à'équation
( i ) x^-=g\x, 0).

o / n\ ^ j j ' • ' à g{x, 0) à•î•^(x, 0) à §\x, 0),Supposons que g(x, 0) possède des dérivées ————-, ————-5 ——^-—-

— î. ., , et que ces dérivées satisfassent à la condition de Lipschitz par rapport à

x et à 9. Supposons encore h v ? — / ^> o. Il existe alors une famille oo ^ de trans-

formations infinitésimales

w ^9)|^
telle qu^on obtient la famille donnée T(6) en considérant les oo4 groupes ^\
engendrés par la famille (2) et en choisissant dans chaque groupe la transforma-
tion de polymètre t=i. On démonte que la fonction î,Çx, 9) est continue par
rapport à 6 [et, naturellement, par rapport a*r (4)].

En vertu de ce théorème, une transformation ï possède certainement une

4. Il y a une puissance PS qui laisse tous les points de G invariants; T est donc cyclique. On ^7e^•a
au paragraphe 4 qu^une telle transformation possède une infinité de transformations infinitésimales
génératrices.

2. Il y a une puissance T71, qui laisse invariants certains points de G. Le module de T est, dans ce
cas aussi, rationnel. On démontre immédiatement (G, § 1) que T n'admet aucune transformation géné-
ratrice.

3. Il n'y a pas de points invariants pour une puissance quelconque de T. Le module est irrationnel.
On démontre facilement (G, § 5) que T admet une transformation infinitésimale génératrice au plus.

Nous dirons que les transformations 1 et 3 sont régulières et que les transformations 2 sont
irrégulières.

(3) Pour la définition d'une transformation régulière, voir note (2), p. î .
(4) ç(.c, 6) est même continue par rapport au couple des variables x et 0.
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transformation infinitésimale génératrice si elle fait partie d'une fami l le oo1

satisfaisant aux conditions indiquées. On doit remarquer que la condition qua-
litative concernant g{x^ est la même dans les deux solutions du problème,
tandis que la condition arithmétique qui paraît dans le théorème A est remplacée
ici par une condition d'une nature complètement différente.

Il y a tout de même un caractère commun aux deux solutions : La difficulté
du problème revient à ce que E(^*), considérée comme fonction de g{x\
n'est pas continue d'ordre fini, au sens du calcul fonctionnel. On surmonte
cette difficulté en se plaçant dans un sous-ensemble de l'ensemble des fonct ions
g(^oc\ dans lequel il y a au contraire une continuité d'ordre fini : dans le
premier cas l'ensemble des fonctions g ( ^ ) , qui correspondent aux transforma-
tions ayant un même module satisfaisant à la condition arithmétique indiquée,
dans le second cas la f ami l l e ( i ) de fonctions dépendant du paramètre 9.

Nous allons indiquer rapidement méthode de démonstration du théorème;
il sera possible d'en donner une idée plus précise au commencement du
chapitre II.

g x'—)- étant positive, le module ^-(6) des transformations de la famille ( i )

est une fonction croissante du paramètre 9; il y a donc une correspondance
biunivoque entre les valeurs du module et les valeurs du paramètre. Indiquons
par k une valeur irrationnelle du module et par © la valeur du paramètre telle
que k= Â-(©). Indiquons ensuite par m l? m1^ ' ' • ? wa? • • - les réduites du déve-
loppement de k en fraction continue et par Oi , 62, . . ., 6^, . . ., les valeurs
correspondantes du paramètre.

Considérons la transformation ï(6a) d'équation
X^-== g(x, Oa),

qui est régulière et qui a un module rationnel; il y a une infinité de transfor-
mations infinitésimales, qui engendrent T(6a) ( 5 ) ; on peut toutefois choisir
une transformation particulière, ^ ( x ^ y ^ ) - ^ par un procédé général. On

démontre ensuite (et c'est là le point le plus difficile) que la succession des
fonctions

Ç ( ^ | 6 i ) ^l^), . . . , ^|0a),

obtenues de la sorte converge d'une façon uniforme vers une fonclion continue
et positive ̂ ^x ©). On reconnaît alors facilement que la transformation infini-
tésimale ^(*r Q ) ' engendre T(©). En considérant ensuite 6 comme une
variable et en démontrant que la fonction ^(^, 6) obtenue de la sorte est con-
t inue par rapport à 9, on trouve la famille (2) de transformations infinitésimales.

( ° ) V^oir la note ( 2 ) , p. 371.
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2. Le théorème énoncé au paragraphe précédent suggère certaines questions,
desquelles je vais parler ici rapidement. Je dois dire toutefois que la démons-
tration du théorème, bien qu'elle soit fondée sur une idée relativement simple,
nous amène malheureusement à des considérations extrêmement complexes;
il serait du pi us grand intérêt , pour un avance ment ultérieur dans ces recherches,
de pouvoir introduire des s implif icat ions dans les méthodes (6). Il me semble
toutefois que certaines des considérations développées dans ce Mémoire
peuvent présenter l ' intérêt, même indépendamment de la démonstration du
théorème : peut-être elles pourraient trouver d'autres applications dans une
étude ultérieure des transformations d'une courbe fermée.

Un des problèmes qu'on pourrait se poser serait de démontrer à nouveau le
théorème A en montrant, a priori, qu'une transformation qui satisfait aux con-
ditions de ce théorème fait toujours partie d'une famille oo1 satisfaisant aux
conditions du théorème énoncé dans le paragraphe précédent. Je pense qu 'une
telle démonstration pourrait nous rapprocher de la solution de la question
suivante : quelles conclusions ultérieures peut-on tirer concernant Ï ( x " )
lorsqu'on sait que ff(^) possède des dérivées d'ordre supérieur au second ?
Tandis qu ' i l semble difficile d'étudier cette question par la méthode employée
dans la démonstration du théorème A, il semble au contraire que le théorème
donné dans ce Mémoire représente le premier cas d'une proposition plus géné-
rale, dans laquelle on supposerait l'existence de certaines dérivées d'ordre
supérieur pour g ( x , 0) et l'on démontrerait l'existence de certaines dérivées
de Ï {x , 0). J'ai pu, dans cet ordre d'idées, donner une généralisation conve-
nable du lemme démontré ici au paragraphe 6, et qui est la base de la démons-
tration de notre théorème.

Une deuxième généralisation du théorème, qui aurait, à mon avis, un intérêt
remarquable, reviendrai t à substituer, à la condition ^ x'—- ^> o, la condition

que le rapport ^—^ _ „—L) soit toujours supérieur à une quantité positive
donnée; on démontre facilement que cette condition est plus générale que la
précédente (7) .

On peut enfin poser la question suivante, qu'on pourrait rapprocher d 'une
autre déjà posée dans mon premier Mémoire : la fonction Ï , ( x , Q) est dérivable
par rapport à x pour toute valeur de 9 qui correspond à une valeur irrat ionnelle
du paramètre. Est-elle dérivable par rapport à x pour toute autre valeur de 9 ?
Si la réponse à cette question était négative, on aurait le fait assez s ingul ier

(G) J'ai obtenu récemment une méthode plus directe pour arriver à ç(.r, 6). La méthode donnée ici
reste cependant nécessaire pour établir la continuité de ç(;r, 6).

(7) Dans une Note préliminaire, publiée dans les Comptes rendus de ^Académie des Sciences^
t. 2^8, 1949; p. 631, j'avais cru pouvoir énoncer le théorème dans cette hypothèse plus générale. Je
ne suis toutefois pas arrivé jusqu'ici a sunnonler les difficultés connexes à la démonstration.
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qu^à la fonction g ( x , 9), satisfaisant aux conditions du théorème, mais par
ailleurs choisie d'une façon arbitraire, il devrait correspondre une fonction
$(.r, 0), jouissant de la propriété d'être dérivable par rapport à x seulement en
correspondance d'une inf ini té dénombrable de valeurs de 9.

3. Comme dans le Mémoire précédent, nous supposerons qu'à un tour-
complet sur la courbe C i l corresponde un intervalle uni ta i re pour l'abscisse
x : à deux valeurs x et x-\- i de l'abscisse il correspond alors le même point
géométrique sur C. La fonction g\x, 6) satisfait à la relation

^•(^+i , 9 )==^(^ , 6 ) + i .
Posons

^(^6),6)==^(^, 6),
^(^^(.^, 6), 6), 0)==^(^ 0).

et indiquons par g^ (^,9) = x la fonction, qui correspond à l 'identité. On aura
aussi à considérer les fonctions d'indice négatif, qui correspondent aux puis-
sances négatives des transformations 1(9).

En indiquant par /c(9) le module de T(9), le module de T^ô) sera donné par
/^•(9); il pourra être plus grand que i. D'ailleurs, si Pon regarde essentiel-
lement la transformation géométrique T^ô), le module n'est défini au fond qu'à
un entier près.

Nous dirons que, lorsque l'abscisse x croît, le point correspondant se déplace
vers la droite : nous supposerons toujours g{x, 9)^>.yet , par conséquent, le
point transformé g(x^ 9) à droite de x.

Nous indiquerons les dérivées des fonctions g ( x , 9) et ^(^, 9) de la façon
suivante :

^^_o_)__ ^-^,e)_
ôx'^ô^ ==- { ' n àx^à^ -ô v ? / -

Enfin nous poserons
à^^œ^)__

ô^ô^—~'§i ^'J;'

Nous devrons, dans la suite, introduire certaines fonctions g (x, 9 9^) des deux
variables x et 9; pour représenter leur dérivées nous utiliserons des notations
analogues,

f)h+k o. l ^ A l f ) \a g {a-, t> , i>qj _ _ _ - ^ ^ Q i R ^——^^——_^ ^,u,ya).

Au paragraphe 7 du premier Mémoire j 'ai défini les transformations très petites
et développé à leur égard certaines considérations générales. II me semble
i n u t i l e de répéter ici exactement ces mêmes considérations et je me permets de
renvoyer le lecteur au paragraphe indiqué.

Ann. Ec. Norm., (3) , LXIX. — FASC. 4. 4?
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4. Nous allons exposer dans ce paragraphe certaines considérations élémen-
taires concernant les transformations cycliques (régulières, de module
rationnel) . La plupart de ces considérations ont été déjà exposées dans le
premier Mémoire; il m'a paru toutefois préférable de les réunir ici, dans la
forme la plus convenable pour les applications que nous en devrons faire.

Indiquons par m a le module rationnel de la transformation cyclique T,
^a

d'équation
x^=g(x},

et par m 0^ ^î ^î • • ? marl les réduites de son développement en fractionr /Zo ^i 2̂ ^a-l l r

continue limitée; ind iquons ensuite par a^ a^, . . . » a^-i les quotients
incomplets. On a

T^==I;

T"a ramène donc chaque point x à sa posit ion ini t ia le; x possède alors en tout
/la— i homologues par rapport à T : g(x), g^(x\ . . ., gn^Çx).

Nous allons voir de quelle façon ces points sont disposés sur la courbe. Les
points

x, g{x), g-^x), ..., ^,(^)

se suivent de gauche à droite; ï^ est la plus grande puissance de T pour
laquelle x n'arrive pas à accomplir un tour complet de C; gn,(x) est donc placé
immédiatement \\ gauche de x. Les points

^•(.r), g-n^{x), ^+i(.T), ..., ëa,n,+^)^=gn^)

se suivent de droite à gauche; ï^ est la plus petite puissance de T pour
laquelle le point x accomplit m^ tours complets de C et le point gn^x) est donc
placé immédiatement à droite de x. De même, les points

,^(^), gn^n,(^)- ^+n,(^), ' • ' , §a,n,+n, ( ̂  ) = g n, ( ̂ )

se suivent de droite à gauche; T^ est la plus petite puissance de T pour
laquelle le point x n'arrive pas à accomplir m^ tours complets de C, et le point
g^(x) se trouve immédiatement à gauche de x. En cont inuant de la sorte, si a
est pair ( impair) , on arrivera f inalement à un point ^_/^) placé à gauche
(à droite) de x, qui est, de plus, le p lus proche à gauche (à droite) parmi tous
les /îa-i conséquents. Les points

^a-J^)? ^a-i+^——C^)» ^-i+na-.(^ • • ^ À -̂î .-l+ -̂. ( •r) EEE ̂ a ( x )

se suivent de droite à gauche (de gauche à droite) et le point gn^x) coïncide
avec le point initial x.

Considérons l ' interval le Çx, g,^ _,(^)); il importe pour la suite de faire la
remarque que, en transformant cet intervalle par ï, ï2, T3, . . . , T 7 ^ ' , on
recouvre la courbe C complètement et simplement.
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Une transformation cyclique admet une infinité de transformations infinitési-
males génératrices. Pour le démontrer rappelons d'abord que, d'après la théorie
des groupes continus et f inis , l 'équation du groupe g^ engendré par Ç(.r)-^est
donnée par

r^--t.7, s (a-) '
t étant Je paramètre du groupe; si donc on admet que T est engendré par
^(a;).- lorsqu'on fait t= \, on doit avoir

o) r^—J,. ^(œ)

Pour résoudre cette équation, posons

w ^•'-'S'^^ <"—'.
0

jp(^) étant une fonction continue, positive, de période i, et par ailleurs arbi-
traire. On a

^«l^^)^'0^);
de cette relation on déduit

d_ r^ dx _ __
^J. sw^^rT^'r^}"0 '

L'intégrale j —— ne dépend donc pas de x\ en disposant de la constante d^

on peut alors satisfaire à (3). La transformation infinitésimale ̂ (x)^- engendre
CICJC

donc T.
M est bon de remarquer, en terminant , que pour obtenir la transformation

infinitésimale la plus générale, qui engendre ï, on aurait dû partir, non pas
nécessairement d 'une fonction p ( x ) positive, mais simplement d'une fonction
telle que ̂ (x), définie par (4), soit partout positive (7).

5. Considérons une famil le oo1 de transformations infinitésimales

( 2 ) ^'9)^
et la famille oo2 des transformations finies

x,-=^g{x, ^ ,6) ,

(7) La démonstration donnée ici pourrait se substituer à celle qui est donnée dans G, au para-
graphe 4.
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qui font partie des oo1 groupes g^ engendrés par (2). Si, pour une valeur
donnée 9 du paramètre, ^(.r, 9) est dériyable par rapport à 9, on a, dans un
voisinage de Oa,

,̂ Ô^^O^+CO-Oa)^1^, Oa )+ . . . ;

d'une façon analogue on a

g^X, t, 6)=^, t, ea)+(e-9a)^o î l (^ t, 6a)+ ....,

g{x, ï, 9a) est déterminée lorsqu'on a donné ^(a?, 9a); on voit ensuite facilement
que §•0'1(^, ^, 9a) est déterminée à son tour par la connaissance de ^° ̂ (^, 9a);
on peut d'ailleurs donner l'expression de cette dépendance fonctionnelle; on a

oo,i/^ f fi \ _ T c?°'ir-r ft ^ -r / t _ F ^«^r^r-r / 6 ^ f) n^[^'('^> t, Q a ) ^ 9 a 1 7^ ' ^T, t, Ua; — ^-L^ (<l^? ^a;» •^7 ^ J — 1 c, [ë^î i ' -'ah OaJ ^| / ^ ^ ^ f\ ^ aT'
^/o ^ L & v ' ^ î ^ ' a h ^ a J

Pour établir cette relation, appliquons la formule de Taylor à l'équation

|^(.^6)=^(^,6),6L

nous trouvons ainsi

^^(^, / ,6a) /. ^ ^^°^(^ ^ Qq) ,
——^——+(Q-M——^——-...

=Ç[^(^^9a) ,6a]+(0-9a) .

XJ^'^^C^ ^ Oa), ôa]^0'1^, ^ Oa)4- ̂ '^^(^ ^, Oa), Oa1 ?+.. . .

En égalant les coefficients de (0 — Qa)dans le premier et dans le second membre
nous trouvons, pour ^•o'l(*r, r, 6), l'équation différentielle

J p0,i/ -r / R Vu '-' ^•^ t fc< ^a )_?:i,oro^/r / A ^ 0 1 jo -o , l / / r / 0 ^ -4- ?°'1 \ ?•( T / 6 ^ 0 1—————~^————— — ^ [é^\^f iï ^ a / ? ^a j ̂  Y^? f c? ^a; -T- t, LôV ' 2 ' ? "5 ^a^ ^a j -

§-0 ̂ {x, t, 6) doit d'autre part être identiquement nul le pour t=o, étant donné
que pour t=o toute transformation de la famille considérée se réduit à l'iden-
tité. Ces conditions, qui suffisent évidemment pour déterminer ^oîl(^, t, 9),
sont d'autre part satisfaites par l'expression intégrale donnée.

6. Partons maintenant d\ine famille oo1 de transformations régulières T(9),
qui dépend du paramètre 9, d'équation
(i) ^=:^-(^.9).

Nous posons la question de savoir s^il est possible de trouver deux fonctions Ï,(x \ 9a)
et^o'i(x\Q^ telles que, en indiquant par

x,= g{x, t\ 9a)
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l'équation du groupe ̂  engendré par î.(^x 9^) on ait

(5) <?(•», 9a)=^(-C, l|9a),

(6) ^•'(^ 9a)=L[Ç(a-, 9,), Ç».̂ , 9,), ̂ , i]

= A0-1 [^> ̂  M 1 9a] ̂ L-LL0 ]̂ ̂V. L o v ' i ^l ^•î\g{x,^ O^ie^"7-

On peut présenter la même question d'une façon quelque peu différente :
considérons les ao1 groupes g , engendrés par les transformations infinitésimales
de la famille

5(»,.|..)^ _,...̂ , -^i£M».)^e-..)S...(,|^...^,
~^7~^TR~\~'•V~VS•'T^OaT' a

indiquons par
^==^(a-,9|9a)

l'équation de la famille oo1 formée par les transformations de paramètre t=i
appartenant à ces groupes. Est-il possible de choisir $(a'|0a) et^'^a; 9^) de
façon qu'on ait

^ ~g{x, 9aj9a)=^(a-, 9a),

^• l(a•,9a|9,)=^»,»(.y,9a).

II nous suffira d'avoir considéré le problème sous des conditions particulières ;
nous supposerons que la transformation de la famille ( i ) de paramètre 6^
possède un module rationnel /c(0»)=-^; nous supposerons en outre que
g{x, 9) possède des dérivées ^•°(a-, 6), g^\x, 9), g o . ' Ç x , 9), g ' ' \ x , 9) et que
ces dérivées soient continues; nous supposerons enfin que g^^x, 9) soit posi-
tive. Dans ces conditions on peut répondre par F affirmative à la question posée.

Remarquons d'abord que, d'après l'équation (5), le grouper engendré par

^l9»)^011'10""61'1^9»)?0111'^1;^1'^ ce qu'on a vu au paragraphe 4
on pourra résoudre (5) en posant

"a—

(7) ÇM(9a)=^y^y ^'•'[^-.(.c, Q»), Oql
^aA ^•'(.r,9,)fly^ •̂™

0

la constante d^ é tan t déterminée par la cond i t ion

(3-) r̂ '-̂ .-,
J.. ^•i9a)

Considérons ensuite l'équation (6). Cette équation est linéaire en Ç».1 (a'|9,) ;
si donc nous posons

\ ^..i^in ̂  '"V1^^, 9q),QJ i
(8) y ^^-^L, ^•»(^,9.) ^^[^MIU

f^\x\^,:}=:g^(x, 9,)-^«>i*(^]0a),
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et nous déterminons deux solutions ^•^(a'IOa) et ^'^(a; 1O») des deux
équations
(6') L^a-^a),^1*^^),^!

-̂ [̂ l̂ l̂ l̂ ::: ;:; y^^W.),
(6") L^^aU0'1**^^),^,!]

=f^[^,^.)lQ.]|^;;;;j;;^^^(.|0.),

la fonction
CM (^ | 0, ) = ̂ .<*(a; ; 9a) + ̂ "(a; | Oa)

nous donnera une solution de l'équation (6).
Remarquons que l'on a

"̂  ^•n^^M^a] ̂ .
A ^''[^(a-, 9a), Ôa]

o

remarquons aussi que g 9 ' 1 * ^ , 0») et §o•l**(a' 6») possèdent des dérivées
premières continues.

On reconnaît immédiatement que l'on peut satisfaire à (6') en posant

^*(a'!ea)=-^i9a);
"a

il nous reste donc seulement à considérer (6"). En dérivant cette équation par
rapport à a?, nous trouvons

d C î o W ^ t 1 0 Mfl | |[il£_LA}l?iJ ,/r=<toJ. î'' ^•"^'^[^Tie,) 04^'

^[^l^-^^l^•^sf^:^^]rf^]^•
——h0^^, 9a) Q,]-^-0^-1^^-!^)^1 I^'^^^J.- ^(^|9,) i'^IM

+^-0 [^(>r, 9a | e«] L[g(.r | Qa), ̂ (x \ 9a), ̂  i] | = d^A {x l og) •
Û?A-

Égalons le dernier membre de cette équation à l'avant-dernier, après avoir
remplacé dans celui-ci L[^{x \ 9^), ̂ ^\x 6a), x, i] par sa valeur g° ̂ \x 6^)
donnée par (ô"), et tâchons de déterminer une solution ^'^(^ 9a) de
l'équation
(9) ^f^i^^^)!9^-^^^!9^^^'9^

+ ̂ •°[^(.», 9a) l 9a] ̂ '^(a- l 9a) j =
^.'"(^q^

dx
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obtenue de la sorte. En résolvant par rapport à g^^[^{x, 6^)] et en remar-
quant que l'on a

^(^ ; Q^) = ̂ (œ, 60) - d^{g{x, 6a) | 60],

on déduit de l'équation (9),

( 1 0 ) ^[g{^ 0a)|9a]^^^ ^'^^(^iQa)
SV1 2 7 1 ^a)

// 0-0,1** / /y. 1 û \

+ ̂ x \ 0,) ^ ^l0^ - ̂ [g(x, Q^) 1 6J ̂ **(^ l 9«)

^^T^o!!0'1^^"1^^^"9^601'1^'^
_? l ' O ^ . O Cy 0 '» Û l^'0.1»'-»' 9 'i's Lo^"-'» "a/ "a 1 S {^i " v . ) f

et de celle-ci, plus en général,

•^-[S.^, 0,) 1 0,] = -^l^^——J ^-[^_^,M|9aJ+^-,(^0,)|0,jÇ[^.-i(a-, 9a ) |9aT Lfir-iy^, ^a/l^aJ-T-i-.LA-r-l^, ^ a ^ y a j

X^-'t^.K^, Oa),^]-^'»^^^^») 0,J^[^,_,(^,Oa), Oa]

- 3l^(;^''6a) ea] ^*[^-,(^0,)|9.]+[^.(^@,)|0.j^^_i(a-, eojie,
^l^-l(^9a),9a]x NS^MX-i - ̂ [ër^ea) 1 ̂ l^f^^e,)^^

_^g-r(^,e«)|9«],^,^
— • t t ^\ a \ ^ ( .^ lOa)(«C 9a)

^l^/, . 9 ^ Q iV g'1'1^-^'9»)'0Ç[^(a-, 9«) 1 9aJ 2<;?r7Ti—7^-flT9____—tV^, "a^, "J» J

/^'«[^•^(^Qa)^»]

- 2/ ^'o[^•(a•' 9») ^^^'[^-.(^ 9a), eaj^^t^^^, Oa), Oaj.
i

En employant l'identité

S^,[Si(^ 9a), 6a]A°-^/[^.(a', ôa)9a] =^0 {g,{x, Ô,), 9^ ̂  I,

on trouve enfin
^,(^6^)19^

(II) ^"[^(a;, 9a)|9a]=^L6^,>| t t\ l qgJ^**(.C
$(.»|9a) ^ ( 1 a)

r ^ - f a - 9 ^9 iV ÎÎ Î ^L :̂)-9^[^(^9«)|9,]^^^^^^-^ïAKAac

_'V TI.OI o-./ •». fl ^ fl 1 8n'v.-r-^j\gr^X, 9g), 9g]^ ç.[^^,9a) ^J ,̂  .(.,..9^.9^ •^^[^-iC^Ô^.Ôa]

Choisissons un point x sur C et définissons, d'abord d'une façon arbitraire,
la fonction continue ^•l***(a• 9^ dans l'intervalle (x, g,.,_,(x, ôa, 9)); la rela-
tion (n) définit alors la fonction dans chacun des/^— i intervalles homologues
de (x» ^.-.(ï^»6»)), qui recouvrent C. On aT"«(ô,)=l; chaque point revient
donc pour T"'(OO() à sa, position initiale, il est donc nécessaire de montrer que
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la valeur ̂ ^^[gn^x, 6a) |âa] , donnée par (i i) lorsqu'on fait r=n^ coïncide
avec ^° ̂ ^*(^x 8a)- En substituant, comme il est évidemment permis, les som-
mations de i à n^ par des sommations de o à n^— i, nous sommes amenés de la
sorte à vérifier l ' ident i té

f i2) ? ^ 1 9 ^V^^-^^M V^or^ (me .̂ î ^Oo l̂( 12 ) ^1^2^o^._^0j,0,]-2^ l ^ ( ^a ) | 9a ]———, ,O^Q^———= 0.
0 0

En dérivant (7) nous trouvons
4

f i 3 ^ ï'.^IO ^-^V^''^-'^'9^9»!v ) " ^l''^-^ 2-,^"[^,_,(a., 9,), 9a]
o

_ ̂ v ^•'[^•^(^Qa).6»] v ^•°[^(^ Q«) ,9a1 , » , û ,
^A ^'"(^9a) ^/^•"[^(^eaî.eaj^ ' (a'"a"

1 0

et de là, de façon plus générale,

ï i,or ^/^ ô N i Q i „ d^ V ^^^['^^(^ Qa), Qa]
<; Lô/l^ ^a; l ^ a j — — ̂  -^ruT~~——/.. « ^ û i

^a ^~sS [^s—î.^^î ^a;? ^aj
o

_ <4"v1 g'^ro"^-^^. 9»). 6a]
"a^, ^•»[y/(a",9a),9,]

V ^•''[^/•(^e^^al^.or. ̂  Q . Q .
"..--/^."[^(a.^,)^»]^ ^/(^9a),UaJ.

Si nous introduisons dans (12) cette expression pour ^'"[g^cc, Oa)|6a], nous
trouvons

dî'} ï ( x i o ^ "V ^•'[^•-i(^Q«).Qa]
( 2 ) ^sc{ oa) A^0^-!^, 0,), 0,] .

_ ^ay ^••|g-/-i(^ 0«), 0»] v g'-'f^-i (^, Oq), 0«1
^a^/ ^'°(A-, 9a) ^1, ̂ '•''[^-l (a-> "a), OaJ

"x-11 v^'k/^-i^e»). eoj^-'rgy-i^ o»), eq]
A ^-J. ^°(^6a)

^v ^•»r"f . r - 9 1 9 i^'0^/^.9»).9»] _ -x^ ^(^,9,),9,]^^^^^^o.

En rappelant l'expression (7) de la fonction ^(a;|Qa) on reconnaît immédiate-
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ment que le premier et le deuxième terme de (12') sont égaux, de signe opposé ;
il nous reste alors à démontrer qu'on a

riy———\. fly^——l

2/2.
0 1

g^[g,^(,X, 9»), 9q] g-0.1^-^, Q«), 6q]

^(^, Oa)

./V „.',»', ..(x 0 ^ 0 ^•"[^/(^ M, M
2^,81 Lo/( ,1»'"a)» "aj ,,ior . () 'l 0 1
•—< 6 L6/-^/',•y' - x / ' -aJ

Pour démontrer cette dernière identité il faut associer au terme entre accolades,
qui correspond aux valeursy, s des indices, le terme qui correspond aux valeurs

y=y+,ç, s = n — s .

On trouve facilement

_ 8^[gj^^ e«). û«j ̂  [gj_^, e«), e,] ̂  , g g , ^[^/(.x-, e«). e«]
=——————,!/l.•»-(^, Q.)——————A^' '"^ ' a" '".^[^^(^ea),^]

Oaji OaJ ̂  ' \.S/-^~' ua

^."-(^ 9a)

.̂ff''.1 .̂.,,̂ ^ 9«), 9«] ̂ .'[^_.(^, 9q), 9»] y. -.i,»^/,. ̂  n i^'"r^+/(^,9«), Pal
~ — — — — — — — — — — — ^ ( ^ 9 a ) ^ ^ ' 1^' ua)' "^^•«[^/•(a-^^O,]'

par conséquent, en associant le terme /', s avec le terme /, s on a

^''[gi^-^x, Qq), O»]^.1^.^^ Q»), Q»]"v ^ ,or , . / , n ^ n i^'0!'^/^'- °«)' ̂ l^(^,9,) A0' L^'^, "a), u«J^,,^ ^^^0.1.0/^ û \
ëj+s^) ^y.) ^'°[^;(^ O a ) , 6 a ] '

On reconnaît que cette expression est identiquement nulle en remarquant que
la sommation par rapport à /représente la dérivée par rapport à x de la fonc-
tion g}^ [ g'/Çcc, 6a)? Oa] =s i. L'identité (12) est donc vérifiée.

La solution Ç051***^, 9a) de l 'équation (9), que nous avons ainsi déterminée,
aura en général des discontinuités en x et dans ses n^ — i homologues. Il est
toutefois facile d'éliminer ces discontinuités : ̂ '^^(x ©a) avait été définie
d^une façon arbitraire dans l'intervalle (x, ̂ _/x, 6a)); il suffit d'attribuer au
contraire à la fonction dans le point ̂  ^(x, 6a) la valeur S0'1**^^ /x, 6a)|6a|
donnée par (i i ) lorsqu'on faît x= x et r= n^-i.

Nous allons maintenant déduire, de la solution ̂ ^^(x Oa) de l'équation (9),
une solution ^^^(^ 6a) de l'équation (ë^). On reconnaî t d'abord que la
fonction

^'^(^l Oa) 4- Aa^O [ Oa) (Aa=^ COnst.)

représente aussi, quel que soit Aa, une solution de (9).
Ann. Éc. Norm., (3) , LXIX. — FASG. 4. 48
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Soustrayons d'autre part de (9) l'identité

^L^[^ o»),o,] -^^^î—w.)
<^\3L \ ^ y . ) { C ' ^{^ | ̂ ff.)

+£J'0[^(^ Oa)]Oa]L[^),Ï0 '1^ Oa),^l]

^ T r . .L[^),?>^(^[0a),^ l];
~~ ̂

nous obtenons de là sorte, pour^0'1**^ 6^)—Lf^ ^a)» ^'^^(.rl Oa), .r, i],
l'équation linéaire et homogène

f ry0,i**/ ̂  | ô ^ _ T r ^ f y l O ^ ?0''1***/'-y 1 0 ^ -r T P-— ^ ̂ ' \^ \ { J y . ) ^L^Y'^ 1 -'ah ; \^ I ^a;? •^î IJ )

_^'•'[^(^ ^ a ) | Q q ] ; ,A>. i^ /^ io \ î f ' : / - r l 0 ^ ^''^-rIO ^ T- î l » -— ————>. f\ ^———— ( ^ \X \ Ua; — ^L^v^ 1 ' - 'a/? c \^ 1 "a;? tr^ î j ) 5
C,{^ ^y.)

cette équation démontre que si une solution de (9) vérifie (ë7') pour une valeur
particulière x de x, elle vérifie (6") pour toute autre valeur de x et représente
alors une solution de cette équation.

Attribuons donc à Aa la valeur

o0, l^/y| f t \ Ç Ï0,l***| o./y r\{\ \\{\ •^^('x"l x i ̂ ) 1 ^«J ̂

" ^''^"^ " ^^'''^''^gI^rTie^lQa]^

,[^X,Oa)|OJ

on trouve alors

y^c^-^TiO,) O,]+A^[^(X,T|O,) ^])|[^;^^^;j^^.^

Cette relation nous montre que la fonction

^'^ j Oa) == ̂ '^(.z- | C'a) + Aa^ | Oa)

vérifie (6^) pour x==^; d'après la remarque que nous venons de faire cette
fonction représente donc une solution de (6^). Enfin la fonction

(l4) ^ l (^ |6a)=--^(^ iOa)+^ l" (^ |Oa)=(4-+Aoc)Ç(^|Oa)4-e '1^(^ |Oa)
CT^ \a^ /

nous donne la solution de l'équation (6).
Il importe de remarquer, en terminant, que la fonction i;(a? Qo,) est complète-

ment déterminée; on peut au contraire ajouter à Ç°'1 (x 6a) une solution arbitraire
^^\x ^^) de V équation

T r^/r o ^ ^o. j **** / /y i n \ ^ r i_ /^ so^^^r^-^ T i o ^ i o 1 ^ l^ '^*11 ^tx) l ^otj , —^\C,\^ U a } , C - ^| Ua}, ^, IJ == 1 t, ' Lô^î T 1 "a^ 1 "aj r\ / Q \ i û -i a T — ° )
i/o ~ L ô \ •? o î / 1 ix|

cette remarqae nous sera nécessaire au chapitre IV.
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CHAPITRE II.

7. Nous sommes maintenant en état de donner une idée plus précise de la
démonstration du théorème énoncé au paragraphe 1.

T T /^o /ni m^ m^ i » i • i i , iIndiquons encore par —? —? —, • • • ? — î ... les réduites du développement
- /ÏQ rii fiv, fï^ •• rr

en fraction continue du module rationnel k; par 6^ 61, Oa, . . . , 9^, . . . et
par © les valeurs correspondantes du paramètre. D'après ce qu'on a démontré
au paragraphe 6, on peut construire, pour chaque valeur de l'index a, deux
fonctions Ç(.r|0a), ^^(^[Oa), telles que, si l'on considère les oo4 groupes^
engendrés par les transformations infinitésimales

^810a)l= ^L l-{^i^)4-^(.|0.)(0-o.)^..^,
I- ^|6,) ̂ -^

et si l'on représente par
(l^ ^=^(^0[8a)

l 'équation de la famille To(0 |0a) formée par les oo1 transformations de para-
mètre t= i appartenant à ces groupes, on a

~g(x, Oa|0a)==^ Oa) , ^)'1 (^ Oa 1 Ôa ) == ̂ 1 (^ Oa ).

Nous dirons que la famille T(6| 9a) c^ tangente en 6a a & famille T(6).
Rappelons toutefois que ^^(o? 6^) n'est pas définie d'une façon univoque.

Nous démontrerons que la succession des fonctions
^|9i)/ ;MO,), ..., ^|9a), ...

converge d'une façon uniforme vers une fonction positive $(.r[©), Alors, des
relations

-é'^Ol) ^ ^(^) .̂ ^s^Oa)^ __ f^"'^ dx _ r^^ dx __r6^'"^ dx _ r^^' dx _ r^
X s^iôi)"^ J, iî r)~^ • • " J,W^)~1' ' " ' J, ÏÏ^TC)"^ " > ?

et de la convergence de la succession (i5) vers î,(x 0) et de la succession

^(•^ Q i ) ? ^'(^ ^^ • • • ? ^'(^ Qa), . . .

vers g{x, ©), il s'ensuit l'équation

^e) ^^ _^_-
^ S^W^ .

qui démontre que le groupe g\ engendré par ^(^|©)^ donne T(©) pour r==== i.
Pour démontrer que la succession (i5) converge d'une façon uniforme, nous
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devrons comparer deux termes successifs Ï,^x 9a), ^ ( .y lOa+i ) et montrer que,
pour a -^oo, leur rapport tend vers i d'une façon convenable. Indiquons
par 9^+i le paramètre de la trans'formation de module —a±l- appartenant à la

famille T( ( ) |9a) ; l'étude du rapport "^Qa) sera ramené à celui des deux

rapports i ; ( L r l Q a ) ; et ̂  0^ Q^ pour étudier le deuxième de ces deux
" ^,6^4-1 l0a) ^|ya+i)

rapports nous devrons avoir recours à l'expression (7) de ^x, 9a+i | ôoc) et
de ̂ x 6^0 en fonction de gÇx, 9^ | ô,)^1'0^, 6^ |9,), ̂  (.r, 6^ | 60)
et de é<^, 9^-Q, ̂ '"(^ Oa+i), ̂ (^ Oa-^i) respectivement.

Cette recherche sera faite au chapitre III; dans ce chapitre II nous devrons
étudier préalablement les fonctions g\x, 9|9,), g^\x, 9 [ 9 a ) et 5•0!1(^, 0 [ 0 a )
pour évaluer les erreurs qu'on commet lorsqu'on substitue à ces fonctions
les fonctions g{x^ 9), g^\x, 6) et <§•oîl(^, 9) respectivement. Cette étude
demande, à son tour, qu'on donne des bornes pour ^(x \ 9a), pour ^ î o {x \ 6a),
pour la constante de Lipschitz de cette fonction et enfin pour ̂ ^{x\^^,

Au chapitre IV on démontrera enfin que la fonction î,Çx, 9) est continue par
rapport à 9.

8. Nous désignons par M150 et par M1 ° respectivement le maximum et le
minimum de la fonction positive ^1'0(^, 9), par M 2 5 0 le maximum de la valeur
absolue de 5<2'0(^, 9) ,pa/*M3 '0 la constante de Lipschitz de cette même fonction
par rapport à la variable x. Nous indiquons ensuite par M0 '1 et par M°'1 respecti-
vement lemaximumet leminimumde g0 '1 (*r, 9), parW' 2 la constante de Lipschitz
de cette fonction par rapport à 9. Nous indiquerons enfin par M1 5 1 le maximum
de g'1'1^, 9) et par M2 ' ' et W '2 respectivement la constante de Lipschitz de cette
fonction par rapport à x et par rapport à 9.

Nous u t i l i serons certaines locutions analogues à celles introduites dans le
iMémoire précédent. Soit P' et P77 deux quantités dépendant d'un nombre
quelconque d'indices et de variables : en disant que « V" est de I ' 1 ordre de P/ »
nous indiquerons qu'on a deux inégalités

• p\Pf\<\Pff\<q\Pf\,

p et q étant deux constantes positives, qui dépendent seulement de la
fonction g{x, 9), qui définit T(9) (d'une façon plus précise, des constantes M' '• j

introduites précédemment). En disant que « P''est au plus de l'ordre de P ' » nous
indiquerons le fait que la deuxième des deux inégalités précédentes est valable;
en disant que (( P77 est de l'ordre de P/ au moins » on indiquera que la première
des deux inégalités est valable.

Nous dirons en particulier qu'une quantité P reste finie si elle est de l'ordre
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d'un nombre donné différent de zéro, ou, en d'autres termes, si elle est bornée
de même que son inverse.

9. Nous allons indiquer ici certains résultats, qu'on peut déduire immédia-
tement des considérations développées dans le deuxième et dans le troisième
chapitre du premier Mémoire, et qui nous seront nécessaires dans la suite.

k étant le module, rationnel ou irrat ionnel , qui correspond à la valeur 6 du
paramètre, m^ étant ensuite une des réduites du développement de /• en fraction
continue, nous indiquerons par

^=^+Ta(^ 0)

l'équation de la transformation très petite, qui transforme les points de C de la
même façon que 1^(9). D'après ce qu'on a vu dans G, au paragraphe 12, la
fonction Ya(^| 9) est de F ordre de p^ au plus, pétant un nombre plus petit que i,
qui dépend des constantes AP / seulement.

Considérons le rapport ̂ ^^^ e1 valeurs de cette fonction au point x et
j av*^ | ^ ) l

transformé .par T^ô). On a, comme on a vu au paragraphe 11 du premier
mémoire,

(16) ra[^.e)|Qi_,,.,.
TaMO) ~hi ^ ' • ] ' -

fêtant un point convenable de l ' intervalle (a-, g-^(x, 0)) d'ampleur Ya(a-]0)[ .
x' et x" étant deux points de l'intervalle (x, \;, ( x , 0)) considérons le

"•''"(a;' 0) ' "' '
rapport g»^ ^; ce rapport est égal à i (G, § 19), a une quan t i t é près, qui

est plus petite que ^-^/-^ £a, £a étant de l'ordre de ̂  au plus. Plus

généralement le rapport ̂ ^^ ̂ {i^n,} est égal à i (G, § 20), à une quantité

près, qui est plus petite que ,,^^'fo) £" ̂  étant ^l^ent de l'ordre de^
au plus.

10. Considérons l 'allure de la fonction

(7) £(^ 9,)= clï V'.^'f^-i^.Q»),
- a ) ^aA ^'•"(^Oa)

dans l'intervalle (.», ^_,(a-, 0,,)) défini par deux points contigus homologues
par rapport au groupe cyclique d'ordre n^ engendré par T(9a). Soient x ' et x"
deux points de l'intervalle : nous voulons montrer que le rapport ̂  ̂ Q a ) est, , , i rr ^i f)^
égala 1,0 une quantité près de l'ordre de ^ au plus. Ayons recours pour cela à
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Pexpression (7) de ^(^|6a); étant donné que les ternies de la sommation sont
tous du même signe (positif) il suffira d'avoir montré la même chose pour

chacun des produits g::;̂ :;̂  ;:;: ;:; |̂ 7 .̂ ̂  (a, 6») reste supérieur
au nombre positif donné M°'1 et satisfait à la condition de Lipschitz; l'am-
pleur |Ya-i(^ 9a)| de l'intervalle {x, g\^_^x, 9^)), qui contient x ' et od\ est
infiniment petite d'un ordre supérieur par rapport à €^ comme on l'a dit au para-
graphe précédent. II s'ensuit que la première fraction dans le rapport précé-
dent est égal à i, à une quantité près infiniment petite d'ordre supérieur à £^.
D'autre part, d'après ce qu'on a vu au paragraphe précédent, la deuxième
fraction est égale à i, à une quantité près de l'ordre de €y, au plus.

Nous pouvons déduire, du résultat précédent, un lemme qui nous sera
souvent nécessaire dans la suite :

La somme
riy_—i.

(17) Y, Ç[^(d",0a)|9a|
-———Ï

o

des valeurs^ que la fonction E(*^| 9a) prend en x et dans ses Uy,— i homologues
par rapport à T( 6^) est de V ordre de n^.

Remarquons d'abord que chacun des modules
//la TUy. / ^ ^îa0, ——? 2 — — î • • • î ( îî^—l)——
^a ^a ^a

des transformations
T°(Ôa), T(0a), T^Oa). ..., T^-^Oa),

engendrées par î,^x \ 9a) -j" est congru (mod i) à l'un des nombres
i a n^— i

— ) — , . . . , ,———— ,
n^ ^a ^a

Nous avons déjà (§ 6) représenté par
x^^\x, t\ Oa)

l'équation du groupe ^\ engendré par la transformation infinitésimale
^(a? ^<^)~/~9 (ïm donne pour t=ï la transformation T(6a) de module^; pour t^1 y, 1 i / Util tA^llllt/ UUtll V —— -l I C l l l d l l O l U A 111 Cl HU 11 A l \1 y, j

ûC ^a
i 2 n»—iégal à o, —f —? • • • • -^— cette équation donnera donc des transformations

7îï'y^ TYÎ/y^ l}î>y^

qui coïncident, au point de vue géométrique, avec les transformations ï°(0a\
T(^), T'^ûa), . . ., ^'""'(O^), ordonnées d'une façon convenable. La somme (17)
est niors également donnée par

w i^K^9a)9a}
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Deux points g\x^ — 6 a ) » g[^j l—l- 9a) sont contigus homologues par rapport
au groupe cyclique engendré par T(9a); d'après le résultat précédemment
établi dans ce paragraphe, le rapport entre les valeurs que ^(o'|9a) prend en
deux points quelconques de l'intervalle ^gi.x,-1— ô a ) î ^ ' ( ^ l—1- 0
infiniment proche de l 'uni té . On peut alors regarder l'expression

est

«.N^^K
()

comme une somme de Riemann relative à l'intégrale
11».

^ ffly, F '.v -4-1 cl'TC

j -^(^t\^)\^]dt==j ^I^^O,)^15

la valeur de la somme C^) ou (17) est sensiblement égale à m^ c'est-à-dire,
comme nous l'avions annoncé, de l'ordre de n^

Nous terminerons ce paragraphe par une application du résultat obtenu au
commencement, qui nous sera nécessaire dans la suite.

Le module de la transformation très petite
x'z=.X -}-^y,^{x\ Oa),

qui transforme les points de G comme T'" '(O^), est donné par
^a _{-ïY

Cette même transformation appartient au groupe g^ engendré par E(^ ^a)—.'

qui donne pour t= i la transformation T(0y.), de module /^; on obtiendra donc^^
la transformation très petite en question, en faisant ^=-1-; l'équation de la
transformation sera alors

r^ dx _ ^-^-^^
J. ^IMJ.

dx
jT^'Oo)

i)y•
m.

Étant donné que ^(*z*j6a) a sensiblement la même valeur en tout point de
l'intervalle (a?, g\^^x, Oa)), la valeur de l'intégrale précédente est sensible-
ment donnée par ̂ -—^J^^

ïa-i^lQa)^-^

S ( ^ | 0 a ) ^a

On peut conclure que y a -i (^ | ̂ a) est de V ordre de — ï(x OaVin^

11. Nous voulons montrer que, pour toute valeur 0^ du paramètre, qui
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correspond à une valeur rationnelle —a du module, la dérivée ^(6a) de k(Q)n^
m^
riy

est au moins égale au nombre positif M°'1.
En indiquant par rf6 une quantité in f in iment petite, partons de l'identité

i
(l8) T-»«(6a)T"«(9a+rfO)=]1[ T-^Oan^Oa+rfQVr-^Oa)]^^).

Hy,

Au deuxième membre, on reconnaît les transformations'transformées de
T(Q^-i- rf6) T-^ôa), qui ont toutes évidemment le même module. T^ôa+rfôyr-^Oa)
induit sur un point de G un déplacement, qui est au moins égal à M°'1 rf6, son
module est donc au moins égal à M° ' rf6. De (18), et du lemme donné au para-
graphe 7 du premier Mémoire, on déduit que le module de T'^O^T^Oa+rfô)
est au moins égal à /^M051 rf6.

T~^(9a) étant évidemment permutable avec toute autre transformation, et
donc en particulier avec T^ô^+rfô), le module de T-^( 60)^(6^+^6) est
égal à la différence, entre le module de T^(6a+rf6) et celui de T^a). Cette
différence est donc au moins égale à /^M051 rf6; la différence entre le module
de T(6a+rf6) et celui de T(6a) est alors au moins égale à M 0 1 ^ , et la
dérivée /^(6a) est au moins égale à M°'1 .

12. Nous voulons montrer d'autre part que /i^a) reste borné. Considérons
pour cela de nouveau la transformation

i
(i8) T-".(Oa)T""(9,+</0)==TT ï-^O^r^Qa+^T-^ÔoOJT^Oa);

-M- -~- .s-
n^

comme on l'a remarqué au paragraphe précédent, on a, au deuxième membre,
le produit des transformations .transformées de la transformation très petite
T^+rfQ^T-^a) par les puissances négatives de T(6a); pour rf6 infi-
niment petit, cette transformation très petite est caractérisée par la fonction
^oî1[^-^(.r, 63,), 6a]rf6. En ayant alors recours aux formules données au para-
graphe 7 du premier Mémoire, on trouve que la transformation T-/^(/(6a)T/^(/(6a+â?6)
est caractérisée par la fonction

V ^l^zl^LMiM^
A ^ ' ° ( ^ ô a ) J '
i

D'après une formule donnée dans le même paragraphe le module de la trans-
formation est alors donné par

r dx

S ,î{^\ff^{a;, 9»), 0«'|
^.'"(x,^)



GÉNÉRATION D'UNE TRANSFORMATION DONNÉE D'UNE COURBE FERMÉE. 891

D'après ce qu'on a vu au paragraphe précédent, on obtient ^(6a) en divisant
cette expression par n^dQ; pour démontrer que ^(6^) reste bornée il suffit
alors de démontrer la même chose pour la fonction

^ V ^[^-r^.Qa), Pal
n^^s ^°(^M

Si, pour chaque entier a'^a, nous posons

v (X Q ^ - 1 V ^[^-i^Qa^Qa]/a/^ ' j a / ) —„,^ ————o.i.o/^ Q \————?
n^' ~~s ,̂s- (^» t/y. )n , / J o4,0 / /y, A \^a' -——.<? ^A- ^ly? ^a}

nous avons, pour la fonction %a'(^ ôa)? la relation récurrente
a"-'—i

(19) ^^(^|9,)=——— ^ ,.,0^' » .Xl:ffl^(^ 9a) |ea]
/^/_4_1 ^^l^^^^JL^ ' J y _ )

o " T ~ f t ^X«'-ir^.^(^ 9a) 1 Oa] .1 o-1?0 / /y A \fia»."^o.'\a/ï ^a;

la considération de cette relation nous permettra de démontrer que la fonction

^ V ^r^-i^ea^Qal

^aA ^'°(^ Oa)
i

reste bornée; il est toutefois nécessaire d'interrompre le cours de la déduction
pour étudier la fonction

Ta7^ 6a)==^(^, 6 a ) — ^ — m^,

déjà considérée au paragraphe 9, et qui représente la transformation très
petite T^^ôa^T^Qa); en désignant par x un point déterminé de G nous
étudions l'allure de cette fonction dans l'intervalle (x, ^,_/x, 6a)).

Divisons l'intervalle (6a', Oa) en un nombre infiniment grand de parties
d'ampleur rf9. Nous avons

(20) T-MMTMM
==[T-^ (6a/)TM^ + ̂ 0)] [T-^./ (6a/ 4- ̂ 9) T .̂, (6^, + 2<^6)J.. .[T-^a, (ôa — ^0) Ta^^O^)].

Toutes les transformations [ï-'<6a-)P<e^+rfQ)], [T-^e^+rfôyp^O^+srfô)]...,
déplacent les points de C dans le même sens, qui est celui de la transfor-
mation T'^ô^yp^Oa). Cette dernière transformation porte l'intervalle
(x^ Sn.,-^ 9a)) dans l'intervalle (^(x, 0^), g,^n^^ 6a)); alors le produit
des /premiers facteurs (/< a^ a / ) du deuxième membre de (-20) transforme
chaque point de l'intervalle (x, ^,^(x, 0^)) en un point intérieur à l'inter-

-A/i/i. Ec. Norm., (3), LXIX. — FASC. 4. 4g
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valle (1). La transformation très petite représentée symboliquement par
le (1+1')^ facteur

T- .̂, ( Oa/ + IdQ ) T"a, [9a. + ( l 4- I ) ^./e]

est caractérisée par la fonction

y ^[^(^Qq.+^Q^Qa.+^ei
' / A . ^ u ( . T , 6 a / + / ^ ) M u ^ )-

1

Indiquons par x ' et x" deux points quelconques de l'intervalle (^/x, 0^),
^^(x, 6^)); on démontre par un raisonnement tout à fait analogue à celui

qu'on a employé au paragraphe 10 pour le rapport |̂ !̂  | que le rapport
(^\X [ O a ) J

entre les valeurs que la fonction (21) prend en x ' etx" est égala i, aune quan-
tité près, qui est de l'ordre de s^ au plus. En d'autres termes, le rapport entre
l'ampleur des déplacements induits par le (l+i)1^ facteur du deuxième
membre de (20) sur les points x ' et oc11 est égal à i, à une quanti té près, de
Tordre de £^, au plus.

Considérons maintenant deux points de l'intervalle (x, ^,_/x, Oa)) et les
deux points transformés de ces points T-^Ô^T^Ôa). On obtient les points
transformés par a . a/ déplacements élémentaires successifs, tous dans un
même sens, appliqués aux points donnés, ces déplacements correspondant aux

a „ a/ facteurs du deuxième membre de (20). Nous venons de voir, d'autre
part, que le rapport entre les déplacements que chacun de ces facteurs indui t
sur les deux points est égal à i, à une quanti té près, de l'ordre de ^, au plus;
nous arrivons alors à la même conclusion pour ce qui concerne le déplace-
ment total induit par T'^^O^) T^(6a). Cela signifie que le rapport des
valeurs que Ya'(^|9a) prend en ces deux points est égal à i, à une quantité
près, de l'ordre de ̂  au plus.

Nous allons dès maintenant désigner par (^-«^(x, 6a), x) l ' intervalle
indiqué jusqu'ici par(x, g,^, _^(x, 9a)); appliquons le résultat que nous venons
d'établir à l'étude des fonctions gi,^,Çx, 9^) qui paraissent dans (19). Nous
avons, en rappelant ( 16),

Yo4^(x, 60)^)0]
- ~ , n ^ —— — gii^\^ î ^ y . ) \^ — i, a, . . , , a^),Yo^x ^f^)

x^ étant un point convenable de l'intervalle (g^(x, Oa)? x), dont le choix
dépend aussi de l 'index l. Diaprés le résultat que nous venons d'établir on a

(1) On peut le voir par un raisonnement semblable à celui du début du paragraphe pour la trans-
formation T-M^a) T^a -!- ^C). [X, gr^ -+- ^a-i (X, 0^)1.
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alors que g^(x*, Oa) est égal à i, à une quantité près, de l'ordre de £a,au
plus.

Il s'agit maintenant de montrer qu 'une telle conclusion est également
valable pour ^°^(x, Oa), c'est-à-dire lorsqu'on substitue au point x* le point x,
qui est un point arbitraire de G. On a

(^ ^n^\ 60) _ yw ^,\gtn^ 9q), Oq]
{ ) ^/C(X, M - ll<^[^,(X, 6a), 6a1 )

0

,^[^.,(^, 0«), Q«l ̂  ^ ^ ^ ^g^ ^ ̂  quantité près, de l'ordre de
ffn^ [fftn^(^i Vcth •'OtJ

.g-^(^,Qa)-^,(^,0») ^ , ^ ^ remarquant que les intervalles
v-.» J fr _ ( T.. \\..\\\\..\ r t -1Ya/-i[^-^-,(^< ôa) l O a

(^ ,(.r*, 9a), ^^(x, 6a)) ont, tout au plus, les points extrêmes en commun et
qu'ils sont tous compris dans l ' intervalle (.r, §-,,^(^, ôa))? ou trouve alors
que le premier membre de (21) est égal à i, à une quantité près, de l'ordre de
£^, au plus; finalement on trouve que

• gin^f Oa) (/==!, 2, ..., Oa/)

est égal à i, à une quantité près, de V ordre de €y_, au plus.
Revenons à l'étude de (19). Par un raisonnement semblable à celui développé

au commencement du paragraphe 10 pour la fonction î,(x 6^) on trouve que
'/.^'[S^Â^9 ^a) M es^ ég^6 à Xa'(^ 1 ^a)» à un facteur près, qui diffère de i d'une
quanti té de l'ordre de s^, au plus. Dans la même approximation on peut substi-
tuer dans (19) %a-i[^«,,(^? Oa) |0a] par/a-i(^ Oa). On tire alors de ( 19) que
Xa'+i('^ ôa) est donnée par

—— i^a^a/Xa^ ^a ) + ̂ a'-lX (^ | 9a ) i

à un facteur près, qui diffère de i d'une quantité de l'ordre de 2^ au plus. En
remarquant que

a^n^-\- ^^-1== Tt^'+^

ou déduit d'ici que %a+i (^ |0a ) ue peut pas dépasser le plus grand des deux
nombres •j^\x\ 6a), %a-i(1^ Ôa)? multiplié par un facteur, qui dépasse i d'une
quantité de l'ordre de €^, au plus.

Remarquons maintenant que, diaprés ce qu^on a dit au paragraphe 9 concer-
nant l'ordre de grandeur des nombres £^ la série £^+£^+£!+. . . converge;
on déduit alors du résultat précédent que y^(^|8a) reste bornée lorsque 60; et
y/varient. En faisant y/= a on trouve enfin que la fonction

_ i_V ^[^(^Qo^Qal
/ /a A. ^10(^ 9a)
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reste bornée, ot de là, comme on a dit au commencement du paragraphe, on
conclut que ^(Oa) î*este bornée.

13. D'après les résultats des deux derniers paragraphes nous pouvons dire
que ^(Oa) reste f in ie . D'ailleurs, comme on l'a vu au paragraphe 12, ^(Oa) est
donnée par l'intégrale

r^ dx
(23) ; ———^————————————————————;

' " I V ^r^-l̂  Qq) , Qq]

^^, ^\X, 6a)
1

on peut donc affirmer que l'intégrale en question reste finie.
On a d'autre part, en rappelant (7),

_ I Y ^[^-l^, Qq). 9q] __ I V^1^--^, Qq), Qq] __ 1 ,/ ,. .

^A ^(^Oa). ~ n^ ^'°(^0a) ^A 1 a / ?

do, étant déterminée par la condition
^•A.) ^,

<3'' J1, nsro-
De cette même condition (3^) on déduit d'autre part que l ' intégrale

^.'•+1 », . r dx(24) X ri.-̂
reste finie. De la considération des deux intégrales (a3) et (24) on déduit que
le nombre d^ reste fini lorsque 0^ varie.

On peut déduire de ce résultat un lemme, qui est à rapprocher de celui donné
au paragraphe 10 : La somme des inverses des valeurs de la fonction Ï ( x Oa) en
un point x et dans ses n^ — i homologues par rapport à T ( 0^ ),

fly——l

2;.•^',Ek,(.<',8,)l».l
0

est de l'ordre de n^.
Pour la démonstration, remarquons que, en dérivant par rapport à x l'équa-

tion r(^A.) j

(3 /) ^n^-; \^ 1 •Jy.)

on trouve
£ ^ ( ^ , Ô a ) ! O a 1 .(a5) ^.«(a-,0,)==^———^•iM

de cette relation on déduit, p lus en général,
';k<(^ 9a) Oa]/ C \ 1 n / f\ \ - ^ •'• '- î a /

(^6) ^,,,(^0j=——^^^y
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On a alors

/-,v .. „ i e ^ __ ^« v1^-1 [̂ -i (^ 9»). M _ do.. . "^ ^[^-.(^ o«). e»]
( 7 ) S^iya)-^^————^(^ 0,)————-^^'^A Ç[^,ea)|9a] '

0 0

et de là
/lx •==. V1 ^''[^^(^^ Q^ ûa1
^^A .̂(̂ , Oa) lM

o

En rappelant que ^'o'l(a;, 0^) reste comprise entre les deux nombres positifs
M 0 5 1 et M° \ on reconnaît que cette relation démontre le lemme énoncé.

14. Nous devons donner, dans ce paragraphe, une borne pour la valeur
absolue de la fonction ^^(^Oa). Pour cela il faut évaluer, d'une façon préli-
minaire, l'ordre de grandeur de la somme

(a7) î ffî )^"-^ ̂  ̂  "-^
Nous allons voir que, à une quantité près que nous pouvons négliger, cette
somme est donnée par

^°[^-^> M. 9q](28) ^'°(^M

en effet (par un raisonnement tout à fait semblable à celui développé dans la
note de la page 267 du premier Mémoire), on trouve d'abord qu'on peut rem-
placer l'expression (28) par la somme

g'''[^..-,(».8.),8.]-.°"li-t(.», 8.), 8.12 ___________________-«——1______ _________________________________

, o-i>o r o.,/ ^ h \ f\
l ë L's^v"» "a h "a

o

Appliquons ensuite le théorème de la moyenne aux numérateurs des termes de
cette somme et substituons, dans chaque numérateur, à la valeur de la fonc-
tion g2 '°(.r, 6a), calculée en un point intérieur de l 'intervalle {gi{^, 9a)?
g\+n^(^9 0^)) la valeur g^ '°[^(.r, 6a), Oa], que cette même fonction prend à
l'extrémité de l'intervalle. Nous faisons de la sorte, une erreur totale, au plus
de l'ordre du maximum de l'ampleur de l 'intervalle (^, gn^,{^^ Oa)) ( < ) ; nous
arrivons ainsi à la somme (27).

D'après le résultat du paragraphe 20 du premier Mémoire l'expression (28)
est de l'ordre de s^ au plus, il en est alors de même de la sommation (27), que
nous devions évaluer.

(1) On peut le reconnaître par un raisonnement analogue à celui fait à la page 266 du premier
Mémoire.
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Après ces considérations préliminaires venons à l'étude de ^ ̂ (x 6a); en
utilisant pour cette fonction son expression (i3) et en rappelant (26), on a

"a—1

x V ^[^-i^ Oq;, ^qj

^Z^M[^_^, Oa), 9aJ
o

^a-l

( i 3 ' } ^ - o ^ i Q ^ -^V ^[^-i^ M/Oa]^} (; ' (^| Ua )— „ ^ ,^- ï ïT; f - Q \ Q |
/(•a ^"sfy |_oA'—l\"5 ^ a / ? ^aj

o

_ ̂ v ^^-.(^e»)^»]'^ .^"[^(^ e»), e«j „
/î»^, ^.•"(^9a) ^/^."[^(^ôj.eal" 'v ' a /

^•'r^_,(a-,9»),9»]^ .^"[^(^ 9»), e«J
/î»^, ^.•"(^9a) ^/^." [^(^ÔJ.eal" ' v ' a /

1 0

^V g"''[g>-l(^. 9«)^0«1 _ ^a 1 V ^'^[^^(^.Ca). Q«l

i o

^ da"Ç1 g"''[g>-l(^. 9«)^0«1 _ ^a 1 V ^[^-I^.M, 0

- /^ A ̂ •0 l̂ -l (a-, Oa), 9a] Wa^^ lÔa)^ , ^-"(a;, 9a)^D•1•1)I,- , ^. . ^. . ,
0 1

V ^•°[^(^, Oq)', Qq . . . .^•°[^(^, OqL 0

x A^^^.ôa^Oa]^^"^0^10 '

On voit que ^1 °(.r 6a) nous est donnée par la différence entre deux expressions,
que nous allons considérer séparément.

La première expression consiste dans la somme de /la termes qui sont bornés,
multipliée par le facteur d^, qui reste f ini , et divisée par n^, la valeur de cette
expression est évidemment bornée.

Pour évaluer la deuxième expression, supposons avoir démontré, d'une façon
préliminaire, que les sommes entre accolades sont toutes au plus de l'ordre
d'une certaine quantité N^'0; il en résultera alors que l'expression à considérer
est elle-même au plus de l'ordre de

I ^a^ ^'^[^^(^ M. QaJtVTi o

^|6a) ^aA ^°(^Qa)

par conséquent [d'après (7)] au plus de Fordre de N^10. Il s'agit donc d'évaluer
les sommations

<-> S,̂ ::;:;:̂ ^8''̂  (..=.,.,...,".•-).
0 - . . .

En indiquant par x\ des points convenables de l'intervalle (x, §^_,(^, ôa)) et
par ci des nombres (fonctions de œ) plus petits que i en valeur absolue, nous
avons

^/(^ MIM ^/(^ Q a ) | Q a 1
, 3 . Ya-l[ffl(^0a)|eq] __ ^|0q) _ ^(^Qq) _ ,
^60f ———— Ï t ^ \ { \ \—————~^——.1 o,^ R ^ I f t 1 ~ o-i,u/^* ti ^ — I4-P^a.^(^ Oa) Ya-il^^^lÔa] éT^ M

Ya-i(^ ôa) Ta-i(^|9a)

Ces équations nous montrent avant tout que les fractions

(3 l } ^(^Qa)|9a] .̂  ,, „ .
(3I) ra-i[^(^9a)i0aj ( /--0 '1^ t - - ^ - 1 )



GÉNÉRATION D'UNE TRANSFORMATION DONNÉE D'UNE COURBE FERMÉE. 397

sont égales entre elles, à des quantités près qui, pour a^ oo, sont négligeables
par rapport à ces mêmes fractions; en remarquant alors que la somme

"0.—— 1

2^[^'°«) 9^
\ " ^ 0 .

est (§ 10) de l'ordre de n^ et que la somme
/?a-l

,2' ïa-i [^(^0a)[6a]i
</

o

est égale à i (1), on conclut que les fractions (3i) sont toutes de l'ordre de n^.
De (3o) on tire ensuite

.^(^9«)|9,]=^^^^(^9^|e.](i^p/^);

en introduisant ces expressions dans (29) on obtient

(29') ^i9«) 'y' .^-"[^(^ Oq). Oq1 1
T,-,(a'| 9a) A^-0^^, 9a), 9a] 'a-1^^ 9a) 1 VI

0

•ï—1

Ï(^l^} .y ^•"[^(.g,ej, oj ,. , „ , , „ -
+ va-^|9a) ̂ P^.o^, 6a), Q,]^-1^^' V) I' °a1-ra-H.w|o«; .^i/- o ' - l ^ H ^ O a î . y a l

La fraction qui multiplie l'expression entre accolades dans le premier des
deux termes de (29') est de l'ordre de /^ d'après ce que nous venons de voir-
nous avons démontré d'autre part dans ce même paragraphe que l'expression
entre accolades est de l'ordre de e: an plus, alors le premier terme de (29') est
de l'ordre de «,£: au plus. On reconnaît facilement qu'une même conclusion
est valable pour le second terme, en effet, en remarquant que

2,lï«-«[^(.-^Oa)|Oa]|<I
'/

o

et que les facteurs P [̂g;; ̂  ̂ j sont bornés, on voit que la sommation par

rapport à / dans le deuxième terme reste bornée; le deuxième terme est donc
de l'ordre de n^a au plus.

On peut enfin conclure, de l'étude faite dans ce paragraphe, que ^ -°(a'|6a)
est de l'ordre de TÎ,£: au plus; en précisant davantage la définition des

( l) En effet, les intervalles

(S'l+n.,-,(,-v, 6a), gi{x, 6a)) (1= o, l, ..., n^-,),

(l'ampleur ^[g-i^v, Oa) | 0,], recouvrent la courbe C complètement et simplement.



398 A. FINZI.

nombres Na10 nous pouvons affirmer qu''on peut donner, pour la valeur absolue
de la fonction ̂  -\x \ ôa), une borne Na10 de l'ordre de n^ au plus.

15. Des résultats établis au paragraphe précédent on déduit facilement que
les valeurs de la fonction ^Çx 6a) sont au plus de l'ordre de Na'°. Indiquons en
effet par x le point où ^{x Oa) est maximum; du fait que ^ ' ^ ( ^ [ O a ) ne
dépasse Na'° on déduit que la fonction E (^ [0a ) reste comprise entre ^(x Oa)
etâiïl0^ dans tout intervalle de centre x et d'ampleur non supérieur à " ^o •

2 ^ ' a

Si l'on avait alors E(x Oa)>Na'° , la fonction serait partout sur la courbe de
l'ordre de ^(x |9a) ; d'autre part, d'après (3^,^(x Oa) ne peut pas, p o u r a — o o ,
devenir partout infiniment grande.

Nous voulons montrer d'autre part que le minimum de !;(.r| 6a) est de V ordre
^ —^au moins. Indiquons maintenant par x le point où E(.r|0a) estminimun.

1M oi^'

Dans un Intervalle de centre x et ampleur ^^l^ les valeurs de la fonction
seront comprises entre E(x 6^) et 2^ (x ]9a ) . Nous voulons voir combien des
intervalles contigus
(32) . . ., (^-^-.(^ M. x.)» (X. ^a-i(3^ oa)). (^.-.(X» °a), ̂ ,-,(X, Oa), . . .

d'ampleur
. . ., ya-lk-^-^ oa) 1 Oa] ], I ïa-l(X | Oa) |, | Ya-i \ ë^-^ Oa) | Oa] |, ...

appart iennent à l'intervalle considéré d'ampleur 2^ ^ 1 , 0 - D'après ce qu'on a
vu au paragraphe précédent concernant les fractions (3o), [ -ya-i [gin,-^ Qa) | Sa]
est de l'ordre de ^- ̂ ^_/x, 6^) | 6^] ; d'autre part, si l'intervalle (^_,(x, Oa),

g^,^ _,)(x, Oa)) appartient à l'intervalle considéré d'ampleur 2 ^J/ > o" a

-^^[^^(x^^eaK^^xiOa);
^ a

par conséquent le nombre des intervalles (3i), qui appartiennent à l ' intervalle

considéré, est de l'ordre de —r*
^a'

Pour une valeur / de l'indice, quh correspond à l'un de ces intervalles, on
aura

oi .o /„ o ^-iL^^-(xlMlo^<2^^(X, Oa) - ————^x|0a)———— <

On a, d'autre part,

•^in N-^ y ^o i l [^- l (x ,Qa),Qa1.^(X [ (Ja) - ̂  ^ ^ ^ ' ° ( X , 6 a ) ?
^ ^J, ^'°(X,6a)

o
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dans la somme, d'après ce qu'on a dit, on aura un nombre de termes, de l'ordre
de —^ au moins, qui sont plus grands que ——; alors ^(x 9a) est de l'ordre

de ^—o au moins.r\a'

16. Nous al lons maintenant évaluer, dans ce paragraphe, l'ordre de grandeur
des valeurs de i;°'1 Çx \ 6a). Rappelons que l'on a

W) ^1 {X \ 6a) = ( — -h- Aa ) '^X \ 6a) + '^^(x \ Oa) ;
V ^ a /

rappelons aussi (§ 6) que ̂ ^^{œ Oa) peut être définie d'une façon arbitraire
en chaque points d'un intervalle (x, g^,_,(x, 6^)) et qu'elle est alors donnée,
au le point d'abscisse gr(^y Qa)? par Inéquation

(,,\ ^0,l***lo (^ ft M A 1__^[^r^i ^a) 1 QaLo.i^/ | û \
(<11 . / ^ Lé^l^» ^a; 1 O a j — ^ / i r. x C , ' ^ | Oa;

^^ 1 ^a;

,r.^ e ^ 1 0 tV ^[^^(^Qa^Qa]d^^MI^I^^,^^^^^^)
1

V ^\^-{x 6 ^ 1 0 î L î̂ J^ ĵ~.^j.^ L&/^? ^a) ] ^aJ—TTu——i ^ / û \ û -] > •A"/ gny.-r+}\hr\^ï ^y.)) ^aj t
Z_j.^ L&A^ ^a; 1 ^aJ—TTu——, / n \ n -iA—/ é^.-r+ylé^V^» ^a^ ^aj

Évaluons d'abord l'ordre de grandeur de ̂ ^^[gr^x, 6a) |6a]- Au deuxième
membre de (n), dans la première des deux expressions entre accolades, nous
avons ^[§'/(^ 9a) [9a]? qui multiplie la somme de rÇr<^n^) termes qui restent

( ]y/[i,i\
bornés qui ne dépassent ^-^ ) ; la valeur de cette expression est donc au plus
de l'ordre de n^^gr^x^ 9a) |9a]- D'autre part, la deuxième des deux expres-
sions entre accolades est plus petite que

r - n^

ïVfi.iN1'0^1 _______I_______^^M^iN1'0 "V ______î______•
i'a ^^^[^(^O^^a]-" "a A ^[^(^^)^.V

1 n y.—r+l

Inéquation (7), lorsqu'on y introduit g\-(x, 0^) à la place de x nous montre que
la sommation par rapport à j est au plus de l'ordre de n^[g,.(x, O a ) ] 0 o ^ ;
l'expression considérée est donc au plus de l'ordre de ^aNa'° ̂ [gr(x^ 6a) |0a].
La même conclusion est alors évidemment valable pour la somme des deux
expressions entre accolades dans (n).

Considérons ensuite le terme ^{gAX' 6a) [ ea1 ̂ ^^(x\^^\ on pourraç(-pya) \ i / i.
affirmer que ce terme est lui-même au plus de l'ordre de ^aN^'0 ï[g, (^, 9a) âa]
si l'on a montré que, en tout point x de l ' intervalle (x, g ,_/x, 6^)), la
fonction ^ ' ^ ^ ( x , 6a) est de l'ordre de ^aN^'0 ^(^|9a) au plus. Pour cela rap-

Ann. Éc. Norm., (3), LXIX. — FASC. 4. 5o
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pelons (§ 6) que, dans ce même intervalle, la fonction est seulement assujettie
aux conditions d'être continue et de prendre au point ^,^(x, 9a) la valeur
^'^[^_^(x, 9a) |9a] donnée par (n) lorsqu'on pose x == x etr=n^ _ _ , , Attri-
buons, par exemple, la valeur zéro à la fonction au point x; la valeur au
point g^ _^(x, 9a) est alors donnée par la somme des deux expressions entre
accolades dans (n) lorsqu'on fait x == x et r=n^\ cette somme, d'après
ce que nous avons vu, est de l'ordre n^° ̂ [gn^(x, 9a) [ 9a] au plus. La condi-
tion précédente, concernant l'ordre de grandeur de ^^^Çx 9a) dans
(x, g^ _^(x, 9a)) sera donc certainement satisfaite si nous supposons attribuées à
la fonction, dans ce même intervalle, des valeurs comprises entre celles qu'elle
prend aux extrêmes.

En conclusion on peut donc supposer que le terme ̂ r^ 8a) 1 ̂ j;0^*^ | 9a )
est de l'ordre de ^aNa'° î,[gr{x, 9a) | 9a]. x étant maintenant un point quelconque
de C, on pourra affirmer, d'après ce qu'on vient de voir, que la valeur ̂ '^^(.r^a)
est au plus de l'ordre de ^aNa'° ̂ (x 9a). Il nous reste à considérer, dans (i4),
le terme ( j- + Aa) î,{x 9a). Rappelons (§ 6) que Aa est donné par

0.0, i**/ y | ft \ / ïo,i***r o-{y T 1 A \ 1 A 1 ^L'^v2^ 1 l u0^) l v^ J /-/^^ ( X j U a ) — ! ^ 5 [^(X, T | b a ) | b a J ^ ,. ,. ^/T
____________*A)_______ ^ L ô v ^ ^ l ' a J i y a J

^ [ ^ ( X , 0 a ) | 0 a ] '

La fonction sous le signe somme, d'après ce qu'on a vu dans ce même para-
graphe, est au plus de l'ordre de

^Na'0 S[^(X, 1 | 6a) | 6a] ̂  ̂ Na10 ̂ (x, 6a) | 6a],

il en est alors de même pour l'intégrale; ^°''**(x 9^) est d'autre part,
d'après (8), de l'ordre de E[^(x, 9a) | 9a] au plus ; la constante Aa est de l'ordre
de naNa*0 au plus et le terme (^ -+Aa)^(^ 9a) est au plus de l'ordre de
^Na'°S(^[9a).

Nous pouvons enfin conclure que la fonction ^° f Çx | 9a) est au plus de l'ordre
de /laNa'0 Ï(x | 9a) ; on poujTO donc donner^ pour le rapport c' 1 a 5 une borne

d,(^ 9a)

Na'1 de l'ordre de T^Na'0 et F on aura alors

I^MM^Na'^MÔa).

17. Il nous reste à évaluer la constante de Lipschitz de la fonction ^ -°{x 9a).
Utilisons encore l'expression (iS^) de cette fonction. Considérons d'abord le
premier terme du troisième membre de (iS')

<4 V^ ^'^[^-iC^, Oq), Oqj

n^ ^,g^\^(œ, 9a), 6aJ '
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A la fonction
^f^(^eq).6,-|
^°[^(^9a)^J ^-0^-^a-l),

de la variable x, nous voulons faire correspondre une nouvelle fonclion, qui ,
en chaque point x, est au moins égale au plus grand, en valeur absolue, parmi
les nombres dérivésde la fonction donnée. Pour cela nous pouvons d'abord
faire correspondre, dans ce même sens, au numérateur g^^gs-\^-> 9a)? 6a] la
fonction

M2. i / r i , o /y Q \-^^A^[^-^(X. 9 a ) | 9 q ]
M ^ - i ( ^ y a ) - M . Ç(^ |Q^ • ?

et au dénominateur (qui est d'ailleurs dérivable) la fonction

M2 '0^0^ 6 ^—M2-0^-1^ ^l60^M; ^(^Ua)-iVl ^|Q^

A la fraction considérée nous pourrons faire correspondre la fonction
/M^ M^°M^\ £ r^ - i (^eq) |Qa1
^M1 '0 [M1'0]2 ) ^IM

Enfin, au premier terme de l'expression f^^), nous pourrons faire corres-
pondre la fonction

^a/M2 '1 M2'0!^1-^ 1 ^ ,„ , . , , . .<4/M2 '1 M^M1-^ i ^1.
^ [ M^ + JW^Y )•^x\^)2^^s-^ï

0
^(M^^r^î^Jç^r^\ — L— J / n

la somme par rapport à s est de l'ordre de n^ (§ 10), la fonction est alors de
l'ordre de ... x - Considérons ensuite le deuxième terme du troisième membreSMM

4^ ^l^-i^ôa^ôa

de^S')f
/ îa—l ( s—l

(^ ï ^ v ^\^(^^^] v ̂ .H^ îLM^^^ e ^ I Q 1( / ?7"7iT~i/T Zj ——0.1,0^ Q >.—\2ài^\ o-ii^c e ^ Q ^L^v^^a^ya j^\X \ \Jy,) n^ ^^s Qs V^? ^a; / -——/ô Lé^V12^ "ah ^ajï r o

Remarquons d'abord, en rappelant (7), que l'expression

^ay ^f^-i(^ eq), eq]
^ ^, ^^0(^, 6a)

j

est de l'ordre de Ï,{x Qa) et sa dérivée de l'ordre de ^ '°(.r/6a), par conséquent,
au plus de l'ordre de N^'0. Alors l'expression

I ^a y'^-^f^-iC^, Qq), 60]
^|9a) ^a ^. ^ '"(^ôa)

l

reste finie (elle est d'ailleurs très proche de ï) et l'on peut lui faire corres-
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pondre, dans le sens précédemment indiqué, une fonction de l'ordre de

Na'0 ^M9a)+—r7r-^0'
[^MMr ' • ^IM

N1 '0

c'est-à-dire de l'ordre de—— 0 ——• Nous devons déterminer ensuite une borne
<;(^1 ^a)

pour l'expression entre accolades dans (33), et une fonction qui corresponde,
dans le sens indiqué précédemment, à la même expression, qui soient toutes
les deux indépendantes de Pindice s.

Par un raisonnement semblable à celui fait au commencement du paragraphe

on reconnaît qu'aux fractions .̂i o j ^ / ^ ' q \ ( ^ \ on P6111 ^alre correspondre les
fonctions

/MM [M^T^r^^Oa) M| M-'0 |2 ̂
[M1'0]2^M1 '0 rM 1 ' 0?-; ^0 ]0a}

qui sont, respectivement, de l'ordre de C5U' x ' , a a l ; à ^gi^Xy O a ) ] 6 a ] on
peut faire correspondre sa dérivée par rapport à .r, qui ne dépasse pas
^oif^^MM. ̂ s fractions Ç^^^N restent bornées; d'autre part,

/• ( 'y \ Ii i jcy- ;•- \ fyj ( 'v \i \ il ••^ l ^ y - y l A A / v . ^ ï ^ a J ^ ^
' r { r ^ \ { \ \ ..^^.^"- . y r , ^ i / , n
^^ [ \J^) g ^^i\J^, \ J ^ ) 1 U^ ^

d'après ce qu'on a vu au paragraphe 15, ̂ gi^x, 9a) | Oa] est de Fordre de N^'0 au
plus. On reconnaît alors qu'au terme d'indice / de la sommation dans le
troisième facteur entre accolades on peut faire correspondre une fraction de

l'ordre de x\' N^'° ; en faisant ensuite la somme par rapport à / nous
trouvons une fonction qui, d'après le lemme du paragraphe 10, est de l'ordre

N l • ° nde . a , Q a ' De ce qu'on a vu on peut facilement conclure qu'on peut faire cor-

respondre à l'expression (33), toujours dans le même sens, une fonction de
n N1 '0l'ordre de . a a • Finalement à la fonct ion ^ '"(^[ôa) on pourra également

n N ' ' °faire correspondre une fonction de l'ordre de————- Le min imum de E(.r| 0^)

est (§ 15) de l'ordre de .77^7 au moins; on peut alors supposer la constante de
•'• 'a'

Lipschitz N^'0 de ^"(.rjOa) de tordre de ^[Na1 0?-
Nous éviterons de considérer la constante de Lipschitx de ̂ '\x\ Oa).

18. Pour terminer ce chapitre, nous devons évaluer l'ordre de grandeur des
erreurs qu^on commet lorsqu'on remplace les fonctions

cri /y 0 I ft '\ 0-1,0 / ^ A | A \ c»U,l / /y A [ f\ \
Q {^f •J \ ' ^a /? ë \w) v 1 '-'ah & {'^f v | ̂ y.)

par les fonctions
^(.r,0), ^°(^0), ^(^ô)

respectivement. Dans cette recherche nous allons toujours supposer que les
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quanti tés (0 — 9a)Na'°, (0 — Qa^N;'0 soient petites et nous admettrons que leurs
carrés soient négligeables par rapport aux quantités elles-mêmes, ce qui
équivaut à supposer qu'on reste dans un voisinage assez restreint de 9a. Nous
allons également supposer le voisinage de 63, suffisamment restreint, pour que
l'expression

| ̂  0 [ O a ) " ̂ , Oa | Oa) | ̂  | ̂ , 6 [ Oa) - ̂  Oa)

ne dépasse jamais sensiblement M0 '1 | 6 — O a ; nous pourrons alors supposer,
dans une première approximation, qu'on ait

(34) §{X, 6a) - 1 6 - Oa | M0'^ ̂ , '0 1 6a) < §^X, 60) + | 6 - 9a | MO.I ;

on verra d'ailleurs que cette nouvelle condition est comprise dans la
précédente (1).

Nous supposons enfin qu'on ait
ivi ,o"• a ^- i\o,i .

W^< a '

^(x 6a) étant de l'ordre •^-, au moins (§15) et N a 1 de l'ordre de n^-\
^ a'

l'hypothèse sera certainement vérifiée pourvu qu'on choisisse a suffisamment
grand.

Considérons les oo' groupes g\ engendrés par les transformations infini-
tésimales

^'^--^w—^l--^^-^
et indiquons par

x^g(x, < , 0 [ 9 a )

l'équation de la famille oo2 composée des transformations appartenant à ces
groupes. On aura

g(x, i , 6|0a)==^(.r, 6 | 0 a ) .

Comparons d'abord g^'^sc, 6| 6») et g ' 9 ' 1 (x, ôa). On a

/fi/\ ofl.ic-ï. fl 'i_ C ?o,ir o-c T. -|fl 1 1 f) 1 ^l ê'(x^ Qa) l u»] j ,(6 ) g - (^,Ua)-^ î, [^^ -I^I^J^^ie^lQ^-

- ^°' ( ' ï '6P.<(xl9 ^^(^^)|9a]^.
"J, ' ( l a) [?,(^|9a)J2 "''

(1) La signification exacte des hypothèses précédentes est la suivante : nous devrons considérer
des voisinages des valeurs 6a, 6a+i? • 5 - tels que, pour a->oo, les quantités ( 6 — O a ) N a ' 1 et
(6—ôo^Na ' 0 soient infiniment petites et que Perreur éventuelle, qu'on commet en supposant (34)
vérifiée, soit infiniment petite d'ordre supérieur par rapport à \g(^, 0 [ 6 a ) — g ( . v , Oa) .
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on a ensuite

(35) ^(^6|0a)?..(., e|..)=r'"""..(,, «i».)!̂ -̂ .--̂ ],,,.̂r L£(Î(, 9 | 9x)j
_|[^,9|9»).9|9a] r^So,/, fl n ,iLlî ML°î

- £|.^,6a) 6a] J, ^"^[^eiM]2
|[^,9|9^9|9a] f^So.,/, o 9 ,^'^1^ d'/.

g[g-(^ ,6 |9«) ,9 |9q].ê-(^0l6a)/igl.^y 1 UQ,./ _

/ ^•'(•^
«/ïf.T 6>

^"• ' (x, 9 | 9 a ) </x.
LS( '< ,0 ]9a) r

. On a
''t't.r.O)

g[^(.r, 9 | 9 q ) , 9 9j_^(a-,9|9«)|9«]^ , ^g(sc, 9 | 9«) | 9a]^^^.9|e.)|9J ^
E[^ (^ ,9 ]9») j9a] ^£[,^a-, 9,) 9a £[.^(a?, 9») 9a

La valeur de l'expression entre accolades reste comprise entre le couple de
valeurs correspondant aux deux choix du signe, supérieur ou inférieur,

i ^ N S - ' ( 9 - 9 a ) ; •

on trouve d'autre part, en vertu de (34), que la valeur de

£[^(.r,Q|9a) 9q] ̂  ; ̂  ^[ff(a?,9 Q«) | 9q] - 'j\ g\x, 9q) |9« ]
•^[S(cc, 9 « ) | 9 a | £[.y(a-, 9a) 9,]

reste comprise entre chacun des deux couples
N^,o

—iuo , i___ a ____ / fl a \ , — M ' i i N 0 ' 1 ^ f) ^ -
+ £^(^ôa)|0a] ( a)' -4- a ( 8 - v a ) 5

1 1 1 ^ £[^(^ ô Qa), Q | Q a ] , • , 1 ialors la valeur de 'L . - —., ,. ' J reste comprise entre le couple
£[^6a) |6aJ

Iq=(I-r-MO ' l)Nâ' l(9-6a).

On a ensuite, pour la première des deux intégrales du troisième membre
de (35), en rappelant (ô^,

^(.^A.)
f ^ele.)^9^^

J,. r E ( x , 9 1 9 » ) 2[£('-<, 0 |9a) ]2

S ( x | 9 a )
'Ç(),l t T, | A \

^,9.)^1 ^ - . ^ ' ( Q - Q a )...
^ ( X | 9 a )

'^[^(UIÔaJrfx
E(lt 9a)

(;0,1 / „ 1 A \C V r- \ ̂ a /
(9-9a)

E( t |9a)
/.gWalïO,!/,, | fl 'i^ê'(^Qa) Ï0,l /

V ll^OaîP^' 9st) 9^rfî(::=.^•l(-'l•.9«)•

Considérons ensuite l'intégrale
,.^(.r,0j9^)^^r8^ i 9a) ̂ (x^ieq) [ [ ^ ( x ,Q |ea ) ,e |ea ] ̂

^e,) ^ ( ^ e | 6 a ) ' Ç ( x , 9 l 9 a ) x'
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En ce qui concerne l'ampleur de l'intervalle d'intégration, on a

g(x, 0 | 6a) - ,̂  6a) < | 6 - 6a | MO'1.

La fraction

.^^^_^(,|9,)+(e-6jl^^+...

4o5

Ç ( x , 6 | 6 a ) ^ 6a)-^- (6- -6a)SO ' lM6a)+. .

ne dépasse pas Na'1. Enfin la fraction ilAi^—L^—I—L!, du fait que x est dans
; (x, 9 1 Oa)

l ' intervalle (^(^, ôa )» g^x, 9 | 9a))? reste comprise entre le couple de valeurs
IH:(6-6a)(2+MM)-Na'1 .

On voit ainsi que l ' intégrale considérée est plus petite que 6 — 9a M 0 ' ' Ny;\
D'après les résultats établis jusqu'ici, on déduit de (35) que g^^Çx, 6 |6a)reste
comprise entre le couple de valeurs

(36) ^(^ M -^ (0 — 6a) (2 + M^^M^Na1 1 .

Du fait que §'°''(^, 6a) est compris entre le couple
^(^ ôoO^M^^o-ea )

on déduit alors

(87) l^0'1^ OIÔa)-^0 '1^ ô) < |e -6a) | { (2+M O ' l )M O ' l Nâ' l +M O • 2 } ;

/<? deuxième membre de cette inégalité est de r ordre de (6 — Ûa)N^ '1.
Il est facile maintenant de comparer les deux fonctions ^(.T,6|9a) et

g ( x ^ 9a). D'après le théorème de la moyenne on a en effet

^ 6 ] 6a) == g{x, 60 ] 6a) + (6 - 6a) ̂ J (^, 6' | 6a) - ̂  6a) + (6 - 6a) ̂ (^ ô' I U

W é tant une valeur comprise entre 9a et 6. En substituant dans cette formule,
pour ^•°'1 {x, ô ' I O a ) , l 'une et l'autre des deux expressions approchées (36) on
trouve que g{x, 0 1 6a) reste compris entre le couple
(38) g{x, 6a) + (6 - 6a) ̂ 'K^ Oa) ̂  (6 - 6a) 2 (2 + M0'! ) M0'1 Na'1.

La fonction g{x, 0) reste comprise d'autre part entre le couple

^ 6a) + (6 - 6a) ̂ ^(^ ôa) ̂  (6 - 6a)2 ———;
:M0-2

2

on a donc alors
— ' ( M0 '2 )

(39), §\X^ \ 6a) - ̂  6) < (6 - 6a)2 (2 -h M^)M^Na'1 4- ——— .
( 2 }

Cette relation nous montre que la distance entre un point de G et son transformé
par T(6 [ ôa^ï-^e) est de Voidre de (9 — ôa)^'1 au plus.
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19. Nous allons établir, dans ce paragraphe, des formules analogues pour
la fonction g^'Çx, 9 |9^) .

Remarquons, d 'une façon préliminaire, que, en dérivant par rapport à x,
l'équation

(6-) ^(^o^^f^o^.^^lO^IOa]!^^^
JQ , ^L"» ̂ î T 1 ^v.) 1 ^aj

on obtient, par un calcul virtuellement déjà exécuté au paragraphe 6,

(4o) ^^^)=———— S^r^Mlôal
C,\IV \ " y . l [^(a- |9a)

-^^^fl^^^lô^+^r^o^leaj^^e,)}.

Partons maintenant de l'équation

(.4°') -^.elo.)^^9!6^0^
' / e ' £ (^ ,9 |9a)

^•91ea)IOJ+——^^it^]———^-^_ ^ \_h^^i v | ^a ; | ^0I - - LA-^^ |Va ; |v«J(Q _ Q ^

£[^(a-, Ô | 9 a ) | 6 j

S ( ~ c , 9 | 9 a )

j [^(d••,0|9a)|9a]+(9-9,)^. l[^(^, 9a ) |9a ] 1

\ ^-^S:;^——\
'^ | ôa) + (6 - 60) ̂ (^ | 6a) 4- (9 - 6a)2 { £u.l(Lg l o a ) r2 -h . . .

^(•^ Oa)

^[^(^Q Qq) Oj JM^^Oa) Qq'
^ [^( .^QIQ^IQj , ^^^k^LM0^^-l^l^ ^oJI ^a j ̂  . . i _ L i 6^>^a ; | ^a j /Q 0 ^

4-(O-o ) £^^Q|Qa)^T ( a) -'^oa) ^ ( )

a ^ ( ^ 6 | 0 a ) '

En rappelant que gÇx, 9 [ 9^) reste comprise entre le couple de valeurs (38) et
en considérant aussi (34), on trouve facilement que E[^(.^, 9 9a) |9a] reste
comprise entre le couple

^(^ 6a) | 6aj + (0 - Oa) ̂ ^[^(^ M | Oa] ̂ (^ Oa)

qz (9 - ôa)^0'1 r 1 M0'1]^'0-}- (3 + M0'1)^'1^'0].
L2 J

Après avoir substi tué à Ï,[g{x, 619^ ) | 6^] le couple de valeurs approchées que
nous venons de déterminer, développons la première fraction du dernier
membre de (24°') selon les puissances d e ( 0 — 9 a ) , en nous arrêtant au terme
de deuxième degré. En tenant compte de (4o)? on trouve que le coefficient
de ( 9 — 9 ^ ) est donné par ^(.r^). On peut simplifier le coefficient
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de (0 — 6»)3 en considérant ( i4) et (10) d'un côté et (4o) de l'autre côté. En
conclusion on arrive au résultat que la fonction ^•\x, 9 |e») reste comprise
entre le couple

^•'(a-, Oa) + (0 - Oa)^1.1^, O») ̂  (0 - O,)2

M».^M»,^.Nâ• (+(2+M».l)N^ lNi-< )1-+-2(Ml.<+I)Ni• ( IN^ 1+2(M«.^+M^.l )N^ 1N«.»2
X

2 ( - c | 9 a ) " — — — — — — — — — —

M'̂ ,9 9a) |eq1 ^'r^ecOleal
î:o,i o./ y û j û \ [ û ïo,i r p.1 ^ ^ \ i û
^ L^^^ q 1 qq; | OaJ ,Q û . <; l^^> Oq) | Ogj ,Q ..^l[^_9j_Mj_9j^_^ , ^•'[^•(•^cJlea
_I^(^9|9a) l 9^, / , ,,__ çL^,9|9a)|9j ^-^ Ç^MI^9-^

+\0 — Ua)
S ( ^ 0 [ 6 a )

g ' ' \x , 9) est d'autre part comprise entre le couple

^'°(^ Oa) + (6 - 9a) ̂ ^(^ 6^) ̂  (0 - O^)2 -——,
M1'2

2

on en déduit

(4l) ^^(^ ôlôa)--^0^ 0 ) [

^ M°'4 I. M°'iNâ'°4- (2 + M^^Nâ^Na^l
< ") {- J

< ( Q - O a ) 2 M -̂2 + / ^ (M^+ON^N^^^M^+M^^N^N^ 0

( 2 E(^ |6a)2

M^QlQoOlOa'l Eo ' l [^(^ea)|9, ]

e^l^^eie^ie,'! . ^[^(^ M i e a L . —

-.^-,n ̂  "i[^7Q|e.)|Q.l ( e~9 a ) Tr^^Ml^r^-^
a Ç ( ^ 6 | 9 a )

l'expression entre accolades est de l'ordre de N ^ O N â > l au plus
£( - ^ | ^a ) i

CHAPITRE III.

20. Considérons la succession des fonctions

(I5) ^lôO, SMO,), ..., S(^|Q,), ...;
nous voulons montrer dans ce chapitre qu'on a

p Ux 6a)

a^El^TO^"1-

et que la succession (i 5 ) converge vers une fonction continue et positive.
Nous al lons considérer, dans ce paragraphe, quelques questions préli-

minaires.
Ann. Éc. Norm., (3), LXIX. — FASC. 4. 5j
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Évaluons d'abord l'ordre de grandeur de (6^4-1—Oa) . Supposons, 9a-M>9aî
considérons l'identité

/^-i
(42) T^(ea^)T-^(6a)=:n T^ea)[T(9a4-l)T^(6a)]T-(9a).

M- -s s
0

Le module de T^ô^i) 1-^(9^) est égal à la différence

^a+i ^a _ 1
y^cx. —— — ^01 — — ——

^a+i ïly. ^a+l

entre le module de Ï^Oa+i) et celui de Ï^Qa) 0- Les transformations
indiquées symboliquement par les facteurs du second membre de (4a) ont
toutes d'autre part un module égal à celui de 'HQa+^T'^ôa). Cette transfor-
mation imprime à tout point un déplacement vers la droite, qui est au moins
égal à (ôa+i — 9 a ) M 0 ' ' ; le module de cette transformation est donc égal au moins
à ( O a + i — 9 a ) M ° ' 1 . Alors, d'après le lemme du paragraphe 7 du premier
Mémoire, le module du produit est de l'ordre de M° ' ' ^a(9a+i — 9a) au moins,

on a donc que -ï— est de l'ordre de M°'1 ^a(9a+i— 9a) au moins, alors (6a+i— 6a)
^a-+-i —

est de V ordre de ——— au plus.
^a^a+i

Comme nous Favons déjà fait au paragraphe 7, nous indiquons par 9a+i le
paramètre de la transformation démodule w^-1 appartenant à la famille T(6 | 9^).
r ^a+i

û _ û
Nous voulons évaluer l'ordre de grandeur du rapport —tj——^t1. Considérons

QOC-M — ôa
pour cela les deux transformations très petites

(*) T(Qa^)T-^(ea^), Ï(0^i 6a)T-l(6a^).

La première de ces deux transformations transforme le point

,̂ 9a+i)=^, Oa+i) +^0'1(^ Oa4-l)(9a+l- Oa4-i)-+- . • •

dans le point §\^, Oa+i)» à des quanti tés infiniment petites d'ordre supérieur
près, elle est donc représentée par la fonction

^[^(^, Ôa+O, Oa^l ]( 604-1- 6a-M ).

La deuxième transformation d'autre part, d'après ce qu'on a vu à la fin du
paragraphe 18, est caractérisée par une fonction dont les valeurs sont au plus
de l'ordre de ^aN^° (Oa+ i— 6^)2. On a, évidemment,

T^(6a-M)= T^(6a4-i |6a).

(1) Du fait que ï'^Ba) est évidemment permutable avec tout autre transformation.
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Alors, des identités
^-ri -1

I I ^(^a+i^ [ 1 ̂ a+in ̂ C^i) [T(6a4-i) T-^(6^)] T-<6^) = T——(6^) T-——<6^),

J"[_T-(0^)[T(6^|6a)T^(e^)]T- (9^)==T—(6^ e,)T-^(@^),
0

on déduit qu'on peut égaler entre elles les fonctions, qui représentent les pre-
miers membres. Ces premiers membres sont donnés d'autre part respectivement
par les produits des transformations

(*) T(e^)T^(6a^), T(6^[6a)T^(6a^),

transformées par les puissances de T(G^i). En utilisant les formules données
au paragraphe 7 du premier Mémoire on trouve alors, pour la première des
deux fonctions, l'expression

"a+l—l

(Oa-n-O^) ^^[^_,_,(^ 9a^ ), 0^]^.°[^-,(a-, 0^), O^j
0

^a+1—1

>(9a^-e^)M»>' ^^<°[^-,(^^i),e^],
o

et l'on reconnaît d'autre part que la deuxième fonction est au plus de l'ordre de
^a+l—l

^^•-(e^-ô»)5 V ^•°[^(^e^),e^].
^^s

0

Onpeutconcluredelàque(6^^—e^^)estauplusdeI 'ordrede^N^' ( )(6^^—6a)2 .
On a d'autre part que (O^i—ôa) est, de même que (6^1—6,.), de l'ordre

de ̂ ^ alors ^ rapport o-+l^og+l ̂  </e /'orrfw de ̂ - au plus. Le rapport

^ —^ est t*o"c é8a* à I > à une quantité près, qui est de l'ordre de N2^ au plus.
»-H « Wa+i r

Evaluons enfin l'ordre de grandeur du déplacement

Ct3) |^/(^,9ot+l 9a)—^/(a;,6a+i)| (/<Wa-n),

que T^O^JejT-^O^i) induit sur le point ^(a-, O^i). D'une façon prélimi-
minaire évaluons le déplacement

|^(a?,j)«-n 9a)-^-(a-, 9a+t)|
^ | ̂ (a;, 9,_t | 9,) - g{x, 9«+i) | + | g{x, 9a+i) - ̂ (a-, 9a-.-i) |,

que T (6^119j T-1 (6^, ) induit sur le point §-(x, ô^ ). D'après le résultat du
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paragraphe 18, que nous avons utilisé tout à l'heure, \g{x^ Oa+i | Ôa) —^(^ 9a+i) |
est de l'ordre de ^oX50 (ôa+i — 6a)2. D'autre part §'(^, Oa^ ) — ^(.r, 6^+1) | est
de l'ordre de (Oa+, — ôa+jM051 au plus, par conséquent, d'après ce que nous
venons de voir, de l'ordre de ^aNa'^ôa+i—Oa) 2 au plus. Nous pouvons en
conclure que le premier membre de la dernière inégalité est de l'ordre de
^oX^O^—O^auplus.

On a ensuite /-i
T<6a^ i 9a)T-^(9^) ̂ f[ T-(6a^) [T(6a^ | 6a) T-K6a+i)] T-( 604-1 );

o

de l'évaluation précédente, en rappelant encore une fois les résultats du para-
graphe 7 du premier Mémoire, on déduit alors que le déplacement indui t par
T^Oa+i |9a)T^(6a+i) sur le points est au plus de l'ordre de

/-i
^N^°(0a4-l- Qa)2^ ^°[^-r(^ Oa-.i). Oa+l]

-^Na'^^-ô,)3 ^ ,, I <^Na-°(ea^-Qa)2 S o.^(J o .
-——r é-/- (,-3"? ya+l) -—"r ^-/- ^î ^a-nj

0 0

^a+i—l

=^Ni.o(9a^-9.)î S ^,o^1 Q .
'——r ^y ^•3?' ^a+i )

o
"a+l—'I

ATI o / û n V- I 6/a-t-l V ^l^-iC^ Qa+i)' Q a+-1 |<^^N^(O^-OJ—^^-— ^ — — ^ ^ Q . ) — —
^a+lM»'1/la+l ^r g^ (^, Oa+l )

— . o

^(^| Qq+l)^

r/ lU"îl^a+i ivl
^^^a+iNa'^ea-.l-aO)

On tire de là que le déplacement \gi{œ, Oa+i | 6a) — gi^, 6a+i)|, que la transfor-
mation VÇ ôa+ilôoOT-^ô^) ?W^A ^r fc poî'/i^ gi{x, 6a+i), ̂  ̂  /'o/1^ de
^a^a^N^°(6^—9a)^[^(^, 9^^)]0^i], o// ^cor^ [d'après l'évaluation pré-

cédente de (6^ — 9a)] ̂  ̂ o/'rf/^ de ———^gi(x, 6^+1) | 6^4-1] au plus.^-•n — ^ay ^c? ^ o/'a/-(/ ^(/ ———ç^^^^-, L/a+i
^a^a+i

21. ^Vo^^ allons ramener l } étude du rapport

S(^|9a)(44)
à celui des deux rapports

E(^|0a+i)

^(^ |ôa)W)
^6a+i|6a)

S(^, Sa^|Qq)
(^^^

On a
S(^ ^a+i)

K^§a+l|6a)=^(^i0a)+(0a+i-0a)^ l(^|0a)-.--.,
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en remarquant que (0»+i — 6j est de l'ordre de —I— au plus et que ^''^l9^
/î/v n,^ , , i L ? ( /y 1 H ^/ îa^i1""-"^" ' ! Ç(.r|e«) ,

est plus petit que N ^ , par conséquent de l'ordre de /î»N^° au plus, on trouve
qae le rapport (44') est égal à i, à une quantité près, qu i est de l'ordre de ̂

1 ^Ct-t-l*au plus.
Nous devons maintenant considérer le rapport (44"); nous utiliserons pour

cela, pour $(a- û^,) et ^(a-, 6^+11 9»), les expressions

(7') ?(a.JO^i)=^±l V ^[^-.(^9^.), 9^.]
1 "a-M A ^(^9^,)

et

( 7") l^, 9 î | 0, ) ̂  d^ "y, ' ̂ •'[^-.(^9»+i|9«).9«^|9a1 _
Wa-n •̂ "'.t i r ' ^ t v fi Ifl ^wa+l 7'-- ^•°(^9a^ 9a)

Les constantes dy.^ et </a+i sont déterminées, respectivement, par les
condit ions

r^'^___l^^ .̂0...|6J ^

-/. ^^|9a^^-1 ' ^ £(^,0^ 6,)"1 '

les deux limites supérieures d'intégration g(x, ô^, ) et g{x, 9^ 9^) coïn-
cident, d'après ce qu'on a vu au paragraphe précédent, à une quanti té près,
qui est au plus de l'ordre de n^ÇQ^— 9j2, c'est-à-dire de -w!—; il suffira
, „ . ,, , ty.n.v.+t •''•/

donc a avoir démontre, que le rapport entre les deux sommes

(45') "^"'^.t^^ea^.e^i
,̂ s î ' " ( x . Q.,.)^'"(a-^a+i)

V ' g0-1 [^-. (^, 9»^ 1 Qq), Q^, | 0^1

0

et
N<,+i-l _

(45") ^
^'°(^0a+i Oa)

est infiniment proche de i pour a-^oo, il s'ensuivra immédiatement la même
chose pour le rapport —— et enfin pour le rapport (44").

^a+i

Remarquons maintenant que les termes des deux sommes (45') et (45//)
sont tous positifs, il suffira alors de démontrer que le rapport entre deux
termes correspondant est inf iniment proche de i pour a-^oo, ou encore de
démontrer que cela arrive pour les rapports

^[^-.(^Q^), e^,]^,i[^ ( y Q—re~~i~i—nn (•s'::=o» ^ • • - ^4-1-1),
& L^-IV^? ^a+i 1 ^y . ) ' ) ^a+i [ ^aj
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entre les numérateurs et pour les rapports

(46) ^^Te ^ (.=o,,,...,^-z),
^ V^» ^4-1 | ^a/

entre les dénominateurs des termes correspondant. En ce qui concerne les
numérateurs, étant donné qu'on a

^[^-i^, 60+1),604-1 ]>M°-1,

M°'1 étant un nombre positif fixé à l'avance, il suffira de démontrer que,
pour a -> oo, les quantités

| ̂ l[^_l(.^ 6a+i), 604-1] - ̂ [^-i^ 604-1 6a), 604-1 | Oa] |

(5=:0, I, . . ., Tîa+i—l)
(47)

sont infiniment petites.
Étudions d'abord ces dernières expressions. On a

(48) l^0'1^-!^ 6a4-i), ôa+i]-^0'1^--!^ °a4-i ôa), Ôa+i | Oa] |

^ ^''[^^(^ Qa+i), 6a+i] -^[^-i^ ̂ l), 6a+i] |

+ 1 ̂ [^-i^ ^-n), Ôa+i] - ̂ ^[^-iC^, 6a+i | Oa), 6a+i] |

+ I ̂ [^(^ 604-1 | Oa), 604-1] - ̂ [^-i^ ^1 | ôa), 6a+i | ôa] |.

Le premier terme du second membre de l 'inégalité précédente est au plus égal
à M ^ l ô a + i — ô a + i • En rappelant le dernier résultat du paragraphe précédent
on reconnaît ensuite que le deuxième terme est au plus de Fordre de

^, Na>°^-,(^ 604-1 ) | 604-1]

Tty. ^O l̂

Enfin le troisième terme est, d'après (3^), au plus de l'ordre de J 9 a 4 - i — 6 a | N ^ 1 ,
JV1,0

c'est-à-dire au plus de l'ordre de— 0 —- Nous pouvons conclure finalement que
^04-1

- N 1 ' 0

le premier membre de (48) est au plus de l'ordre de -J—-

22. Considérons ensuite le rapport (46) entre deux dénominateurs corres-
pondant à une même valeur de l'index : nous serons amenés à des considé-
rations un peu plus compliquées que celles du paragraphe précédent. On a

, ^°(^e^) J^W ____ ^°['^(^ Oq-M), Oq+l]

V49/ ^°(^ 604-1 |0a) l-1^7i'()L^(^^4-i oj,o^iej

n^ -s"1 [ ^^[^/(^ 9q^), ̂ \-_g^[^^ Qq+i 1 Qa)> Oq+1 M1 .

^ , {l ^^[^(^ 604-1 6a), 004-1 Oa] ] '
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en rappelant (24°') on trouve, pour les numérateurs des fractions du deuxième
membre,

^•«[^(a-, 9a+i), Oa+il-é"1'11^^.», 5a+l 9a), Ôa-H | M,

--[^[gt^, 9a+i), Oa+i]-^-«[^(^, Oa+,),6a+i]i

+{^>°[^(a', 9a+i), 9a+l]-^l•(•[i/(^, «a+1 6a), 9a+J}

f^.»[^(a;,9a+l|9a),Ôa+l]

S[i[^(^ 9a+l | ea), 9a+l | ôa] | 6a]

^9 9''tp-ti^rj/'r 9 1 9 ^ 9 i i 9 i-i-('9 fl Y i ̂ •'[g'Effl^) Qa+i 1 °«)' °J 1 QJ t— \"a+l — "a/ Ï, LeLs/V"'' °°'+t 1 "a-" "aj | OaJ + \0a+l — Vy.) ——:—.————_———, , , -.
^[Mffl(^ 9»+i 9a). QJ ^

Ç[^(a-, 9a+i 9a), 9^, 9a]

^'[^(^.^ 0«)|9q] [̂̂ (.r, 9a^ 0«),9»]|9q]

^[^.(^9^1 e«)|eJ/Q _. x ^4d-^(^e«+ilUMIM/r)
g[g^(^, 9^ 1 9.) 1 9j v a+l a/ £[ff[^(.r, 6a^ 0«), 9j | 9j v a+l

(Oa+l-0»)-
;[,̂ (.», 9a+i 9,), 9a+,|9a]

Pour démontrer que, pour a — o o , le produit (49) est infiniment proche de i,
il suffira alors d'avoir démontré que les trois sommes

^[^(.v, 9«^), 9«^] _^.»[^(.r, 9q^), 9a+J(50)

(51)

Ï ^0 [>/(«•, 9a+i | 9a ), 9a+i 9a]

g'.»[ffl(a-, 9»^.), 9^J-g'.«[ffl(a;, 9^ 9a), 9a4-i]2, ^•°[^(a;,9a^|9«),9a+, 9,]

1 S[6^(^ 9a+i e«), Ôa,_i 1 9JJ Oj
j -(ea+i-e«)^[^(a-,9^ 9a),6j 9j

i +(Q g y { ̂ [8\.gl{^ 9«^ | 9a). M 1 9«] !'

^[é'/(^,9a+i|9a),9j 9a,_l ^l•(>[^(d;,ea+l|9a), Ôa+i]
^[^(a-, 9a+j9a), 9a+i |0 , î ^a+l ^a(5^) 2

^.»[^(a-, 9 î 9a),0a+i 9a]

sont infiniment petites pour a —^ oo, et que le produit

^[ffl^Qg,^ 9g)|9a] ^.•[g{^,9^. 9g).9j|9j
^[^(^^ ea)|9j.- ^ ^.'[^[^, 9,
t[^(^9^|9q)|9^ ^a+l ua/ I- -r ̂  •7

^/\^5 -'a+l | ̂ a /> ^aj ^a

£[^[^(a-,0^ 9a),9a]|9,
),0a]|l

l "a/> ^a Va

E[^(a-, 9a+i|9a), 9^i 9a(53) =_[]i-(9^-Ôa)
^.(•[^(a;,9a^|9a),9a+l|9aj

^.' [̂ . ( ,̂ 9^. 19a) 19j ^^g [ffl(^ 0«+i 1 Q«), 0«] 1 0«]
Ï"-1^"/^, 9a+, 9a),9a]|0a^/+t(3-,9a+i 9a)|9

'(^a+l-Oa) I-=n '-(^i-^) ^^^9^ ^)ie« ^L°<^9»+i|9«)A] 19j
1[, î(a', O^i | 9,), 9^ | 6a]
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^.'[^(^e^le^lej ^.'[^(^.e^i 9q),0j [ 9a]

;»4 î(.r,e ,̂ 9a)|0a g»4ff[^(.g Oq^, 0«),0q]| 9j(o^«-o,)
=11 '-(^-Oa) —^(^•ea + l | V a 7 "a.\ SkE^Oa+l 9a),9a]|9a

•B- •m 1 r- ——— , —— 1 ^ l̂ (a-, 9a+, Oa) 6
fcn(.», Ô,+i|9a) Oa] + (9a+l-9a)

. ^•'[.^(.C.O^l 9a) |ea]^^- ^
1 — ~rr~——7——^———In \ 1 » -1 ^ÛH-I— Oa;

E[^/+i(.'ï-, 9a+l|9a)|9a]

^•'[^(^O^ Qq)i9j ^^[^[ffl(.C, 9^, 1 Oa), 9j | 9a]

E.[.^(a-.9a^ 9,)|9, g[,^,(a-,9^|6«) Occ
M,^-M(^9a+,|9a)i9a] ^••[^[^(a;, 9a+, 9^), 0,] [ Oa

(9a+l-9a) I-
£[.^,(.r,0^ 9a)|9a] [^Ot-,9a^|9a),0a]|9

=ljl-(0a+l-9a)
a+l |ya^>"aj ya.

^•'[A7^^^,^ 9a) |9q

£[^i(a-, 9a^ 9q)|6j
-(Oa+l-Ôa)

(9a+t-9a)
ï[^l(a-, Ôa+l 9a)|9a] ^

est inf în iment proche de i.
Considérons d'abord la somme (5o). Étant donné que les dénominateurs

sont au moins égaux au nombre positif donné M0 '1, nous sommes ramenés à la
considération de la somme

(5o') ^ ^^[^(a-, Q^i), Oa+ij- ̂ •"[^(^ 9^.i), 9a+i] |.

Cette dernière somme ne peut pas dépasser 7îa_nM1 '1 [9a-n—Ôa+i ; en rappe-
lant l'évaluation de 16a+i —9a+i | faite au paragraphe 20, on trouve que la somme

N1 '0est donc au plus de l'ordre de —a—• De la même façon, de la somme ( 51) on est
r Wa»a+i ' ' /

ramené à la somme

(5i') ^ {^[ë-f^ Ôa+i), 9^.]-^.»[^(; -, ^a+i '-'a/?Oa), Oa+i]] (^<^a+i);

de celle-ci, en rappelant l'évaluation de \gi{x, Oa+i |6a) — gi{x, 6a+i)| faite au
paragraphe 20, on est ramené ensui te a la somme

M^-^-V Ç[^(^, Oa-.i)|0a^] (.S'<^a-M),
lin / t^y_i_l ^—— //^a^a+i ——/

o

dont la valeur de, d'après le lemme du paragraphe 10, est au plus de l 'ordre
N1 '0de —— De la somme (52) on est ramené à la somme
/la v /

E[^[^(^ 604-1 | Oa), 6a+4MK]

- (Ôa^l- ôaH0'^^^ ̂ i | 6a), 6^ |0a]

, / g - n y i^E^C^^i leayQaJiQa]}2 ,^ , ^ Q n y i^E^C^^i leayQaJiQa]}

f +^a+l-6a; ^[^(^Q^ e.),ej|oj-1- ^a+i— ^a; ——. r r /——~=———i . \ „ -i i ^ -,—— +

(52') ^ ^•°[M^^i|Oa),6^]-
E[^(^,6a^ 6a),6a^|0a]
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En tenant compte de (24°') et de (4i) on trouve qne les termes de cette
somme sont plus petits que ceux de

l ( M O ' l ^ I M O ' l N à î o + ( 2 - i - M O ' l ) l N S ' l N i ' 0 1
. ' . . , } L2 -I

Ï^-".r^ +2(M l • l - ^ - I )N^ O Na ' t - ^ -2 (M». l -+ -M l •^ )Na• 'Na• ' )

;[,^(,r, Oa+i 9a ) [9a ]

qui, à leur tour, sont au plus de l'ordre des termes de la somme

-V(0 6 Y ^[N^p
"^'"Sl^Ô^Ôa)^]

_ ______^9«+i-9»yMN«.°p_________
^<é ,̂ 9a+, 1 9a), 6a+i|9a]-(ôa+i-0,)E».'[^(^, 0^, 9,) i Oj + • • •

<
(ga^-oj^fN^]-^s0,1 ^J

» a + > - 9 a | N S > 1 ^E[^(^9^|9a),6^ 6,

Dans le dernier membre, la première fraction est de l'ordre de ^N^2 et la
/îa+i Hg.

somme, d'après le lemme du paragraphe 13, est au plus de l'ordre de n^,. La
somme (Sa') est donc au plus de l'ordre de wt^1-. En ce qui concerne enfin le

na.+lny.

produit (53), on est ramené à démontrer que la somme

^'M^,9^|9,),9,1K1 ^[j-^.9^ o,)j9,-)

£[,^(a-.9a+i|9»)(34) ^ |9a-.i-e £^(^.9a^ 9q)|9«
^ ^lM^(^9^|0.).9J^9a1.. _ . ^'[^.9^

Ç[é[^,0-a.j9«),9j|0j V9a+l 9a/ I- ̂ ^,e^
^'L^-p^____
ç[^^,e^,|9a e^

^ L^'V-^'"ct+l l ^a ' l OaJ/n n \
t\-l» 5———lu lu i {••Ja+l ~ v:l)

est inf iniment petite pour a -^ oc (1 ). Pour démontrer cela remarquons d'abord
. que la somme (54) à considérer est inférieure où égale à

(540 VIe^.-o,

+^|9a-M-9,

'̂|^(a-,9^. 9«)|9«|
g[^(r.9^.|9a)|9«]

^Mg ,̂ 9«^ e«).9q1|9»1
g \_g[g, (a-, 6^ 9«).9j|9

^•^^a-.e^. | 9a) I 9a]— • - " ' - ' • • • — — • ' ~ ' ''-' l «-' ( B fl •> , '-, LgiV^-' "«+< "a^ "aj /n û \'(Sa+i-ea)
£rM^(..,_^|9.),9j|9j ^+1-9^ ^^^.e^ 9«)|9J (9a+l-oa)

^•<[^(^_9«+l|9a),9a^|9a1

Mffl(a-, 9»^ 9«). 9«119a ; [[̂ (.C, 9q-n|9«), 9a^ 9a

^'M^.ea^ 9a),9a]|9q1^ . Ç[̂ ,,, (^ Q,,, | 9a) | 9,]
.:rr,r;̂  fl l a \ ft iiû -i v1»^—^}£[^[^(a-- 9a.i|9a), 9a]|9a]

X
E[^+,(^,9a.n|9a),9a-,i|9a]

UM (̂d-, 9a+, 9a),9a]|9a]-Ç[^i(.T, 9a+i | 9») | 9a|}

,\nn. Ec. Norm., (3), LXIX. — I<'ASI-. 1\. y2
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Développons la première des deux sommes de (^4 /) selon les puissances de
| §a+i — Oa |- Le terme du premier degré est donné par

V /g . ) ̂ ^{^(^Qa^i^M M _ ^4^(^a4-l|0a)|ea
^/v a+l ~ a / ^ ?r.or^r.^ (L.,. ^.VfU (L'I ^r^^ A - . A - M O I^[^(^ Oa+l 6a), Oa] Oa] ^(^, Oa;4-i | ^ y . ) ! ^a)|0a] ) •

En rappelant (4o)> où l'on aura substitué x par^'<(a*, Oa+i |0a), on trouve que
rexpression entre accolades est égale à

\ï\~( ft H \ (i 1 ^[^'/(d'> Qa+l 9a ) |0a ]
^.^.'L^(^9a+l Oa),0a]^——-7-^———. /L I n 1;[,s<^/(a', 0,̂  6»),

- -«[,.L (̂., 9., ! o.) 1 o,] | oj ^(^^i^M
^[^[^(^ Oa+i Oa), 6aJ 6aJ

^^[^(^ Q a - ^ i | Q a ) ^ Qal •;i,,| oT-o:/,. o o N) e 1 o 1- -=——. -.———-,———, x / -i — - L^L^V^? ^a+i ^a^ ^aj ^ a |

X
o.0,l

ft

„ 1,0

[^/(.r, Oa+i
[^•/(^ Oa+i

Ôa), Oa1

Oa), Oa]

l\^lÇx, 6a+i

^[^/(^, O^i

ôa h ^a+t

Ôa)!9j

9J
U^(^

1

O^i Oa), '•'04-1 OJ

Dans le deuxième membre de l'inégalité précédente les fractions

,^[^(.r.9«^ | Qq), Qa1 ̂ ^•i[^, Oa+.
,̂ «[̂ , Oa+i l Oa), Oj ^''{^(a-, Oa+i Ô«), Oj '

'^l(x, Oa,., i Oa), Oa+,

'î,[ff/{x, Oa+.i Oa) |0a ]

Oj

est sensiblement égal à i, d'après ce qu'on a vu au paragraphe 21 concernant
le rapport (44 /)• L'expression entre accolades est donc de l'ordre de

N ' ' ° ' .a - Le terme du premier degré est donc au plus de
,[̂ , 604-1 6a),6a-M ôa

l'ordre de

^ASD^ 604-1 |0a), 604-1 ô a j *
Û (\ • i TV l , 0
t»a+i — ^a ^a

En appliquant à !;(^, Oa+i |6a ) le lemme du paragraphe 13, on déduit que la
sommation par rapport à / est de l'ordre de /ia+i au plus, |9a i — ^ a | étant
d'autre par t de l'ordre de—I— au plus ; on peut en conclure que le terme den^ n^i

N^°degré r est au plus de l'ordre de -
'<a4-i

En ce qui concerne les termes de degré supérieur du développement de la
première somme de (54 /)» on trouve, en utilisant encore (4o), qu'ils sont inf i -
niment peti ts d'ordre supérieur par rapport au premier.

( 1) Le produit (53) est en effet de la forme
,v — 1 .y — 1 ,•> — 1n î:l — S'ï4—n£/ JLA/

l - r - £ l 1-4- £o n l4-£'o

/ l -+- £ ' / . . .
!-+-£/'^n^-^, , . -1 S. M.l.
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Considérons maintenant La deuxième des sommes de (54'). On a
^"••[^(^•Oa^lOa), 0 » 1 |0j• ' - ' « I I Vq

' a 1 | 0 j^[^(a-.9^|e^), ej|ej
<g01!^^. e'q ,̂ oj. Q ^ l l o ^ I-NS-^O^.-O,)'

'(9a+l-0a)
'dël^, 9a+, 0,),0j|0,]

4l?

le premier membre de cette inégalité est donc (§ 16) de l'ordre N^"^ au plus.
ï[gl+l(^, 9a+i 9q). 9q+i |9q1 . .„ , , , ,

;[^,i(a-,0^,j0»)loj sensiblement égal a i, d'après ce qu'on a vu au

paragraphe 21 concernant le rapport (44'). En remarquant enfin que, d'après
ce qu'on a vu au paragraphe 20, l'expression

g[yi{-v, Ôa,ij0,), Oj-^.,.i(a-, 0^ Oa)

=3 \ ̂ g,{x, .̂, 1 1 0^), Oj - 4^(a7, 0^, ; 0,), 0,., i ; Oj |

est de l'ordre de /^'"(O,,, — O^)2 au plus, on trouve que

sLd.^(^>^,:o^), Oa.) OaJ-î|_^/4-i(a;, e ^ ,o^ ) | o , | ;

est au plus de l'ordre de ̂ -^- La deuxième somme de (54 /) est en conclusion
au plus de l'ordre de

(o^, - ô,) ̂ -"J! v - _ _ _ _ _ ' _ __nw ^^[ ,̂ . ( ̂  o,̂  i o, ), o^. i oj '

ou encore (en appliquant à la fonction E(a-, O^J 6») le lemme du paragraphe 13),
au plus de l'ordre de i|̂ - II en est alors certainement de même de la
somme (5i).

On peut conclure finalement que le rapport (46) entre les dénominateurs de
même indice est égal à i, à une quantité près, de l'ordre de N^0 au plusrty. V '

De ce qu'on a démontré dans ces deux derniers paragraphes concernant les
différences (48) et les rapports (46) on peut conclure, d'après ce qu'on a dit
au paragraphe précédent, que le rapport (44) est égala i, à une quantité près,
de F ordre de—'— au plus./<„ r

- 23. Nous avons vu (§ 14) qu'on peut choisir N^ de l'ordre de ra^; nous

avons vu d'autre part (§ 9) qu'on peut choisir £; de l'ordre de a^. Du résultat
énoncé à la fin du paragraphe précédent on déduit alors qu'on a deux inégalités

(55) î(^|9a)(I-«£^^)<Ç(a•ie^,)<S(^|9a)fI+^ot^), -
\ 2 / \ 2 /

a étant une constante, qu'on peut choisir indépendamment de a.
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On tire immédiatement de (55) que la succession

(l5) Ç(^|ôi), S(^ |Ô2) , ..., S(^|ôa); ...

converge vers une fonction continue et positive ^(o? | 0). La transformation infini-

tésimale ^(^[Q)-7- engendre alors, d'après ce qu^on a vu au paragraphe 7, /a
eue

transformation T(©), adéquation
,r,=^|0).

En considérant maintenant 6 comme une variable, nous avons une fonction
^(a?, 6) des deux variables x et 9; la famille oo1 de transformations infinitési-
males $(^, 6) — nous donne la solution du problème traité dans ce Mémoire.

CHAPITRE IV.

24. Pour compléter la démonstration du théorème énoncé au paragraphe 1,
nous devons démontrer que la fonction ̂ (x, 6) est continue par rapport à 6.

Pour toute valeur de 6, qui correspond à une transformation de module
irrat ionnel, la cont inui té résulte immédia tement de la démons t ra t ion donnée au
paragraphe précédent. // nous reste donc à démontrer que ^(.r, 0) est continue
pour toute valeur de 6 qui correspond à une transformation de module

rationnel —a •
ïly.

,„ „ . , , . ,. nio mi m.2Comme nous avons tait au paragraphe 4, nous indiquons par —i —? —» • • • ?
/nfL-1-les réduites du développement de-^. Si k est le module d'une transfor-
^a-i 1 r ^a

mation de la famille de paramètre 6 inf in iment proche de 9a, les a + i premières
réduites de k sont données par les a premières réduites de ma et par^ elle-

11 y. ny.

même; la (a 4- 2)iclnc réduite sera donnée par
^q.M __ mq_i-4- a^m^

'^41 ~~~ ^a-i-1- ^a^a î

où rentier a^ doit être considéré comme infiniment grand. Indiquons par —a-^*
/?a-4-'î

/nlt^-.. les réduites successives (éventuelles) de k et par 6a+i? ^4-2? ^a-^ • • •
^a-i-n

les valeurs du paramètre, qui correspondent, respectivement, aux valeurs
m^ m^ m^ du module.
^a+i noi+2 ^a4-3

Démontrons d^ abord qu'on a
^ lim \{x\ 604.1)

(56) "^'"I^TÏaV ; - - - • • - • • ; •
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il est à pe ine nécessaire de remarquer que, contrairement à ce que nous faisions
aux chapitres II et III, nous considérons ici l 'indice a comme fixe. D'autre part,
(6a+t— ôa) sera in f in imen t petite, de l'ordre de —•

Pour établir (56), nous allons reprendre les considérations du chapitre
précédent et démontrer que, pour dy.-> oo, l'expression (47) devient inf iniment
petite, et que d'autre part, le rapport (46) tend vers i.

Considérons d'abord l'expression (47), en u t i l i s a n t encore l ' inégalité (48).
Nous trouvons d'abord que le premier et le troisième terme du deuxième
membre de cette inégal i té sont i n f i n i ment pe t i t s pour a -> oo. En ce qui concerne
le deuxième terme du deuxième membre, on a d'abord que ce terme est au plus
de l'ordre de

M-l.l^0 £f^-1 (^^1)1 00^-1 1.

rîy. ^04-1 1

^-i(^ ôa-n)|8a.-t] est d'autre part de l'ordre de ^,_i(.r, 60+1) | ôa], d'après
les résultats du chapitre précédent, et ^[^',__i(.z', Oa+i ) [6a ] est (§ 15) au plus de

VT 1 , 0 ]V 1 ,0

l'ordre de Na10. Le terme considéré est donc au plus de l'ordre de M1 ;1 -°— —^—;
1 ^a ^a+i

il est donc lui aussi in f in iment peti t pour a —^oo. Nous pouvons alors conclure
que Pexpression (47) est in f in iment pet i te pour a^-> oo.

Pour démontrer que le rapport (46) tend vers i pour a^-> oo, nous devrons
faire voir que les sommes (5o'), (5i ') et (52') deviennent in f in iment petites et
que le produi t (53) tend vers i. En ce qui concerne les sommes (Se/) et (52'),
cela résulte déjà des évaluations faites au paragraphe 22. En ce qui concerne
d'autre part le produit (53), nous sommes ramenés à démontrer que la somme

^ 1 y<x+i — y<x
1

^[^(^Oo^ e^leq'l ^[^W^^i e a \ e a 1 | 6 a 1
'^[^{.y. 60^1 9a) Qq]^ . x goi(4^(.r, ea^|ea). ea||ej^ .

1 r i ^ ( ^ fi. 1 A . M A i ^^-^) I do.(-^ A . l A ) A . l l A . l ^ga- l--u^g|^^(^e^|6a) eq] a+1 a____g|^^(^e^,|ea).ej|ea
E[^(^9^ 6a) ,Oa-M|6aj

devient infiniment petite.
Pourra >oo,^z+i(^, 6a+i|6a)et^[,y/(^» 9an|9a)? 9 a] sont inf in iment proches ;

chaque fraction dans la somme précédente est donc in f in iment peti te; chaque
terme de la somme est par conséquent i n f i n imen t petit d'ordre supérieur par
rapport à [ Ô y . _ i — Q a l f à — 1 — ) - En remarquant que le nombre s des termes est

\ ^a-M /
plus petit que/^a+i? on conci ut que la somme est infiniment petite pour a^->cc.

25. Pour démontrer l^affirmation contenue dans (56), il nous reste à étudier
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•i A c» i'\ yv» »v» rï 1 r\ T ^la somme (Si'). Cette étude occupera ce paragraphe et les deux suivants. La
somme en question est p lus petite que

M2"0^ JiK^ ô^i|ea)-^(^, 6^) (^/^);.

pour a^-->co le nombre des termes, s^n^^ === ûa/^+ ^a-i> est in f in iment
grand de l'ordre de dy, au plus; pour démontrer que la somme est inf iniment
petite il s'agit alors de montrer que l'expression

(43) ; §l{x, 6a+i 9a) - ̂ /(^, 9a+l) ! (7 ̂  1 ? ^ • • • . -s- - 1 )

est i n f i n i m e n t petite d'ordre supérieur par rapport a l ? ce qui revient à dire

que la fonction, qui caractérise la transformation très petite T^Oy^ |Oa)T ̂ (Oa^)?
est i n f i n i m e n t petite d'ordre supérieur par rapport à -1-- Nous al lons déduire ici
ce dernier résultat d'un lemme, que nous démontrerons'dans les deux para-
graphes suivants, d'après lequel on peut supposer que la fonct ion, qui caracté-
rise la transformation très petite 'l'""^-(Oa+i | QoOT^OaM)' es^* pour â^-^oc,
i n f i n i m e n t petite d'ordre supérieur à ( ^ ) • Remarquons que, d'après l'éva-

\ ^a /

lua t ion faite au paragraphe 20, la fonction qui caractérise î (6a^ |9a) l ^(^a+i)
est, pour ûy >oo, de l'ordre de ( — ) au plus et que, t étant un entier donné, i l

\ ay. )

en est a priori de même, d'après l 'évaluation faite au paragraphe 20, de la
fonction, qui caractérise T^O^i | Oa)T^(^an )•

Ayant posé
l==bPy, -{-t (^^-l),

on a

(07) T<9a-M 0,)T^(0^,)- TT T^•(Oa.-,)[T-<O^Jea)T-- / /-(Oa.,)^T- /^(6a,l)
l o 7 ' ( |

xT^^O^^T^O^ Q^T-^ôa.^^T-^tOa-.,). !

P^Ôa+i) éta^nt engendrée par la transformation infinitésimale ^ ( . y iO^ i ) - 7 »
on a, en rappelant (a5),

^^1604-1 )
^^[^-^•(•y? ^a-t-i)» ^a+i]— ^ . _ / A — — M e i^ [ ^ — " a ^ V ' ^ î ' a + i / j ^ a + i . l

^°[^_^(^, Oa+i), ^a+i] est donc au plus égal au rapport entre le maximum et
le m i n i m u m de la fonction ^(.r[0a-n). D'après les résultats du chapitre
précédent $(^|9a+i) est, quel que soit x, de l'ordre de ^(x 9a), le rapport en
quest ion est alors de l'ordre du rapport entre le max imum et le m i n i m u m
de Ç ( ^ j O ^ ) ; ce dernier rapport est évidemment indépendant de «a. On voit
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alors, en rappelant la formule donnée au paragraphe 7 du premier Mémoire,
que la fonction qu i caractérise

T/^'r^^)[T^(^..Jô^)T-^(0^)]T-/^(8a^)

est infiniment petite, pour a^ ^oo, d'ordre supérieur à ( ) * si tel est le cas
\ ^a /

pour la fonction qui caractérise P"(0a+i |6a)ï'"-/< ' /•(^a4-^)• Au produit entre
accolades, de h^a^ facteurs, il correspond alors une fonction in f in iment
petite d'ordre supérieur par rapport à - •

A la t ransformation

T^ ^(Oa-l) [T /(Oa-., IOa)T-/(Oa-M)]T-/^(Oa4-l),

il doit correspondre d'autre part, d'après ce que nous venons de dire, une
fonction inf in iment petite de Perdre de ( -s- ) • On peut donc conclure f inalement
qu'à la transformation T^O^i [ Ô^T^CQa+i ) correspond une fonction i n f i n i m e n t
petite d'ordre supérieur par rapport à I •

d'y.

26. Nous devons maintenant combler la lacune dans la déduction du
paragraphe précédent.

La famille P^ô | 60), de même que la famille ï(6 | Ûa)? n'est pas complètement
déterminée, du fait de l ' indétermination, qui intervient dans le choix de
^^(^IQa) ; nous voulons montrer maintenant que, pour a^ infiniment
grande on peut choisir ^° '\x 9a) de façon que la fonction^ qui caractérise
^(Oa-n | 9a) r\'~'^^^^\ soit infiniment petite d''ordî'e supérieur par rapport à ( -i- ) •

Nous allons d'abord reconnaître d 'une façon plus précise quel le est l 'indéter-
mination, qui intervient dans le choix de ^^(^[Oa) ; d'après ce qu'on a vu au
paragraphe 6, on peut ajouter à cette fonction une solut ion E0'1****^ 9a) de
l'équation
(^ r^—\^(x^ 1 6 0 ) 1 6 0 1 .
(58) ^ ,[-^TlM|6.] ^-°- .

De cette équation, en dérivant par rapport à x, on tire

•^\X\ 6«) __ ̂ ^\g(X^ l| Qq) | 6q],

^|6a) ~ ^ ^ ( ^ l | 6 a ) 1 6 a 1 '

cette relation nous montre que e)?i ^('^1 o a ) i Qa^ considérée comme une
A Slé>'(•r» ^ | 6 a ) | y a J

fonction de t, est périodique de période i.
Il est facile de reconnaître que cette fonction possède une deuxième période.
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Lorsque t varie, le point g ( x , ^|9a) parcourt la courbe fermée C; la fonction

^ ' • i i ' ' i prend donc la même valeur pou r deux valeurs différentes de tç. o ( -y / H - ^ H -. S- *ÇL^, ^ [ 6 a ) 6aJ

qui correspondent à un même point de la courbe. Pour déterminer la période
en question, il sutfit alors de remarquer que la transformation T(6a), qu i a
un module égal à •A/la? transforme le point x dans le point g ( x , i|6a)=^(.r,6^); à
cette transformation correspond donc un intervalle unitaire pour la variable t\
à un tour complet de G i l doit correspondre alors l'intervalle —I— --== nv- pour la

niy. m^
n^

variable t.
P-i^l^, ^ [ 6 a ) | 6 a 1 i , 1 / . , , ^a |i iLa fonction ' . . 1 — . ' ..' , ' a donc les deux périodes i et —; elle a alors

^g^X, ^ | Q a ) | 6 a j l m^

la période -î—- Par conséquent, l'équation (58) équivaut à

,̂, ^^^^(^,|ej|e,]
( ) Jo -ET^^^T^T-"0-

En rappelant d'autre part que les valeurs de ^° '(^ 9a) doivent être de
l'ordre de n^^°^Ç.v 6a) au plus, on arrive à conclure que Vindétermination
dans le choix de la fonction ^"^(.r 9^) consiste en ce quon peut lui ajouter
une solution arbitraire Ç0'1****^ 9^) de (58'), qui soit toutefois de Vordre de
n^^x 9,) au plus.

Pour arriver à démontrer le résultat énoncé en italique au commencement de
ce paragraphe nous devons étndier aussi, d'une façon prél iminaire, les deux
transformations très petites, qui transforment les points de la courbe de la
même façon, respectivement, que P^a+i) et T^Ba+i |9a), et que nous allons
appeler les transformations géométriques P^a+i ) et T^Ba+i 9^). La transfor-
mation géométrique P^a+i) coïncide avec la transformation T^^^r^a+i);
pour a^ ->oo son équation est donnée, d'après ce qu'on a montré au commen-
cement du paragraphe 12, par

na.

(59) ^=^-t-V ^fr;^' oa)' oal(Q^-9«)+...^+ ̂ ^|e«)(9^.-9,)-t-....
'—s ffs v^î ^a/) ^a
i

Considérons ensuite la transformation géométrique T^&a+i |9a). Cette trans-
formation est donnée par le groupe g\ engendré par

S(^0a-.i ea)^={S(^|ôa)4-(6^-6a)^ l(^]6a)+...^

lorsque, dans g\, on donne au paramètre t une valeur convenable inf iniment
petite. De l'équation (Sg) de la transformation géométrique T^ôa+i) et de ce
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que 1^(0) et P^ôlôa) sont tangentes on dédui t que, à des infiniment petits
d'ordre supérieur près, dt est donné par —((^4-1—Oa) . La valeur que la
fonction, qui caractérise T^Ôa+i |9a)? prend en un point x est donné par dt,
qui mult ipl ie la valeur de l'expression

£(^604-1 6a)^0 M^^i-Oa^Môa)-^-...

en un point convenable compris entre x et son transformé par la transfor-
mation géométrique T^Ôa+ilôa); la distance entre ce point et le poin t x est
évidemment au plus de l'ordre de ^^(x Oa)(9a+i— ^a)- La valeur en question
est donc exprimée par

,(X Oa) + (604-1 - 6a) [^(X | 6a) + P ̂ ^(X | 6^) E(X | O a ) 4 - . . . L

dans cette expression p représente un coefficient borné, qui ne dépend évi-
demment pas du choix de la fonction ]:OJl(x\Q^); les termes négligés sont
in t în iment petits pour a^-> oo .

L'équation de la transformation géométrique T^O^, 19a) ^st donc donnée par

(60) ^^+^(^|9a)(9a+i-,ôa)
"a

+^hM^lea)+p^l'o(a;lea)^l9a)"a L a^

dt-'^(^-^) 1
+————(T———H—————£M9a)+... (Oa+i-Ô,)2.

^a+1 — ^a J

Considérons enfin la transformation T / ? a(6a+^|9a)l -"< 7(9a+^ ); indiquons par

(61) - ^^= ̂ +^|6a, 60-4-1) (6a4-,-M2

l 'équation de cette transformation; nous allons évaluer l'ordre de \^{x 6a? ôa+i).
On a vu au paragraphe 20 que la fonction, qu i caractérise 1(604-11 Q^T"1 (6a+i)»
est au plus de l'ordre de ^aNa'°(6a+i— 6a)2; d'après les résultats du paragraphe?
du premier Mémoire, la fonction, qui caractérise T^Oa+i [9a)T-na(Oa4.^ ), est
alors au plus de l'ordre de

^aN^^Ôa-M-ôa)2^ ^l'o[^-r(^ 6^4-1), Oa^1.
•A—/-

o

^4/î/î. £'c. A'o/'m., (3), LXIX. — F'ASC. 4. o3
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Lorsque a^ oo, g^\,g-r{^. &a+i), Ôa-M jtend vers ̂ /'[g-r^ Ôa), M; l'expres-
sion précédente tend donc vers

-^N^(Oan-Oa)^ ^——in
^—/ 'ô - / ' V ^ ? •'a/'

o

^-/,.N,»(0^-0^,.^^

flr/ l

^^N^rO 0 V2 I ^ V ^''[^-'(^ ̂ a)
^^ ( (Ja+•-oa) ./^-ï^2j,———^(^0,)———

o

-,^N^^0 0 Y-^00 ! '̂- / / a N a ^'J^1-'J^ ^M0-1

On peut alors conclure que (JL^IÔ^, O^i) est au pi us de l'ordre de ^Na '°S(^ ôa)-
Supposons maintenant qu'on ajoute à S051^ 6a) une solution ^° ̂ ^^(^lôa)

de l'équation (SS^); d'après (60), on devra alors ajouter, à la fonction qui
représente la transformation géométrique T^ÇO^i [Qy.) , la fonction

(62) i^£u• l—(^|Oa)+^ /^(^ iO,)<(0^,-Oa)S
' ny, "a '

CT étant un coefticient convenable, qui dépend de Oa et de ûa+i (1)- A la fonc-
tion ^(^|6^, 0^)(e^—e^)2 , qui représente ^(Oa+Jea)!-"^^^,), on
devra par conséquent ajouter la valeur

i^0-1^^^, Oa+i) 8a]+^£[^-//,(^6a^) 6a J \ ( 60-., - Oa)2,
( f1^ a^ )

que la fonction (62) prend, au point g_^^x^ O a 4 i ) ? transformé de x
par 1-^(0^).

Lorsque «a->oo, g_^x^ 6^+1) tend vers «r; la valeur considérée tend vers

; ^0•1——(^! 8a) + ̂ '^(^ ; Oa) | (6^1- Oa)-2 .
r ^a ^a )

Nous pouvons alors conclure que, à l ' indétermination dans le choix de ̂ ^(.r 6a)
correspond une indétermination pour \j.{x 9 a » 6 a 4 i ) ; on peut ajouter à cette
fonction une expression de la forme

^^ j - (^ l9a)4-^y£(^ i6a),
^a "a

(1) On doit considérer le ternie 7-,°^ ç(a? | 6a) du fait qu'on ne peut pas exclure, a priori^ que dt
^a

dépende du choix de ^°»1 (x \ 6a).
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S0'1^*^! Oa) étant une solution de (OS7), dont les valeurs sont de l'ordre
de n^^°^(a!\ 0^) au plus.

27. Nous allons donner ,une équation symbolique, qui doit être satisfaite,
pour a^ >oo, par la transformation très petite Ï^O^i lOayr'^Qa-i). De (S^),
en faisant l=n^i, on tire

^a--l ^

(63) TT T^(Q^,)[T^(e^i Ô^T-^Q^i^T^^ea-.O^T^^O,^)
( /' )

X [T^ <6a-M ^T-^-1^)]^-^^) ==T^^(9a^ 1 ôa)^7——^^)^ I.

A priori^ pour aa >oo , la fonction, qui caractérise 1^(6^ lôo^T'^ôa+i) est
infiniment petite, de l'ordre d e ( — ) au plus; en répétant le raisonnement

\^a/

développé au paragraphe 25 on trouve par conséquent que la fonction, qui
caractérise la transformation indiquée symboliquement par Pexpression entre
accolades dans (63), doit être inf iniment petite de l'ordre de - au plus. La
fonction, qui caractérise

T^^Oa-M)!'^--^^!! O^T-"- -(O^^JT-^^O^i),

sera inf iniment petite de l'ordre de ( - î - ) - O n peut alors négliger celte trans-
\ ^a /

formation et l'on trouve de la sorte

(63') TT T^Oa-M^T^Oa-M ! 6a)T-^(Oa.i)"|T-^-(Qa-.i) == ï.
-•- -9- r

[1 est nécessaire de transformer ultérieurement l 'équation, que nous venons
<robteni r . Remarquons d'abord que les deux fonctions, qu i caractérisent respec-
t ivement la transformation géométrique T'^Oa+i), dont le module est égal
à n^ ma±l—mo,= ———? et la transformation de même module engendrée

^a+i ^a+i -

par î,{x\ Oa)-7" î se réduisent, pour a^ oo, à une même fonction,

^(^eaKôa^-Oa),
fïy_

à des quantités près, qui sont inf iniment petites d'ordre supérieur par rapport
à -1-- De même, les dérivées premières de ces deux fonctions se réduisentà -1-

a;

a ̂ ^oc- ~~ï~ •s
(/a

rieur par rapport à -1--

a ^ '^^(^IQaK^a+i — 9a); à des quantités près, inf iniment petites d'ordre supé-
^a
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On déduit de cette remarque que, pour r<^ a^ les deux fonctions, qu i carac-
térisent respectivement la transformation géométrique très petite T^Oa+i),
de module r-^—^-—» et la transformation de même module engendré^a+i
par ^{x 9a)— coïncident, à des quantités près qui sont inf in iment petites
pour a^-> oo. Les dérivées premières de ces deux fonctions coïncident de même.

On voit alors qu'on peut substituer, dans (ôS^), à la transformation T^7 (Oa+i ),
la transformation de module r — ' — ? engendrée par E(.r ôa)— 7 ; on obtient

/2(3(-{-1 Cl 30

ainsi, pour T^Oa+i1 9a) l ' ^ C Ô a + A ) » l'équation symbolique dont nous avons parlé
au commencement du paragraphe (équation que d'ailleurs nous renonçons à
donner explicitement, pour ne pas introduire de nouveaux symboles). Ce qui
nous intéresse, c'est de donner l 'équation pour \î.{x 9a, 9a+i)» qui corresponde
à cette équation symbolique. Remarquons pour cela que T(9a), de module -a»

est engendrée par le groupe g\ de la transformation infinitésimale î,{x 63,) J

lorsqu'on fait t= i ; on obtiendra donc la transformation du même groupe de
/ _ i')0'4-1

module r——-— en faisant t= : r — ' . m v : \ ce nombre est sensiblement
^a+i

é^al h — -7-- L'équation de cette transformation est alors donnée par

^Y=^\ X, .1-
En utilisant une fois de plus les résultats du paragraphe 7 du premier

Mémoire on aura donc, pour |JL(^| Oy., 9a)? l'équation

Y
-^ r

Oa 0,, 0,
lUy, dy,

( / T \a y.^,« ^,L_LLZL, o,
"ta "a

(^^ r_
m^ ciy,^ \ê ^ 6a 6a, Oa+i

=^iMY
•^"7'

\§ ^ ma a a
9a Oa

Divisons cette équation par ̂ x\ 6a); en outre, si a est impair et (— 1)°'==— i,
remplaçons x par g \ x , -I- aa—1- 9 a ) e t r p a r — r • - r - ^ a — i . Nous obtenons de

\ ^a ^a /

la sorte l'équation

v ^(
-r"^. I r
- ft i J L / 1 — "

L \ my. ^a

^. I />

\ ' /Ma ^a
..)

0.)

Oa, 0,,-i

Oa
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i étant un entier très grand, considérons, à coté de cette équation, celles qu'on
obtient en y substituant x par g ( x , 7 -î- -/- 6^) , où /== i, 2, . . ., i— i. Si

\ l my. a0!. ]

nous additionnons ces équations et divisons ensuite par nous trouvons
m y, Cly. l

i
.^ i
-J,,77Za

>

, , 4"
Lîy, l

(r l ^/+•/

V ' m^ ci^i
( i ri + /

n- \ ^y "
,-) l •^1

. \ ^/a ^

0.)

».)1».]

Oa, Ôa+i

^ S,.
0 0

Le premier membre est une somme de Riemann de l ' intégrale
i_

/•"''^l'^.z'.riQoOiea.^-.-il ,
Jo ^^(^- |ya)!0a. | ' ' '

du fai t que cette relat ion est valable pour ^ in f in imen t grand, on déduit
j\_

F ' " - ^[§{X, T | Qq) i Qq, Oq ,, 1 ̂  - ̂

^ , [ ^ ( ^ T | O a ) ; O a J

Cette équation pour la fonction ^(o-jôa, 9a+i) est égale à l 'équation (ôS^, ^
laquelle doit satisfaire la fonction ^° ̂ ^^(^ 6^). Nous sommes arrivés au point
essentiel de la déduction développée dans les deux derniers paragraphes :
Additionnons à la fonction ^^(.r jôa) la fonction -^ ^ ( ^ j 9a» ^a+i)? qui repré-
sente une solution de (W) et dont les valeurs sont, comme l'on voulait, de
l'ordre n^^ÏÇx 6a) au plus; d'après ce qu'on a vu à la fin du paragraphe
précédent, la fonction ^(rr 6^? ^a+i) est alors transformée en ^(^[Oa); comme
cette fonction doit être encore une solution de (58') on voit, a posteriori^
que a=o.

Du résultat obtenu on déduit immédiatement le lemme énoncé au commen-
cement du paragraphe précédent.

On a donc enfin démontré que
g ( ^ j Oq+j)l i m — — — — — = . .

a^ ^(^!M

;i8. Pour démontrer que ^(^, 0) est continue nous devons successivement
considérer le rapport ^ / 1 + ' 2 'i nous allons voir dans ce paragraphe ([n'on a

(64- lHn|(^=,.jnn| î°î-^
^^|9a.t<)

D'après ce que nous avons vu au chapitre précédent, le rapport en question est
N ' ' "égal à i, à une quantité près, de l'ordre de —î±), N^'°., étant une borne pour la
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valeur absolue de ^ °(*ri 0^). Nous allons reprendre ici les considérations du
paragraphe 14 et reconnaître que, dans les conditions actuelles, on peut choisir

N ' ? °la borne Na^i de façon que le rapport —^—1 soit in f in imen t petit pour dy-> oo . La
.- ' ^a+i

détermination d 'une borne pour \^l^Çx\Q^^)\ revient, d'après ce que nous
avons vu au paragraphe cité, à celle d'une borne pour les sommes

w") s.g::!:!;̂ :::̂ ^0"1'''"-' <•-'•"•>•
o

Nous allons d^abord montrer que, pour a^-> oo, les sommes

^"•> l,̂ !:̂ :::̂ ""-0-'̂ '' '•<"""
o

sont inf iniment pe t i tes ; par une déduction tout à fait analogue à celle du
paragraphe 14, on voit que ces sommes sont au plus de l'ordre de

^[^(^ Oq^), 0^,1

^(^Oa+i)

On a alors
„ ^•°|^(^, Qq+l). Oq+i'l _ ^ ( ^ | 0 q + i ) "^\gn^i^, Qq^i) | 604.1

^ Do ) ^1 ,U / ^ A \ —— •: 1 r, l /y. (\ \ ! H 1 •: 1 o- / ^ A \ 1 A 1^(^Oa-M) . Cl^(^ Oa+ i î lOa+ i ] ;L^ ̂ , Oa+i ) | O^i 1

Diaprés (56) on peut substituer au premier facteur du second membre de (65)

^iM ^ ^j^Oa+i) M-^IM
c [^, ( ̂ , 6^-1 ) l Oa ] El ̂ , ( .̂  6^1) j 6a ] '

en faisant une erreur in f in iment petite. Le numérateur de la traction au
second membre de cette dernière équation ne peut certainement dépasser
;N^°Ya(^ ^a+i) | ; il est donc, d'après ce qu'on a vu à la fin du paragraphe 10,
au plus de l'ordre de N^°——Ï( . r |6a) - La fraction considérée est donc aum,

N 1 ' "plus de l'ordre de —°—î sa valeur est donc inf in iment petite pour a^~-^cc, on
^ ( v \ 0 }conclut alors que le premier facteur -,——." t ! a^1 ..——, du deuxième membre

1 A -L^a^ Oa+i ) | Oa+i J

de (65) est inf iniment proche de i. On peut démontrer, d'une façon analogue,
qu'il en est de même du deuxième facteur. Il résulte alors, comme on l'avait
annoncé, que les sommes (29a^1) sont inf in iment petites pour Oy-^ oc .

En rappelant (16) et (26) on voit qu'on a

^/(.^ 6 0 ^ 1 ) 1 6 0 ^ 1 V\gi(^. 60^)160^
/ -î 0+1 Y«l^(^ 60^.1 ) | 60^1] _ g(^ |6o^) __ ^°^,6o.M) ,
{ ) ^(^|6o^) ~ ïa|^(^6o^)|6o^| ~ ̂ •°^, 6a,,) ( '< /^1^

. Ta^;6a,..i.) Ta(^ ;6a4- i )
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x^ étant un point convenable dans l ' intervalle Çx, ̂  (^?, O^i)) . On a d'autre
part

,^°(^0a^) _^i0q_,) 'i{gl\X, Oa^) i0a_, , |

^ '°(^Oa-M) ';(^ Oa+i) '£[^(^,604-1) Ôa+l :)'

Par un raisonnement analogue à celui utilisé pour le deuxième membre de (65)
on trouve que le deuxième membre de la dernière relation est infiniment
proche de i pour â^->oo. Le rapport (So0^1) est alors inf in iment proche de i
pour a^-> oo . On en dédui t

^(^ Oa-M) i e^.]^ ̂ ^^[^(^ °^) 1 ^4-1J[I4- 0/£(^)],
^ \Jb \ ^a-4-i ;

£(<?a) étant une quantité inf in iment petite pour ûa--->oc et p/ étant un facteur
(qui dépend aussi de x et de a^) qu i reste borné.

Si l'on introduit dans (sg3'4^) l'expression obtenue pour E[^(.r, Oo^) |6a+i]
on trouve

(^ ^[^(^o^),e^j )
:̂  l^[^ 6^), O^.,^4^1^ ̂ ^I^Jj

g(^ iOq^) . .y ^^[^(^O^O^Oq^J ,. ^
ïa(^ Ô^O^'^A07^^^^^ Oa.O, O^^4^^- ̂ l0-^

o

Dans le premier des deux termes de cette expression on trouve le produit de la
fraction œ ' a+ ' (qui, d'après ce qu'on a vu au paragraphe 14, est de l'ordre

Ta(^| ^a+i) i r A r D r

de /la^, ) par une somme qui, d'après ce que nous venons de voir dans ce para-
graphe, est infiniment petite p o u r r a — o o . Dans le deuxième terme on trouve

; ( x 0 N)la même fraction -3——, a + l^ qui est multipliée par le facteur infiniment
T a ( ^ | ô a + i ) l r '

petit ^(ûa) et par une somme q u i , du fait qu'on a

^ |ya[^(^0a+i)|0a4-i]|<

o

Ja+iJI ^- A î

reste bornée en valeur absolue. On conclut alors, en raisonnant comme au para-
graphe 14, qu'on peut donner une borne pour la valeur absolue de^ •°(^\ 0^, )
de façon que, pour a^->oc, le rapport de cette borne à zia+i soit inf iniment
petit. La relation (64) s'en déduit immédiatement.

29. Au paragraphe précédent on a utilisé le fait que

iim^i0-1^:.
a^ ? ( ^ [ 0 a )

pour démontrer que
Hm^1^2;:^.
^^(^|ôa4-i)



43o A. FINZI. — GÉNÉRATION D'UNE TRANSFORMATION DONNÉE D'UNE COURBE FERMÉE.

On a alors aussi
lim^10-2^!.
a^, ^|M

En utilisant maintenant ce dern ier résultat, on peut démontrer , par un raison-
nement tout à fait semblable à celui du paragraphe précédent, qu'on a aussi

lun^'0-3;^,
a.-y^MOa^-)

et par conséquent, ^
i (^ |0o+3)lim . ' , „ :-: i.

./,>. Ï ( ^ | 0 a )

On peut continuer par i nduc t ion . On pourra alors choisir une valeur de
l ' indice a' ^> a, qui soit inf iniment grande pour a^-> oo et telle que

i. ^|Mlim 2———— === i.
a,>ooU^I°a)

En désignant par 6 une valeur du paramètre telle que la valeur correspondante k
du module admet ma parmi ses réduites, on a d'autre part, d'après les résultats

- ^a r

du chapitre précédent,
r S(^l^lim -2-—-— =1.
a'^^|9a')

: ( 3C \ 0 ^
On déduit des deux dernières relations que le rapport -——— tend vers i

^ ^ X j va)

lorsque a^ > oo. Cette dernière relation démontre la continuité de la fonc-
tion ^(cT, 9) au point 6a.


