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SUR LE PROBLEME DE LA GENERATION

D'UNE

TRANSFORMATION DONNEE D'UNE COURBE FERMEE
PAR UNE TRANSFORMATION INFINITESIMALE

Par M. Arrico FINZI.

CHAPITRE .

1. Dans un Mémoire précédent (*) j’ai considéré, sur une courbe fermée C,
une transformation T, dépourvue de points invariants, d’équation

m=glo), |0 >

et j'ai étudié la question de savoir s’il existe une transformation infinitésimale
E(x) —;—g, qui engendre la transformation T. Dans le cas ou le module (*) % de la

transformation T estirrationnel (I’étude du cas oule module est rationnel peut se
faire par des considérations tout a fait élémentaires), j’ai donné, au chapitre 111
du premier Mémoire, une premiére réponse a la question par le théoréme A :

(Y) Voir Ann. Ec. Norm. Sup., t. 87, 1950, p. 273. Ce Mémoire sera parfois indiqué briévement
par la lettre G.

(2) Le module est un invariant, qu’on peut attacher a toute transformation T de C dépourvue de
points invariants : considérons T comme engendrée par un mouvement continu, qui porte chaque

. , 1 . m
point dans son transformé, on pourra considérer, pour une puissance T#, l¢ rapport ; du nombre m
des tours de C, que ce point accomplit par T# & ’exposant n. On définit le module comme la limite
A . m e - .
(qui existe toujours) de ~, bour 72— . Pour des considérations plus précises, voir G, § 6. On peut

concevoir trois cas :
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La transformation T admet une transformation infinitésimale génératrice (et une
seulement) si g (x) posséde une dérivée seconde satisfaisant a la condition de

. . . . . m I . , .
Lipschitz et si, en indiguant par —= (x=o0, 1, 2, ....) les réduites du déveloopement
e

du module k en fraction continue et par a, les quotients incomplets, on peut donner
un nombre positif \ < 1, de fagcon que

lim 2% —o.

ayo Mty
Il importe de rappeler (G, § 36) que, lorsqu’on ne fait aucune hypothése sur la
croissance des entiers a, p‘dur a— o, il peut arriver que T ne posséde pas
une transformation infinitésimale génératrice, quelles que soient les hypothéses
qualitatives (méme I’analyticité) que I’on fait concernant g ().

Dans ce Mémoire je me propose de donner une deuxiéme solution du

probléme, qui est fondée sur le théoréme suivant :

Considérons une famille ' de transformations réguli¢res (*) T (), dépendant
du parameétre ), d’équation

(1) =g (z, 0).

, . \ Lo, dg(z, 0) PRg(x,0) dg(x0)
Supposons que g(x, 0) posséde des dérivées ey - g
g (x, 0)

p P T et que ces dérivées satisfassent a la condition de Lipschitz par rapport a

28 (=,

oo . 0) : ) : ,
zetal. Supposons encore ——g > o. Il existe alors une famille ' de trans-

Jformations infinitésimales
. d
(2) (2, 0) L,
telle quon obtient la famille donnée T (0) en considérant les ' groupes g,
engendrés par la famille (2) et en choisissant dans chaque groupe la transforma-

tion de paramétre t=1. On démontre que la fonction £ (x, 0) est continue par
rapport a ) [et, naturellement, par rapport a x (*)].

En vertu de ce théoréme, une transformation T posséde certainement une

1. Il y a une puissance T», qui laisse tous les points de C invariants; T est donc cyclique. On verra
au paragraphe 4 qu’une telle transformation posséde une infinité de transformations infinitésimales
génératrices.

2. Il y a une puissance T”, qui laisse invariants certains points de C. Le module de T est, dans ce
cas aussi, rationnel. On démontre immédiatement (G, § 1) que T n’admet aucune transformation géné-
ratrice.

3. (I n’y a pas de points invarianls pour une puissance quelconque de T. Le module esl irrationnel.
On démontre facilement (G, § 5) que T admet une transformation infinitésimale génératrice au plus.

Nous dirons que les transformations 1 et 3 sont régulicres et que les transformations 2 sont
irréguliéres. '

(*) Pour la définition d’une transformation réguliére, voir note (2), p. 1.

(*) E(x, 0) est méme continue par rapport au couple des variables z et 0.
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transformation infinitésimale génératrice si elle fait partie d’une famille oo*
satisfaisant aux conditions indiquées. On doit remarquer que la condition qua-
litative concernant g () est la méme dans les deux solutions du probléme,
tandis que la condition arithmétique qui parait dans le théoréme A est remplacée
ici par une condition d’une nature complétement différente.

Il'y a tout de méme un caractére commun aux deux solutions : La difficulté
du probléme revient & ce que £(z), considérée comme fonction de g (),
n’est pas continue d’ordre fini, au sens du calcul fonctionnel. On surmonte
cette difficulté en se placant dans unsous-ensemble de I'ensemble desfonctions
g(x), dans lequel il y a au contraire une continuité d’ordre fini : dans le
premier cas ’ensemble des fonctions g (), qui correspondent aux transforma-
tions ayant un méme module satisfaisant a la condition arithmétique indiquée,
dans le second cas la famille (1) de fonctions dépendant du parametre 6.

‘Nous allons indiquer rapidement méthode de démonstration du théoréme;
il sera possible d’en donner une idée plus précise au commencement du
chapitre II. ’

dgl(z,0)

dx
est une fonction croissante du parameétre 0; il y a donc une correspondance
biunivoque entre les valeurs du module et les valeurs du parameétre. Indiquons
par k une valeur irrationnelle du module et par @ la valeur du parameétre telle

étant positive, le module 4 (0) des transformations de la famille (1)

que k= £(0). Indiquons ensuite par %, '::2, S %Lﬁ, --+s lesréduites dudéve-
. . ) 1 2 oL
loppement de k en fraction continue et par 0,, 6,, ..., 6,, ..., les valeurs

correspondantes du paramétre.
Considérons la transformation T (0,) d’équation

= g (@, 0,),
qui est réguliére et qui a un module rationnel; il y a une infinité de transfor-
mations infinitésimales, qui engendrent T(6,) (*); on peut toutefois choisir
) . o df e
une transformation particuliére, E(w|0a)% par un procédé général. On

démontre ensuite (et c’est la le point le plus difficile) que la succession des

fonctions

obtenues de la sorte converge d’une facon uniforme vers une fonction continue

et positive £(|0©). On reconnait alors facilement que la transformation infini-
. d .y .

tésimale E(w]@)d—{: engendre T(0). En considérant ensuite § comme une

variable et en démontrant que la fonction 5(a, 0) obtenue de la sorte est con-
tinue par rapport & 0, ontrouve la famille (2) de transformations infinitésimales.

(3) Voir la nole (2), p. 371.
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2. Le théoréeme énoncé au paragraphe précédent suggere certaines questions,
desquelles je vais parler ici rapidement. Je dois dire toutefois que la démons-
tration du théoréme, bien qu’elle soit fondée sur une idée relativement simple,
nous ameéne malheureusement & des considérations extrémement complexes;
il seraitdu plus grand intérét, pour un avancement ultérieur dans ces recherches,
de pouvoir introduire des simplifications dans les méthodes (*). Il me semble
toutefois que certaines des considérations développées dans ce Mémoire
peuvent présenter l'intérét, méme indépendamment de la démonstration du
théoréme : peut-étre elles pourraient trouver d’autres applications dans une
étude ultérieure des transformations d’une courbe fermée.

Un des problémes qu’on pourrait s¢ poser serait de démontrer & nouveau le
théoréme A en montrant, a priori, qu'une transformation qui satisfait aux con-
ditions de ce théoréme fait toujours partie d’une famille =o' satisfaisant aux
conditions du théoréme énoncé dans le paragraphe précédent. Je pense qu’une
telle démonstration pourrait nous rapprocher de la solution de la question
suivante : quelles conclusions ultérieures peut-on tirer concernant £ (x)
lorsqu’on sait que g () posséde des dérivées d’ordre supérieur au second ?
Tandis qu’il semble difficile d’étudier cette question par la méthode employée
dans la démonstration du théoréeme A, il semble au contraire que le théoréme
donné dans ce Mémoire représente le premier cas d’une proposition plus géné-
rale, dans laquelle on supposerait I'existence de certaines dérivées d’ordre
supérieur pour g(x, 0) et 'on démontrerait U'existence de certaines dérivées
de E(x, 0). Jai pu, dans cet ordre d’idées, donner une généralisation conve--
nable du lemme démontré ici au paragraphe 6, et qui est la base de la démons-
tration de notre théoréme. '

Une deuxiéme généralisation du théoréme, qui aurait, 4 mon avis, un intérét
dg(x, 0)

g5— >0, la condition

remarquable, reviendrait & substituer, & la condition

que le rapport/‘.—(o—’e-}l%&@soit toujours supérieur 4 une quantité positive
donnée; on démontre facilement que cette condition est plus générale que la
précédente (7).

On peut enfin poser la question suivante, qu'on pourrait rapprocher d’une
autre déja posée dans mon premier Mémoire : la fonction & (z, 0) est dérivable
par rapport & « pour toute valeur de 0 qui correspond a une valeurirrationnelle
du parametre. Est-elle dérivable par rapport & « pour toute autre valeur de 6 ?
Si la réponse a cette question était négative, on aurait le fait assez singulier

(6) J’ai obtenu récemment une méthode plus directe pour arriver a §(z, 0). La méthode donnée ici
resle cependant nécessaire pour établir la continuité de & (x, 0).

(") Dans une Note préliminaire, puhliée daus les Comples rendus de I’ Académie des Sciences,
t. 228, 1949, p. 631, javais cru pouvoir énoncer le théoréme dans cette hypothése plus générale. Je
ne suis toutefois pas arrivé jusquici a surmonter les difficultés connexes a la démonstration.
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qu’a la fonction g (x, 0), satisfaisant aux conditions du théoréme, mais par
ailleurs choisie d’une facon arbitraire, il devrait correspondre une fonction
¢(a, 0), jouissant de la propriété d’étre dérivable par rapport & x seulement en
correspondance d’une infinité dénombrable de valeurs de 0.

3. Comme dans le Mémoire précédent, nous supposerons qu’a un tour
complet sur la courbe C il corresponde un intervalle unitaire pour I’abscisse
2 : a deux valeurs x et x 4~ 1 de I'abscisse il correspond alors Ie méme point
géomeétrique sur C. La fonction g (z, 0) satisfait a la relation

glx+1,0)=g(x, 0)+1.
Posons '
g(g(z, 0),0) =g (=, 0),
g(g(g(z 0),8), 0)=g(x, 0).

et indiquons par g, (x, )= la fonction, qui correspond & I'identité. On aura
aussi a considérer les fonctions d’indice négatif, qui correspondent aux puis—
sances négatives des transformations T (0).

En indiquant par £ () le module de T (6), le module de T"(6) sera donné par
nk(0); il pourra étre plus grand que 1. D’ailleurs, si 'on regarde essentiel-
lement la transformation géoméirique T"(0), le module n’est défini au fond qu’a
un entier preés.

Nous dirons que, lorsque 'abscisse x croit, le point correspondant se déplace
vers la droite : nous supposerons toujours g(x, 6) > x et, par conséquent, le
point transformé g (x, 0) a droite de .

Nous indiquerons les dérivées des fonctions g(x, 8) et £(x, 0) de la facon
suivante :

I (2, 0)
ox' 0«

-t (w, 0)

=0

= ghk(x, 0)

Enfin nous poserons

D+t g (2, 0
dxh(de/c ") =gl"* (=, 0).

Nous devrons, dans la suite, introduire certaines fonctions g (z, 9/6,)des deux
variables @ et 0; pour représenter leur dérivées nous utiliserons des notations
analogues,

Irhg (2, 010,)

dz" dh4 gk, 0105).

Au paragraphe 7 du premier Mémoire j’ai défini les transformations tres petites
et développé a leur égard certaines considérations générales. Il me semble
inutile de répéter ici exactement ces mémes considérations et je me permets de
renvoyer le lecteur au paragraphe indiqué.

Ann. Ec. Norm., (3), LXIX. — Fasc. 4. , 4y
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4. Nous allons exposer dans ce paragraphe certaines considérations élémen-
taires concernant les transformations cycliques (réguliéres, de module
rationnel). La plupart de ces considérations ont été déja exposées dans le
premier Mémoire; il m’a paru toutefois préférable de les réunir ici, dans la
forme la plus convenable pour les applications que nous en devrons faire.

Indiquons par’,’—;—“le module rationnel de la transformation cyclique T,

&%
d’équation
=g (),

my— Y , g .

et par —°» —>» — .. ; —= les réduites de son développement en fraction
ng¢ ng n, Ny

continue limitée; indiquons ensuite par a,, a,, ..., a,, les quotients

incomplets. On a
: Tre =1;

T« raméne donc chaque point & & sa position initiale; 2 posséde alors en tout
n,— 1 homologues par rapport a.T : g (), g,(@), ..., g._(@).
Nous allons voir de quelle facon ces points sont disposés sur la courbe. Les
points
z, g(z), &(x), ..., Zn(@)

se suivent de gauche a droite; T est la plus grande puissance de T pour
laquelle z n’arrive pas a accomplir un tour complet de C; g, () est donc placé
immédiatement 4 gauche de x. Les points

(@), Sn(Z)y S (X)) oovy Sama () = gn,(2)

se suivent de droite & gauche; T": est la plus petite puissance de T pour
laquelle le point  accomplit m, tours complets de C et le point g, () est donc
placé immédiatement a droite de 2. De méme, les points

4"’)’"1(‘%)1 g‘”’_'_"i(x)_ g'ln,+ﬂ1(x>) MRS | é’ugn,+n1($) = é’na(f')

se suivent de droite a4 gauche; T est la plus petite puissance de T pour
laquelle le point & n’arrive pas a accomplir m;, tours complets de C, et le point
8., () se trouve immédiatement & gauche de x. En continuant de la sorte, si «
est pair (impair), on arrivera finalement &4 un point g, () placé a gauche
(a droite) de , qui est, de plus, le plus proche & gauche (4 droite) parmi tous
les n,_, conséquents. Les points

= o

gy ( .99), gnm_1+nu«,(x), Eony—g+Ng—s ( &€ )) ceey ,-'w"n(,f,n,,__,—;-/zm._,(x) = &n, ( .Z‘)

se suivent de droite a4 gauche (de gauche a droite) et le point g, () coincide
avec le point initial .

Considérons l'intervalle (2, g, (2)); il importe pour la suite de faire la
remarque que, en transformant cet intervalle par T, T2, T%, ..., T", on
recouvre la courbe C complétement et simplement.



GENERATION D'UNE TRANSFORMATION DONNEE D'UNE COURBE FERMEE. 379

Une transformation cyclique admet une infinité de transformations infinitési-
males génératrices. Pour le démontrer rappelons d’abord que, d’aprés la théorie

des groupes continus et finis, ’'équation du groupe g, engendré parE(x)(%est

dzx —y
] =

¢ étant le paramétre du groupe; si donc on admet que T est engendré par

donnée par

E(w)% lorsqu’on fait = 1, on doit avoir

5 e
(3) ‘/"\ é(_(p) =1I.

Pour résoudre cette équation, posons

ng—1

(4) 5(1)):' ;[: 2%{)1 (= const.),

p(x) étant une fonction continue, positive, de période 1, et par ailleurs arbi-
traire. On a

tlg (@) =2(x) 8" (2);
de cette relation on déduit

o fﬁ’(-l’) dx — () | ot 0
de ), Z(z) " ARG

L’intégrale fb( )E—C(li—) ne dépend donc pas de ; en disposant de la constante d,
on peut alors satisfaire a (3). La transformation infinitésimale £(x) %C engendre
donc T.

Il est bon de remarquer, en terminant, que pour obtenir la transformation
infinitésimale la plus générale, qui engendre T, on aurait du partir, non pas
nécessairement d’une fonction p () positive, mais simplement d’une fonction
telle que £ (), définie par (4), soit partout positive (7).

5. Considérons une famille o' de transformations infinitésimales
} ) df ‘
ol —_—
(2) Q(x: e) dz

et la famille «o? des transformations finies

=g (z, ¢, 0),

(’) La démonstration donnée ici pourrait se substituer a celle qui est donnée dans G, au para-
graphe 4.
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qui font partie des o' groupes g, engendrés par (2). Si, pour une valeur
donnée 0 du paramétre, £(, 0) est dérivable par rapport & 0, on a, dans un
voisinage de 6,

(2, 0) =5 (@, 00) + (0 — 0,) 2 (i, ) .. 3
d’une fagon analogue on a
gz, 8, 0)=g(z, t, 02) + (06— 04) g% (2, 8, 0) + ... .,

g(x,t,0,) est déterminée lorsqu’on a donné £(x, 0, ); on voit ensuite facilement
que g% '(z, ¢, 8,) est déterminée a son tour par la connaissance de £°'(x, 0,);
on peut d’ailleurs donner 'expression de cette dépendance fonctionnelle; on a

dr.

‘ )
b P £ o'(x’ l’ Od.)y e
&% (x, ¢, 0,) = L[£% (2, 0y), =, t’]:;\/0 g1 g(a, ¢, 0,), 61]2{‘;(‘”’ =00, 0:}

Pour établir cette relation, appliquons la formule de Taylor & I’équation

Jd
Eg('r: L G)-—&[,&.’(.’L‘, ¢, 0)’ 0]7
nous trouvons ainsi

02(z,1.0,) g, 0 0a)

Jd
ot +(0—0a) ot
::[g(w: L ea)y e.x] -+ (0 - ea.)
<2 g (2, b 0a), 0] (@, £, 0:)+ 21 (2, £, 02, 0] |- ..

En égalant les coefficients de (6 — 0,) dansle premier et dans le second membre
nous trouvons, pour g**(x, ¢, 9), 'équation différentielle

08%(z, t, 0 - -
Q0 D) — g, £, 0a), 0a] 87 (@, 1, 0) + 208, 1, 02), O],

8" ' (x, t, 0) doit d’autre part étre identiquement nulle pour = o, étant donné
que pour ¢=o toute transformation de la famille considérée se réduit a I'iden-
tité. Ces conditions, qui suffisent évidemment pour déterminer g** (=, ¢, 9),
sont d’autre part satisfaites par I’expression intégrale donnée.

6. Partons maintenant d’une famille ' de transformations régulieres T(9),
qui dépend du paramétre 6, d’équation '

(1) zy=g(x.0).

Nous posons la question de savoir s'il est possible de trouver deuzx fonctions £E(x|0,)
et 2 (x|0,) telles que, en indiquant par

z = g(z, t]0s)
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léquation du groupe g, engendré par £(x|0,) on ait
(5) gz, 0) = g(z, 1]0a),
(6) ) g0 (z, ea)— ;('7’3 %) 30 Yz, 0, ), x, 1]

sla, 110, ] 0,
= [ st s o 2 i e

On peut présenter la méme question d’une facon quelque peu différente :
considérons les ' groupes g, engendrés par les transformations infinitésimales
de la famille

= af E(z]92) af 70,1 df.
@(x’e(e“)d_le i”’l(x,l()a)(e_e)d—x“{g(‘”lo)+(6_0) (2] 0a)+.. %:’
IS *

indiquons par
@ = g(x, 0]0,)

I’équation de la famille ' formée par les transformations de paramétre ¢t =1
appartenant a ces groupes. Est-il possible de choisir £(x|0,) et £°'(x|8,) de
facon qu’on ait
g’(x: 0o 0a)= g (2, 0s),
4@ 0] 02) = g5 (2, 05).

Il nous suffira d’avoir considéré le probleme sous des conditions particuliéres ;
nous supposerons que la transformation de la famille (1) de paramétre 0,

7y

posséde un module rationnel £(0,)= —=*; nous supposerons en outre que
l

g(x,0) posséde des dérivées g'-°(x, 0), g*°(x,0), 8°'(x, 0), g"!(x, 0) et que
ces dérivées soient continues; nous supposerons enfin que g°*(x, 0) soit posi-
tive. Dans ces conditions on peut répondre par Uaffirmative a la question posée.

Remarquons d’abord que, d’aprés I’équation (5), le groupe g, engendré par
E(w[@a)j—i doit donner T(8,) pour t=1; d’aprés ce qu’on a vu au paragraphe 4
on pourra résoudre (5) en posant

AN ’1 s—1 ’
(7) Sl (0) = 2 2,5'° R

la constante d, étant déterminée par la condition

. 8(1,04)
k= 1Va d.’L'
3’ —_— 1.
(59 jx (@i 0y) '

Considérons ensuite I'équation (6). Cette équation est linéaire en £°'(x|0,);
si donc nous posons

PRTRTREE X gl e Dal il 00) 0]

(8)
‘ P 10) = g, 02) — g0 (2] 02),
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et nous déterminons deux solutions &% (x|0,) et £%"*(x[0,) des deux
équations :

(6") L{E(#]0a), £ (2| 0a), 2, 1]

! - ea [+
= [ st 7102 102 FE S g = g (o102,

(6") L{E(z|04), £2" 2 | 0a), @, 1]

' . o ilg (@, 1]0,) ] 0 "
=[ o [ g(z, 7] 0) | oa]gf{gﬁj’ijoai , Oa}dr:gw (2]0,),

la fonction
(x| 0y) =2 (2| Os) -+ 2" (2| 04)

nous donnera une solution de ’équation (6).
Remarquons que I’on a

Ry —1
£ (g, 02) 0] _
s &V &s(z, 04), O] ’

remarquons aussi que g°**(x,|0,) et g"***(x|0,) possédent des dérivées
premiéres continues.
On reconnait immédiatement que I’on peut satisfaire 2 (6') en posant

P (@l0a) = i@ 6);

il nous reste donc seulemeny a considérer (6”). En dérivant cette équation par
rapport & z, nous trouvons

=L (T (ilg(@ 110)104]
—dx‘/;i [g(x’TIO“)IO“JE[g(x,T|Oa)|6“[(r’

_dtfo ' . Elg(a, 1+ ¢]04)]04]
_Tr[d—t[ g (@, 7] 0a)]04] E[g(:v,fiea)]ea] de t:("

1 0,1%%[ _é[g(x? Oa)le“] 0,1%%
T |2 0] — LE ) Bl

. . | dg (2|0,
208, 0 | 0] LIE( | 8a), 84 (2100, 2, 1] | = s 1AL

Egalons le dernier membre de cette équation i 'avant-dernier, aprés avoir
remplacé dans celui-ci L[£(2]0,), £2'**(2|0,), x, 1] par sa valeur g****(x|0,)
donnée par (6”), et tichons de déterminer une solution £°***(x|0,) de
I’équation

I 0,1%%k . Elg(wy 03‘) l 9“] 0,1%%%

dg (x| 0.)
I ——— ]

209 g(@, 02) 0] 8™ (@] 0y) } SE At
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obtenue de la sorte. En résolvant par rapport & g*'**[g(x,0,)] et en remar-
quant que l'on a
8" (@ | 00) = g (@, 0s) — dol[£(@, 02) | Ba],

on déduit de I'équation (g),
S\Z, Uy 60‘ Hkk
(10) g (g, 02)10,] = L2 el (a0,
. d 0,1%* x® *k
(00 LETED) v g, )0, 40 (2 00)

X
— Elg(a, 0y)]0,]

Fa0,) Eo.un(wl();)+E(xlea)gi,1(x’ 04)
B gl’o[‘g(;?’ 0“) l 0@]5’0'1(.@, 0a)7

et de celle-ci, plus en général,

r M 0@ 60‘ ~() . 4Rk
01 (g, 0 0] = AT Tl o[ (0, )0, 2 [ (2, 02)1 03]

X gt gri (2, Oy), 0,] —EV (g (2, 04) ] 0] é’m[é’r;l (z, 0a), 0]

3[&r (2, 02) | 04 .
= e G T e g  0a) 1+ gt ) )
(-'»)'1’1 [#(}'/'-—-l (2, ch), ea]
g1’olgl‘—1(xrea)9ea]
‘ (2, 05) ] 0a Kk
:é[gg((‘.leﬁa))‘ ]E‘“ (l‘leo;)

+ &g (2, 0a) | 0a]

— £V gr(®, 02) | 92 8% [grar (2, B4), 04 ]

gi'i[?”r/—1(x! e:x)r Oocj
- i &0 &j—1 (2, 04), 0]

— X 8008w 02) )8 (g1 (@, 0a), 0] 835 (85, 02, D],

En employant I'identité
g};oi[g/(x, 00); 0a] gn’rvilgr(®, 00)0,] = & 1&g (xy 0y), 04] =1,
on trouve enfin

g r b Oa Oa Kkok
(1) g gr(a, 0a)] 0] = 8L Bl s o g

o 0\ ;1 gi’i[g'—-i(x» 02), 04]
-+ E[éi‘(-z'y Oa) | ea] 2‘/ g""lg;_i(x, ea), ea_l

r "1'0_, . - e ) ea]
— £1.0| g (22, 0y) | By 202 (+/[é~’ (2, 02), o ||
Z1i§ lg/(d) oc)‘ ] go"[g/‘—i(xa ea)’(ja_l

Choisissons un point x sur C et définissons, d’abord d’une facon arbitraire,

la fonction continue E“v‘***(x[ea) dans l'intervalle (x, g, _(x,90,, 0)); la rela-
tion (11) définitalors la fonction dans chacun des n, — 1 intervalles homologues
de (%, gn,,(%,0,)), qui recouvrent C. On aT"(0,)=1; chaque point revient
donc pour T (0,) a sa position initiale, il est donc nécessaire de montrer que
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la valeur £'***[g, (2, 0,)]0,], donnée par (11) lorsqu’on fait »=n, coincide
avec £%'**(x|0,). En substituant, comme il est évidemment permis, les som-
mations de 14 n, par des sommations de o & n,— 1, nous sommes amenés de la
sorte a vérifier 'identité

n,—1

(2, 0,), 0, (@,
(12) a<x|0>2mo £io1l % 7e): 7 ng,(x, 02) 10, £ 80 Jad Da]

5'1 (&, x)’ lo(x; a)

En dérivant (7) nous trouvons

—1

1)1’1 §— G) GI
3 ”0 0 ——_ 8 U[g 1 (2, y Yo
(13) (2| 0s) Z [gea(@, 1), O]

ng,—1
. i"‘ Z g0,1|’g\_1(x, 0a), 0, ]2 gz,ol‘gl(x’ 0y )) ]

fta M &' (2 04) ) 18" gz, 0a), B,

81" (2, 0a),

et de la, de facon plus générale,

an,f1 a11l’g\_l(x, a), ]
D g (@, 0a) [0a] = I Zazﬂ"lé’s— (2, 9a), 04 ]

ng—1
- f{g Z 80'1 [é’/—;—s—l(xv ex)v ex]
Ny, s gv"o[é'/(xr ecx)y OaJ

s—1
v g2’0[gl+j(xv Goc)y eoc] 1,0 ) 9 0.1.
"-O‘Ig"°[gz+/(x, 02), ea]gl [-g/(x: )5 Oa]

Si nous introduisons dans (12) cette expresswn pour £:°[g;(a, 0,)]0,], nous
trouvons

ny—1

, gV gj1(, 02), 00&]
(12)  E(2]0q )? g8 (@, 0y), 0, ]

Ty —1 —1
LNy &g (202), 021 Ny &7 e () 04), 0]
nazo‘/' 10(4 ch) 2‘ g”[go—i (2, 0y), OaJ

Ng—1  nyu—1
2\ 8" "gi+s—1(x’ea), Oa]g"”l [gj—1($| Ooc), Oa]
P, 2, 85 (2, 0z)

&g (2, 0a), 0]
8"\ &1 (2, Ba), O]

= 0.

Xz 210 [8i(2, 0a), 02]

En rappelant 'expression (7) de la fonction &(«|0,) on reconnait immédiate-
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ment que le premier et le deuxiéme terme de (12") sont égaux, de signe opposé;
il nous reste alors 2 démontrer qu’on a o
ng—1 n,—1

2 z "01 g;+;—1(x, 0,), 0 ] 5’0’1[&'-1(@ Oo:)a ea]
&ghs(z, 0y)

(o, Og
XEzg}’O'LS/(x’ 0x), 0 ] { /:(x’ o ;: } = o.

‘Pour démontrer cette derniére identité il faut associer au terme entre accolades,
qui correspond aux valeurs j, s des indices, le terme qui correspond aux valeurs

=/ s=n—s.

On trouve facilement

&% [0,4_3‘1(‘1": 0a), 0s] g%t [é'*_l(xy 02), 0] Z g;'olé’j(xy 0,), 0 | &2 g g, 04), 0 ]

/1—:-)7('7'3 Ooc) o t 5'4’0[671—%-7(1" 04), 6“]

Il

&1 [ st (25 0a)y 0] 89| &js (2, O, O 1r1 8> (81 (%) 9a), 0y ]
) o)y Oa ] . )
g5 (=, 0z) 2 E1 8 00, e ) a0, B

!

par conséquent, en associant le terme j, s avec le terme /, s on a

8 [ Giremt (@ 0a), 0] 87 [ig71 (2, 02), 0a1'N0 ot o 0 v (180 [81ag (2 ), 0]
g,+s(’b‘, b ) zlcl [é’/ (‘L ’ ), O“Jgi’o[gl—a-/(x, 01): eocJ'

0

On reconnait que cette expression est identiquement nulle en remarquant que
la sommalion par rapport a / représente la dérivée par rapport 4 @ de la fonc-
tion g, g;(x, 0,), 0.] =1. L’identité (12) est donc vérfiée.

La solution £ 1% (g, 0,) de I’équation (9), que nous avons ainsi déterminée,
aura en général des discontinuités en x et dans ses n, — 1 homologues. 1l est
toutefois facile d’éliminer ces discontinuités : £°**(x|6,) avait été définie
d’une facon arbitraire dans I'intervalle (x, g, (%, 0,)); il suffit d’attribuer au
contraire & la fonction dans le point g, _ (x, 0,) la valeur £****[ g,  (x, 0.)]0,]
donnée par (11) lorsqu’on fait x ==x et r=n,_,.

Nous allons maintenant déduire, de la solution £°:***(«x | 0,) de 1’équation (9),
une solution £***(2|0,) de I’équation (6”). On reconnait d’abord que la
fonction

(@] 0) + Asi(2[0)  (Ag=const.)

représente aussi, quel que soit A,, une solution de (9).
Ann. Ec. Norm., (3), LXIX. — Fasc. 4. 48
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Soustrayons d’autre part de (g) I'identité ; . R

i[é’(@q Oa)l()oc-l», A%kK
Tty ol

+a%mawnwnmw»wmwwnwﬂﬂ

A £0,4%0k .
—(‘E‘vl‘l@(x)ag (2] 0a), 2, 1];

g’(}l—m” i'&o,w*[é’(-fvy 05), 05] —

nous obtenons de la sorte, pour g***(z|0,) — L[£(z8,), £'** (2 |0,), =, 1],
I’équation linéaire et homogéne
(@02 — L{E(@ | 02), 24 (2 02), @, 1]
— El,u[g(x’ 00‘) l OO‘J {0, A%k
B E(@|0) e

(2] 02) — L[Z(2|0x), & (2] 02), @, 1]];

cette équation démontre que si une solution de (g) vérifie (6”) pour une valeur
particulicre x de 2, elle vérifie (6”) pour toute autre valeur de - et représente
alors une solution de cette équation.

Attribuons donc 4 A, la valeur

*k l., hAk i Y | 04! | Oa

Zlg(X, 0a)04]

9

on trouve alors

. ‘ ' v ‘;'." 02’ Oy )
[ (02 102] + AsElg(x 71001021 HEE e e = o 0)

Cette relation nous montre Ique la fonction

D (@] D) = 2 (] 02) + AaE(@ ] 0)

veritie (6") pour x=wax; d’aprés la remarque que nous venons de faire cette
fonction représente donc une solution de (6"). Enfin la fonction

(1) B[00 = FE@(0) + 5 (@ 0) = ( 7+ A )E@ 1 0) + £ (2] 03)

nous donne la solution de I'équation (6).

Il importe de remarquer, en terminant, que la fonction §(x|0,) est compléte-
ment déterminée; on peut au contraire ajouter d £t (x| 0,) une solution arbitraire
£ (210,) de Uéquation

L[E(2]0), 2% (2| 0g), @, I]Ef A g, T]O“)IOa]g{jf“:)’;:82;:3:{df=o;

cette remarque nous sera nécessaire au chapitre IV.
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CHAPITRE II.

7. Nous sommes maintenant en état de donner une idée plus précise de la
démonstration du théoréme énoncé au paragraphe 1.

. m, m n, m , . .
Indiquons encore par —, —; —, ..., ==, .., les réduites du développement
ny, ny ne ny, “
en fraction continue du module rationnel k; par 6, 0,, 6,, ..., 6, ... et

par O les valeurs correspondantes du paramétre. D’aprés ce qu’on a démontré
au paragraphe 6, on peut construire, pour chaque valeur de I'index «, deux
fonctions £(x|0,), £°*(x|0,), telles que, si I'on considére les o' groupes g,
engendrés par les transformations infinitésimales

- d E(z | Uy d . d
o 0] 00) = — g Y — (@1 02) + 52 (@1 02) 0= 0 .} L,
_ el g,
t(z| 9&)

et si I'on représente par
(1*) =g, 0]45)

I'équation de la famille T,(0]0,) formée par les ! transformations de para-
metre =1 appartenant & ces groupes, on a

(2, 2] 02)=28(2, 0 ),  8"1(a, 04]0,)=g"(x, 0,).

Nous dirons que la famille T(0|0,) est tangente en 8, a la famille T (9).
Rappelons toutefois que £°' (x| 0,) n'est pas définie d’une fagon univoque.
Nous démontrerons que la succession des fonctions

(15) f@10)), i(x]b), ..., i(x]6),

converge d'une facon uniforme vers une fonction positive £(x|0), Alors, des
relations

gl gy _, sl gy _, fs'(x,ou dr
ﬁ el =7 ), Bl T ) Hele) T

et de la convergence de la succession (15) vers £(x|0) et de la succession
&(z, 0;), gz 0.), ..., g(x 0a),

vers g(x, 0), il s’ensuit 'équation

j‘g(w’e) dx _,
. ix]0) 7

X

qui démontre que le groupe g, engendré par £(x | @)% donne T(©) pour t=1.

Pour démontrer que la succession (15) converge d’une facon uniforme, nous
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devrons comparer deux termes successifs £(x|0,), Z(x|0,.,) et montrer que,
pour a >, leur rapport tend vers 1 d’une facon convenable. Indiguons

—+1

par 0yn le paramétre de la transformation de module JUEZEY

Ropy
Jamille T(0]8,); I'étude du rapport a%—g‘—% sera ramené a celui des deux
2(a]04) t g(“%

rapports o) Bens |03 Iaxol“é:ljo)“)— Pour étudier le deuxiéme de ces deux
rapports nous devrons avoir recours a 'expression (7) de E(w, 0,.,]6,) et
de &(x|0,.,) en fonction de gf(w, ([ lea), §1’°(w, 6“1‘6“), g% (:v, [/ I Oa)
etde g(, 0,.4), &9 (2, 04r), 8" ' (2, 0,.,) respectivement.

Cette recherche sera faite au chapitre III; dans ce chapitre I nous devrons
etudier préalablement les fonctions g(z, 0]0,), g'*(x, 0]6,) et g**(x, 0]0,)
pour évaluer les erreurs qu'on commet lorsqu’on substitue a ces fonctions
les fonctions g(x, 0), g"°(x, 0) et g°*(a, 0) respectivement. Cette étude
demande, a son tour, qu’on donne des bornes pour &(x|0,), pour £"° (] 0,),
pour la constante de Lipschitz de cette fonction et enfin pour £°'(2|0,).

Au chapitre IV on démontrera enfin que la fonction £(, 0) est continue par
rapport a 0.

appartenant a la

8. Nous désignons par M“° et par M respectivement le maximum et le
minimum de la fonction positive g*-*(x, 0), par M*° le maximum de la valeur-
absolue de g**(x, 1), par M*-° la constante de Lipschitz de cette méme fonction
par rapport a la variable x. Nous indiquons ensuite par M*+* et par M":* respecti-
vement le maximum et le minimumde g°* (x, 0), par M*-* la constante de Lipschitz
de cette fonction par rapport a 6. Nous indiquerons enfin par M*-' le maximum
de gt (x, 0) et par M*-' et M** respectivement la constante de Lipschits de cette
Jonction par rapport a x et par rapport a 1.

Nous utiliserons certaines locutions analogues a celles introduites dans le
Mémoire précédent. Soit P’ et P” deux quantités dépendant d’'un nombre
quelconque d’indices et de variables : en disant que « P” est de {’ordre de P’ »
nous indiquerons qu’on a deux inégalités

PP [P < g P,

p et g étant deux constantes positives, qui dépendent seulement de la
fonction g(x, 0), qui définit T(0)(d’unefacon plus précise, des constantes M*/
introduites précédemment). En disant que « P” est au plus de ’ordre de P’ » nous
indiquerons le fait que la deuxieme des deux inégalités précédentes est valable;
en disant que « P est de I’ordre de P’ au moins » on indiquera que la premiére
des deux inégalités est valable.

Nous dirons en particulier qu'une quantité P reste finie si elle est de 'ordre



GENERATION D'UNE TRANSFORMATION DONNEE D'UNE COURBE FERMEE. 387

d’un nombre donné différent de zéro, ou, en d’autres termes, si elle est bornée
de méme que son inverse.

9. Nous allons indiquer ici certains résultats, qu'on peut déduire immédia-
tement des considérations développées dans le deuxiéme et dans le troisiéme
chapitre du premier Mémoire, et qui nous seront nécessaires dans la suite.

k étant le module, rationnel ou irrationnel, qui correspond a la valeur 0 du,

paramelre, —= etant ensuite une des réduites du développement de 4 en fraction
continue, nous indiquerons par
= 4 v (x| 0)

I’équation de la transformation trées petite, qui transforme les points de C de la
méme facon que T*+(0). D’aprés ce qu'on a vu dans G, au paragraphe 12, la
fonction v,(x|0) est de l’ordre de p* au plus, p étant un nombre plus petit que 1,
qui dépend des constantes M/ seulement.

Considérons le rapportﬂg’—l%l—] valeurs de cette fonction au point x et

transformé par T/(0). On a, comme on a vu au paragraphe 11 du premier
mémoire,

Yalgul@, 0)[0] _ o (2, 0),

'}'m(‘l"lo) —bl

(16)

a* étant un point convenable de I'intervalle (z, g, (x, 0))d’ampleur |v,(x|0)|.
' et x" étant deux points de [P'intervalle (2, g, (a, 0)) considérons le

an’ (2 0)

1*app0rtm, ce rapport est égal a 1 (G, §19), a une quantité prés, qui
1 tit T2 le, e, étant de Pordre de “p* au plus. Pl
est plus petite que m ¢y Eu élant de lordre de - p* au plus. Plus

généralement le rapport =2 (an )estégala 1 (G, §20), 4 une quantité

,,1 " 0
x’—x

Yo (@, )

w0l R

gy, &, Gtant walcment de lordre de p

preés, quiest plus petite que

au plus.

10. Considérons ’allure de la fonction

n,}—l
e y 00)y 0o
(7) )00 =02 W ElEt(® ta), Bl

0

dans l'intervalle (z, g, (=, 0,)) défini par deux points contigus homologues
par rapport au groupe cyclique d’ordre n, engendré par T(0,). Soient 2’ et 2"
’(x’ l0 )
égala 1, @ une quantité prés de 'ordre de ¢, au plus. Ayons recours pour Lela a

deux points de I'intervalle : nous voulons montrer que Ze rapport est
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I'expression (7) de £(x|0,); étant donné que les termes de la sommation sont
tous du méme signe (positif) il suffira d’avoir montré la méme chose pour
gV [ g (2", 02), 04] 2% (2 0a)
8" g (2, a), 0o | 8500 (2", ea)' &
au nombre positif donné M°:* et satisfait & la condition de Lipschitz; I'am-
pleur |v,_, (x]0,)| de l'intervalle (2, g, _(, 0,)), qui contient =’ et o”, est
infiniment petite d'un ordre supérieur par rapport a ¢,, comme on ’a dit au para-
graphe précédent, Il s’ensuit que la premiére fraction dans le rapport préce-
dent est égal & 1, & une quantité prés infiniment petite d’ordre supérieur i ¢;.
D’autre part, d’aprés ce qu'on a vu au paragraphe précédent, la deuxieme
fraction est égale & 1, & une quantité prés de P'ordre de ¢ au plus.

Nous pouvons déduire, du résultat précédent, un lemme qui nous sera
souvent nécessaire dans la suite :

chacun des produits *t(z, 0,) reste supérieur

La somme

(x7) Bl 02) [0

des valeurs, que la fonction £(x|9,) prend en x et dans ses n,—1 homologues
par rapport ¢ T(0,) est de I'ordre de n,.
Remarquons d’abord que chacun des modules

My, my My
. B —n—“‘) Q’l—a, ceey (nl—l);: .
des transformations
TO(0y), T(0x), T2(0y), ..., Tr=1(0y),

engendrées par (x| 0,) % est congru (mod 1) 4 I'un des nombres

1 2 Ry —1
0, ——5 ——9 aeey .
Ny Ny ny

Nous avons déja (§ 6) représenté par

== g(x, t]|0y)

I’équation du groupe g, engendré par la transformation infinitésimale

af . . . m Ny
E(wlﬂa)%a qui donne pour ¢t =1 latransformation T'(0,) de module o3 pour t
. s 2 ny—1 , . .
égal 4 o, . cette équation donnera donc des transformations
My My My, .

qui coincident, au point de vue géométrique, avec les transformations T°(0,),
T(0,), T*(0y), ..., T"7'(0,), ordonnées d'une facon convenable. La somme (17)
est alors également donnée par

o) o

Ny —1

(17 ‘ Z&L(m ,—%
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i+1
ea>) g(w, -
au groupe cyclique engendré par T(f,); d’aprés le résultat précédemment
établi dans ce paragraphe, le rapport entre les valeurs que £(2|0,) prend en

Oa), g’(az, % 0a>> est

infiniment proche de I'unité. On peut alors regarder I’expression

01>

comme une somme de Riemann relative & I'intégrale

Deux points g<a¢, 7-nl—- 6m> sont contigus homologues par rapport
o

deux points quelconques de l'intervalle <.r;<x,ﬁl;

1&\

. I3
L i o 2, —
my, a’-J,;Q["< Ty,
0

Oc

Hey,

my, .'L'+|v‘ dx »
f i[g(x,t]@u)]()a]dl:f *(x'o“)ﬂiﬁl—):”

la valeur de la somme (17') ou (17) est sensiblement égale a m,, c¢’est-a-dire,
comme nous 'avions annoncé, de I'ordre de n,,

Nous terminerons ce paragraphe par une application du résultat obtenu au
commencement, qui nous sera nécessaire dans la suite.

Le module de la transformation trés petite

@ =+ Ya—t (@] 0y),

qui transforme les points de C comme T"(f,), est donné par

Ny (—r1)*
Ny 4 — — My 1= ) .
ny 1y

df
dz’

qui donne pour =1 la transformation T(0,), de module "'zﬁ; on obtiendra done
. . x

Cette méme transformation appartient au groupe g, engendré par Z(x|0,)

. . . . . 1 R .

la transformation trés petite en question, en faisant z= —; I'équation de la
. &%

transformation sera alors’

. E(z[0) T, | 0y) T my

&

Etant donné que %(x!6,) a sensiblement la méme valeur en tout point de
lintervalle (#, g, (=, 9,)), la valeur de l'intégrale précédente est sensible-
Y:x—-i(x, 05)

@) et ’on aura donc

ment donnée par

‘,’a—i("vlea)_(—l)x.
| 0y)  my

On peut conclure que v, ,(x|0,) est de ordre de 7;:—, E(x|0,).

11. Nous voulons montrer que, pour toute valeur 0, du paramétre, qui
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correspond a une valeur rationnelle %‘ du module, la dérivée k' (0,) de k()

%

est au moins égale au nombre positif M.

En indiquant par df une quantité infiniment petite, partons de I'identité

1

(18) T4 (0) T (O + ) Enqir«x(ea) [T (0~ dB)T—1(0,)]T(0,,).
Au deuxiéme membre, on reconnait les transformations’ transformées de
T(0,+di)T-*(0,), qui ont toutes évidemmentle méme module. T (6, + d0)T-'(0,)
induit sur un point de G un déplacement, qui est au moins égal a M®* 40, son
module est donc au moins égal a M°:' . De (18), et du lemme donné au para-
graphe 7 du premier Mémoire, on déduit quele module de T—"(0,)T"(0,+ db)
est au moins égal a4 n,M°* df.

T="(0,) étant évidemment permutable avec toute autre transformation, et
donc en particulier avec T"(0,+ d9), le module de T~(0,)T (0, -+ d0) est
égal a la différence entre le module de T"(0,+ d0) et celui de T"+(0,). Cette
différence est donc au moins égale a ng;ll“’1 df; la différence entre le module

de T(0,+df) et celui de T(0,) est alors au moins égale & M*'df), et la
dérivée '(0,) est au moins égale & M°*.

12. Nous voulons montrer d’autre part que 4'(f),) reste borné. Considérons
pour cela de nouveau la transformation

1

(18) =7 (0) T (05 + dO)EH\'T—S(ea)[T(Ou—I— d9)T=(04)]T*(05);

comme on I’a remarqué au paragraphe précédent, on a, au deuxieme membre,
le produit des transformations .transformées de la transformation trés petite
T(0,+ d0)T-*(0,) par les puissances négatives de T(6,); pour 4O infi-
niment petit, cette transformation trés petite est caractérisée par la fonction
8% '[8-i(x, 0,), 0,]d9. En ayant alors recours aux formules données au para-
graphe 7du premier Mémoire, on trouve que la transformation T—"«(0,)1"«(0,,+d0)
est caractérisée par la fonction

' & (g1 (@, 0a), ]
;s g\”“(w‘, 0) -
D’aprés une formule donnée dans le méme paragraphe le module de la trans-

formation est alors donné par
- T

fAc+1 dx ) '
; 1y, &9 goma (2, 0y), 04] 0
2 Lbl (z, Oy) @

1
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D’aprés ce qu’on a vu au paragraphe précédent, on obtient 4'(6,) en divisant
cette expression par n,d0; pour démontrer que 4'(9,) reste bornée il suffit
- alors de démontrer la méme chose pour la fonction

n,

r \ go’j[;&rs‘—i‘('x’.ou)’ Oa]'
Ny damed s 83 (2, 92)
1

Si, pour chaque entier o’ -~ «, nous posons

e 0,1 e ,0 y 0
(@] 0= = 3 LB (B 0a), Be),
1

&40 (x, 05)

nous avons, pour la fonction y,(2|0.), la relation récurrente
a*—y

(19) L1 (2 [02) = : Zzg/“ Zl;, 0,) %8, (25 0a) | 0a]

TR iy,
[ o

Tlg'—1

1,0
ga’_,nw(*xa

02) Aer—1] §ayon, (2, 0«) ‘ Oa] :

la considération de cette relation nous permettra de démontrer que la fonction

1N %[ 8 (2, 04), 0]

7o, s &Y' (z, 9y)
1

reste bornée; il est toutefois nécessaire d’interrompre le cours de la-déduction
pour étudier la fonction

Yo (2] 04) :g,,m,(:{v, 0y) — 2 — my,

déja considérée au paragraphe 9, et qui représente la transformation tres
petite T—"«(0,)T"(f,); en désignant par x un point déterminé de C nous
étudions I'allure de cette fonction dans I'intervalle (x, g, (%, 0,)).

Divisons l'intervalle (0., 0,) en un nombre infiniment grand de parties
d’ampleur d9. Nous avons

(20) T~ (04) Tra (Oa )
E[T_"w (eg‘/)T”w (O + (ZO)] [T—”w (01/ -+ a’O) Trw (6“/ -+ Zde)J . [T"‘nw (0,‘ — dO) Tm“/(ﬁn)]

Toutes les transformations [ T~"«(8, ) T"(0,++d0)], | T~"«(0, 4-d0)1"=(0, 4-2d0)].. .
déplacent les points de C dans le méme sens, qui est celui de la transfor-
mation T—"«(0,)T"(0,). Cette derniére transformation porte lintervalle
(%, 8, (%, 0,)) dans Uintervalle (g, (%, 0.), u_-n., (%, 0,)); alors le produit
Op— 0,
db
chaque point de I'intervalle (x, g, (%, 0,)) en un point intérieur a I'inter-
Ann. Ec. Norm., (3), LXIX. — Fasc. 4. 49

des I premiers facteurs <l< ) du deuxiéme membre de (20) transforme
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valle (*). La transformation trés petite représentée symboliquement par
le ({4 1)®m facteur

T“"w(OaJ—I— ,de) T”(/./ [00‘/—}— (l —+1 ) (/6}

“est caractérisée par la fonction

Ny

1 o , . ,
(21) Z?” (g (@, O+ 1d0), Ogr—+ 0]
1

e, 0y D) a0

Indiguons par &' et 2” deux points quelconques de I'intervalle (g, (x, 0,
q P p q q 8n, ,

8n., (%, 0,)); on démontre [par un raisonnement tout a fait analogue & celui

qu'on a employé au paragraphe 10 pour le rapportéij———,ll%"—‘—))] que le iapport

entre les valeurs que la fonction (21) prend en 2/ et 2" est égal a 1, 2 une quan-
tité pres, qui est de I'ordre de ¢, au plus. En d’autres termes, le rapport entre
'ampleur des déplacements induits par le (/4 1)™° facteur du deuxiéme
membre de (20) sur les points &’ et 2" est égal & 1, 4 une quantité pres, de
‘P'ordre de ¢,, au plus.

Considérons maintenant deux points de I'intervalle (%, g., (%, 0,)) etles
deux points transformés de ces points T« (0, )T (0,). On obtient les points

0, — 0
db
méme sens, appliqués aux points donnés, ces déplacements correspondant aux
0y — Oy

d)’
part, que le rapport entre les déplacements que chacun de ces facteurs induil
sur les deux points est égal & 1, 2 une quantité pres, de 'ordre de ¢, au plus;
nous arrivons alors a4 la méme conclusion pour ce qui concerne le déplace-
ment total induit par T« (0,) T« (0,). Cela signifie que le rapport des
valeurs que vy, (x|0,) prend en ces deux points est égal a 1, 4 une quantité
prés, de Uordre de ¢,, au plus.

Nous allons dés maintenant désigner par (g_,, (x, 0.), x) Iintervalle
indiqué jusqu’ici par (x, 8., (x, 0,)); appliquons le résultat que nous venons
d’établir & I’étude des fonctions gy, (@, 0,) qui paraissent dans (19). Nous
avons, en rappelant (16),

‘;’a' [g'Ina,(x» 60‘) I 00&]
Yo (X 0s)

transformés par

déplacements élémentaires successifs, tous dans un

facteurs du deuxiéme membre de (20). Nous venons de voir, d’autre

:g;ﬂ::(a}*a 01) (l:I’ 2 10y “a)’

- &* étant un point convenable de Uintervalle (g, .(x,0.), x), dont le choix
dépend aussi de Uindex /. D’aprés le résultat que nous venons d’établir on a

(*) On peut le voir par un raisonnement semblable a celui du début du paragraphe pour la trans-
formation T—7,(05) T7.(0, -~ d0). [X, gu, + Ro—1 (X, 0g)].
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alors que gjy (&%, 0,) est égal a 1, & une quantité prés, de I'ordre de <, au
plus.

Il s’agit maintenant de montrer qu’une telle conclusion est également
valable pour gj, (x,0.), ¢’est-a-dire lorsqu’on substitue au point «* le point x,
qui est un point arbitraire de C. On a

[—1
(22) Blig (@ 09) _ T 8ot [81n, (2 9a), Ba]
,g}I}::(x7 00.) o t ,é"/’,i,f,[.-‘w"mu,(xy ea)y ea]

(4’:11;? [A’m,,,(l'*, 0), Oa]
g)z;? [gtn,.,(xy Oa)) Oa]

‘é’m,‘,(z‘*, 01) —gtlzm,(xy Oa)

Yor—1 lé"—nu,_‘(x' 04) | ea] }
(8w, (", 05), 8, (%, 0,)) ont, tout au plus, les points extrémes en commun et
qu’ils sont tous compris dans l'intervalle (x, g, (=, 0,)), on trouve alors
que le premier membre de (21) est égal a 1, & une quantité pres, de 'ordre de
e, au plus; finalement on trouve que

est égal 4 L (§Y), 4 une quantité pres, de l'ordre de

¢, au plus. En remarquant que les intervalles

&in,, (2, 0g) (I=1,2, ..., ay)

est égal a 1, a une quantité prés, de Uordre de ¢, au plus. .

Revenons & I'étude de (19). Par un raisonnement semblable a celui développé
au commencement du paragraphe 10 pour la fonction £(«[0,) on trouve que
Y| 8un, (2, 0.)]0,] est égale a 4, (2|0,), 2 unfacteur prés, qui differe de 1 d’une
quantité de I'ordre de =}, au plus. Dans la méme approximation on peut substi-
tuer dans (19) fo—1[8a,n, (2, 0.)]0,] par zu—1(2|0,). On tire alors de (19) que
Y1 (2]0,) est donnée par _ '

1
—— 1t N o (2 [ 0y) 4 gy (| Og) )
No' 41
a un facteur prés, qui différe de 1 d’une quantité de I'ordre de <, au plus. En
remarquant que

Ay Nyt == N1 4 == Ngsyy,

on déduit d’ici que y,.,(z|0,) ne peut pas dépasser le plus grand des deux
nombres v, (x|0,), yo_i(x|0,), multiplié par un facteur, qui dépasse 1 d’une
quantité de I'ordre de ¢, au plus.

Remarquons maintenant que, d’aprés ce qu’on a dit au paragraphe 9 concer-
nant 'ordre de grandeur des nombres ¢, la série ]+ ¢;+ ¢+ ... converge;
on déduit alors du résultat précédent que y, (x|0,) reste bornée lorsque 0, et
o varient. En faisant o’ =« on trouve enfin que la fonction

1N g 8@ 00). O]
Ry 2.\' g{-"’(@', ea)
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reste bornée, ct de lIa, comme on a dit au commencement du paragraphe, on
conclut que £'(0,) reste bornée.

13. D’aprés les résultats des deux derniers paragraphes nous pouvons dire
que &' (0,) reste finie. D’ailleurs, comme on I'a vu au paragraphe 12, ' (0,) est
donnée par I'intégrale

1 L].l’
(23) f ;

x I 2 ‘-';"'”1[,4".;—1(«7«‘» 61)7 01]

Ny e 25°(2, 0a)

1

on peut donc affirmer que I'intégrale en question reste finie.
On a d’autre part, en rappelant (7),

I
[ 0,),
o 4 s g.:‘,()(x’ ea) g:<0(x, Oa) ’llﬁ(xl 1)

Ny, n,—1
1 Z &7 g1 (2 0a), 0] 1 Z 8" &1 (2, 04), o]
o

d, étant déterminée par la condition

sl 0,)
(3 ] dx

(@0

De cette méme condition (3') on déduit d’autre part que I'intégrale

W | d,_Z’
(24) f FTET0

reste finie. De la considération des deux intégrales (23) et (24) on déduit que
le nombre d, reste fini lorsque 0, varie.

On peut déduire de ce résultat un lemme, qui est d rapprocher de celui donné
au paragraphe 10 : La somme des incerses des valeurs de la fonction % (x|0,) en
un point x et dans ses n,— 1 homologues par rapport a T (0,),

n,—1
sﬂ 1
T o ~on !
‘:"Sé.[é"s(w: 05) 1 eml
est de U'ordre de n,,.
Pour la démonstration, remarquons que, en dérivant par rapport i z I'équa-

tion

g (2, 0,)

dx
3 _ar_ .
(3 f w0

on trouve

(23) &40 (x, 0y) = if& (2, 0a) 0],

Z(ai0y) ’

de cette relation on déduit, plus en général,

o0 ey 04) ] 0]
(26) S0 (z, 0,) = T
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On a alors

ng—

395

n,—

& (x, eo:)a ea]

() Bl =22y £

0

)

Elgs(, 0a)] 04]

&5°(2, 0a)

=% (a] 0n) 3, Epfetlp ey el

etde ]

g1
2
s
0

En rappelant que g*(x, 0,) reste comprise entre les deux nombres positifs
Me-' et Mo-*, on reconnait que cette relation démontre le lemme énoncé.

$)-0,1I‘(g:‘,_l (.Z‘, Oa), Oa]

Elgs(a, 0y)8a]

Ny

dy,

14. Nous devons donner, dans ce paragraphe, une borne pour la valeur
absolue de la fonction £*:°(x|0,). Pour cela il faut évaluer, d’une facon préli-
minaire, I’ordre de grandeur de la somme
2 é’z’°fé’2(xv ea)’ Ba]

1870z, 84), 0]

0

(27) Yo—rl81(2) 0) 1 9a] (1< n4).

Nous allons voir que, & une quantité prés que nous pouvons négliger, cette
somme est donnée par

&P°
(28)

[g‘ny,—l(xy ea)a Oa] .

st (@, 0,)

’

en effet (par un raisonnement tout a fait semblable & celui développé dans la
note de la page 267 du premier Mémoire), on trouve d’abord qu’on peut rem-
placer I’expression (28) par la somme

i

2 1
!

0
Appliquons ensuite le théoréme de la moyenne aux numérateurs des termes de
cette somme et substituons, dans chaque numérateur, a la valeur de la fonc-
tion g*°(x, 0,), calculée en un point intérieur de l'intervalle (g.(x, 0.),
Sren, (2, 0,)) la valeur g*°[g/(x, 0,), 0,], que cette méme fonction prend &
I'extrémité de 'intervalle. Nous faisons de la sorte, une erreur totale, au plus
de 'ordre du maximum de 'ampleur de 'intervalle (x, g, (2, 0,)) (*); nous

arrivons ainsi a la somme (27).

D’apres le résultat du paragraphe 20 du premier Mémoire I’expression (28)

est de 'ordre de ¢} au plus, il en est alors de méme de la sommation (27), que
nous devions évaluer.

1’0[57+ﬂu—1(‘z" ea)’ 60‘] —gi'olg[(xv eoc): Oa].
&V 81(@, 0a), 0q]

(1) On peut le reconnailre par un raisonnemenl analogue a celui fait & la page 266 du premier
Mémoire.
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Aprés ces considérations préliminaires venons a I'étude de £':°(x|0,); en
utilisant pour cette fonction son expression (13) et en rappelant (26), on a

(l el ,ea,oa
(13/) r1o(xl0) Eg [ (JZ‘ ) ]

a»—:(»”/‘, 04), OocJ )
na—i
_ f{gz &0 gems (2, Oy )a 0 12 55 Ulg/(a’?e )’ an“’(x, 0,)

- Ny, &y (1'9 @) 'AO é’l(ub‘, a) o]

ng,—1

= d ' & 1[?»—1(‘7/') 0a), 0 -l dy MM ¢_1($, a)’ 0“"
o %‘sé”o‘,&ﬂ(“‘, 04, 94] na&(xle )Z & (z, 0y)

s—1

o200 (z, 04, O0ul ., |
< 21:’4,0%2‘;(% 02); 0:]‘4[5’7("3’ 0o) 1 0a]{-
. £ .

On voit que £':°(x|0,) nous est donnée parla différence entre deux expressions,
que nous allons considérer séparément.

La premiére expression consiste dans la somme de n, termes qui sont bornés,
multipliée par le facteur d,, qui reste fini, et divisée par n,; la valeur de cette
expression est évidemment bornée.

Pour évaluer la deuxiéme expression, supposons avoir démontré, d’une facon
préliminaire, que les sommes entre accolades sont toutes au plus de I'ordre
d’une certaine quantité N;°; il én résultera alors que I'expression a considérer

est elle-méme au plus de I'ordre de

n,—1
I g_?_‘ 2 g“TI[,g»'——i(xa Oa)y eu,’ N&’O,

c(2]ba) na = 8y’ (2, 0a)

par conséquent [d’aprés (7)] au plus de I'ordre de N;’. Il s’agit donc d’évaluer
les sommations '

§—1

02'0 , 0, ," )
(29) Z, e P (e 02 02] (=1, 20 s )

En indiquant par «; des points convenables de U'intervalle (x, g,,_ (@, 0,)) et
par ¢; des nombres (fonctions de @) plus petits que 1 en valeur absolue, nous
avons ,

Elgi(z, 05)] 04] Elgi(a, 04) ] 04]
Yo—1|Z1(2, 00) | 0] _ E(x)0q) _ &=, 0a) *
(30) H@lh) T Tanlei@ 010 st by T
Ya—1(2 | Ba) Yo—1(2 | 04)

Ces équations nous montrent avant tout que les fractions

Elgi(@, 0a)]0.]
Ya—1[81(2, 05) ] 0y]

(31)

({=o0,1,2, ..., ny—1)
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sont égales entre elles, 4 des quantités prés qui, pour « — o, sont négligeables
par rapport & ces mémes fractions; en remarquant alors que la somme

ng—1

X Elgi(@ 0:)]0a]

est (§ 10) de ordre de n, et que la somme

3, relgta 010211

est égale & 1 ('), on conclut que les fractions (31) sont toutes de 'ordre de n,.
De (30) on tire ensuite

) | 0y
Ls(z, 8g) ] 04 = —%w—d&(ﬁh o) [0a] (14 prei);

en introduisant ces expressions dans (29) on obtient

, Ha(0) VN 2 gz, 0,). 0,]
(29') 1—1(3?] 0, ) Zlgl"’[gl(x‘, ea): ea]

Yoa—t [g/(x7 6:1) | Ooc]

(z]0,) &gz, 04), Oy )
va_x(alvlea 2 P g ’;ﬁﬁa 0,), 0 }*”"[g’(x’ 02) 1 0al.

La fraction qui multiplie lexpressmn entre accolades dans le premier des
deux termes de (29") est de 'ordre de n,, d’aprés ce que nous venons de voir;
nous avons démontré d’autre part dans ce méme paragraphe que 'expression
entre accolades est de 'ordre de ¢; an plus, alors le premier terme de (29") est
de 'ordre de n;z;, au plus. On reconnait facilement qu'une méme conclusion
est valable pour le second terme, en effet, en remarquant que

S—1
X, [ ramlgilen 0a) [ 0a] | <
0
g2 gz, 0g), 0a ]
20 gz, 0a), 0]
rapport a [ dans le deux1eme terme reste bornée; le deuxiéme terme est donc
de l'ordre de n,¢; au plus.
On peut enfin conclure, de I'étude faite dans ce paragraphe, que £':°(x|0,)
est de l'ordre de n,e; au plus; en précisant davantage la définition des

et que les facteurs o, sont bornés, on voit que la sommation par

(1) En effet, les intervalles
(&1en,— (2, 0a), g1(2, 0!)) (I=o0,1, ..., ng),

d'ampleur yo—1[£:(x, 0a) | 0a], recouvrent la courbe C complétement ct simplement.
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1,0

nombres N,>* nous pouvons affirmer qu’on peut donner, pour la valeur absolue
de la fonction &'-°(x |0,), une borne Ny° de l'ordre de n,¢; au plus.

15. Des résultats établis au paragraphe précédent on déduit facilement que
les valeurs de la fonction (| 0,) sont au plus de I'ordre de N;*. Indiquons en
effet par x le point ou &(«|0,) est maximum; du fait que &'-°(x|0,) ne
dépasse N, on déduit que la fonction (2 |0,) reste comprise entre £(x|0,)
et ﬂw dans toutintervalle de centre x et d’ampleur non supérieur a ﬂ;l?a)_

-2
Si 'on avait alors £(x|0,) > N,°, la fonction serait partout sur la courbe de
I'ordre de £(x|0,); d’autre part, d’aprés (3'), £(x|0,) ne peut pas, pour o — oo,
devenir partout infiniment grande. _

Nous voulons montrer d’autre part que le minimum de &(x|9,) est de I'ordre

de < au moins. Indiquons maintenant par x le point ot (2| 0,) est minimun.

N5

, . (%10

Dans un intervalle de centre x et ampleur 2%(:1\?1',0“)
o

seront comprises entre £(x|0,) et 25(x|0,). Nous voulons voir combien des
intervalles contigus

les valeurs de la fonction

(32)  vivy (nei (X, 00), ), (X, S0, (X, 00)), (80, (X, 02), &0, (X, 0a),

d’ampleur
vy Yamt[ 8erneei(F 0) 1 001 I vea (B 00) [y Yot &n,y (X 05) ] 0a]],

appartiennent a 'intervalle considéré d’ampleur 2”-(—N1L,0°‘—)- D’aprés ce qu'on a
o .

vu au paragraphe précédent concernant les fractions (30), | Yo [ 81, (%, 0s) | 0] |

est de 'ordre de %‘ Elgu, . (x,0,)]0,]; d’autre part, sil'intervalle (g, (%, 0,),

£(x|0a)
NLT

» On a

8. (%, 0,)) appartient a I'intervalle considéré d’ampleur 2

I, 2, |
;;i[é"lnu_,(xy 0)]0,]< ;'@(X]ea);

par conséquent le nombre des intervalles (31), qui appartiennent & I'intervalle
7o,
Ny©

Pour une valeur / de 'indice, qui correspond 4 I'un de ces intervalles, on
aura

considéré, est de 'ordre de

El g, (%, 04)[04]
L0 (%, 0y) = C_[al a,"t(x o
S «) &(x|0y)

< 2.

On a, d’autre part,

ng—1

0,1 o
Z(x[()“):"f_: e 1 gomt (%, 0a), 0a],
0\.\'

&' (%, 92) ’
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dans la somme, d’aprés ce qu’on a dit, on aura un nombre de termes, del’ordre
de
de

N' 5 au moins, qui sont plus grands que Mj—, alors £(x|0,) est de I'ordre

N1 s au moins.

16. Nous allons maintenant évaluer, dans ce paragraphe, I'ordre de grandeur
des valeurs de £°'(2|0,). Rappelons que I’on a

(14") ‘°1<w16«>~( +Aa)g<x|01>+z°’"**<x|0z>;

rappelons aussi (§ 6) que £"****(2|0,) peut étre définie d’une fagon arbitraire
en chaque pointx d’un intervalle (x, g, (%, 0,)) et qu’elle est alors donnée,
au le point d’abscisse g.(z, 0,), par I'équation

r 00% 00! *kk
(11) 50,1***[gr(x’ Oa)lea] lor((ile))l Jro1 (x[@

i[gr(@, 02) | 0s 12, ”.,’ 1z, J )’ }

1 (xy 0y),

1—-1 (2, 02), 0y

—2,“0 (@, 04) ] 0,155

””“"*I l ((E, 0())

——

Evaluons d’abord 'ordre de grandeur de £>'"***[ g,(=, 0,)|0,]. Au deuxiéme
membre de (11), dans la premiére des deux expressions entre accolades, nous
avons £[ g, («, 0,)0,], qui multiplie la somme de r(r<n,) termes qui restent

1,1
bornés (qm ne dépassent 1&1 0> la valeur de cette expression est donc au plus

de l'ordre de n.t[g-(x, 0,)]0,]. D’autre part, la deuxieme des deux expres-
sions entre accolades est plus petite que

r . ng,

[1ANL,0 2: ! — MLINLO 2‘ ! .
M*Ne ¢ (2, 05), 0a] MRS ;&L gn(a, 0a), 0,]°
1

J -mq—r+/[ =y
ny—r-+1

I’équation (7), lorsqu’on y introduit g,(x, 0,) & la place de & nous montre que
la sommation par rapport a j est au plus de I'ordre de n,&[g.(x, 0,)]0.];
I'expression considérée est donc au plus de I'ordre de n, Ny &[ g.(2, 0,)]0,].
La méme conclusion est alors évidemment valable pour la somme des deux
expressions entre accolades dans (11).

Considérons ensuite le terme C'[’”i'(ﬂ)|—0°d'£°"*"*(\x|Om);

E(z )
affirmer que ce terme est lui-méme au plus de 'ordre de 2, Ny £[ g.(2, 0,) |0, ]
si 'on a montré que, en tout point  de l'intervalle (x, g (%, 0,)), la
fonction £°-"***(x, 0,) est de I'ordre de n N &(x|0,) au plus. Pour cela rap-

Ann. Ec. Norm., (3), LXIX. — Fasc. 4. 50

on pourra
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pelons (§ 6) que, dans ce méme intervalle, la fonction est seulement assujettie
~aux conditions d’étre continue et de prendre au point g, ,(x,0,) la valeur
£ g, (%, 0,)]0,]donnée par (11) lorsqu’on pose # = x et r=n,_,, Attri-
buons, par exemple, la valeur zéro 4 la fonction au point x; la valeur au
point g, (x, 0,) est alors donnée par la somme des deux expressions entre
accolades dans (1) lorsqu’on fait x =x et r=n, ,; cette somme, d’aprés
ce que nous avons vu, est de Pordre n,N° £[ g, (=, 0,)]0,] au plus. La condi-
tion précédente, concernant l'ordre de grandeur de &°'**(x|0,) dans
(%, 8., (%, 0,))sera donc certainement satisfaite si nous supposons attribueés a
la fonction, dans ce méme intervalle, des valeurs comprises entre celles qu’elle

prend aux extrémes.

El&r (@) 9a) [0a] zo 1 an
Ty @b
est de 'ordre de n,N,;° &[ g.(, 0,) |0.]. @ étant maintenant un point quelconque.
de C, on pourra affirmer, d’aprés ce qu’on vient de voir, que la valeur %' (2| 0,)
est au plus de 'ordre de n,N;° £(«|0,). 1l nous reste & considérer, dans (14),

le terme (dl -+ Aa> E(x|0,). Rappelons (§ 6) que A, est donné par

En conclusion on peut donc supposer que le terme

dr

0,1%% _ 1‘(-0,1*** o - é(_g(X, 1 lOOﬁ)(eal
& (xlﬂa) £ 4 [«5("7 ‘Iea)lea]z[é’(x,flea)lea_‘

clg(% 0a)[0s]

La fonction sous le signe somme, d’aprés ce qu'on a vu dans ce méme para-
graphe, est au plus de I'ordre de

nyNe [ 8(%, 1105)|06] = naNa® £ 8(x, 0a2) | 94],

il en est alors de méme pour l'intégrale: g*'**(x|0,) est d’autre part,
d’aprés (8), de I'ordre de &] g(x, 0,)|0,] au plus; la constante A, est de ordre

de n,N,;° au plus et le terme <le— —i—Aa) E(x|0,) est au plus de 'ordre de

n, Ny E(x|0,). -
Nous pouvons enfin conclure que la fonction £°' (2 |0,) estau plusdel’ordre
: 20,1 ( .
de n,N;* £(2|0,); on pourra donc donner, pour le rapport (@] 0a) s une borne

(2| 0q)

Ny* de ’ordre de n,N;’ et I’on aura alors

|EH (@] 0a) | <N&*E( | 0a).

17. Il nous reste a évaluerla constante de Lipschitzde la fonction £o(a0,).
Utilisons encore 'expression (13') de cette fonction. Considérons d’abord le
premier terme du troisiéme membre de (13")

Ty —1
da > s 851 (2 Ua), Ua ]

"o s 800 gma (@, 0y), O]
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A la fonction
g1,1 [g’,_1(.%’, eoc)- el]
5*1"‘[5’5—1(‘”’ 0a), eaj

(s==o0, 1, ..., nyg— 1),

de la variable 2, nous voulons faire correspondre une nouvelle fonction, qui,
en chaque point z, est au moins égale au plus grand, en valeur absolue, parmi
les nombres dérivés de la fonction donnée. Pour cela nous pouvons d’abord
faire correspondre, dans ce méme sens, au numérateur g*'[g,_, (=, 0,), 0,] la
fonction

2,1 01,0 — R E[gS—i('x» ea)lea]
M2t glof (2, 0y) = M2! F(@0,)

)

et au dénominateur (qui est d’ailleurs dérivable) la fonction

,0 o1, 0 . , E[é’s—ﬂx, ea)lea]'
M% 0820 (z, 0y) = M2° F(@]02)

A la fraction considérée nous pourrons faire correspondre la fonction

Met | MEOMU E g (@, 0a) [ 0a]
Mi,o [M1,0]2 g(w‘ea)

Enfin, au premier terme de I'expression (13'), nous pourrons faire corres-
pondre la fonction

Ty —1

dy (M2t M2oML! E . :
7 (M_ T )Z(»’vl Ty 20, 2L (@ 0 [

la somme par rapport a s est de I'ordre de n, (§ 10), la fonction est alors de

. 1 c . . . e

I'ordre de a0 Considérons ensuite le deuxiéme terme du troisiéme membre
[ o

de (13"),

§—1

g2’0[gl(x’ aa)v ea.I
Z/sﬂ"’[gz(x, 0), ea]i[g’(x’ Ba) [ 0a ] -

0

Ny —1
1 i"_‘ go’ilAgs—i(x’ Oa)aea]
(33) iz 02) ny 25 g% (z, 0y)

Remarquons d’abord, en rappelant (7), que 'expression

w1

g@"E 21 g1 (2, 04), 0]

Ny &% (z, 0y)

est de ordre de £(x|0,) et sa dérivée de Pordre de £'°(/8,), par conséquent,
au plus de I'ordre de N;°. Alors 'expression

Ny —1 N
1 d, 2 (5’0‘l[£k~1($y eoc)a ea]
s

3(50‘01) ;L: g,:’o(ma 0)

reste finie (elle est d’ailleurs trés proche de 1) et I'on peut lui faire corres-
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pondre, dans le sens précédemment indiqué, une fonction de l'ordre de

Ny

| oo 10) + "

”(wlﬁ)

1 0
¢’est-a-dire de 'ordre de - (Vie ] . Nous devons déterminer ensuite une borne
&€

pour 'expression entre accolades dans (33), et une fonction qui corresponde,
dans le sens indiqué précédemment, & la méme expression, qui soient toutes
les deux indépendantes de I'indice s.

Par un raisonnement semblable a celui fait au commencement du paragraphe

g2 [ (e, 04), 04]
gV gi(@, Ba), 0]

on reconnait qu'aux fractions = on peut faire correspondre les

fonctions

k)

Mo (M E g, 0a)] O]
N_x,o [M'l,(}]ﬂ) E(xl()a)

qui sont, respectivement, de 'ordre de Sﬁ%—%)‘—w, a €| gu(z, 0,)]0.] on

peut faire correspondre sa dérivée par rapport & x, qui ne dépasse pas
1,0 Sy 6 6 &% (&, 0 0
Ny Q—I%O))'—] Les fractions “’{:1Ex, 0. ;li() ]]
d’aprésce quon avuau paragraphe 15, £ g,(x, 0,)]0,] est de I'ordre de N,* au
plus. On reconnait alors qu'au terme d’indice / de la sommation dans le
troisieme facteur entre accolades on peut faire correspondre une fraction de
E[g1(2, 04) | 64
(2| 02)
trouvons une fonction qui, d’aprés le lemme du paragraphe 10, est de 'ordre
de N&Ony,
E(a[0a)
respondre a I'expression (33), toujours dans le méme sens, une fonction de

restent bornées; d’autre part,

I'ordre de N2’; en faisant ensuite la somme par rapport a /nous

- De ce qu’on a vu on peut facilement conclure qu’on peut faireé cor-

lordre de - o 1\110 ;- Finalement & la fonction £*: "(w[O ) on pourra également

faire correspondre une fonction de 'ordre de -

est (§ 15) de 'ordre de VT_U

Lipschits N3* de &' (x| 0,) de lordre de n,|Ny" |*.
Nous éviterons de considérer la constante de Lipschitz de £™' (x| 0,).

ne Ny
RCILBE - Le minimum de £(x0,)

au moins; on peut alors supposer la constante de

18. Pour terminer ce chapitre, nous devons évaluer I'ordre de grandeur des
erreurs qu’on commet lorsqu’on remplace les fonctions

/g(x, 0102), é;l'('(x, 010.), & (2, 0]05)
par les fonctions
g(‘ri 0)’ gi,o(_z., 0)7 .4'0'1('”! O)

respectivement. Dans cette recherche nous allons toujours supposer que les
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quantités (0 — 0,)N;*, (0 —0,)2N;* soient petites et nous admettrons que leurs
carrés soient négligeables par rapport aux quantités elles-mémes, ce qui
équivaut a supposer qu'on reste dans un voisinage assez restreint de 0,. Nous
allons également supposer le voisinage de 0, suffisamment restreint, pour que
I’expression :

g, 8]62) — (2, 04) |

é(”ﬁ: Oloa)”‘;‘;(x: Oaloa)]E

ne dépasse jamais sensiblement M°* |0 — 0,
dans une premiére approximation, qu’on ait

; nous pourrons alors supposer,

(34) 82, ) — [0 — B2 | M2 < (2, 0] 82) < g (2, 0) + | B — 0a | MOt

on verra d’ailleurs que cette nouvelle condition est comprise dans la
précédente (*).
Nous supposons enfin qu’on ait

Ng°

— < N§';
(x| 0q)

E(x|0,) étant de 'ordre au moins (§15) et N3 de Pordre de n,N;"',

I
NL©
I'hypothése sera certainement vérifiée pourvu qu'on choisisse a suffisamment
grand. ,

Considérons les o' groupes g, engendrés par les transformations infini-

tésimales

E_(m,elea)%: I,M“_)(O—O ) dx
(@0, ’

et indiquons par
T :57(.1', t, 0]04)

I’équation de la famille ©* composée des transformations appartenant a ces
groupes. On aura
é’i(xr 1, 0 I Oa) :g’—(l‘, 0] I 0y).

Comparons d’abord g**(z, 0]0,) et g' (=, 0,). On a

: £l (@, 0.) | s
(6) g0 (o 00) = [ 2Lt 7102 ) HLEE L O e
(2, 0,)
Eg(z, 02)]0a] ,
g 0.1 (% 0“ ——‘————‘d7
AR ECIRE o

(1) La signification exacte des hypothéses préeédentes est la suivante : nous devrons considérer
des voisinages des valeurs 6y, 0gyq, .,. tels que, pour a-—>o, les quantités (6 — 0,)NJ! et
(0 —04)2N2° soient infiniment petites et que I’erreur éventuelle, qu'on commet en supposant (34)

vérifiée, soit infiniment petite d’ordre supérieur par rapport & |g(x, 0]04) — g(, 04)|.
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on a ensuite
o(\telea)
(35) é’o (m,elﬂa):f 501(:{,6| g)-[o(x' 0]0,), 0 10]

[E(x, 0]02)]

q[g(x, 010a), 010.] "M, elg(@ 0a)]0a]
T E g, 0,)[0a] f G 010 00,0 T
{;’7-"3,0[6%)
z Zle(a, 0104),010a]
- 0 (%, 0 9
g(v.0) = be) l (%, O[ea)]
On a
et 01040, 0102] _ E[g(z, 010a)[9a]f 2 [g(2 0]0a)[0a] o |
Tem 0001 Ele@ 0 10] | e 010, 0.] T

La valeur de I'expression entre accolades reste comprise entre le couple de
valeurs correspondant aux deux choix du signe, supérieur ou inférieur,

1 Ng ' (0 — 0y);
on trouve d’autre part, en vertu de (34), que la valeur de

g, 0102) [0a] ;o Zlg(@ 0]05)|0a] — £ 2(2, 0s) | ba]
E[_g(w: Ba) | 90 | Elg(x, 92) ] 04]

reste comprise entre chacun des deux couples
Ni 0
Eleg(z, 8,) ] 04)

F[ (2, 010,), 0]0,]
Elg(z, 0y) ) 0a)

1= (1 MOY)NG (6 — 0g).

1 Mo (0 —0,), 1o MOANG (0 — 0y);

alors la valeur de

reste comprise entre le couple

On a ensuite, pour la premiére des deux intégrales du troisiéme membre

de (35), en rappelant (6'),
.0)
ff” Fot (s, [0, EL8(@ 00 [ 0]

[Ex, 010,)]
«d - C(xiooﬂ
snoa | 1= st — |
- x [ E(n]0g) ) :|2—uﬁ[é'(~f7 0x)] 04 ) dx
B[ 0a) o
! W(e g)
& (s 0,)
E“(A[O ) o
_f HEILBIE [ g(, 02) | 0] de == 201 (, O).

Considérons ensuite I'intégrale

/a(zﬂw;;oi(,{ 010, )r[ (x,@[@a), 0] 0q ]
8(x,0,) E(x 0108q) ~ E(K» 9]904)
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En ce qui concerne I’ampleur de l'intervalle d’intégration, on a

| (2, 8]05) — e(, 04) | < |0 — 0, | Mo,
La fraction

) 0,1 ea 2
Tr(n, 0]0,)  EH(x02) (0 — ‘M[Eg—(ﬂﬁ]'e—a))—] L

E(x, 0000) " E(#]02) 4 (0 — 0,) 2 (x| Oa) -+ -

AECAIISNILN R que x est dans
Z (%, 0]04)

intervalle (g(x, 0,), g(«, 0]0,)), reste comprise entre le couple de valeurs
1 (0 — 0,) (2 -+ MOAYNG!,

ne dépasse pas N;''. Enfin la fraction

On voit ainsi que l'intégrale considérée est plus petite que |6 — 0, | M° ' N;*.
D'aprés les résultats établis jusqu’ici, on déduit de (35) que g*'(z, 0]0,) reste
comprise entre le couple de valeurs

(36) &9, 0,) 7= (0 — 0g) (2 -+ MO MOING ',

Du fait que g°'(x, ) est compris entre le couple

80 (&, Og) 2 MO2(0 — 0,)
on déduit alors

(37) | g% (2, 0]0,) — g™t (2, 0)| < |0 —04)]{(2 4+ MOt)MOIND! 4~ Mot}

le deuxiéme membre de cette inégalité est de l'ordre de (6 — 0,)N,".

Il est facile maintenant de comparer les deux fonctions g(z, 0]0,) et
g(x, 0,). D’aprés le théoreme de la moyenne on a en effet

g, 0]0,) = g(x, 021 02) + (0 — 0,) 81 (2, 0| 0,) = g(, Bs) + (0 — 0,) g1 (a, 07| 0,),

0" étant une valeur comprise entre f, et 6. En substituant dans cette formule,
pour g°'(x, 0']0,), 'une et 'autre des deux expressions approchées (36) on
trouve que g(x, 0]0,) reste compris entre le couple

(38) g(2, 05) + (0 —05) g7 (2, 0) 7= (0 — 05)* (2 + M@ ) MO NGt

La fonction g(x, ) reste comprise d’autre part entre le couple

- Mo.2
£(@, 05) 4 (0= 02) g (@, 82) = (0 — 00)* —;
on a donc alors
(39) | g, 0]02) — g(x, 0)]| < (0= 0,)2] (2 + MO)MOING Mo

Cette relation nous montre que la distance entre un point de C et son transformé

par T(010,)T-'(0) est de lordre de (6 — 0,)* Ny au plus.
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19. Nous allons établir, dans ce paragraphe, des formules analogues pour
la fonction g*'(=, 60,).

Remarquons, d’une facon préliminaire, que, en dérivant par rapport a x,
I'équation

(6 &1 (2, 0g) = j 0] g(, 7] 04)] O]

Elg(@ 1]02)10a] ,
Elg(@, 7|00y 02] "

b

on obtient, par un calcul virtuellement déja exécuté au paragraphe 6,

(49) (@ 02) = rrmrs {0 [, 00)] 0]

Elg (@, 0a)0a] 0,1 £1,0 00,1 |
—————_bi(xlea) B0t (@] 00) +EM[g(2, 04) | 0a] 8 (xaea)s'
Partons maintenant de I’équation

El gz, 010,), 010,]
E(a, 0]04)

(26%) & (2, 0(00) =

| Eo,i;?(x, 0[05), 0] (0—10y)
e 0100 (0] gy
gz 0]0,)105]

sz, 010,)]0.] +

1

E(a, 0]04)
{ Leta, 0102)102] (0 — )2 [#(, 6a) | 0a] |
) _ 2!‘&0,1[‘4’,(&.’ ed)lea]}z
( + O = ) e T [0,
:'f 20,1 . 2;20.1(wl@“)§z
E(x]0a) + (8 —0,)E ($|Qa)+(9 0) T a0
E.O’l[;”—(m’ 010,) ] Oa] - B0 (2, 05) ] 0,]

_; Eo"[g(*rw Ou)loal
O—=02) 1= @, 0010,]

B, 0]0,).

g 0104)] 64]

P : 0—0,)
e 0]04)]0,]

1

=+ (0 —10,)

En rappelant que g(x, 0]0,) reste comprise entre le couple de valeurs (38) et
en considérant aussi (34), on trouve facilement que [ g(x, 0]6,)]0, ] reste
comprise entre le couple :

el g (@, 02) 00 | + (0 — 02) E° [ (2, 02) | 0a] £°" () )
(0 — 8,)2 Mot [é MOtNZ0 + (3 4 MOy N Nw].

Aprés avoir substitué a [ g(x, 0]0,)]0,] le couple de valeurs approchées que
nous venons de déterminer, développons la premiere fraction du dernier
membre de (24*) selon les puissances de (0 —¥0,), en nous arrétant au terme
de deuxiéme degré. En tenant compte de (40), on trouve que le coefficient
de (6—0,) est donné par g''(x,0,). On peut simplifier le coefficient
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de (6 —0,)* en considérant (14) et (10) d'un coté et (40) de I'autre coté. En
conclusion on arrive au résultat que la fonction g'-°(z, 06,) reste comprise
entre le couple

g0, 0) + (0 — 04) g4 (2, 0a) = (0 — 0,)*

Mot [é MOANZO 4 (2 MO NG I NGO |4 o (MU 1)NEONG ' 4 2 (MO1 4 ME) NG NL0
x

E(x|0s)
2l g(a, 0192)]0a] _ £ g(, 04) | O]
1] g, 0104)] 0] — e, 00100 ),
Y (e_ea) 1 ( o:)
0o )l L@, 010:) 0] 58 (, 02)10s]
: E(z, 0]05)
g'°(x, 0) est d’autre part comprise entre le couple

Mi,‘.’.

g+ (=, 006) + (0 —04) & (z, 0y) = (0 — Oa)z 9

on en déduit
(41) | g9%(, 0]62) — g2 (=, 0)]

Mo [é MO N3 + (2 -+ Mot)Ng ! N&v"]

4+ 2(Mt? - ) NEO NP - 2(MO1 - ME)NG NG ®
E(z|0a)
21 [g(2, 0102)104] B ot g(, 0,)]0,]
201 g(a, 016a) ] 0| g 0101 5
—_—2 O 6 - ea 1 . - (e ea)
Tt 000 0,1 %) 282 0| 0a)
E(xy 6162)

Moz
<(B—05)* | — —+

I
+(0—104)

)

1,0 \JO,1
I’expression entre accolades est de I'ordre de 1;_:5%7 au plus.

'CHAPITRE I1I.

20. Considérons la succession des fonctions
(13) Ez]0:), E(x]|0), ..., E=[0i), ..
nous voulons montrer dans ce chapitre qu’on a

: E(x]0a) _
S EG ) Y

et que la succession (15) converge vers une fonction continue et posttice.
Nous allons considérer, dans ce paragraphe, quelques questions préli-
minaires.
Ann. Ec. Norm., (3), LXIX. — Fasc. 4. 51
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Evaluons d’abord 'ordre de grandeur de (0,., —0,). Supposons, 0,,, > 0,;
considérons I'identité

llq—i

(42) T"“(6a+1) Tk"“(ea) :l—]sTs(eoc) [T(ea+1) T_j(ea)] T=(0,).

0

Le module de T"(0,,,) T™(0,) est égal & la différence

My iy  my I

n — Ny — ==

Nyt Ny Mo

entre le module de 1"+(0,.,) et celui de T*(6,) ('). Les transformations
indiquées symboliquement par les facteurs du second membre de (42) ont
toutes d’autre part un module égal a celui de T(0,.,)T-'(0,). Cette transfor-
mation imprime a tout point un déplacement vers la droite, qui est au moins
égal a (05, —0,)M®'; le module de cette transformation est donc égal au moins
a (0,.,—0,)M*'. Alors, d’aprés le lemme du paragraphe 7 du premier
Mémoire, le module du produit est de 'ordre de M*:'n,(6,., — 0,) au moins,

on a donc que

n:ﬂ est de 'ordre de Mo 14 (8410 —0,) au moins, alors (6., —0,)

est de Uordre de —

au plus.
Ny Noiy p

Comme nous I'avons déja fait au paragraphe 7, nous indiquons par’gm+1 le
paramétre de la transformation de module 2= appartenant a la famille T(0|6,).
A+1

A+1 " ea—H

. ; 9 .
Nous voulons évaluer I'ordre de grandeur du rapport e Considérons
a+1 7 Va

pour cela les deux transformations tres petites

(%) T(00is) T~ (Bt )y T(Baa | 00) T ().

La premiére de ces deux transformations transforme le point
£(#, D) = 8 (2, 020) + 812, Do) (Das — Oa) 4.

dans le point g(x, 0,.,), a des quantités infiniment petites d’ordre supérieur
prés, elle est donc représentée par la fonction '

go’i[g—i(xx 6a+1>; 6oc+1] <6a+1 — (—)a+1>.

La deuxiéme transformation d’autre part, d’aprés ce qu'on a vu a la fin du
paragraphe 18, est caractérisée par une fonction dont les valeurs sont au plus

de I'ordre de 7, N.°(0,,,—0,)". On a, évidemment,

T"“*‘(ea—o-i) - TIZ“H(GWH I e°‘>'

(1) Du fait que T7«(0,) est évidemment permutable avec tout autre transformation,
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Alors, des identités

Ny —1

II Ts (?60:4-1 ) [T(ea«m ) T (6a+1 )] T—:(éoc—H) = T"a+1( Oors ) T_n“ﬂ( 6a+1 )»
o s

Rg-+1—1

H T$(6x+1 ) [T<—60H—1 | eoc) T <6a+1 )] Ts (6a+1> = T"‘“H(Gou—i I ea) T‘"““(am—i >:
o S

on déduit qu’on peut égaler entre elles les fonctions, qui représentent les pre-
miers membres. Ces premiers membres sont donnés d’autre part respectivement
par les produits des transformations

(%) T(ecxﬂ)T_l(goﬂ—t); T(GOC—H I ea) T (6%1‘1)7

transformées par les puissances de T(9,.,). En utilisant les formules données
au paragraphe 7 du premler Mémoire on trouve alors, pour la premlere des
deux fonctions, I’expression

Ng+1—1

(Oa+1—61+1) E o”'0’1[é’—s—1('1’7 6a+1 >s 6oc-H & ,o[o s‘(x) 01+1> Oz+1l
0

Rg+1—1
> (0a+1—6u+1)M0’1 2 g}*”[g’.s(x, 6a+1>; 60:4—1]»
0 $
et I'on reconnait d’autre part que la deuxiéme fonction est au plus de I'ordre de

Ny +1—1

nOLNgL’0<6OC+1_ ecx>2 2 g§’°[g—s(x, eo—H—1 ): 6a+1]-
0

On peutconcluredelaque (0H1—~6a+,)estau plusdel’ordredenaN;”(@aH—an.
On a d’aatre part que (0,,,—0,) est, de méme que (ew-—e ), de l'ordre

de » alors le rapport Mﬂ est de [ordre de

o Nott a1 — Og n:x+1

au plus. Le rapport

Ogrr —

0
U st donc égal a 1, Aune quantité prés, qui estdel’ordre de N gy plus.

0a+1 — Oy oty

Evaluons enfin l'ordre de grandeur du déplacement
(43) |§"/(w, §a+1]0a)—$’7(3”y Oa—«-i)l (I <ngi1),

que T(B5.4 | 0,) T=(0,.1) induit sur le point gi(, 0,.,). D’une facon prélimi-
minaire évaluons le déplacement

’é_’(x; _Goz-o-i I__0a> — &(z, Dot )_l ~
= l g(x, Bot ’ e%) - g('x: 60‘-*-1) I -+ ‘g(w, 9a+1> — &(z, Ba41) ],

que T(6,., IGQ)T—'(OH,) induit sur le point g(x, 0,.,). D'aprés le résultat du
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paragraphe 18, que nous avons utilisé tout a I'heure, lg(z,0,.,]0,) —g(@, 0,0s)]
est de 'ordre de naN;’°(6a+, — Ga)g. D’autre part Ig'(x, [ ) — g(z, OH,)I est
de I'ordre de (0,,,—0,.,)M*" au plus, par conséquent, d’aprés ce que nous
venons de voir, de I'ordre de n,N,*(6,,,—0,)" au plus. Nous pouvons en
conclure que le premier membre de la derniére inégalité est de I'ordre de
neNy "(Oa,H 0 )2 au plus.

On a ensuite
l—1

T/(Bos [02) T (Oas) = [ | T700) [T (0 [ 8) T (Basa) | T (00);3

0
de I'évaluation précédente, en rappelant encore une fois les résultats du para-
graphe 7 du premier Mémoire, on déduit alors que le déplacement induit par
T’(’()‘H, ](L) T-'(04.,) sur le point = est au plus de 'ordre de

[—1

naNE (Oaa— 020, g0 (8- (@, ity O]

Ny g —1

< ngNE (Bypr— 0, ) 2

1, “(.Z' 01+1)

[—1
== ngNE* (Bgpy — 05 ) 2
0

Ng1—1

=nyNg° (0a+1—‘0) 2‘ (x—_

v Ugi1)

&4’ (1‘, a1)

Ng+1—1

0 ’)2 1 dois 2 ,20”| <) —1(% B1)e 01+1|

1,009
< ngng Ny (eoc+1_ ) T T
dy, 1M0,1 Nyt r " V! (Ty 01-«)—1)
0

)?; x|ea+1)

— 1,000
= ng Ny Niy <01+1 ] M° 1
Ay

On tire de la que ledéplacement |§,(m, 00is IOa) — g, Oaﬂ‘)l, que la trans for-
mation T1<6a“ If)a)T‘l(@Hl) induit sur le point g,(x, 8,.), est de l'ordre de
R N (O — 0, ) E[ (2, ew,)]ew], ou encore | d’aprés I’évaluation pré-
cédente de (0,.,—0,)| de Lordre de -

2[gl(a"r <x+1)|6a+1] auplus‘

21. Nous allons ramener I’étude du rapport

(2] 0a)
i ECT0ar)
- a celui des deux rapports
! é(xi 6&)
(44 ) ' é(‘T) 6u+1|0a>’
" g(‘z’y 61—;—! ’0a>
e T l0en)

Ona .
i(x’ Oors I ea) =f(x|0a) + (0a+1— 0&)&”(-” [ 0) ..,
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| 0. , ! \ £ (2] 0s)
en remarquant que (6(,“ 6“) estdel’ordre de s AU plusetque Flw] 0
est plus petit que N;'', par conséquent de 'ordre de n,N,* au plus, on trouve
Ny

que le rapport (44") est égal a 1, A une quantité pres, qui est de 'ordre de
au plus. ‘

Nous devons maintenant considérer le rapport (44”); nous utiliserons pour
cela, pour &(z|0,.,) et E(w, 0,., |0,), les expressions

oa+1"

Ng+1—1
5 d :)0;1[5)"5__1 (ZL‘, 0a+1)) OOH‘I]
, ‘ . %a+1 o}
(7) ACILETVES Rgit 2\ & (@, Uapa)
et
Ny y1—1 — n )
= - N R 20”[é‘»’.-~— (, B [0 ) 0t | 0 ]
, ;(x i 0 E# = 1 ) °t+_1 o)y Jo+1 | Yol
(7 e, B[ 00) = 722 }0' 0 (25 Baa | 02)

Les constantes d,., et d,., sont déterminées, respectivement, par les

conditions
w00 14) dx 57(«1‘,6«-&1]0«) dz
———— =1 ——— —1;
/.r B[ apr) 7 f (2 Oos | 62)

les deux limites supérieures d’intégration g(x, 0,,,) et g(a:, Gaﬂlf)a) coin-

cident, d’aprés ce qu'on a vu au paragraphe précédent, & une quantité pres,
. ~ 2 T N° .

qui est au plus de l'ordre de naN;"’(GH,— Om) , ¢’est-a-dire de ﬁ—; i suffira

o reo+1

donc d’avoir démontré que le rapport entre les deux sommes

"
(45I) 2 go’t[—g-\‘—i(x’ eoc—H), 014—1]
5" gﬁ’o(x, Bor1)
et
Nv.-ki—] —_— —_ — -
(45") Z 8 [‘%',',(x’ 00:4;1 ‘ 0, )7 [ l 01]
° 0 © :5’1»1-’0(1'7 01 ’ O:x)

est infiniment proche de 1 pour o — o, il s’ensuivra immédiatement la méme
: d
chose pour le rapport 5 = et enfin pour le rapport (44").

A+1

Remarquons maintenant que les termes des deux sommes (45") et (45")
sont tous positifs, il suffira alors de démontrer que le rapport entre deux
termes correspondant est infiniment proche de 1 pour & -, ou encore de
démontrer que cela arrive pour les rapports

88 [ 8—1(x, Ba11), Oaia]

é;b’l[c;o'-i('r, (9 l 00‘)’ Oa l e“]

($==0, 1, ..., Ry y4—1),
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entre les numérateurs et pour les rapports

2’ (=, Oa+1)

6 — —
(o) .4"3’0('7"7 ea—H‘oa)

(s=o0, 1, ..., ngyy—1),
entre les dénominateurs des termes correspondant. En ce qui concerne les
numérateurs, étant donné quon a.

é’o 1[03_1(.1', Ooc+1), Ooc+1] >_1\i10'1)

M’:' étant un nombre positif fixé & I'avance, il suffira de démontrer que,

pour « — o, les quantités

é"0’1[(é’x—1($’ ea:+1)y ecx+1] - (5?0’1[(;"5—1("”, €a+1 f eo:)y 6ac+1 I ea] l

(=0, 1, ...y Ngyy—1)

(47)

sont infiniment petites.
Etudions d’abord ces dernieres expressions. On a

(48) | 20 goa (2 gty Ogn ] — ‘S’O 1[@«—1(-’% 6a+1 l 6a>, 6a+il ea”
-4| 2 Zo—1 (2 Bos)y O] —80”[6’s—1(x: Bo1), 6a+1]|
-+ (é’o’i[é’k—d-ﬁ: O511), 6a+1] - go”[é;_i(x, 6oc+1 lrea)> 6a+1] ‘
g gea(@) Baia[02), Bua] — 871 [8es (@, Baia [ 00), Bae [ 0],

Le premier terme du second membre de I'inégalité précédente est au plus égal

a M"’“I@H, — 0, I En rappelant le dernier résultat du paragraphe précédent
on reconnait ensuite que le deuxiéme terme est au plus de I'ordre de

M1t M Elgs—1 (2, Oaii) | Ba—M]'

g Ng4q

Enfin le troisiéme terme est, d’aprés (37) au plus de I'ordre de |0, ., —0,| N*,

c¢’est-a-dire au plus de 'ordre de N Nous pouvons conclure finalement que

No i

le premier membre de (48) est au plus de 'ordre de X

o

22. Considérons ensuite le rapport (46) entre deux dénominateurs corres-
pondant & une méme valeur de 'index : nous serons amenés a des considé-
rations un peu plus compliquées que celles du paragraphe précédent. On a

,,1 0

(x, 014_1 ll ’H){" 2y D), Ooul]
/:,10

49) —7—~
P oGt 0) [ Vari [02), a [ 0]

::l] [[_Jr_ &' ,°[<-'~’7 () ng_+1)7 (ioc+1 ]—_671,0[ él(x—, Ga—e—i | ea), 60‘ “ ‘ Oa]] )
0 ug gi.o[g[(x, 61+1 ‘ 0a>, Doy | 00&] )
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en rappelant (24*) on trouve, pour les numérateurs des fractions du deuxiéme
membre,

[g0(2, Oas1)y Oar ] — &L g1( 2, Oura l 05 ), 6a+1l()a]
:{31’0[§1($; O0i1); Oara] — & o[é’l(-% Oos1) a+1]
+{ g [81(2, Oors), B ] — 80 812, Boia | 00), Oara ]}
gx,o[é_&x, GG—M l ea) 6oz+1]
E[é’[é’l(x’ [ I Oa )’ a1 | 0 ]|9 ]
i 8 L1 B |80, 0] [ 0] (B 1) L

— ol,0

S

[l gi(@, Bare] 0a). 0a] ] 0] *
[é’[é’V(T: a+1le > 0y ]l()]

+ —_— P — — p
E[g‘l(xl eOH—i l ea); Ooc+1 I e ]
Zii[ﬁ:l+1(_xy 60:4—1 ] Oa)] eq] B i01[g[€;gx’ 60‘_“ ] ea)’ ea] | 0“]
[ — g I§)7+1('x’_6“+1 1 ea) * 00‘] (ea_'_l_ Oa) [ — 'g“’l[g[_gy(x,_(jaﬂ ; eoc)a 0oc] ‘ Oa] <6a+1 —ch)
_ (6a+1—‘ 0@) i[gm(x, o1 l 6a> l 0a _ _ E[g[gl(x, ([ | Ga), ea] Oa] .
;::[(5)7<$» Oop [ 0x>y 0o l Ooc]
Pour démontrer que, pour & — o, le produit (49) est infiniment proche de 1,
il suffira alors d’avoir démontré que les trois sommes
g0 gi(@y Ogpy)y Bagn ] — "‘0[ o1y Ooyt), oc+1]
(50) N (8 41 S
20‘ OA o[gl(x: eoc+1 l 0 ), [ \ ecx]
s—1

(51) » 2 10[ g1(z, ea:;), cx+1] &b 0[51(.1‘, a*l‘e ) ew_i]

0 ! g [gl(x! o1 l ea) OQ:_H I 9 ]

tLelsi(, Bara[02), Bavs | 02] [ 04]
s "‘(e“+i - 60&) £ 1[ [g1<33’ Ot l ea) ea] | eoc]
|+ Gyl el b0 01T
s—1 gi’o[é:l(a?, 6a+1 l Oa), 6a+1] —_— = Q[g é[(x’ ot | e“> e05] I 0 ]
(52) 2 I _ C[é’l<xrna+1 04 ), eOH—‘l | 0 ]
0 ! ‘gl’o[é'l(x’ 01 I 90:), 0t I ea]
sont infiniment petites pour « — o, et que le produit
Ei)_A [§7+1§x> 6oz+1 I eoc) l ea] - £ ([h ;<x, ~a+1 ' 0 ) V] :H()a]
- 20’1[14’@1 (x’heocﬂ‘ea)loa] <6a+1—"0a> I— [ [ l("’/’v :x+1!e ) 0 ]!ea] (6a+x—-ea>
s—1 E-[“'(”Z"“ <x’ Oara I 0“) ‘ Oa E[g[gz(x, 021 I 0 ) 0 ] 0g,
(53) :Hll’_<6q+1— 63;) C I_g[(x’ o+1 l 0&) eag+1 ‘ 0 ]
0

°1 o[cl(x’ a1 I 0y )’ Oz44 | 0x ]
e[ g] gd@, 0ara02), 0a]] ba]

[io 1[%“(‘” 6’a+1)‘ '0 >][ Oa] _ [ [ ( [
ol oy ‘7'7 a1 0g) |0 o _E,‘M /‘Z‘QM-’ 0>6:”0°5]—
SRS i CXR S R NI

s—1 1I—
:l] I—<€a+1""01> [h[+[(x‘ 6a+1|e >’0 ]f — T = —
° ! i[é”lﬂ(@", 0 ' 01>, (P l ea]
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£ l[b—/+1<x’ 6a+1’6 >|6 ]

£t [g[.f,’—/(x, [ [ ea.)v Oa] [ ezx]

& 1[5’/+1<l', eOc+1 ‘e )iO J
;_[é’lu (x, [ ’ 0.) { 60&]

(0201—04)

§—1
:H[l—<6a+1_02> 70
; ) —

E,[gz-u(x, 6oc«H ‘ eoc> l Oa] + =

— E“[é’[g—l(” Ozss 1 04), Ooc] ' Ga] 0o —0

[ E[g[El(T* ~;+1’6]“)’ eoc] | Oa] ( o >
0 l—cl(-z' Ogir | 0 04 ] 9.
—oll5[+1(£, 0a+1~0x)‘6 ]<0‘a+1_0a)( a+t )

[ l+1(1'y 0a+1|e )19 ]

g 1[—-/+1(~T 6a+1’0 )ie ]
C[ /+t($ ea+1|01>'6

EOA‘[{,L&(@ 6_f¢+1 t 0a>~ Ou] ’ Ooc]
E,I_'27+l<x7 0ot I ea) | 00:]

HEne oa+1|em>le |

2 gt @ 0t 02102l (g )_
A+

201 o] 2@y s | 0a), 0a] | 0o] /7
Q[h [A<x, (P ’ ea)’ Oa]’ OaJ (6a+1— 0a>

I —

s—1 I—
:A i - 61+1—()3¢
l-olll ( > E,Ol[éfl+1(‘ra a+1]0 )te ]

[ /;-1(3", ﬁa+1|9a)lea]
01[gl+1((1,‘, H,le )Ie ](9
[olﬂ(xa a+1|e )i@ ]

(Ga 1 S 00&)

a+1 " )

est infiniment proche de 1.

Considérons d’abord la somme (50). Etant donné que les dénominateurs
sont au moins égaux au nombre positif donné M°*, nous sommes ramenés i la
considération de la somme -

s =1 :
(50") 21|5’4’°[§Y(1’: Boi1), Oaia] — g““[g‘z(w, o), 61+1] i
0
M** |6, — O,y |5 en rappe-
HH, | faite au paragraphe 20, on trouve que Iasomme

Cette derniére somme ne peut pas dépasser n,,,
lant I'évaluation de | 0,., —

est donc au plus del’ordre de - De la méme facon, de lasomme (51) on est

o lCa+1

ramené 4 la somme

§s—1

(517) Z |g10[é'/(x’ Os1), ”¢+1]—"10 l(x: oc+1|0 ) 0a+1]! (~9<ha+1)§

de celle-ci, en rappelant 'évaluation de [g?(w, 5”11 Oa) — gi(x, Oa+1)| faite au
paragraphe 20, on est ramené ensuite a la somme

L NS
M= .—zl'@[é’l(-f" Ooc+l)|00¢+1]

Tg Mgy

(s < ngit),

dont la valeur de, d’apres le lemme du paragraphe 10, est au plus de I'ordre
de

N’f"o- De la somme (52) on est ramené & la somme 7
LAl b0, B
- (6a+1— ea)io’i[é"[é’l(“” Oos1 l 02), ea] loa]
. ‘

§—1

(52’) Z[ g‘iAo[é-T.l(x’ GOH—l l 01)1 (_)oc+1:| -
0

<
- o121 [ gl g, Bas [00), 02 ] 0a] |
+(6a _em)_(ﬂ SLEG ,~a+1 o)y Va 3
( ! _ _E[é’[_g/(x' 6u+1 | 0a>, eu] { OaJ
E[é’l(x; 01 ‘ 60:)1 011 | ea] '
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En tenant compte de (24*) et de (41) on trouve que les termes de cette
somme sont plus petits que ceux de

- - ] M2 ( o (MB 4 1) NGONG 4= o (MO1 - MUY NG N
2(015.1—01) (‘_-—’— = Y
! 2 l.l_<“~'7(.xy 02410 ’ 00&)’ Oa]

qui, a leur tour, sont au plus de I'ordre des termes de la somme

E[é’l("”: Ossa ! 60‘) ! 00‘]

§—1 _ N
:v %OOH-i—' ecx)- ’loc[Nolz’o ‘Iz
Alé[é’v}(xr Ga—f—l ’ Ooc); 0:1+1 ’ ex,] - (ea+1 - Ox)io’l[é’l(x; Oa»u l Oa)i 01] +.

51

. N (N 1,0 ]2

=21(0a+1—6a)- — na_[ = J
0

(Oa_u—f))na [N3°]? E 1
I—lea-ﬂ_‘e lN()l ‘E[ 1(.21‘, 1+1|0)6141‘6]

1,0 12
Dans le dernier membre, la premiére fraction est de I'ordre de [2“ I et Ia

a-+1 Mo
somme, d’aprés le lemme du paragraphe 13, est au plus de 'ordre de n,.,. La
1,072
somme (52") est donc au'plus de 'ordre de [—lﬁ——n]— En ce qui concerne enfin le

x+17¢0

produit (53), on est ramené 4 démontrer que la somme

s—1 £ 1[#’[%»;(‘1', [ ! 90:)‘ ch] , ea] ¢’ 1[’71(*” 6a+t I 0a> [ Oo{
P NE | £l grr (2 O | 00) |04 ] g[ 2@ 0y | 02) ] 04
(56) X, [ari—ba | S S
Aiill [— 20.1’;?“[«87('x' ea-‘—' '005)‘ 64]100!] (61—4—1—‘0 > I_g0'1 [hl(lf 6c>z+l ’9 )‘0 J(ea»;-i" 0“)

E[é[@(x’ Oas1 ' ea)r Oa] I 6«] i[é:l(xa [ f 0 l 60&]

est infiniment petite pour o — o (*). Pour démontrer cela remarquons d’abord
. (que lasomme (54) a considérer est inférieure ot égale a

o Eo’i [g[éx(w, 60&4-1’ l 00‘)' OOJ l Oa..l 2;0'1[:%):/("”1 6Voc+1 ‘ ea)l ea]
\ E[ﬁ[é_;/(x’ 60&4—1 00‘)' 00!] 60!] E[,‘,’_z(’l:. 6a+1 'ea)l ecx]
(54/) eow-i““ea } - - — =
2 1 EO 1[z%’[ ’l( Z, 00:4-1 l ea )9 ea] | eaJ (6a+1 _ 6@() — 50‘1 [é’l(@'» eo¢+1 l eoc) l eoz] ('60‘_“__ 0a>

1I—

E.[é’l.é’/(x: a1 1 0, 0] l ea] E[é?l(xa Ocsg | 0a>l 0, ]
1 ga’i[g[g?(.x» 6&4—1’ eoc)v O:x] ‘ ea] ] ]
v IOOH—I_‘)OLI &[g[;l(w, 6oc-M ' 0o ) 0 ]IQ ] E[ém(w, 6&4—1 i 04 ) 6a+1 }eoc_l
0’[ [ 1(‘7"’ a—‘-'leu) 0 ]lea]<0 —9 ) E[ /u(x) Oocmle )Iea]
 tlsle(a Bai[02), 00T~

1

{eLslgdz, Bara] 02), ]| 0] —E [ g1a(2, Orva | 0) ] O]}

;[ I—H(T, an’ga) eaulﬂ _I

Ann. Fe. Norm., (3), LXIX. — Fasc, 4. 02
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Développons la premiere des deux sommes de (54") selon les puissances de
|E)OM — Oal. Le terme du premier degré est donné par

5- ["[;/<x, a+1£0 ) OxJ‘O J_i‘“[g,:[(’x, 6a+1j0a>le«;“
?“’““ ) el Bas 0, 01 0] Zlanmn e 10200,

En rappelant (40), ou I'on aura substitué x par g/(z, 0,.,|0,), on trouve que
I'expression entre accolades est égale a

L2y Ogn | 0a) | 0a]
”[ -/(~7/'; Oauite ) b .”0 J
0,1 £ L B 02). 0]
;_L-‘.’[gz(\x, a+1[01): ] 6
B gl,l[,;,(\x. s 1 01)» 01] T PN 0,.,10 f 0
- &b "l_ 7[(«’13, 61—»1 : 0, ) 0Oy, ] ; lhl‘bl(x, ! x)’ a]l 1|
2ot @, 0gin | 02), 04 2 [h’(‘”’ Bt |00 ), Bas |62 ] !
m“)[h (JC; Ooc+1 l 01); 01] ‘-.[h/(;x’ Oxv 1 ’ 61) ! 01] —.l.é;/(_x7 0‘1+1 ! Ooc)r 60&4-1 l 01] ‘

:‘_::‘,-f’,"“L l(x‘ 0«4—1 0 )’ 0 ] [

— o] o] g, Baia | 0

<]

Dans le deuxieme membre de I'inégalité précédente les fractions

,5'77'1’1[;[(@‘- 6a+1 |0a)« Oa] (é'("l[e-;l(xv 6u+1 J 00()~ O:x] - E[;—?I(x’ 6a+1 i 01‘)v 017.-1 ‘(jcx]
kbl el oS L 2 sont bornées. o>
gv° g;(x, ot l Oa)v Oa] gl’ﬁlg/(x7 gt [0a), 09‘] i[g'/(.r, 011 ‘ 00‘) ‘ ea]
est sensiblement égal a 1, d’aprés ce qu'on a vu au paragraphe 21 concernant
le rapport (44'). L’expression entre accolades est donc de T'ordre de
N;,o :

i‘l(a(x, Goc-H | O:x), 6&4—1 |01|
I'ordre de

LLe terme du premier degré est donc au plus de

N1
I

{ . INL0 N — .
16%“ )x‘Na Zlizi[gz(cv, 051 l Oa>, (P ' 01]

En appliquant 4 £(, 0,.,]0,) le lemme du paragraphe 13, on déduit que la
sommation par rapport a l est de l'ordre de n,., au plus, |0, ,—0,| étant

d’autre part de l'ordre de au plus; on peut en conclure que le terme de
n

% oc+1

degré 1 est au plus de I'ordre de Y

”oc+1

En ce qui concerne les termes de degré supérieur du développement de la
premiére somme de (34'), on trouve, en utilisant encore (40), qu’ils sont infi-
niment petits d’ordre supérieur par rapport au premier.

(1) Le produit (53) est en effet de la forme

§—1 § =1

]‘[l 3 — & l]1+57_ 1+ €p l“l L&y l‘*‘Ez l[""
1, e A Tore L e, T e & = A
0 1
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Considérons maintenant la deuxiéme des sommes de (54'). On a
B [g[.%(w"ﬁaw‘—i | 01) ()“'I | 00‘]
::[< lb[(wv ea+1lox) 6 |0 ] < ” N;x ,
l)il_‘é?[ Z(J'y a+1{0 ) OaIIO](e L 0) I_Ng’1<6u-4|“01) .
o+ &
[5’[ I(JT, 0141’0:1) O Il@ ] .

le premier membre de cette inégalité est done (§16) de 'ordre N)*n, au plus.
2[571+1(x, 6a+1 [0 ) 6a+| l ea]

i[é?hi(‘% Opir | | ()oc)l Oa] .
paragraphe 21 concernant le rapport (44"). En remarquant enfin que, d’apreés
ce quon a vu au paragraphe 20, I'expression

1g[,¢"}(w, Ox—vx ,‘ 01)3 O:x] - ;,‘;+1<.1:, 614-1 l 0a> ,
61», 1 % O:x)a Ox] - .4"[.;3;/(‘1‘: Oga i 09:)7 Ooz.,i | 03:] |

I—

est sensiblement égal a 1, d’aprés ce qu'on a vu au

- N2
est de Pordre de n, N3 (0,.,— 0, )% au plus, on trouve que

l‘é[g[g:(w, 6::-»1 ' 0",)’ ‘)oc_l ’ 0, l - E_I;.‘f/%%(a", O:x 1 01) } 0, l .

\l 0 2
est au plus de 'ordre de ( o - La deuxiéme somme de (54') est en conclusion
l—!—l
au plus de 'ordre de
s—1
(0 — )DL '

. — — s
(EA -l‘lgl,vg/%—l(x: 021 I 0 ); 01 | 01J

ou encore (en appliquant a lafonction &(, 0, |0, )lelemme du paragraphe 13),
W’ PP

Ry ’134

au plus de Uordre de - Il en est alors certainement de méme de la

somme (51). :
On peut conclure finalement que le 1apport (46) entre les denommateum de

De ce qu'on a demontre dans ces deux dermels para«rraphes concernant les
différences (48) et les rapports (46) on peut conclure, d’aprés ce qu’on a dit
au paragraphe précédent, que le rapport (44) est ¢gal a 1, d une quantité pres,

de U’

23. Nous avons vu (§ 14) qu’on peut choisir N, de l'ordre de NEy; NOUS

avons vu d’autre part (§9) qu’on peut choisir ¢; de 'ordre de = p . Du résultat

énoncé 2 la fin du paragraphe précédent on déduit alors qu’on a deux inégalités
(55) ANy (1 — ey~ P ) <E(2|O0r1) <E(2] 0a) (1"' ags P;>

a étant une constante, qu’on peut choisir indépendamment de «.
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On tire immédiatement de (55) que la succession

(15) Exlb), &(z|8), ..., &(x0);

converge vers une fonction continue et positive &z |®). La transformation infini-
, df ‘

1 z ’ , .
tésimale (2 |@)-~ engendre alors, d’aprés ce qu’on a vu au paragraphe 7, la
transformation T (®), d’équation

rn=g(z|0).

En considérant maintenant 0 comme une variable, nous avons une fonction
Z(x, 0) des deux variables « et 0; la famille ©* de transformations infinitési-

males £(x, O)d—j; nous donne la solution du probléme traité dans ce Mémorre.

CHAPITRE IV.

24. Pour compléter la démonstration du théoréme énoncé au paragraphe 1,
nous devons démontrer que la fonction £(z, 0) est continue par rapport a 0.

Pour toute valeur de 0, qui correspond 4 une transformation de module
icrationnel, la continuité résulte immédiatement de ladémonstration donnée au
paragraphe précédent. I/ nous reste donc a démontrer que £(x, 0) est continue
pour toute valeur de 0 qui correspond a une transformation de module
rationnel 2.

ng

. \ / .. My My My
Comme nous avons fait au paragraphe 4, nous indiquons par —» —, —,. -+,
>} n, ny n

L:lli‘—:-:- les réduites du développement de %lf Si k est le module d'une transfor-
mation de la famille de paramétre 0 infiniment proche de 0,, les & + 1 premiéres
réduites de £ sont données par les « premiéres réduites de %’yﬁ et par '7':7’ elle-
méme; la (o + 2)%m réduite sera donnée par ' '

My Mg+ ((amJ"

Nyig Noyg - (ly Ny

. . ., L, . . . Mo
ou Uentier a, doit étre considéré comme infiniment grand. Indiquons par —==,

o2

—222,... les réduites successives (éventuelles) de % et par 0,.,, 0s0, 0, 4.

Toi3

les valeurs du parametre, qui correspondent, respectivement, aux valeurs

Myi1 Moo Mgy
)

s+ du module.

Not1 Moo Ny
Démontrons d’abord qu’on a

56) | lim £(a|0400)

rr.,>»m;—)“—~ )
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il est & peine nécessaire de remarquer que, contrairement i ce que nous faisions
aux chapitres II et III, nous considérons ici I'indice « comme fixe. D’autre part,

(0,...—0,) sera infiniment petite, de I’ordre de ai ~
x%

Pour établir (56), nous allons reprendre les considérations du chapitre
précédent et démontrer que, pour a,-> o, 'expression (47) devient infiniment
petite, et que d’autre part, le rapport (46) tend vers 1.

Considérons d’abord I’expression (47), en utilisant encore I'inégalité (48).
Nous trouvons d’abord que le premier et le troisiéme terme du deuxiéme
membre de celte inégalité sontinfiniment petits pour o — 0. En ce qui concerne
le deuxiéme terme du deuxiéme membre, on a d’abord que ce terme estau plus
de I'ordre de

" N&’o El-gx—1(x~ eoc-o—l) [ ea-m]

Ny Ny

M

?

&[ 81 (@, 0441) |04 ] est d’autre part de Pordre de [ g,_s (@, 0414 )| 0. ], d'aprés
les résultats du chapitre précédent, et £[ g, ,(«, 0,.,)]0,] est (§ 15) au plus de
Ny N

Pordre de N;*. Le terme considéré est donc au plus de I'ordre de M** —2— —=—;
. o o+1

il est donc lui aussi infiniment petit pour @ — . Nous pouvons alors conclure
que I’expression (47) est infiniment petite pour a,-» .

Pour démontrer que le rapport (46) tend vers 1 pour @,— , nous devrons
faire voir que les sommes (50), (51") et (52”) deviennent infiniment petites et
que le produit (53) tend vers 1. En ce qui concerne les sommes (50') et (52"),
cela résulte déja des évaluations faites au paragraphe 22. En ce qui concerne
d’autre part le produit (53), nous sommes ramenés & démontrer que la somme

s—1
LR
1
50'1[514-1(-”% 6::(4—1 I ea\ | eoc-I . EM :-?'[.Z’"/(x~ 6«4—1 'ea)‘ ea—] ex]
201] el (2 B | 0. 00 164 ] (i

- = = eow -0 )
_ El,é'l f’f’/(‘z\ O:)H—Ile:x ). ea]leal ' *
z[gm(x, (P ‘ 0c, ), B4 I eo:]

1

20,1 o %)
1— & ? [_g/+i(~7"~_ecc4—1 ’ 0. f Ga] [ oy — ea)
EI#?'/—H(-z\ 01—;«1]00:)’01] ( o

devient infiniment petite.

Pour a,->w, gy (@, 0,04 0s) et g[ gi(, 0,.4]0,), 0, sontinfiniment proches;
chaque fraction dans la somme précédente est donc infiniment petite; chaque
terme de la somme est par conséquent infiniment petit d’ordre supérieur par

rapport a |8, , — Gal(\é Z‘;) En remarquant que le nombre s des termes est

plus petit que , -1, on conclut que la somme estinfiniment petite pour a, — .

25. Pour démontrer I'affirmation contenue dans (56), il nous reste a étudier
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la somme (51'). Cette étude occupera ce paragraphe et les deux suivants. La
somme en question est plus petite que '

—1

. M‘z:”Ziié—v(x, 6%«1 !ea> — &8z, 1) ‘ (s~ ngi);

0

pour a,->c le nombre des termes, s— n, ,=a,n,~+ n, ,, est infiniment
grand de 'ordre de a, au plus; pour démontrer que la somme est infiniment
petite il s’agit alors de montrer que ’expression

(43) é;/(xy 6a+1lea> 2z, 01-+v1)l (l==1,2, ...,5 1)

e . S TR N . . TN
est infiniment petite d’ordre supérieur par rapport a ;. G qui revient a dire
que lafonction, qui caractérise la transformation trés petite 'l"(ﬁm_, IOQ)T' "(0y10),
est infiniment petite d’ordre supérieur par rapport & ”i Nous allons déduireici

) %
ce dernier résultat d’'un lemme, que nous démontrerons*dans les deux para-
graphes suivants, d’apreés lequel on peut supposer que la fonction, qui caracté-
rise la transformation trés petite T “”'A(OQH'Ox)T”“(OM,), est, pour a,->=x,
infiniment petite d’ordre supérieur a </l1> Remarquons que, d’aprés I'éva-

. “a
luation faite au paragraphe 20, la fonction qui caractérise T(6,,,]0,)T-*(0,.,)
est, pour a,->», de I'ordre de <a}> au plus et que, ¢ étant un entier donné, il

. X
en est a prior: de méme, d’aprés I’évaluation faite au paragraphe 20, de Ia
fonction, qui caractérise Ty | 0,)T(0,400)-
Ayant posé :
l=bn, 1 (tZny ),

on a

h—1
(57) T/<61+1 ‘ 01>T_I(03‘ i) == : [] 'T""'/'(Oz»t 1) I_T”"'<01+I i 63()’["’7”"(01»&—1)]’1‘ ""'I‘(Oou~1)}
0

< T8 (O ) T (Onn | 05 )T/ (B )] T (B,

T (6,,,) étant engendrée par la transformation infinitésimale E(m*()wa)%’
on a, en rappelant (25),

| Bai0) .
El 8—n.r (2, O01) l Ogsa]’

gé;‘l[g_nur(a?, ) )s 041 ] =

Snvl 8=na(@, 0514), 0,01 ] est done au plus égal au rapport entre le maximum et
le minimum de la fonction E(x|0,.,). D'aprés les résultats du chapitre
précédent (| 0,.,) est, quel que soit «, de I'ordre de £(x|0,), le rapport en
question est alors de I'ordre du rapport entre le maximum et le minimum
de £(«|0,); ce dernier rapport est évidemment indépendant de a,. On voi
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alors, en rappelant la formule donnée au paragraphe 7 du premier Mémoire,
que la fonction qui caractérise

Trar Oy ) | T (a8, )T (0,y) | T (0, )

est infiniment petite, pour «, -, d’ordre supérieur a( ! ) si tel est le cas
1
pour la fonction qui caractérise T"(0,.,|0,)T—(0,.,). Au produit entre
accolades, de 6 —a, facteurs, il correspond alors une fonction infiniment
. S . O
petite d’ordre supérieur par rapport a o
A la transformation

T“"'/‘(Ox . l) lTIQ()z y ! 034\)'[‘—[( (jy. +—1)]T“”"'b(01+1)7

il doit correspondre d’autre part, d’aprés ce que nous venons de dire, une

fonction infiniment petite de I'ordre de <ai> On peutdonc conclure finalement
[

qu’a la transformation T/(0,, | 0,)T-/(8,.,) correspond une fonction infiniment

. 9 , . B ,,_IA.
petite d’ordre supérieur par rapport a .

26. Nous devons maintenant combler la lacune dans la déduction du
paragraphe précédent.

La famille T+(80,), de méme que la famille T(0|0,), n’est pas completement
déterminée, du fait de I'indétermination, qui intervient dans le choix de
£1(x]0,); nous voulons montrer maintenant que, pour a, infiniment
grand, on peut choisir £"'(x|9,) de facon que la fonction, qui caractérise

no, A 1 >2.
In (OHI |9 ) T="%(0,.,), soit infiniment petite d’ordre supérieur par rapport a (”x

Nous allons d’abord reconnaitre d’une facon plus précise quelle est 'indéter-
mination, qui intervient dans le choix de £"*(«|f,); d’aprés ce qu’on a vu au
paragraphe 6, on peut ajouter & cette fonction une solution £°'***(z|6,) de
Péquation

g gt 10001,
(58) [ e =,

De cette équation, en dérivant par rapport a , on tire

Eo’““*(xlea) - Zo_l*iul'g(:x, Ilea) ‘ ea].
(@[ E&(@ 1]0a)[0s]

g, t]0s) | 9a
tlg(a, ¢102)]0a]
fonction de ¢, est périodique de période 1.
Il est facile de reconnaitre que cette fonction posséde une deuxiéme période.

cette relation nous montre que , considérée comme une
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Lorsque ¢ varie, le point g(x, t|0,) parcourt la courbe fermée C; la fonction
2 g 104 ]04]
Elg(@, t]0a)]0s)
qui correspondent 2 un méme point de la courbe. Pour déterminer la période
en question, il sutfit alors de remarquer que la transformation T(0,), qui a

prend donc la méme valeur pour deux valeurs différentes de ¢

’ B my, . . . . } Ve
un module égal i o transforme le point & dans le point g (z,1/0,)=g(x,0,); &
cette transformation correspond donc un intervalle unitaire pour la variable ¢;

a un tour complet de C il doit correspondre alors I'intervalle — = =% pour la
m my

o4

Ny
variable z.
g gl ¢18a) [ 0s]
Elg(z, t]0a)] 0]
la période le_l Par conséquent, I’équation (58) équivaut a

La fonction a donc les deux périodes 1 et = elle a alors

1

ngy ,0 1*“*"8,(‘%,’ [ea) l eac]
58 d~—o.
(%) f gt 0:)]0.]

En rappelant d’autre part que les valeurs de £°'(x|0,) doivent étre de
Pordre de n,N,"E(x|0,) au plus, on arrive a conclure que ’indétermination
dans le choix de la fonction £*'(x|0,) consiste en ce qu'on peut lui ajouter
une solution arbitraire £°-****(x|0,) de (58"), qui soit toutefois de I'ordre de
n, Ny &(2|0,) au plus.

Pour arriver 2 démontrer le résultat énoncé en italique au commencementde
ce paragraphe nous devons étudier aussi, d’'une facon préliminaire, les deux
transformations tres petites, qui transforment les points de la courbe de la
méme facon, respectivement, que T*+(0,.,) et T”“(VG“AH |Oa), et que nous allons
appeler les transformations géométrigues 1"(0,., ) et T"+(0,_, IOM). La transfor-
mation géométrique T"(0,,,) coincide avec la transformation T-"«(0,)T"(0,.,);
pour a, > son équation est donnée, d’aprés ce qu’on a montré au commen-
cement du paragraphe 12, par

001 s xv a) 0 Ny .
Gg) F=ax- ;2 ;)‘(% 7 '(014_1_—6“)+...:m+ag(x|ea)(ea+,_~ea)+....

Considérons ensuite la transformation géométrique T«(0,.,,|6,). Cette trans-
formation est donnée par le groupe g, engendré par
Y de . = , dt
ﬁ(x’ Ot [ ex)% == i i(-’ll eot) + (eoc+1 - 6@)@‘“ (xl ea) -+ }%
lorsque, dans g,, on donne au paramétre ¢ une valeur convenable infiniment
petite. De ’équation (59) de la transformation géométrique T*«(0,.,) et de ce
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que T=(0) et T*(0]0,) sont tangentes on déduit que, a des infiniment petits
.ot \ ’ ny o

d’ordre supérieur prés, dt est donné par CT“(()%{—B@). La valeur que la
X ,

fonction, qui caractérise (0, |0,), prend en un point x est donné par d,
qui multiplie la valeur de I’expression

é(m, B2y l ea) =i(z|0y) + (6a+1 - "x‘)i“(x [02) +...

en un point convenable compris entre x et son transformé par la transfor-
mation géométrique T**(0,.,|0,); la distance entre ce point et le point x est

évidemment au plus de I'ordre de ZT: E(x[0,) (0., —0,). La valeur en question

‘est donc exprimée par

(x| 0,) + (ea+1—‘ea)[£0’1(x| ) + P:;_a.él’o(xl B )E(x|00) +... |,

dans cette expression ¢ représente un coefficient borné, qui ne dépend évi-

demment pas du choix de la fonction £°'(x|[0,); les termes négligés sont

infiniment petits pour @, — . :
L’équation de la transformation géométrique T"“((LH lea) estdonc donnée par

(60) o=@ (@[ 0) (Bas1—0a)

| @00+ p (2] 00 £ (] B)

dt — %(GOL—M_ 604)
e E(@]02) o [(Bs— 0

Oau—i — By

Considérons enfin la transformation T*(0,.,|0,)T"(0,,,); indiquons par

(61) - x’::x—l—-‘u(xiea, 6a+1>(01+.—01)?

I’équation de cette transformation; nous allons évaluer’ordre de p.(x |0y FLH).
On a vu au paragraphe 20 que la fonction, qui caractérise T(6,,, lOa)T“ (Oair)s
estau plusdel’ordre de 7, N;* (04., — 0,)?; d’aprés les résultats du paragraphe 7
du premier Mémoire, la fonction, qui caractérise T”“@H. IOQ)T‘"“(O‘W ), est
alors au plus de I'ordre de

ng—1

ny NG (0, — 91)22 I/gli"o[g—l'(xi eac—H): 01+11~

Ann. Ec. Norm., (3), LXIX. — Fasc. 4. 53
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Lorsque a,— o, 8" | & (@, Ogrt), Oar | tend vers g1 | g (2, 0,), 0,]; I'expres-
sion précédente tend donc vers

Tg— 1\

"1‘\(;‘,“(6’1*‘___ ‘)1)22 g’;““lé’ /'("Uy 01)3 01]

’
0
1

1, 1
1
T n Nl.’“ 0 i —0 2 1.0/ .
otV ( x%il 0() ‘Z',gf;"(x, 01)

Hy—1

. . 1
=g Ny (Ogpn — 01)'2 g (z, 0,)
ror bl
0 .

n, 1
)2 _ ,d“ 2 & &r 1 (@, O, 01)]
d M1 1y r 'g/]~’0(~93, 02)
0

< nENG (Ogpy — Oy

ya(@ 0y)

= niNL° (Ogper — 04)2 oMo
11

On peutalors conclure que p.(x|6,, 0, ,) est au plus de 'ordre de niN} *E(z|0,).

Supposons maintenant qu’on ajoute a &°*(«|0,) une solution £°-****(x!0,)
de 'équation (58'); d’aprés (60), on devra alors ajouter, a la fonction qui
représente la (ransformation géométrique T"(0,,, |6,), la fonction

VR g o EPYITN| oLy
(62) '(/x‘,_"‘ (.vl01)—1—0;71_'(‘5\01),‘(01%4 0.)2,

o étant un coeflicient convenable, qui dépend de 0, et de a,., (*). A lafone-
tion (|04, Boes)(Bari—0,)? qui représente T™(8,.]0,)T"(0,.,), on
‘devra par conséquent ajouter la valeur

) Ra goanm [g_nu(x, ()x4:1) | 61] -+ 7"*:;" Z,[gfna,(w, 0a+1) | eaJ % (eaH — 0y )2,

'\’/oc" o

que la fonction (62) prend, au point g, (@, 0,.,), transformé de x
par T7«(0,.,).
Lorsque ¢,—>x, g_, (x, 8,.,) tend vers x; la valeur considérée tend vers

n () TREK : Ny o , ) N
Pt ("”!91)*7,72‘4(1’:01)}(01“—03‘)-.

Nous pouvons alors conclure que, a 'indétermination dans le choixde £ (x| 0,,)

correspond une indétermination pour p(x|0,, 6,.,); on peut ajouter a cette
fonction une expression de la forme

T (@ 02) 4 o E(@ ] 0),
oA

x£

. . <y n . L.
(1) On doit considérer le terme c;zz Z(@ | 08y) du fait qu'on ne peut pas exclure, a priori, que dt

dépende du choix de £91 (x| 6¢).
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Fo.***(x 8,) étant une solution de (38’), dont les valeurs sont de l'ordre
de n,N,;"E(2|0,) au plus.

27. Nous allons donner une équation symbolique, qui doit étre satisfaite.
pour a, >, par la transformation trés petite T”“(éw, ]ex)'r-"a(e%, ). De (57),
en faisant /=n,.,, on tire

‘11,,,—1

(63) 'I—I Tnﬂl(ea—kl)[T (Oaﬂ-lle )T n" °<+1)]T "“’(91+1)}T"u”a(01+,)

o

= [Tn”’ "(Ga-»l I ex) T-_"”"*‘(eo:+1)]T—"“"“(ea+1) = T"“'“(éaﬂ ! ea)T"-"’“ A (lga) = 1.

A priort, pour a, > %, la fonction, qui caractérise T"+(8,., |0, )T (0., ) est
. . . , 1 \? L :
infiniment petite, de l'ordre de <Zf> au plus; en répétant le raisonnement
o

développé au paragraphe 25 on trouve par conséquent que la fonction, qui
caractérise la transformation indiquée symboliquement par I'expression entre

accolades dans (63), doit étre infiniment petite de ’ordre de ;: au plus. La
fonction, qui caractérise

Tt (04 )l T"”""i(ﬁau l 09¢>T_"'* (D5 )]T_""’a“(oaﬂ)’

. . 2 , .
sera infiniment petite de l'ordre de <ai> - On peut alors négliger celte trans-
ox
formation et I'on trouve de la sorte '

1

(63" -.I],,']‘""'"(Ouﬂux )[T””'(Gxﬂ iyex)r‘r"""‘(omi)vIT—"""'(eaH) =L

0

Il est nécessaire de transformer ultérieurement I’équation, que nous venons
(’obtenir. Remarquons d’abord que les deux fonctions, qui caractérisent respec-
tivement la transformation géométrique T"*(0,.,), dont le module est égal

. m —1 aA-+1 . ,
an, = —m,= (——)—, et la transformation de méme module engendrée

Royy Noi1

par &(x| 0“)7%, se réduisent, pour @, o0, 4 une méme fonction,
3—“5(% [02) (0240 — 0Og),
%

a des quantités prés, qui sont infiniment petites d’ordre supérieur par rapport

I N oy .y . ’ .
a —- De meéme, les dérivées premieres de ces deux fonctions se réduisent

Ay

a Z—Z £ (@] 0,) 04y — 0.), & des quantités prés, infiniment petites d’ordre supé-

. L1
rieur par rapport a — -
x
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On déduit de cette remarque que, pour r <_ a,, les deux fonctions, qui carac-
térisent respectivement la transformation géométrique trés petite T"(0,.,),
)+t . N . ,

de module r(—)—~, et la transformation de méme module engendré

oty

par E(w[@a)j—i coincident, 4 des quantités prés qui sont infiniment petites

pour a,->». Les dérivées premiéres de ces deux fonctions coincident de méme.

Onvoitalors qu’on peut substituer, dans(63’) ala transformation T (B4 ),
(—1)*+

Not
ainsi, pour 1"(0,,, l@ )T="*(84.,), I'é6quation symbolique dontnous avons parlé
au commencement du paragraphe (équation que d’ailleurs nous renoncgons 2
donner explicitement, pour ne pas introduire de nouveaux symboles). Ce qui

. la transformation de module r——— sengendree par E(x| 0, ) ; on obtient

nous intéresse, ¢’est de donner 'équation pour p.(x|6,, 0,.,), qui corresponde

a cette équation symbolique. Remarquons pour cela que T(0,), de module —'nﬁ*,
o

est engendrée par le groupe g, de la transformation infinitésimale E(x|0,) j{

lorsqu’on fait =13 on obtiendra donc la transformation du méme groupe de

(_._1)0(4—1 . (__ I)1~{~1 . nll
module r——/— en faisant t=r-———:=-%; ce nombre est sensiblement
2041 Tyt Ty,
, L (—1n)*t o ', . . ]
égal A ——— —. L’équation de cette transformation est alors donnée par
% XL N

(_I)O(.+1 IOL

my, Uy

0, ]

En utilisant une fois de plus les résultats du paragraphe 7 du premier

@€, = g[ @,

Mémoire on aura donc, pour (|0, 0,), 'équation
oty —1 [.L

o(n =2 L0 ) 0,
? = My tla
. (=0 r
o '_’)1 (\<x, Ty 00:>
My Oy
. (__ I).‘l. L ) R
=i(ax| 0y )21 [ < My Uy b O“MJ
=z | (—1)* r )
‘g <x, My ay x,

Divisons cette equatlon par £(z|0,); en outre, si « est.impair et (—1)*=—1,

0;)
0.)

/

Ay — 1

1
remplacons  par g (w, —
3

6a> et r par — r + a,— 1. Nous obtenons de

P,
o J' — - 0
"( "y g °‘>

4 3 N
I PP

0 y
\ Ny (ty

la sorte I'équation

03{’ 61-\-1

ay—1 2
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Z étant un entier trés grand, considérons, a coté de cette équation, celles qu’on
I 1

obtient en y substituant = par g(x, % — —
\ i my ay

ea>, ol j=1, 2, ....i—1. Si

.. , . .. . I I 1
nous additionnons ces équations et divisons ensuite par oi. oo 7 hous lrouvons

a Ay
C 1l __—
=1 a1 U'Ié’(.T, ])‘I; dai 01> 01, OJL_HJ

> 2& my ay i ;l")(x 1 ri+J 0> 0]
c|ls y T o % o

my
Le premier membre est une somme de Riemann de 'intégrale

= 0.

1

/1'7{; ng(a/, ‘;i 00‘) } an 60(—%*' l
i} e = 0y)10,]

d=;
0
du fait que cette relation est valable pour 7 infiniment grand, on déduit

1

f""’- wlg(a, © 0,) 10, 0y, | dz=o.
L @ 0 )

Cette équation pour la fonction p(x|6,, 0,.,) est égale a I'équation (58'), &

laquelle doit satisfaire lafonction £°****(z|0,). Nous sommes arrivés au point

essentiel de la déduction développée dans les deux derniers paragraphes :

Additionnons & la fonction £°*(|6,) la fonction Z—“{J.(xf@a,ﬁaﬂl qui repreé-
&%

sente une solution de (58") et dont les valeurs sont, comme l'on voulait, de
Uordre n Ny " 5(2!0,) au plus; d’aprés ce qu'on a vu a la fin du paragraphe

précédent, lafonction y.(x[ﬂa, O‘M_J est alors transformée en (x| 0,); comme -
cette fonction doit étre encore une solution de (58") on voit, a posteriori,
que ¢ =o. ' '
Du résultat obtenu on déduit immédiatement le lemme énoncé au commen-
cement du paragraphe précédent.
On a donc enfin démontré que
lim i(x‘ 01+1)':
2, 2(2]0a)

28. Pour démontrer que £(z, 0) est continue nous devons successivement

RACALITN

considérer le rapport : HEI

; nous allons voir dans ce paragraphe qu’on «

x| 050) -
(64) S T8
D’apres ce que nous avons vu au chapitre précédent, le rapport en question est

N¢ ,
égal & 1, 4 une quantité pres, de 'ordre de l°‘“ Nzp, étant une borne pour la

%41
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valeur absolue de £'-°(&0,.,). Nous allons reprendre iciles considérations du
paragraphe 14 et reconnaitre que, dans les conditions actuelles, on peut choisir

la borne \1«;’1 de facon que le rapport = s0it mﬁmment petit pour @, ». La

Nyt
détermination d’une borne pour £*°(x|0,.,) revient. d’aprés ce que nous
avons vu au paragraphe cité, a celle d’une borne pour les sommes

§—=1

y A+1 OQ-'-
(29*") 2 e (x - 1]516’1(% Oor1) | Bors | ($ L o).

l"“’l (o, Oa+1) 67+1l

Nous allons d’abord montrer que, pour a,— o, les sommes
i

‘ ! (”2:0. o (2 0 1 . .
(a2t Z/;m\% :’llzx {)z+1‘; Oaﬁ_:]l val gr(@y Ouir) Oxon ] (6 <nast)
S ? T ) T
- !

sont infiniment petites; par une déduction tout a fait analogue a celle du
paragraphe 14, on voit que ces sommes sont au plus de 'ordre de

& L&, (2 Ogin)y Onp ]

& (@, Daiy) ' .
On a alors
(65) g}'“l;,",,u(x, Oort), UJH—l’] — -“-(-Z | Uo;+1) ';{gu“-,-i(@', 0gs) | 6a+1]'
g?’"(x, Dt ) E_lgnm(13 01+1) \ 01+|-| :Lgi(x, 6144) | 01-;_1]

’apreés (56) on peut substituer au premier facteur du second membre de (65)

"_fLé",l'/‘(a?, 1+1) 05 ] = :[/9,7,/(.’17, 61+1)‘ea]

(2 by) il gn, (=, 0a+1)i0u}_£(~7716a),

en faisant une erreur infiniment petite. Le numérateur de la fraction au
second membre de cette derniére équation ne peut certainement dépasser
N2°va(2| 9,005 1] est done, d’aprés ce qu’on a vu a la fin du paragraphe 10,

au plus de Pordre de N;’ -(r|6 ). La fraction considérée est donc au
71,0

plus de I'ordre de AL valeur est donc infiniment petite pour @, o, on
(x| 0454)
[-uu(xa 61+l) I 0@4—1]
de (65) est infiniment proche de 1. On peut démontrer, d'une facon analogue,
qu'il en est de méme du deuxiéme facteur. 1l résulte alors, comme on l'avait
annoncé, que les sommes (29*") sont infiniment petites pour a,-- o .

En rappelant (16) et (26) on voit qu'on a

&2 -1

conclut alors que le premier facteur -

du deuxieme membre

2[,8‘1(.1,‘. Dot ) | Ocan | i[,é"l(-T‘ Ogat) | Dot |
L Y 0aa) ] Ot | Elx. |0y.q) 210 (2, Byy) ,
30+ Ydéj(x o1 % — — &l o--1 ] R
( ) i(xlﬂou-i) ’{xlé’l‘x' ea4‘-1)fea+1| ,-'-'/l'oﬂ"r*y eahl) L M)y

'}'1(1’{61\-1) 'fa(-””ﬁ‘hw-x)
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~x* étant un point convenable dans Iintervalle (x, g, (, 0,.,)). On a d’autre
part
.3'1]'0(-737 05s1) o i(x*! Dxi1) E[‘é"l(“’v Oote1 ) 1 O ] .
POt Ogn) (x| Oai1) E_[,;"/(x*, Bsr1) i 91+1]

Par un raisonnement analogue a celui utilisé pour le deuxiéme membre de (65)
on trouve que le deuxiéme membre de la derniere relation est infiniment
proche de 1 pour a, > . Le rapport (30%*) est alors infiniment proche de 1
pour a,— . On en déduit ‘

Jea 0511)

a0,y el €@ D) Qs L+ pre () ],

Flgi(@, Dun) [ 00 | =
¢(a,) étant une quantité infiniment petite pour a,—> % et p, étant un facteur
(qui dépend aussi de x et de a,,) qui reste borné.

Si l'on introduit dans (29**") I’expression obtenue pour E[g_',(ac, Ouid )] 00y |
on trouve

-5’3[ 01+1) 2 &% 0 gz, Og i), 6z+1J
"a(wlea—r lgto] ”l(xy 011), 014—1]

YaLgl(z') ea—H) | eac—HJ;

(x10a+,) ~ 420 ;.l(x Ost), UJH-IJ X
x!6 (”oc)z ,,10 gz(w ea-H), 0a+1lYa[gl(w> Oz—ti)loz—m].

Dans le premier des deux termes de cette expression on trouve le produit de la
fraction =% Dart)

Yoz | Opir)
de n,.,) par une somme qui, d’aprés ce que nous venons de voir dans ce para-
graphe, est infiniment petite pour a,-> . Dans le deuxiéme terme on trouve
(2] 0441)
Yau (2| Bai1)
petit e(a,) et par une somme qui, du fait qu'on a

(qui, d’aprés ce qu’on a vu au paragraphe 14, est de I'ordre

la méme fraction » qui est multipliée par le facteur infiniment

21 | Yot[é)'l(x; Oaet) [ Ooa J| <1,

reste bornée en valeur absolue. On conclutalors, en raisonnant comme au para-
graphe 14, qu'on peut donner une borne pour la valeur absolue de&'-°(|0,.,)
de fagon que, pour a,— =, le rapport de cette borne a n,,, soit infiniment
petit. La relation (64) s’en déduit immédiatement.

29. Au paragraphe précédent on a utilisé le fait que
ll (‘1’ ‘ 01—1—1) —

a>n E(2[05)
pour démontrer que

lim 2 (xlea—~z _
u, >-\- 710191)
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On a alors aussi

52| Oaen)
lim 222 —,
e E(@]05)

En utilisant maintenant ce dernierrésultat, on peut démontrer, par un raison-
nement tout & fait semblable 4 celui du paragraphe précédent, qu’on a aussi

i (@ Ya43) —
a0 (2| 0xs0) ’
et par conséquent, N
(z i O0+3)

lim

an 2(2]02) -

On peut continuer par induction. On pourra alors choisir une valeur de
Uindice &’ > «, qui soit infiniment grande pour a,— o et telle que
(aba)

lim : —=T.
aye 2 (2| 0a)

En désignant par 0 une valeur du paramétre telle que la valeur correspondante 4
du module admet %"-‘ parmi ses réduites, on a d’autre part, d’aprés les résultats
- &

du chapitre précédent,
lim s@ih) =1.
w22 [ Oar)
s .. . Az 0
On déduit des deux derniéres relations que le rapport -%% tend vers 1
- i 7o
lorsque a, > x. Cette derniére relation démontre la continuité de la fonc-
tion &(, 0) au point 0,.

———— e



