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UN PROBLEME D’APPROXIMATION MATRICIELLE :
QUELLE EST LA MATRICE BISTOCHASTIQUE LA PLUS
PROCHE D’UNE MATRICE DONNEE ? *

PawouMoDOM L. TAKOUDA®

Abstract. We are interested in the following work in the doubly sto-
chastic matrix nearness problem. Instances of this problems occurs
in differents fields: aggregation of preferences in operational research,
calculus of variations and shape optimisation, etc. We propose here
a direct study wia the projection theorem and a numerical resolution
inspired by the alternating projections algorithm of Boyle-Dykstra.

Résumeé. Nous nous intéressons dans ce travail au probléme d’ap-
proximation d’une matrice donnée par une matrice bistochastique. Des
instances de ce probléme peuvent apparaitre dans différents domaines :
en recherche opérationnelle dans un probleme d’agrégation de préféren-
ce, en calcul de variations et optimisation de forme entre autres. Nous
en proposons dans cet article une étude directe via le théoreme de
projection et une résolution numérique inspirée par la méthode de pro-
jections alternées de Boyle-Dykstra.

Mots Clés. Approximation matricielle, projections alternées.

Classification Mathématique. 90C25.

1. INTRODUCTION

Dans cet article, nous nous intéressons au probléeme suivant : étant donnée une
matrice M, carrée d’ordre n, trouvez-en la matrice bistochastique la plus proche,
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c’est-a-dire
minimiser ||M — B
(P) {tel que B eB,, (1)

ou B,, désigne 'ensemble des matrices bistochastiques et || - || désigne la norme
de Frobenius sur les matrices. Ce probleme rentre dans le cadre des problemes
d’approximation matricielle étudiés par Higham [10]. Il présente la particularité
que lensemble réalisable (sur lequel 'on veut approximer) B,, s’écrit comme in-
tersection d’un sous-espace et d’un cone convexe fermés. Des instances
de ce type apparaissent, notamment, en théorie des graphes, en optimisation sous
contraintes de semi-définie positivité, en recherche opérationnelle, en statistiques
et finance (voir [17]).

La section 2 rappelle quelques notations et notions que nous utilisons. Dans la
section 3, apres avoir proposé une nouvelle preuve du théoreme de Birkhoff, nous
faisons une premiere étude du probleme d’approximation par matrices bistochas-
tiques et nous présentons brievement ’algorithme de Boyle-Dykstra. La section 4
présente la mise en ceuvre de cet algorithme pour notre probléeme et des tests
numériques suivis d’une conclusion en section 5.

2. RAPPELS ET NOTATIONS

Dans toute la suite, nous utiliserons, sauf indication contraire, des notions et
notations classiques d’analyse matricielle et analyse convexe (voir [12,13]). En
particulier, I'identification de M,,(R) & R™ sera faite ligne par ligne, soit au sens
suivant :

M = (aij)i,j = T = (an,.. s A1n,A21,-.-,02n, ..., QAn1, - ..,a,m).
Nous notons e le vecteur de R™ défini par e = (1,..., 1)T, rg(M), le rang de la
matrice M, tr(M) sa trace.

Nous nous plagons dans espace M,,(R) muni d’une structure d’espace de
Hilbert par le produit scalaire de Frobenius

(A, B) = tr(AT A) dont la norme associée est : ||A|| = y/tr(ATB).
Lemme 2.1 [5,12,15]. Considérons une partie C conveze fermée non vide de

(H, {-,-)), espace de Hilbert.
Pour tout point x de H, il existe un et un seul point ¢ de C tel que :

|z —2| = inf{llz —c|, ceC},
caractérisé par :

ceC,
{<I—E,C—E)§O Ve eC. (2)
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Si C est un sous espace fermé de H, alors la caractérisation (2) devient :

{EGC, 3)

=
x—c¢e Ct,

ot Eﬂ est le sous-espace orthogonal de la direction ? du sous-espace C.
Le point ¢ est appelé projeté de = sur I'ensemble C, noté ¢ = Pe(x) ou Pex
définissant ainsi un opérateur de projection P¢ : H — H. De (2) et (3), on déduit :
(i) sizeH, ona:z—Pe(x) € Ne(Pe(zx)), cone normal & C en Pe(x) ;
(ii) on suppose que C est un sous-espace vectoriel (resp. affine), alors P¢ est
linéaire (resp. affine).

3. APPROXIMATION PAR MATRICES BISTOCHASTIQUES : ETUDE
PRELIMINAIRE

3.1. LE POLYTOPE B,, DES MATRICES BISTOCHASTIQUES

3.1.1. Définitions
Soit M une matrice carrée d’ordre n (n € N*).

Définition 3.1. M est appelée matrice bistochastique sion a :
(1) M > 0 (c’est-a-dire toutes les composantes sont positives);
(2) Me=e;
(3) MTe=e.
Pour n € N* fixé, nous noterons B,, I’ensemble des matrices bistochastiques. C’est

un polyhedre convexe compact. En effet, il est immédiat que B,, = {x € R | Az =
b, >0} ot A€ My, ,2 est définie sous la forme blocs suivante :

el 0 -0
0 el -0
A= .0 ) (4)
0 v onn el
I, -+ - I,

et b=(1,...,1)T e R?".

Il y a eu énormément de travaux mathématiques concernant les matrices bisto-
chastiques, concernant notamment leur géométrie, la conjecture de van Der Waer-
den et leur utilisation dans différents domaines (voir [17]).

Prenons par exemple n = 2. On peut facilement voir que les matrices de B,
sont celles qui peuvent se mettre sous la forme

M< @ 1_a>,aveca€[0,1].
l—a a
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On peut alors écrite M = aly + (1 — a)P;, avec Is matrice identité et
01
P = 10

L’ensemble Bs est donc simplement le segment d’extrémités I et P, qui en
sont par conséquent les points extrémaux. Nous allons nous intéresser aux points
extrémaux de B,, au prochain paragraphe.

3.1.2. Points extrémaux

Un point d’un convexe est extrémal s’il ne peut s’écrire comme combinaison
convexe d’autres points du convexe. Pour déterminer ceux de B,,, nous utilisons le
lemme suivant prouvé dans [17].

Lemme 3.2 [17]. Soit P un polyédre conveze dans R™.
Si P est de la forme
P ={z|Dx =62 > 0},
avec D une matrice m X n et § un vecteur donnés, alors les propositions suivantes
sont équivalentes :

(1) T élément non nul de P est point extrémal de P ;
(2) les colonnes de D correspondant aux composantes non nulles de T sont
linéairement indépendantes.

De (4), il vient immédiatement que :
rg(A) =2n — 1.

D’autre part, pour M = (a;;);,; une matrice bistochastique,

(1) ona:V(i,j), 0<a;y <1, et M n’a aucune ligne (resp. colonne) nulle;

(2) sil'une des composantes de M vaut 1, alors les autres composantes de la
ligne et de la colonne auxquelles elle appartient sont toutes égales a 0.

Soit donc S une matrice bistochastique, supposons qu’elle est un point extrémal
de B,,. Alors, d’apreés le lemme 3.2, les colonnes de A (voir (4)) correspondant
aux composantes non nulles de S doivent étre linéairement indépendantes. On en
déduit :
— S a au maximum 2n — 1 composantes non nulles, puisque le rang de A est
2n — 1.

— S a au moins une ligne composée d’un seul élément non nul, qui vaut
alors 1.

— Sion supprime la ligne et la colonne de S contenant cet unique élément non
nul, la sous-matrice obtenue est bistochastique et est un point extrémal
de Bn,1 .
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On peut alors montrer par recurrence que :

Théoréme 3.3 (voir [17]). Pour que S soit un point extrémal de B,,, il faut que
toutes les lignes (et colonnes) de S aient une et une seule composante non nulle
(qui vaut alors 1).

Cette proposition est suffisante.

Une matrice dont toutes les lignes (et les colonnes) ont exactement une compo-
sante non nulle égale & 1 est une matrice de permutation. Le théoreme 3.3 est
exactement le Théoreme de Birkhoff (1946). La preuve que nous venons d’en don-
ner, qui s’apparente a la classe des preuves dites géométriques est assez originale.
En effet, le théoreme y apparait comme une conséquence de lemme 3.2 qui est un
résultat de programmation linéaire.

3.1.3.  Approximation par matrices bistochastiques

Soit un espace vectoriel normé (de matrices) (E,|| - ||) et S, une partie de E.
Considérons dans cet espace le probleme d’optimisation (matriciel) suivant : étant
donné x € E, on cherche T solution de

inf ||z — s
{t.q. seS.
C’est un probléme d’approximation (matriciel) d’aprés Higham [10]. Il consiste &
étudier ’existence et I'unicité de points T, puis & en déterminer une caractérisation
“explicite”, ou le cas échéant un procédé algorithmique permettant de le calculer.
Notre probleme d’approximation par matrices bistochastiques est donc une ins-
tance pour laquelle on se place dans I’espace de Hilbert E = M,,(R) et on prend
S =B,.
Puisque B,, est un convexe compact de M, (R), on a (voir Lem. 2.1) :

Proposition 3.4. Soit M € M, (R).

1l existe une et une seule matrice bistochastique M solution de (1), caractérisée
par :

tr((M — M)T(S — M)) <0, VScB,.
D’apres le Théoreme de Birkhoff

a la suivante :

ﬁ € B,; (6)
tr((M — M)T(P — M)) <0, pour toute matrice P de permutation.

Lem. 3.3), la caractérisation (5) est équivalente

Si 'on voulait expliciter M en utilisant la caractérisation (6), on serait amené a
résoudre un systeme d’équations ou inéquations, comportant au moins n!
inéquations. Il est facile d’en conclure que cette caractérisation a toutes les chances

de ne pas nous permettre de calculer “explicitement” M. Et ceci, méme pour des
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petites valeurs de n. En effet, pour n = 2, le probleme se rameéne a : trouver a €
[0, 1] tel que

=l

— (1aa 1@“) et tr(M — M)"'(P—-M))<O0pour P=1,,P, (7)
qui n’est pas forcément “facile” a résoudre. Nous reviendrons sur ce cas n = 2 un
peu plus loin pour en donner une solution “explicite”.

Manifestement en tout cas, 'approche directe ne semble pas la plus & méme de
fournir une caractérisation explicite de la solution du probleme (1). Nous allons
donc chercher une solution algorithmique au probleme, en utilisant les méthodes
de projection que nous introduisons ci-apres.

3.2. LA METHODE DE PROJECTIONS ALTERNEES DE BOYLE-DIKSTRA

Les méthodes de projections, motivées par la résolution de problemes de faisabi-
lité convexe (voir [1,3,6]), permettent en général de trouver un point appartenant
a une intersection de convexes. Lorsque 1’on cherche en fait un point particulier,
comme c’est le cas ici (nous cherchons un projeté), elles peuvent s’avérer inef-
ficaces. Néanmoins, ’algorithme de projections alternées de Boyle-Dykstra a la
particularité de calculer le projeté d’un point sur une intersection de convexes
quelconques. Introduit par Dykstra en 1983 dans le cas ou les convexes sont des
cones, étendu avec Boyle [4] en 1986 & des convexes quelconques, cet algorithme a
été étudié par Bauschke et Borwein [2] et utilisé par Glunt et al. [8,9], Escalante
[7], Higham [11].

Considérons dans un espace de Hilbert (H, (,)), deux convexes fermés A et B.
Notons P 4 et Pg les opérateurs de projections respectivement sur A et B. L’algo-
rithme de von Neumann counsiste en le schéma : on construit quatre suites : (a),
(b,) (appelées suites principales ) et (pn), (gn) (appelées suites auziliaires) comme
suit :
ap=0;bp =2 €H ;po=0;90=0;

an41 = PA(bn + pn)
Pn+1 = bn +pn — Qp+41
bn+1 = PB(an+1 + Qn)

Qn+1 = Gnt1 + qn — bn+1

avec bg = x € H et ag = 0.

Notons le calcul a chaque itération des vecteurs p,, et ¢, . Ceux-ci sont calculés apres
projection sur chaque convexe et représentent, d’un point de vue géométrique, le
déplacement effectué pour aller du nouvel itéré au point dont cet itéré est le projeté.
On rappelle que ce vecteur appartient au céone normal au convexe (A ou B) sur
lequel on a projeté, au point résultat de la projection.
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FiGure 1. Illustration de ’algorithme de Boyle-Dykstra
— Ilustration of the Boyle-Dykstra’s algorithm.

La figure 1 ci-dessus donne une illustration de ’algorithme de Boyle-Dykstra.
Une itération de l'algorithme (par exemple, celle qui permet de passer de by & as)
peut étre décrite de la maniere suivante :

e on déplace le point courant (par exemple b sur la figure) dans la derniére
direction normale (p;1) au convexe sur lequel on doit projeter (A) gardée
en mémoire ;

e on effectue la projection (sur .A) du point obtenu (b1 + p1);

e on garde en mémoire la nouvelle direction normale (p3) obtenue ainsi que
le résultat de la projection (az) qui est le nouvel itéré courant.

En 1994, Borwein et Bauschke [2] ont proposé une superbe analyse de cette
méthode de projections alternées dans le cas de deux convexes. Leur résultat le
plus important du point de vue de notre travail ici est le suivant :

Théoréme 3.5 [2]. Soient H un espace de Hilbert, A, B deux convezes fermés
de H et x un point de H. On définit les suites de Dykstra de la méme maniere
qu’en (8).

Si ANB # 0, alors

[bn — an|l, [[bn — anta|| — 0 et an, bn = Pans(x). 9)
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On pourra se reporter & [2] pour une preuve de ce résultat, ou il est exprimé sous
une forme plus générale.

Ces résultats sont intéressants pour nous puisque d’une part, le second justifie
I'usage d’un algorithme de Boyle-Dykstra pour le calcul du projeté sur une inter-
section de convexes. D’autre part, le premier permet la mise en ceuvre d’un test
d’arrét efficace lors de 'implementation numérique de ’algorithme. Notons ensuite
que 'algorithme de Boyle-Dykstra a une vitesse de convergence sous-linéaire. En
fait, il a été montré (voir [2]) que l'algorithme converge au mieux linéairement, la
vitesse linéaire n’étant atteinte que lorsqu’on a une intersection de sous-espaces.

Pour terminer, signalons que lorsque A et/ou B est un sous-espace, P4 et/ou P
est linéaire (ou affine) et le calcul des p,, et g, est inutile. Ainsi, 'algorithme de
Boyle-Dykstra apparait alors comme une généralisation de I'algorithme bien connu
de projections alternées de Von-Neumann.

4. APPROXIMATION PAR MATRICES BISTOCHASTIQUES
PAR PROJECTIONS ALTERNEES

Nous revenons a notre probleme d’approximation par des matrices bistochas-
tiques. 11 est facile de voir que

B, = M, (R)" N LC1,

ot M, (R)* ={M € M,(R) | M >0} et LC1 ={M € M,,(R) | Me =¢, MTe =

e}. On remarque aussi que M,,(R)™ et £C1 sont des ensembles convexes fermés : le

premier est un cone convexe et le second un sous-espace affine. Cette écriture de B,

nous permet alors d’appliquer une méthode de type Boyle-Dykstra a la résolution

de notre probleme d’approximation, via le calcul des projections P, r)+ et Prci-
La premiere de ces projections est triviale :

VA e Mn(R),PM"(Rﬁ (A) = AT

ou A+ = (max(aij, O))i,j siA= (aij)i,j.

4.1. PROJECTION SUR LC(C1

Définition 4.1. Une matrice M est dite bistochastique généralisée ou lc1 si
elle vérifie :

(1) Me =e;

(2) MTe=e.

Les matrices bistochastiques généralisées forment le sous-espace affine LC1 que
nous avons introduit précédemment. On est toujours placé dans ’espace de Hilbert
(M, (R), {{-,-))). Déterminons la projection Prc;.
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Puisque £C1 est un sous-espace affine et fermé (immédiat), M = Prc1 (M) est
caractérisé par (voir Lem. 2) :

e M e LC1 ;
T

o M — M € LCI1+.
Soit I'application linéaire [ : M € M, (R) — (Me, MTe).Ona: LC1 =11 ({(e,e)}),

—
d’ott LC1 = ker(l) et

LCl+ = (ker(1))* = im(T).

Or I7, application linéaire de R™ x R™ dans M,,(R), vérifie :

Y(u,v) € R" x R", VM € M,(R) (1T (u,v), M)) = ((u,v), [ (M))nxn

ott {.,.)nxn désigne le produit scalaire de R™ x R™ : {(u,v), (u/,v"))nxn = ulu’ +
Ty, Par suite :

({17 (u,v), M) = ((u,v), (Me, MT€))nxn,
u, Me) + (v, MTe),
(ue™, M) + ({ve”, MT)),
(ue™, M) + ((ev”, M),
(ue™ + ev™, M)).

(
= {
(
(
(

Do,
V(u,v) € R" x R"”, 1T (u,v) = ue’ 4 ev”.

Proposition 4.2. On a :
LCl+ = {ue” + ev”;u € R™, v € R"}.
On en déduit que M = Prey (M) vérifie :

Me =e,
MTe:e, (10)
M —M = ue” +ev” u,v e R

Par suite,
M —~M =uel +ev! =M =M —ue’ —ev?. (11)

Cette derniere relation injectée dans les deux premieres équations de (10) conduit & :

Te — _
{nu—i—ev e= Me —e, (12)

eule+nv=MTe—e.

En appliquant une méthode de substitution a ce systeme linéaire, u et v sont
solutions de
(nl, —ee"yu = Me — J, Me, (13)
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et
(nl, —ee)yv = MTe — J,MTe. (14)
Les vecteurs u et v sont donc solutions de systemes linéaires qui ne different que

par leurs seconds membres. Notons E,, la matrice commune aux systemes (13)
t (14). Elle s’écrit :

n—1 -1 ... -1
-1 n-1... -1

-1 ... -1n-1

Proposition 4.3. La matrice E, est de rang n — 1. Son noyau est l’espace de
dimension 1 engendré par le vecteur e.

Le calcul du rang est élémentaire. Puis, il suffit de remarquer que

Ene = (nl, —ee®)e =nl,e —e(e’e) =ne —ne = 0.

En observant que :
1
E, (—Me) = Me— J,Me,
n
on obtient ’ensemble Sy3 des solutions de (13)
1
Si3 = {—M€+ ke, k € R} ,
n
et de maniere analogue,
1 T ! /
Suu=<—-M"e+k'e,k eR}.
n
Ainsi si u et v résolvent (12),
1 1 T / / n
u=—-Me+keetv=—M"e+ ke, k,k' € R".
n n
En réinjectant ces informations dans (12), on aboutit a :

1 1
(k+K)e = fﬁ(In + JuM)e, soit k+ k' = fFeT(In + JuM)e,

ol on a posé : J, = %eeT. Donc u et v sont déterminés par :
u = %Me + ke,
v = %MTe + k'IE, (15)

(k+K)e=—1(I, + J.M)e.
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Si on pose Wy, = I, — J,, & partir de (11) en utilisant (15), on obtient :
M =W, MW, + J,. (16)

Réciproquement, on a bien :

Proposition 4.4. M wvérifie la relation de caractérisation de la proposition 2,
d’ot :
VM e E, Prci(M)=W,MW, +J,. (17)

Démonstration.

e M € LC1.

Immédiat d’apres I,,, J, € LC1. On déduit :

__ —
e M — M € LC1+. o
Soit B € LC1. On doit montrer que : ((M — M, B)) = cte. Par définition,

((M —M,B)) =tr((M — M)'B) = tr(BT (M — M).
On a:
BY(M — M) = B"M — B"W,MW,, — J,,,
ce qui implique :

((M — M, B)) = tr(B" M) — tr(BTW, MW,,) — 1.

W,MW, = M — MJ, — J,M + J,MlJ, ;
BY*(W,Mw,) = B*M - B*MJ, — J,M + J,MJ,, car B'J, =J,.
tr(BY (W, MW,,)) = tr(B* M) — tr(M J,B") — tr(J, M) + tr((J,)>M),
= tr(BTM) —tr(M J,,).

Ainsi,

(M —M,B)) = tr(B"M) — tr(B" M) + tr(M J,,) — 1,
=tr(MJ,) — 1.

Les matrices J,, et M étant fixées, tr(M.J,) — 1 est une constante (indépendante
de B). Par suite, on a :

{({(M — M, B)) = cte, VB € LC1,

d’ou o
VB,B' € LC1,{(M — M,B — B")) = 0.
. —
Donc M — M € £C1+. O
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Nous obtenons un résultat qui a été trouvé de deux manieres différentes par
Khoury [14] et Glunt et al. [9]. Khoury a utilisé une approche purement géométrique
(en fait algébrique) tandis que Glunt et al. se sont placés dans un contexte d’op-
timisation convexe et attachés a la résolution du systeme de Karush-Kuhn-Tucker
correspondant au probleme d’optimisation.

4.2. QUELQUES REMARQUES

Nous pouvons des a présent énoncer quelques résultats sur notre probleme d’ap-
proximation par des matrices bistochastiques en utilisant la projection sur £C1.
Dans toute cette partie, nous notons, pour une matrice M donnée de M, (R),

M: PLCI(M) et MZ P[Bn(M)

Nous nous intéressons aux cas ou M = M = Pg, . Puisque sur 'espace LC1, les

contraintes Me = e et M e = e sont déja satisfaites, il reste en fait a s’assurer
que M a toutes ses composantes positives.

Tout d’abord, reprenons le cas n = 2. Dans ce cas, £C1 est la droite (dimen-
sion 1) passant par Iy et P; (qui sont définies en section 3). Le probléme se rameéne
alors & celui de projeter sur le segment [I5; P;], quand on sait projeter sur la droite
(I Py) sous-jacente. Ainsi,

Proposition 4.5. Sin=2, on a :

_ M:WQMW2+J2 St EZO, o o
M:PQC1(M): I St MZO@tHIQ—%HF<HP—%HF7
P, si M 20 et||I; = M|p>|P—M|p.

Pour n = 2, la projection sur £C1 est donc explicite. Et, pour n quelconque, on a
une forme explicite pour certaines matrices.

Notons E;; les matrices de la base canonique de M, (R).

On a alors :

Proposition 4.6. St M = 0pq,(z) ou M = E;;, i=1,...,n, j=1,...,n, alors

M =M =W, MW, + J,.

Démonstration. Le cas M = 04, (r) est immédiat. Pour M = Ejy;, il nous suffit
de montrer que pour %, j fixés,

Nous allons tout simplement calculer explicitement les composantes de E_Z] et
vérifier qu’elles sont toutes positives.
On pose : D = WEijW = (dkl)k,l-
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Par définition, on a :

n o n
dkl = E E Wy Eyp Wol

u=1v=1
= E Wk Cly Wyl + § E Wiy CuvWoly
v u#k v
= Wgkerwy + E Wik €y Wyl + E Wiy CylWy + E E Wy CuvWol,
v#£l u#k u#k v#l

(-2 (DD (D)5

:(1—%)2%[—1—(%—1) %)(Zemﬁz%z +%ZZeuv.

.y utk utk v£l

On en déduit :
e si (k1) = (i,j) alors dj; = (1 —1)%;
o sik #£1, l:j,dkj:%(%—l):%fi;

esik#i, 1 #], du= 15

Comme J, a toutes ses composantes égales a %, ona: E;; = (€)k, tel que :

e = 1=+

€il = n2 l 7& ja
€k = # k 75 ’i,
e = axtr kFil#]
Il va de soi qu’on a :
E;; >0
D’ou le résultat. O

Signalons qu’au passage, nous avons montré que pour M = (m;;), on a M =
(45 )i,; avec :

2
mij<1%> mij+l<l1) kaj+zmkl +%szkl+%'

AR oy 1% ki 17
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Plus généralement, on peut montrer

Proposition 4.7. Soit M = (a;;) € E tel que a;; >0, Vi, j et >, ;ai; < 1.
Alors,
Py, (M) =Prci(M) =W, MW, + J,.

Démonstration. La justification découle directement du lemme suivant da a Zarantonello
[19] :

Lemme 4.8. Si P est un opérateur de projection dans un Hilbert, alors :

k 2

k

<
1

k
% > i (P(ai) = Play), (I = P)(as) — (I = P)()), (18)

ij=1

pour toutes familles finies {x;}; de vecteurs et {«;}; de réels positifs tels que
k
21 Q; = 1.

Il suffit d’appliquer (18) & la décomposition :

M = ZaijEij -+ (]. - Zaij)OMn(R). O

17 (%)
4.3. TESTS NUMERIQUES

Nous avons donc proposé 'algorithme structuré comme suit pour résoudre le
probleme d’approximation par matrices bistochastiques :

Initialisation B® = M
QR =0
Précision e
Itération
AL — W, B*W,, + J,,  [= Prei(BY)]
Bk+1 — (Ak+1 + Qk)Jr [: PM"(]R)+(A]€+1)]
Qk+1 — (Ak—i-l + Qk) _ (Ak-i-l + Qk)-i—
Test d’arrét si ||A*! — BET1|| < & Stop
sinon retour a Itération
ol M est la matrice que I'on cherche a approcher par une matrice bistochastique.
Cet algorithme est tout simplement une adaptation de 'algorithme (8) & notre
cas. Nous l'avons écrit en tenant compte du fait que I'un de nos convexes est
un sous-espace, et qu’il est donc inutile d’en calculer les composantes normales &
chaque itération. Le test d’arrét est basé sur le fait qu’on doit avoir
limy_, o || A+ — B¥1|| = 0 (voir Th. 3.5).
Nous avons testé ’algorithme pour différentes matrices. Nous avons obtenu les
résultats exprimés par les figures suivantes. Du fait des applications que nous
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norme de bn-an en logarithme décimale

I I I I I
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

_8 1 1 1 1

Itérations

FIGURE 2. logy, || B¥ — A¥|| en fonction des itérations pour une
matrice aléatoire avec n = 200 et € = 10710 —log,, | B* — A*|| vs.
— Iterations for a random matrix with n = 200 and ¢ = 1071°.

avions en vue, nous avons considéré des matrices dont les composantes sont com-
prises entre 0 et 1 générées aléatoirement. En particulier, les quatres derniéres fi-
gures sont réalisées avec des valeurs moyennes obtenues apres 10 tests pour chaque
cas.

Les figures 2 et 3 illustrent la convergence de ||A*+1 — B*+1|| vers 0 pour une
matrice M de dimension n = 200, pour lesquelles la précision demandée était
10710 et 10715, On observe bien sur ces figures la convergence sous-linéaire de
I’algorithme de Boyle-Dykstra. Notons que les temps de calculs sont de ’ordre de
387 s et 655 s respectivement.

Nous avons étudié ensuite le comportement de l'algorithme par rapport a la
taille de la matrice que I’'on veut approcher. La figure 4 représente I’évolution du
nombre d’itérations en fonction de la dimension de la matrice, tandis que la figure 5
celle du temps de calcul en fonction également de la dimension.

Il apparait, au vu des exemples que nous avons traités, que ’algorithme se com-
porte assez bien, et que le nombre d’itérations n’explose pas lorsqu’on augmente
la taille de la matrice traitée. Notons qu’une itération de ’algorithme consiste en
un remplacement des composantes négatives d’une matrice par zéro, et en quatre
produits d’'une matrice par la matrice J,.

Nous avons ensuite étudié le comportement de ’algorithme pour les matrices
creuses. Malheureusement, il semble que approximation par matrices bistochas-
tiques ne conserve pas dans ’absolu le caractere creux de la matrice de départ.
Ceci est probablement dii aux produits matriciels effectué a chaque projection
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FIGURE 3. logy, || B¥ — A¥|| en fonction des itérations pour une
matrice aléatoire avec n = 200 et € = 1072° —log;, || B* — A*|| vs.
— Iterations for a random matrix with n = 200 and ¢ = 10715.
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FIGURE 4. Itérations en fonction de la taille de la matrice —
Iterations versus dimension of the matrix.
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—— Temps CPU en fonction de la taille de matrice
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FiGURE 5. Temps CPU en fonction de la taille de la matrice —
CPU time versus dimension of the matrix.

sur £LC1. Compte tenu de la proposition 4.6 sur la projection des matrices de la
base canonique. Par exemple, on obtient & partir de la matrice F1; de dimension 4,
la matrice solution

13111
11555
6| 1555

1555

qui, contrairement a F1, est dense. Les figures 6 et 7 représentent une illustration
du comportement pour des matrices creuses d’ordre 100.

Pour ces tests, ’exploitation des matrices creuses intrinseques a Matlab a été
utilisée. Toutefois, I’exploitation du caractere creux de la matrice a projeter devrait
étre étudiée de plus pres.

5. CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Nous venons d’étudier le probleme d’approximation par des matrices bistochas-
tiques. Il ressort de cette étude que pour une matrice donnée M, il existe une et une
seule matrice la plus proche de M. Cette matrice possede une caractérisation qui,
malheureusement, ne peut permettre d’obtenir une formule “explicite” de cette
matrice bistochastique, sauf dans certains cas particuliers. Cela étant, nous avons
proposé une mise en ceuvre d’un algorithme adapté de Boyle-Dykstra qui permet
de calculer cette matrice bistochastique itérativement.
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FIGURE 6. Itérations en fonction de la densité de la matrice —
Iterations versus density of the matrix.
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FiGURE 7. Temps CPU en fonction de la densité de la matrice —
CPU time versus density of the matrix.
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Cet algorithme a été utilisé dans le cadre d’'une modélisation matricielle du
probleme d’agrégation de préférences, travail publié dans Mathématiques et
Sciences Humaines [18].

Il existe de nombreuses perspectives a ce travail. Outre ’exploitation du ca-
ractere creux de la matrice & projeter, il sera intéressant d’étudier 'influence de
la maniere dont B,, est écrite sous la forme d’intersection de convexes. Nous avons
choisi ici une écriture intersection de deux convexes, il est possible d’avoir un
écriture avec jusqu’a 2n + n? convexes, chaque écriture menant & un algorithme
différent. De plus, il existe d’autres techniques (points intérieurs, relaxation lagran-
gienne, etc.) qui peuvent s’appliquer & ce probléme d’approximation par matrices
bistochastiques. Une comparaison de ces techniques serait d’un tres grand intérét.

Remerciements. Je voudrais remercier Jean-Baptiste Hiriart-Urruty et Marcel Mongeau
(mes directeurs de theése) pour les nombreuses discussions fructueuses que nous avons
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