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CONSTRUCTION DE FACETTES POUR LE POLYTOPE
DU SAC-A-DOS QUADRATIQUE EN 0-1

ALAIN FAYE! ET OLIVIER BOYER!

Abstract. We build facets of the quadratic 0-1 knapsack polytope fol-
lowing two different approaches. The quadratic 0-1 knapsack polytope
is included in the Boolean quadric polytope introduced by Padberg [12]
for unconstrained 0-1 quadratic problem. So in a first approach, we ask
the question which are the facets of the Boolean quadric polytope that
are still facets of the quadratic 0-1 knapsack polytope. Results for this
problem are given for the cut inequality introduced by Padberg [12].
We give necessary and sufficient conditions for which the cut inequality
induces a facet of the quadratic 0-1 knapsack polytope and when these
conditions are not satisfied we give a lifting of the inequality. In a differ-
ent way, following the linearization technique of Adams and Sherali [1],
we build facets of the quadratic 0-1 knapsack polytope from facets of
the linear 0-1 knapsack polytope multiplying a linear inequality by a
variable x; or T;=1-z;. We show that this approach gives facets of the
quadratic 0-1 knapsack polytope and we extend it to multiplying an
inequality that induces a facet of the quadratic 0-1 knapsack polytope.
To conclude, we give numerical results of a cutting plane algorithm
involving cuts built following these two schemes.

Résumé. Nous construisons des familles de facettes du polytope du
sac-a-dos quadratique en 0-1 selon les deux approches suivantes. Le
Boolean quadric polytope (introduit dans le cas sans contraintes par
Padberg [12]) contenant le polytope du sac-d-dos quadratique, une
premiere approche consiste a se demander sous quelles conditions une
facette du premier est aussi une facette du second et quand ces condi-
tions ne sont pas remplies quels liftings permettent d’en faire une fa-
cette. Des réponses a ces questions sont données dans le cas de I'inégalité
« coupe » introduite par Padberg. Dans une seconde approche, suivant
la méthode de linéarisation d’Adams et Sherali [1], nous multiplions
par une variable directe ou complémentée une facette du polytope du
sac-a-dos linéaire. Nous montrons que cette approche permet d’obtenir

L CEDRIC-IIE, 18 allée Jean Rostand, 91025 Evry Cedex, France ; e-mail : fayea@iie.cnam.fr
© EDP Sciences 2004



250 A. FAYE ET O. BOYER

des facettes du polytope du sac-a-dos quadratique et nous 1’étendons
par la suite & la multiplication de facettes du sac-a-dos quadratique
lui-méme. Des résultats numériques illustrent la mise en oeuvre dans
un algorithme de coupes, d’inégalités ainsi obtenues.

Mots Clés. Polytope du sac-a-dos quadratique en 0-1, méthodes
polyédriques.

1. INTRODUCTION

Etant donné un graphe G = (V, E), des poids a; > 03 € V,btq. 0<b<
Y icy @i et des cotts ¢; i € V, ¢y # 0 (i,5) € E, on définit le probleme du
sac-a-dos quadratique en 0-1 par :

maXE CiTi + E CijT;T; S.C.

icV (i,J)EE

Z a;T; S b
eV
x; €{0,1} 1€ V.

Si E = @ c’est-a-dire si la fonction objectif est purement linéaire, on retrouve le
probleme du sac-a-dos linéaire.

Différentes approches sont possibles pour aborder ce probleme : relaxation La-
grangienne [4], décomposition Lagrangienne [3,10], programmation semi-définie [7],
linéarisation et méthode polyédrique [2,8,13,14]. Dans [5] une linéarisation et une
méthode de décomposition sont comparées. On pourra trouver dans [16] un tour
d’horizon approfondi de ces diverses méthodes. Ici nous nous intéressons a I'ap-
proche polyédrique.

Pour toute paire (¢, j) de E, posons y;; = x;x; et considérons I’ensemble des so-

lutions admissibles étendues QK P (G) = { (z,y) € {0, 1}W|+‘E| DY iey @i < b,

vij = xix; (4,7) € E} puis ’enveloppe convexe de ces solutions admissibles
Pokp (G) = Conv (QK P (G)).

Poip (G) est le polytope du sac-a-dos quadratique. Si E = @, on retrouve le
polytope du sac-a-dos linéaire.

Le probleme du sac-a-dos quadratique s’écrit alors comme le probleme linéaire
suivant :

maxz ciT; + Z cij¥ij s-c. (z,y) € Porp (G)
eV (i,)€E
car optimum de ce probléme est atteint en un point de QKP(G).

Lorsque b = ),y a;, on retrouve le Boolean quadric polytope introduit par
Padberg [12] dans le cas du probleme quadratique en 0-1 sans contrainte. Pox p(G)
est donc inclus dans le Boolean quadric polytope quelle que soit la valeur de b.

Johnson et al. [8] ont introduit le polytope du sac-a-dos quadratique en 1993
pour résoudre le sous-probléeme d’un algorithme de génération de colonnes pour un
probleme de partition de graphe. Ils ont proposé comme inégalité valide, I'inégalité
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“arbre” construite sur un sous-arbre de G dont les sommets forment une couverture
(c’est-a-dire tel que la somme des poids associés aux sommets dépasse b). Ils ont
montré que cette inégalité induit une facette du polytope du sac-a-dos quadratique
défini sur le sous-graphe de G induit par les sommets de Parbre. Rader [14] a étudié
les liftings de cette inégalité pour en faire une facette du polytope du sac-a-dos
quadratique défini sur le graphe G tout entier.

Notons aussi le travail de Mehrotra [9] qui a étudié le polytope dans le cas
particulier ou tous les poids sont égaux a 1.

Ici nous nous intéressons a la construction de facettes du polytope du sac-a-dos
quadratique selon les 2 approches suivantes.

De fagon générale, une premiere approche consiste a se demander sous quelles
conditions les facettes du Boolean quadric polytope sont aussi des facettes de
Pokp (G). Des résultats sont donnés pour I'inégalité « coupe » introduite par Pad-
berg [12]. Nous donnouns les conditions sous lesquelles cette inégalité induit une
facette de Porp (G) et quand ces conditions ne sont pas remplies, nous donnons
un lifting particulier de I'inégalité qui permet d’en faire une facette de Poxp (G).

Adams et Sherali [1] ont proposé une linéarisation pour les programmes qua-
dratiques en 0-1 sous contraintes linéaires obtenue en multipliant les contraintes
par les variables x; et leurs compléments z; = 1 — z;. Cette approche a beaucoup
été utilisée car elle fournit d’assez bonnes relaxations (c¢f. par exemple [5,15]).
Nous montrons qu’en appliquant cette méthode a des facettes du polytope du
sac-a-dos linéaire construit sur le voisinage du sommet ¢, on obtient des facettes
de Pokp (G). Cette approche est ensuite étendue a la multiplication de facettes
du sac-a-dos quadratique défini sur le sous-graphe de G induit par le retrait du
sommet i. Nous donnons des conditions sous lesquelles cette méthode permet
de construire des facettes de Porp (G). A titre d’exemple, nous appliquons ces
résultats aux inégalités de couverture induisant des facettes du polytope du sac-
a-dos linéaire et nous obtenons quatre familles de facettes de Porp (G).

Finalement nous donnons des résultats numériques illustrant 1'utilisation des
inégalités ainsi construites dans un algorithme de coupes pour des tailles de
problemes (i.e. cardinal de V) allant de 50 & 150 variables.

Dans la suite, nous travaillerons toujours sous ’hypothese

ang VieV
ai+aj§b V(Z,])EE

Noter que la premiere condition n’est pas impliquée par la seconde dans le cas ou
i est un sommet isolé de G. Sous ces conditions Porp (G) est de dimension pleine
c’est-a-dire égale a |V| + |E| [8].

Donnons quelques notations et définitions que nous utiliserons pour les graphes.

Pour tout V! C V, on définit E (V') ={(i, j) € E: i,j € V'}.

Pour tout V’, V" C V disjoints, on définit (V' : V") = {(i,j) e E: i €V,
jev"y.

Pour tout E' C E, on définit V(E')={ieV: Je= (i, j) € E'}.

Le graphe (V/, E (V")) est le sous-graphe de G induit par V.
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Un graphe partiel de G = (V, E) est un graphe de la forme (V, E') avec E' C E.
Etant donné a € V, T'(a) = {i € V : Je = (a, i) € E} est Pensemble des voisins
de a et ¢ (a) = {(a, i) € E} est 'ensemble des arétes incidentes a a.
Rappelons quelques définitions usuelles concernant les polytopes. Soit f une fonc-
tion affine, on dit que I'inégalité f(z,y) < 0 est valide pour Py p(G) si Poxp(G) C
{(z,y) : f(z,y) < 0}. Noter que l'inclusion QKP(G) C {(z,y) : f(z,y) < 0} en-
traine I'inclusion du polytope par définition de I’enveloppe convexe.

Une inégalité valide f(x,y) < 0 induit une face de Poxp(G) & savoir la face
définie par Porp(G) N ({(z,y) : f(z,y) = 0}. Une facette est une face propre
maximale c’est-a-dire contenue dans aucune autre face hors-mis le polytope lui-
meéme.

On notera u(z,y) = uo + Y ;cy Ui + Z(m)eE u;yi; = 0 Péquation d’un
hyperplan contenant la face induite par une inégalité f(z,y) < 0 c’est-a-dire t.q.
f(z,y) = 0 = u(z,y) = 0 pour tout (z,y) € Poxp(G). Le polytope étant de
dimension pleine, l'inégalité f(z,y) < 0 induit une facette de Poxp(G) ssi il
existe un scalaire p t.q. u = pf ([11], p. 91, Th. 3.6.).

Etant donné U un sous-ensemble de V, on notera (x,5)Y le point de QK P (G)
t.q.z; =1ssiieUety;=1ssi(ij)eE ().

2. INEGALITE COUPE

Le polytope du sac-a-dos quadratique étant inclus dans le Boolean quadric poly-
tope pour lequel une bonne connaissance faciale est déja acquise, il est 1égitime de
se demander sous quelles conditions une facette de ce dernier est aussi une facette
du premier et lorsque ces conditions ne sont pas remplies quels sont les liftings
permettant d’en faire une facette. Nous donnons des réponses a ces questions dans
le cas de I'inégalité « coupe ».

Soient S, T 2 sous-ensembles de V' non vides et disjoints t.q. le sous-graphe in-
duit par SUT soit une clique de G. L’inégalité « coupe » est définie par cut™7T (x, )
= Lies Ti+ 2 pyen(s) Yis T 26 err) Yii — 2g.esT) Yis = 0 [12]:

Les points (z,y) de QKP(G) qui saturent cette inégalité vérifient 'une des deux
conditions, Y ;o @ = icp @i OU Y g i =D wi — L.

On suppose |T'| > 2. L’inégalité « coupe » induit une facette du Boolean quadric
polytope. Pour le polytope du sac-a-dos quadratique ce n’est plus toujours le cas.

On note tmin 1, tmin 2, tmax 1, tmax 2 les indices de T' correspondant respectivement
aux 2 plus petits des poids de T" avec a;_,., < a¢_ .., et aux 2 plus grands avec
At a1 2 Gt

On note Smin1, Smax1, Smax2 les indices de S correspondant respectivement au
plus petit des poids de S et pour |S| > 2 aux 2 plus grands avec as,,, ., > Gs,.s-

max 2 °

Proposition 2.1. cut>T (z,y) > 0 induit une facette de Poxp (SUT, E(SUT))
EXY)
o 01y, +a
o (2: Osrpax1 T Ospaxz T Ot

max 2 + a'srninl S b7
+ag,,,, <bsi|S|>2.

min 1 min 2
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Proposition 2.2. cut>? (z,y) > 0 induit une facette de Pokp (G) ssi C1, C2 de
la proposition 2.1 et C3 : ¥ (s,i) € E avecs € S eti € V-SUT

as + a; + aty, < b.

Démonstration de la proposition 2.1. Notons F (cutS’T) la face de Porp (S uT,
E(Su T)) induite par I'inégalité cut>” (x,y) > 0.

Sens suffisant.

Soit u(x,y) = 0 équation d’un hyperplan contenant F (cutS’T). Montrons que
U= ucutSfT.

Les ensembles U suivants sont tels que les points (z,y
a F (cut®T) et satisfont donc u (z, yY =o0.

Soit U = (), on obtient ug = 0.

j € T soit U = {j}. On obtient u; = 0.

a)ie S,jeT soit U= {i,j}. On obtient u; + u;; = 0 soit u;; = —u,.

b)jeTk €T (j#Ek)soit U= {j,k,Smin1}- C1 implique Pexistence de
(z,y)Y et on obtient uj = us,,,, -

)Y associés appartiennent

Si|S| =1 on a finalement wjr = Us,,, = —Uspin; = 4 Vi, bk € T (j # k) et
c’est terminé.

Si|S|>2.i€ S soit U= {i,tmin1,tmin2}. C2 implique l'existence de (z,y)Y
et on obtient u;_, ¢, = Ui.

En prenant j = tmin1,k = tmin2 dans b) on obtient u; = u_, , et finalement
Uik =u; =p YViesS, VjkeT (j+#k). Para)onobtientu;; = —p Vie S,jeT.

i,h € S soit U = {i,h,tmin1,tmin2}. C2 implique I'existence de (x,%)Y et on
obtient u;;, = u.

Sens nécessaire.

Si C1 n’est pas satisfaite alors F’ (cuts fT) est incluse dans ’hyperplan d’équation
Ytans tmanz = 0 €t comme cut>T # py, F (cutS’T) n’est pas une facette
de PQKP (S utl,E (S @] T))

Pour |S| > 2, si C2 n’est pas satisfaite alors F (cutSfT) est incluse dans I’hy-
perplan d’équation ys_ ., s, = 0 et comme cut®T # py, o F (cutSfT)
n’est pas une facette de Porxp (SUT,E(SUT)). O

max 1 tmax 2

Démonstration de la proposition 2.2. Notons F' (cutS’T) la face de Poxp (G) in-
duite par I'inégalité cut™7T (z,y) > 0.

Sens suffisant.

Soit u(z,y) = 0 ’équation d’un hyperplan contenant F (cutS’T). Montrons que
u = pecut>T.

De la proposition 2.1 on peut déja déduire que u(z,y) = peut™>T (z,y)+
ZieV—SUT wu;x; + Z(i,j)eE—E(SUT) u3;Yi;. Cherchons les coefficients de u restants.
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Pour cela construisons les ensembles U tels que les points (z, y)Y associés appar-

tiennent & F (cut®T) et satisfont donc u (z, Y =o0.

i€V —SUT soit U = {i}. On obtient u; = 0.

(t,i)e Eavect €T et i€V —SUT soit U = {t,i}. On obtient u; = 0.

(s,i) € Eavec s € Seti € V—-SUT soit U = {s,i,tmin1}- C3 entraine
l'existence de (x,y)Y et on obtient us; = 0.

(i,j) e E(V = SUT) soit U = {3, j}. On obtient u;; = 0.

Sens nécessaire.

C1, C2 sont nécessaires d’apres la proposition 2.1.

S’il existe une aréte (s,i) qui ne satisfait pas C3 alors F (cutS’T) est incluse
dans 'hyperplan d’équation ys; = 0 et comme cut™T # uyg, F (cutS’T) n’est pas
une facette de Porp (G).
5T (x,y) > 0 qui induit une facette de Pox p (SU
T,E(SU T)) le polytope du sac-a-dos quadratique défini sur le sous-graphe de G
induit par SUT. On s’intéresse alors au plus “grand” graphe G’ contenu dans G
t.q. cut®T (z,y) > 0 induise une facette de Pgrp (G’). D’apres la proposition 2.2,
G’ est le graphe G auquel on a retiré les arétes (s,7) € Eavecs € Seti € V—-SUT
qui ne vérifient pas C3 c’est-a-dire t.q. as +a; +ay,,,, > b. On voudrait alors lifter
inégalité cut™>T (z,y) > 0 induisant une facette de Py p (G') pour obtenir une
facette de Pokp (G).

On considéere une inégalité cu

Proposition 2.3. Etant donnée une inégalité cut>T (z,y) > 0 qui induit une
facette de Pokp (S urT, E(SUT) ), soit G' = (V, E') le graphe partiel de G t.q.
E' C E soit mazimal et t.q. cut>T (z,y) > 0 induise une facette de Pop (G').
Alors il n’existe qu’une inégalité liftée de cut®T (x,y) > 0 qui induise une facette
de Pokp (G) a savoir cut>™ (z,y) — 3 ccp_ g Ye = 0.

Pour démontrer cette proposition, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme. Si cut>T (x,y) > 0 induit une facette de Poxp (SUT,E(SUT)) et
si (i,8), (j,8) sont 2 arétes de G avec i, j dans V — S UT et s dans S t.q.
as + a; + az >b et as +aj+ a > b alors as +a; +a; > b.

min 1 min 1

Démonstration.

a) Supposons |S| = 1. S contient un unique élément s qui est aussi Smin1-
cut®T (z,y) > 0 induisant une facette de Poxp(SUT,E(SUT)), on a
nécessairement Cl a,,, , + a¢ +as <b.

Supposons as + a; + a; < b (x). Alors as +a; +az,,,, > b=>a; < a;
at,...,- En remplacant dans C1, on obtient as +a; +ay,,. ., < b qui est en contrac-
diction avec as + a; + ay,,,,, > b. Donc (%) est impossible.

b) Supposons |S| > 2.
cut>T (r,y) > 0 induisant une facette de Pogp(SUT,E(SUT)), on a
nécessairement C2 as,. , + Gs,.0 + G + ay <b.

min2 —

max 2

min 1 S

min 1
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FiGurE 1. Démonstration de la proposition 2.3 : ensemble H
d’arétes de E — E'.

Supposons as+a;+a; < b (x). Alors as+a;+ai,,,, >b=>a; < a1, < Gtpins-
En remplagant dans C2, on obtient as_ ., + Gs...0 + Ctpns + @5 < b qui est en
contradiction avec as + a; + ay,,,,, > b. Donc (*) est impossible. (]

Démonstration de la proposition 2.3. On construit les inégalités du polyedre PL

dont les points extrémes b € RIF—F 'I' donnent les liftings de cut®T par 'expression
cut>T (2,y) + 3 e p_p beYe (cf. Zemel [17]).

E’ étant maximal, pour toute aréte (s,i) € E—F’ ona as+a;+az,,,, > bsinon
selon C3 (Prop. 2.2) (s,4) serait dans E. Soit H C E — E' t.q. X ;cy gy @i < b.
Notons Sg =V(H)NS et (V-SUT)y =V(H)N(V -SUT) (¢ Fig. 1).

On a ZieV(H) a; = ZieSH a; + ZiE(V—SUT)H a; (*). Chaque sommet de Sy
a un seul voisin dans le graphe (V (H), H) car sinon la somme (x) contiendrait
as+a;+a; avec (s,1), (s,7) € H et d’apres le lemme alors la somme (x) dépasserait
strictement b.

Notons i; € (V — SUT)y le voisin de s € Sy dans le graphe (V (H), H).

L’inégalité du polyedre PL associée a H s’écrit :

ZheH by + 2f; > 0 ot 23, = min {cut™>7 (z,y) :

(r,y) € QKP(G') t.q. v, =1i € V(H)}-

Etant donné que pour toute aréte (s,i) € H on a as + a; + ay,,,, > b, tout point
réalisant le min dans zj; a ses coordonnées z; nulles pour ¢ € T et finalement
25 = 5 1Sul(|1Su| +1).

L’inégalité associée & H est donc Y g bsi, + 3 |Su| (|Su|+1) > 0.

Pour H = {(s,is)} de cardinal 1 'inégalité est by;. + 1 > 0. Une inégalité
associée a un H de cardinal >2 est dominée par la somme des inégalités as-
sociées aux singletons {(s,s)} formés des éléments (s,i5) de H puisque |Su| <
21Su| (|Sk| + 1). Donc les inégalités associées & un H de cardinal plus grand que
1 peuvent étre retirées de la description du polyedre PL qui est finalement décrit
par les inégalités de la forme by; +1 > 0 (s,4) € E — E’ et dont 'unique point
extréme est le point dont toutes les coordonnées bg; valent -1. O
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Exemple. Soit le probleme de sac-a-dos quadratique défini par le graphe G suivant

6
7

N
N7

et la contrainte 1 + xo + 3 + 224 + 225 + 626 + 627 < 8.

L’inégalité cut®™ (x,y) > 0 construite avec S = {1,2,3}, T = {4,5} induit une
facette de Poxp (G') out G’ est le graphe partiel maximal obtenu en enlevant & G
les arétes (1, 6), (3, 6), (2, 7) et (3, 7) qui ne satisfont pas C3. Les inégalités du
polyedre PL (c¢f. la démonstration de la proposition. 2.3 et [17]) sont :

1

big+1>0 bor +12>0
bsg+1>0 b3y +1>0
big +b3g +3>0 by +bsr+3>0.

Apres élimination des contraintes redondantes, on obtient :

big+1>0 by +1>0
bss +1>0 b3y +12>0.

Ce polyedre comporte un unique point extréme de coordonnées

et I'unique lifting de I'inégalité « coupe » est cut™T (z,y) —y16 — Y36 — yar — ya7 > 0.
Il est possible d’obtenir d’autres liftings de I’inégalité « coupe » en partant d’un

sous-graphe de G plutot que d’un graphe partiel. Par exemple ici si I'on part du

sous-graphe G’ induit par S et T, les inégalités du polyedre PL sont :

bs > 0 b7 >0
b +b1g+1>0 by +ba7 +1>0
bg +bsg+1>0 b7 +bs7+1>0

be + big +b3s +3 >0 by + by +b37 +3 > 0.
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Ce polyedre a des points extrémes t.q. bg # 0 ou by # 0 comme par exemple le
point de coordonnées

bg =1 br =1

bie = —2 byr = -2

b3g = —2 bzr = —2

qui donne le lifting cut™T (z,y) + z6 — 2y16 — 2y36 + 7 — 2y27 — 2y37 > 0.
Comme on le voit sur cet exemple le polyedre a dans ce cas une structure plus
complexe.

3. MULTIPLICATION DE FACETTES DU SAC-A-DOS LINEAIRE
PAR UNE VARIABLE

Adams et Sherali [1] proposent une méthode de linéarisation de programme
quadratique en 0-1 dans laquelle les contraintes linéaires sont multipliées par les
variables et leurs compléments a 1. Nous allons voir ici que cette approche permet
de construire des facettes du polytope du sac-a-dos quadratique a partir de facettes
du polytope du sac-a-dos linéaire. Les inégalités construites peuvent étre vues
comme le produit d’une variable x, ou de son complémenté Z, = 1 — z, par une
inégalité valide du polytope du sac-a-dos linéaire construit sur le voisinage du
sommet a.

Etant donné a € V', on définit :

KP% = {x e {0,137 %

a;r; <b— aa}
i€l (a)

KP% = {ac e {0, 1" %" aiw; < b}

et les polytopes associés Pis, = ConvK P et Pr4, = ConvK P%a.

Pges et P}?}D sont les polytopes construits sur le voisinage du sommet a en fixant
resp. £, = 1 et x4, = 0.

Notons que P;E“P est de dimension pleine. Il en est de méme pour Py car
a; <b—a, Vi eTI'(a).

i€l (a)

3.1. CONSTRUCTION D’INEGALITES VALIDES

Soit g () = qa +Zier(a) ¢iz; < 0 une inégalité valide pour Py alors I'inégalité
f(z,9) = quza +Zief‘(a) ¢iYia < 0 est valide pour Poxp (G). Il suffit de le vérifier
sur QKP(G) :

e siz, =1onay,,=x; et on retouve g(x) < 0 qui est valide pour Py ;

o si x, =0 on a y;,=0 et on obtient 0 < 0.

Soit g () = ¢a + X ier(e) %% < 0 une inégalité valide pour P7e, alors I'inégalité
f(@,y) = qa (1= 2a) + > 5cra) G (Ti — Yia) < 0 est valide pour Py p (G). 11 suffit
de le vérifier sur QKP(G) :

e siz, =0onay;, =0 et on retouve g(z) < 0 qui est valide pour Py ;
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®siz, =1onay;,,=x; et on obtient 0 <O0.
L’inégalité f (z,y) < 0 peut s’interpréter comme étant la linéarisation de I'inégalité
obtenue resp. par les produits x, x g () <0et (1 —x,) X g(x) <O0.

Ces inégalités induisent des facettes a condition de partir d’inégalités induisant
des facettes.

Proposition 3.1. f(z,y) = quzs + ZieF(a) GiYia < 0 induit une facette de
Pokp (G) 38 g(x) = qa + X ier(a) % < 0 induit une facette de Pg'p.

ag +a; <b 1€V —{a}

g +a;+a; <b (i,j)€e E—0d(a) ’
f@y) =da (1 —2a) + Xicr(a) G (Ti — Yia) < 0 induit une facette de Poxp (G)
ssi g (x) = qa + ZiEF(a) qiz; < 0 induit une facette de Ppt.

Proposition 3.2. Sous l'hypothése H = {

Démonstration de la proposition 3.1.

Sens suffisant.
Soit u(x,y) = 0 équation d’un hyperplan contenant la face induite par I'inégalité
f(z,y) <0.

Les points (z,y)Y définis par les ensembles U suivants, sont dans QK P (G) et
satisfont ’égalité f(z,y) = 0 et donc u(z,y) = 0.

Avec U = (), on obtient ug = 0.

Avec U = {i} i€V —{a}, on obtient ug + u; = 0 et finalement u; = 0.

AvecU ={i,j} (i,j) € E—d(a), on obtient ug+u;+u;+u;; = 0 et finalement
Uq5 = 0.
Notons & les points de K P+ satisfaisant 1’égalité g (&) = 0. Considérons mainte-
nant les points (z,y) de QKP(G) définis par

T, =1

;=0 ¢ {a}UT(a).
Alors y;q = 4; pour tout ¢ € T'(a). Ces points satisfont f(z,y) = 0 et donc
u(z,y) = ua+2i€f‘(a) UiaYia = ua+2i€f‘(a) wiqZ; = 0. Comme l'inégalité g(z) < 0
induit une facette de Pr%, il existe p t.q. uq = (1gq €t wjq = pg;. Finalement
u=puf. (|

Démonstration de la proposition 3.2.

Sens suffisant.
Soit wu(x,y) = 0 Déquation d'un hyperplan contenant la face induite par
I'inégalité f(x,y) < 0. Les points (x,y)Y définis par les ensembles U suivants,
sont sous 'hypothese H, dans QK P (G) et satisfont 1’égalité f(x,y) = 0 et donc
u(z,y) = 0.

Avec U = {a}, on obtient ug + u, = 0.

Avec U = {a,i} i€V —{a}, on obtient ug + uq + u; + u;q = 0 et finalement
U; = —Ujq en posant u;, = 0 si (i,a) ¢ E.
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AvecU = {a,i,5} (i,7) € E—0(a), on obtient ug+ug+ui+uj+uiq+ujq+u; =0
et finalement u;; = 0.

Notons # les points de K P®= satisfaisant I’égalité g (#) = 0. Considérons main-
tenant les points (z,y) de QKP(G) définis par

x, =0
T, =x; 1€ F(a)
;=0 i¢{a}UT(a).

Alors y;,=0 pour tout i € I'(a). Ces points satisfont f(x,y) =0 et donc u(z,y) =
ug + ZieF(a) Wiy = —Ugq — ZieF(a) Uiq®; = 0. Comme 'inégalité g(z) < 0 induit

une facette de P}E(‘}), il existe p t.q. ug = —ue = pqq €t u;=-u;, = pg; pour tout
i € T'(a). Finalement u = uf. O

Démonstration des propositions 3.1 et 3.2 .

Sens nécessaire.

Supposons que I'inégalité g (z) < 0 n’induise pas une facette de Py, (resp. Pro).
Si g = 0 alors f = 0 et la face induite par I'inégalité f (x,y) < 0 n’est autre que
Porp (G). Supposons g # 0 alors il existe ¢’ () = g, +3_cp(q) %% # 19 (x) pour
tout réel p t.q. la face de Pg% (resp. Pp») induite par I'inégalité g (z) < 0 est
contenue dans 'hyperplan d’équation ¢’ (x) = 0. Alors la face de Pgi p (G) induite
par Uinégalité f (z,y) < 0 est contenue dans 'hyperplan d’équation f’(z,y) =
qama + Zief(a) quz‘a =0 (I'eSp. f/ (l‘, y) = Qzlz (1 - :L'a) + Zier(a) q; (1'1 - yia) = 0)
et comme f’ # pf pour tout réel p 'inégalité f (z,y) < 0 n’induit pas une facette
de PQKP (G) [l

3.2. APPLICATION A L'INEGALITE DE COUVERTURE

Les inégalités de couvertures sont souvent utilisées pour la résolution du sac-a-
dos linéaire (cf. par exemple la publication récente [6]). Nous donnons ici quelques
rappels sur cette inégalité puis nous appliquons les précédentes propositions.

Considérons un ensemble N de n indices et le polytope du sac-a-dos linéaire
défini par Py = Conv {x € {0,1}": Y ien GiTi < b} avec 0 <a; <bie N.

Soit un entier « positif et S C N t.q. |S| > a + 1. Maintenant supposons que
tout S” C S t.q. [S'| > a + 1 soit une couverture c’est-a-dire vérifie ) ;o a; > b
alors I'inégalité Zie g z; < aest valide pour Py p. Cette inégalité induit une facette
de Py sous certaines conditions.

Pour simplifier les notations, supposons S = {1, 2,--- ,s} et a; < ag < -+ < as.
L’inégalité ZiGS x; < o induit une facette de Py p ssi

ar+ -+ ag-—1+as < b (C1)

ag+ -+ aap1 < b (C2) (par convention aj + -+ -+ ag = 0).
a1+...+aa—|—.n]1vaxsai§b (03)
1EN —
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Les ensembles .S satisfaisant ces conditions sont des extensions de couverture mini-
male avec C = {1,..,a + 1} la couverture minimale et S = E(C) =
CuU{ie N\C tq. a; > a;Vj € C} son extension (cf. [11] p. 266).

Pour S et a vérifiant les définitions ci-dessus, on dira que S est une (a+1)-
configuration de Py .

A la lumiere de ces rappels, appliquons les propositions 3.1 et 3.2 pour obtenir
des familles de facettes de Porp (G).

Soit t € V, S C I'(t) et un entier positif a t.q. S soit une (a+1)-configuration
du polytope Pjp, alors 'inégalité D, oyt < ax; est valide pour Poxp (G) (cf.
Sect. 3.1). De plus nous avons le résultat suivant.

Proposition 3.2.1. Supposons S = {1,2,---,s} et a3 < ag < -+ < as (s >
a+1), alors linégalité ), gyt < axy induit une facette de Porp (G) ssi

a1+t ag_1+as <b—a (Cr.1)

as+ -+ agr1 <b—ay (C1.2)

ap+--+a,+ max a; <b-—a;. (015’)
i€l(t)—S '

Démonstration. D’apres le rappel, ;g 2; < o induit une facette pour le poly-
tope du sac-a-dos linéaire Pi'p = Pr;),p—q, ssi C1.1, C1.2, C1.3. On applique alors
la proposition 3.1. O

On retrouve l'inégalité introduite par Rader [13] et qui avait montré qu’elle
induit une facette du polytope du sac-a-dos quadratique construit sur le sous-
graphe de G induit par S U {t}. Pour |S| = a + 1, on retrouve l'inégalité “étoile”
introduite par Johnson et al. [8].

On dira que le couple ¢, S est une (1, a+1)-configuration de Poxp (G).

Maintenant supposons que S soit une (a+1)-configuration du polytope Pféfp,
alors I'inégalité } . ¢ (z; — yit) < a (1 — 2¢) est valide pour Porp (G) (cf. Sect. 3.1).
De plus nous avons le résultat suivant.

oL . .- o at+a¢§b ZGV*{t}
Proposition 3.2.2. Soit la condition H = { atasta;<b (i,f) €E—6(1)
Supposons S ={1,2,--- s} et a; <ax <---<ay (s> a+l1) et H vérifiée, alors
Uinégalité ), o (vi — yir) < a (1 — x¢) induit une facette de Poxp (G) ssi

14+ ag 1 +as <b (C2.1)
as+ -+ aaqr1 <0 (022)
a1+---+aa+ierﬁ%x_saiéb- (C2.9)

Démonstration. D’apres le rappel Zie s %; < o induit une facette pour le polytope
du sac-a-dos linéaire Pg'p = Pry,p ssi Ca.1, Ca.9, Co3. On applique alors la
proposition 3.2. Il

On dira que le couple ¢,S est une (0,a+1)-configuration de Porp (G).
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4. MULTIPLICATION DE FACETTES DU SAC-A-DOS QUADRATIQUE
PAR UNE VARIABLE

Les propositions 4.1 et 4.2 qui suivent, permettent de construire de nouvelles
inégalités induisant des facettes de Poxp (G) & partir d’inégalités induisant des
facettes d'un polytope Porp (G') défini sur un sous-graphe G’ de G.

Plus précisément, les inégalités construites peuvent étre vues comme le produit
d’une variable z, ou de son complémenté T, = 1 — x, par une inégalité valide du
polytope induit par le sous-graphe G — {a}, les termes cubiques zq;; = To%i2;
engendrés étant implicitement éliminés a I'aide des inégalités de la forme zq;; <
Yais Zaij < Yaj OU Zaij < Yij-

Etant donné a € V, on considére G — {a} = (V —{a}, E(V — {a})) le sous-
graphe de G induit par le retrait de a et on définit :

QP (@) = { (z.p) € f0.1))V I HE O

ZiEV—{a} a;ixi <b—aq, yij = xix; (i,j) € E(V —{a}) }

QKP™ (G) = { (e,y) € (0,1} VIR
Ziev_{a} aizi <b, yij = zix; (i,§) € E(V —{a}) }

et les polytopes associés Pojp(G) = ConvQKP® (G) et PQ:E‘}(P G) =
ConvQK P*« (G).

Les points extrémes QK P*e (G), resp. QK P*> (G), de ces polytopes sont les
points de QKP(G) tels que x, = 1, resp. , = 0, et que l'on projete sur les
variables = indexées dans V' — {a} et les variables y indexées dans E — 0 (a).

4.1. MULTIPLICATION D’UNE FACETTE PAR UNE VARIABLE DIRECTE

SoitaeV, V'CI(a), E'! CE—¢(a),ou V', E' est le support de I'inégalité
valide pour P p (G) :

f(@,y) =da+ ZiGV’ qiv; + Z(i hep @Y 20

avec g;; > 0 V(i,j) € B/, ¢; #0 Vie V".

L'inégalité h (v,y) = qaZa + Yy GilYia + Z(m)eE, ¢ij¥ij > 0 est valide pour
Pokp (G). Il suffit de le vérifier sur QK P (G) :

e si z, = 1 on retouve f (z,y) > 0 qui est valide pour Pg‘kp (@);

o siz, = 0onobtient 3 - cp qijyi; > 0 quiest valide car g;; > 0 V(i, j) € E".
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g +a; <D ieV —{a}

ag +a;+a; <b (i,j) e E—3d(a)’
si f(2,y) = qa+ D ey GTi + Z(m)eE, qijYi; > 0 induit une facette de Pg‘kp (G)
alors h(2,y) = qaTa + Y icyr GilYia + Z(m)eE, ¢ijYi; > 0 induit une facette de
Pokp (G).

Proposition 4.1. Sous l’hypothése H = {

Démonstration. Soit u(z,y) = 0 'équation d’un hyperplan contenant la face in-
duite par linégalité h(z,y) > 0.

On considere d’abord les points (z,y) de QKP(G) t.q. z, = 1.

Alors y;q = x; pour tout i € I'(a) et u(z,y) = 0 devient u(x,y) = ug + uq +
Zievf{a} Ui T + ZieF(a) UiqTi + Z(iyj)eEﬂ;(a) u;5yi; = 0. Cet hyperplan contient
la facette de Ppij p (G) induite par f(z,y) > 0. Sous I'hypothese H le polytope
Pgip (G) est de dimension pleine et cela entraine qu’il existe  t.q. :

Uo + U = Pq ;

U; + Uiq = pg; pour tout ¢ # a, en posant u;, = 0si (i,a) ¢ Fet g =0sii¢

{48

u;; = p1g;; pour tout (i,j) € E —d(a), en posant g;; = 0si (4,5) ¢ E'.

On considére maintenant les points (x,y)Y de QKP(G) t.q. z, = 0 et satisfai-
sant I’égalité h(x,y) = 0 et donc u(x,y) = 0.

Avec U = (), on obtient ug = 0.

Avec U = {i} i € V — {a}, on obtient ug + u; = 0 et finalement u; = 0.

Ce qui entraine finalement que u = ph. Il

Nous allons maintenant appliquer les résultats précédents.

Soit ¢, S une (0,a+1)-configuration du polytope Pé‘kp (G)ona e V—-(SU{t})
et SU{t} C I (a).

L'inégalité f (z,y) = o (1 — 2¢) + Y ;5 (Yir — ) > 0 est valide sur Py p (G)
(cf. Sect. 3.2). Alors h(x,y) = & (Ta — Yat) + D _icg (Wit — Yia) > 0 est valide sur
Pokp (G).

De plus on a le résultat suivant.

Proposition 4.1.1. Soit S ={1,---,s} aveca; <--- < a4 et s > a+1. Alors, si

. ar+a; <b—a, iEV—{t}—{a}
(CQ'O){at—i-ai—i—aij—aa (i’j)EE—(S(t)—(S(G)

est satisfaite et si

a1+ + a1+ as <b—aq (C2.1)
a2+...+aa+1§b—aa (022)

ai+-+aq + ma; a; <b—a, (C
! 1T (1) S —{a} (C2.9)

Uinégalité h(z,y) = a(Ta — Yat) + Dies Wit — Yia) > 0 induit une facette de
Pokp (G).
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Démonstration. Les conditions (Cg.0,C2.1, Ca.2, Ca.3) impliquent que l'inégalité
f(xy) = a(l—2) + 3 s (Yt — 2i) > 0 induit une facette de Py p (G) (cf.
Sect. 3.2, Prop. 3.2.2).

De plus (Cz) implique ’hypothése H de la proposition 4.1. que on applique
alors. O

4.2. MULTIPLICATION D’UNE FACETTE PAR UNE VARIABLE COMPLEMENTEE

Soit a € V, V' CT'(a), E' C E—0d(a) t.q. V(i,j) € E' {i,j} NI (a) # O,
ou V' E’ est le support de 'inégalité valide pour Pé‘}{P (G):

f@y) =qa + ZZ_GV, qiw; + Z(i e di3%is <0

avec g;; > 0 V(i,j) € E', ¢; #0 Vie V.
Pour chaque (7,j) € E’, on choisit une extrémité (i ou j), notée p;;, qui est
dans T (a).
L’inégalité hP (l‘, y) = (a (]_ — :L'a)+ziev, q; (l‘l — ym)+z(i7j)eE/ qij (yijfyapij)
< 0 est valide pour Porp (G). 11 suffit de le vérifier sur QK P (G) :
e si x, = 0 on retouve f (x,y) < 0 qui est valide pour PQ:E‘}(P (@);
e siz, =1 on obtient Y ; ;ycp Gij (yij — p,;) < 0 qui est valide car g;; >
0 V(i,j) € E' et yiy < xp,;.

Proposition 4.2. Soit F' la face de Pg‘kp (@) induite par linégalité Z(i,j)eE’ gij X
(yij - :cpl.j) < 0.7 Si f(z,y) = qu + ZiEV’ qir; + Z(i,j)eE’ ¢i;Yi; < 0 induit
une facette de Pé‘}{P (G) et si la projection de F sur les variables x;cp(q) est
de dimension pleine (c’est-a-dire égale o [T (a)|) alors h? (z,y) = qo (1 — ) +
D ieyr @i (T — yia)+2(i,j)eE’ qij (yij — yapij) < 0 induit une facette de Poxp (G).

Démonstration. Soit u(z,y) = 0 '"équation d’un hyperplan contenant la face in-
duite par Pinégalité h?(z,y) < 0.

On consideére d’abord les points (z,y) de QKP(G) t.q. z, = 0. Alors y;, =
0 pour tout i € I'(a) et u(z,y) = 0 devient u(z,y) = uo + Xjcy_(q) UiTit
2 (i j)eE—o(a) Wij¥ij = 0. Cet hyperplan contient la facette de Pl p (G) induite
par f(z,y) < 0. Comme PS}P (G) est de dimension pleine, cela entraine qu’il
existe p tel que :

U = HYa;
w; = j1g; pour tout ¢ # a, en posant ¢; = 0 si i ¢ v’
uij = pugi; pour tout (i,7) € E —d(a), en posant ¢;; = 0si (i,5) ¢ E'.

On considére maintenant les points (z,y) de QKP(G) t.q. z, = 1 et satisfaisant
Pégalité h*(z,y) = 0 et donc u(z,y) = 0.
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Comme y;, = x; pour tout ¢ € I'(a), h*(x,y) = 0 devient Z(m)eE, ij (yij — xpij)
=0 (2) et u(x,y) = 0 devient

w(z,y) = pfga + Ua + ZZ_GV, 11qi%; + Zier(a) Uia i + Z(i’j)eE, 1y = 0. (1)

On peut voir (1) comme un systeéme d’équations avec autant d’égalités qu’il y a
de points (z,y) de QKP(G) t.q. xo = 1 et h?(z,y) = 0, et dont les inconnues
sont ug et u;, @ € I'(a). Les coefficients des inconnues sont respectivement 1 et
x; 1 € T'(a). Par définition les points de F vérifient (2) et donc (1) et par hypothese
la projection de F sur les variables z; i € I'(a) est de dimension pleine ; cela revient
a dire que le rang des vecteurs (1, Zer(q)) est [I'(a)[+1 et donc le systeme (1)
admet une solution unique. Nécessairement celle-ci est donné par u = ph” car
alors h?(z,y) =0 = u(x,y) =0 et (1) est vérifié. O

Nous allons maintenant appliquer les résultats précédents.

Soit ¢, S une (1,a+41)-configuration du polytope PS‘}(P (G)oa € V—(SU{t})
ett €I (a).

L'inégalité f (x,y) = D _,cq ¥it —axy < 0 est valide sur PQ:E‘}(P (G) (cf. Sect. 3.2).
Soit 8 € SNT(a) et S = S — 8 alors h(z,y) = > ice Wit — Yai)+
ZieS” (Yit — Yat) — @ (2t — Yar) < 0 est valide sur Porp (G). En effet, en repre-
nant les notations précédentes, les arétes E’ sont ici de la forme (¢,7) avec i € S
et si on choisit py; =i sii € S et py; =t sii € S”, on obtient h* (z,y) < 0 qui,
comme on I'a vu plus haut, est valide sur Poxp (G).

De plus nous avons le résultat suivant.

Proposition 4.2.1. Soit S ={1,--- ,s} aveca; <--- < as et s > a+ 1. Alors,
St
a4+ dae1 +as < b—a (C1.1)
g+ + das1 < b—az (C1.2)
;< b— C
atoteat  max o a<b-a (C1.3)
at+1}éa’s),(ai+z’i65” a; § b*aa (014)

Vinégalité h (z,y) = > ico (Yit — Yai) + D _scgr (Yit — Yar) — @ (Tt — Yar) < 0 induit
une facette de Porp (G).

Démonstration. Les conditions (Cq.1, C1.2, Ci.3) entrainent que U'inégalité f (x,y)
= icsYit — axy < 0 induit une facette de PQE‘}(P (Q) (cf. Sect. 3.2, Prop. 3.1.1).
Exhibons |I'(a)] + 1 points de QKP® (G) vérifiant >, o (yie — i)+
Ziesu (yir — x¢) = 0 et t.q. la projection sur les variables Tier(a) donne une famille
affinement indépendante.
La condition (C; 4) permet de construire les points (z,%)Y de QK P®+ (G) définis
par les sous-ensembles U de V' — {a} suivants :
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U={it}us” ics

U={ttUs"
U= {i} i€l (a)— (S'U{t})
U=0.

On vérifie aisément que la projection sur les variables z;cp(,) des points construits
ci-dessus forme une famille affinement indépendante.
On applique alors la proposition 4.2. O

5. RESULTATS NUMERIQUES

Les inégalités présentées dans les sections 2 a 4 ont été mises en oeuvre dans un
algorithme de coupes. Le but est ici d’évaluer la contribution de ces inégalités
a la résolution du probleme de sac-a-dos quadratique en 0-1 par la méthode
polyédrique.

5.1. PRESENTATION DE L’ALGORITHME DE COUPES

L’algorithme de coupes a la structure classique suivante :
soit Py un polyedre initial contenant Pox p (G). Poser P = F.
1. Résoudre max ey ci®i + 3 (; jyep Cij¥ij 8¢ (%,Y) € P;
2. Retirer de P les contraintes non actives (sauf celles de Fp);
3. Ajouter a P les inégalités violées par la solution précédente et aller en 1.
Si aucune inégalité n’est trouvée ou si le nombre maximum d’itérations
est atteint STOP.

On a choisi pour Py, le polyédre défini par les inégalités suivantes :

D iy @i <b (sac-a-dos)
ZieF(a) aiY%ia < (b—ay)x, VYaeV (CO)
0<yy <z, 0<yy;<z; VY(i,j)eE

On trouve dans Py la contrainte initiale (sac-a-dos), la contrainte CO obtenue en
multipliant la contrainte de sac-a-dos par une variable x, selon la méthode de la
section 3.1. Les contraintes y;; < x;, yi; < x; sont des cut™>T (x,y) > 0 avec S
et T de cardinal 1.

Ce polyedre est tel que si les cotits ¢;; sont positifs (ce qui est le cas des instances
habituelles) alors toute solution (z,y) de 1’algorithme de coupes avec x en 0-1 est
solution du sac-a-dos quadratique car y;; = min (x;, ;) = ;.

La recherche d’inégalités violées (étape 3 de l’algorithme de coupes) est organisée
de la fagon suivante :
1. recherche d’inégalités C1 construites a partir de I'inégalité « coupe »;
2. recherche d’inégalités C2, C3, C4, C5 construites a partir de couvertures;
3. recherche d’inégalités C6, C7, C8 construites a partir de la contrainte de
sac-a-dos.
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Détaillons un peu ces différents types d’inégalités.

1.
2.

Les inégalités C1 sont les inégalités « coupe » liftées ou pas de la section 2.
Les inégalités C2 sont les inégalités de type (1, a+1) configuration (cf.
Sect. 3.2, Prop. 3.2.1).

. Les inégalités C3 sont les inégalités de type (0, a+1) configuration (cf.

Sect. 3.2, Prop. 3.2.2).

. Les inégalités C4 sont les inégalités obtenues par multiplication d’une (0,

a+1) configuration (C3) par une variable directe (c¢f. Sect. 4.1,
Prop. 4.1.1).

. Les inégalités C5 sont les inégalités obtenues par multiplication d’une (1,

a+1) configuration (C2) par une variable complémentée (cf. Sect. 4.2,
Prop. 4.2.1).

. Les inégalités C6 sont celles obtenues par multiplication de la contrainte de

sac-a-dos par une variable complémentée selon la méthode de la section 3.1.
Les inégalités C7 sont celles obtenues par multiplication de 'inégalité C6
par une variable directe selon la méthode de la section 4.1.

. Les inégalités C8 sont celles obtenues par multiplication de 'inégalité CO

par une variable complémentée selon la méthode de la section 4.2.

La recherche des inégalités est faite de fagon exhaustive pour C6, C7, C8 et de
fagon heuristique pour C1 a C5 selon les algorithmes exposés ci-dessous.

Inégalités C1.

Pour chaque clique C' du graphe G :

e on cherche (de fagon heuristique) quelques couples S et T disjoints et inclus

dans I'ensemble des sommets de C' qui minimisent cut™7 (

est la solution courante de ’algorithme de coupes;;

z,y) ou (z,y)

e pour chaque couple trouvé, les ensembles S , T sont ensuite modifiés de

fagon a vérifier les conditions C1 et C2 de la proposition 2.1 en éliminant
les éléments les plus lourds (au sens des poids a;) ;

e les inégalités obtenues sont ensuite liftées selon les résultats de la propo-

sition 2.3;

e l'inégalité la plus violée est retenue et ajoutée au polyedre P.

En fait toutes les cliques du graphe ne sont pas parcourues mais un algorithme
simple de type glouton en donne une liste de longueur raisonnable. La taille maxi-
mum des cliques est un parametre de I’algorithme. On a pris 10 ou 15.

Inégalités C2, C3, C4 et C5.

Pour chacune des 4 inégalités, nous avons a chercher un ensemble S t.q. le
couple ¢, S soit une (8, a+1) configuration (avec 8 = 0 ou 1). La recherche uti-
lisée est de type glouton. On recherche des couvertures constituées d’éléments
consécutifs, triés selon un ordre dépendant de I’heuristique considérée. Dans une
premiere heuristique on cherche des couvertures minimales. Les éléments sont alors
classés par ordre des poids a; croissants. Dans une seconde heuristique les éléments
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sont classés selon un ordre basé sur les valeurs des variables x, y et dépendant de
I'inégalité considérée.
Supposons les éléments triés selon 1'ordre voulu.

On pose i = 1.
On cherche a t.q. a; +a;41+..-Fai4a-1 < bet a;+a;+1+...+0ira—1+ Wit > b.
Si « est trouvé, alors S = {i,i+1, - ,i+«a} est une couverture. On pose i = i+ 1

et on réitere.

Quand la liste est ordonnée par poids croissants, on obtient facilement une
couverture minimale en retirant de S les éléments de ¢ a i + j-1 ou j >0 est le plus
petit entier t.q. S-{i,..., ¢ + j} n’est pas une couverture.

Les couvertures trouvées sont toujours complétées par I’ensemble des éléments
de poids supérieur ou égal au plus grand des poids de la couverture (extension de
couverture).

Ce sont les inégalités les plus violées qui sont retenues et ajoutées au polyedre P.

Notons enfin que le nombre d’itérations maximum de 1’algorithme de coupes
est 150.

5.2. JEUX D’ESSAIS

Les jeux d’essais ont été générés aléatoirement de la maniere suivante : les
coefficients ¢;, ¢;; non nuls sont des entiers tirés aléatoirement entre 1 et 100, les

a; sont des entiers tirés entre 1 et 50 et b est un entier tiré entre 50 et >,  a;.
nombre de coefficients non nuls

zIVI(VI+1)
allant de 25 & 100 %. Les tailles des problemes (i.e. |[V|) vont de 50 & 150.

Les résultats sont rassemblés dans le tableau suivant. On appelle borne inf. soit
Poptimum du probléme obtenu par Branch & Bound ou soit la valeur d’une solution
approchée fournie par I’heuristique de Billionnet et Calmels [2]. Les 2 premiéres
colonnes concernent les jeux d’essais :

La fonction objectif est générée avec différentes densités

1. n est la taille du probleme (cardinal de V) ;

2. densité est la densité de la fonction objectif.
Les colonnes qui suivent concernent les résultats relatifs a notre algorithme
de coupes;

3. Ci (1 =1 a 8) est le nombre de contraintes de type Ci générées;

4. A init est ’écart relatif entre la borne sup. fournie a la I'itération initiale
de lalgorithme de coupes et la borne inf;

5. A fin est ’écart relatif entre la borne sup. fournie a la fin de I'algorithme

de coupes et la borne inf;

: :  borne sup. initiale—borne sup. finale
6. galn est le ratio borne sup. initiale—borne inf.

des coupes a la progression de la borne supérieure;
7. tps (s.) est le temps CPU en secondes.

. II mesure la contribution

Dans [5] une borne basée sur une méthode de décomposition est étudiée. Cette
borne est comparée a la valeur d’un programme linéaire LP dont les contraintes
sont les inégalités y;; < x;, yi; < xj, les inégalités y;; > x;+y;—1 (que nous n’avons
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pas dans notre algorithme), les inégalités CO et CG6. A titre de comparaison, dans
les dernieres colonnes du tableau nous avons reporté les résultats obtenus avec le
programme linéaire LP :

— A LP est Iécart relatif entre la valeur optimale de LP et la borne inf;

— tps LP(s.) est le temps CPU en secondes nécessaire a la résolution de LP.

Chaque ligne est une moyenne de cinq jeux d’essais. Les jeux d’essais ont été
exécutés sur un Digital Alpha Serveur 800 (processeur Alpha 330 MHz). Le logiciel
de programmation linéaire utilisé est CPLEX V.6.

TABLEAU 1. Résultats expérimentaux.

n densité| C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 Ainit A fin gain tps (s) ALP tps LP (s.)
50 25% 1 5 2 0 1 4 14 1 463% 434 % 6% 23,00 % 19
50 50 %| 21 11 1 25 5 4 172 26 504 % 443% 10 % 344,08 % 22
50 75 %| 21 19 7 15 16 8 128 20 1,74 % 1,52% 13 % 581,08 % 25
50 100 % | 143 54 104 122 63 34 39 35 1,97 % 0,76 % 64 % 242 (1,82 % 18

100 25 % 3 22 0 6 3 1136 0 628% 58 % 6% 784,50 % 339
100 50 % | 24 37 5 104 5 8 267 5 477 % 408 % 12 % 387 (4,07 % 505
100 75 % |277 38 15 96 45 12 261 36 2,57 % 2,23% 13 %  1102|1,16 % 618
100 100 % | 119 63 190 206 105 35 5 15 0,85% 0,35 % 51 %  1686|0,57 % 388
150 25 %| 15 22 3 28 3 2 287 0 6,75% 634% 6% 279 (6,58 % 2192
150 50 % | 38 33 8 26 20 6 233 1 343% 3,00% 9% 705 | 2,80 % 4344
150 75 % | 99 53 7 173 16 7 419 1 1,80 % 1,47 % 17 %  3653|0,36 % 4602
150 100 % | 144 59 268 284 332 49 5 29 043 % 0,33% 32%  6921|0,38% 2840

5.3. COMMENTAIRES

Comparé & I'écart relatif ALP, on voit que A fin est moins bon pour les densités
<75 %. La raison en est que LP est formulé avec toutes les variables Yi; c’est-a-dire
y compris celles associées a des coefficients c;; nuls. La projection de LP sur les va-
riables y associées aux coefficients non nuls n’est semble-t-il pas entierement décrite
par les inégalités que nous utilisons dans notre algorithme de coupes. Cependant
cette perte de précision est compensée par un gain en temps CPU important. Le
temps de calcul de LP est & peu pres constant (ou tout au moins du méme ordre
de grandeur) quelle que soit la densité alors que dans notre formulation le temps
de calcul diminue de fagon significative avec la densité (c¢f. colonnes tps, Tab. 1).

Partant d’un écart relatif initial A init relativement bas (surtout pour les fortes
densités), il s’avere difficile de 'améliorer c’est-a-dire d’atteindre un gain élevé.
L’observation des résultats montre I'importance des inégalités a base de couver-
tures (C2-C5) pour obtenir un bon gain. En effet on remarque que le gain pro-
gresse avec la densité avec une valeur faible pour les densités <75 % et relativement
élevée pour la densité 100 %. Par ailleurs les graphiques qui suivent, montrent la
corrélation entre cette augmentation et ’accroissement du nombre de contraintes
a base de couvertures générées. Le faible nombre de contraintes a base de couver-
tures générées pour les densités <75 % s’explique par la difficulté a trouver des
couvertures. En effet les couvertures sont cherchées dans le voisinage d’un sommet
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(¢f. Sect. 3), or le nombre moyen de voisins d’'un sommet baisse avec la densité
alors que le cardinal moyen d’une couverture, ne dépendant que de la contrainte
de sac-a-dos, lui reste constant.

On note aussi sur les graphiques une certaine complémentarité entre les inégalités
construites a partir de la contrainte de sac-a-dos (C6-C8) et les inégalités a base
de couvertures (C2-C5) dans le sens ot lorsque les premiéres sont en nombre, les
secondes ne le sont pas et réciproquement. Cependant les inégalités basées sur la
contrainte de sac-a-dos semblent avoir moins d’influence sur le gain.

Pour conclure 'analyse de ces résultats, nous voyons qu'’il serait nécessaire pour
I'implémentation d’un algorithme de type Branch & Cut de concentrer 1'effort
sur 'amélioration des heuristiques de recherche de couvertures surtout pour les
densités <75 %.

influence des contraintes sur le gain - n=50

350 — 70%
300 + L 60%
250 + L 50% [ 1¢c1
200 T | 400/0
150 + . 30% [ C6+C7+C8

T L 20%
128 180; [N C2+C3+C4+C5

- | 10%

0+—= - 0% -
25% 50% 75% 100% L] gain (%)
densité

6. CONCLUSION

Nous avons construit des facettes du polytope du sac-a-dos quadratique selon
deux approches différentes, I'une consistant a travailler sur I'inégalité « coupe »

influence des contraintes sur le gain - n=100

600 —60%
O,
500 F90% | ———cq
400+ L 40%
300+ [ 30% | [ ce+C7+C8
200+ L 20%
100+ L 10% | NN C2+C3+C4+C5
0- - 0% ain(%)
25%  50%  75%  100% - oant®

densité
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influence des contraintes sur le gain - n=150

1000+ - 35%
800 —
600 -
[ C6+C7+C8

400

200- M C2+C3+C4+C5

0- " gain(%)
25% 50% 75% 100%
densité

introduite par Padberg [12] pour le Boolean quadric polytope et Pautre consistant
en la multiplication d’inégalités par une variable directe ou complémentée selon
une approche inspirée de la méthode de linéarisation d’Adams et Sherali [1].

Pour la premieére approche, nous avons donné les conditions nécessaires et suf-
fisantes pour que l'inégalité « coupe », induisant une facette du Boolean quadric
polytope, induise également une facette du polytope du sac-a-dos quadratique. De
plus, lorsque ces conditions ne sont pas remplies, nous avons donné un lifting par-
ticulier qui permet d’en faire une facette. Nous avons vu qu’il en existe d’autres
et il serait sans doute intéressant de prolonger ’étude dans ce sens.

Il serait aussi intéressant d’étendre I’étude a d’autres inégalités valides pour le
Boolean quadric polytope comme, par exemple, a I'inégalité “clique”.

En ce qui concerne la deuxieme approche, nous avons montré comment, a partir
d’inégalités valides pour le sac-a-dos linéaire et a travers I’application en chaine
des sections 3 et 4, construire de nouvelles inégalités valides induisant des facettes
du polytope du sac-a-dos quadratique.

Cette méthodologie a été appliquée a l'inégalité de couverture mais pourrait
bien sir étre appliquée a d’autres inégalités valides pour le sac-a-dos linéaire et en
particulier elle pourrait étre appliquée aux liftings de I'inégalité de couverture.

L’intéret de cette approche est sa simplicité et la garantie d’obtenir des facettes
sous des conditions raisonnables.

Enfin, notons qu’il serait intéressant de généraliser les résultats des sections 3
et 4 a des programmes quadratique en 0-1 soumis a plusieurs, au lieu d’une,
contraintes linéaires.

D’un point de vue numérique, les résultats expérimentaux ont montré I'impor-
tance des inégalités construites a partir de couvertures pour obtenir une bonne
relaxation continue du probleme. Il serait intéressant d’améliorer ou d’utiliser
d’autres heuristiques de recherche de couvertures surtout pour les densités de la
fonction objectif faibles et moyennes.
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