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GENERALISATION MAX-PLUS DES BORNES
DE LAGEWEG, LENSTRA ET RINNOOY KAN

CHRISTOPHE LENTE! ET JEAN-LOUIS BOUQUARD"

Abstract. The traditional flowshop scheduling problem can be gen-
eralised to a matricial optimisation problem in Max-Plus algebra. A
family of lower bounds is developped for this new problem and proof
is given that these bounds are a generalisation of the lower bounds of
Lageweg et al.

Résumé. Le traditionnel probléeme d’ordonnancement de type flow-
shop se généralise en un probléeme d’optimisation matricielle dans
lalgebre Max-Plus. Une famille de bornes inférieures est présentée
pour ce nouveau probleme et la preuve est apportée que ces bornes
généralisent les bornes de Lageweg et al.

INTRODUCTION

Les problemes d’ordonnancement de type flowshop ont été beaucoup étudiés.
En premier lieu les problemes les plus simples ont été abordés puis les chercheurs
ont progressivement tenté de prendre en compte de plus en plus de contraintes.
Cette évolution est particulierement sensible en ce qui concerne les problemes a
deux machines.

Il est possible, en utilisant ’algebre Max-Plus, de modéliser indifféremment des
problemes d’ordonnancement de type flowshop avec des contraintes de temps de
montage et de démontage indépendants de la séquence, des décalages temporels
ou des lots prédéfinis [18]. Si le critére & minimiser est le Cpax, ces problémes se
réduisent tous a I'optimisation d’un produit de matrices triangulaires Max-Plus.
On définit ainsi un probléme d’optimisation dans ’algebre Max-Plus qui généralise
les problemes de flowshop listés ci-dessus. Dans le cas de matrices d’ordre deux, qui
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correspond a des flowshops & deux machines, on résoud le probleme d’optimisation
dans Max-Plus par un algorithme proche de celui de Johnson [16]. Cet algorithme
unifie de nombreux résultats éparses de la littérature de ces 50 dernieres années.

Dans le cas de matrices d’ordre quelconque, le probleme est NP-difficile. Tl
faut donc développer des heuristiques, des bornes inférieures et supérieures et
des méthodes exactes de résolution. Nous nous proposons de montrer dans cet
article comment généraliser les bornes de Lageweg, Lenstra et Rinnooy Kan [17].
Ces bornes ont été définies dans le cadre d’un flowshop sans contrainte, mais
il est possible de les adapter au probleme matriciel en extrayant un produit de
matrices d’ordre 2 et en utilisant la notion de résiduation matricielle. Par voie
de conséquence, cela signifie qu’il est possible d’étendre les bornes de Lageweg
et al. [17] & des problémes de flowshop soumis aux contraintes citées précédemment.

Cet article est divisé en cinq parties. La premiere partie propose un rapide
survol des algebres tropicales, la deuxieme répertorie un certain nombre de travaux
antérieurs rapprochant I’ordonnancement et ces algebres tropicales, la troisieme
définit précisément le probleme de flowshop étudié, la modélisation Max-Plus d’'un
flowshop est succinctement présentée dans la partie suivante et le calcul des bornes
inférieures est détaillé dans la derniere partie.

1. ALCEBRES TROPICALES

Ce qui suit est une présentation succincte de ce que 'on appelle algebres tro-
picales et plus particulierement algébre Maz-Plus. L’objectif n’est en fait que de
présenter les quelques éléments indispensables a la compréhension de I'article. Pour
de plus amples informations, on peut par exemple se référer a [1,9,12,13].

1.1. GENERALITES

Les trois définitions qui suivent portent sur un ensemble E muni de deux lois
internes notées ® et ®.

Définition 1.1 (demi-anneau). (E,®,®) est un demi-anneau ssi ¢ est commu-
tative, associative et admet un élément neutre (0), ® est associative et admet un
élément neutre (1), ® est distributive sur & & droite et & gauche, et 0 est absorbant
pour &.

L’élément 0 est appelé I’élément nul et 1 est appelé I’élément unité. L’écriture
a ® b est souvent simplifiée en a.b ou en ab.

Définition 1.2 (dioide). (E,®,®) est un demi-anneau idempotent ou dioide ssi
(E,®,®) est un demi-anneau et @ est idempotente.

Définition 1.3 (demi-corps). (E,®,®) est un demi-corps ssi (F,®,®) est un
demi-anneau et (E \ {0}, ®) est un groupe.

L’étude menée dans les paragraphes suivants repose sur le demi-corps idem-
potent Ry.x = (R U {—oo},max,+) également appelé algébre Maz-Plus.
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L’opérateur max est noté additivement & et Iopérateur + désignant I’addition
usuelle est noté multiplicativement ®. L’élément nul est —oo, noté 0 et ’élément
unité est 0, noté 1. Lorsque ’on a besoin de faire référence au nombre 0 on le note
sous forme de chiffre, les termes élément nul ou zéro font forcément référence a 0.
Par convention et par commodité, dans le reste du texte, le signe =’ signale la
traduction d’une expression de ’algebre Max-Plus dans 1’algebre usuelle ou inver-
sement. Par exemple : (a®b)®@c=a®cPb®c = max(a,b)+c=mazx(a+c,b+c).

De par sa structure, un dioide définit naturellement un ordre partiel sur ses
éléments.

Définition 1.4 (ordre canonique). Tout dioide est muni de la relation d’ordre
partielle

Y(z,y) € E*, sy axdy=y. (1)
Cet ordre partiel est compatible avec les deux lois internes.

Dans Ry« cet ordre est total et correspond a I'ordre naturel des réels, mais il
restera néanmoins noté < dans un souci de généralité. Les propriétés développées
ci-dessous demeurent valables dans tout demi-corps idempotent dont la premiere
loi vérifie Va,b : a® b € {a,b}.

1.2. MATRICES

On est amené dans la suite a définir de nombreuses matrices. La plupart
dépendent d’un parametre, ce sont plus exactement des fonctions matricielles d’un
ensemble de travaux ou de séquences sur un dioide, d’autres sont des transformées
de ces matrices.

1.2.1. Convention de notations

Afin de préserver une certaine cohérence et pour éviter de devoir préciser les
notations a chaque nouvelle matrice, on convient de désigner les matrices par des
lettres capitales et leurs composantes par les lettres minuscules correspondantes.
Ainsi a; ; est une composante de la matrice A.

Mais pour des raisons qui apparaissent au paragraphe 4, on choisit également
de désigner les composantes d’abord par indice de colonne puis par indice de ligne,
les termes diagonaux pouvant ne comporter qu’un unique indice. Pour aider le
lecteur a garder en mémoire cette convention, les initiales ¢ et ¢ sont aussi souvent
que possible utilisées pour indicer les composantes.

ag 0 0 i mi(o) 0 0
Exemple 1.5. A= [qa;, ay 0|, M(0) = [r12(0) ma(o) 0 |-
ais a23 as m1,3(0) ﬁl273(0') ’rhg(O‘)

la matrice R(“*)(k) est composée des éléments 7“((:2’”) (k).

La notation employée en particulier dans [12] est aussi utilisée, la composante a
I'intersection de la ligne £ et de la colonne ¢ de la matrice A est notée [A], ., ainsi

r{ (k) = [ReD ()],

ci
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1.2.2. Algébres de matrices

Les structures de demi-anneau et de dioide peuvent se transmettre & des en-
sembles de matrices, il suffit pour cela d’étendre correctement les lois internes.
Soient A et B deux matrices n X m, on définit C = A ® B par

V(i 5) € {1,...,n} x {1,...,m},[C],; = [A], ; & [B], - (2)

Soient A une matrice n X m et B une matrice m X p, on définit C = A ® B par

(i, 5) € {L,...,n} x {L,...,p}, [Cl;; = P [Ali 4 @ [Bly - 3)
k=1

m

Théoreme 1.1. Soit M, (E) l’ensemble des matrices carrées d’ordre n sur E.
Si (B, ®,®) est un demi-anneau alors (M, (E),®,®) en est un également.
Si (E,®,®) est un dioide alors (M, (E),®,®) en est un également.

1.3. RESIDUATION

La résiduation est une théorie vaste [4], on ne retiendra ici que la possibilité
de définir une sorte de division dans les dioides complets et ainsi de pallier la non
inversibilité des matrices. Cette opération n’est pas toujours définissable mais elle
existe dans ’algebre Max-Plus, on en rappelle les propriétés principales.

Définition 1.6. Un ensemble partiellement ordonné est complet si et seulement
si chacun de ses sous-ensembles admet une borne supérieure.

Définition 1.7. Un dioide est complet si et seulement si il est complet en tant
qu’ensemble ordonné et il vérifie les propriétés de distributivité infinie :

VX C E,Vy € E, (@x) y= @(zy) et y (@ :c) = @(yz)

reX zeX reX reX

Etant données les équations ax = b et xa=1>5:

Définition 1.8. On appelle résidué a gauche le nombre a\b = @{z | ax < b} et
résidué a droite le nombre b/a = @{x | xa < b}.

Ainsi a(a\b) < b et (b/a)a < b. Il faut noter que si a est inversible alors a\b =
a~betb/a=ba"t.
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En particulier, dans le dioide complet R, = (R U {—00, +00}, maz, +) :

Va,b € R, a\b:b/azgzbfa

IS

Va € Rpag, a\oo = 0o/a = 0o
Vb € Ripax, 00\b=b/co =10
Vb € Rypaz, 0\b=0/0 = o0
VYa € RU{oo}, a\0 =0/a = 0.
Un théoreme général du a Blyth [3] permet de calculer la résiduée de deux matrices.
On utilise la notation traditionnelle (A) pour représenter I'opérateur inf.

Théoréeme 1.2. Soient A € My, (Ryaz) et B € My (Ropaz)

n

[A\B], . /\ le\[Bly. et [B/Al,.= N\ [B

o1 k=1

Exemple 1.9. Soient les deux matrices

(2 0 _ (0 oo
A<OO 3) etB(l 4)
On a

A\B<2\0/\oo\1 2\00/\00\4)([)/\[) oo/\o)<0 0>

0\0 A3\l 0\ooA3\4 oA-2 ool 2 1

et cette matrice est la plus grande matrice X telle que AX < B.
On a également

~[{0/2AN00/0 0/ocoA0/3) [ 0Acc OAoc0) [0 O
B/A<1/2/\4/[) 1/oo/\4/3><1/\oo 0A1><1 0)

c’est la plus grande matrice X telle que XA < B.

2. ALGEBRES TROPICALES ET ORDONNANCEMENT

Plusieurs auteurs se sont appuyés sur les théories tropicales pour étudier des
problémes d’ordonnancement. Giffler [11] a développé deux algebres originales pour
travailler sur des ordonnancements modélisés par des graphes. Il montre comment
une modification mineure des données ou du graphe peut étre prise en compte par
un simple calcul matriciel, mais ses travaux ne semblent pas avoir été poursuivis.
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Une grande partie des travaux porte sur les problemes d’ordonnancement cycli-
ques, qui peuvent étre abordés au moyen de la théorie spectrale des algebres.
Dans [14], Hanen et Munier étudient des probleémes d’ordonnancement cyclique &
machines paralleles avec contraintes de précédences, dans [6] les auteurs abordent
un probléme cyclique de type flowshop, repris ensuite par Gaubert [9] pour calculer
des taux de productions et la répartition optimale de certaines ressources afin
de saturer au mieux les machines. Gaubert et Mairesse [10] calculent, dans un
probleme de jobshop généralisé, les dates de fin des opérations pour une séquence
donnée. Ils produisent une tres belle modélisation basée sur la construction d’un
tas de pieces, ressemblant a un jeu de Tetris. Ils sont malheureusement obligés de
manipuler des matrices dont 'ordre est égal a la somme du nombre d’opérations
et du nombre de machines.

3. FLowsHoOP

Le probleme étudié est bien défini depuis longtemps, il s’agit d’un flowshop de
permutation avec temps de montage et de démontage indépendants de la séquence,
décalages temporels et traitement par lots (F'm/prmu, spsd, Tnsd, Gi,j, batch/Cmax).
L’atelier est composé de m machines, numérotées de 1 a m, chaque travail x se
décompose en m opérations dont les durées opératoires sont notées p, . Tous les
travaux suivent la méme et unique gamme linéaire. Un temps de montage noté
52,1 symbolise le temps de préparation de la k°™e machine nécessaire a exécution
du travail et un temps de démontage r, ; symbolise le temps de remise en état
de la machine apres ’exécution du travail. Durant ces deux périodes, la machine
est indisponible pour toute autre activité. Le décalage temporel a, i indique le
temps minimal qui doit s’écouler entre la fin d’un travail sur une machine Mj_1
et le début de ce travail sur la machine suivante. Les lots sont des groupes de tra-
vaux qui doivent s’exécuter consécutivement, on suppose que I'ordre des travaux a
Iintérieur des lots est connu a ’avance, le probleme est alors de déterminer I’ordre
optimal de passage des lots. Il peut exister des temps de montage et de démontage
majeurs avant et apres chaque lot en plus de ceux qui encadrent les opérations.
L’objectif est de terminer au plus tot I’exécution des n travaux, autrement dit de
minimiser le Cpax.

Ce probleme est NP-difficile des qu’il comporte trois machines ou plus [8], le
probleme a deux machines se résoud par contre en temps polynomial.

Dans un flowshop de permutation, les travaux passent dans le méme ordre
sur toutes les machines, donc dans le probleme étudié, un ordonnancement est
entierement défini par une séquence de travaux. En effet, le C.x est un critere
régulier donc, a séquence donnée, il suffit d’exécuter les opérations au plus tot tout
en respectant les contraintes du probleme pour obtenir un ordonnancement poten-
tiellement optimal. On note C; (o) la date de fin du i*™ travail de la séquence
o sur la machine M}, (temps de démontage inclus), c’est aussi la date de fin de la
k®™e opération de ce travail dans 'ordonnancement défini par o. Cette date est en
fait mal définie car elle dépend de la date de début des opérations, sans précision
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contraire, on supposera que la premiere opération de la séquence a débuté a la
date 0 et que rien ne vient perturber l'’exécution de la séquence. Les notations
précédentes sont étendues, ainsi p; (o) est la durée d’exécution du i®™° travail de
la séquence o sur la machine My, et a; (), si k(o) et ;1 (o) sont définis de fagon
similaire.

On distingue ce qui fait directement référence a un travail et qui est une donnée
de ce qui fait référence a une position dans une séquence et qui est donc une
fonction définie sur ’ensemble des séquences.

4. MODELISATION MAX-PLUS D’UN FLOWSHOP

Dans cette partie, la modélisation Max-Plus d’un flowshop [18] est rapidement
décrite, suivie des principales propriétés qui en découlent.

4.1. MATRICES ASSOCIEES A UN TRAVAIL

Définition 4.1. Les matrices suivantes sont associées a tout travail x.
Une matrice diagonale de temps de montage S, = S(x) = diag[sz,1,52,2; - - - » Sz,m)-
Une matrice diagonale de temps de démontage R, = R(x) = diag[rz1,7z.2; - - -,

Tz,m)-
Une matrice de durées d’exécution

Pzx,1 0 ce 0
Pz, 102Dz ,2 Dz,2 - 0
Py =P(z)= .
2,10x,2Px 203 - - - Ax mPxm  Pz,20x 3 .. .-AzmPzm --- Pxm

ou plus formellement

sif < calors [P], . =0

,C
£

si ¢ > ¢ alors [PQLA]Z’C = Duc ® (G kDz k)
k=c+1

Y(e,0) € {1,...,m}?,

Et la matrice T, = T'(x) = R(z)P(z)S(z).

Les résultats a venir présupposent que les opérations du travail z s’éxécutent
des que possible sans interférence extérieure. Si ce n’est pas le cas, on n’obtient
que les dates de fin au plus tot des opérations.

Propriété 4.2. Soit T le vecteur des dates de disponibilité au plus tot des ma-
chines, les dates de fin des opérations d’un travail x sont données par la formule

(4)
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Corollaire 4.3. Si toutes les machines sont libres a la date 0, les dates de fin des
opérations d’un travail x sont données par la formule

Co=T@) | :]. (5)

En effet, dans ce cas le vecteur des dates de disponibilité des machines est composé
uniquement de 1 (1 = 0).

4.2. MATRICES ASSOCIEES A UNE SEQUENCE

Définition 4.4. Etant donnée une séquence o :

T;(o) est la matrice associée au i®™° travail de o (T;(c) = T(c(3))). Le méme prin-
cipe de notation est appliqué aux deux autres matrices (montage et démontage) ;
81-7,(0) = (Ci1(0),...,Cim(0))" est le vecteur des dates de fin des opérations du
i®™€ travail de o et 6’)0 le vecteur des dates de fin des opérations du dernier travail
de o (Z')g = 8|0|7,(0)).

A toute séquence peut étre associée une matrice.
1 1
Définition 4.5. Vo séquence, T'(0) = ®T(a(i)) = ®Ti(0).

i=|o| i=|o|

Si la séquence est de longueur 1, sa matrice est la matrice associée au travail qui
la compose. Du point de vue matriciel il n’y a donc pas de différence sensible entre
séquences et travaux. Une séquence peut étre vue comme ’extension de la notion
de travail ou un travail comme une séquence de longueur 1.

Du point de vu matriciel, il n’existe pas de différence entre des lots (cf. Sect. 3)
et des travaux, c’est ce qui nous permet de traiter la contrainte “batch”.

Propriété 4.6. Soit o la concaténation de deux séquences o1 et oo :
T(0) =T (0102) =T(02)T(01).

Cette propriété est une conséquence de 1'associativité du produit matriciel.

Propriété 4.7. Pour toute séquence o,

vie{l,...,lol}, Ci.(0) =Ti(0)Ci-1.(0). (6)

5.

Démonstration. Le i®™¢ travail de la séquence ne peut commencer au plus tot
- =
quaux dates ¢ = C;_1, (o), il ne reste qu’a appliquer la propriété 4.2. O
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Propriété 4.8. Soit T le vecteur des dates de disponibilité au plus tot des ma-
chines et o une séquence a exécuter.

—

Co=T(0)T. (7)

Cette propriété n’est qu'un corollaire de la propriété précédente.

Corollaire 4.9. Si toutes les machines sont libres a la date 0, les dates de fin des
opérations du dernier travail d’une séquence o sont

1
=
Co=T(o)|: (8)
1
Corollaire 4.10. Pour toute séquence o,
1
Coaz (@)= (1 .. 1) T(0) | 1] (9)
1
m
Démonstration. C,,,, (o) = @Chﬂ,kv c’est exactement ce que calcule la for-
k=1
mule (9). d

On constate que la résolution d’un probleme de flowshop revient a 1’optimi-
sation d’un produit matriciel. La modélisation présentée permet d’aborder in-
différemment des problémes avec ou sans contraintes, elle offre donc une démarche
unificatrice en gommant les différences induites par la présence de telle ou telle
contrainte.

5. LE PROBLEME MATRICIEL

Le probleme étudié se résume ainsi : on dispose d’une famille M de n ma-
trices Max-Plus triangulaires inférieures (M = (M (k));<r<,, € [(Mm(Rmax)]"),

1
a toute séquence o sont associés la matrice M (o) = ®M(o(k)) et le critere
k=n

(o) = (]l ]l) M(o) | : | et on cherche une séquence minimisant ce critére.

Ce probleme est polynomial lorsque les matrices sont d’ordre 2 et il est clairement
NP-difficile au dela puisque le probleme de flowshop est NP-difficile pour trois ma-
chines et plus. Une minoration, ou borne inférieure, du critere I' est proposée qui
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généralise les bornes inférieures proposées par Lageweg, Lenstra et Rinnooy Kan
pour le flowshop sans contrainte [17].

5.1. MATRICES D’ORDRE 2

La recherche d’une séquence optimale passe par celle d'une regle d’échange
locale [19,20].

Théoréme 5.1. Soient A et B deuz matrices de la famille M.

b b
BA<AB& L g2 <L g 2. (10)
a2 b1,2 b1,2 1.2

Théoreme 5.2. Il existe une permutation J telle que

m(J() o ma(JG)  mJG) o ma(JG)

mi12(J(@) ~ mi2(J() T mi2(J(F) T ma2(J())

Vi<j :

Et cette permutation est telle que M (J) = mingeg, {M (o)} Ot Sy, est I'ensemble
de toutes les permutations (séquences) de n éléments.

Ce théoreme mene a une généralisation de l'algorithme de Johnson [16] au
probleme matriciel et il unifie de nombreux résultats éparses de la littérature de
ces 50 dernieres années [2,5,7,15,23-26]. Pour cela on appellera J : séquence de
Johnson. Il est a noter que dans ce cas, on minimise non seulement le critere I'
mais également le produit matriciel.

5.2. CAS GENERAL

5.2.1. Notations

L’idée est d’extraire des sous-problemes a deux machines du probleme général.
Pour cela, & toute matrice A sont associées les matrices A“¥) (1 <u < v < m) o
toutes les composantes de la matrice A sont mises & 0 exceptées les quatre (trois
en pratique) dont les indices de ligne ou de colonne sont u ou v.

0 0 0 0 0
0 auu 0 0 0

A =fo o 0o 0 0 (11)
0 auw 0 ayo O
0 0 0 0 0

ou plus formellement

; @o)]  — (4
, [ si(fc) € {u,v}?alors (A =4],
V() e{1,...,m} { sinon [A(u,'u)}ec —0. (11.a)

)
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Pour toute matrice M (k) de la famille M, on note M () (k) la matrice (M(k:))(u’”)
et étant donnée une séquence o, M (“’”)(J) représente par définition le produit

1
® M) (g(7)) (il est & noter qu’a priori M(“?)(g) # (M(U))(u’v)).
=N

5.2.2. Résultats centraux
Lemme 5.1. Vo séquence, M (o) = M) (q).

Démonstration. Toute matrice M (k) est supérieure ou égale a la matrice extraite
M) (k) et le produit matriciel est compatible avec la relation d’ordre. (]

Définition 5.2. Etant donnée une séquence o, on note Ji, ,) une séquence de
Johnson associée & la famille de matrices M () = (M(“’”)(k))(lgkgn).

Cette séquence de Johnson existe bien car le produit des matrices de M (%?)
est équivalent a un produit de matrices carrées triangulaires inférieures d’ordre 2,
'l en existe plusieurs, on en prend une au hasard.

Propriété 5.3 (borne inférieure). Vo € S,, M (o) = M©V) (J(, ).

Démonstration. Ji, .y est la séquence qui minimise le produit des matrices de
M) ce qui implique que M(“’”)(J(u,v)) < M@ (o) < M(0). O

Cette approche privilégie fortement les deux machines u et v, elle prend légerem-
ent en compte les machines de v + 1 & v — 1 au travers des termes m,, (k) qui
traduisent des temps de traitements de la machine u a la machine v mais elle
ignore entierement les machines de 1 a uw — 1 et de v + 1 a m. Il est partiellement
possible de corriger ce travers.

Définition 5.4. Soient les matrices :
e QWY (k) = M(k)/M™?) (k) (la matrice résiduée & droite) ;
o RV (k) = M) (k)\M (k) (la matrice résiduée & gauche);

/\(u,v)

0 = N QUM et
1<k<n

/\(u,v)

ek = N\ R“(k).
1<k<n

Le minimum est utilisé ici comme une loi interne, au méme titre que la loi &.

A (u,v)

Q n’est donc pas la plus petite des matrices Q () (k), il n’y a d’ailleurs aucune
(u,v)

assurance qu’'une telle matrice existe, mais la matrice dont la composante 357 ¢ (k)

est égale a la plus petite des composantes qg;’”)(k:).
Théoréme 5.3 (généralisation des bornes de Lageweg et al.).
A (u,v) A (u,v)

Vo €S, M(o)=Q  M®9(J,.)R
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Démonstration.

or Vk € {1...n}, M(o(k)) = M) (g(k)) et, par définition de la résiduation,
34(0(1)) = MU (o(D))RM (0(1) et M(a(n) = QU (a(n)) M (a(n)),

M(0) = Q) (o (n)) <® M) <a<k>>> ROV (o(1))
k=n

A (w,0) A (w;v)
mais par définition, Q") (o(n)) = Q  , R (o(1)) = R et le produit entre
parenthéses est égal & M (%) o), donc

A (u,v) A (u,v)

M) =Q M“(o)R

Enfin, par définition d’une séquence de Johnson, M (%) (¢) = M(“vv)(J(w,)), d’on
la minoration

A (u,v) A (u,v)

M(o)=Q  M™(J,. R . 0

5.2.3. Mise en application
Les formules de calcul des deux matrices résiduées sont données par les deux

propriétés suivantes.

Propriété 5.5 (composantes de la matrice R).
Sitg {uv} % (k) = cc.

- (u,v) - mc,u(k) mc,v(k)
Sil=u ren (k) = - A S
en particulier rgﬁf) (k)=0sic>uet rgff)(k) =1.
. ww M, (K
Sil=v rﬁ,g)(k)zﬁgki

en particulier rgfﬁj”) (k)=0sic>v et 7“5173}”) (k) =1.

Démonstration. D’apres le théoreme 1.2 :

m{” (k)\me,q (k).

>z
>3

[R(u,ﬂ)(k)} e = [M(“’v) (k)} e \ [M(k)]t,c =

t=1 t=1
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Orsil,t & {u,v} alors mgft’v)(k) =0 donc m(u 7j)( kE)\me (k) = co. Donc

0 {u, vy =l (k) = /\a)\mc,t(k) =

e {u,vy =l (k) = m"%) (k) \me.s (k) A oo

i

= ") (k)\meu (k) A (k) \meo (k)
= mf,u(k’)\mau(k) A my v( \mc v(k)
A My, v( )\mc v(k)

0= =1 (k) = myu (k)\me,u (k) Ao (k) \me,o (k)
= 00 A My, (k) \ e, (k)
Mo (k)

" ) -

ceci en supposant que les termes aux dénominateurs sont non nuls (# 0), ce qui
est 1égitime. O

Propriété 5.6 (composantes de la matrice Q).

Sicd {u,v} q(u 7j)(k) = 00.

k)
Si c=u () () = Mt
en partzculzer (. )(k) =0sil<uet q(u ”)(k) =1.
. ue(k) - mue(k )
Si c=v (wo) gy = 1 A —
QM ( ) muv(k) m'uv( ()

en particulier g, )(k) =0sil<vet q(“ U)(k) =1.

Démonstration. En appliquant de nouveau le théoreme 1.2 :

Q) (k ] 7\ ol [ M vv>(k)LtZ\mt,z(k)/mﬁfﬁ”’(k)

t=1
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Orsi ¢, t & {u,v} alors m(u “2)(k) = 0 donc mt,g(k)/mgi’v)(k) = o0o. Donc

c¢{u,v}:>q£7 /\mtg )/0 = o0

ce{u,v}éqiye’ )(k:): /\ mye(k /mt )(k)/\oo
te{u,v}
= (k) /m{s” (k) Ame,e(k) /mi? (k)

v,

= mu,é( )/mu (k) Amy, Z( )/mv (k)
¢=u=q\"5" (k) = muo(k)/m50 (k) A mae(k) /0

mu,@(k
= M0 (k) /muu(k) = Ma,u (k)

c=v= ¢\ (k) = mu,e(k) /mu,u(k) Ay (k) /mo. (k)
mug(k') myyg(k’)

- : A ,
Mauyw(k) My (k)

en supposant de nouveau que les termes aux dénominateurs sont non nuls (# 0).
O

En développant le produit matriciel on obtient les relations suivantes.
Corollaire 5.7.

(u,v) (u,v)
Vo séquence, V1 < ¢ <l <m, mce(o) = 7A“c7u m 7f’”)(J(u ))av ,

(u,v) (u,0)
Vo séquence, I'(o) = @ @ Qc,u mm”)(J(u v))avz .

1<c<t<m 1<u<v<m

Ce dernier corollaire fournit une minoration du critere.

5.3. APPLICATION AU FLOWSHOP DE PERMUTATION

Dans un flowshop composé de m machines, a chaque travail x de ’ensemble
des travaux 7 est associée une matrice T(x), on lui associe de plus les ma-

/\(u,v)
trices résiduées R(“%)(z) et Q) (z) et on définit R = Nyer R9(2) et
/\(u,v)
Q = Neer Q) (). De méme, & chaque séquence o sont associées, en plus

de la matrice T'(o') définie au paragraphe 4.2, les matrices extraites 7(“%) (o) . La
seconde minoration du corollaire 5.7 se réécrit

B /\(u,v) o /\(u,v)
Vo séquence, C,, .. (o) = @ @ Teu tft7;,)(J(u7v))qU7€ . (13)

1<c<t<m 1<u<v<m
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Dans le cas d’un flowshop sans contrainte, on montre que C,,,, () = t1,m(0), ce
qui permet de simplifier 'expression (13) ainsi :

i /\(u,v) o /\(u,v)
Vo séquence, C,, . (o) = @ T tgw’} )(J(U,U))qum . (14)
1<u<v<m

On vérifie que

() = D)) el Ry et = \ @
r ) = = Pzt €6 que r r)= Pzt
Lu tu,u(m) tu,v(m) t=1 ot b xeT t=1 o

Ce dernier terme est noté r,, dans larticle de Lageweg, Lenstra et Rinnooy Kan [17].
On vérifie également que

(o) [y tum ()  tom(z) = Alwv) -
qv,m ($) - t (I’) A t (I’) - ® p:C,t et que qv,m - /\ ® p:c,t-
i Vv t=v+1 z€T t=v+1
On retrouve cette fois ce qui est noté g, dans [17]. Enfin, extraire les matrices 7(%)
revient a construire un flowshop & deux machines M, et M, et & interpréter la
somme des durées opératoires sur les machines intermédiaires comme un décalage
ou, ce qui est équivalent, a considérer ces machines intermédiaires comme non
goulet [18]. La composante t%’,v)([](u,v)) représente alors le Ciax optimal de ce
flowshop & deux machines. La minoration (14) correspond dans ce cas aux bornes

inférieures développées par Lageweg et al.

5.3.1. Propriétés complémentaires

Les propriétés suivantes ont été séparées du reste car elles nécessitent de préciser,
et donc d’alourdir, encore les notations. Elles s’appuient sur le fait que le théo-
reme 5.3 est valable pour toute séquence o de matrices et pas uniquement pour
une séquence complete. Dans ce cas, Ji, ), quil faudrait noter J, (o), est la

séquence de Johnson des matrices de la sous-famille (1 (%?) (U(k)))(1<k<|a|)’ et

A (u,v) A (u,v)
R et Q doivent étre redéfinies ainsi :
/\(u,v)
«Q (0= A Q"(s(k) et
1<k<o|
A (u,0)
ek (0)= N R“(o(k)).
1<k<|o]

Le théoréme 5.3 devient alors

Théoréme 5.4 (généralisation des bornes de Lageweg et al.).

(u,v) A (wv)

Vo séquence,M (o) = 62 (U)M(“’”)(J(u,y)(a))R (o).
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Corollaire 5.8. Yoy, 04,03 séquences,

A (u,v) A (u,v)

M(o10903) = M(03)Q  (02) M ™) (Jiuay(02))R  (02) M (o).

Si on connait le début ou la fin d’'une séquence, ce corollaire sert a estimer son
Cmax~

CONCLUSION

Nous avons obtenu au travers de l'algebre Max-Plus une modélisation matri-
cielle de probléemes d’ordonnancement de type flowshop. Cela a mené a définir un
nouveau probleme d’ordonnancement purement algébrique. Une famille de bornes
inférieures a été construite et étudiée qui généralise la famille de bornes pro-
posée par Lageweg, Lenstra et Rinnooy Kan pour le flowshop sans contrainte au
probléme matriciel et donc en particulier au probléme Fm/prmu, aik, Spsds Tnsd,
batch/Cmax. Les contraintes sont prises en compte de fagon transparente dans
le processus : elles apparaissent dans les données, mais pas dans les formules de
calcul. Ceci constitue un avantage important de cette approche car cela permet
d’unifier I’étude de plusieurs problemes de flowshop différents.

Le processus d’unification peut se poursuivre, il est possible de définir des bornes
supérieures et des méthodes de résolution pour le probleme matriciel et donc com-
munes aux divers problémes de flowshop [21] et d’inclure ces bornes dans une
procédure par séparation et évaluation [18,22]. La modélisation matricielle per-
dure si 'on introduit des dates de début au plus tot et des durées de latence et une
modélisation plus complete se met en place si 'on considere des décalages inter-
opération maximaux en sus des décalages minimaux. Des travaux futurs consiste-
ront & définir d’autres bornes dans ce dernier cas, ou a étendre des bornes déja
existantes.
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