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MODELE EFFECTIF DE COUCHE MINCE RUGUEUSE PERIODIQUE
SUR UNE STRUCTURE SEMI-INFINIE

JEAN-BAPTISTE BELLET' ET GERARD BERGINC?

Résumé. Nous étudions l'effet d’'une couche mince rugueuse périodique déposée sur une structure
semi-infinie, dans le contexte Helmholtz bi-dimensionnel. Formellement, nous obtenons des conditions
de transmission équivalentes a l'ordre 1, par des techniques de type homogénéisation. Suivent alors la
résolution du probleme du milieu effectif éclairé par une onde plane, et le calcul de la fonction de Green
effective ; le tout par analyse de Fourier. Dans un deuxiéme temps, nous considérons le probleme de
diffraction par un objet pénétrable enfoui dans la structure recouverte par la couche rugueuse. Nous le
résolvons par la méthode des éléments finis de frontiere, dans le milieu effectif. Des résultats numériques
sont présentés. Enfin, le modele effectif est validé dans le cas d’une couche plate, et ’approximation de
Born est utilisée pour tester le code des équations intégrales.
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1. INTRODUCTION

En photonique/optique, on considere des structures en couche grande devant la longueur d’onde que nous pou-
vons approcher par des espaces semi-infinis. Ces structures ont des fonctionnalités d’anti-reflet ; elles sont struc-
turées ou contiennent des nanoparticules permettant d’augmenter leurs propriétés. Elles sont souvent protégées
par une couche mince de traitement dur. Le dépot de cette couche est souvent complexe; cette couche mince
présente une surface qui n’est pas lisse. L'influence de cette structuration surfacique involontaire sur la fonc-
tionnalité de la structure doit étre examinée. Nous rencontrons un second probleme qui est la clusterisation des
nanoparticules qui forment alors un aggrégat. Détecter la présence de ces aggrégats est nécessaire. Une détection
non invasive est particulierement intéressante. On comprend le parallele avec la détection de cellules malignes
dans une structure comme la peau. Dans cet article, on s’attache a la prise en compte de effet de la couche
de protection dans la propagation des ondes, pour un probleme modele. Ce probleme entre donc dans le cadre
des problemes de diffraction des ondes par des structures rugueuses, sujet aux multiples applications : optique,
acoustique, radar, etc.
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element method.
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Au sein de différentes communautés, physique, ingénierie, ou mathématiques appliquées, de nombreuses
méthodes de résolution analytiques et numériques ont vu le jour [7,8,13,16,20,22-24]. Certains auteurs se sont
également intéressés & des questions d’existence et d’unicité [6,10]. Pour le cas de couches minces périodiques,
citons particulierement les méthodes asymptotiques de type homogénéisation [1,12]. L'un des objectifs de
notre article est d’appliquer cette technique, de maniere formelle, afin d’obtenir un modele effectif de couche
mince rugueuse périodique recouvrant une structure semi-infinie, supposée anisotrope. L’anisotropie provient
éventuellement d’un effet d’homogénéisation a une tres petite échelle. On obtient ainsi un probleme de type
Helmholtz dans deux demi-plans, avec & I'interface, en guise de couche, des conditions de transmission de type
Leontovich.

Ce type de modele, original de par sa provenance, entre dans la catégorie des modeles stratifiés infinis.
Comme dans [4,14,15,18,19], 'analyse de Fourier tangentielle & 'interface constitue un bon cadre d’étude. En
effet, dans le domaine spectral, les calculs sont explicites, et le principe d’absorption limite permet de poser
le probleme convenablement, en sélectionnant la solution physiquement réalisable. Cette méthode permet le
calcul de la solution du probleme de la structure effective éclairée par une onde plane, ainsi que la fonction de
Green effective. On constate alors, formellement, que leffet de la couche est une perturbation des coefficients
de réflexion/transmission de Fresnel.

Dans un second temps, nous considérons le probleme d’un aggrégat enfoui dans la structure semi-infinie,
avec pour source d’éclairage, une onde plane dans le milieu extérieur. Formellement, la couche protectrice est
interprétée a ’aide des conditions de transmission effectives calculées au préalable. Il s’agit donc d’un probleme
de transmission dans un obstacle pénétrable, posé dans le milieu effectif, dont on vient de préciser le calcul la
fonction de Green, et 'onde qui se propagerait sans obstacle. A partir d’une représentation intégrale simple
couche [3,5,21], la méthode des éléments finis de frontiere [17, 18] est donc appropriée pour la résolution
numérique. Nous en écrivons la formulation.

L’étude présentée dans cet article conduit a un code de calcul. Nous présentons donc ensuite des résultats
numériques a titre d’illustration. Dans un premier temps, pour des matériaux directement inspirés de la physique.
Dans un deuxieme temps, pour des parametres plus académiques, autorisant des variations de perméabilité.

Enfin, nous présentons quelques tests de validation de ce travail. Concernant le modele effectif, le cas d’une
couche plate est intéressant car tous les calculs sont explicites. Formellement, la solution effective coincide avec
la solution exacte a l'ordre 1. Numériquement, on peut également observer que ’erreur d’approximation est
d’ordre 2. D’autre part, le code des moments est testé pour un aggrégat de permittivité, en comparant avec
I’approximation de Born.

2. MODELE EFFECTIF DE COUCHE MINCE RUGUEUSE PERIODIQUE

2.1. Modéle rugueux

Un milieu anisotrope rempli le demi-plan inférieur ¥~ = {z2 < 0}. On suppose que ce milieu est recouvert
d’une couche mince périodique @gl = {(z1,22) : 0 < a2 < Ef(x1/€)}, ou f > 0 est une fonction 1-périodique,
et £ > 0 est parametre désignant la période de la couche et 'ordre de son épaisseur. Le milieu extérieur est
DF = {xy > Ef(11/€)}. Le tout constitue un diélectrique homogeéne dans chaque partie du domaine : 'inverse
de la perméabilité et la permittivité sont respectivement

1

Ag(z) = M_+

1 - . -
]l@;(x) + Fl_@gl(l‘) + A1y (z), eelx)= €+]l@£+(ac) +e 1]1921(1‘) +e 1g-(x),

ott 1. est la fonction indicatrice, A~ est une matrice constante symétrique définie positive, et pt, uc!, et, ¢,

e~ > 0 sont des constantes réelles. Voir la Figure 1 pour une illustration.
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FIGURE 1. Demi-plan anisotrope séparé de la partie supérieure par une couche mince périodique.
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délimitée par les interfaces 9 = {@z = 0} de normale v = (0 l)T et v¢ = {(z1,&f(21/£)),z1 € R} de normale

Quitte a effectuer une renormalisation, nous supposerons que A~ est de la forme A~ = ( ) La couche est

T . .
Vg, = m (=f'(z1/€) 1)" au point d’abscisse z1.

Nous étudions ce milieu en régime basse fréquence : la pulsation w > 0 des ondes est supposée vérifier w&
petit devant 1. De fagon équivalente, nous supposerons que & est petit devant la longueur d’onde de chacun des
milieux.

Dans cette premiere section, on supposera que le milieu est éclairé par une onde plane dans la partie supérieure
9; du domaine : ujyc(z) = eik+é"”, de nombre d’onde kT = w\/m, et d’angle d’incidence 0 = (él, ég) avec
0y <0 et ‘é‘ = 1. Sa longueur d’onde est At := 27 /k™T.

Le probleme considéré ici est I’étude de la propagation de I'onde résultante u¢ dans le milieu :

Auf +w?etue =0, dans 9;,
ud Aug + w?eug =0, dans 9‘31,

VA Vue +w?e u=0, dans 7

(2.1)
[ue]l,, =0, {8“5 uf} ‘% =0, sur 7o,

[u§H~/E =0, [aVAE Ug] ‘"/g =0, sur e,

ou l'on note : [u]|, = u\y;r - u|,yg7 respectivement { ” u] ”Yo = 8y2u| —(t1) Vu|%7, le saut de u, resp.
de sa dérivée conormale, a travers o ; et [u]|% = | \ , Tesp. { Vag u} ‘75 = ﬁ’/' Vu|7€+ = N%V— Vu\%_,

le saut de u, resp. de sa dérivée conormale, a traverb Ve

Pour que le probleme (2.1) soit bien posé mathématiquement, il faut lui ajouter des conditions de type condi-
tions de radiation. Ces conditions, sur le comportement de la solution, sélectionnent la solution acceptable phy-
siquement. Ici, d’'une part, I'onde réfléchie u¢ — uin. dans le milieu supérieur @; doit étre montante, et 'onde
transmise uge dans le milieu inférieur 2~ doit étre descendante. D’autre part, comme dans [19], la fonction de
Green risque d’avoir une composante en ondes de surface qui se propagent le long de la couche mince. 11 faudrait
connaitre le comportement asymptotique de ces ondes pour trouver les conditions de radiation correspondantes.
Cette question est difficile a cause de I’anisotropie du milieu inférieur ; elle reste ouverte.
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Dans la suite de cette section, nous transformons formellement I’équation (2.1) sous une forme effective, sans
se préoccuper des conditions de radiation.

2.2. Calcul asymptotique formel

2.2.1. Plan de travail

En suivant la démarche de [1,12], nous allons obtenir un développement asymptotique formel de la forme
suivante :

ug(w) = uo(w) + uf"(2) + € (w1 (2) + u§ (@) + - (2:2)

Les termes w; sont solution d’'un probleme de Helmholtz dans le domaine sans la couche @; , avec des
conditions de saut a l'interface o entre le demi-plan inférieur 2~ et le demi-plan supérieur 2% = {zy > 0}. La
forme de ces problemes est la suivante :

H%rAu +w?etu =0, dans 7,
V-A"Vu+w?e u=0, dans 27,
H[Fy, Gol(u) : [u] = Fy, sur o,
H%r 8962”‘7; —(t1) Vu|%f = G, sur .

Les termes ufl’g sont des correcteurs de couche limite. Ils sont solution de problemes de Helmholtz posés dans

le domaine avec la couche, avec un second membre et des conditions de saut aux interfaces :

V- AeVu + wegu = S, dans ¢ U8V I,

= GOa sSur Yo,
70

= Gl, Sur “ye.
Ye

HlS, Fo, Fr, Go, Grl(w) 4. [Whg = For D]
Wl =Fry [0l

Les correcteurs de couche limite sont définis a partir de problemes dans la bande de périodicité; ceux-ci leur
donnent la particularité de décroitre exponentiellement dans la direction normale a l'interface .

Par remise & I'échelle y = z/€, la bande de périodicité est (0,1) x R et les interfaces o et v¢ ont pour images
respectives I et I'. Les problemes de bande en question ont la forme suivante :

V- Ay V¥ =F, dans (0,1) x R\ IoUI",
W]l =0, [&,A@ &D} ’Fo = 9o, sur Iy,

B, 90,9117, 8) : 4 ][, =0, {%@&T/HF —g, sur Iy,

y1— ¥ (y1,°), 1-périodique,
VU — 0,y — —00; U — 1), ya — +00,

ol les inconnues sont la fonction ¥ et sa limite . Ici, Ag (y) = A(z) et les crochets désignent le saut de ¥ ou
de sa dérivée conormale 0,,, ¥(y) = V¥ (y)T Agv, a travers les interfaces. Sous des hypothéses techniques
sur le second membre F', comprenant sa périodicité en y;, et la décroissance exponentielle de ses coefficients de
Fourier en dehors d’un domaine suffisamment grand (0, 1) x (=M, M), alors, sous la condition de compatibilité

des sauts gg et g1 :
/ de—I—/ goda—I—/ gi1do =0,
(0,1)x (=M, M) Iy o

le probleme A[F, go, g1](¥, ) posséde une unique solution (¥, 1) ; les convergences de ¥ en +oo et —oo sont
alors exponentielles. Ce résultat est démontré rigoureusement dans [12] lorsque le milieu inférieur est isotrope,
preuve que nous avons adaptée dans [9] pour le probléme ci-dessus.
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2.2.2. Développement formel
Commencons simplement par approcher ug par ug, solution d’un probleme sans la couche : 70, 0](ug).
Cela introduit une erreur d’approximation sur les sauts des dérivées normales a travers les interfaces vy et 7e.
Pour les corriger, on introduit le premier correcteur de couche limite uol < tel que :

T O(l),@(f)ao(g)ﬂ(%_ Mlcl

>y Vuol 5 +0(8), (i— ! >y o ++0(§)} ().

Iucl M+
Pour cela, on pose

ug(z) = ¢ (% (%) - w011@+<x>> - Vot

() )

En approchant ug par uo-+ug cle , on commet une erreur sur le saut a travers y. On corrige ce saut a l’aide du terme
suivant up, avec up solution d un probléme dans le domaine sans la couche, de type J#[1)g - Vuo\,yg , G1l(uq).

ot (P, 1) est la solution de

Le saut G sera fixé lors de la définition du terme correcteur suivant.
. . 1 s e g . .
L’estimation de ug par ug + ug s 4 &uy donne une erreur sur les sauts des dérivées normales ainsi que dans

1§

I'EDP. On introduit alors le second correcteur de de couche limite uj™> pour corriger & l'ordre supérieur ces

erreurs :

Al (_ (% 0) 1 — (% o) Ty — (2r 2s) 1@_) V0 (/€)0r, (Vo)1)
—w (e — et ET) wol s g + O (8),

0(€2).0(&).
€5 0l (2/€) - On (Vuol )|+ (e -
€ (b — %) /e (9ol s (47 =02 o) +)T
€ (= 78 ) 11 (ol =) - D2y (ol )|
€ ) Tl -0 ()

L) v Vil —€G1+0(€2),

1
Tt
11 suffit pour cela de poser

o x x
i =ef (10 (g) -t ) vk + (07 (§) ol ) 0 (k)
92,0, uol, +
@ () _ (2 . wzwy 0
+<% <£> v W) (( k2 — 02, )u| ;)
¢ H H (L 3
(o) (0 ()i )

ou (!Pl(l), 51)), (%(2), wﬁz)) et (J/l(g),z/)g?’)) sont solutions respectives de :

Yo

‘@{ (‘ (% 0) Ly, fiyn) — (% 0) Loy, <fyn) — (27 25) yz<o) V¥,
1

1 1 1 1
s Yol p, _G( ) (F - M_+> v1 (Yol p, —7/10)}(&’71( ),1#5 ))a
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2 1 1 2) (2 3 3) (3
B |:Oa _Gg )7 (F - M_Jr) fl/:| (!pl( )a g ))7 B |:_]10<y2<f(y1)a _Gg )a0:| (!‘pl( )7'(/)5 ))
Pour assurer 'existence et 'unicité de la solution & ces problemes, Ggl), G(12) et G(13) sont choisis pour satisfaire

les conditions de compatibilité de ces équations : G(ll) = -5 fl“o ![/0|F0 do + (# — %) fl“l 1 y'/o\F1 do, ng) =
(Mlcl - ﬁ) Lf (0 1)T, G§3) = — f01 f. Reste a préciser le choix du saut G :

0?2 ’Lbo‘ +
+G. . +w? <5C1 —et ) G gy
. 1 (—k+? _ 2 )U0|%+ < 0l

= (@28312 + 901831322 + @0)u0|—y;ﬂ

Gr =G 0uy(Vuol )

avec

0 ¥1

“o :w2(5+ _6(:1)/1 N (@2 + (Ll %) fo > (1)

2.3. Modeéle effectif

Par décroissance exponentielle des correcteurs de couche limite ufl’f dans le développement (2.2), on peut
approcher u¢, excepté a proximité de la couche, par

ug & up + §u. (2.4)

Comme cette approximation satisfait : J#[€1)g - Vuo|ﬂygr ,5(@28312 + @183112 + goo)u0|7;r}(uo + &uy), on approche
finalement la solution u¢ de (2.1) par U, solution d’un probléme sans la couche avec conditions de transmission

de type Leontovich a travers l'interface g :

#AU +w?etU =0, dans 27,
V-A"VU +w? U =0, dans 7, 05
[U] = §¢O . VU|»73' ) sur 7o, ( . )

/%Jf 8$2U|73r —(t1) VU\%* = &(p202 2 + 1074, +o)U|, 4, Sur Y.

Plus généralement, dans un probleme posé dans le milieu avec la couche, on remplace, formellement, la couche
par les conditions de transmission effectives que nous venons d’obtenir. Ceci est le cas pour le probleme de
la couche éclairée par une onde plane, pour le probleme d’un point source dans le milieu inférieur (fonction
de Green), mais aussi pour le probleme de diffraction par un obstacle enfoui dans le milieu inférieur. Ce sont
précisément ces modeles effectifs résultants que nous étudions dans les sections suivantes.

Restent les questions d’existence et d’unicité pour le probleme effectif, et surtout la question difficile
d’équivalence du modele effectif et du modele initial. Pour quun probleme de type (2.5) soit bien posé, il
faut lui ajouter des conditions de radiation. Si cette question est en partie résolue dans la prochaine section
a l'aide d’un principe d’absorption limite, il n’est pas évident que les conditions de radiation inconnues du
probleme initial (2.1) soient identiques. De ce point de vue, il peut y avoir a priori non équivalence des modeles.
En particulier, les conditions suffisantes de la section suivante pour assurer I’existence et 'unicité de la solution
effective ne sont peut-étre pas suffisantes pour bien poser le probleme initial.
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k+iR
o= %(m%ﬁ = %(m) i *
I
I
a>03=0 3
a>0,0>0 a>0,0<0 3 a<0,8>0
I
I
I
I
I
|
a=073>0 —0>04=0 a>0.0= | a=073>0
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|
I
|
I
| a>0l3=0

FIGURE 2. Détermination de /k? — = Vk—C(Vk+ ( pour k > 0.

3. ANALYSE SPECTRALE DU MODELE EFFECTIF

3.1. Onde incidente plane

On considere U vérifiant le probleme effectif (2.5), avec 'onde incidente plane uine(x) = eik* 0z pour éclairage

dans le milieu supérieur. Cette condition d’éclairage nous incite a décomposer 'onde U sous la forme

_J tine(x) + tUren(z), x € DT,
U(l') B {utrans(x)a rT€ED,

ol les ondes e €t Ugrans Seront appelées respectivement onde réfléchie et onde transmise. Par transformation
de Fourier en la variable tangentielle z1, et de variable spectrale (, la version spectrale du probleme (2.5) est
un systeme d’équations différentielles ordinaires en x5 avec des conditions de raccord :

92 2U(C, ) + (k+° = (AU (¢, w2) = 0, P~
022U (¢, w2) + 2it¢0, U (C, w2) + (we™ — s¢2)U <<,x2> 0, <0,
(¢, 0%) = U(C,07) = &g - (iCU(¢,0%) 85, U(¢,01))" s =0,
10,,0(,07) — (1) (icU(¢,07) 0., U(¢,07)) "

= ((%00 — Cpa)U(C,07) +iCe105,U(C, 0+)) x9 = 0.

La résolution de ce systeme va faire intervenir des racines carrées a définir proprement. Posons d = det A~
k™ = w5, AT(Q) = \VETE =2 et A7(¢) = Vdy/k=2 — (2, ot les racines carrées sont déterminées comme
suit. On pose, pour z # 0 d’argument —5 < argz < 37“, vz = \/\z\e%argz, et on pose pour k > 0, \/k2 — (2 =

VEk —C vk + (. Cette détermination (Fig. 2) a été choisie telle que v k2 — -2 est analytique sur C privé des
branches de coupe k +iRT et —k —iR™, et telle que pour ¢ € R, \/k? — (2 est dans le premier quadrant. Sous
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ces notations, les équations différentielles signifient que les ondes réfléchie et transmise sont de la forme :

et (, w2) =a ()N (D22 4 gt (()e N (O gy > 0,
ftgans (G, w2) =e 172 (a7 (Qe O 4 5 (Q)e T O72) |y <0

Il reste ainsi & déterminer les quatre inconnues a™(¢), a™(¢), B7(¢), 37(¢), & partir des deux conditions de
raccord. Ceci est un probléme sous-déterminé et confirme que le probleme (2.5) est mal posé si 'on ne précise
pas en plus des conditions de radiation (sur le comportement des ondes uyefi €t Utrans)-

Comme dans [18], on leve cette indétermination dans le domaine spectral a 1’aide d’un principe d’absorption
limite. Ainsi, remplacons formellement dans les expressions précédemment obtenues les nombres d’onde k™t et
k~ par k;;‘ =kT+inet k, = k~ +in, o > 0 est un petit parametre. Dans ce cas, pour ¢ € R, les racines carrées
)\; (€) et A, (¢) sont & partie imaginaire strictement positive, et donc les composantes en e~ 1M (Oz2 g glry (Qez
sont non bornées quand xo tend respectivement vers 4+oco et —oo. Physiquement, il est impossible d’avoir de
telles composantes non bornées, et donc, on les élimine par la condition 5; (€) =0 et a,; (¢) = 0. Le principe
d’absorption limite consiste & imposer la méme condition & la limite 7 — 0. Comme A} (¢) et A, (¢) tendent
respectivement vers AT(¢) et A7(¢), on élimine les composantes en e MOz g A (O22 par la condition :
BT(¢) =0 et a(¢) = 0. Notons que ce choix revient & choisir uyes montante et uans descendante.

Pour déterminer les deux dernieres inconnues, on traduit sous forme d’un systeme linéaire 2 x 2 les deux
conditions de raccord :

1—icey (M) =1 ] [at] . 1 —ifey (kT 0y)
N iEes ()t A—A [ﬁ‘} = 2RO |, (o)t

ou 'on a posé c1 (A7) = o - (¢ A*)T, ca(AT) = pa® + p1¢AT — p. Le déterminant de ce systéme s’écrit :
D(¢) = Do+£Dy, avec Do(A1) = A+ AT et Di(AT) = —icy (AT)A " T —ica(AT) ™. Analysons génériquement
ce déterminant D(¢), de la forme D({, A, A7). En multipliant par les expressions conjuguées des racines carrées,
on obtient

P(C) = D(C? A+a )‘_)D(Cv _A+a )‘_)D(Cv A+a _A_)D(Cv _)‘+7 _)‘_)
qui est un polynome dont les racines contiennent les éventuels zéros de D. Le polynome P se décomposant sous
la forme P =: P, + iP5 avec P; et P, des polynomes a coefficients réels, une condition nécessaire pour que D
s’annule en un réel est que le résultant de P; et P, soit nul. Or on peut interpréter ce résultant comme un
polynome en la taille de la couche £. Ceci montre, au moins formellement, qu’excepté peut-étre pour un nombre
fini de valeurs de &, le déterminant D({) ne posséde pas de zéros réels.

Ainsi, en excluant ces éventuelles valeurs de &, le systéme possede une unique solution que I'on obtient par
formules de Cramer : at = 27 R(C)86(C—kt0y), 5~ = 22T (C)8(C—kT 1), ot les coefficients R(¢) = —%
et T(¢) = (1 — i€ (AT))R(C) + (1 —ifey (kT6y)) sont dits de réflexion/transmission.

Enfin, on remonte a la solution par transformation de Fourier inverse :

~ . A N A~ ~\T
ureﬂ(w) = R(k+01)elk+eRxa T2 > 0 avec 03 = (91 _92) )
Utrans(T) = T(k+é1)eik+é1xlew”2, T9 < 0, avec Oy = —tkT0; — )F(kJrél).
La solution U du probleme considéré a donc une décomposition de type Fresnel, avec des coefficients de Fresnel

généralisés. L’onde réfléchie est plane. En rappelant que ’on choisit )F(k*@}) = Vd\/k—% - (/cﬂél)2 dans le

premier quadrant, ’onde transmise est plane si - (k+91)2 > 0, et elle décroit exponentiellement sinon.
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Développons formellement en puissances de £ la solution U de (2.5) que nous venons de calculer, ce qui
revient a développer les coefficients de réflexion/transmission :

R(kT01) = Ro+ &Ry + O (€2), T(kT01) = Ry — 1+ &(Ry — ic1(—kT0) —ici (kT 62)),

vee B Do(k+ 6y, kt2, A~ (kT01)) R Dy (k*62) Do(—kT0s) — Do(k*0s) Dy (—kt6s)
v =— ~ = —— Ry = — - ~ - .

O Dolktby, —ktOu, A (k+0y)) Do(k*+1, —k+ 6, A\~ (k+6,))2
Identifions, au moins formellement, avec le développement (2.4) de la solution du probleéme avec couche (2.1).
Les termes d’ordre 0 conduisent & la solution ug du probleme sans couche. Les termes perturbatifs d’ordre 1
représentent 'effet w1 de la couche rugueuse.

3.2. Fonction de Green

De maniere analogue aux calculs précédents, nous allons calculer la fonction de Green G associée au modele
effectif (2.5), pour un point source y dans le milieu inférieur 2~

S AG(,y) +w G y) =0, dans 27,
V-AVG(y) +w?e=G(,y) = &y, dans 2, -
[G] = 61/)0 ° VG"Y(T 9 sur 707 ( ° )

/%* azzG\ﬁ —(t1) VG|%_ = &(apd? 5 + 107, + ao)G|7;, sur o.

La démarche employée est proche de [14]. Nous gardons les mémes notations que précédemment, excepté pour les
coefficients de réflexion/transmission. La traduction spectrale des équations de (3.1) est le systéme d’équations
différentielles :

{6522(}*«,@) + (k2 = ()G(Ca2) =0, 23>0,
02 GG, m2) + 20tCO,, GG, w2) + (e — 5C) GG, w2) = 0¥, (2), @5 < 0,
dont les solutions sont de la forme :
ot (Gy)e™ Oz 4 B (¢ y)em N (O, x3 >0,
G(C,xz,y) _ ) e—itca a—>(<7y)ei>\*(<)x2 +ﬁ—>(g’y)e—i>ﬁ(g)xg . 0> 29 >y,
e itCza a7<(C,y)ei)‘_(C)z2 _’_ﬁ7<(<’y)e—i>\_(c)x2 . To < Yo,

avec des conditions de raccord en o = ys :

{G(ClyZ"_,y) _G(C’yQA_’y) :0’ -
azzG(va2+,y) — 812G(C,y2—,y) — e~ iv1C,

La fonction de Green G est choisie montante dans le demi-espace supérieur 27, et descendante dans le demi-
espace inférieur 2~ : 37 (¢,y) = 0 et o= <({,y) = 0. Traduisons les conditions de transmission de (3.1) sous
forme de conditions de raccord supplémentaires :
é(<70+) - G(C,O_) = 57% : (ICG(C 0+) ( a +)) ) T = Oa
H0:,G(C0T) = (t1) (i(G(( 07) 8., G(C ))
=& ((po = CFe2)G(C, 0%) + (10,660 H) @m0,

Les quatres conditions de raccord sont équivalentes au systéeme linéaire 4 x 4 suivant :

1—ie; -1 -1 0 ot 0
—ieop™ At ATt 0 a=> 0
0 eiA7y2 e—iA7y2 _e—iA7y2 5*> = 0

0 H(—t¢ 4+ A7 )er ¥ —i(t¢ 4+ AT )e N 2 (¢ 4 AT )e N v | LTS e ilicicy2)
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Par formules de Cramer, on résout ce systéme, puis on trouve :
; {eitCyQTei(A—yﬁylc)eiﬁzz, 2o > 0,

G(C,l‘z,y) = —_2>\7 e_itg(xg—yrz) (ei()\7|ac2—y2|—y1§) + Re—i()ﬁyg—&-qu)e—i)fxrz) . 10 <0,

ot les coefficients dits de transmission/réflexion sont : T' = 2‘#% et R = (1—i€c¢1)T—1. Cette expression contient
des pseudo-singularités provenant de Pannulation du déterminant —2iA~ ({)D(¢) du systéme : la division par
A~ conduit a deux pseudo-poles, en ( = +k~. Notons ’absence de poles, par notre hypotheése de non annulation
de D sur R. Cela implique que la fonction de Green G n’a pas de composante de type onde de surface. Il reste
a remonter a la fonction de Green G par transformation de Fourier inverse :

Gtrans(xa y)v T2 > Oa
G =
©3) {Gsour@:,y) Gualey), w2 <.

Le terme Ggour provient du terme source Gsour((,xg,y) = —%\%e*itg(”*y?)eio‘_“"”2*92‘*914). Par la
représentation de Sommerfeld [2] :

i Vd o e 2O s - i
I B RN (C TR 7D IR Syl K2 y2\d _ __H(l) b F — @ .
47T/R)\7(C)e ¢ ! C 4 0 ( "T y‘)v .T?éy,

on note que Ggour est la fonction de Green sortante d’'un espace libre, dont les parametres sont ceux du milieu
inférieur (A~ et e7) :

i 1, _ 1 —t
Gsour(T,y) = —mHé )(k |A*x — A*y|), avec A* = (0 \/E) .
Le terme de réflexion Gren(C,22,y) = — e 1t6(@2mw2) Re=iA T2t C)e—iIA e e décompose en Gren =
Greg + Gimag. La partie Gimag = 2/\i_ e 1tC(z2-2) o =iA w2411 e ~IA 22 conduit dans le domaine spatial, par

la représentation de Sommerfeld, & une fonction de Green de type image :

i 1) 0 | 7s « o 1 —t
Gimag(2,y) = i (g )(k |A*z — A%y|), avec A" = <0 _\/3> .
Enfin, la partie éreg = —M;%Me_itq“_yi’)e_i(’\fy2+yloe_i>‘7””2, et le terme de transmission Gtrans((, To,y) =

i H (N izt N . s . . ~
—”\%eltcy"’Te A" y24106M 22 ne possedent pas de singularité. Leurs versions spatiales peuvent donc étre

obtenues numériquement par inversion rapide de la transformée de Fourier (IFFT). A noter la décroissance
exponentielle des transformées de Fourier G’reg et G’trans pour les fréquences [(| > k™ ; ceci permet de les
tronquer. Précisons enfin que I'expression obtenue pour la fonction de Green G permet d’obtenir le calcul de
son gradient VG, quitte la encore a effectuer des IFFT.

Comme pour U, si on écrit un développement en £ des coefficients de réflexion/transmission, on peut
identifier, formellement, avec les termes d’un développement de type (2.4) pour la fonction de Green du probléeme
avec couche (2.1). Cela permet d’isoler formellement l'effet de la couche.

4. MODELE EFFECTIF D’AGGREGAT ENFOUI

On considere un aggrégat (ou objet) enfoui dans la partie inférieure du milieu : D C 27, de parametres
électromagnétiques ep,up > 0, et de normale unitaire extérieure v, (en x). L’ajout de D dans le milieu
périodique (2.1), se traduit formellement a ’aide du modele effectif (2.5). Il s’agit de résoudre :

#Au +w?etu =0, dans 97,
V(A" 1y 5+ =1p)Vu+w(e 1y 5 +eplp)u=0, dans 77, (4.1)
[u] = &y - Vu|vgr ; sur o, :

“L‘F 8I2u|'yg' - (t 1) vu‘ryo_ = g(@2832312 + 801832’:13’:2 + SOO)U‘,YS" sur ’YO?

la source d’énergie considérée étant 'onde plane uiy.(z) = e'* 9% dans le milieu supérieur Z+.
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Introduisons quelques notations. La solution du probleme sans objet (2.5), et la fonction de Green
associée (3.1) sont encore notées respectivement U et G. La fonction de Green associée & l'objet est
Gp(z,y) = —iHél)(w\/m‘x —y|). Les potentiels simple couche, associés au milieu de fond, et & 'ob-
jet, sont Sp(z) = [, G(z,y)e(y)do(y), Spy(z) = [,,Gp(z,y)p(y)do(y). Enfin, posons : K*p(z) =
Jop Ve - A"V2G(a,y)p(y)da(y), Kpe(@) = [y, ve - ValGp(z,y)e(y)do(y).

Sous ces notations, la solution u de (4.1) possede la représentation intégrale [3,5] :

_JU+S¢p  dans 27U (27 \ D),
- Spvy dans D,

ott le couple (p,1)) € L2(OD) x L?(0D) est I'unique solution du systeme d’équations intégrales :

S =Sp -U
{% +K—L(-1 +ICB)] m - [—uw : A—VU] , sur OD.
Pour calculer numériquement u, par la méthode des éléments finis de frontiere, on résout la formulation varia-
tionnelle de ce systeme, posée pour (p,1) € H~1/2(0D) x H~'/2(0D), avec les fonctions tests de la premicre
équation dans H~1/2(9D) et celles de la deuxieéme équation dans H'/2(9D).

Pour la discrétisation, le bord 9D est approché par un polygone direct (xq,...,2xn), et convenons que les
indices sont & comprendre modulo N + 1 (par exemple 1 = x¢). H~'/2(0D) est approché de facon conforme
par l'espace des fonctions constantes sur chaque morceau (x;,z;+1), dont une base est U'ensemble des k; =

ml(%xﬂl), 0 <i < N;enfin, H/?(dD) est approché de facon conforme par I'espace des fonctions affines

sur chaque morceau (z;,x;+1), dont une base est 'ensemble des x;

_ lz—miga] |[z—@i_1]
- |xi—xi+1| ]l(ziazi+1) + |3’/'1‘,—$i—1‘ ]l(zi*hxi)’

0 < ¢ < N. En décomposant les approximations de ¢ et 1 dans la base des r; : ¢ & Y, Piki, Y = Y, Uik, le
systeme linéaire & résoudre numériquement est donc de la forme :

{Nﬁ[@xcﬂ —H%_/y [[%%D}] E] - {_‘3 ] ’

avec pour 0 < 4,7 < N :
Mighi= [ @) [ mwle)deldat),
(@i,xi41) (wj,m541)

1
N=Eg'i; = £ 70005 +di-15) +/

(Ti—1,2i,mi41)

(@) /( g @) doy)do(a),

U = / ks(2)U (2)do(z), U's = / i(@)vs - A-VU (2)do(),
(z4,xi41) (i—1,24,@i41)

01 Tit1—Tj
—10/ lwip1—zi]”

Les éléments de la matrice du systeme sont donc des intégrales, dont il reste a commenter le calcul. On
évalue les intégrales de fonctions régulieres par une méthode de quadrature de Gauss—Legendre a deux points.
Aussi, faut-il préter attention aux singularités des intégrandes; les termes concernés sont : les trois diagonales
j=1i—1,4,i+1de M[G] et M[Gp], ainsi que les quatre diagonales j =i — 2,4 — 1,i,4+ 1 de NT[A™V,G] et
N~[V.Gp]. Pour ces termes, il faut intégrer la partie singuliere de fagon exacte apres l'avoir isolée. Pour plus de
détails sur ce type de calculs, nous renvoyons aux annexes de [18]. Enfin, précisons que M|[Gp] est symétrique,
ce qui réduit le nombre de termes & calculer. (En revanche, M[G], NT[A~V,G| et N~ [V,.Gp] sont a priori
non symétriques).

ot J. . est le symbole de Kronecker, et sur chaque (z;, %iy1), vy =
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FI1GURE 3. Solution U du probleme effectif pour ’exemple physique. Sont représentés, de gauche
a droite : parties réelle et imaginaire (en haut), module et argument (en bas).

5. RESULTATS NUMERIQUES

5.1. Exemple physique

Le milieu supérieur est 1'air, de parametres électromagétiques (relatifs) et = p+ = 1. La sonde employée
pour l'expérience, de type laser, est supposée émettre une onde plane de longueur d’onde A* = 1.54 pm, et
d’angle d’incidence §# = —m/3 = —1.04720. La pulsation considérée est donc w = 2m/1.54 = 4.07999 (/um). Le
milieu inférieur semi-infini est supposé périodique, contenant des nanoparticules. La cellule élémentaire est un
carré de quartz de 20 nm de coté, contenant un disque de rutile de rayon 7.5 nm. Le quartz Si02 et le rutile Ti02
sont non magnétiques, et ont pour indices de réfraction respectifs 1.52783 et 2.48317. Ainsi, la perméabilité est

p~ =1,donc A~ =1, et par effet d’homogénéisation, nous supposerons que la permittivité est la moyenne des
permittivités dans la cellule de périodicité : e~ = 2.48317%p+1.52783%(1 —p) = 4.02713, 0ot1 p = ”276‘;’ = 0.441786

est la proportion de rutile. La couche mince qui protége le milieu inférieur est un diélectrique de parametres
el = 2 et pu! = 1. Sa grandeur caractéristique est & = AT/2% = 0.0962500 pm. Ici, concernant la fonction
périodique f qui décrit la forme de la couche, comme les matériaux sont non magnétiques, seule comptera sa
moyenne, que nous choisissons égale a fol f=1

Pour I'obtention du modele effectif de la couche, comme ut = u!, alors on trouve facilement (¥, o) = (0,0),
puis p1 = @2 = 0, et oo = w? (et —e) [ f = —16.6463. Puis, on peut calculer la solution du modele effectif (2.5) :
voir Figure 3. Sur la Figure 4, nous avons représenté la fonction de Green effective G(-,y) pour le point source
y = (0, —3). Pour le calcul des IFFT, nous avons ici choisi pour fenétre de fréquence |¢| < 1.1k~ discrétisée
avec 2'! points équidistants.
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F1GURE 4. Fonction de Green effective G pour I'exemple physique. Sont représentés, de gauche
a droite : parties réelle et imaginaire (en haut), module et argument (en bas).

Enfin, Iinclusion D enfouie est un aggrégat de rutile dont les parametres sont ep = 2.48317% = 6.16613 et
wp = 1. Nous choisissons une étoile, paramétrée par :

a(t) = (_04> + (14 0.15 cos 5t) (‘;iff) . (5.1)

On la discrétise en maillant uniformément I'intervalle de paramétrisation [0, 2], avec N +2 = 202 points. Sur la
Figure 5, on représente 'onde diffractée par 1’étoile S dans le milieu effectif ; puis, sur la Figure 6, on représente

'onde totale u, solution du probleme effectif (4.1) avec aggrégat. Ici, les IFFT ont été calculées avec 210 points,
sur la fenétre |¢| < 1.1k~.

5.2. Exemple académique

L’étude de cet article va au-dela du modele physique précédent. Nous montrons un exemple plus général,
avec des variations de perméablitié, et un milieu inférieur anisotrope. Les parametres que ’on ne mentionne pas
explicitement sont repris identiques a ’exemple précédent.

La perméabilité de la couche est p° = 0.8. Dans le milieu inférieur, le tenseur est A~ = (é; 012) Cette
fois, la forme de la couche joue un role dans le modele effectif : choisissons f(y1) = +sin(3cos(2my; + 1)) + 1,
représentée sur la Figure 7. Le calcul des conditions de transmission effectives ne peut plus se faire entierement
a la main. Nous les avons obtenues en résolvant par éléments finis les problémes de bande portant sur les deux
composantes de (¥p, 1)) : voir Figure 8. On obtient : ¢y = —16.6463, p1 = —2.11505- 1075, (5 = —0.246031,
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F1GURrE 5. Onde diffractée par I'aggrégat S¢ dans le milieu effectif pour ’exemple physique.
Sont représentés, de gauche a droite : parties réelle et imaginaire (en haut), module et argument
(en bas).

et 1o = (1.46007 x 1075, —0.203175). Sur les Figures 9 et 10, on représente respectivement la fonction de Green
effective (3.1), ainsi que la solution du probleme effectif (4.1) avec aggrégat.

6. QUELQUES TESTS DE VALIDATION

6.1. Cas d’une couche plate : exact versus effectif

Pour une couche plate, i.e. f constante, la solution u¢ du probleme (2.1) de la structure semi-infinie recouvert
d’une couche, éclairée par une onde plane, se calcule explicitement. En effet, par des calculs analogues aux calculs
spectraux de la Section 3, ou en s’inspirant de [11], on obtient u¢ sous la forme :

S T (2 ikt
Uine 1 RIZGIA (@2 2£f)elk 0111, T2 > gfv
_iyel sycl 1.+ A
ug = Ay (e ATz 1 Rogel? x"’) elf 0T ff s gy >0,
Ase—itk+élzze—i>\7$Qeik+91w1’ O > Za,

avec, ici, At = AT (kT6;), A™ = A (kT6y), A = \/wzedud — (k+60:1)? (dans le premier quadrant), et pour

. , . .. . cly+_  +cl cl_y—,cl
coefficients (de réflexion/transmission et d’amplitude) : Ria = %, Ro1 = —Ry2, Ros = %_Zl,
~ i 1 . + cl .
TioRosToye2X &F Troei(=AT+xhey
Tio = Rio+1,T51 = Roy1 +1, Toz = Roz + 1, Rip = Ryp + 12723218 Ay = =22 et As = Th3As.

1—Rg; Rozei2A?éf) 1— Ro; Rozei2Aéf
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FIGURE 6. Solution u du probleme effectif (4.1) avec aggrégat pour I’exemple physique. Sont
représentés, de gauche a droite : parties réelle et imaginaire (en haut), module et argument (en

bas).
L5 :
N
0.5 - =
0 |
0 0.5 1

FIGURE 7. Représentation de la forme f de la couche, sur une période.

D’autre part, le calcul de U, solution du probleme effectif (2.5) est lui aussi entierement explicite. On peut en
effet vérifier que la solution (¥p, 19) du probléme de bande (2.3) a pour premiere composante ¥g = 0 = )} et pour

deuxieéme composante W2 = (Z—i - 1) (flaoysfptaelssy,~o0), V3 = (Z—i — 1) f- Onen déduit pg = w?(eT—e) f,
p1 =0, et py = — (% — ;%Jf) f, puis U par la Section 3.

A laide d'un logiciel de calcul formel, nous avons développé en puissances de £ le terme de réflexion de la
solution exacte u¢ et celui de son approximation effective U. Les termes d’ordre 0 et 1 en § coincident. De
méme pour le terme de transmission. Formellement, la solution effective coincide donc avec la solution exacte,
a lordre 1.



1382 J.-B. BELLET AND G. BERGINC

0
3 0.0015
0.001
2 -0.05
0.0005
]
1
. 0 -0.1
0+ -0.0005
-0.15
-0.001
1
-0.0015 0.2
.2 —
-0.002
-3 -0.25
-3 -0.0025

0 02040608 1
0 02040608 1

FIGURE 8. Représentation des deux composantes de ¥y, solution d’un probleme dans la bande
de périodicité; résultats obtenus par éléments finis avec Freefem++, dans (0,1) x (—3,3).
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F1GUrRE 9. Fonction de Green effective G pour I'exemple académique. Sont représentés, de
gauche & droite : parties réelle et imaginaire (en haut), module et argument (en bas).
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F1cUure 10. Solution w du probleme effectif avec aggrégat pour I'exemple académique. Sont

représentés, de gauche a droite : parties réelle et imaginaire (en haut), module et argument (en
bas).

Enfin, constatons numériquement ’ordre d’approximation du modele. Pour cela, calculons la solution effective

_ At

et la solution exacte, pour différents ordres d’épaisseur de couche : § = 57,0 < i < 14. Ici, les parametres choisis

pour la simulation sont les suivants : ut =2, u' =5, A= = % i ,et=1,e1=12¢" =06, f(y1) = 0.8,
w = 3 et § = —m/3. Pour chaque valeur de &, on calcule 'onde réfléchie uyen, respectivement 'onde transmise
Utrans, SUr uUn segment de longueur 4\T, portion de la droite 25 = 5\T, respectivement x5 = —HA"T. A titre

d’exemple, on a tracé ces quantités sur la Figure 11, pour £ = AT /24, Puis, nous calculons la norme 2 de lerreur,
pour l'onde réfléchie, et 'onde transmise. Sur la Figure 12, on trace le logarithme binaire de ces erreurs, en
fonction de £ = ’\; (ou plutdt de i). Comme on obtient des courbes a l'allure de droites de pente —2, 'ordre
numérique de 'erreur du modele effectif est 2.

6.2. Aggrégat de permittivité : méthode des moments versus approximation de Born

Soit un aggrégat enfoui dans la structure semi-infinie. On suppose qu’il s’agit d’une inclusion de permitti-
vité, dont la permittivité est une petite variation de la permittivité de la structure. Ainsi, si les parametres
électromagnétiques de la structure sont A~ et e~ = 1, ceux de Paggrégat sont A~, et ep = 1 4 ¢, avec ¢ petit
devant 1. On éclaire le milieu effectif (soit, la structure recouverte de la couche) & 1’aide d’une onde plane. D’une
part, l'onde diffractée par I'aggrégat Sp(z) est calculée par la méthode des moments. D’autre part, sous ces
hypotheses, 'approximation de Born [3] consiste & approcher 'onde diffractée par :

o () = —? /D 0(y)C(z, 9)U(y)dy,

ou G et U sont respectivement la fonction de Green effective, et la solution effective dans le milieu sans aggrégat,
calculées dans la Section 3. Cette expression est tres pratique a implémenter : il suffit de calculer une intégrale
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FIGURE 11. Ondes réfléchie uren (& gauche) et onde transmise tugans (& droite) dans le cas d’une
couche plate. Le calcul est effectué de fagon exacte (traits pleins), et selon le modele effectif
(traits pointillés). Les ondes sont évaluées sur une portion de la droite zo = 5A™, respectivement
T = —5)\+.

FIGURE 12. Erreurs quadratiques du modele effectif pour une couche plate, pour ’onde réfléchie
(a gauche) et pour l'onde transmise (a droite). Le logarithme des erreurs est tracé en fonction
de l'ordre d’épaisseur de la couche.
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FicURE 13. Comparaison de I'onde diffractée par I'aggrégat, calculée par la méthode des mo-
ments (traits pleins) et par Papproximation de Born (traits pointillés). Le calcul est effectué dans
la structure pour la premiere ligne, dans le milieu extérieur pour la deuxieme. Sont représentés,
de la gauche vers la droite : parties réelles et imaginaires, modules, arguments.

d’une fonction réguliere. Pour notre test, nous intégrons sur un rectangle contenant I’'objet, a partir d’une formule
de quadrature composite. Sur chaque sous-rectangle, on utilise une formule déduite (par produit tensoriel) de
la formule de Gauss—Legendre a deux points.

On calcule T'onde diffractée par les deux méthodes, et I'on compare les résultats, sur la Figure 13. Ici,

les parametres du modele sont : pt = 1, u! = 0.8, A= = (82 03), et =1, =2 ¢ =1, f(y) =

%sin(Scos(wal + 1)+ 1, w = 407999, § = —7/3, et £ = AT /2% L’aggrégat est de frontiere (5.1), et de
parametres A~ et ep = 1+ ¢, avec ¢ = 0.04. Pour la méthode des moments, I'objet est discrétisé en 202
points, et les IFFT sont calculées avec 2! points, sur la fenétre |¢| < 1.1k~. Pour I’approximation de Born,
I'intégrale est calculée sur le carré (—1.2,1.2) x (—5.2,—2.8) (en étendant ¢ par 0 hors de 'objet); pour la
formule composite, les cotés des sous-carreaux sont de I'ordre du dixieme de la longueur d’onde. Le calcul est
effectué sur une portion des droites 2o = —6 et x5 = 1, ce qui permet d’avoir la comparaison dans la structure
semi-infinie, et dans le milieu extérieur. La comparaison est concluante quant a la validité du code des moments :
les courbes sont quasi-confondues.
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