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INÉGALITÉ D’OBSERVABILITÉ DU TYPE LOGARITHMIQUE
ET ESTIMATION DE LA FONCTION DE COÛT

DES SOLUTIONS DES ÉQUATIONS HYPERBOLIQUES

Leila Ouksel1

Résumé. Dans ce travail, nous donnons une estimation logarithmique des données de la solution u,
d’un problème hyperbolique avec condition aux limites de type Neumann, par la trace de u restreinte
à un ouvert du bord, pendant un temps suffisamment grand qui nous permet d’estimer la fonction de
coût de ce problème.

Abstract. This work proposes a logarithmic estimation of the initial values of the solution u of
a hyperbolic problem, with Neumann boundary conditions, using the trace of u restricted to the
neighbourhood of the boundary, during a time sufficiently large for estimating the cost function of the
problem.
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Introduction

Nous nous intéressons ici au problème de contrôle des solutions des équations hyperpoliques. Le cadre
fonctionnel a été dégagé par Lions [20] qui a introduit la méthode H.U.M. (Hilbert Uniqueness Method) qui
consiste à étudier l’ensemble des conditions initiales d’un problème d’évolution, qui peuvent être annulées en
un temps fini T en exerçant un contrôle d’énergie finie sur le bord. Ce résultat repose d’une façon fondamen-
tale sur un théorème d’unicité qui permet de construire un espace de Hilbert dense dans l’espace d’énergie.
Ce théorème d’unicité est une conséquence du théorème de Holmgren dans le cadre analytique. Dans le cas
d’un opérateur hyperpolique scalaire d’ordre deux, D2

t −A(t, x,Dx), Alinhac [1] et Alinhac et Baouendi [2] ont
montré que la régularité C∞ des coefficients de l’opérateur elliptique A ne suffit pas pour avoir l’unicité par
rapport à une surface de type temps. En effet, il existe deux fonctions de classe C∞ a(t, x) et u(t, x) telles que
(D2

t − ∆ + a(t, x))u(t, x) = 0 dans un voisinage V de (t, x) = (0, 0) et supp u ⊂ {x = (x1, x
′
);x1 ≥ −δ|x′ |} où

δ > 0. Par la suite, il a été observé par Robbiano [28] que lorsque l’opérateur A ne dépend pas du temps, nous
avons un résultat d’unicité adapté à la théorie de contrôle. Ce résultat a été amélioré, dans un premier temps,
par Hörmander [11] qui a donné une estimation précise et quasiment optimale du temps minimal pendant lequel
le contrôle doit agir, puis par Tataru [32,33].

Mots Clés. Problème hyberbolique, contrôle, fonction de coût, inégalité de Carleman.
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Récemment, Robbiano et Zuily [30] d’une part, et Hörmander [12] et Tataru [34] d’autre part, ont démontré
un théorème d’unicité locale pour les opérateurs différentiels, scalaires, à coefficients C∞, partiellement holo-
morphes, où les hypothèses usuelles de Hörmander (principalement normalité et pseudo-convexité) sont faites
uniquement sur le conormal des variables analytiques.

Bardos, Lebeau et Rauch [4] ont montré qu’il existe un lien entre les rayons de la géométrie optique et le
problème de la contrôlabilité exacte, une condition de contrôle géométrique, suffisante et presque nécessaire, pour
obtenir l’observabilité de ces problèmes. Sans cette condition de contrôle géométrique, Robbiano [29] prouve un
estimateur d’observabilité logarithmique (mais avec T suffisamment large à cause de la vitesse de propagation
finie) et démontre comment l’utiliser afin d’obtenir un résultat de contrôle approximatif avec une estimation du
coût du contrôle.

Les problèmes de contrôlabilité et d’observabilité ont été également étudiés dans le cas des problèmes pa-
raboliques ; Fursikov, Imanivilov [10] et Lebeau et Robbiano [18] ont montré une contrôlabilité exactement
nulle, sans restriction sur le temps de contrôle ou sur le support de la fonction de contrôle se sont inspirés de la
méthode de Russell [31], qui a introduit une transformation pour montrer que l’équation de chaleur entrâıne une
contrôlabilité nulle pour toutes les valeurs du temps, et ce à partir de la contrôlabilité exacte de l’équation d’onde
pour un certain intervalle (certaines valeurs) du temps. Fernandez, Cara et Zuazua [9] ont également démontré
un estimateur d’observabilité, explicite dans le temps. Récemment, Miller [23,24] a montré la contrôlabilité
nulle pour un temps assez petit et dans des domaines non bornés. Ces problèmes de contrôlabilité et d’ob-
servabilité ont encore été étudiés par Lebeau [16], Fabre [8], Lasiecka et Tariggiani [15] et Burq [5], ainsi que
Machtyngier [22] et Phung [25] pour l’équation de Schrödinger, dans le cas où le contrôle agit sur une partie du
bord.

Dans ce travail, nous reprenons les estimations de Robbiano [28] pour donner un résultat quantitatif d’unicité.
Plus précisement, soit u la solution d’un problème hyperbolique dans un ouvert avec la dérivée normale nulle
au bord, et si u est nulle sur un ouvert du bord pendant un temps suffisamment grand, alors u est nulle et
nous prouvons une majoration des données de u par la trace de u en norme L2 restreinte à un ouvert du bord
pendant un temps suffisamment grand. Une estimation du même type que celle obtenue ici avec la norme de
la trace de u sur le bord dans H1 résulterait des travaux précédents sur le sujet. L’estimation naturelle pour
le problème de Neumann et avec la norme L2 de la trace de u sur le bord et ceci nous a conduit à prouver
une estimation de Carleman adaptée (voir Prop. 2.2.1). Cette majoration n’est pas linéaire comme dans le cas
traité par Bardos, Lebeau et Rauch [4], mais logarithmique. Ce type d’estimation a été donné par John [14]
dans le cadre analytique. Dans les cas où l’unicité se démontre par une inégalité de Carleman, Isakov [13] et
Bahouri [3] ont montré que nous obtenons ce que John appelle des inégalités de type Hölder. En reprenant les
mêmes idées, nous prouvons que les estimations de Robbiano [28] donnent des estimations logarithmiques des
données par la trace de u, puis nous donnons une estimation de la fonction de coût notée C(ε) de ce problème
du type C exp(C/ε2).

Ce type d’estimations logarithmiques a également été utilisé pour des problèmes paraboliques, Phung [26] a
donné la contrôlabilité approchée de l’equation de la chaleur avec un potentiel, et pour l’équation de Schrödinger,
Phung [25] a montré une estimation logarithmique en absence de contrôle géometrique. Duychaerts [6],
Zhang et Zuazua [37] et Duyckaerts, Zhang et Zuazua [7] utilisent ces estimations pour l’interaction des problèmes
d’ondes-chaleurs qui donne le taux de décroissance logarithmique lorsque l’équation de la chaleur ne satisfait
pas la condition de contrôle géometrique.

Remarques

– Probablement, il est possible d’avoir les mêmes résultats de ce travail quand nous abaissons la régularité
des coefficients du problème hyperbolique, cela nécessiterait de remplacer l’utilisation du calcul pseudo-
différentiel par d’autres outils, adaptés à des opérateurs à régularités limitées.

– Les résultats sur le contrôle pour l’équation des ondes ont été obtenus dans le cadre de la contrôlabilité
exacte, soit par des méthodes de multiplicateur, soit par des techniques microlocales (propagation d’onde
ou mesures microlocales) et sont équivalents à des estimations linéaires d’observabilité.
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Lebeau [17] a prouvé dans un cadre analytique des résultats très précis sur l’espace atteignable et ont
pour conséquence des estimations logarithmiques d’observabilité. Dans le cadre C∞, des techniques issues des
inégalites de Carleman, des estimations d’observabilité du même type peuvent être prouvées, mais avec des
puissances moins bonnes. La transition entre les deux phénomènes, qu’on pourrait un peu rapidement résumer
par les hautes fréquences pour la contrôlabilité exacte et par moyennes fréquences dans le deuxième cas, n’est
pas comprise.

Pour des systèmes couplés, des estimations d’observabilité polynomiales ont été prouvées, mais ce type de
phénomène semble plutôt lié au couplage qu’à la transition hautes-moyennes fréquences (voir les travaux de
Rauch, Zhang et Zuazua [27], Zhang et Zuazua [35,36]).

1. Hypothèses et résultats

Soit Ω un ouvert borné et connexe de R
n, de frontière ∂Ω de classe C∞, soit Γ une partie ouverte non vide

de ∂Ω, on note :
ΩT = (0, T ) × Ω et ΓT = (0, T )× Γ, T > 0.

Soit A (x,Dx) un opérateur elliptique de la forme suivante :

A (x,Dx) =
∑

1≤j,k≤n
Dj(aj,k (x)Dk) +

n∑
j=1

Djaj (x) + a0 (x) où Dj =
1
i

∂

∂xj
·

On suppose que (aj,k(x))1≤j,k≤n est une matrice symétrique définie positive et qu’il existe une constante posi-
tive C1 telle que, pour tout x ∈ Ω et tout ξ ∈ R

n, on ait :∑
1≤j,k≤n

aj,k (x) ξjξk ≥ C1 |ξ|2 ,

les fonctions aj,k, aj et a0 vérifiant :

aj,k ∈ C∞ (
Ω
)

pour 1 ≤ j, k ≤ n

aj ∈ L∞ (
Ω
)

pour j = 0, ..., n,

il existe donc une constante positive C2 telle que, pour tout x ∈ Ω et tout ξ ∈ R
n, on ait :

C2 |ξ|2 ≥
∑

1≤j,k≤n
aj,k (x) ξjξk.

On note B = ∂ηA = −∑
1≤j,k≤n aj,k (x) ηjDk la dérivée conormale extérieure à Ω où η(x) = (ηj(x))1≤j≤n est

la normale unitaire extérieure à Ω en x et C = ∂ηA −∑
1≤j≤n aj (x) ηj .

– On s’interesse ici au problème hyperbolique d’évolution avec contrôle du type Neumann sur la frontière du
problème.

On note
W0 = H1 (Ω) ⊕ L2 (Ω) ; W−1 = L2 (Ω) ⊕ (H1)

′
(Ω)

où (H1)
′
(Ω) est le dual de H1 (Ω). Les espaces W0 et W−1 sont en dualité par la forme bilinéaire suivante :

Si −→v = (v0, v1) ∈W−1,
−→u = (u0, u1) ∈ W0 alors (−→v ,−→u ) = (u0|v1)−(u1|v0) où (.|.) est soit le produit scalaire

dans L2 (Ω), soit la dualité entre H1 (Ω) et (H1)
′
(Ω) .
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Pour −→u = (u0, u1) ∈ W0 on note encore u (t, x) la solution appartenant à C0
(
R, H1 (Ω)

) ∩ C1
(
R, L2 (Ω)

)
1

du problème homogène direct : ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
[
D2
t −A (x,D)

]
u = 0 dans R × Ω

u|t=0 = u0 dans Ω
∂tu|t=0 = u1 dans Ω
Cu = 0 sur R × ∂Ω.

(1.0.1)

Par ailleurs, si Cφ = 0 sur ∂ Ω et suppφ|∂Ω ⊂ Γ (pour φ et ψ suffisamment régulières), on a :∫
Ω

[Aφψ − φA∗ψ] dx =
∫

Γ

φ∂ηAψ dσ. (1.0.2)

La formule (1.0.2) permet de prouver par la méthode de transposition (cf. [21]) que le problème rétrograde non
homogène suivant est bien posé.

Soit g ∈ L2(ΓT ), on peut alors résoudre :⎧⎪⎨⎪⎩
[
D2
t − A∗ (x,D)

]
v = 0 dans R × Ω

v|t=T = ∂tv|t=T = 0 dans Ω
Bv = g1ΓT sur R × ∂Ω

(1.0.3)

avec v ∈ C0
(
R, L2 (Ω)

) ∩C1
(
R, (H1 (Ω))‘

)
.

On définit ainsi S par :

S : L2(ΓT ) −→W−1

g �→ Sg = −→v = (v|t=0, ∂tv|t=0).

On pose F = Im(S) (tel que ‖−→v ‖F = inf{‖g‖L2(ΓT );Sg = −→v }), ceci nous permet de dire que si −→v ∈ F, il existe
g ∈ L2(ΓT ) tel que −→v = S(g), solution du problème d’évolution :⎧⎨⎩

[
D2
t −A (x,D)

]
v = 0 dans R × Ω

v(0, x) = v0, ∂tv(0, x) = v1 dans Ω
Bv = g1ΓT sur R × ∂Ω

(1.0.4)

qui est contrôlable par définition.

Les résultats principaux de ce papier sont :

Théorème 1.0.1. Il existe des constantes T > 0 et C > 0 telles que pour tout −→u ∈W0 on ait

‖−→u ‖W−1
≤ C ‖−→u ‖W0[

log

(
2 +

‖−→u ‖
W0‖u|ΓT ‖L2(ΓT )

)] 1
2
·

Théorème 1.0.2. Il existe une constante C > 0 telle que pour tout −→u ∈ W0, ‖−→u ‖W0 ≤ 1, pour tout ε > 0, il
existe −→y ∈ F et −→z ∈ W−1 tels que −→u = −→z + −→y avec ‖−→y ‖F ≤ Ce

C
ε2 , ‖−→z ‖W−1 ≤ ε.

1 Voir [21], page 286.
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Remarque 1.0.3.

1 – F dépend de T. Pour le Théorème 1.0.2, il s’agit du F défini avec le temps T du Théorème 1.0.1.
2 – On peut réécrire le Théorème 1.0.2 en utilisant les fonctions de coût.

On introduit la fonction de coût C (ε) de la manière suivante :

Posons C−→u (ε) = inf
{
‖−→y ‖F ; −→u = −→y + −→z , ‖−→z ‖W−1

≤ ε
}
,

la fonction de coût est alors définie par :

C (ε) = sup
{
C−→u (ε) ; −→u ∈W0, ‖−→u ‖W0

≤ 1
}
.

Corollaire 1.0.4. Il existe une constante C > 0, telle que

C (ε) ≤ Ce
C
ε2 pour tout ε > 0.

– On va commencer par prouver le Théorème 1.0.2 en supposant démontrer le Théorème 1.0.1.

Preuve du Théorème 1.0.2. D’abord on définit l’opérateur continu suivant :

K : W0 → L2(ΓT )
−→u �→ K−→u = u1ΓT ,

puis on rappelle le lien entre les deux opérateurs S et K ; pour cela on applique la formule (1.0.2) à Φ = u,
solution du problème (1.0.1) et Ψ = v solution du problème (1.0.3). On remplace Au par D2

t u et A∗v par D2
t v,

puis on intégre entre 0 et T, en effectuant une intégration par parties :

〈S (g) ,−→u 〉 =
∫ T

0

∫
Γ

K (−→u ) (x, t) g (x, t) dσ dt. (1.0.5)

On note Λ : W−1 −→ W0 l’opérateur tel que pour tout −→u ∈ W0 et −→v ∈ W−1, 〈−→u ,−→v 〉 = (Λ−→v ,−→u )W0
où (, )W0

est le produit scalaire de W0.
L’opérateur Λ est bien défini (d’après le théorème de représentation de Riesz).
On note B : W0 →W0 ; B = Λ ◦ S ◦K. En posant g = K−→u dans (1.0.5) on trouve :

(B−→u ,−→u )W0
=
∫ T

0

∫
Γ

|K (−→u ) |2dσ dt. (1.0.6)

Ce qui implique que l’opérateur B est borné, positif et autoadjoint.
On note Eλ le projecteur spectral associé à B, on a supp dEλ ⊂ [0, ‖K‖] et :

−→u =
∫ +∞

0

dEλ−→u et B−→u =
∫ +∞

0

λdEλ−→u .

On note Cn = Ce−
en

avec C assez grand qui sera choisi ultérieurement et

Gn
−→u =

∫
1(Cn+1,Cn)dEλ

−→u = ECn (−→u ) − ECn+1 (−→u )
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donc −→u =
∑

n≥0Gn
−→u si Ce−1 ≥ ‖K‖ ; de plus on a :

‖KGn−→u ‖2
L2(ΓT ) = (BGn−→u ,Gn−→u )W0

=
∫
λ1(Cn+1,Cn] (dEλGn

−→u ,Gn−→u )W0
,

on a clairement Cn+1 ‖Gn−→u ‖2
W0

≤ ‖KGn−→u ‖2
L2(ΓT ) ≤ Cn ‖Gn−→u ‖2

W0
.

Notons dn = 1
C een = C−1

n , on obtient

dn ‖KGn−→u ‖2
L2(ΓT ) ≤ ‖Gn−→u ‖2

W0
≤ dn+1 ‖KGn−→u ‖2

L2(ΓT ) . (1.0.7)

On note l’espace F
′
, dual de F qui est le complété de W0 pour la norme ‖K−→u ‖L2(ΓT ).

– Estimation de la norme de Gn−→u dans W−1.
Il découle du Théorème 1.0.1 :

‖Gn−→u ‖W−1
≤ C ‖Gn−→u ‖W0[

log

(
2 +

‖Gn−→u ‖
W0

‖KGn−→u ‖
L2(ΓT )

)] 1
2

de l’inégalité (1.0.7) on déduit,
‖Gn−→u ‖W−1

≤ Ce−
n
2 ‖Gn−→u ‖W0

. (1.0.8)

On munit W0 de la norme :
∑
n≥0 e−

n
2 ‖Gn−→u ‖W0

et on pose H son complété pour cette norme (on note ‖.‖H
la norme de cet espace).

On a, grâce à (1.0.8), la propriété : H ⊂W−1.

On munit également W0 de la norme :
∑
n≥0 e−

en+1
2 ‖Gn−→u ‖W0

et on pose I son complété pour cette norme
(on note ‖.‖I la norme de cet espace).

Grâce à (1.0.7), on a F ′ ⊂ I, on en déduit alors le diagramme suivant :

W0 ⊂H ⊂ F
′ ⊂ I

∩
W−1.

Par la dualité entre W0 et W−1, on obtient

I
′ ⊂ F ⊂H ′ ⊂W−1

∪
W0.

– La description de H
′
et de I

′
est obtenue comme suit :

On note Ẽλ l’opérateur dans W−1 déduit par dualité de Eλ, c’est-à-dire pour tout −→v ∈W−1 et −→u ∈W0 on a

〈−→v ,Eλ−→u 〉 =
〈
Ẽλ

−→v ,−→u
〉

(1.0.9)

et notant
G̃n =

∫
1(Cn+1,Cn)dẼλ,
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on a clairement, si k �= n,
〈
G̃n

−→v ,Gk−→u
〉

= 0.
Il est alors facile de vérifier que

H
′
=
{
−→v ∈W−1; sup

n≥0
e
n
2

∥∥∥G̃n−→v ∥∥∥
W−1

< +∞
}

et

I
′
=
{
−→v ∈W−1; sup

n≥0
e

en+1
2

∥∥∥G̃n−→v ∥∥∥
W−1

<∞
}
.

Soit −→u ∈W0, ‖−→u ‖W0
≤ 1, puisque W0 ⊂ H

′
alors∥∥∥G̃n−→u ∥∥∥
W−1

≤ Ce−
n
2 ‖−→u ‖W0

≤ Ce−
n
2 ; (1.0.10)

d’autre part on a −→u =
∑
n≥0

G̃n
−→u .

On note −→y =
N∑
n=0

G̃n
−→u et −→z =

+∞∑
n=N+1

G̃n
−→u , où N sera choisi plus loin.

En vertu de (1.0.10), on obtient (où les constantes C peuvent changer de ligne en ligne) :

sup
n≥0

e
en+1

2

∥∥∥G̃n−→y ∥∥∥
W−1

≤ sup
n≥0

N∑
n=0

Ce
en+1

2 .e−
en
2 ≤ CeCeN

et ‖−→z ‖W−1
≤

+∞∑
n=N+1

∥∥∥G̃n−→u ∥∥∥
W−1

≤
+∞∑

n=N+1

Ce−
n
2 ≤ Ce−

N+1
2 2.

Pour ε donné, soit N tel que Ce−
N
2 > ε ≥ Ce−

(N+1)
2 , il en résulte alors ‖−→z ‖W−1

≤ ε et ‖−→y ‖I′ ≤ Ce
C
ε2 , ce qui

prouve le Théorème 1.0.2 puisque I ′ ⊂ F . �

2. Inégalités d’interpolation et de Carleman

2.1. Inégalité d’interpolation

Soient s0 > 0, X = ] − s0, s0[ × Ω, ∂X = ] − s0, s0[ × ∂Ω et v ∈ C∞(X) la solution de{
Qv =

[
D2
s +A (x,Dx)

]
v = v0 sur X

Bv = v1 sur ∂X.
(2.1.1)

Soit Γ un ouvert non vide de ∂Ω, on note Γs0 = ] − s0, s0[ × Γ et Y = ] − s0
2 ,

s0
2 [ × Ω.

Théorème 2.1.1. Il existe C > 0 et µ ∈ ]0, 1[ tels que pour toute solution v de (2.1.1), on a

‖v‖H1(Y ) ≤ C(‖Qv‖L2(X) + ‖Bv‖L2(∂X) + ‖v|ΓS0
‖L2(∂X))µ(‖v‖H1(X))1−µ (2.1.2)

Remarque 2.1.2. Une inégalité de ce type a déjà été prouvée dans [18] pour une autre condition au bord. La
preuve du Théorème 2.1.1 repose sur les résultats de [18,19].

2 Car =
∑

n≥0 e−
n
2 est une série géométrique de raison e

− 1
2 .
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Proposition 2.1.3. Il existe C > 0, µ ∈ ]0, 1[, un ouvert U non vide de Ω et ε > 0 tels que pour tout v ∈ H2(X),
on ait, en posant U0 = ] − ε, ε[ × U , les inégalités d’interpolations

‖v‖L2(U0) ≤ C(‖Qv‖L2(X) + ‖Bv‖L2(∂X) + ‖v|ΓS0
‖L2(∂X))µ(‖v‖H1(X))1−µ (2.1.3)

‖v‖H1(Y ) ≤ C(‖Qv‖L2(X) + ‖Bv‖L2(∂X) + ‖v‖L2(U0))µ(‖v‖H1(X))1−µ. (2.1.4)

Preuve du Théorème 2.1.1.
– Si ‖v‖L2(U0) ≤ ‖Qv‖L2(X) + ‖Bv‖L2(∂X), alors (2.1.4) nous donne (2.1.2).

– Sinon (2.1.4) s’écrit ‖v‖H1(Y ) ≤ C
′‖v‖µL2(U0)‖v‖1−µ

H1(X) et en utilisant (2.1.3) on obtient

‖v‖H1(Y ) ≤ C
′
(‖Qv‖L2(X) + ‖Bv‖L2(∂X) + ‖v|Γs0‖L2(∂X))µ

2‖v‖1−µ2

H1(X)

ce qui implique (2.1.2). �

– Pour démontrer la Proposition 2.1.3, nous allons suivre essentiellement la méthode de Robbiano [29].

2.2. Inégalité de Carleman au bord

Soient x
′
= (x0, x

′′
), x = (x

′
, xn), R

n+1
+ = {(x′

, xn) ∈ R
n+1;xn ≥ 0} et K = {x ∈ R

n+1
+ ; |x| ≤ r0}. On note

C∞
K (Rn+1

+ ) l’espace des fonctions C∞ de R
n+1
+ à support dans K et pour f ∈ C∞

K (Rn+1
+ ), f0 = f |xn=0.

Soit
Q̃ = D2

xn +R(x,Dx′ ) (2.2.1)

avec Dxj = 1
i ∂xj , un opérateur différentiel du second ordre à coefficients C∞ au voisinage de K, on note r(x, ξ

′
)

le symbole principal de R et on suppose

r(x, ξ) ∈ R et ∃ c > 0, ∀(x, ξ
′
) ∈ K × R

n ; r(x, ξ) ≥ c|ξ′ |2. (2.2.2)

Soit ϕ(x) une fonction C∞ réelle définie au voisinage de K et γ un paramètre assez grand.
On note

qϕ(x, ξ) = (ξn + iγϕ
′
xn)

2 + r(x, ξ
′
+ iγϕ

′
x′ ) (2.2.3)

et on suppose que la fonction ϕ vérifie
∀x ∈ K ; ϕ

′
xn(x) �= 0 (2.2.4)

et l’hypothèse d’hypoellipticité de Hörmander

∀(x, ξ) ∈ K × R
n+1 ; qϕ(x, ξ) = 0 =⇒ {Reqϕ,

1
γ

Imqϕ}(x, ξ) > 0. (2.2.5)

On pose (f |g) =
∫

R
n+1
+

fg dx, ‖f‖2
0 = (f |f), (f0|g0)0 =

∫
Rn
f0g0 dx

′
, ‖f0‖2

0 = (f0|f0)0, ‖f‖2
1 = γ2‖f‖2

0 +∑n
j=0 ‖∂xjf‖2

0 et pour s ∈ R |f |s = ‖Λsf‖0, où Λs a pour symbole (γ2 + |ξ′ |2) s2 .
Proposition 2.2.1. Soit ϕ vérifiant (2.2.4) et (2.2.5). Il existe C > 0 et γ1 > 0 tels que pour tout γ ≥ γ1 et
tout f ∈ C∞

K (Rn+1
+ ), on ait

γ−2‖eγϕQ̃f‖2
0 + γ‖eγϕf0‖2

0 + γ−1‖eγϕ∂xnf |xn=0‖2
0 ≥ Cγ‖eγϕf‖2

0.

Remarque 2.2.2. Une estimation de ce type avec ‖eγϕf0‖2
1 à la place de ‖eγϕf0‖2

0 a fait l’objet du travail
de [18]. Pour le problème qui nous intéresse, nous devons obtenir une estimation avec f0 ∈ L2. C’est ce que
nous montrons dans la suite.
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Proposition 2.2.3. Soit ϕ vérifiant (2.2.5) et ∂xnϕ(x
′
, 0) > 0 pour tout (x

′
, 0) ∈ K. Alors il existe C > 0 et

γ1 > 0 tels que pour tout γ ≥ γ1 et tout f ∈ C∞
K (Rn+1

+ ), on ait

‖eγϕQ̃f‖2
0 + γ‖eγϕ∂xnf |xn=0‖2

0 ≥ Cγ(‖eγϕf‖2
1 + ‖eγϕf0‖2

1).

Proposition 2.2.4. Soit ϕ vérifiant (2.2.5) et ∂xnϕ(x
′
, 0) > 0 pour tout (x

′
, 0) ∈ K. Il existe C > 0 et γ1 > 0

tels que pour tout γ ≥ γ1 et tout f ∈ C∞
K (Rn+1

+ ), vérifiant f0 = f |xn=0 = 0 on ait

‖eγϕQf‖2
0 ≥ Cγ‖eγϕf‖2

1.

– Les trois propositions ci-dessus se démontrent classiquement en conjuguant Q par la fonction eγϕ ; plus
précisément posons

Qϕ = eγϕ ◦ Q̃ ◦ e−γϕ.

Proposition 2.2.5. Soit ϕ vérifiant (2.2.4) et (2.2.5). Il existe C > 0 et γ1 > 0 tels que pour tout γ ≥ γ1 et
tout h ∈ C∞

K (Rn+1
+ ), on ait

γ−2‖Qϕh‖2
0 + γ‖h|xn=0‖2

0 + γ−1‖∂xnh|xn=0‖2
0 ≥ Cγ‖h‖2

0.

Proposition 2.2.6. Soit ϕ vérifiant (2.2.5) et ∂xnϕ(x
′
, 0) > 0 pour tout (x

′
, 0) ∈ K. Alors il existe C > 0 et

γ1 > 0 tels que pour tout γ ≥ γ1 et tout h ∈ C∞
K (Rn+1

+ ), on ait

‖Qϕh‖2
0 + γ‖(∂xn − γϕ

′
xn)h|xn=0‖2

0 ≥ Cγ(‖h‖2
1 + ‖h|xn=0‖2

1).

Proposition 2.2.7. Soit ϕ vérifiant (2.2.5) et ∂xnϕ(x
′
, 0) > 0 pour tout (x

′
, 0) ∈ K. Il existe C > 0 et γ1 > 0

tels que pour tout γ ≥ γ1 et tout h ∈ C∞
K (Rn+1

+ ) vérifiant h0 = h|xn=0 = 0, on ait

‖Qϕh‖2
0 ≥ Cγ‖h‖2

1.

Remarque 2.2.8. Montrons tout d’abord que la condition (2.2.5) peut toujours être réalisée, quitte à changer
la fonction ϕ mais en gardant les même lignes de niveau ϕ = cste.

Soit ψ une fonction C∞ à support compact dont la dérivée ne s’annule jamais et g une fonction croissante,
on définit ϕ par ϕ(x) = g(ψ(x)), on a

qϕ(x, ξ) = q(x, ξ) − q(x, γϕ
′
x) + 2iq̃(x, ξ, γϕ

′
x)

où q(x, ξ) est la forme quadratique suivante :

q(x, ξ) =
∑

1≤j,k≤n
aj,k(x)ξjξk

et q̃(x, ξ, ζ) la forme bilinéaire symétrique associée à la forme quadratique q(x, ξ), on a{
Reqϕ,

Im
γ
qϕ

}
= ∂ξReqϕ∂x

Im
γ
qϕ − ∂ξ

Im
γ
qϕ∂xReqϕ

=
Im
γ

[∂ξq(x, ξ − iγϕ
′
x)∂xq(x, ξ + iγϕ

′
x)]

+t [∂ξq(x, ξ − iγϕ
′
x)](ϕ

′′
x)(∂ξq(x, ξ + iγϕ

′
x)).
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Si on remplace ϕ par ϕ = g(ψ) avec g strictement croissante, on obtient en notant ξ = g
′
(ψ)η :

{
Reqϕ,

Im
γ
qϕ

}
(x, ξ) = |g′

(ψ)|3
[{

Reqψ,
Im
γ
qψ

}
(x, η) +

g
′′
(ψ)

g′(ψ)
|ψ′

(x)∂ηq(x, η + iγψ
′
(x)|2

]

et

|ψ′
(x)∂ηq(x, η + iγψ

′
(x)|2 = 4[γ2|q(x, ψ′

)|2 + |q̃(x, η, ψ′
)|2],

on a

qϕ = 0 ⇐⇒ q(x, η + iγψ
′
) = 0.

– Si γ = 0, on déduit que q(x, ξ) = 0, ce qui n’est pas vrai car pour tout (x, ξ) ∈ K × R
n, q(x, ξ) ≥ C|ξ|2.

– Si γ �= 0, on a q̃(x, η, ψ
′
) = 0 donc |ψ′

(x)∂ηq(x, η + iγψ
′
(x)|2 = 4γ2|q(x, ψ′

)|2 > 0 ; prenons g(z) = eβz, on a
g
′′

(z)

g′ (z) = β, le terme {Reqψ, Im
γ qψ}(x, η) est borné par Cst(γ2 + η2) en prenant β assez grand, on réalise alors la

condition (2.2.5) pour ϕ = eβψ.

Preuves des Propositions 2.2.5, 2.2.6 et 2.2.7. Nous commençons par introduire des notations et rappeler quelques
formules.

On note Sj l’espace des symboles tangentiels a(x, ξ
′
, γ), C∞ en x au voisinage de K, ξ

′ ∈ R
n définis pour

γ > 0 et vérifiant :

∀α, β, ∃ Cα,β , ∀x, ξ′
, γ, |∂αx ∂βξ′a| ≤ Cα,β(γ + |ξ′ |)j−|β|. (2.2.6)

On notera Ej l’espace des opérateurs pseudo-différentiels tangentiels A = op(a), a ∈ Sj , définis par :

(A)(f)(x) = (2π)−n
∫

ei(x
′−y′ )ξ′a(x, ξ

′
, γ)f(y

′
, xn) dy

′
dξ

′
. (2.2.7)

Nous utiliserons l’inégalité de Gärding suivante (déduite de l’inégalité usuelle) : Soit A ∈ Ej , s’il existe un c0 > 0
tel que σ(A)(x, ξ

′
, γ) ≥ c0(γ2 + |ξ′ |2), pour tout (x, ξ

′
) ∈ K × R

n, alors

∃ C1 > 0, γ1 > 0, ∀f ∈ C∞
K (Rn+1

+ ), ∀γ ≥ γ1 ; Re(Af |f) ≥ C1|f |21. (2.2.8)

Enfin, on note Dj le sous-espace de Ej constitué des A = op(a) où a(x, ξ
′
, γ) est polynomial en ξ

′
, γ de degré j.

On a, avec Q̃2 =
Qϕ+Q∗

ϕ

2 , Q̃1 =
Qϕ−Q∗

ϕ

2iγ{
Qϕ = Q̃2 + iγQ̃1

Q̃2 = D2
n +Q2, Q̃1 = Dnϕ

′
xn + ϕ

′
xnDn + 2Q1

(2.2.9)

où Q1 ∈ D1, Q2 ∈ D2 ont pour symbole principal{
q2 = σ(Q2) = −γ2(ϕ

′
xn)2 + r(x, ξ

′
) − r(x, γϕ

′
x′ )

q1 = σ(Q1) = r̃(x, ξ
′
, ϕ

′
x′ )

(2.2.10)

où on a noté r̃(x, ξ
′
, η

′
) la forme bilinéaire symétrique en ξ

′
, η

′
associée à la forme quadratique réelle r(x, ξ

′
).
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Pour f, g ∈ C∞
K (Rn+1

+ ), on posera (f0|g0)0 =
∫

Rn
f0g0 dx

′
, les formules d’intégration par parties s’écrivent,

les opérateurs Q̃k, k = 1, 2 étant auto-adjoints par construction3,{
(f |Q̃2g) = (Q̃2f |g) − iγ[(f |Dng)0 + (Dnf |g)0]
(f |Q̃1g) = (Q̃1f |g) − 2iγ(ϕ

′
xnf |g)0

(2.2.11)

‖Qϕg‖2
0 = ‖Q̃2g‖2

0 + γ2‖Q̃1g‖2
0 + iγ[(Q̃1g|Q̃2g) − (Q̃2g|Q̃1g)] (2.2.12)

d’où, en utilisant (2.2.9), (2.2.10) et (2.2.11), (2.2.12), devient :{
‖Qϕg‖2

0 = ‖Q̃2g‖2
0 + γ2‖Q̃1g‖2

0 + iγ([Q̃2, Q̃1]g|g) + γβ(g)

β(g) = (Q̃1g|Dng)0 + ((DnQ̃1 − 2ϕ
′
xnQ̃2)g|g)0.

(2.2.13)

Par ailleurs on a i[Q̃2, Q̃1] ∈ (D2 + D1Dn + D0D2
n) et puisque ϕ

′
xn(x) �= 0 pour x ∈ K, Dn − 1

2ϕ′
xn

Q̃1 ∈ D1 et

D2
n − Q̃2 ∈ D2 d’où

i[Q̃2, Q̃1] = B0Q̃2 +B1Q̃1 +B2 ; Bj ∈ Dj . (2.2.14)

– On rappelle que Λk = (γ2 +D2
x′ )

k
2 ; Λk ∈ Ek.

Lemme 2.2.9. Il existe une constante c > 0 telle que pour tout Rk dans Ek et g ∈ C∞
k (Rn+1

+ ) on ait :

‖D2
nR

kg‖2
0 ≤ c‖D2

nΛ
kg‖2

0 + c‖DnΛkg‖2
0 + c‖Λkg‖2

0.

Lemme 2.2.10. Soit ϕ vérifiant (2.2.4) et (2.2.5). Il existe C > 0, γ1 > 0 tels que pour tout γ ≥ γ1 et
g ∈ C∞

k (Rn+1
+ ) on ait :

‖Qϕg‖2
0 + γ|g|xn=0|21 + γ|∂xng|xn=0|20 ≥ Cγ‖g‖2

1 + γ‖D2
nΛ

−1g‖2
0. (2.2.15)

Remarque 2.2.11. Le Lemme 2.2.10 est classique sans le second terme à droite (γ‖D2
nΛ

−1g‖2
0). L’essentiel de

la preuve consiste à prouver qu’on peut aussi majorer ce terme.

Preuve de la Proposition 2.2.5. Soit χ ∈ C∞
K (Rn+1

+ ) une fonction de troncature, χ = 1 sur le support de h et
g = χΛ−1h ∈ C∞

K (Rn+1
+ ). En appliquant Qϕ à g on obtient

Qϕg = Λ−1χQϕh+ [χ,Λ−1]Qϕh+ [Qϕ,Λ−1]χh

− [χ,Λ−1]D2
nh+ Λ−1[Qϕ, χ]h+D2

n[χ,Λ
−1]h+ Th (2.2.16)

où

T = − [(γϕ
′
xn)2, [χ,Λ−1]] + [(R(x,Dx′ ), [χ,Λ−1]] − [(R(x, γϕ

′

x′ ), [χ,Λ−1]]

+ [(2ϕ
′
xnDn, [χ,Λ−1]] − [ϕ

′′
xn , [χ,Λ

−1]] + [R̃(x,Dx′ , γϕ
′
x′ ), [χ,Λ−1]].

En utilisant (2.2.16) et le Lemme 2.2.9, on a

‖Qϕg‖2
0 ≤ cγ−2‖Qϕh‖2

0 +
c

γ2
‖h‖2

0 + ‖D2
nΛ

−2h‖2
0 + ‖DnΛ−2h‖2

0 (2.2.17)

3 Q̃∗
k ; k = 1, 2 représente l’adjoint formel.
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comme

∂xjg = Λ−1χ
′
xjh+ [χ

′
xj ,Λ

−1]h+ Λ−1χ∂xjh

= χ
′
xjΛ

−1h+ χΛ−1∂xjh

d’où
γ|g|xn=0|21 ≤ cγ‖h|xn=0‖2

0 (2.2.18)

et
γ‖∂xng|xn=0‖2

0 ≤ γ−1‖∂xnh|xn=0‖2
0. (2.2.19)

Comme ‖g‖2
1 = ‖Λg‖2

0 + ‖∂xng‖2
0, on écrit Λg = χh+Λ[χ,Λ−1]h, ceci implique que h = Λg−Λ[χ,Λ−1]hΛΛ−1h,

on a alors
‖h‖0 ≤ c‖Λg‖0 + c‖Λ−1h‖0

et
‖Λg‖0 ≥ c‖h‖0 − c

γ
‖h‖0

c’est-à-dire, si γ assez grand,
‖Λg‖2

0 ≥ c‖h‖2
0. (2.2.20)

Par ailleurs, on a d’une part ∂xng = χ
′
xnΛ

−1h+ χ∂xnΛ
−1h d’où

‖χ∂xnΛ−1h‖2
0 ≤ c‖∂xng‖2

0 +
1
γ2

‖h‖2
0

c’est-à-dire

‖∂xng‖2
0 ≥ c‖DnΛ−1h‖2

0 −
1
γ2

‖h‖2
0 + ‖χ∂xnΛ−1h‖2

0, (2.2.21)

et d’autre part

γ‖D2
nΛ

−1g‖2
0 = γ‖D2

nΛ
−1χΛ−1h‖2

0

≥ γ‖D2
nΛ

−2χh‖2
0 − γ‖D2

nΛ
−1[χ,Λ−1]h‖2

0·

D’après le Lemme 2.2.9 on obtient :

γ‖D2
nΛ

−1g‖2
0 ≥ γ‖D2

nΛ
−2h‖2

0 − Cγ−1‖D2
nΛ

−2h‖2
0

− Cγ−3‖DnΛ−1h‖2
0 − Cγ−5‖h‖2

0. (2.2.22)

En utilisant le Lemme 2.2.10 et (2.2.16)–(2.2.22), on obtient le résultat. �

Preuve de la Proposition 2.2.6. La Proposition 2.2.6 est un cas particulier de la Proposition 2, p. 247, de [19]. �

Lemme 2.2.12. Il existe C > 0, γ0 > 0 tels que pour tout γ ≥ γ0 et g ∈ C∞
k (Rn+1

+ ) on ait

γ‖D2
nΛ

−1g‖2
0 ≤ C‖Q̃2g‖2

0 + Cγ‖g‖2
1.

Lemme 2.2.13. Il existe C1 > 0 (grand) et c0 > 0 tels que pour tout (x, ξ
′
) ∈ K × R

n on ait

C1

γ2 + |ξ′ |2 [q21 + (ϕ
′
xn)2q2]2 + σ(B2) ≥ c0(γ2 + |ξ′ |2).
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Lemme 2.2.14. Il existe C1 > 0, γ1 > 0, F0 ∈ E0 et F1 ∈ D1 tels que pour tout γ ≥ γ1 et g ∈ C∞
k (Rn+1

+ )
on ait

‖Qϕg‖2
0 ≥ C1γ‖g‖2

1 + γ‖D2
nΛ

−1g‖2
0 + Re[γβ(g) + γ(Dng + F1|F0g)0].

Preuve de la Proposition 2.2.7. Si g = eγϕh, on a h0 = 0 et l’inégalité de la Proposition 2.2.7 résulte du
Lemme 2.2.14 puisque le terme de bord dans l’inégalité du Lemme 2.2.14 vaut alors 2

∫
Rn
ϕ

′
xn |Dng|20 ≥ 0 grâce

à l’hypothèse ϕ
′
xn(x

′
, 0) > 0, ∀(x

′
, 0) ∈ K et (2.2.13). �

Preuve du Lemme 2.2.9. On a

D2
nR

kg = D2
nR

kΛ−kΛkg

= Dn(RkDnΛ−kΛkg) +Dn([Dn, R
k]Λ−kΛk)g

= RkD2
nΛ

−kΛkg + [Dn, R
k]DnΛ−kΛkg + [Dn, R

k]DnΛ−kΛk)g

+ [Dn, [Dn, R
k]]Λ−kΛkg.

Puisque D2
nΛ

−k = Λ−kD2
n, on a alors

D2
nR

kg = RkΛ−kD2
nΛ

kg + [Dn, R
k]Λ−kDnΛkg + [Dn, R

k]Λ−kDnΛkg

+ [Dn, [Dn, R
k]]Λ−kΛkg

et comme on a RkΛ−k, [Dn, R
k]Λ−k, et [Dn, [Dn, R

k]]Λ−k sont dans E0 (car Rk ∈ Ek, ceci implique [Dn, R
k] ∈

Ek), donc bornés sur L2 d’où le résultat. �

Preuve du Lemme 2.2.10. La preuve du Lemme 2.2.10 résulte du Lemme 2.2.14. �

Preuve du Lemme 2.2.12. On a d’après (2.2.9) et (2.2.10)

‖D2
nΛ

−1g‖2
0 = (D2

nΛ
−1g|D2

nΛ
−1g)

= (D2
nΛ

−1g|Q̃2Λ−1g −Q2Λ−1g)

= (D2
nΛ

−1g|Q̃2Λ−1g) + (D2
nΛ

−1g|(γϕ′
xn)

2Λ−1g)

− (D2
nΛ

−1g|RΛ−1g) + (D2
nΛ−1g|R(x, γϕ

′

x′ )Λ−1g)
= t1 + t2 + t3 + t4.

On va majorer les termes tj , j = 1, ..., 4 en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz

|t1| = |(D2
nΛ−1g|Q̃2Λ−1g)| ≤ Cε‖D2

nΛ
−1g‖2

0 +
C

ε
‖Q̃2Λ−1g‖2

0.

Comme
Q̃2Λ−1g = Λ−1Q̃2g − [(γϕ

′
xn)

2,Λ−1]g − [R(x, γϕ
′
xn),Λ

−1]g + [R(x,Dx′ ),Λ−1]g

et [(γϕ
′
xn)2,Λ−1], [R(x, γϕ

′
x′ ),Λ−1] et [R(x,Dx′ ),Λ−1] sont dans E0 alors

|t1| ≤ Cε‖D2
nΛ

−1g‖2
0 +

C

ε
γ−2‖Q̃2g‖2

0 +
C

ε
‖g‖2

0, (2.2.23)

| − t3| = | − (D2
nΛ

−1g|R(x,Dx′ )Λ−1g)| ≤ Cε‖D2
nΛ

−1g‖2
0 + C

ε ‖R(x,Dx′ )Λ−1g‖2
0 ; comme R(x,Dx′ )Λ−1 ∈ E1

alors
| − t3| ≤ Cε‖D2

nΛ
−1g‖2

0 +
C

ε
‖g‖2

1. (2.2.24)
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De même, les termes |t2| et |t4| sont majorés par les termes suivants :

Cε‖D2
nΛ

−1g‖2
0 +

C

ε
|g|21. (2.2.25)

D’après (2.2.23)–(2.2.25), on a en prenant ε assez petit

‖D2
nΛ

−1g‖2
0 ≤ C(ε)γ−2‖Q̃2g‖2

0 + C(ε)|g|21,

on multiplie cette dernière inégalité par γ, on obtient le résultat. �

Preuve du Lemme 2.2.13. On a qϕ(x, ξ) = ξ2n + q2 + 2iγ(ξnϕ
′
xn + q1) et l’hypothèse (2.2.5) nous permet de dire

que
∀(x, ξ) ∈ K ×Rn+1, {ξ2n + q2 = 0 et ξnϕ

′
xn + q1 = 0} ⇒ {ξ2n + q2, ξnϕ

′
xn + q1} > 0. (2.2.26)

D’après (2.2.14) on a

{ξ2n + q2, ξnϕ
′
xn + q1} = σ(B0)(ξ2n + q2) + σ(B1)(ξnϕ

′
xn + q1) + σ(B2). (2.2.27)

Montrons que
∀(x, ξ

′
) ∈ K × R

n, q21 + (ϕ
′
xn)2q2 = 0 ⇒ σ(B2) > 0. (2.2.28)

En effet, si q21 + (ϕ
′
xn)2q2 = 0, posons ξn = − q1

ϕ′
xn

∈ R, on a ξnϕ
′
xn + q1 = 0 et ξ2n + q2 = 0, (2.2.26) et (2.2.27)

entrâınent σ(B2) > 0 :
Montrons tout d’abord que pour tout x ∈ K et Γ2 + Ξ2 = 1, on a

[C1(q21 + (ϕ
′
xn)2q2)2 + σ(B2)]|(x,Γ,Ξ) ≥ c0. (2.2.29)

Par l’absurde, il existe (xk,Γk,Ξk)k∈N ; xk ∈ K, Γ2
k + Ξ2

k = 1 tels que

[Ck(q21 + (ϕ‘
xn)2q2)2 + σ(B2)]|(xk,Γk ,Ξk) ≤

1
Ck

(2.2.30)

et on peut supposer, quitte à extraire une sous-suite xk → x, Γk → Γ, Ξk → Ξ et Ck → +∞ lorsque k →
+∞ en divisant (2.2.30) par Ck et faisant tendre k vers +∞, qu’on a alors (q21 + (ϕ‘

xn)2q2)2|(x,Γ,Ξ) ≤ 0 d’où
(q21 + (ϕ‘

xn)2q2)2|(x,Γ,Ξ) = 0, on déduit de (2.2.28)

σ(B2)|(x,Γ,Ξ) > 0. (2.2.31)

D’autre part, de (2.2.30) on a σ(B2)|(xk,Γk ,Ξk) ≤ 1
Ck

en faisant tendre k → +∞, on a σ(B2)|(x,Γ,Ξ) ≤ 0 en
contradiction avec (2.2.31), d’où (2.2.29). On obtient le lemme par homogénéité en posant Γ = γ

(γ2+|ξ′ |2) 1
2

et

Ξ = ξ
′

(γ2+|ξ′ |2) 1
2
· �

Preuve du Lemme 2.2.14. D’après (2.2.13) et (2.2.14) on a

‖Qϕg‖2
0 − Re(γβ(g)) = ‖Q̃2g‖2

0 + γ2‖Q̃1g‖2
0 + γ(B2g|g) + γ(B0Q̃2g +B1Q̃1g|g) (2.2.32)

et l’inégalité de Cauchy-Schwartz nous donne :

|γ(B0Q̃2g|g)| ≤ ε.C‖Q̃2g‖2
0 + C

γ2

ε
‖g‖2

0
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et
|γ(B1Q̃1g|g)| = |(√γQ̃1g|√γB∗

1g) ≤ C
γ

ε
‖Q̃1g‖2

0 + Cγ.ε|g|21
d’où

|γ(B0Q̃2g +B1Q̃1g|g)| ≤ ε.C‖Q̃2g‖2
0 +

C

ε
γ‖Q̃1g‖2

0 + Cγ.ε|g|21 +
C

ε
γ2‖g‖2

0· (2.2.33)

Par ailleurs, d’après l’inégalité de Gärding et le Lemme 2.2.13, il existe C1 > 0, γ1 > 0 tels que pour tout
γ ≥ γ1, g ∈ C∞

K (Rn+1
+ ) on ait :

Reγ(B2g|g) ≥ C1γ|g|21 − γRe((Q2
1 + (ϕ

′
xn)2Q2)g|F0g) (2.2.34)

où F0 ∈ E0 a pour symbole principal :

σ(F0) =
C1

γ2 + |ξ′ |2 (q21 + (ϕ
′
xn)2q2).

D’autre part, on a d’après (2.2.9)

Dn =
Q̃1

2ϕ′
xn

− 1
ϕ′
xn

Q1 − 1
2iϕ′

xn

ϕ
′′
xn

d’où
‖Dng‖0 ≤ c‖Q̃1g‖0 + c‖Q1g‖0 + c‖g‖0

or
‖g‖1 � ‖Dng‖0 + |g|1.

On en déduit alors
‖g‖1 ≤ c(‖Q̃1g‖0 + |g|1). (2.2.35)

On a également

Q1 =
1
2
(Q̃1 − [Dn, ϕ

′
xn ]) − ϕ

′
xnDn

d’où

Q2
1 + (ϕ

′
xn)2Q2 = (ϕ

′
xnDn − 1

2
(Q̃1 − [Dn, ϕ

′
xn ])ϕ

′
xnDn +

Q1

2
(Q̃1 − [Dn, ϕ

′
xn ])

+ (ϕ
′
xn)2[Q̃2 −D2

n]

= (ϕ
′
xn)2D2

n +
1
i
ϕ

′′
xnϕ

′
xnDn − 1

2
Q̃1ϕ

′
xnDn +

1
2
[Dn, ϕ

′
xn ]ϕ

′
xnDn

+
1
2
Q1Q̃1 − 1

2
Q1[Dn, ϕ

′
xn ] + (ϕ

′
xn)2Q̃2 − (ϕ

′
xn)2D2

n.

Ceci nous permet de dire que :

Q2
1 + (ϕ

′
xn)2Q2 = (ϕ

′
xn)2Q̃2 − 1

2
Dnϕ

′
xnQ̃1 + C1Q̃1 + C0Dn + C̃1

où Cj , C̃j ∈ Dj . On a

Re((Q2
1 + (ϕ

′
xn)2Q2)g|F0g) = Re{(ϕ′

xn)2Q̃2)g|F0g) +
(

1
2i
ϕ

′
xnQ̃1g|F0g

)
0

+
(

1
2
ϕ

′
xnQ̃1|F0Dng

)
+ (C1Q̃1g|F0g)

+ (C0Dng|F0g) + (C̃1g|F0g)}.
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On va majorer chaque terme

|((ϕ′
xn)2Q̃2)g|F0g)| ≤ cε

γ
‖Q̃2g‖2

0 +
Cγ

ε
‖g‖2

0 (2.2.36)

|(C1Q̃1g|F0g)| ≤ cεγ‖Q̃1g‖2
0 +

C

εγ
|g|21 (2.2.37)

|(C0Dng|F0g)| ≤ cε

γ
‖Dng‖2

0 +
Cγ

ε
‖g‖2

0 (2.2.38)

|(C̃1g|F0g)}| ≤ cε

γ
|g|21 +

Cγ

ε
‖g‖2

0 (2.2.39)

|(ϕ′
xnQ̃1|F0Dng)| ≤ cεγ‖Q̃1g‖2

0 +
C

εγ
‖Dng‖2

0. (2.2.40)

D’après (2.2.36)–(2.2.40) on déduit que :

Re((Q2
1 + (ϕ

′
xn)2Q2)g|F0g) ≤ Re(

1
2i
ϕ

′
xnQ̃1g|F0g)0 + cst

(
ε

γ
‖Q̃2g‖2

0

+ εγ‖Q̃1g‖2
0

)
+
C

εγ
‖g‖2

1 (2.2.41)

d’où

− γRe((Q2
1 + (ϕ

′
xn)2Q2)g|F0g) ≥ Re(

1
2i
ϕ

′
xnQ̃1g|F0g)0

− cst(ε‖Q̃2g‖2
0 + εγ2‖Q̃1g‖2

0 +
1
ε
‖g‖2

1).

En utilisant (2.2.32)–(2.2.34) et (2.2.41), on trouve, si γ � 1
ε ,

‖Qϕg‖2
L2 − Re(γβ(g)) ≥ C1γ‖g‖2

1 + cγ‖g‖2
1 +

1
2
‖Q̃2g‖2

0

+ Reγ(Dng + F1g|F0g)0

où F1 ∈ D1 et F0 ∈ E0 ; grâce au Lemme 2.2.12 on déduit le résultat. �

2.3. Inégalité d’interpolation locale

Le but de ce paragraphe est de prouver les inégalités d’interpolation (2.1.3) et (2.1.4). Cela va se décomposer
en plusieurs étapes. On va d’abord prouver comme conséquence directe des inégalités de Carleman, des inégalités
de type (2.1.3) et (2.1.4) sur des domaines assez petits. Il s’agit ensuite de propager ces inégalités de proche
en proche. Pour cela, on va introduire un lemme de récurrence adapté à notre situation. Enfin on fera les
constructions géométriques permettant de prouver (2.1.3) et (2.1.4).

Nous noterons B+(0, r) = {x ∈ R
n, |x| ≤ r, xn > 0}.

Lemme 2.3.1. Il existe µ ∈ ]0, 1[ et C > 0 tels que, pour tout v ∈ C∞(Rn+1
+ ), on ait

‖v‖L2(B+(0,r)) ≤ C[‖Q̃v‖L2(B+(0,5r)) + ‖v‖L2(B+(0,5r)∩{xn=0})
+ ‖∂nv‖L2(B+(0,5r)∩{xn=0})]µ(‖v‖H1(B+(0,5r))1−µ. (2.3.1)
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Preuve. On pose r1 = r
5 , r

′
1 = 2r

5 , r2 = 3r
5 < r, r

′
2 = 5r

2 , r3 = 3r, r
′
3 = 4r de sorte que r1 < r

′
1 < r2 < r

′
2 < r3 <

r
′
3 et soit ψ(s, x) = s2 + |x′ |2 + |xn + r|2. On pose

V = {(s, x) ∈ X ; r21 < ψ(s, x) < (r
′
3)

2}
Vj = {(s, x) ∈ X ; r2j < ψ(s, x) < (r

′
j)

2}.

En vertu de la Proposition 2.2.1 (en divisant l’inégalité de cette proposition par γ), on a pour γ > γ1, f ∈
C∞
V

(Rn+1
+ )

C‖eγe−βψ(s,x)
f‖L2(V ) ≤ ‖eγe−βψ(s,x)

Q̃f‖L2(V )

+ ‖eγe−βψ(s,x)
f |xn=0‖L2(∂V ∩{xn=0}) + ‖eγe−βψ(s,x)

∂nf‖L2(∂V ∩{xn=0}). (2.3.2)

Introduisons la fonction de troncature χ̃ de θ définie par

χ̃ (θ) =
{

1; 4
25r

2 ≤ θ ≤ 9r2

0; θ ≤ r2

25 ou θ ≥ 16r2,

et considérons χ ∈ C∞
V

(Rn+1) definie par χ(s, x) = χ̃(ψ(s, x)), on prend f = χv et de (2.3.2), on obtient en
écrivant

Q̃f = χQ̃v + [Q̃, χ]v

([Q̃, χ] est un opérateur différentiel d’ordre 1 supporté sur V1 ∪ V3), B+(0, r) ⊂ V2 et V ∩ R
n+1
+ ⊂ B+(0, 5r)

Ceγe−βr
′
2‖v‖L2(B+(0,r)) ≤ eγe−βr2 [‖Q̃v‖L2(B+(0,5r)) + ‖v‖L2(B+(0,5r)∩{xn=0})

+ ‖∂nv‖L2(B+(0,5r)∩{xn=0})] + eγe−βr3‖v‖H1(B+(0,5r)).

On pose C1 = e−βr
′
2 − e−βr3 > 0 et C2 = e−βr2 − e−βr

′
2 > 0, on obtient

‖v‖L2(B+(0,r)) ≤ C(eγC2 [‖Q̃v‖L2(B+(0,5r)) + ‖v‖L2(B+(0,5r)∩{xn=0})

+ ‖∂nv‖L2(B+(0,5r)∩{xn=0})] + e−γC1‖v‖H1(B+(0,5r))).

On optimise en γ (comme dans [28]), on a alors

‖v‖L2(B+(0,r)) ≤ C(‖Q̃v‖L2(B+(0,5r)) + ‖v‖L2(B+(0,5r)∩{xn=0})

+ ‖∂nv‖L2(B+(0,5r)∩{xn=0}))
C1

C1+C2 (‖v‖H1(B+(0,5r)))
C2

C1+C2 .

En posant µ = C1
C1+C2

on obtient le résultat. �

Lemme 2.3.2. Il existe µ0 ∈ ]0, 1[ et C > 0 tels que, pour tout µ ∈ ]0, µ0] et tout v ∈ C∞(Rn+1
+ ), on ait

‖v‖H1(U0) ≤ C[‖Qv‖L2(X) + ‖v|Γs0‖L2(∂X) + ‖Bv‖L2(∂X)]µ(‖v‖H1(X))1−µ (2.3.3)

où U0, X ont été définis à la Section 2.1.

Preuve. Soit (s1, x1) ∈ Γs0 , il existe alors un voisinage de (s1, x1) noté U et un difféomorphisme noté G défini
de U ∩X vers V(0,0) ∩ {xn ≥ 0} tels que G((s1, x1)) = (0, 0) et B((s1, x1), r

′
) ∩X ⊂ G−1(B(0, r) ∩ {xn ≥ 0}),
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avec r
′

assez petit, Q̃ (resp. ∂n) se transforme par G en Q (resp. B) et en utilisant (2.3.1) et le fait que G
transforme les normes en normes équivalentes, on a

‖v‖L2(B+((s1,x1),r
′)) ≤ C(‖Qv‖L2(X) + ‖v|Γs0‖L2(∂X) + ‖Bv‖L2(∂X))µ.(‖v‖H1(X))1−µ. (2.3.4)

Pour terminer la preuve de l’inégalité (2.3.3), on va rappeler le résultat suivant (dû à l’ellipticité de l’opérateur Q) ;
soit U0 = B((s2, x2), r

′′
) ⊂ B((s1, x1), r

′
) ; U0 dans l’intérieur de X .

Lemme 2.3.3. Il existe C > 0 tel que, pour tout v, on ait

‖v‖H1(U0) ≤ C(‖v‖L2(B((s1,x1),r
′)) + ‖Qv‖L2(B((s1,x1),r

′))). (2.3.5)

À partir des inégalités (2.3.4) et (2.3.5,) on a le Lemme 2.3.2, ceci démontre l’inégalité (2.1.3). �
Lemme 2.3.4 (de récurrence). Soient ν ∈ ]0, 1[ et αk > 0 vérifiant pour tout k ≥ 0, αk ≤ F 1−ν(αk−1 +E)ν et
αk ≤ F où E > 0, F > 0. Alors pour µ ∈ ]0, νN [ ; N > 0, on a

αN ≤ 2
1

1−ν F 1−µ(α0 + E)µ.

Preuve.
– Si F ≤ α0 + E, le résultat est immédiat.
– Si α0 + E ≤ F , en particulier E ≤ F , on a αk ≤ F 1−ν(αk−1 + E)ν qui implique

αk
F

≤
(
αk−1 + E

F

)ν
(2.3.6)

et
E

F
≤
(
E

F

)ν
≤
(
αk−1 + E

F

)ν
· (2.3.7)

De (2.3.6) et (2.3.7) on obtient αk+E
F ≤ (2αk−1+E

F )ν , ceci implique par itération

αN ≤ 2
1

1−ν F 1−νN (α0 + E)ν
N

; (2.3.8)

comme α0 + E ≤ F , (2.3.8) implique le lemme pour µ ≤ νN .

– Estimation sur Xδ.
On note Xδ = [− s0

2 ,
s0
2 ] × Ωδ, où δ est fixé et Ωδ = {x ∈ Ω; d(x, ∂Ω) ≥ δ}. Soit r assez petit (r � δ et

r � s0), on recouvre Xδ par un nombre fini de boules de rayon r et de centre yj = (sj , xj), j = 0, N avec
B(y0, r) ⊂ U ⊂ Xδ.

Pour tout k = 1, N on peut construire une suite j0, ...., jl telle que j0 = 0, jl = k et

B(xjl+1 , r) ⊂ B(xjl , 3r) pour l = 0, k − 1 avec yjl = (sjl , xjl). (2.3.9)

Soit ψ(s, x) = |s− sj |2 + |x− xj |2, en vertu de la Proposition 2.2.4, on a pour γ > γ1, f ∈ C∞
V

(Rn+1
+ )

C‖eγe−βψ(s,x)
f‖H1(V ) ≤ ‖eγe−βψ(s,x)

Qf‖L2(V ). (2.3.10)

On pose r1 = r
4 , r

′
1 = r

2 , r2 = 3r
4 < r, r

′
2 = 7r

2 , r3 = 4r, r
′
3 = 5r.

Introduisons la fonction de troncature χ̃ de θ définie par

χ̃ (θ) =

{
1; r2

4 ≤ θ ≤ 16r2

0; θ ≤ r2

16 ou θ ≥ 25r2,



336 L. OUKSEL

et considérons χ ∈ C∞
V

(Rn+1) définie par χ(y) = χ̃(ψ(y)), on prend f = χv et de (2.3.10) on obtient en écrivant

Q̃f = χQ̃v + [Q̃, χ]v

([Q̃, χ] est un opérateur différentiel d’ordre 1 supporté sur V1 ∪ V3)

Ceγe−βr
′
2‖v‖H1(V2) ≤ eγe−βr1 [‖Qv‖L2(V ) + ‖v‖H1(V1)] + eγe−βr3‖v‖H1(V ).

On pose C1 = e−βr
′
2 − e−βr3 > 0 et C2 = e−βr1 − e−βr

′
2 > 0, on obtient

‖v‖H1(V2) ≤ C[eγC2(‖Qv‖L2(V ) + ‖v‖H1(V1)) + eγC1‖v‖H1(V )].

On optimise en γ (comme dans [28]), on a alors

‖v‖H1(V2) ≤ C(‖Qv‖L2(V ) + ‖v‖H1(V1))
µ(‖v‖H1(V ))1−µ (2.3.11)

avec µ ≤ µ0 = C1
C1+C2

.
Par ailleurs on a V1 ⊂ B(yj , r) et B(yj , 3r) ⊂ V2 ∪B(yj , r), alors (2.3.11) devient

‖v‖H1(B(yjl ,3r))
≤ C(‖Qv‖L2(V ) + ‖v‖H1(B(yjl ,r))

)µ(‖v‖H1(V ))1−µ. (2.3.12)

En vertu de (2.3.9), (2.3.12) on a

‖v‖H1(B(yjl+1 ,r))
≤ C(‖Qv‖L2(X) + ‖v‖H1(B(yjl ,r))

)µ(‖v‖H1(X))1−µ. (2.3.13)

On applique le lemme de récurrence à (2.3.13) avec αl = ‖v‖H1(B(xjl ,r))
, E = ‖Qv‖L2(X) et F = C

1
1−µ ‖v‖H1(X),

on a alors

‖v‖H1(B(yk,r)) ≤ C(‖Qv‖L2(X) + ‖v‖H1(B(y0,r)))
µ
′
(‖v‖H1(X)1−µ

′
.

En recollant les inégalité obtenues, on obtient pour un certain µ ∈ ]0, 1[

‖v‖H1(Xδ) ≤ C[‖Qv‖L2(X) + ‖v‖H1(U)]µ(‖v‖H1(X))1−µ. (2.3.14)

D’autre part, soit y ∈ Z = [− s0
2 ,

s0
2 ] × ∂Ω, il existe alors un voisinage de y noté U et un difféomorphisme noté

G défini de U ∩X vers B(0, ry)∩ {xn ≥ 0} tels que G(y) = 0 ; soit ψ(s, x) = s2 + |x′ |2 + |xn− 4r|2 avec r � ry .
En vertu de la Proposition 2.2.3 (en divisant l’inégalité de cette proposition par γ), on a pour γ > γ1,

f ∈ C∞
V

(Rn+1
+ )

C‖eγe−βψ(s,x)
f‖H1(V ) ≤ ‖eγe−βψ(s,x)

Q̃f‖L2(V ) + ‖eγe−βψ(s,x)
∂nf‖L2(∂V ∩{xn=0}). (2.3.15)

On pose r1 = r
2 , r

′
1 = r, r2 = 2r, r

′
2 = 6r, r3 = 7r, r

′
3 = 8r, on vérifie facilement que B(0, r) ⊂ V2.

Introduisons la fonction de troncature χ̃ de θ définie par

χ̃ (θ) =
{

1; r2 ≤ θ ≤ 49r2

0; θ ≤ r2

4 ou θ ≥ 64r2,
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et considérons χ ∈ C∞
V

(Rn+1) définie par χ(s, x) = χ̃(ψ(s, x)), on prend f = χv et de (2.3.15) on obtient en
écrivant

Q̃f = χQ̃v + [Q̃, χ]v

([Q̃, χ] est un opérateur différentiel d’ordre 1 supporté sur V1 ∪ V3) et

∂nf = χ∂nv + χ
′
xnv,

Ceγe−βr
′
2‖v‖H1(B+(0,r)) ≤ eγe−βr1 [‖Q̃v‖L2(V +) + ‖v‖H1(V1)

+ ‖∂nv‖L2(V ∩{xn=0})] + eγe−βr3‖v‖H1(V +).

En posant C1 = e−βr
′
2 − e−βr3 > 0 et C2 = e−βr1 − e−βr

′
2 > 0, on a

‖v‖L2(B+(0,r)) ≤ C(eγC2 [‖Q̃v‖L2(V +) + ‖v‖H1(V1)

+ ‖∂nv‖L2(V ∩{xn=0})] + e−γC1‖v‖H1(V +)).

On optimise en γ (comme dans [28]), on a alors, en posant µ0 = C1
C1+C2

, pour µ ≤ µ0

‖v‖H1(B+(0,r)) ≤ C(‖Q̃v‖L2(V +) + ‖v‖H1(V1) + |∂nv‖L2(V ∩{xn=0}))µ.(‖v‖H1(V +))1−µ.

Puisque G−1(V1) ⊂ Xδy et (B(y, r
′
y) ∩ X) ⊂ G−1(B(0, r)) ∩ {xn ≥ 0} avec r

′
y assez petit, Q̃ (resp. ∂n) se

transforme par G en Q (resp. B) et en utilisant le fait que G transforme les normes en normes équivalentes,
on a

‖v‖H1(B(y,r′y))
≤ C(‖Qv‖L2(X) + ‖v‖H1(Xδy ) + ‖Bv‖L2(∂X))µy .(‖v‖H1(X))1−µy . (2.3.16)

On recouvre Z par un nombre fini de boules de rayon r
′
j = r

′
yj et de centre yj = (sj , xj), j = 0,M , on a d’après

(2.3.16)
‖v‖H1(B(yj,r

′
j))

≤ C(‖Qv‖L2(X) + ‖v‖H1(Xδyj
) + ‖Bv‖L2(∂X))

µyj .(‖v‖H1(X))
1−µyj .

On pose δ1 = inf
j∈{0,...,M}

{δyj} et µ1 = inf
j∈{0,...,M}

{µyj}. (2.3.17) implique

‖v‖H1(B(yj ,r
′
j))

≤ C(‖Qv‖L2(X) + ‖v‖H1(Xδ1 ) + ‖Bv‖L2(∂X))µ1 .(‖v‖H1(X))1−µ1 .

En recollant les inégalités de (2.3.18) et en utilisant

‖v‖H1(X δ
2
) = ‖v‖µ1

H1(X δ
2
)‖v‖1−µ1

H1(X δ
2
)

c’est-à-dire
‖v‖H1(X δ

2
) ≤ C(‖Qv‖L2(X) + ‖v‖H1(X δ

2
) + ‖Bv‖L2(∂X))µ1(‖v‖H1(X))1−µ1

et que Y = [− s0
2 ,

s0
2 ] × Ω ⊂ X δ

2
∪ ∪Mj=1B(yj , r

′
j) ⊂ X , on obtient

‖v‖H1(Y ) ≤ C(‖Qv‖L2(X) + ‖v‖H1(Xδ2 ) + ‖Bv‖L2(∂X))µ.(‖v‖H1(X))1−µ

avec δ2 = inf{δ1, δ2} et µ ≤ µ1 ; en combinant l’inégalité (2.3.14) et (2.3.19), on obtient l’inégalité (2.1.4). �
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3. Rappel sur les fonctions F.B.I.

3.1. Fonctions F.B.I.

Soient s0 > 0 et r > 0, on pose

va,λ,T (s, x) =

√
λ

2π

∫
e−

λ
2 (is+a−t)2χT (t)u (t, x) dt

avec λ� 1, a > 0, et

χT (t) =
{

1; |t| ≤ (1 − ε)T
0; |t| ≥ (

1 − ε
2

)
T.

– Pour simplifier les notations, on pose va,λ,T = vλ.
On note Ωs0 = (−s0, s0) × Ω, Γs0 = (−s0, s0) × Γ, ΩT = (0, T ) × Ω et ΓT = (0, T ) × Γ.

Propriétés 3.1.1. va,λ,T possède les propriétés suivantes :

lim
λ→+∞

va,λ,T (0, x) = u (a, x) si |a| < T ;

‖vλ‖2
H1(Ωs0) ≤ Ces

2
0λ ‖u‖2

H1(ΩT ) (3.1.1)

‖Qvλ‖2
L2(Ωs0) ≤ Ces

2
0λ−λ[T (1−ε)−|a|]2 ‖u‖2

H1(ΩT ) (3.1.2)∥∥vλ|Γs0∥∥2

L2(Γs0)
≤ Ces

2
0λ ‖u|ΓT ‖2

L2(ΓT ) (3.1.3)

‖Bvλ‖2
L2(Γs0) ≤ Ces

2
0λ ‖Bu‖2

L2(ΓT ) . (3.1.4)

Remarque 3.1.2. La preuve de ces propriétés est immédiate, par l’inégalité de Cauchy-Schwartz.

Preuve du Théorème 1.0.1. On va utiliser l’inégalité (2.1.2) à vλ et on injecte les inégalités (3.1.1)–(3.1.4), on
obtient

‖vλ‖2
H1(Y ) ≤ Ces

2
0λ ‖u‖2(1−µ)

H1(ΩT ) (e−λ[T (1−ε)−|a|]2 ‖u‖2
H1(ΩT ) + ‖u|ΓT ‖2

L2(ΓT ))
µ. (3.1.5)

Ensuite en appliquant la formule a1−µbµ ≤ (1 − µ)a + µb, pour tout a, b dans R
∗
+ et µ ∈ ]0, 1[ à (3.1.5), on

trouve
‖vλ‖2

H1(Y ) ≤ C[e−λα ‖u‖2
H1(ΩT ) + eλβ ‖u|ΓT ‖2

L2(ΓT )] (3.1.6)

où α = −s20 + (T (1 − ε) − |a|)2 et β = s20. �

3.2. Estimation de u

On sait déjà, d’après les Propriétés 3.1.1, qu’on a la convergence simple

lim
λ−→+∞

vλ(0, x) = u(a, x).

On va préciser cette convergence.
Dans les lemmes qui vont suivre, on va faire abstraction de la variable x.
Soit u(t) à support compact

uλ(t) =

√
λ

2π

∫
R

e−
λ
2 (a−t)2u(t)dt,

on a alors :
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Lemme 3.2.1. Soit u ∈ Hs (R) ∩ E ′
(R) (où E ′

(R) est l’espace des distributions à support compact sur R),
alors :

‖u− uλ‖L2(R) ≤
C

λ
s
2
‖u‖Hs(R) .

Lemme 3.2.2. Pour tout ε > 0, il existe Cε > 0 telle que :

|uλ (a)| ≤ Cε

(∫
|s|≤ε
|a−t0|≤ε

|uλ (t0 + is)|2 dt0 ds

) 1
2

.

Lemme 3.2.3. Soit −→u ∈W0, on a alors :

‖−→u ‖W−1 ≤ ‖u‖2
L2(ΩT ) +

C

λ
(‖u‖2

H1(ΩT ) + ‖∂auλ‖2
L2(ΩT )).

Preuve. La preuve du Lemme 3.2.1 se fait en écrivant uλ sous forme de convolution de deux fonctions et la
preuve du Lemme 3.2.2 se fait en utilisant la formule de Cauchy. Détaillons la preuve du Lemme 3.2.3 en
utilisant [21], p. 311 :

En multipliant scalairement l’équation u
′′
(t) − Au(t) = 0 par A−1u

′
(t), puis en intégrant entre 0 et t, on

obtient
‖u(0)‖2

L2(Ω) + 〈A−1u
′
(0), u

′
(0)〉 = ‖u(t)‖2

L2(Ωt)
+ 〈A−1u

′
(t), u

′
(t)〉. (3.2.1)

Puis en utilisant le fait que
〈A−1v, v〉 ≥ c‖v‖2

(H1(Ω))′ , ∀v ∈ (H1(Ω))
′
,

(3.2.1) devient

‖−→u ‖2
W−1

= ‖u(0)‖2
L2(Ω) + ‖u′

(0)‖2
(H1(Ω))′ ≤ ‖u(t)‖2

L2(Ωt)
+ 〈A−1u

′
(t), u

′
(t)〉 (3.2.2)

on a

|〈A−1u
′
(t), u

′
(t)〉| ≤ |〈A−1u

′
(t), u

′
(t)〉 − 〈A−1u

′
λ(a), u

′
λ(a)〉|

+ |〈A−1u
′
λ(a), u

′
λ(a)〉|. (3.2.3)

D’une part on a
|〈A−1u

′
λ(a), u

′
λ(a)〉| ≤ C‖u′

λ‖2
L2(ΩT ) ; C > 0 (3.2.4)

car A−1 ∈ L((H1(Ω))
′
, H1(Ω)) ; d’autre part on pose A−1u

′
= v et A−1u

′
λ = vλ, on a alors

|〈A−1u
′
(t), u

′
(t)〉 − 〈A−1u

′
λ(a), u

′
λ(a)〉| ≤ |〈v, u′〉 − 〈v, u′

λ〉| + |〈v, u′
λ〉 − 〈vλ, u′

λ〉|.

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz et le Lemme 3.2.1, on a

|〈v − vλ, u
′
λ〉| ≤

C

λ
1
2
‖u‖H1(ΩT )‖u

′
λ‖L2(ΩT ) (3.2.5)

et
|〈v, u′ − u

′
λ〉| ≤ C‖v‖H2(R)‖‖u

′ − u
′
λ‖H−2(R).

En écrivant ûλ sous forme de convolution de deux fonctions et en remarquant que sup
ξ∈R

|1 − e−
1
2λ .ξ

2

1 + |ξ|2 | ≤ c

λ
; c > 0,

on a alors
|〈v, u′ − u

′
λ〉| ≤

C

λ
‖u‖2

H1(ΩT ). (3.2.6)
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En vertu de (3.2.3)–(3.2.6), on a le Lemme 3.2.3.

– Revenons maintenant à notre problème :

Soit T 0 > 0 et soit T1 > 0 tel que T1 = (1 − ε)T0 avec T1 > T > T0, on a

vλ (0, x) =

√
λ

2π

∫
R

e−
λ
2 (a−t)2χT (t)u (t, x) dt = uλ (a, x)

et

‖u‖2
L2(ΩT0) ≤

∫
Ω

∫
R

|u (t, x)χT (t)|2 dt dx

≤ ‖uχT (a) − vλ (0)‖2
L2(Ra×Ω) + ‖vλ (0)‖2

L2(Ra×Ω) ,

alors
‖u‖L2(ΩT0) ≤ ‖uχT (a) − vλ (0)‖L2(Ra×Ω) + C ‖χT1 (a) vλ (0)‖2

L2(Ra×Ω) . (3.2.7)

Le premier terme de l’inégalité (3.2.7) est majoré grâce au Lemme 3.2.1 par :

C√
λ
‖u‖H1(ΩT ) .

Le deuxième terme de l’inégalité ( 3.2.7) est majoré grâce au Lemme 3.2.2 et à l’inégalité ( 3.1.6) par :

C
[
e−λα ‖u‖2

H1(ΩT )

)
+ eλα ‖u|ΓT ‖2

L2(ΓT )]
1
2

d’où (3.2.7) devient

‖u‖L2(ΩT0) ≤ C√
λ
‖u‖H1(ΩT ) + Ceα

λ
2 ‖u|ΓT ‖L2(ΓT ) + e−

λ
2 α ‖u‖H1(ΩT ) . (3.2.8)

D’autre part on a

∂auλ(a, x) = i∂svλ(0, x).

En utilisant le Lemme 3.2.2 et l’inégalité 3.1.6, on a alors

‖∂auλ‖L2(ΩT ) ≤ C
[
e−λα ‖u‖2

H1(ΩT )

]
+ eλα ‖u|ΓT ‖2

L2(ΓT )]
1
2 , (3.2.9)

en posant

λ =
2
µ

log

( ‖u‖H1(ΩT )

‖u1ΓT ‖L2(ΓT )

+ 2

)
on trouve

‖u‖L2(ΩT0) + ‖∂auλ‖L2(ΩT ) ≤ C ‖u‖H1(ΩT )

[
log

( ‖u‖H1(ΩT )

‖u1ΓT ‖L2(ΓT )

+ 2

)]− 1
2

.

Ceci termine la preuve du Théorème 1.0.1 grâce au Lemme 3.2.3. �
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[8] C. Fabre, Résultats de contrôlabilité exacte interne pour l’équation de Schrödinger et leurs limites asymptotiques : Application
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