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INEGALITE D’OBSERVABILITE DU TYPE LOGARITHMIQUE
ET ESTIMATION DE LA FONCTION DE COUT
DES SOLUTIONS DES EQUATIONS HYPERBOLIQUES

LEILA OUKSEL!

Résumé. Dans ce travail, nous donnons une estimation logarithmique des données de la solution wu,
d’un probléme hyperbolique avec condition aux limites de type Neumann, par la trace de u restreinte
a un ouvert du bord, pendant un temps suffisamment grand qui nous permet d’estimer la fonction de
cout de ce probleme.

Abstract. This work proposes a logarithmic estimation of the initial values of the solution u of
a hyperbolic problem, with Neumann boundary conditions, using the trace of u restricted to the
neighbourhood of the boundary, during a time sufficiently large for estimating the cost function of the
problem.
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INTRODUCTION

Nous nous intéressons ici au probleme de contrdle des solutions des équations hyperpoliques. Le cadre
fonctionnel a été dégagé par Lions [20] qui a introduit la méthode H.U.M. (Hilbert Uniqueness Method) qui
consiste a étudier I’ensemble des conditions initiales d’'un probleme d’évolution, qui peuvent étre annulées en
un temps fini T en exercant un controle d’énergie finie sur le bord. Ce résultat repose d'une fagon fondamen-
tale sur un théoreme d’unicité qui permet de construire un espace de Hilbert dense dans 'espace d’énergie.
Ce théoreme d’unicité est une conséquence du théoreme de Holmgren dans le cadre analytique. Dans le cas
d’un opérateur hyperpolique scalaire d’ordre deux, D? — A(t, z, D,.), Alinhac [1] et Alinhac et Baouendi [2] ont
montré que la régularité C'>° des coefficients de 'opérateur elliptique A ne suffit pas pour avoir I'unicité par
rapport & une surface de type temps. En effet, il existe deux fonctions de classe C° a(t,x) et u(t, x) telles que
(D2 — A + a(t, z))u(t,z) = 0 dans un voisinage V de (t,2) = (0,0) et supp u C {z = (z1,2 );z1 > —d|z|} ol
0 > 0. Par la suite, il a été observé par Robbiano [28] que lorsque l'opérateur A ne dépend pas du temps, nous
avons un résultat d’unicité adapté a la théorie de controle. Ce résultat a été amélioré, dans un premier temps,
par Hormander [11] qui a donné une estimation précise et quasiment optimale du temps minimal pendant lequel
le contrdle doit agir, puis par Tataru [32,33].

Mots Clés. Probleme hyberbolique, controle, fonction de cott, inégalité de Carleman.
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Récemment, Robbiano et Zuily [30] d’une part, et Hérmander [12] et Tataru [34] d’autre part, ont démontré
un théoreme d’unicité locale pour les opérateurs différentiels, scalaires, a coefficients C°°, partiellement holo-
morphes, ol les hypotheses usuelles de Hérmander (principalement normalité et pseudo-convexité) sont faites
uniquement sur le conormal des variables analytiques.

Bardos, Lebeau et Rauch [4] ont montré qu’il existe un lien entre les rayons de la géométrie optique et le
probleme de la contrélabilité exacte, une condition de controle géométrique, suffisante et presque nécessaire, pour
obtenir 'observabilité de ces problemes. Sans cette condition de contrdle géométrique, Robbiano [29] prouve un
estimateur d’observabilité logarithmique (mais avec T suffisamment large a cause de la vitesse de propagation
finie) et démontre comment 'utiliser afin d’obtenir un résultat de contrdle approximatif avec une estimation du
cotit du controle.

Les problemes de controlabilité et d’observabilité ont été également étudiés dans le cas des problemes pa-
raboliques; Fursikov, Imanivilov [10] et Lebeau et Robbiano [18] ont montré une contrélabilité exactement
nulle, sans restriction sur le temps de controle ou sur le support de la fonction de controle se sont inspirés de la
méthode de Russell [31], qui a introduit une transformation pour montrer que I’équation de chaleur entraine une
controlabilité nulle pour toutes les valeurs du temps, et ce a partir de la contrélabilité exacte de I’équation d’onde
pour un certain intervalle (certaines valeurs) du temps. Fernandez, Cara et Zuazua [9] ont également démontré
un estimateur d’observabilité, explicite dans le temps. Récemment, Miller [23,24] a montré la controlabilité
nulle pour un temps assez petit et dans des domaines non bornés. Ces problemes de controlabilité et d’ob-
servabilité ont encore été étudiés par Lebeau [16], Fabre [8], Lasiecka et Tariggiani [15] et Burq [5], ainsi que
Machtyngier [22] et Phung [25] pour I’équation de Schrodinger, dans le cas ou le controle agit sur une partie du
bord.

Dans ce travail, nous reprenons les estimations de Robbiano [28] pour donner un résultat quantitatif d unicité.
Plus précisement, soit u la solution d’un probleme hyperbolique dans un ouvert avec la dérivée normale nulle
au bord, et si u est nulle sur un ouvert du bord pendant un temps suffisamment grand, alors u est nulle et
nous prouvons une majoration des données de v par la trace de u en norme L? restreinte & un ouvert du bord
pendant un temps suffisamment grand. Une estimation du méme type que celle obtenue ici avec la norme de
la trace de u sur le bord dans H! résulterait des travaux précédents sur le sujet. L’estimation naturelle pour
le probléme de Neumann et avec la norme L? de la trace de u sur le bord et ceci nous a conduit & prouver
une estimation de Carleman adaptée (voir Prop. 2.2.1). Cette majoration n’est pas linéaire comme dans le cas
traité par Bardos, Lebeau et Rauch [4], mais logarithmique. Ce type d’estimation a été donné par John [14]
dans le cadre analytique. Dans les cas ou I'unicité se démontre par une inégalité de Carleman, Isakov [13] et
Bahouri [3] ont montré que nous obtenons ce que John appelle des inégalités de type Holder. En reprenant les
mémes idées, nous prouvons que les estimations de Robbiano [28] donnent des estimations logarithmiques des
données par la trace de u, puis nous donnons une estimation de la fonction de cotit notée C(e) de ce probleme
du type Cexp(C/€?).

Ce type d’estimations logarithmiques a également été utilisé pour des problemes paraboliques, Phung [26] a
donné la controlabilité approchée de 'equation de la chaleur avec un potentiel, et pour I’équation de Schrodinger,
Phung [25] a montré une estimation logarithmique en absence de controle géometrique. Duychaerts [6],
Zhang et Zuazua [37] et Duyckaerts, Zhang et Zuazua [7] utilisent ces estimations pour l'interaction des problemes
d’ondes-chaleurs qui donne le taux de décroissance logarithmique lorsque ’équation de la chaleur ne satisfait
pas la condition de controle géometrique.

Remarques

— Probablement, il est possible d’avoir les mémes résultats de ce travail quand nous abaissons la régularité
des coefficients du probleme hyperbolique, cela nécessiterait de remplacer I'utilisation du calcul pseudo-
différentiel par d’autres outils, adaptés a des opérateurs a régularités limitées.

— Les résultats sur le controle pour 1’équation des ondes ont été obtenus dans le cadre de la contrélabilité
exacte, soit par des méthodes de multiplicateur, soit par des techniques microlocales (propagation d’onde
ou mesures microlocales) et sont équivalents & des estimations linéaires d’observabilité.
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Lebeau [17] a prouvé dans un cadre analytique des résultats trés précis sur lespace atteignable et ont
pour conséquence des estimations logarithmiques d’observabilité. Dans le cadre C'°°, des techniques issues des
inégalites de Carleman, des estimations d’observabilité du méme type peuvent étre prouvées, mais avec des
puissances moins bonnes. La transition entre les deux phénomenes, qu’on pourrait un peu rapidement résumer
par les hautes fréquences pour la controlabilité exacte et par moyennes fréquences dans le deuxieéme cas, n’est
pas comprise.

Pour des systemes couplés, des estimations d’observabilité polynomiales ont été prouvées, mais ce type de
phénomene semble plutot lié au couplage qu’a la transition hautes-moyennes fréquences (voir les travaux de
Rauch, Zhang et Zuazua [27], Zhang et Zuazua [35,36]).

1. HYPOTHESES ET RESULTATS

Soit 2 un ouvert borné et connexe de R™, de frontiere 92 de classe C°°, soit I' une partie ouverte non vide
de 02, on note :

QT:(O,T)XQ et FT:(O,T)XF, T>0.
Soit A (x, D,) un opérateur elliptique de la forme suivante :

19

A(w,Dy) = Y Djlajx (@) Di)+ Y Dja;(x) +ag(z) on Dji;axj

1<j,k<n j=1

On suppose que (a; ,(2))1<jk<n €st une matrice symétrique définie positive et qu'il existe une constante posi-
tive C telle que, pour tout =z € Q et tout £ € R”, on ait :

S gk @ ga > Crlel,

1<j,k<n
les fonctions ajx, a; et ag vérifiant :

a;r € C™ (ﬁ) pour 1<jk<n

a; € L™ (ﬁ) pour j=0,...,n,

il existe donc une constante positive Cs telle que, pour tout x € €2 et tout £ € R™, on ait :

Cole? = > ajr (@) &gk

1<jk<n

On note B = 9y, = — 1< k<n @ik () 1 Dy la dérivée conormale extérieure & Q ot (x) = (1;(x))1<j<n est
la normale unitaire extérieure a Q en z et C'= 0y, — > <;,, a; () ;.

— On s’interesse ici au probleme hyperbolique d’évolution avec controle du type Neumann sur la frontiere du
probleme.

On note
Wo=HU Q) &L (Q); W, =L*(Q)aHY) @)
ot (H') () est le dual de H' (Q). Les espaces Wy et W_; sont en dualité par la forme bilinéaire suivante :

Si ¥ = (vg,v1) € W_1, W = (ug,uy) € Wy alors (v, w) = (uo|vi) — (u1]vo) ot (.|.) est soit le produit scalaire
dans L2 (Q), soit la dualité entre H' () et (H') ().
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Pour W = (ug,u1) € Wo on note encore u (t,z) la solution appartenant a C° (R, H (Q)) N C* (R, L?(Q))!
du probleme homogene direct :

(D} —A(z,D)]u=0 dans R xQ

Uj=0 = Uo dans (10.1)
Ouj—o = w1 dans €
Cu=20 sur R x 9f.
Par ailleurs, si C¢ = 0 sur 9 2 et supp ¢|lsq C I' (pour ¢ et ¢ suffisamment régulieres), on a :
/Q[Az,z@f pA*Y| dr = / ¢, do. (1.0.2)
r

La formule (1.0.2) permet de prouver par la méthode de transposition (cf. [21]) que le probléme rétrograde non
homogene suivant est bien posé.

Soit g € L*(T'r), on peut alors résoudre :
(D} — A*(z,D)]v=0 dans RxQ

V|ter = Opv|t=r =0 dans Q (1.0.3)
Bv = glr, sur R x 09

avec v € C° (R, L? () NC* (R, (H' (Q))).
On définit ainsi S par :

S:L*Tr) — W4

g Sg = v = (U\t:m atv\tzo)-

On pose F' = Im(S) (tel que || 7'||p = inf{||g|| L2(ry); Sg = U'}), ceci nous permet de dire que si v € F, il existe
g € L*(I'7) tel que ¥ = S(g), solution du probléme d’évolution :

(D} — A(z,D)]v=0 dans R x
v(0,2) = vy, Opv(0,2) =v; dans (1.0.4)
Bv = glr, sur R x 09

qui est controlable par définition.

Les résultats principaux de ce papier sont :

Théoréme 1.0.1. I existe des constantes T > 0 et C > 0 telles que pour tout w € Wy on ait

C I llw,

— %.
o 21 7],
[

Théoréme 1.0.2. Il existe une constante C > 0 telle que pour tout u € Wy, || W ||w, < 1, pour tout e > 0, il
C
existe Y € F et 27 € W_q tels que W = 2 + 4 avec | Y ||p < Ce, | Z]|w_, <e.

.
el <

L Voir [21], page 286.
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Remarque 1.0.3.

1 — F dépend de T. Pour le Théoreme 1.0.2, il s’agit du F' défini avec le temps 1" du Théoreme 1.0.1.
2 — On peut réécrire le Théoreme 1.0.2 en utilisant les fonctions de cotit.

On introduit la fonction de cotit C (e) de la maniére suivante :
Posons Co (@) =t {|Fllp; T=F+7, [Flw, <e}.
la fonction de cotit est alors définie par :
C(e) =sup{Cz (e); w € Wo, || U]y, <1}.
Corollaire 1.0.4. Il existe une constante C > 0, telle que

C
C (e) < Ce<® pour tout € > 0.

— On va commencer par prouver le Théoréeme 1.0.2 en supposant démontrer le Théoreme 1.0.1.

Preuve du Théoréeme 1.0.2. D’abord on définit I'opérateur continu suivant :

K : Wy — L*(I'7)
U — K =ulp,,
puis on rappelle le lien entre les deux opérateurs S et K ; pour cela on applique la formule (1.0.2) & & = w,

solution du probleme (1.0.1) et ¥ = v solution du probleme (1.0.3). On remplace Au par D?u et A*v par D?v,
puis on intégre entre 0 et 7', en effectuant une intégration par parties :

T
(S(9), ) = / /K(ﬂ)) (z,t) g (x,t) do dt. (1.0.5)
0o Jr
On note A : W_; — Wy Popérateur tel que pour tout @ € Wy et v € W_y, (W, ) = (A, W)WO ot (, )y,
est le produit scalaire de Wj.
L’opérateur A est bien défini (d’apres le théoreme de représentation de Riesz).
On note B: Wy — Wy; B=AoSo K. En posant g = Ku dans (1.0.5) on trouve :
T
(BT, %)y, = / / K () [2do dt. (1.0.6)
o Jr

Ce qui implique que 'opérateur B est borné, positif et autoadjoint.
On note Ey le projecteur spectral associé a B, on a supp dEy C [0, || K]||] et :

+oo +oo
@ :/ AE\T et BT :/ NAEST.
0 0

n

e . . . )
On note C,, = Ce™ avec C assez grand qui sera choisi ultérieurement et

%W:/%MMN%WZ%MW*Eme



INEGALITE D’OBSERVABILITE ET ESTIMATION DU COUT 323
donc @ =Y, ., Gnu si Ce~! > ||K|| ; de plus on a :
2
HKGTLE)HL%FT) = (BG, W, Gnﬁ)wo

— /Al(C,L+1,C,L] (dE/\Gnﬂ)7 G”H))WO ,

on a clairement Cj, 4 HGnﬂ)H?/VD < HKGnWHiQ(FT) <Cp ||Gn7”?/vo .

Notons d, = &e®" = C, !, on obtient
2 2 2
A |KGo T sy < 1Gn Ty < dst 1KG T2y - (1.0.7)

On note Pespace F', dual de F qui est le complété de Wy pour la norme HK7||L2(FT).

— Estimation de la norme de G, u dans W_;.
Il découle du Théoreme 1.0.1 :

C G |y,

log [ 2 + i P
[ (P

G T |l < Ce™ |G Iy, - (1.0.8)

Gnﬂ)HW0 et on pose H son complété pour cette norme (on note ||.| 4

1Gn Wy,

de l'inégalité (1.0.7) on déduit,
On munit Wy de la norme : 3 -, e

la norme de cet espace).
On a, grace a (1.0.8), la propriété : H C W_;.

&M

+1

On munit également Wy de la norme : - _ e™ 2 HGnﬂ)HW0 et on pose I son complété pour cette norme
(on note ||.||; la norme de cet espace).

Grace & (1.0.7), on a F" C I, on en déduit alors le diagramme suivant :

Wy CH C Fcr
N
W_q.

Par la dualité entre Wy et W_1, on obtient

I CcF cH' cW_4
U
Wy.

— La description de H ‘et de I'est obtenue comme suit :

On note E;\ Popérateur dans W_; déduit par dualité de E), c’est-a-dire pour tout v € W_1 et w € Wy on a
(T, E\T) = <E§?7> (1.0.9)

et notant

G, :/1(Cn+1,cn)dﬁ\,
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on a clairement, si k # n, <én7, Gkﬂ)> =0.

Il est alors facile de vérifier que

H/:{WGW_U supe? 5;7“ <—|—oo}
n>0 Wy
et
/ — entl )~
I =<¢v €W_q; supe 2 ‘Gan <00 ;).
n>0 W_4
Soit w € Wy, HUHWO < 1, puisque Wy C H' alors
HCT,LE’HW < Ce % |||y, < Ce %, (1.0.10)
-1
d’autre part on a u = Z é;ﬂ)
n>0
N N +o0 N
On note 7 = Z G, et 7 = Z G, , ot N sera choisi plus loin.
n=0 n=N+1

En vertu de (1.0.10), on obtient (ou les constantes C' peuvent changer de ligne en ligne) :

N
ontl || ~— entl o N
supe @ ’GnﬁH §sup§ Ce 5 .~ 7 < (e’
n>0 W_y nZOnZO
+oo N +oo N
WlZhw, < 3 |@T], < 3 cet o
n=N+1 W1 n=N+1

. N _V4y , — — Kol .
Pour € donné, soit N tel que Ce™2 > e > Ce™ 2, il en résulte alors || 2’|y, < eet [y < Ce, ce qui

prouve le Théoréme 1.0.2 puisque I’ C F. O

2. INEGALITES D’ INTERPOLATION ET DE CARLEMAN

2.1. Inégalité d’interpolation

Soient sg > 0, X =] — 59, 80[ X ©, 90X =] — 50, so[ x IQ et v € C°(X) la solution de
Qu=[D?+A(x,D,)]v=vy sur X (2.1.1)
Bv = sur 0X. o
Soit I' un ouvert non vide de 99, on note I's) =] — 59,50 x ' et ¥ =] — 50, 22 x .
Théoreme 2.1.1. I existe C > 0 et p € 10, 1] tels que pour toute solution v de (2.1.1), on a
vl vy < CUIRVIL2(x) + 1Bvll L2 o) + Ivlrs, lz20x)) (loll e x)) (2.1.2)

Remarque 2.1.2. Une inégalité de ce type a déja été prouvée dans [18] pour une autre condition au bord. La
preuve du Théoreéme 2.1.1 repose sur les résultats de [18,19].

-z Lo . . . -1
2 Car = > n>0€ 2 est une série géométrique de raison e 2.
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Proposition 2.1.3. Il eziste C > 0, p € |0, 1], un ouvert U non vide de Q et € > 0 tels que pour toutv € H*(X),

on ait, en posant Uy =] — €, €[ x U, les inégalités d’interpolations
vl L2wy) < CUIQUIIL2(x) + 1Bl L20x) + vlrs, Ir2x))" (v llmr x)) (2.1.3)
ol vy < CUIRQYI L2(x) + 1BollL2ox) + vl 2wo))* (vl ar x)) (2.1.4)

Preuve du Théoreme 2.1.1.
= Si vl 2wy) < |QullL2(x) + | Bv||L2(ax), alors (2.1.4) nous donne (2.1.2).

— Sinon (2.1.4) s’écrit [|v|| g1 (y) < C/HU||$2(UO)HU||}{_1’(LX) et en utilisant (2.1.3) on obtient

2 12
lL2(0x))" HUHHl‘(LX)

vl g1 ovy < C ([|Qul|L2(x) + [[Bv|| 2ax) + ||v

.

ce qui implique (2.1.2). O

— Pour démontrer la Proposition 2.1.3, nous allons suivre essentiellement la méthode de Robbiano [29].

2.2. Inégalité de Carleman au bord

Soient & = (xg,z ), = (', xy), R} = {(z',z,) e R" 2, > 0} et K = {z € R’ 2| < ro}. On note
C (R Tespace des fonctions C> de R’ & support dans K et pour f € C2(RT™), fo = flu.—o-
Soit
Q=D? +R(x,D,) (2.2.1)

’ . 7 . \ . .« . /
avec Dy, = %8%., un opérateur différentiel du second ordre & coefficients C*° au voisinage de K, on note r(x,& )

le symbole principal de R et on suppose
r(z, ) eRet >0, V(z,&) € K x R"; r(x,8) > ¢ (2.2.2)

Soit ¢(z) une fonction C'*° réelle définie au voisinage de K et v un parametre assez grand.
On note

0o (2,€) = (& + vy, )2 +1(2,€ +ive,) (2.2.3)
et on suppose que la fonction ¢ vérifie
Vo e K go;n () #0 (2.2.4)
et I’hypothese d’hypoellipticité de Hormander

V(2,€) € K x R gu(x,€) = 0 = {Regq,, % Img, }(z,€) > 0. (2.2.5)

On pose (flg) = [gner fgdz, |fI5 = (fIf), (folgo)o = Jpn fogodz’, 1 folld = (folfodo, IF1IF = 2SI +
Z?:o 10z, f115 et pour s € R | f|s = |A®f]lo, ot A* a pour symbole (v? + 1€'?)z.

Proposition 2.2.1. Soit ¢ vérifiant (2.2.4) et (2.2.5). Il existe C > 0 et y1 > 0 tels que pour tout v > v1 et
tout f € CE(RY), on ait

V2N PQENE + Yl foll§ + M Ie 0z, fla,=olld = CYeTfIE.

Remarque 2.2.2. Une estimation de ce type avec [e7%fo||? & la place de ||e?¥ fy||3 a fait 'objet du travail
de [18]. Pour le probléme qui nous intéresse, nous devons obtenir une estimation avec fo € L% C’est ce que
nous montrons dans la suite.
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Proposition 2.2.3. Soit ¢ vérifiant (2.2.5) et 9., o(z',0) > 0 pour tout (z',0) € K. Alors il existe C > 0 et
v1 > 0 tels que pour tout v > 1 et tout f € C}’?(RT‘I), on ait

17 QFIIE +71€7%0s, 1z, =oll§ = CA(I7? £I1F + 17 foll?)-

Proposition 2.2.4. Soit ¢ vérifiant (2.2.5) et 8, p(x ,0) > 0 pour tout (x',0) € K. Il existe C > 0 ety >0
tels que pour tout v > 1 et tout f € C}’?(RT‘I), vérifiant fo = flz,—0 =0 on ait

17°QFI5 = Cylle™ fII3.

— Les trois propositions ci-dessus se démontrent classiquement en conjuguant () par la fonction e?¥ ; plus
précisément posons

Qy=¢"70 Qoe ¥,

Proposition 2.2.5. Soit ¢ vérifiant (2.2.4) et (2.2.5). Il existe C > 0 et v1 > 0 tels que pour tout v > v1 et
tout h € CE (R, on ait

VY 2NQANE + YlIhlz,=oll§ + 7 10, hla,=oll§ > CIIRE.

Proposition 2.2.6. Soit ¢ vérifiant (2.2.5) et 9., o(z',0) > 0 pour tout (z',0) € K. Alors il existe C > 0 et
v1 > 0 tels que pour tout v >~ et tout h € CF (erjl), on ait

QNS + 11Dz, = Y2z, )hlz,=olld = CY(IRIT + 12l =ol17)-

Proposition 2.2.7. Soit ¢ vérifiant (2.2.5) et 8, p(x ,0) > 0 pour tout (x',0) € K. Il existe C > 0 ety > 0
tels que pour tout v > 1 et tout h € C (R vérifiant ho = hl|y,—o = 0, on ait

1QuRIE = ClIAll3-

Remarque 2.2.8. Montrons tout d’abord que la condition (2.2.5) peut toujours étre réalisée, quitte a changer
la fonction ¢ mais en gardant les méme lignes de niveau ¢ = cste.

Soit ¢ une fonction C'* a support compact dont la dérivée ne s’annule jamais et g une fonction croissante,
on définit ¢ par p(z) = g(¢¥(x)), on a

4o (2, ) = q(z,€) — gz, vpy,) + 2iq(x, €, vp.,)

ou q(z, &) est la forme quadratique suivante :

q(x,§) = Z aj k()85 €k

1<j,k<n
et ¢(x, &, ¢) la forme bilinéaire symétrique associée a la forme quadratique ¢(x, &), on a
Im Im Im
{Reqw qu} = 0§Req<pé)l.7q<,J — Ot qujaxReq(p

I o o
Tm[agQ(w, § — i) 02q(x, & +ive,)]

+ [Oeq(@, & — ivp, ) (0 ) (Oea(@, &+ ivpy)).
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Si on remplace ¢ par ¢ = g(v) avec g strictement croissante, on obtient en notant § = g/ ()n -

1"

Im / Im ’ ,
{Reqw, 7%} (0.6) = g (0)° {Re% 7%} () + LW @0t + it @)
et
1 (), q(a,n + iy (2)* = 4y q(z, ) + (e, n,4) ],
on a

gp = 0= q(z,n+iv) = 0.
— Si v =0, on déduit que g(x,£) = 0, ce qui n’est pas vrai car pour tout (z,£) € K x R", q(z,&) > C|¢]2.
~Sin #0,ona g(x,n,%) =0 donc [ (2)d,q(x,n + iy (z)[> = 49%|q(x,7")|? > 0 ; prenons g(z) = €%, on a
4 B, le terme {Regy, Iquw}(ac, n) est borné par C'st(y? 4+ n?) en prenant 3 assez grand, on réalise alors la

9'(2)
condition (2.2.5) pour ¢ = e7¥.

Preuves des Propositions 2.2.5, 2.2.6 et 2.2.7. Nous commengcons par introduire des notations et rappeler quelques
formules.

On note S7 l'espace des symboles tangentiels a(x,g/,’y), C™ en x au voisinage de K, «fl € R”™ définis pour
v > 0 et vérifiant :

Va, B, 3 Cayp, Vo, €17, 1050]al < Cap(y + €)1, (2.2.6)

On notera &7 P'espace des opérateurs pseudo-différentiels tangentiels A = op(a), a € S7, définis par :
(A)(N)(z) = (QF)_”/ei(” %, )y ) dy dE (2.2.7)

Nous utiliserons 'inégalité de Gérding suivante (déduite de I'inégalité usuelle) : Soit A € £7, s’il existe un ¢y > 0
tel que o(A)(z,&,7) > co(y% + [€]?), pour tout (z,£) € K x R™, alors

3C1 >0, 71 >0, Vfe CRRTT), Vy > 15 Re(Af|f) > Ci|fl3. (2.2.8)

Enfin, on note D’ le sous-espace de £7 constitué des A = op(a) ol a(x, ¢, ) est polynomial en ¢, v de degré j.
Qup+Q5 5 Qe—Q
o Q1= 24

On a, avec Q2 =

Qp = Q2 + Q1 N , / (2.2.9)
Q2 :D’I2L+Q27 Ql :Dncpg;" +SD:E,,LD’IL+2Q1

ot Q1 € D', Q2 € D? ont pour symbole principal

’

02 = 0(Q2) = =7 (0, )2 + (2, &) — (2,79,
{ q=0(Q)= ?(x,g/,gom,) (2.2.10)

N ’ ~, ! ! K 7’ . 7’ . / / .7 N . 7’ /
ot on a noté r(x,& ,n ) la forme bilinéaire symétrique en £ ,n associée & la forme quadratique réelle r(x, & ).
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Pour f,g € CF (Ri"’l), on posera (folgo)o = [pn 0G0 dz’, les formules d’intégration par parties s’écrivent,
les opérateurs Q, k = 1,2 étant auto-adjoints par construction®,

{ (/1@29) = (Q21lg) = ¥[(f1Png)o + (Dufl9)o] 2.2.11)
(f1Q1g) = (@1f19) — 2i7 (¢, flg)o
1Qugl1§ = Q29115 + 7 11Q19115 + i7[(Q19]Q29) — (Q29|Q19)] (2.2.12)
d’ot, en utilisant (2.2.9), (2.2.10) et (2.2.11), (2.2.12), devient :
{ 1Qe9l5 = I1Qagll3 + 11 Qugllf + 7([Q2, Qulglg) +¥8(s) (2213)
B(9) = (Q19|Dng)o + (DnQ1 — 2¢,, Q2)gl9)o-

Par ailleurs on a i[Q2, Q1] € (D? + D'D,, + D°D2) et puisque ¢, () # 0 pour = € K, D,, — #@1 € D! et
D2 —Q, € D* d'on
i[Q2, Q1] = BoQ2 + B1Q1 + By ; Bj € D. (2.2.14)
— On rappelle que A* = (42 + Di)g . AF e gk,
Lemme 2.2.9. Il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout R* dans EF et g € (e (erfl) on ait :
DR g5 < el DEA*gI[5 + el DuA* g[lf + e[| A%g]l3.

Lemme 2.2.10. Soit ¢ vérifiant (2.2.4) et (2.2.5). Il existe C > 0, v1 > 0 tels que pour tout v > v et
g € CX R on ait :

1Qugllg + Y191z, =01F + V0, gjz.=0l§ > CYllglIF + I D2AT g5 (2.2.15)

Remarque 2.2.11. Le Lemme 2.2.10 est classique sans le second terme & droite (y|[D2A~1g||2). L’essentiel de
la preuve consiste & prouver qu'on peut aussi majorer ce terme.

Preuve de la Proposition 2.2.5. Soit x € C¥ (erfl) une fonction de troncature, x = 1 sur le support de h et
g=xA"1theCy¥ (RT‘I). En appliquant @, a g on obtient

Qug = A "XQuh + [x, AT Quh + [Qp, A7 XA
— DG ATDR R + AT Qy, XA+ D[, A h+ Th (2:2.16)

ou

T = - [(’750/1")27 [XaA_l]] + [(R(Za Dx/)v [XaA_l]] - [(R(x77¢;/)7 [XaA_l]]
+ (205, Dus [ A7) = [0, Do A7) + [R(z, Dy v ), s A7)

En utilisant (2.2.16) et le Lemme 2.2.9, on a

_ c _ _
1Qegll5 < v QHQ@hlngr?HhHngHDiA “hl[§ + 1| DnA2hlI3 (2.2.17)

3 @;; ; k= 1,2 représente ’adjoint formel.
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comme
0r,9 = AT, b+ [Xe, AR+ AT X0, b
- X;jA—lh + XA 710,k

d’ou

Ngle,=oli < evllhlz,oll3 (2.2.18)
et

Nenglan=olly <~ 0z, ble,=oll5- (2.2.19)

Comme ||g||? = [|Ag||3 + |0z, 9|3, on écrit Ag = xh + A[x, A=A, ceci implique que h = Ag — A[x, A~ JhAA~ h,
on a alors

17llo < el Agllo + cl[A™ Ao
et

C
I1Agllo = cl[hflo — ;IIhllo

c’est-a-dire, si v assez grand,
1Agll§ > cllhll3. (2.2.20)

Par ailleurs, on a d'une part 0,,9 = X;nAflh + X0z, A" h d’ott

_ 1
X0, ARG < €l Dn, gl + ?Ilhllg
c’est-a-dire
_ 1 _
102,913 = el DA™ h||G — ﬁllhllg + [|x0x,, A" R[5, (2.2.21)

et d’autre part

YIDFAT gll§ =~ DRAT XA A3
> Y| DRATXRE = AIDRAT [ AR

D’apres le Lemme 2.2.9 on obtient :
YIDZAT gll§ = yIIDRAT?R|IE — Cy~HI DR AT2hI[G
= Cv | DA RF = Cy 0 A3 (2.2.22)

En utilisant le Lemme 2.2.10 et (2.2.16)—(2.2.22), on obtient le résultat. O
Preuve de la Proposition 2.2.6. La Proposition 2.2.6 est un cas particulier de la Proposition 2, p. 247, de [19]. O

Lemme 2.2.12. [l exziste C > 0, 79 > 0 tels que pour tout v >~y et g € C,?(Ri“) on ait
YIDEAg[IF < CllQ29]l + Cllgll3-

Lemme 2.2.13. Il eziste C1 > 0 (grand) et ¢y > 0 tels que pour tout (:c,f’) € K xR" on ait

i

W[Qf + (0 )2a2)% + 0(B2) > co(v* + €?).
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Lemme 2.2.14. Il existe C; > 0, v1 > 0, Fy € % et Fy € D! tels que pour tout v > v, et g € C,;’O(Rf_“)
on ait

1Qeglls = C1vllglli +AIIDEA glI§ + Re[yB(9) + v(Dng + Fi|Fog)o)-

Preuve de la Proposition 2.2.7. Si g = €"?h, on a hg = 0 et l'inégalité de la Proposition 2.2.7 résulte du
Lemme 2.2.14 puisque le terme de bord dans I'inégalité du Lemme 2.2.14 vaut alors 2 [, go;n|Dng|(2) > 0 grace

a Phypothese <p;n (z',0) >0, ¥(z',0) € K et (2.2.13). O
Preuve du Lemme 2.2.9. On a
D2RFg = D2RFA=FAkg
= D, (RF*D,A"*A*g) + D, (|D,,, RFY]A"*A¥)g
= R*D2A""A*g + [D,,, R*|D,A""A*g + [D,,, R*| D, A""AF)g
+ [Dy, [Dy, RFJA* ARy,

Puisque D2A~% = A=*D2 on a alors

D2RFg = RFA™*D2A*g + [D,, RF]A""D,,A*g + [D,,, RF|A="D,, A*g
+ [Dy, [Dy, RFJA %A%y

et comme on a REA* [D,,, RFJA=F et [D,, [D,,, RF]]JA* sont dans £° (car R € £, ceci implique [D,,, R*] €
&¥), donc bornés sur L? d’out le résultat. O
Preuve du Lemme 2.2.10. La preuve du Lemme 2.2.10 résulte du Lemme 2.2.14. (]
Preuve du Lemme 2.2.12. On a d’apres (2.2.9) et (2.2.10)
IDAAT gllf = (DR AT g|DEAT )
= (D2A71g|Q2A"g — Q2A71g)
= (D}AT'91Q2A7"g) + (D2 A gl(1,,)* A" g)
— (DRA"g|RA ™ g) + (D2 A" g|R(z, 7,1 )A"g)
=t + 12+t + 14
On va majorer les termes t;, j = 1,...,4 en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz
24-1 |3 A—1 ox—1.12, Ci3 v—1 2
[t = (DR A™"glQ2A7"g)| < Ce| DLA™ gll5 + — Q24 gll5-
Comme _ B ) )
Q2A71g = A1 Qag — [(v,,)% A7 g — [R(z,v¢,,), A7 g + [R(z, D7), A7 M]g
et [(vgolzn)Q,A_l], [R(x,’ygo;,),A_l] et [R(x,D, ), A""] sont dans £° alors
or-1 2, C o5 0 C 2
1] < Cel DA g3 + S 21 @agll3 + <ol (22:23)
| —ts] = | = (DRAT'g|R(z, D,y )A™"g)| < Ce| DA g|[§ + CI|R(x, D, )A " gl§ s comme R(z, Dy )A™" € €

alors o
| = ts| < CellDRA g5 + — gl (2.2.24)
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De méme, les termes |ta] et |t4| sont majorés par les termes suivants :
ap-1 02, O
CellDRA™gllo + —lgli- (2.2.25)
D’apres (2.2.23)—(2.2.25), on a en prenant e assez petit
IDZA™gll5 < Cle)y2 Q295 + Cle)lgli,

on multiplie cette derniere inégalité par v, on obtient le résultat. O

Preuve du Lemme 2.2.13. On a q,(2,£) = &2 +q2 + 2i’y(§nga;n + ¢q1) et 'hypothese (2.2.5) nous permet de dire
que

V(z,6) e K x R"M {2 +qgp=0cet gncp;,n +q=0}={&+ qg,gnga;n +q1} > 0. (2.2.26)
D’apres (2.2.14) on a

{6+ @2, 6nps, + 01} = 0(Bo) (&) + g2) + 0(B1) (€npn, + @1) + 0(B2). (2.2.27)

Montrons que
V(z, &) € K xR™, ¢ + (¢, )2g2 = 0= o(Bs) > 0. (2.2.28)
En effet, si ¢ + ((p;n)2q2 =0, posons &, = —:,1 €R,ona §n<,0lzn +q =0et & + g2 =0, (2.2.26) et (2.2.27)

Tn

entrainent o(By) > 0 :
Montrons tout d’abord que pour tout z € K et I'? 4+ =2 =1, on a

[C1(@? + (¢,,)%62)* + 0(B2)]|wr.2) = co- (2.2.29)
Par I'absurde, il existe (xx, [, Zx)ken; 2k € K, 2 + E2 =1 tels que

‘ 1
[Cr(d? + (¢2,)202)" + 0(B2)l| (2.1, 20) < o (2.2.30)

et on peut supposer, quitte & extraire une sous-suite xzp, — z, I'n — I', £ — Z et Cp — 400 lorsque k —
+00 en divisant (2.2.30) par Cy et faisant tendre k vers +oo, qu'on a alors (¢ + (¢, )%¢2)?|(z,r,z) < 0 d'ou
(¢ + ((p;n)2q2)2|(z,p75) =0, on déduit de (2.2.28)

O'(BQ)|(1.71",E) > 0. (2231)
Drautre part, de (2.2.30) on a 0(B2)|(,r, 2 < Cik en faisant tendre & — 400, on a o(B2)|zr=z) < 0 en
contradiction avec (2.2.31), d’out (2.2.29). On obtient le lemme par homogénéité en posant I' = W et
v+ 2
E= 6/, T° O
(+E71%)2

Preuve du Lemme 2.2.14. D’apres (2.2.13) et (2.2.14) on a
1Qegl1§ — Re(v8(9)) = [Q24ll5 ++*|Q19[15 + ¥(B2glg) +7(BoQ29 + B1Q1l9) (2.2.32)

et I'inégalité de Cauchy-Schwartz nous donne :

2
~ ~ v
17(BoQ2919)| < €.CQ29|13 + C—lalls
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et
(B1Quglg)| = [(ViQalvABi9) < CZI|Quglf + Cr-eloff

d’ou
~ ~ ~ C  ~ C
17(Bo@29 + B1Quglg)| < e.C|Q2gll5 + ?’YHQMJH% + C.elglf + ?’VQHQII(Q)' (2.2.33)

Par ailleurs, d’apres l'inégalité de Géarding et le Lemme 2.2.13, il existe C; > 0, 71 > 0 tels que pour tout
> 71, g € CE(RY) on ait

Rey(Baglg) > Civlgl? — vRe((QF + (vs, )2 Q2)9| Fog) (2.2.34)

ol Fy € £° a pour symbole principal :

C1
o(Fo) = =3 (@} + (22, 02).
( 7+ IQ( (P2, ) a2)
D’autre part, on a d’apres (2.2.9)
9 1 I
D, = -
LTS T
d’ott N
1Dngllo < cll@igllo + cllQugllo + cllgllo
or

llgll1 = |1 Dngllo + 191
On en déduit alors

lglls < c(lQugllo + lgl). (2.2.35)
On a également

]_ — / /
Ql - 5(@1 - [Dna Sazn]) - SD:E,LDTI

d’ou
’ ’ ’ Q - ’
@+ (,,)°Q2 = (solw (Q1 (D, 0, )20, Do+ 5-(Q1 = (D2, ])
]. ]_ ’ ’
(9093") D2 + @zncpa:n QlCPInD + 5 [Dnacpa:n](pmnDn

2
+ inQl - §Ql[Dn7<pazn] + (9093") QQ - (SDCE-,L)QD’IQL'

Ceci nous permet de dire que :
Q7 + (‘P;W)QQ (S%n) Q2 — ns% Q1+ C1Q1 + CoD,, + C,
ot C;, C; € DI, On a
Re((QF + (2,)°Q2)91Fog) = Re{(2,,,)°@2)g|Fog) + (%w;n@lgwog)o

1/ =~ -~
+ (59017LQ1|F0Dng) + (C1Q19|Fog)

+ (CoDng|Fog) + (Cig|Fog)}.
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On va majorer chaque terme

(6., P QelglFog)| < 1 aglls+ ol (2236)
(€ QuolFug)] < cer|Quolf + = lof? (2237)
(CoDuglFog)| < S1Daglf + gl (22.38)
(CuolFag)}| < Llof + gl (22.39)

(6, QlFaDag)| < cerlQuall + 1Dl (22.40)

D’apres (2.2.36)—(2.2.40) on déduit que :

1

’ ~ 6 —_—
Re((@} + (%, )°QalglFag) < Re( 57, GralFuglo + cst < | Qaal}

+€7||@9|3) + gl (2.2.41)
d’ou
— YRe((Q3 + (#,,)?Q2)g|Fog) > Re(%w;n@lglFog)o
~est(el|@agll} + |Gl + <ol

En utilisant (2.2.32)-(2.2.34) et (2.2.41), on trouve, si v > 1,

1 ~
1QpgllZ: — Re(v8(9)) = CurllgllT + erllgllt + 511Q2915
+ Rey(Dng + Fig|Fog)o

ot Fy € D' et Fy € £°; grace au Lemme 2.2.12 on déduit le résultat. O

2.3. Inégalité d’interpolation locale

Le but de ce paragraphe est de prouver les inégalités d’interpolation (2.1.3) et (2.1.4). Cela va se décomposer
en plusieurs étapes. On va d’abord prouver comme conséquence directe des inégalités de Carleman, des inégalités
de type (2.1.3) et (2.1.4) sur des domaines assez petits. Il s’agit ensuite de propager ces inégalités de proche
en proche. Pour cela, on va introduire un lemme de récurrence adapté a notre situation. Enfin on fera les
constructions géométriques permettant de prouver (2.1.3) et (2.1.4).

Nous noterons BT (0,r) = {z € R", |z| < r,z,, > 0}.

Lemme 2.3.1. Il existe u € )0, 1] et C' > 0 tels que, pour tout v € C’OO(RZ_H), on ait

lvllL2(B+(0,r)) < ClIQUIL2(B+(0.57)) + IVl L2(B+ (0,57 {2n=0})

+ 100l 228+ (050 gz =op [ (V]| 1 (84 (0.50)) - (2.3.1)
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’ ’ ’ ’ ’
Preuve. On pose ry = ¢, r; = %,7‘223—; <7, Ty = %,7‘3237“, rq = 4r de sorte que r; < r; <rg <ry <rz<

7y et soit (s, z) = 52 + |z |2 + |x, + r[2. On pose
V={(s,2) € X; ¥ <(s,x) < (rl3)2}
Vi ={(s,z) € X; 7“?- < (s, x) < (r;)Q}
En vertu de la Proposition 2.2.1 (en divisant I'inégalité de cette proposition par ), on a pour v > 1, f €
CEO(RT_,’I_Jrl)
v

— B (s,x) —B(s,x) <

Qfllzz2v)

—B¢(s,z)

Clle™ Fllzzery < lle™

il —(s,2)

e’®

flan=oll2(ov{z.=op + |l OnfllL2(0vnfzn=0})- (2.3.2)

Introduisons la fonction de troncature X de 6 définie par

et considérons y € C (R™+1) definie par x(s,z) = X(¢(s,7)), on prend f = xv et de (2.3.2), on obtient en
écrivant

Qf = xQu +[Q, XJv
([@, x| est un opérateur différentiel d’ordre 1 supporté sur V4 U V3), BT(0,7) C Va et V N R’frl C BT(0,57)

Bra
[

e’ﬁT’ e A
Ce™ vl 2B+ (0. < €7 1QullL2(B+(0,5r)) + IVl 22(B+(0,5m N (=0}

.
+ ||8nv||L2(B+(O,5r)r‘|{xn=0})] +ere vl (5+(0,5r))-
On pose C = e_ﬁ’“; —e B > et Oy =e P2 — e_ﬁ’"; > 0, on obtient

0]l 225+ (0,0 < C2[|Qul 28+ 0,5r) + V]| £2(B+ (0,51 (=0}

+ 110n] L2(B+ (0,50 N {zm=0p)) + €T [0l 1 (B+(0,50)))-

On optimise en v (comme dans [28]), on a alors

llvllz2(B+(0,r)) < CUIQV| L2(B+(0,5r)) + 1Vl L2(B+(0,57)"{zn=0})

_ < _Ca
+ 100tll 225+ 0 3r1(am0n) 7 (ol s 050 755

En posant p = ClilcQ on obtient le résultat. O

Lemme 2.3.2. Il existe 19 € |0,1[ et C > 0 tels que, pour tout p € 10, yo| et tout v € C=(RE), on ait

loll 2 () < ClUIQUIIL2x) + vl l20x) + 1 BYll 20x)) ([0l 2 x)) ™ (2.3.3)

ou Uy, X ont été définis a la Section 2.1.

Preuve. Soit (s1,21) € T's,, 1l existe alors un voisinage de (s1,21) noté U et un difféomorphisme noté G' défini
de U N X vers V(g 0y N {z,, > 0} tels que G((s1,21)) = (0,0) et B((s1,x1),7 )N X c GYB(0,r) N {x, > 0}),
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avec r assez petit, @ (resp. Op) se transforme par G en @ (resp. B) et en utilisant (2.3.1) et le fait que G
transforme les normes en normes équivalentes, on a

[0l 2B+ ((s1.00) .0y < CURQVIL2(x) + 0Irsy | 20x) + 1Bl L2ax))- ([0l (x)) 4 (2.3.4)

Pour terminer la preuve de I'inégalité (2.3.3), on va rappeler le résultat suivant (dit a Uellipticité de 'opérateur Q) ;
soit Uy = B((s2,22),r ) € B((s1,21),7 ) ; Uy dans Vintérieur de X.

Lemme 2.3.3. Il existe C' > 0 tel que, pour tout v, on ait
vl o) < CUIVI 2B ((s1,20),0)) T QU L2(B((s1,20),)))- (2.3.5)

A partir des inégalités (2.3.4) et (2.3.5,) on a le Lemme 2.3.2, ceci démontre Dinégalité (2.1.3). O
Lemme 2.3.4 (de récurrence). Soient v € ]0,1[ et oy, > 0 vérifiant pour tout k > 0, ax < F17"(ap_1 + E)” et
ar <F ou E>0,F>0. Alors pour p € ]0,vN[; N >0, on a

an < 277 F1H(ag + E)*.

Preuve.
- Si F < ag+ E, le résultat est immédiat.

~Siap+ E < F, en particulier E < F, on a ap < F'7"(ag_1 + E)” qui implique

a ag—1+ E\"
?k < (%) (2.3.6)
. E E\” E\”
=< (f) < (%) : (2.3.7)
De (2.3.6) et (2.3.7) on obtient “AE < (2 a"*lffE)”, ceci implique par itération
any <277 F (ap + ) ; (2.3.8)

comme ap + E < F, (2.3.8) implique le lemme pour pu < vV,

— Estimation sur Xj.

On note X5 = [—3, ] x Qs, ou § est fixé et Qs = {2z € Q;d(x,0Q) > §}. Soit r assez petit (r < § et
r < Sp), on recouvre X par un nombre fini de boules de rayon r et de centre y; = (s;,2;), j = 0, N avec
B(yo,r) C U C X5;.

Pour tout £ = 1, N on peut construire une suite jg, ...., j; telle que jo =0, j; = k et

B(xj,,,,r) C B(xj,3r) pour | =0,k — 1 avec y;, = (sj,,2j,)- (2.3.9)
Soit (s, x) = |s — sj* + |x — z;|?, en vertu de la Proposition 2.2.4, on a pour v > 1, f € C%O(RZ_H)

—B(s,z) —B(s,z)

Clle™ vy < lle™ Qfll2v)- (2.3.10)

r o) r 3r 4 T ’
Onpose 1= 3,7 =5, 12 = <7, 1y =5, r3=4r, r3 = 5r.

Introduisons la fonction de troncature X de 6 définie par
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et considérons y € CF¥ (R™+1) définie par x(y) = X(¢(y)), on prend f = yv et de (2.3.10) on obtient en écrivant

Qf = xQu+[Q,x]v
([@, x| est un opérateur différentiel d’ordre 1 supporté sur V3 U V3)
Bry

e e P e AT
Ce” vl 2 (ve) < €7 HQullz2evy + [0l )] + €7 ol g vy

Onpose C1 =e P2 —e¢= A" > 0 et Cy =e P —e P72 > 0, on obtient

ol vy < Cle?(1QullL2vy + vl va)) + € vl vy)-

On optimise en v (comme dans [28]), on a alors
[Vl vy < CUQUILaqvy + vllzr i) (ol vy) (2.3.11)

avec (b < po = %
Par ailleurs on a Vi C B(y;, ) et B(y;,3r) C Vo U B(y;,r), alors (2.3.11) devient

[0l (By;,.3r7) < CURQUI L2(vy + [0l ey, ) (0l () (2.3.12)
En vertu de (2.3.9), (2.3.12) on a
0]l 1By, ) < CUQUIL2(x) + 1]l 1 By ) (0] 21 (3)) (2.3.13)

On applique le lemme de récurrence a (2.3.13) avec ay = [[v[| g1 (B(a;, 1)), E = [|QU]| L2(x) et F = CcTr
on a alors

U”HI(X)a

’

vl By < CURQUIIL2x) + 10l a1 (Byo,r)) ([0l x) ™ -

En recollant les inégalité obtenues, on obtient pour un certain p € 10, 1]

vl x5y < ClIQUI L2y + ol @ (vl e xey) (2.3.14)
D’autre part, soit y € Z = [—3, 3] x 04, il existe alors un voisinage de y noté U et un difféomorphisme noté

G défini de UN X vers B(0,7,) N {z, > 0} tels que G(y) = 0; soit ¢(s,x) = s? + |22 + |z, — 4r|? avec r < Ty.
En vertu de la Proposition 2.2.3 (en divisant l'inégalité de cette proposition par v), on a pour v > 71,
feCx(REY)

0BV (s,2) o~ BY(s,3) = 0BV (s,2)
Clle” fllery < le” Qfllz2v) + [le” O fllL2(ovaiz,=oy)- (2.3.15)

’ ’ ’ L. .
On pose 71 = §, 1y =7, 12 = 21, 79 = 61, 13 = Tr, r5 = 8r, on vérifie facilement que B(0,r) C V5.

Introduisons la fonction de troncature X de 6 définie par
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et considérons x € C%o(R"H) définie par x(s,z) = X(¢(s,x)), on prend f = xv et de (2.3.15) on obtient en
écrivant

Qf = xQu +[Q, XJv
([@, x| est un opérateur différentiel d’ordre 1 supporté sur V4 U V3) et

Onf = xOnv + x;nv,

B

e” " e P
Ce’ P lollmsrory <€ 1QullLzv+y + vl vy

—Br
+ 100l L2 (vgzn=op] + €7 vl gy
En posant C = e P2 — e P S et Oy = e Pt — e P2 > 0, on a

[0l 2B+ 0,0 < CE[1QUll 2cv+y + [0l ()

+ ”anUHLz(Vﬂ{xn:O})] + e7701||U||H1(v+))~
On optimise en v (comme dans [28]), on a alors, en posant pg = %, pour p < pg

ol (B+0,0)) < CUIRQVIIL2(v+) + [0l a1 vy + 10l L2 (v Agwn=op) - (0]l 1 v+)) H-

Puisque G~1(V1) C X5, et (B(y,r;!) NX) c G Y(B(0,7)) N {z, > 0} avec 7";! assez petit, Q (resp. d,) se
transforme par G en @ (resp. B) et en utilisant le fait que G transforme les normes en normes équivalentes,
on a

1ol Byt yy < CUQUIIL2x) + vl (s, + 1Bl z2cox)) (vl ) " (2.3.16)

On recouvre Z par un nombre fini de boules de rayon 7“;- = r;j et de centre y; = (s;,%,), j =0, M, on a d’apres
(2.3.16)

100l (g, a0y < CURUIL2(x) + Wl 21 (x5, ) + 1 Bollzaax)) s (ol )™
0 §i= inf {6, }etp = inf 1. (2.3.17) implique
n pose 6 je{lf_l__,M}{ v b et jE{Ol,I_l__,M}{uyJ} ( ) impliq

10l By < CURQUIL2x) + 0]l x5,y + 1Bl z2ox)) (0l e x0) "
(B(yj,r;))

En recollant les inégalités de (2.3.18) et en utilisant

1—
ollzrrx gy = Mol o 100 i
2 2

c’est-a-dire
Hv”Hl(Xg) < O([|Qullz2(x) + ||U||H1(X%) + |1 Bvll L2ax))" ([0]l g x))

et que Y = [, 2] xQ C X; U Uj”ilB(yj,r;) C X, on obtient

ol vy < CUIQUI L2 (x) + 1ol 1 (x5, + 1Bl L2ox)* - (0l (x))

avec 0y = inf{d1,3} et pu < 11 ; en combinant I'inégalité (2.3.14) et (2.3.19), on obtient l'inégalité (2.1.4). O
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3. RAPPEL SUR LES FONCTIONS F.B.I.

3.1. Fonctions F.B.I.

Soient sg > 0 et r > 0, on pose

A .
Va1 (5,7) = \ 9, /e_%(léJra_t)zXT (t)w(t,z)dt

avec A > 1,a >0, et

_ L =0 =-eT
XT(t){o; > (1-5)T.

— Pour simplifier les notations, on pose vg x7 = va.
On note Q, = (=50, 50) X Q, sy = (—=50,80) xT', Qpr = (0,T) x Q et I'p = (0,7) x T

Propriétés 3.1.1. v, \ 1 posséde les propriétés suivantes :

lim ven7(0,2) =u(a,z) si |a| <T;

A— o0
loallzs (q.,) < Co™8 ullfn o (3.1.1)
||Q”A|‘i2(950) < CefoA— AT (=) =lal]® ”“”ifl(m) (3.1.2)
[olr,, |ia(r50) < 0" ulrg |2y (3.1.3)
1BoslZa(r,,) < Ce 1Bullzay,) - (3.1.4)

Remarque 3.1.2. La preuve de ces propriétés est immédiate, par I'inégalité de Cauchy-Schwartz.

Preuve du Théoréme 1.0.1. On va utiliser I'inégalité (2.1.2) & vy et on injecte les inégalités (3.1.1)—(3.1.4), on
obtient . ,
2(1— - —e)— 2 2 .

210 (@ AT 2 gy ) (3.1.5)
Ensuite en appliquant la formule a'~#b* < (1 — p)a + pb, pour tout a, b dans R* et p € ]0,1[ & (3.1.5), on
trouve

2 52 )\
[oxll s vy < Ce™” [ull

2 ([ (12 2
loallzr vy < Cle™ lullfp iy + € llulrs 72 rp)] (3.1.6)
ot @ = —s2 + (T(1—€) — |a])? et B = s3. O

3.2. Estimation de u

On sait déja, d’apres les Propriétés 3.1.1, qu’on a la convergence simple

lim  vx(0,2) = u(a, x).

—— 400

On va préciser cette convergence.
Dans les lemmes qui vont suivre, on va faire abstraction de la variable z.

Soit u(t) a support compact
)\ A 2
t) =1/ [ e 2@ D y(t)dt
U’)\( ) 27_[_ /]Re 2 U’( ) Y

on a alors :
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Lemme 3.2.1. Soit u € H* (R) N E (R) (ot & (R) est Uespace des distributions & support compact sur R),
alors :

lu = urll L2y < e |l g () -

Lemme 3.2.2. Pour tout € > 0, il existe Ce > 0 telle que :

[

lux (a)] < C. </< lux (to + is)|* dto ds)

la—to|<e

Lemme 3.2.3. Soit W € Wy, on a alors :

c
1 llws < lullZzop + 5 (lellE @) + 10atalZ2an))-

Preuve. La preuve du Lemme 3.2.1 se fait en écrivant u) sous forme de convolution de deux fonctions et la
preuve du Lemme 3.2.2 se fait en utilisant la formule de Cauchy. Détaillons la preuve du Lemme 3.2.3 en
utilisant [21], p. 311 :
En multipliant scalairement 1'équation u” (t) — Au(t) = 0 par A (t), puis en intégrant entre 0 et ¢, on
obtient ) / / )
[u(0)122() + (A7 (0),u (0)) = [lu(t)l|72(q,) + (A7 u (t),u (2)). (3.2.1)
Puis en utilisant le fait que

(A7 v,0) > ellvl? Yo e (HY(Q)),

@)"
(3.2.1) devient

’

10, = Nu(0) 22 + 1 )2y iy < (O3 + (A~ (), (1) (322)
on a
(A7 (1), (1)) < (AT (1), () — (A7 (@), uy (a))]
+ (A uy (a), wy (@) (3.2.3)
D’une part on a
(A (a), uy(@)] < Clluylliza,): € >0 (3.2.4)
car A=t € L((H'(Q))', H'(Q)); d’autre part on pose A~'u" = v et A~'u) = vy, on a alors

/

(A (), (1) = (A s (@), up(@)] < [(o,u') = (0,uy)] 4 [(0,uy) = (orsuy)]-

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz et le Lemme 3.2.1, on a

’ C /
0= va )l < el 93 2 (3.2.5)
et ’ ’ ’ !
[(v,u —uy) < Clvllpzellllve —usllg-2w)-
1—e € c
En écrivant @y sous forme de convolution de deux fonctions et en remarquant que sup |T|§|2| < N ; ¢>0,
£eR

on a alors

’ ’ C
(v, u —u] < Slulli o) (3.2.6)
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En vertu de (3.2.3)—(3.2.6), on a le Lemme 3.2.3.
— Revenons maintenant a notre probleme :

Soit T o > 0 et soit 71 > 0 tel que Ty = (1 —€) Ty avec Ty > T > Ty, on a

[ A
oy (0,2) = %/Re*%(“*tf)@ (t)u(t,z)dt = uy (a,z)

et
[ul3sgam < [ [ hott0) a0 deda
QJR

2 2
< lluxz (@) = ox (0)[[ L2, x) T 1o (Ol Z2(m, x0) »
alors
2
[ull L2 (07, ) < luxr (@) = vx O)l| 2w, <) + C llxrs (@) 0x (072, xo) - (3.2.7)
Le premier terme de 'inégalité (3.2.7) est majoré grace au Lemme 3.2.1 par :
c
ﬁ H“HHl(QT) :
Le deuxieme terme de I'inégalité ( 3.2.7) est majoré grace au Lemme 3.2.2 et & U'inégalité ( 3.1.6) par :
—Aa 2 o 2 1
C e Iullfn oy )+ luler ey

d’ont (3.2.7) devient

C al PON
[l 22 () < G ull g1y + €2 [tlrgll 2o,y + €72 ull g1y - (3.2.8)

D’autre part on a
Oqun(a, z) = i0svx(0, ).
En utilisant le Lemme 3.2.2 et I'inégalité 3.1.6, on a alors
- 2 a 2 1
[OatrllL2(r) < C [e A HuHHl(QT)} +e lulrr lz20p)]? (3.2.9)

en posant
2 U| 1
je 2iog (Mlien
Iz lulrg |2 grypy

[l o)
||“||L2(QT0) + [[0aurlz2(07) < Cllull g1 (o [log m +2
T

on trouve

[

Ceci termine la preuve du Théoreme 1.0.1 grace au Lemme 3.2.3. (]
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