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RIGIDITE GENERIQUE DES FEUILLETAGES SINGULIERS

Par LAaurent LE FLOCH *

RESUME. — Dans cet article, on étudie le type analytique des familles d’équations différentielles 0 = A. dz+ B. dy,
a deux variables, ayant un type formel fixé. Dans une premiére partie nous établissons de maniére géométrique
que cette famille est a type holomorphe constant, sous une hypothése de rigidit¢ d’un des groupes d’holonomie
associé a cette équation.

Dans la deuxiéme partie, nous montrons que, dans la classe des courbes généralisées, cette hypothese de rigidité
d’un des groupes d’holonomie est génériquement satisfaite. © Elsevier, Paris

ABSTRACT. — Generic rigidity of singular foliations. In this paper, we study the analytic type of families of
differential equations 0 = A. dx + B. dy, with two complex variables, of a fixed formal type. First, under a rigidity
hypothesis for one of the holonomy subgroups associated to the equation, we prove, using geometric techniques,
that these families are of a constant analytic type.

Then we show that in the class of generalized curves, this hypothesis of rigidity is generically satisfied.
© Elsevier, Paris

1. Introduction

Soit O,, (resp. AZ) I’anneau (resp. le O, module) des germes de fonctions (resp. des
p-formes) holomorphes de C’; on note

n (a1y---,an) =1,
Al ={w= Eaidxi € A} avec |a1(0)=...=a,(0)=0
=1 wAdw=0

Rappelons qu’une 1-forme w € ..A,ll définit un feuilletage (régulier) F,, en dehors du lieu
singulier
S(w) = {m | w(m) = 0}.

On note également Diff, (resp.ﬁi]\fn) le groupe des germes de difféomorphismes
analytiques (resp. formels) de C',. Deux sous-groupes H; et H, de Diff, sont
analytiquement (resp. formellement) conjugués s’il existe ® € Diff,, (resp.l/)i]\fn), appelée
conjugante analytique (resp. formelle), tel que

{q)ohllh1€H1}={h20¢|h2€H2}.

* Ce travail a été effectué au sein du laboratoire de géométrie analytique de 1’université de Rennes I.
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766 L. LE FLOCH

Soit A un disque de C centré en 0; on appelle famille 4 un parametre dans A la donnée de

U, (z1,...,Zn) .—.< Z af i (e)zi ...zl

i tin 1

W Y <>)

!

d’éléments de Diff,, (resp. Eﬁn) telle qu’il existe un voisinage ouvert V de A sur lequel les
a¥ . soient holomorphes. On note Diff, (A) (resp. Diff, (A)) I’ensemble de ces familles.

i]...’Ln

De méme, on appelle famille & un parameétre la donnée de la famille
We = Zai(zl, ey T, €) dz;
=1

d’éléments de Al telle qu’il existe un voisinage U de 0 dans C™ et un voisinage ouvert
V de A tels que les a; soient holomorphes sur U x V. On note €2,,(A) ’ensemble de ces
familles. Deux familles (w!) et (w?) de Q,(A) sont analytiquement (resp. formellement)
conjuguées s’il existe (®.) € Diff,,(A) (respﬁﬁn(A)) telle que

QrwlAw?=0.

Rappelons qu’un sous-groupe H de Diff,, est dit rigide (resp. super-rigide) si sa classe
analytique coincide avec sa classe formelle (resp. si toute conjugante formelle qui lui est
associée est holomorphe). D. Cerveau et R. Moussu ont donné une caractérisation des
sous-groupes non abéliens super-rigides de Diff;. Ils appellent groupe exceptionnel tout
sous-groupe H de Diff; dont le premier groupe dérivé [H, H| est abélien non trivial. Ils
établissent alors le théoreme qui suit.

THEOREME ([Ce,Mo]). — Un sous-groupe non abélien H de Diff, est super-rigide si et
seulement si il est non exceptionnel.

Une 1-forme w € A} est dite non exceptionnelle s’il existe une composante irréductible
de son arbre de désingularisation, non dicritique, ayant un groupe d’holonomie non abélien
non exceptionnel. Le but de ce travail est de prouver les deux théorémes qui suivent :

THEOREME L. — Soit (w.) € Qo(A) une famille formellement conjuguée a la famille
constante wy; si wg est non exceptionnelle, alors (w.) est analytiquement conjuguée a wo.

On se donne une propriété P portant sur une classe d’objets A qui peut étre
indifféremment :

— Un sous ensemble de Diff,,, 537’",
— Un sous ensemble de AL, Al.
Pour tout a € A, j*(a) désigne le jet d’ordre k de a. Deux éléments « et 3 de A sont
dits k-tangents si j*(a) = j%(3). Soit r € N et ap € A; la propriété P est dite
— r-déterminée pour I'objet og si elle est vérifiée pour tout objet o' € A tel que
3" () = j"(a).

4° SERIE — TOME 31 — 1998 — N°® 6



RIGIDITE GENERIQUE DES FEUILLETAGES SINGULIERS 767

— De détermination finie si, pour tout objet o € A vérifiant P, il existe 7(«) € N tel
que P est r(«)-déterminée pour .
— Générique si elle vérifie les deux propriétés suivantes :
G1 : P est de détermination finie sur A
Gy : Pour tout £ € N et tout o € A, il existe o/ € A vérifiant P tel que
i* (@) = j¥a).
Notons C I’ensemble des courbes généralisées (au sens de [Ca,L.-N,Sa]). Pour cette classe
importante de feuilletages, on a le théoréme suivant.

THEOREME II. — La propriété « w est une 1-forme non exceptionnelle » est générique dans
la classe C des courbes généralisées.

2. Préliminaires

2.1 — Notations

On reprend essentiellement les notations de [Ma] (voir également [Ma,Mo], [Ce, Ma]
pour les notions classiques de feuilletages réduits, de désingularisation, d’holonomie
projective, ...).

Etant donnés M une variété analytique complexe de dimension 2 et F un faisceau de
base M, pour tout ouvert U de M, F(U) désigne ’ensemble des sections de F au-dessus
de U et F|y désigne la restriction de F a U; pour tout point m de M, F,, désigne la
fibre de F au-dessus de m.

On note

— Oy le faisceau des germes de fonctions holomorphes sur M,

- Aﬁ/j le faisceau de Oys-modules des germes de p-formes holomorphes sur M,

— xum le faisceau de Opr-modules des germes de champs de vecteurs sur M.

Soit My C C? un polydisque centré en O; on appelle arbre au-dessus de M, la donnée :

Eh Eh -1 Ev2 El

Mh — Mh—l i Mh—2 Mz h— M1 — MO
U U @] U U

Xh Yh-1 Yho2 Yo D

U U U @] U

Sh Sh-1 Sh_2 Sy S1

So C Yo = {0} C My, Dqg= {0}, Ey = E°=1d

et ol, pour tout j € {1,...,h},
— E7 est le morphisme d’éclatement de centre S;_; de la variété analytique complexe
M; dans la variété analytique complexe M;_q,

- E; = E'o...0FY,
- D; = E;*({0}) est appelé le F18Me diviseur exceptionnel,
— §; C X; sont des ensembles finis de points de D);.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



768 L. LE FLOCH

Un tel arbre au dessus de M, sera noté
A = (Mj, Ej, Ej, S]‘Dj)j=()’m.’h.

L’entier h est appelé la hauteur de ’arbre A, la variété M, est le socle de ’arbre A et
la variété M), est la cime de I'arbre A. Nous convenons de noter spécialement toutes les
données de « cimes », par exemple : M pour My, ¥ pour Xy, D pour Dy, et E pour Ej,.
Cette convention vaudra tout au long de I’article.

Soit

A= (M;,E',%;,8iD;)j=0,...n
un arbre au-dessus de Mjy; nous désignons par
— &;, la restriction au diviseur exceptionnel D; du faisceau O,y,,
— 1, le faisceau d’idéaux de &; localement engendré par les fonctions du type f o F;
ou f est une fonction holomorphe sur M, telle que f(0) = 0,

— A} la restriction de A}, a D;,

— x: la restriction de x4, a D,.

On considere I’arbre produit au dessus de My x V

—=h—1

E E
Mh XV—')Mh_l XV—-—>Mh_2 xV
=2 =1
MyxVE My xVE MyxV

E;l : MiXV — M,'_1XV
(mive) L (Ei(mi)vs)
et on note
~E, =F'o..oF,
— &;xv la restriction de Opp,xv 8 D; X V,
- A}y la restriction de A}, & D; x V,
— Xixv la restriction de xa,xv 8 D; X V,
— Tixv le faisceau d’idéaux de &;yy localement engendré par les f o E; ou f est
holomorphe sur My x V et telle que f(0,e) =0sie € V.
Un tel arbre sera noté A x V.

On considere les voisinages infinitésimaux ([Ba,St]) de D; dans M; suivants :
M — (Di,g[k] _ gi/l-(c+l)

ainsi que les faisceaux de base D; :
E=1meMN e Al é
k

dont les sections au-dessus d’un ouvert U; de D; sont respectivement appelées germes
le long de U; de fonctions holomorphes transversalement formelles et germes le long de
U; de 1-formes holomorphes transversalement formelles. On aura également besoin des
faisceaux suivants de base D; x V :

s . k+1

Eixv = lim (Oixv/IER)

k
A%XV = A%XV Oty ‘f"jXV

XixV = XixV Oy Eixv

4°® SERIE — TOME 31 — 1998 — N° 6



RIGIDITE GENERIQUE DES FEUILLETAGES SINGULIERS 769

2.2 - Eclaté d’une série formelle

On reprend ici des énoncés de [Ma,Mo] en les généralisant au cas des arbres produits,
ce qui ne pose aucune difficulté.

Soient A = (M;, Ej, X, SjQ;) j=o0,....,n(resp. A X V) un arbre (resp. un arbre produit) au
dessus de My (resp. Mo x V) et f € & (resp. E9xv); on a alors les deux lemmes qui suivent.

LemMME 2.1. — Pour tout j € 1,... k, fo E; e é’; (resp. fo Ej € f'jxv).

Cela signifie que 1’éclaté d’une série formelle est une section globale le long du diviseur
du faisceau des fonctions holomorphes le long du diviseur transversalement formelles.

LEMME 2.2. — La série formelle fappartient a & (resp. a Egxy) dés que fo E( resp.
fo E) converge en un point de D (resp. D x V).

C’est-a-dire qu’une série formelle est convergente dés que 1’un de ses éclatés converge
en un point du diviseur exceptionnel.

2.3 — Rappels sur les feuilletages
Soit A = (M;, E?,%;, Sij)j:O,....,h un arbre au-dessus de M, et V un voisinage ouvert
de A; pour tout j € 0,...,h et tout ouvert U de D, , on appelle :

1) Germe le long de U de feuilletage holomorphe (resp. holomorphe transversalement
formel) la donnée d’un faisceau Fy (resp. ]-'U) de sous-modules de A1|U (resp. Al J|U)
tel que :

- Fuy (resp. -7?(1) est localement libre de rang 1,
- A]|U/-7:U (resp. A |U/}'U) est sans torsion.

2) Germe le long de U x V' de feuilletage holomorphe (resp. holomorphe transversalement
formel) la donnée d’un faisceau JFy«y (resp. Fyxv) de sous-modules de A} KVIUXV (resp.

K;><V|U><V) tel que :
— Fuxv (resp. ]?va) est localement libre de rang 1,
- A;><V|U><V/~7:U><V (resp. K;xv[va/ﬁUxV) est sans torsion,
- Fuxv NdFyxv = 0 (resp. ]A-'va A dj?va = 0).
Remarque 2.3. — Les notations classiques de singularités, singularités réduites associées

a un germe le long de U de feuilletage holomorphe ([Ma,Mo], [Ce, Ma]) se généralisent
naturellement au cas formel.

THEOREME 2.4. — Soient A = (M, E7,%;,5;D;)j=o,....n un arbre au-dessus de M, et,
pour 0 < ¢ < h, F; un germe le long de D; de feuilletage holomorphe; alors, il existe un
unique germe le long de D, de feuilletage holomorphe F; . tel que

(B ) Fi=TinnFin

ou (E},.,)F; est le faisceau de sous-modules de A}, localement engendré par les images
réciproques (E7, |)w; m des w;, qui engendrent F; p,.

On dit alors que ;4 est le transformé strict de F; par E;,;. Cet énoncé s’adapte au
cas des feuilletages formels ainsi qu’aux feuilletages le long d’un arbre produit. On peut
alors énoncer le théoreme de désingularisation.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



770 L. LE FLOCH

THEOREME DE DESINGULARISATION ([Ma Mo)). — Soit F un germe de feuilletage de C> o5 il
existe un unique arbre A = (M, E?,%;,8;D;)j=o.,.... r, au-dessus de My tel que, si on note
Fi le transformé strict de F par F; alors, pour tout i € {0,...,h},

- %, = {singularités de F;},

— S; = {singularités non réduites de F;},

—Sh=(2)etSi7$(Z)si0§i<h.

Cet arbre A au dessus de M, est appelé arbre d’éclatement associé a F. La encore
cet énoncé s’adapte au cas des feuilletages formels ainsi que les notions classiques de
composantes dicritiques et de groupe d’holonomie projective associé & une composante
non dicritique ([Ma,Mo], [Ce, Ma)).

Deux formes w; et wy sont équidésingularisables a 1’ordre [ si d’une part, F,, et F,,
ont le méme arbre d’éclatement associé A = (M. Ej ¥;,8;D; i)i=0,....n, €t si d’autre
part, pour tout j € {0, .. h} en désignant par .7-'j et ]-" les transformés stricts par E;
respectivement de Fo, et F m, alors pour tout m E D; et pour tout wi . (resp. wj )
générateur de F.  (resp. F; wz )

F (Wl Awd ) = 0.

Une conséquence de la démonstration du théoreme de désingularisation est la proposition
suivante.

~1

PROPOSITION 2.5. — Soit wy € Al ( resp. A,); alors, pour tout | € N, il existe k € N
tel que, pour tout w € Aé (resp. Az), 7*¥(w A wy) = 0 entraine que w et wy ont la méme
désingularisation a ’ordre 1.

Soit (w.)eev € N2(A); on appelle déploiement holomorphe (resp. formel) de la famille
(we) la donnée d’une 1-forme

Q(SC, Y, ) = we + h(x Y, 5) de € A0><V (resp 0><V)

vérifiant la condition d’intégrabilité 2 A d§2 = 0.

2.4 Un résultat de cohomologie

Soit A = (M]-,Ej,Z]-,,S]—D]-)jzo ,,,,,, r un arbre au-dessus de M,. Les germes
d’automorphismes de M, (resp. M;"), aux points m € D;, qui valent I’identité¢ en
restriction a D;, forment un faisceau de groupes de base D; que nous noterons G; (resp.
Gy,

Pour | < k, on a les morphismes de restriction,

Gl —
Pil - Gi — GE”
et on pose

Gzl _ker(pzl)7
Gzl = ker(p,z)
G l—hm G

4° SERIE — TOME 31 — 1998 — N° 6



RIGIDITE GENERIQUE DES FEUILLETAGES SINGULIERS 771

Une section de ces faisceaux au-dessus de D; est appelée un germe d’automorphisme
p!

I-tangent a I’identit¢ au-dessus de D,;, respectivement germe d’automorphisme
transversalement formel [-tangent a ’identité le long de D;.

Le théoreme suivant dii & J.-F. Mattei et E. Salem est un résultat de cohomologie a
valeurs dans les faisceaux de groupes que nous venons de définir.

THEOREME 2.6 ([Ma,Sal). — Pour tout I > h et pour tout k > 0, les applications
HYU,Gryr) — H'(U,Gy)
[piilg,, -— leidlg,
sont les applications constantes
lpiilg,,, — Wislg,
ou I; ; désigne Uidentité.

Remarque 2.7. — On rappelle que si G est un faisceau de groupes de base D et si
U = (U;);er est un recouvrement fini de D, on note :
e Z'(U,G), I'ensemble des familles (¢; ;), ob ¢, ; € G(U; NUj;) telles que U; N U; # 0,
vérifiant les conditions de cocycles : pour tous i,j,k tels que U; NU; N U, # 0,
¥ij © Pk = Pik-
e H'(U,G), le quotient de Z*(I4,G) par la relation de cohomologie (; ;) ~ (1; ;) si
et seulement si il existe h € II G(U;) tel que, pour tout 7,5 tels que U; N U; # 0,

iel

@i ; = h; o ; 0 h;'. On note [(epi’]‘]G la classe d’équivalence de (¢p; ;) dans H'(U, G).

3. Démonstration du théoréme I

3.1 — Notations et résultats préliminaires

On consideére (we)ecy € Na(A) et (Po)eev € Diffo(A) tels que
(1h*wo) A w. = 0.

Il s’agit de montrer que la famille (w.) est a type analytique constant.

Remarque 3.1. — Considérons pour tout k € N, P* = j¥(¢5,) € Diff,(A). Il vérifie
(7o (p0)) - 12

De plus, on a

(3o 25) w) a (227w =0

Donc, quitte a remplacer la famille (w.) par la famille analytiquement équivalente
((Pek)_l)*wg, on peut supposer que la famille (1’/1\5) est tangente 4 I’identité a un ordre
arbitrairement grand. Par conséquent, d’aprés la proposition 2.5, on peut supposer que,
pour tout € € V, w, et wy ont méme désingularisation & un ordre [ arbitrairement grand
(on dit alors que la famille est équidésingularisable a 1I’ordre [)

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



772 L. LE FLOCH

On considere A = (M;, E?,%;,S;D;);o....» 'arbre de désingularisation au-dessus de
My commun aux F,,.
On note 7. le feuilletage sur M transformé strict de Fo. par E.

On fixe C' une composante irréductible du diviseur except10nne1 D, non dicritique pour
Fo, telle que le groupe d’holonomie de .7:0 associé a C' soit non abélien et non exceptionnel.
On note {my,...,mn, Mo} = Sing(F.) N C.

Comme la famille (w) est équidésingularisable, cette composante C' est non dicritique
pour chacun des feuilletages F.. Choisissons pour toute la démonstration une carte de
Stein (W, (z,t)) contenant C'\ {mu.} telle que :

- C\ {mw} = {z = 0}

— pour tout ¢ dans {1,...,n}, m; = (0,t;);

— les feuilletages ﬁelW sont globalement définis par

Ge = (Pe(t) + 2 Ae(2,t)) dz + = (b:(t) + 2 Be(x, 1)) dt € A (W).

Onnote £L = C\ {my,..., My, Ms}. C’est une séparatrice du feuilletage F..

Fixons un_point mg = (0,¢9) € L et notons G, le groupe d’holonomie projective du
feuilletage F. associé a C, par rapport a la transversale Ty = {t = to}.

Remarque 3.2. — Rappelons brievement la construction du groupe d’holonomie projective
du feuilletage F. (pour une construction compléte et rigoureuse, le lecteur pourra se référer
a [Ca,LN]). Soit Ty = {t = to} et T} = {¢t = 1} deux fibres de la fibration de Hopf au
dessus de £, dt = 0. On se donne un chemin  dans £ tel que v(0) = (0,%) = mg et
(1) = (0,¢1) = my. Alors il existe un voisinage 2 de ([0, 1]) tel que la fibration de
Hopf soit transverse au feuilletage F. sur  (on utilise pour cela le théoreme du flow-box
et la compacité de «([0,1]). L’unicité du relévement de -~ suivant cette fibration induit
un germe de difféomorphisme holomorphe de Tj , dans T} ,,, et donc un élément de
Diff(C ) en identifiant Tt ,, €t T1.,, & Co. Ce difféomorphisme h. .z, 7, ne dépend
que de la classe d’homotopie de . En prenant 7, = 77, ’application

H.: m(L,mg) — Diff(C )
[7] — h&%To,To :hfﬁ

est un morphisme de groupes dont I’image est appelé groupe d’holonomie projective du
feuilletage par rapport a la transversale Tj.

LEMME TECHNIQUE 1. — Il existe une famille (3¢ )eccv € Diff,(A) telle que 3Gy = G..

C’est une version & paraméatre d’un résultat classique ([Be,Mo]). Comme G|, est un groupe
non exceptionnel (par hypothese), d’apres le théoréme de Cerveau et Moussu ([Ce,Mo]),
il est super-rigide et ainsi les @. sont convergents. On retiendra le corollaire qui suit.

COROLLAIRE 3.3. — Il existe une famille (¢:)ccv de Diff; telle que ¢:Gy = G..

Soit F un germe le long de £ de feuilletage holomorphe, non dicritique, et sans
singularité sur £. Alors F est globalement défini par w € A}ﬁ(ﬁ) qui s’écrit

w=(P(t)+z A(z,t))dz + z (b(t) + =z B(z,t))dt
ou P et b sont holomorphes sur £, A et B appartiennent 3 O(L) et P ne s’annule pas sur L.

4° SERIE — TOME 31 — 1998 — N° 6



RIGIDITE GENERIQUE DES FEUILLETAGES SINGULIERS 773

On dit que F admet un facteur intégrant, le long de L, transversalement formel, s’il
existe f € £(L) tel que d(—?\j} = 0.

LEMME TECHNIQUE 2. — Si F admet un facteur intégrant le long de L transversalement
formel, alors le groupe d’holonomie projective G de F associé a L est abélien.

On trouvera les démonstrations complétes de ces deux lemmes techniques dans [LF].

3.2 - La construction géométrique

La relation (1//1\:w0) A we = 0 est équivalente & J:wo =Uw.ouU € ng-
Posons N N

@(m,yﬁ) = (¢el(x7y)a¢g($7y)7€) € gng

O = @wo=Uw. + Hde € A},

Qz = ﬁl/ﬁ= We +/}\ld€ S K(l)xv

Alors ), est un déploiement formel de la famille (w.). Nous commengons par établir
le lemme suivant.

LemME 3.4. — La I-forme Qs est un déploiement holomorphe de la famille (w.).

Démonstration. — 11 suffit de montrer que, pour tout € € V, he(z,y) = h(z,y,c) est
convergent. D’apres le lemme 2.2, cela revient & montrer que heo E converge en un point
du diviseur exceptionnel D.
Notons T'y, ..., [',,, ' des disques dans C, respectivement centrés en my, ...,m,,
Mo, deux a deux disjoints, et ne contenant pas mg. On va construire sur un voisinage
de {C\T1U...UT,UT'x} x A dans W x V, un feuilletage holomorphe coincidant
« horizontalement » avec le feuilletage défini par w..
Comme {C\T;U...UT, U} x A est compact, il existe un voisinage ouvert W
de {C\T1U...UT,UTy} dans W et un voisinage V de A tels que :
- V(z1,t1) € Wy et Ve € V, il existe un chemin v dans L et (zg,t0) € Tp tels
que v(0) = (0,%0), v(1) = (0,t1) et &1 = h. 1 7 (xp) (remarque 3.2) avec
Ty = {(a,t)}.

~ Y(z,to) € Ty et Veg € V, la courbe paramétrée par e, (. 0 7' (x), 1o, €) est contenue
dans Wy X V ol (¢c)eev est la famille de difféomorphismes de Diff(C ) telle que
QD:GO = Ga.

On définit géométriquement un feuilletage sur W; x V' de la maniere suivante :

— Localement, en un point mg = (z, %o, o) € Tp X {€0}, la feuille locale F,,, passant
par mg a la structure produit suivante :
e « verticalement », elle contient la courbe (. o ¢ '(z), to, ).
e « horizontalement », elle contient la feuille . passant par (¢, o @7 '(z),to).
~ En un point m' = (z1,t1,e9) quelconque de W7 x V : On note 77 = {(z,¢1)}.

Considérons un chemin v de £ qui relie mg = (0,%9) 2 my = (0,%1) et le point

Moy = (4,t0) € To tels que z1 = hey 41,1 () (remarque 3.2). On note ¥ le

relévement de «y contenu dans une feuille de ]éo suivant la fibration de Hopf d’extrémité

myg,, (ce chemin existe d’aprés les hypotheses faites sur W; et V). On définit alors la
feuille locale F,,/ , au voisinage de m’ comme étant le prolongement analytique de la
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feuille locale F,,, . au voisinage de (z., to, €0) le long du chemin 5. Montrons que cette
construction est indépendante de la classe d’homotopie de . Soit v; et 7o deux chemins
dans £ vérifiant les hypothéses précédentes. Remarquons que vy; = .75 .71, donc
Y1 = 42921 A1. Mais Funt v, (tesp.Fons ,) est le prolongement analytique de F, .,
(resp. ]—"m(w_,) le long de 7; (resp. ¥2). Il suffit donc de montrer que le prolongement
analytique de F,,,  le long de 75~ 141 coincide avec Fimo,,- Tout d’abord, par
définition de I’holonomie, (z.,,%0) = h, o (2+,,%0)- De plus on connait la structure
produit de chacune de ces deux feuilles. Les composantes horizontales coincident
puisqu’elles contiennent toutes deux la feuille de F. passant par (z.,,to). Verticalement
elles coincident également. Cela est di au fait que les difféomorphismes . o ¢ !
conjuguent G., a G..

On définit ainsi géométriquement un feuilletage holomorphe sur W; x V. Comme W7 x V/

est un ouvert de Stein, ce feuilletage est globalement défini par une 1-forme

=, +(z,te)de € Ay(W; x V)
qui vérifie la condition d’intégrabilité
aANda =0,
qui s’écrit encore

0w,
Oe

aszx[dm,tzﬁ ]+z€dma5:o (%)

ou d, ; désigne la différentielle par rapport aux variables x et ¢. Désignons par B I’éclaté
strict dans la carte W x V de 2y par E}, c’est-a-dire

—x ~
Eh QQ
v

B: veN.

Il vérifie la relation ﬁ A de = 0. Dans la carte W x V, E s’écrit

oo+ °F 4o C 5.+ R de.

:Ld/
La condition B A d,@ = 0 s’écrit alors

0w,

Oe

535 A l:dm’tl?g - j] + R\'E dw,t (’IJE =0 (**)

Si on soustrait les relations (*) et (xx), on obtient
Be A d(le - f() + (zs - f() o @e = 0.
Sil.— K. # 0, cela signifie que . — K, est un facteur intégrant le long de £\{D,U...UD, }

transversalement formel, ce qui entrainerait, d’aprés le lemme technique 2, que G. est
abélien. Ceci est exclu. Par conséquent . — K. = 0 et h. o E est convergent.

a
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~ R 0 ~
Comme 2, = §* wq, et comme wy annule le champ % la 1-forme €2; annule le champ

Donc ) = —[/71 annule également le champ 7. Comme Q, est holomorphe, d’aprés un

théoreme d’Artin ([Ar]) ou plus simplement par un argument de platitude, Q, annule un
champ de vecteurs holomorphes.

ad 1o} 0
Z—X%'{'Ya_y'{"&EXOXV-

D’apres le théoreme de rectification des champs, il existe un difféomorphisme
g(x, Y, 6) = (gl(x7 Y, 6)792(:1:, Y, 8)7 6) € OSXV

3} ~ d ~
tel que ¢* Z = P et donc (g* Qz)a— = 0. On a donc trivialisé €2, et ainsi la famille
€
(gg(a:,y),gz(x,y)saev est une famille de Diff,(A) telle que g w. A wy = 0.
O

Remarque 3.5. — Le théoreme I s’étend a la dimension n par les mémes techniques que
celles utilisées par Cano-Cerveau ([Ca,Ce]), puis Cano-Mattei ([Ca,Ma]), pour étendre le
théoreme de la séparatrice ([Ca,Sa]) de Camacho-Sad en dimension 2 a la dimension 3,
puis 2 la dimension n. Un feuilletage (F,,, S) (ob w € Al et S désigne son lieu singulier)
est dit non exceptionnel si une section par un 2-plan transverse générique est un feuilletage
(de dimension 2) non exceptionnel au sens de la dimension 2. 11 est dit génériquement non
dicritique si une section transverse par un 2-plan transverse générique du feuilletage F,
est un feuilletage (de dimension 2) non dicritique. On a alors le théoréme qui suit.

THEOREME 3.6. — Si (F,,.) est une famille de feuilletages holomorphes ayant méme
lieu singulier S, génériquement non dicritique, a type formel constant et si F,,, est non
exceptionnel, alors (F,_) est a iype analytique constant.

4. Théoreme II

4.1 - Quelques résultats sur les sous-groupes de Diff;

Soit -
f(z) =az+2%(---) € Diffy;

Si f/(0) = 1, on dit que f est tangent a I’identité. On désigne par @1)0 le sous-groupe
de Eif‘l des difféomorphismes tangents a 1’identité.
Sife 5371»0, on note v(f) € NU {oo} I'ordre de f(z) — z et on I’appelle ordre de
p+1
tangence de f a I’identité. On désigne par X, ) I’élément z — de x; et, pour tout

. . . 14+ AzP 0z 7
a € C*, par p, I’élément z — «a z de Diff;. On désigne par ~ la conjugaison analytique

et par =~ la conjugaison formelle.
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THEOREME 4.1. — Soit | € l/)ﬁ‘l i) Si f'(0) n’est pas racine de lunité alors f est
formellement linéarisable. ii) Si f'(0) est racine de I'unité de période p alors,
e soit fP =1d et alors f =~ p, ou a = f'(0),

o soit fP # 1d et alors il existe un unique p € N* et A € C tels que f = p, o exp X, »
ou a = f'(0).

Soit f € l/)ﬁl; on appelle centralisateur de f et on le note Cent (f), I’ensemble

{g6@1|f°g=g°f}-

On trouvera les démonstrations ainsi que les références des résultats suivants dans [Ma,Ra]
ou dans la theése de F. Loray ([Lo]).

THEOREME 4.2. — 1) Si p, est non périodique, alors Cent (p,) = {ps | b € C*}. ii) Si p,
est périodique de période p, alors

Cent (pa) = {EnZ‘O an an+17 ao 75 0}7
Cent (pg 0 exp Xp5) = {ploexprX,a, p=€e?""?, neZer 7 e C}.

iii) Etant donné ¢ € Eiﬁl, on a
@ (paoexp Xpr) =paoexp(tXpn), T€C, 7#1
si et seulement si A = 0 et
pE {pb o(pu)texpT’XpronbP =7, p=e" """ neZetr € C}.

PrOPOSITION 4.3. — Un sous-groupe G de DIiff; est dit exceptionnel s’il n’est pas abélien
et s’il vérifie I’'une des conditions équivalentes suivantes : i) Le sous-groupe H des éléments
de G tangents a l’identité est monogéne. ii) Le sous-groupe des commutateurs de G, |G, G),
est monogéne. iii) Il existe un entier p et w € C tels 2ue wP = —1 avec G est formellement

v

On aura également besoin du résultat suivant de Cerveau et Moussu.

conjugué au groupe G, , = (z — wz, z —

THEOREME ([Ce,Mol). — Toute paire f; d’éléments, j = 1,2, de G, s’écrit

m; z
f](x) =w (1_k] xp)l/p

oum; € L et kj € C. De plus, si les f; sont périodiques et ne commutent pas, alors les
m; sont des entiers impairs.

Remarque 4.4. — Ainsi si f; et f, dans G, , sont périodiques et ne commutent pas,
f1 0 f2 est non périodique et f2 et f, commutent. Ces résultats classiques nous permettent
d’établir les deux lemmes suivants qui seront utiles dans la démonstration du critére G,
de généricité.

LEMME 4.5. — Soit f, g € Diff; différents de I’identité tels que fog = go f et k € N; alors
il existe ¢ € Diff,, k-tangent a I’identité tel que ©* f = p o f o p~! et g ne commutent pas.
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Démonstration. — 11 suffit de montrer que si f € 555‘1 et g est sous forme normale tels
que fog = go f alors il existe § € 53?‘1, k-tangent a l’identité tel que &* et g ne
commutent pas. En effet, supposons que I’on ait établi ce résultat. Notons alors 1& € Dzﬁ’1
un €élément qui conjugue g a sa forme normale. En apphquant le résultat a 1/1 f et 1/1* g, il
existe 7] tel que (¢ o@)*f et ’l/)*q ne commutent pas et @ est k-tangent a I’identité. Alors
(1/; opo z/) Ly f et g ne commutent pas et 7,b opo ¢ est k-tangent a I’identité. Pour un
>k o= j’(zp opo 1/; 1) est k-tangent a ’identité et ©* f ne commute pas avec g.

Etablissons le résultat annoncé.

e Premier cas : Les difféomorphismes f et g sont périodiques et donc g(z) = az ou
a? =1letp>1. Comme f et g commutent, on peut en fait supposer que f est également
sous forme normale, c’est-a-dire f(z) = bz ol b? = 1 ot ¢ > 1 est la période de b.
Il s’agit de trouver @ tel que @*f ¢ Cent(f). Posons s = apqg+1 tel que s > k et

z
—. Al =
p(z) = 1+ 3)1/3 ors ¢* f = 1+ (1=0b)z°)/s
e Deuxieme cas : Un des difféomorphismes f ou g n’est pas périodique. On peut
supposer que g est non périodique.

ne commute pas avec ¢g(z) = a z.

— Sous-cas 2.1 : Supposons que g(z) = Az ol A n’est pas racine de 1’unité. Comme
f € Cent(g) cela entraine f(z) = pz ou u # 1. Il suffit alors de choisir ¢ tangent a
’identité a ’ordre k a I’extérieur de Cent(f) ce qui est possible d’apreés la description
de Cent(f) du théoréme 4.2.

— Sous-cas 2.2 : Supposons que g(z) = a exp X, » ol a? = 1. Alors f € Cent(g)
entraine f(z) = bexps X, ou b* = 1. Il suffit donc de choisir ¢ tangent a I’identité
a lordre k tel que @*(bexpsX,r) # bexpr X,  ce qui est possible d’apres le
théoreme 4.2.

O

LEMME 4.6. — Soient f et g deux éléments d’un groupe G exceptionnel qui ne commutent
pas entre eux et k un entier; alors il existe ¢ € DIff,, k-tangent a ’identité tel que (¢*f)og
est non périodique ou (¢* g, f) est non exceptionnel.

Démonstration. — Le groupe G est non abélien exceptionnel. Pour la méme raison que
dans le lemme précédent, on peut supposer que G est sous forme normale. C’est-a-dire que,

f= w™ x ot _ w™ x
T (U= kyap)i/p 9= U= kpar)7p
et ne commutent pas. Remarquons que Wt w™ ex ki X
n . : —_— = W™ —_ .
p q q (1—]%.’111’)1/? pp+1 p,0
e Premier cas : Les difféomorphismes f et g sont périodiques. D’apreés la remarque

wm1+m2 T

(1 —ky .’171’)1/1’ et
my + mg est pair. Donc f o g est non périodique et il suffit de prendre ¢ = Id.

44 cela entraine que m; et mo sont impairs. Or f o g est de la forme

e Deuxieme cas : Un des difféomorphismes f ou g n’est pas périodique. On peut
supposer qu’il s’agit de g. Montrons qu’il existe ¢ tangent a I'identité a 1’ordre  tel que
(¢*f,g) est non exceptionnel, [ > k. On note ko un entier tel que v(¢) > ko entraine que
©* f et g ne commutent pas. Soit alors ¢ un difféomorphisme tangent a I'identité a un ordre
I > ko. Si le groupe (p*f,g) est exceptionnel alors il existe b tel que ¢*(¢ f) et Vg
sont sous forme normale. Mais comme g est sous forme normale, cela entraine z/z* g=g
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et comme ¢ est non périodique, alors 12 est de la forme w™ exp s X, o, ce qui implique
que ¢* f est de la forme w™ expt X, 9. Donc il suffit de choisir ¢ tangent a 1’identité a
un ordre supérieur & max(ko, k) tel que o*f ne soit pas de la forme w™ expt X, o ce
qui est possible d’apres le théoreme 4.2.

a

4.2 - La condition G; de généricité

Il s’agit de montrer que la propriété P est de détermination finie. Soit wy € C (la
classe des courbes généralisées) une 1-forme non exceptionnelle; pour tout r > 0, F,.(wp)
désigne 1’ensemble

{wens | W) =j"(wo)}.

D’aprés la proposition 2.5, il existe 7o € N* tel que, pour tout w € A3, 1™ (w) = 5™ (wo)
entraine que w et wo ont la méme désingularisation & I’ordre 1 (et donc en particulier
w € C). Pour tout r > 7¢ et tout w € F,.(wp), on note

A= (M;,E*,%;,58,D;)i=0....n

I’arbre au dessus de My de désingularisation commun aux F,, et F.le feuilletage éclaté
strict de F,, par E = E'o...0 E"

Comme wy est non exceptionnelle, il existe une composante irréductible C' de D telle
que le groupe d’holonomie projective de F,,, associé a C' soit non exceptionnel.

Notons {my,...,mn,Mmeo} = Sing(F,,)NC, £ = C\ {my,...,m,,me} et fixons
une fibration transverse a £, T et un point my € L. On désigne alors par

He ., :m(L;mo) — Diff(C )

la représentation d’holonomie du feuilletage F,, associée a la séparatrice £, a la fibration
T et au point mg. On note G, = H ,(m1(L;mg)) et, pour tout lacet v dans £ pointé
en mo, hy,, = Heo([V]).

La propriété G découle du

LEMME 4.7. — Pour tout k € N*, il existe un | > ¢ tel que, pour tout w € Fi(wp) et
tout lacet v de L pointé en my,

jk(hwﬁ) = jk(hwo,v)-

4.3 - Quelques notations et définitions

Je reprends dans ce paragraphe des définitions de J.F. Mattei et E. Salem ([Ma,Sa]). On
appelle famille critique associée a F, I’ensemble C(F) dont les éléments sont :
1. Les points singuliers de F que I’on appelle ensembles critiques de dimension 0.

2. Les composantes connexes de D \ Sing (]? ), que I’on appelle ensembles critiques de
dimension 1.

Un couple assorti d’éléments de C (.77' ) est un couple (m, K) ot K est un ensemble critique
de dimension 1 et m est un ensemble critique de dimension O tel que m € K.
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Un systéme de déformations k-tangentes de F est la donnée d’une famille
(Fx )Kec(f)

de germes le long de K de feuilletages holomorphes k-tangents a F.

Soit § = (Fk) e (7 un systtme de déformations k-tangentes de F; a tout couple
assorti (m, K), on associe deux éléments de Diff; :

- h}n, k le germe de difféomorphisme d’holonomie de F,, le long de K, autour de m,

- hZ, k le germe de difféomorphisme d’holonomie de Fx le long de K, autour de 7.

Le systeme S est dit cohérent si, pour tout couple assorti (m, K), les difféomorphismes
hl, k et hfn’K sont conjugués. On note :

e {my,...,m,} = Sing(F);

o {K;,...,K,} la famille des éléments critiques de dimension 1 et,

e pour tout j € {1,...,p}, {m{l,...,mfn‘} =K; ﬂSing(]t").

J

Le symbole K, sans indice, désigne indifféremment un élément critique de dimension O
ou de dimension 1. Pour tout j € {1,...,p}, on considere :

e T une fibration transverse a Kj;

e mj point de K;

) fyfl, s ,fyfnj des lacets dans K j» pointés en mé tels que, pogr tout i € {i1,...,%n;}, 7!

est d’indice 1 par rapport 2 m et d’indice O par rapport a mj, ol k € {i1,... %, } \ {3}
o H;:m(Kj;m) — Diff, la représentation d’holonomie de F associée 2 K j»ala
fibration T; et 2 mJ.

On note alors :

o G; = Hj(m(Kj;mp))s

o hl = H;([v]]) pour tout i € {iy,...,in,}.

4.4 — Lemmes techniques

On utilisera les deux lemmes suivants dont les démonstrations utilisent de maniére
essentielle les résultats de cohomologie diis a J.-F. Mattei et E. Salem :

LEMME TECHNIQUE 3. — Etant donné un systéme cohérent de déformations (k+h)-tangentes
de F,

5= () e
KeC(F)
il existe un germe G le long de D de feuilletage holomorphe transversalement formel,

k-tangent & F, tel que, pour tout K € C(.7-' ), Fr et G |k sont formellement conjugués.

Soit K; € C(F) un ensemble critique de dimension 1; on note {m{,...,mflj}
I’ensemble des éléments critiques de dimension 0 dans K ;. On se donne également une
famille fi,..., fn; de germes de difféomorphismes holomorphes de Diff;, respectivement
[-tangents aux hi,..., hflj pour un [ assez grand et tels que

fro...ofn, =1d.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



780 L. LE FLOCH

LEMME TECHNIQUE 4. — En gardant les notations précédentes, il existe un germe le long
de K ; de feuilletage holomorphe k- -tangent a .7-] K, dont les difféomorphismes d’holonomie
associés a T; et aux chemins i, . . -3 Yn, SOnt respectivement f1, ..., fn,.

LEMME TECHNIQUE 5. — Etant donné Git1 un germe le long de D, de feuilletage
holomorphe, l-tangent a F;.1, il existe un unique germe G; le long de D; de feuilletage
holomorphe, l-tangent a F;, tel que G; 1 soit I’éclaté strict de G; suivant E*t1.

La démonstration de ce dernier lemme, s’inspire d’une démonstration de Cano et Cerveau
([Ca,Ce]). On trouvera les démonstrations complétes de ces résultats dans [LF].

4.5 — Stratégie pour établir la propriété G, de généricité

Soit K € C(]-' ) un ensemble critique de dimension 1; on appelle valence de K le
nombre d’ensembles critiques de dimension 0 dans K.

Un systtme cohérent de déformations k-tangentes de F, S = (.7-'K) Kec(F) est dit
satisfaisant s’il existe un ensemble critique de dimension 1, K, de valence supérieure ou
égale a 3, tel que le groupe d’holonomie projective de Fx associé & K est non exceptionnel.

N

La stratégie pour établir la propriété G, de généricité consiste a construire S =
(f'K) Keo(F) W0 systtme cohérent de déformations (k + h)-tangentes 2 F qui soit
satisfaisant. En effet, 2 partir d’un tel systeme, d’aprés le lemme technique 3, on obtient
un germe le long de D de feuilletage holomorphe G, k-tangent a F, tel que pour tout
K e C’(}') Gx et Fx sont formellement conjugués.

En particulier, il existe un ensemble critique de dimension 1, K, de valence supérieure
ou égale a 3, tel que le groupe d’holonomie prOJectlve associé a K est non exceptionnel.
Alors d’aprés le lemme technique 5, il existe w’ € A2, k-tangente & w telle que G est
I’éclaté strict de F,, .

4.6 La condition G, de généricité

On appelle sous;diviseur de l~?, un sous-ensemble fermé L, connexe de f), réunion
d’éléments de C(F),

UkecyK  on  C(L) C C(F).

Etant donné un sous-diviseur L de D, on dit qu’une singularité m € C(L) est un coin de
L s’il existe deux éléments critiques de dimension 1 distincts, K, et K;, de C(L), tels
que m € K, N Kj,. Sinon on dit que m est une fleche de L.

Une chaine de L est un sous-diviseur ¢} de D contenu dans L tel que tous les éléments
critiques de dimension 1 de C(Q) sont de valence inférieure ou égale a 2. S’ils sont tous
de valence 2, on parle de chaine de valence 2 sinon on parle de chaine de valence 1 ou
encore de branche morte.

Si @ est une chaine de L, on appelle couple d’attache de @, un couple assorti (m, K)
tel que m € @) et K est un élément critique de dimension 1 de valence supérieure ou égale
a 3. La singularité m est alors appelée point d’attache de la chaine ). On se propose tout
d’abord d’établir la proposition suivante.

ProprosITION 4.8. — Pour tout sous-diviseur L de D et tout entier k, il existe un
systéme cohérent de déformations k-tangentes de F, S = (Fk)xec(vr) le long de L
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qui vérifie l'une des propriétés suivantes : i) Le systeme S est satisfaisant. ii) D’une
part, les difféomorphismes d’holonomie locaux autour des singularités qui ne sont pas des
points d’attache d’une chaine de valence 1 sont non périodiques. D’autre part, les groupes
d’holonomie projective des éléments critiques de C(L) de dimension 1 et de valence
supérieure ou égale a 3 sont non abéliens.

La démonstration de cette proposition nécessite quelques lemmes préliminaires.

4.9. — Soit K; un élément critique de dimension 1 et mi € K le point d’attache d’une
chaine Q de valence 1; alors h! est différent de I’identité.

Démonstration. — Pour simplifier I’indexation, on suppose que Q = K,;_; U... UK,
et que Vi € {j, e ,2}, Fj N 7?]‘_1 = {mj_l}.

On note ¢; la classe de Chern de K; dans M. Comme @ est une branche morte, pour
tout s € {2,...,5 — 1}, ¢; < —2 ou encore |e;| > 2.

En chaque m;, on se donne une carte locale (Us, (mi,t;)) telle que : 1) KinU; =
{z; =0},2) K;NU; = {t; = 0}, 3) F,,, est engendré par w; ,, telle que

jlwi’m = \; z;dt; + t; dz;.

Avec ces notations, pour tout ¢ € {1,...,5 — 1}, on a
() = e,
im; (Wi, Kiy1) = =i,

fim,(‘-‘)irl(i) = _)\_l
Montrons par récurrence sur ¢ € {1,...,7 — 1} que A; € QNJ0,1][.
— Pour 7 = 1, le théoréme de I’indice ([Ca,Sa]) appliqué a K, s’écrit

1

1
—3 =€ ouencore A= — €QnJo,1[.
1

le1]
— Supposons que \;_; € QNJ0, 1[. Le théoreme de I'indice ([Ca,Sa]) appliqué a K;
permet d’écrire

et donc

Comme [e;] € NN [2,+oof et \i-; € QNJ0,1[, \; € @NJ0,1[. Donc par récurrence,
Aj—1 € QNJ0,1[. Or j'(hI_,(2)) = e7?""Yi~12, ce qui entraine h}_, # Id.

d

Remarque 4.10. — Rappelons la notion d’indice d’une séparatrice d’un feuilletage. Soit

(F,Sing (F)) un feuilletage sur M une variété analytique complexe de dimension 2, S

une séparatrice de F telle que 3 soit une surface de Riemann lisse plongée dans M et
m € Sing (F) C S. On suppose que F,, est engendré par la 1-forme w. On considere
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® : (M, m) — (C?,0) une coordonnée locale dans laquelle w = a(z,y) dz + b(z,y) dy
et S = {y = 0}\{(0,0)}. On a donc

a(0,0) = b(0,0) = 0 et a(z,0) = 0.

On appelle indice de F en m par rapport a la séparatrice .S, le nombre complexe

im(F,S) = —Res 4 (8% (%)) (z,0)

ou Res désigne le résidu d’une fonction méromorphe.

Remarque 4.11. — On se donne une chaine de valence 2 de D. Pour simplifier les
notations, on suppose que :
e Q=K U...UK,,
em; € K, et Mpt1 € K, sont les deux points d’attache de @),
e pour tout i € {1,...,n}, miy1 = K; N Kiy1.

Etant donné F,,, un germe en m; de feuilletage holomorphe k-tangent 2 ]T' my> ON peut
I’étendre en un systéme cohérent S = (Fx)kec(q) k-tangent a Fle long de Q. En effet,
Fom, définit un germe d’holonomie f} le long de K autour de m; qui est I-tangent a hi.
On pose alors f3 = (fi)~! qui est donc I-tangent 2 h} = h;'. Donc, d’aprés le lemme
technique 4, on récupere un germe le long de K de feuilletage holomorphe, k-tangent
4 F, qui a précisément f} (resp.f;) pour holonomie autour de m; (resp. my) associée a
Ty et m§. Ainsi (Fpn,, Fr,. Fm,) €st un systeme cohérent. On construit ainsi de proche
en proche le systtme cohérent annoncé.

Démonstration (Proposition 4.8). — On raisonne par récurrence sur le nombre n
d’éléments critiques de dimension 1 de valence supérieure ou égale & 3 que contient
C(L). Si n = 1, quitte a réindexer, on suppose que K; € C(L) est de valence supérieure
ou égale 2 3 et que K; N Sing (F) = {my,...,m,} ol p est supérieur ou égal a 3.

e Premier cas : Toutes les singularités de K ;, sauf une que I’on supposera étre m;, sont
point d’attache d’une chaine de valence 1; alors d’apres le lemme 4.9, les difféomorphismes
h3,...,h} sont distincts de I'identité. Ainsi d’apres le lemme 4.5, il existe ; € Diff;
tangent 4 un ordre [ arbitrairement grand tel que les difféomorphismes @}hl et hi ne
commutent pas. On pose alors

fi=(pih3)ohio...oht

5 fa=¢thy et fi=h; pouri>3.

Par construction les difféomorphismes f; sont tangents aux difféomorphismes h} a un
ordre [ arbitrairement grand et le groupe

G={frrorfy fr=foo. 0 f))

est non abélien. Si G est non exceptionnel, on pose g; = f; pour 2 = 1,...,p. Sinon :

a. Soit fyo...0 f, # Id et alors on pose f = fy et g = fzo...o f, qui sont distincts
de I’identité.

b. Soit fyo...o f, = Id et alors p est supérieur ou égal a 4. On pose f = f 0 f3 qui est
différent de I’identité car f, et f3 ne commutent pas et g = fso...0 f, = (f3)~! # Id.
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Alors d’apreés le lemme 4.6, il existe @, € Diff; tangent a I'identité a un ordre I
arbitrairement grand tel que, soit G’ = (3 f,g) est non exceptionnel, soit ¢3f o g est
non périodique.

Dans le cas a, on pose go = @5 f2, gs = fi sii >3 et g1 =ga0...0g,.

Dans le cas b, on pose g2 = @5 fa, g3 = ¢3f3, gi= fisit >4 et g =gs0...0g,.

Dans ces deux cas les difféomorphismes g; sont tangents aux difféomorphismes f; et
donc aux difféomorphismes h! a un ordre [ arbitrairement grand. De plus, soit le groupe
G =(g1,.--,9p 91 = g20...0gp) est non exceptionnel soit le difféomorphisme g; est
non périodique et, pour ¢ > 2, les difféomorphismes g; sont analytiquement conjugués
aux difféomorphismes h}.

D’apres le lemme technique 4, on a un germe F; le long de K de feuilletage holomorphe
k-tangent a F, qui réalise ce groupe G’. Le long des chaines de valence 1, Q,...,Q,
attachées a my, ..., m,, on pose Fx = .%,K pour tout K € C(Q3) et pour touti € 2,...,p.
On pose Fg, = Fi|k,» Fm; = F1,m, €t si my est le point d’attache d’une chaine Q; de
valence 2, on étend F,,, le long de ();. Ainsi on obtient un systeme cohérent le long de
L, k-tangent 2 F qui vérifie les conditions demandées.

e Deuxieme cas : On note my,...,m, les singularités de K, qui ne sont pas point
d’attache d’une chaine de valence 1, s > 2, et myy1,...,m, les autres. Pour ¢ = 2,...,s,
si h} est non périodique, on pose f; = hl. Sinon on prend f; tangent & h} a un ordre [
arbitrairement grand tel que f; soit non périodique. On pose f; = fao...0 fp. Alors, de la
méme fagon que dans le premier cas, il existe des difféomorphismes gy, ..., gp, I-tangents
aux fi,...,fp pour un entier ! arbitrairement grand tels que

— Pour ¢ > 2, g; est analytiquement conjugué au difféomorphisme f; et est en particulier
non périodique et les difféomorphismes gsy1,...,g, sont respectivement analytiquement
conjugués aux difféomorphismes Al,,,..., A}
— Soit le groupe G = (g1,...,9p g1 = g2 ©...0 gp) €st non exceptionnel, soit le
difféomorphisme g; est non périodique.

D’apres le lemme technique 4, on a un germe F; le long de K, de feuilletage holomorphe

k-tangent a F, qui réalise ce groupe G. On note Q,1,...,Q, les chaines de valence 1
attachées 2 ms1, ..., m,. Pour tout ¢ > s+1 et pour tout K € C(Q;), on pose Fx = Fkg.
Pour tout 7 = 1,. .., s, si m; est le point d’attache d’une chaine (); de valence 2, on étend

Fi,m.; le long de cette chaine. Ainsi on obtient un systéme cohérent le long de L répondant
aux conditions (i) et (ii) de la proposition 4.8.

Soit n > 2; on considére K; un élément critique de dimension 1 de C(L) de valence
supérieure ou égale a 3 tel que {m1,...,m,} = K; N Sing (F) contienne une fleche de
L ou un point d’attache d’une chaine de valence 2 flechée.

On note I = {1,...,n} et on considere la partition / = I; U I, U I3 U I; suivante :

1 € I; si et seulement si m; est une fleche de L;

1 € I, si et seulement si m; est le point d’attache d’une chaine (); de valence 2, fléchée;
1 € I3 si et seulement si m; est le point d’attache d’une chaine ); de valence 1;
telysii ¢ I Ul,UIs.

Comme n > 2 et d’apres le choix de Ky, I; UI, # () et I # (). On suppose 1 € I; U I,.
Pour ¢ € I, on note L; le sous-diviseur de L qui est la composante connexe de

L — {K1 U (Yjer, (m;)) U (Ujer,@5) U (Ujer,Q;)} contenant m;.
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On applique I’hypothése de récurrence et on considére pour tout ¢ € Iy un systéme
cohérent S; le long de L;, k-tangent 2 F qui vérifie (i) ou (ii) de la proposition 4.8. On
récupere ainsi, pour tout ¢ € Iy, un difféomorphisme f}, [-tangent a hg. On pose alors,

pour tout ¢ € I, fi = f1,
pour tout i € I3, f; = hl,
pourtout i € ; Uly, — {1}, fi=hl et fi = fao fzo...fn.

Si un des systemes S; vérifie (i) ou (ii) de la proposition 4.8, on pose, pour tout 7 € I,
g; = fi. Sinon, pour tout ¢ € I4, f; est non périodique. Alors comme pour le cas n = 1,

il existe des difféomorphismes g1, ...,g,, tangents aux h} a un ordre [ arbitrairement
grand tel que

— Soit G = (g1,.--,9p g1 = g20...0 gp) est non exceptionnel, soit Vi € I; UL, U I4
les g; sont non périodiques.
— Vi € I3 U 1y, les g; sont conjugués analytiquement aux f;.

On conclut, comme dans le cas n = 1. Et ainsi on construit sur L un systeéme cohérent
vérifiant (i) ou (ii) de la proposition 4.8.

O

On applique la proposition 4.8 au diviseur D tout entier. Il reste ainsi a considérer le
cas ol tous les difféomorphismes h!, ot m; n’est pas le point d’attache d’une chaine de
valence 1, sont non périodiques et tous les G; sont non abéliens exceptionnels.

Considérons alors K; € C(]? ) tel que K, soit de classe de Chern —1 dans M. Alors,
K est de valence supérieure ou égale 2 3 et K N Sing (F) = {m,...,ms} contient au
moins une fleche. On suppose que m; est une fleche.

Comme G est non abélien exceptionnel, Vi € 1,...,s, hi(z) = e 2™ 2 4+ 2%(...) ol
Ai € QY. Le théoreme de I'indice ([Ca,Sa]) permet d’établir la relation

n

dDai=1 (%)

=1

Posons f(z) = hi(z) et g(z) = hi(2)o...o0 hl(z). Alors d’apres la relation (x), f(2)
et g(z) sont distincts de I’identité. Si f(z) ou g(z) est non périodique, d’apres le cas 1
de la démonstration du lemme 4.6, il existe un ¢ € Diff; tangent a I’identité a un ordre
[ arbitrairement grand tel que (¢*f, g) est non exceptionnel.

Si f et g sont périodiques, comme As+(Az+---+A5) = 1—X; < 1, Az ou (Ag+---+Ay)
est inférieur strictement & — c’est-a-dire que f ou g n’est pas de période 2. Supposons que
g nest pas de période 2. D’aprés la remarque 4.4, si ¢ € Diff;, vérifie p*g, = (p*g)? et
f ne commutent pas, alors (p*f, g) est non exceptionnel. Comme g, et f sont distincts
de I'identité, le lemme 4.5 assure I’existence d’un tel ¢ tangent a I’identité a un ordre [
arbitrairement grand. On pose alors g, = p*h}, g; = hl sii >3 et g1 = g20...0g, qui
est une famille de Diff; d’éléments [-tangents aux h;.

On conclut comme pour la proposition 4.8 grace au second lemme technique 4. Ainsi on
a construit un systéme cohérent vérifiant (i) ou (ii) de la proposition 4.8 de déformations
k-tangentes de F.

a
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