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ESTIMATIONS DU TYPE NEVANLINNA POUR LES
APPLICATIONS HOLOMORPHES DE C" DANS C"

Par Myriam OUNAIES

RESUME. — Nous considérons des familles d’ensembles {E,, a € C* \ {2 : [[}—; z; = 0}}, qui rencontrent
I’image de toute application holomorphe F' non dégénérée et nous montrons que la croissance asymptotique de
F~Y(E.) N B(0,r) quand r tend vers I'infini est la méme pour tout @ € C" \ {2 : [, z = 0}.

ABSTRACT. — We consider families of sets {E,, a € C" \ {z : [[/—, z; = 0}}, which intersect the image of C"
by every non-degenerate holomorphic map and we show that the asymptotic growth of F~!(E,) N B(0,r) when
7 tends to infinity is the same for every a € C” \ {z : [[\_, z; = 0}.

Introduction

En une variable, on sait d’apres le théoréme de Picard que I’'image d’une fonction
méromorphe ne peut éviter plus de deux valeurs sur la sphere de Riemann.

On sait de plus, griace a la théorie de Nevanlinna [13], que, en dehors d’un ensemble
exceptionnel dénombrable, chaque valeur est prise avec la méme fréquence asymptotique.

Si on s’intéresse maintenant a I’image d’une application holomorphe de C™ dans C",
pour n > 2, on se rend compte d’'un phénomene différent.

On sait depuis longtemps que le théoreme de Picard n’est plus vrai en plusieurs
variables. Fatou (1922, [8]), puis Bieberbach (1933, [2], [3]) ont construit une application
non dégénérée de C? dans C? dont I’image n’est pas dense dans C2. L’application
construite par Bieberbach est de plus injective, a Jacobien identiquement égal a 1, et son
image évite un ouvert de C2. C’est ce qu’on appelle les applications de Fatou-Bieberbach
et leur image est un domaine de Fatou-Bieberbach. (Voir [18] pour la généralisation de
I’exemple de Bieberbach & n > 2) Plus récemment, J. Esterle et P. G. Dixon (1986, [7])
ont donné de nouvelles méthodes pour construire de telles applications, notamment, ils
ont montré le résultat suivant :

THEOREME 1 [7]. — Pour tout € > 0, il existe une application holomorphe F : C? dans
C? telle que '

Jr(2) #0 Vz e C?,
F.(C*)NB(0,1—¢) =9,
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798 M. OUNAIES
et pour tout u = (u1,us) € F.(C?),

U 7£ 0 y U2 7é 07
inf (], |ug| *¥lual) <1 er inf(fugl, fua|*¥lual) < 1,

inf(jui|, |ug|) <1 er inf(Juql, [uz|) = juj—oo O-

J. P. Rosay et W. Rudin (1988, [16]) ont méme construit une application dont le volume
de I'image est fini :

THEOREME 2 [16]. — Soit € > 0 et K un cube de C", il existe une application holomorphe
de C" dans C" et un ouwvert Z de volume < ¢ tels que

JFEl
F(CY)cKuUZ

Cette application n’est évidemment pas injective car, si F est injective, Vol(F(C™) N
B(0,r) tend vers oo quand r tend vers oo, B(0,r) étant la boule euclidienne de
rayon r. Cependant, cette convergence peut étre arbitrairement lente : Rosay et Rudin
(1993, [17]) ont montré que quelque soit x : RT — RT avec lim,_, 4o p(r) = 00, on
peut trouver une application injective F' a Jacobien identiquement égal a 1 telle que

. Vol (F(C™")n B(0,r))
lim
r—00 p(r)

THEOREME 3 [17]. — Soit € > 0, K;,j = 1,2, ... des cubes unitaires fermés et disjoints
de C™. Il existe une application holomorphe injective de C"™ dans C" et un ouvert Z de
volume < ¢ tels que

= 0. C’est la conséquence du théoréeme suivant :

JFEl
F(cY) c|JKuz

J

Tous ces exemples montrent & quel point ’image d’une application holomorphe de
C™ dans C™ peut étre « petite ». Pourtant, il existe des ensembles que ces images ne
peuvent pas éviter.

Par exemple, Al Vitter (1977, [19]) a montré que la réunion de n + 1 hyperplans est
inévitable.

L. Gruman (1978, [9]) a exhibé des ensembles inévitables “plus petits”. Ce sont des
réunions finies d’ensembles de la forme {w € C", Rg1(w) = ... = Rg,(w) = 0} ou les
g; sont des fonctions holomorphes.

J. P. Rosay et W. Rudin (1988, [16] ont montré I’existence d’ensembles inévitables
encore plus petits : des ensembles discrets.

L. Gruman (1991, [9]) a montré qu’une condition suffisante pour qu’un ensemble discret
soit inévitable est que ses points se resserrent a I’infini avec une certaine vitesse.

Soit C§ = €™\ {2/ I[;—,2; = 0} et Mp(r) = sup,cp(, [IF(2)|l. Gruman [10] a
construit explicitement une famille de tels ensembles, {Ea, a € C}}, inévitables pour
la famille F des applications holomorphes dont le Jacobien est une constante non nulle.
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ESTIMATIONS DU TYPE NEVANLINNA 799

De plus, il a montré que, pour F € 7, pour a € C§ \ ¢p, o0 ¢dr est un ensemble
pluripolaire dans C™, la fréquence asymptotique de F' _I(Ea) N B(0,r) est la méme, de
Pordre de Mp(r)*" .

De méme, il a construit une famille {E,, a € Cj} d’ensembles inévitables pour la
famille 7 des applications holomorphes non dégénérées. Il a montré 1a encore que, pour
a € C§ \ ¢r, ol Pp est un ensemble pluripolaire dans C™, la fréquence asymptotique de
F~Y(E,) N B(0,r) est de 'ordre de M (r)l8los Mr(r)*" ™

Nous montrons ici que, si F' est dans la famille F, ensemble exceptionnel ¢ est en
fait vide. Nous avons aussi montré que, pour F' dans F, ’ensemble 1z est vide, mais ce
cas sera traité dans un travail ultérieur.

0. Notations et définitions

Nous désignerons par ||z|| = (3, |z,'|2)1/2 et [z] = sup;_; |7l
n
Siz=(21,...,2n) et w = (wy,...,w,) sont dans C", <z,w> = sz wj.
j=1

Nous noterons B(a, ) la boule euclidienne de C™ de centre a et de rayon 7.
Soient

_Lamn2 1o
B = 533IIZI| y Be = Hﬂ ) -
o = idl2|]? ABl|=|, v = i6Dlog 12>

w—w
et Sw =

Si w est dans C, nous noterons Rw =

—
Pour une application holomorphe F' = (f1,..., f,) : C* — C™, nous notons Jr(z) le
Jacobien de F' au point z, pour @ € C", F~1(a) I’image réciproque de a par F et

Mp(r)= sup |IF(z)|.
z€B(0,r)

Nous utiliserons également les notations suivantes :
FG) = (hi3) | eIy,

si N=(Ny,...,N,) € Z*,F(N)(2) = (f1(2) + 2mN1,. .., fu(2) + 27N,,).
Si V : C* — R est une fonction plurisousharmonique, nous notons

My(r) = sup [V(2)|, VT(2) = max(V(2),0) et V™ (z) = max(-V(2),0).

z€B(0,r)
Nous avons donc V =Vt -V~ et |V| =Vt + V",
Si A est une matrice, nous notons ||A[| = sup,=1 [|Aul|.

Nous noterons Cj = C™\ {z/Hz]- = O} .
j=1

DerNITION 0.1. — Soit C = {CY),j = 1,...,2n — 1} une famille de 2n — 1 vecteurs
de C™. Nous dirons que les vecteurs de C sont en position générale si toute partie de n
éléments de C forme un systéme linéairement indépendant. [

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



800 M. OUNAIES

DermNiTION 0.2. — Soient F une famille d’applications holomorphes de C™ dans C" et
E un ensemble de C". Nous dirons que F est un ensemble essentiel pour F si pour tout
F € F, pour tout v et v’ dans RY nous avons

F({z/llzl zrh)n En{z/|lzl| 2 7'} # 0. O

Nous noterons F = {F :C™ — C", holomorphe, a jacobien constant non nul}.

I. Résultats préliminaires sur les applications holomorphes

I.1. Injectivité locale

Nous savons que si le Jacobien d’une application F' ne s’annule pas en un point, F' est
injective dans un voisinage de ce point : c’est le théoreme d’inversion locale. Mais ici
nous avons besoin d’une version quantitative de ce résultat. Autrement dit, nous voulons
une estimation de la taille de ce voisinage. Pour cela, nous établissons le théoréme suivant
qui est une conséquence d’un théoréeme dii a 1. Ono [15] :

THEOREME 1.1. — Soient F' = (f1,..., fn) une application holomorphe de C™ dans C",
r>0 r >r .
Soit zg € B(0,7) tel que Jp(z9) # 0. Alors F' est injective sur la boule B(zy, S), o

S =Cp (r' — )" Mp(r") | Tp(20)]-
De plus, I'image par F de B(zo,S) contient B(F(zy),S") avec
§ = Ol (= P M () g (z0)

Les constantes C,, et C! ne dépendent que de n. [

Démonstration. — On pose ﬁ(g) = F(z0 — 2z) — F(2).
Si z € B(0,r" =), alors ||F(2)|| < 2Mpg(r').

! -1 _
F (20) = —JF(ZO)AZO.

ol A,, est la comatrice de F’(zp). Ses coefficients sont donc des combinaisons linéaires
de produits de n — 1 termes de la forme a—zj(zo).

En /utribl_islant les formules intégrales de Cauchy, chaque coefficient est majoré par
%—_—1—. Donc

C/ MF(,,,/)n-l

n

1) = 1)) < s

Le résultat découle du théoreme d’Ono.

4¢ SERIE — TOME 30 — 1997 — N° 6



ESTIMATIONS DU TYPE NEVANLINNA 801

I.2. Comparaison de mesures
Nous renvoyons a [11] ou [12] pour la théorie des courants positifs fermés.

LEMME 1.2.1. — Soit 6 un courant positif fermé de degré p < n — 1 a coefficients C*. Soit
h une fonction de classe C*. Nous noterons ¢ = ||z||*> — r*.

/ h 6 ANiDDQ* A Brp_1 = / 0> i00R A O A Bp—p—y. O
J B(0,r)

B(0,r)

Ce lemme est une conséquence directe de la formule de Stokes (appliquée deux fois)
et du fait que 9p? = pdp = 0 sur bB(0,r).

LemME 1.2.2. — Soient @1, ---,9k, kK < n des fonctions plurisousharmoniques et
localement bornées sur B(0,r) \ K, K étant un compact dans B(0, 7).
Soit ¢ = Zle o ; une combinaison linéaire réelle des fonctions ;. Alors

k

k
1) / %) /\ i00p; A i00g* A Br_k—1 = / 0%100¢ A /\ 100¢@; A Br_k—1-
B(0,r)

j=1 B(0,r) 1=1
k k
(ii) @ /\ i00p; Ni000* A Br_r—1 < 87 (n — k)/ || /\ 1009; N Bn—k.
B(0,r) j=1 B(0,r) j=1
Si 1, "+, pr sont bornées en module sur B(0,r), alors pour v’ > r

k

k
(i) / N 0, A i < Cllk,n) 7™ (1 = 1)~ [[ Mo, (). O
B(0,r) j=1

j=1
Démonstration. — (i) Vj € {1,...,k} soient % des fonctions C> telles que
©% \w—+oo ®j- D’apres le lemme 1.2.1, pour tout v et pour tout | € {1,---,k},

k k
/ oy /\ i(()g(p;f AN i000* A Bkt = / 02100} A /\ 2'854,0]’4 A Brn_k_1-
B J B(0,r)

0,r)  j=1 j=1
Le courant oy /\’;z1 28_590;’ converge vers ¢, /\;.c=1 i00¢p; et i00pY A /\?21 ia—‘d—go]”» converge
vers 100¢; A /\j=1 100¢p; (cf [6]). D’ou le résultat (i) par passage a la limite.

(ii) Posons 6 = /\;7:1 i00¢p;. C’est un courant positif fermé.

i000% = 2i0p N o + 2i pd0p = 2a + 2 0 B.

AR 100||z||> 00 A Dp 1
1 2 = L —-— = 2 —_ .
100 log ||| THE EE ||Z“4[|Z” B - aj

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



802 M. OUNAIES

|z]|?83 — « est donc une forme positive.

/ @ O Ni0O® A Br—1 =
B(0,r)

=2/ e ONaA Brk-1 —2/ YT ONaNBr_k_1
B(0,r) B

(0,r)
+4(n—k) gw*oAﬂn_k—4(n—k)/ 060 B <
: B(0,r) B(0,r)
Sz/ PTONQN Brk—1 —4(n—k) 09 0N By <
B(0,r) B(0,r)

<82 =) [ 1ol ABus.
B(0,r)

r—r

k

(iii) Posons 7; = r + j

k
1 2 2\2 FAYaY
< —— — .
/B /\18(9(,0] 4 ﬂn—k (r? —r2)? /B(O,rl)(rl I£17)° /\ 1095 1 foe

0,7) =1 j=1
1 k-1
= or \i00p; A id3(r? —||2]|*)? A Bni
(r} —r2)? /B(O ) ]/\1 ! '

dn—k+1)r
< (—_—742)%—1]\/[%(7"1)/ /\ 109¢; A Bt

(2
71 BOr)]l

k
< Ck,n) r'™™ (r' — )~ HM

La derniére ligne s’obtient apres itération et en observant que

[ b= [ =
B(0,rk) B(0,r")

LemME 1.2.3. — Soit G une application holomorphe de C* — C", Soientr > 0, 1" > 7.

Posons o = ||z||?> — r%

1l existe une constante C' qui ne dépend que de n telle que

/B o, LRGP + 1) ~ (9D log G <

S C’I‘I2n+2 (7’/ _ r)—2n+2 [log(Mg(r')2 + 1)]n—1 O

4° SERIE — TOME 30 —~ 1997 — N° 6



ESTIMATIONS DU TYPE NEVANLINNA 803

Démonstration. — Nous avons d’apres le Lemme 1.2.2,

[ lvtog(IGI? + 1) - (8105t GF))| =
B(0,r) .

n—1
-1y / ¢i09log(|GII? + 1) — log* [G]2]A
k=0 v B(0,r)

A (109 log(|GI12 + 1)) A (100 log ™ [G]?)*

log([|GII* + 1) — log ™ [G]?]

-0 B(0,r)

(109 1og(||G|> + 1)) A (109 1og*[G]?)* A i08g?

<Cyr? Z/( ) (109 log(||G1* +1))""*"* A (i9910g T [G]*)* A B <
B(0,r

< CT‘/2n+2(T/ _ ,r) 2n+2[10g(MG(T,/)2 + 1)]n—1‘

LEMME 1.2.4. — Soient G une application holomorphe de C" dans C", v’ > r > 0,
a € C". On suppose que les zéros de G — a sont isolés. Soit 1, une constante strictement
positive. Alors il existe C(a) > 0 telle que

U( 0*[(i09log(||G|I* +1))" ~ (i991og |G ~ aIIZ)nll <

Na
<‘”QZ/<0>< () +log™ ||G~a||>

(109 log(||G|1> + 1))" 7" A (i0910g |G — o) A 8. O

Démonstration. — 3C1(a) > 0, 3C5(a) > 0 telles que

~Cafa) < tog(617 + 1) - tog" 19 < 0,

a

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



804 M. OUNAIES

Nous avons avec le lemme 1.2.2,

/ . D og(IGI +1)" ~ (2Dl - an?)"]\

S [ gioafios(iGE + 1) - 10s]G -l

k=0 Y B(0,7)

A (09 log([|GII* + 1)) A (i0dlog |G - aH?)’“‘

n—1

|3 [ oslG? + 1)~ g G~ ol
k=0" B(O,r)
(09 log(IG]I* + 1)) A (i0010g |G — all?)" A i6g?
n—1 .
<4r? / [Ca +logt —2—
"o/ BO" () % log G —

(i0910g(||G)> + 1)) A (i0910g |G — af|?)".

L.3. Estimation de certaines intégrales

Soient F' = (fi,..., f,) une application holomorphe de C™ dans C".
Soient hq,...,h, des fonctions enticres sur C.
On pose G = (g1,...,9n) avec

gj:exp(thfj), j:l,...,n

et on notera pour R > 0, My(R) = max;j—1,__, sup |h;(w)|.
w|<R
On prend a dans C§. Pour chaque j € {1,... ,7'1,}',_011 définit une branche du log sur C
privé d’une demi-droite A, , passant par I’origine, ne contenant pas a; et faisant un angle
0., avec la demi-droite réelle positive.
On choisit une constante 7, strictement positive assez petite pour que, si {w — a;| < 74,
alors w est encore dans le complémentaire de A,; et

1
lw—a;| > 5 laj| | log w — log aj].

Dans ce paragraphe, nous voulons estimer I’intégrale suivante :

p
[ (towt ) 0B1ogiG = al)t A (9D 10g(IGI*+1)* A s
B(0,r)NS 4 IG — al|

ol X4 est un ensemble sur lequel le Jacobien de F' n’est pas trop petit, p est un réel
positif, [ et k des entiers tels que [ + k < n — 1.

Gréce au théoréme d’Ono, nous pourrons dans ce cas écrire I’intégrale comme une
somme d’intégrales portant sur des petites boules sur lesquelles F' est injective tout en

4° SERIE — TOME 30 — 1997 — N° 6



ESTIMATIONS DU TYPE NEVANLINNA 805

contrdlant le nombre de ces boules. Ceci nous permettra d’effectuer le changement de
variables £ = F'(z) et de nous ramener a des fonctions enti¢res d’une variable, h;. En fait,
nous aurons d’abord besoin du lemme suivant : ,

LemME 1.3.1. — Soient R >0, Ri =2 R, Ry =3 R.
Soient hy,...,h, des fonctions entieres sur C.
Soient (31, ..., 0B, des nombres complexes tels que

VJ € {1,...,7?,}, |/BJ| < th(R]_).

Pour tout j € {1,...,n}, on note ¥ les zéros de h; — 3;, dans la boule B(0, R,) et
M; le nombre de ces zéros comptés avec multiplicité.
Pour w € C on pose §;(w) = Ilnin lw — 2.
=1y, My
On note Mp(R) = max (log My, (R)).
ji=1,..n
Alors pour R assez grand, on a

i 3C:1>0/Vj €{1,...,n}, M; <Cy log M, (Rs).
(i) 3ICy>0,3C3>0/V5 €{1,...,n}, Vwe B(O,R),

1 1
log ————— < 5 log M}, (Rs) max|{ log R,log —— |,
<y < O o ) s o )
|h;(w)| (1 1 >
— 4 < Cyloe My, (R -, — .
oyz) = ] = O o8 M, (Fa) max| 7. 55

(iii) Soient p > 1 et un entier m < n — 1.

Soit J [’ensemble de tous les m-uplets J = (j1,...,9m) [/ ji € {1,...,n} pour
i=1,....,m avec j; # ji si i # ..

Pour wy,ws, ..., w, dans C, soit

LACHIE
F(’U)l e, W ): (10g+ 1 )p -;711]«:7
e Z;'l=1 |hj(w;)—B;]? (E;’:l |hj(wj)—ﬂj|2)m

Alors 3C = C(n,p) > 0 telle que

/ / D(wy, ... ,wy)dA(wy) . ..dA\w,) <
B(0,R) B(0,R)
og My (M) log R ™)

< C llog Mi(By)[™ 7 (log R)7+™ max(R2 , )

Démonstration. — Nous reprenons les notations de Nevanlinna [13].
Dans (i) et (i) fixons j dans {1,...,n} et notons h = hj, M = M;, 8= p;, 6(w) =
5](’11))

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



806 M. OUNAIES
(i) D’apres Nevanlinna, M = n(Ry, 13),

T(Rs,h) = m(Ry, h) + N(Ra,h) = m(Ra,h), car h n’a pas de pole,
1 [ :
et m(Rp, h) = %/ log® |h(Rz €| df < log My(Ry).
0

En utilisant le premier théoréme fondamental, il existe une constante C' > 0 telle que

1 1
N (Rai g ) < T(Rav gty ) < TR )+ 108 o+ €
< log My(Rz) +log™ 8] + C

<C log My (R;), pour R, assez grand.
1 Ra 1\ dt RZ( 1 )dt
N( Ry, —— )= PR LN ML
<2h—ﬂ> / "( h—ﬂ>t /R" h-3)1
_n<R1,h1ﬂ)R2];Rl.
- 2

1 R, 1 ~
D R N R < 3Clog M (R5).
onc n( l’h 5) R, — R, ( Q,h ﬂ)_ og h( 2)

(i) D’apres la formule de Poisson-Jensen,

Vw € B(0,R), lo 1 /% ! L
w 9 b g |h(w) _Bl - o o Ih(Rl 610) ﬂl IRI 619_w|2
R —Z,w
+ log | =1 —*
”’=;)M Rl (w - m.I-l')
1 1 R —Z,w
< —m| Ry, + log | —L—~ ‘
1 (1’1—5) “;YMg R,
1
+ log
ﬂ:;,M |w_a:llfl

La encore grice au premier théor¢éme fondamental,

1 1
< +
(Rlvh ,8) (Rlah_ﬁ) _IOth(R1)+10g |ﬂ|+o
< C' log My(Ry), pour Ry assez grand.

Regardons les autres termes.

x”w| R2+R1R

Vpe{l,...,M}, |Bt 7 7

=3R.

4¢ SERIE — TOME 30 — 1997 - N° 6



ESTIMATIONS DU TYPE NEVANLINNA 807

R? -z 4
Dod Y log %ﬂ’ < Mlog(3R) < C, log(3R) log My(R,).
p=1,....M 1
1 1 1
De plus, log——— <M1 < M,
e plus “zlg . og T ogé( B C; log My (R5) logﬁ( )

Finalement, pour R assez grand et w € B(0,R), on a

log ———— < C5 log Mi(R5) max(logR , log ﬁ)
w

Ih() pl~

Toujours d’apreés la formule de Poisson-Jensen mais aprés dérivation on a pour tout
w € B(0,R),

Ww) 1
h(w)—B8  2x

2 R1 eie

2T
log |h )~ 8 ————
| e (0 ) = | (s 0

— |zl
+
Z (w x#) (R} —z,w)’
Majorons d’abord en norme le premier terme.

27 2R
_/ [log h(Rs ) = B gt

et _ ’U)|2
2Ry

<t o )i ]

4 C'
< R[T(Rla h) +log™ |B| + C + log 2 My (Ry)] < = log My (Ry)

df <

Regardons le deuxiéme terme.

R o’ _ (Ra— [o) (But loal) _ Rat || _ 2R,

Y, 1,....,.M < =4,
pello My o S T R R S R SR C*
R} — |z,| 1
Donc - <4M ——— <40y log My (Ry) ——
2 @ -n)| M W T
Finalement, si w € B(0, R), nous avons
b (w) 1
< Cs log My (R
Ih(w)—ﬁ » log Mi(R) max(R 5(w ))
(iii) Soit J € J. Quitte a renuméroter les variables, on peut supposer que J = (2,...,m).
Pour k£ = 1,...,n, posons pour alléger les écritures :

a;(w) = |h;(w) — B> pour j = 1,...,n,
Sk(wl, ey wk) = Z aj(wj),
7=1

M(R) = Mu(R),
B, = B(O,R) n {w eC /|hk(w) - ﬂk| < 1}.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE
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Nous voulons majorer

I § (TN

1= o o) o A A

Nous avons les inégalités suivantes, (Rappelons que m < n — 1)
(Su(wi, .., wn))™ 2 (S (W1, Wi ))™ 2
> (Sm(Wis -y win )™ Qi (Winst) + 0 (w1).

Par Fubini,

1< [ (s ) i) xw)

ol Jl(wl) = |h'2(w2)|2J2(w1,w2) d/\('wg),
B,
JQ(wl,U)Q) = |h'2(w3)|2J3(w1,w2,w3‘) d/\('wg),
Bj
[l 1 (1) |
In(wi, .., Wy :/ AN Wmi1).
(w01 ) Boys (Smt1(W1, ..o Wing1))™ (t0m41)

Séparons B,,,1 en deux parties :
B' = {w € Bm+1 / 5m+1(w) < R}

et B’ = {’I.U € Bm+1 / 5m+1(’lD) > R}

D’aprés les inégalités ci-dessus et (ii),
h! m 2
T :/ P )| m AA(Wint1)
/ (Sm+1('w1, sl ,wm+1))

1 |h;n+l(w)|2 w
S oo wn)ymd /,3 () @)

L 1

< 5 , 1

~ (Sm(wy, ... wy))™t Cs [log M(R2)] R? /B' d\(w)
1

S C, Noe M(R)12.

T (Sm(wiy - W)™ 4 [log M(Ry)]

" Ih:n+1(wm+1)12
Im = A\ (wp
m B/ (Sm+1(w1,...,wm+1))m (’w +1>

P ()] .
= /Bu 41 (W) (S (w1, ..oy W)™ L +a{"(w1)d/\( )

o (Sm(w1,. .y wp,))™ . R?
S/B“ [(5’"“(“’)) C3 (log M(R,))? + (@ (w)) M(R,)?

-1

M4

<> I
p=1
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Avec
Sp(wy, -+ W) )™ 2 17!
I:/ [w—x”m 2 — + (a1 (w))™ —=—=| dA(w),
Iz B(mi‘nH,R) I +1| C% (IOgM(R2)2 ( 1 1)) M(R1)2 )
Mm+1
car (Gpp1(w))? < Z |w— % 1| et, sur B”, 6pi1(w) < R.
p=1
On fait alors dans chaque I, le changement de variables w’ = w — z% ., on passe en
coordonnées polaires puis on integre. On obtient pour p = 1,..., My, 41,
log M(R;))?
I, <C? (
e P T
R? R?
1 Sm s Ty Wm mt e
(100 s e Sntwne s wm ™ # et sy |+

o o)

Si R, est assez grand, il existe une constante C,, telle que

(log M(Ry))?

(Sm(wh B wm))m_l

1
I, <C, <logM(R1) + log —))

al(wl
Finalement, on obtient :

1 1
(wl)) (S (wy, - ,wm))m—l'

Jm < Cru(log M(R3))? max(log M(R;), log -
1

1
Posons A(w;) = C,, (log M(R5))? max (log M(Ry), log ——) Nous avons montré

ay(wy)
que
1
m sy Mm S A .
J, (UH w ) (wl)(Sm('lUl,“’,wm))m_l
Donc . (w)?
w
mo1 <A (L A(w).
et S 4 [ G e )
On recommence avec m — 1 puis m — 2, ---, jusqu’a

Ti(w1) < Alwy)™ < C' (log M(Rg))3m(max(log M(Ry), log —1—|)>m

|h1(w1)—pB1
Soient B = Bl n {’LU € C /|h1(w)—61| Z ﬁ}
1
et E = B1 n {w eC /|h1(w)—,61| S M-(lﬁl—)'}
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/1§<10g+ al_w)le(w) d\(w) < C'. R? (log M(Ry))*™*?,
/v(10g+ alzw))pjl(w) dA\(w) < Cy, (IOgM(R2))3m/ (log m;_Bll)mm'

}
|

1 pm
log —— < R*(Cy log M(R;,) log R)P™™,
/E(oglhl(w)—ﬁﬂ) = FEAC log M) los 1)

Soient B' = BN {w /61(w) >

== =y

B"=Bn {w /61 (w) <

’

/” (log on () = ﬂ1|>p+m < (Cs log M(Ry))™ P /gu <10g —5;%——)>m+p d\(w)
mep
< (Cz log M(Rz))m+p2/ (og m _lx |> d\(w).

Comme precedemment on fait dans chaque intégrale le changement de variables
w’ = w — z!, puis on passe en coordonnées polaires. D’ou,

1

1 pt+m N b3 1 m+p
log ——m—— <C’M10MRmp/ (10—) d
L (o ayma) S OMomarcmyee [T o(ion]) o
< Cyi(n,p) (log M(Ry))™ P+ log RPT™ Elz

On a finalement

log M(R;) (log R)P*™ )

I'< Cafon,p) log M ()47 a2 1

' n!
On somme ensuite sur J € J, sachant que cardinal (J) = ———— < nl.

(n—m)! =
On prendra C(n,p) = n!Cs(n,p).
Nous pouvons maintenant montrer le résultat suivant qui est fondamental pour la suite.

LEmMME 1.3.2. — Soient 1, k des entiers positifs tels que m =l +k <n—1etp> 1
Soient 3 > 1, 7 > 0 et ' = r + r[loglog Mp(r)]~#
Soit A = A(r) > 1 pour r assez grand. On note ¥4 I’ensemble

{secmiz 1}

Alors il existe 1, > 0 et C = C(a,n,p) tels que, si v > rp,

Lo (gt g ) (@BloglG —al) A (5Blog(IGIP+1))* A fuoss <
sz TG —al)
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2n°+42m
< C sy M () M (3 ) o

ou R = Mg(r"). O

7./2nA2n+2 2 n+1 max <R2 log Mh (3 R) )

Démonstration. — Si G(z) — a # 0, en posant m = [ + k, J I’ensemble des m-uplets
J = (j1,---,Jn) tels que j; € {1,...,n} et j; # ji sit # 7,

(109 1og [|G(2) — al*)" A (100 1og (G (2)I* + 1)) A B

_C(n)
< e a||2’ Z /\39](2 A 8G;(2) A Br—m.
JeJ jed
Si z € B(0, ngz(z) < A::[IF_(TT), donc
3

Z /\891 2) A 9g;(z) <

JeJ jed

MF_(TT)Zm Z H lhl o f1|2 |9]|2 (Z dz; A dZ])

JG.]]GJ 1,7=1

Et si |G(2) — al| < 1,

(10910g[|G(2) - all*)' A (10910g (|G (2)II* +1))* A B

> IL R0 £

Mp(r')®™ je7jes
- NG - P

< C(a,n) B

Posons pour w € C",

D B0 § {(10A);
d)('w) = (10g+ Zn Te ) nJeJ hd

o lexphj(w)—a;2 ) (3272, |exp hj(w)—a;|?)™

1l s’agit de majorer I= / poF(z)d\(z) .
B(0,r)NT 4
Si z € B(0,7) N X4, d’apres le théoréme L.1, F' est injective sur B(z, S), ol
S =Cp,Mp(r')""(r' —r)"1A™L

On peut donc recouvrir B(0,r) N ¥4 par U B(z;, S), les z; étant dans B(0,7) N X 4 et
€T
P2

card 7 < C:‘ST < C" 2n(,r ) 2n2_2nMF(T,)2n2A2n.
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I<A22/ 0 F(2) |Jr(2)]2 dA(2)

1€ B(z:,5)
e / $(w) dA(w) < A2 / w) dA(w)
Z_; B(z, S) ; B(0, R)

S C:LI ,,,2n(,rl_,r)—2n -—-2nA2n+2MF(TI)2n2 / ¢(w) d/\(’l.l})
B(0,R)

On notera Ry = 2R, R, = 3R.

/ B(w) dA\(w
B(0,R)

By = {w = (wq,...,w,) € B(0O,R) / |ehj("’f) —a;| < N
et 0, < Shj(w;j) —2aN; < b, + 21 Vje{l,...,n}}.

-y / p(w) dA(w),

Neir

avec

Si By n’est pas vide, on a |20 N;| < 8, + 27 + |Shj(w;)| < 0, + 27 + Mip(R).

Autrement dit, le nombre de n-uplets N pour lesquels ’intégrale n’est pas nulle est plus
petit que C,M,(R)", ot C, ne dépend que de a et de n.

Si w est dans By, alors loge™ (") = h;(w;) — 2inN; et |e"(9) —a;| <7, donc

(0 1 o
lefi i) g ] > 3 laj| |hj(w;) — Bj|, avec B; = 2irN; + log a,;.

Finalement, si 3 = (/1 ...,0,), nous pouvons écrire que

> T R
w w ) o + 1 JeJ jeJ w
5, P dMw) <0 /Bm,m<1 g IIh(w)—ﬂll) Thw) g A

p+m
< Cy(log My (Ry))*™*7 max (R2 , log Mh(RZI)%glog R) ) ’

>

d’apres le lemme 1.3.1. Ceci achéve la démonstration.

IL. Estimation de F~'(E,) N B(0,r)

L. Gruman a montré qu’une condition suffisante pour qu’un ensemble soit essentiel pour
F est que ses points forment un réseau qui se resserre suffisamment & I'infini (cf [10]).
De plus, il a donné une construction explicite de tels ensembles. Nous en rappelons ici
le procédé.

Soit C = {CW j =1,--.,2n — 1} une famille de vecteurs en position générale.

Soit £ I’ensemble de tous les n-uplets A = (Ay,---,A,) ot Ay,..., A, sont des entiers
distincts dans {1,...,2n — 1}.
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On considére un entier S > 0 et on définit sur C™ I’application polynomiale
G(A, N)(w) = ((C),w)*+ 27Ny, -+, (€O ) *4 27 N,).
Pour tout ¢ € C{, on considére 1’ensemble

(I1.1)
E,= |J {(expG(A,N) H(a)}

A€L
Nez™

U {wecC"/ <C(’\J),w>s =loga; 4+ 2rN; 4+ 2irN;, j=1,...,n}.
AEL
N,Ne’el”‘

I

L. Gruman a montré le résultat suivant

TueoremE 112 [10]. - Si S > 2n alors
(1) Pour tout a € Cr, E, est F-essentiel.
(ii) Soit F' € F. Pour tout € > 0, ’ensemble

bp = { . card F~Y(E,) N B(0,r) < -I-oo}

a € g /limsup —— e

est pluripolaire dans C". U

Le but de ce paragraphe est de montrer que I’ensemble ¢ est en fait vide.

Soit F un élément de F.

D’aprés une formule de E. Bedford [1], [4], si G est une application holomorphe de
C™ dans C",

(109 log |G|I*)" = (4m)" > degg(w
w/G(w)=0

avec degg(w) le degré de G en w et 6, la mesure de Dirac en w.
Nous notons

Ap(r,a) = (4m) " Y / (199 log || exp(G(A, N) o F(2)) — al[?)".
Arec Y BOr) .
NeN
D’aprés la formule,
a)= ) > deg exp(c(a, vy (F(w)) degp(w)

A€eL weB(0,r)/F(w)e
exp(G(A,N))"*(a)

<C > degp(w) = C card F~'(E,) N B(0,r).,

weB(0,r)/F(w)eE,
oo C = 8"Cp, 4.
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Nous définissons les termes suivants,

Ne(ra)=(am™ ¥ / (r2 — ||2I[?)? (08 1og || exp(G(A, N) o F(2)) — al[?)",
pegmon

Se=en Y [

Aec 7 BOr
NeN

TF(T)=/ (2 = [|21)?1E (2) 1D dA(2).

0,

)(1"2 = |I211?)? (109 log™ [exp(G(A, N) o F(2))])",

En écrivant N r(r,a) comme une intégrale de Stieljes puis en intégrant par parties,
Np(r,a) =4 / t(r® — ) fip(t,a) dt.
0

N r(r,a) tient le role de la fonction de comptage dans la théorie classique de Nevanlinna

A

et Tr(r) celui de la fonction caractéristique.

D’apres Gruman (cf [10] p91), pour € > 0 fixé, on peut trouver une suite r, /" +oo
telle que, si 7/, = 7, + r,[loglog Mp(r,)] "2, on a Tp(r,) > 4 Mp(r))2n(S—D-¢,

§F(r) est un terme intermédiaire qu’on sait estimer. En effet, d’aprés Gruman [10], il
existe des constantes Cy, Dy, et Dy telles que :

(I1.3)
crt fF(T) — Dy T2y — r)—z("—l) Mp(r')2s("_1) <
< Sp(r) <
< Cy Tr(r) + Dy r? 2 (¢ — 1) ~200 =) pMp (/)25

C1 ne dépendant que de n,.S,C, D; et D> ne dépendant que de n. Le but de ce paragraphe
est de minorer la croissance asymptotique du cardinal de F' _I(E‘a) N B(0,r) uniformément
en a pour tout ¢ € Cf. Dans le cas présent, nous obtenons aussi une majoration.

Pour estimer Nz (r,a), nous allons comparer ce terme 2 Sp(r). Dans cette perspective,
commengons par établir un lemme intermédiaire qui est une conséquence du lemme (1.3.2).

Nous fixons A € £ et N € Z™ et nous supposons qu’il existe une constante Cs
(dépendant de a et de C) telle que ||N|| < CoMp(r)S.

Nous posons

F = (fi,-.-, fn) avec fj =< OX) f >,

donc Jz =det(CH),...,CO))#£0 et Mxz(r) < C(C) Mp(r) Vr >0,

pour w € C,h;(w) =w® +27N;, pour j =1,...,n, b= (hy,..., hy),

et G = exp(G(A,N) o F) = exp(ho F) = (g1,...,9n) avec g; = exp(hjo f;).
p =log(|GII”> + 1), ¥ = log||G(2) - a|>.
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Appliquons le lemme (I.3.2) : Pour tout p > 1, il existe , > 0 et une constante
Cy = Cy(a,n,C,S,p) tels que, si r > r,, alors

1 P ooa o
(I1.4) /B(O’T)<log+m> (100)" A (109 1log ©)* A Bn_r_1 <

2
r/en

(" — 7)2k+0) Mp(r' )2 #2054 5n+2
r—-r

< Cs

LemME IL.5. — Pour tout ¢ > 0, il existe des constantes K, et K, strictement positives,
dépendant de a,n,C, S et ¢, il existe 7. tel que Vr > r., si v’ = r + r[log(log Mp(r))] 72,
VE/O<Ek<n-1,

[ (030105 G - al))" " A (10810 |1 + 1) A5 <
B(0,r)

r'2n
(r/ — r)2(n=-1)

/ logt ”Gi_(z’&g(log G — a||2))"_1_k A (i09(log ||G|* + 1))'C AB<
B(0,r)

—af

S Kl MF(TJ)S(n—l),

12n

<K, (r' = r)2(n=1)

MF(T/)S(n_lH_E. 0

Démonstration. — Les constantes C; et C; ne dépendront que de n,a,C,e et S. Soit
r+r
" = ; . On fixe k € {0,...,n}. Pour 0 <! < n—1-k, posons

" —r
n—1-k’

I = / OLABuky, L= / log™ _Te @, A Br—k—1-
B(0,r) B(0,r;) |G — al

0; = (i09y)' A (i0dyp)*,

r=r"-1

Nous procédons par récurrence.

D’apres le lemme 1.2.2, (iii), Iy < Co 7" (¢ — ')~ 2* Mp(r')"*

2n*+ S+ Sn+2 1 1
Soient p > ne ; nt , ¢ > 1 tels que ’ + p = 1. L’inégalité de Holder donne
- n o % N
fos Um ) (1w gy ) 0B nnee] 1
. 2n
En utilisant (I1.4), I, < Cy mﬁ Mp(r')Sk+e,
T/Zn ~
Supposons que  I;_; < C,_IWMF(T/)S(HZ 1)
- 12n
etque I;_; < C,_l(_meF(T/)S(kH-nﬁ’
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1
I = / OLA Bkt < 7 N2 / (e = IZIP)? O1 A Bk
' B(0,m1) (riy =) B(0,ri_1)

1 L
= (r? r2)2 /B(O )1/;(9,_1 /\238(7"12—1 - ||z||2)2 A Br—r—i
l STI—1

-1~

r2 1
<O [ (log+ IG = al|+log* ———) O A it
(7’12—1 “Tz2)2 B(0,r—1) |G — all

1 ~ r/2n
(=T Mp(r)® Ly + 11] < G,

!
<G, (" — )220+
Pour la deuxieme intégrale, utilisons I'inégalité de Holder et (I1.4),

MF(T/)S(k—H).

2
"

7 + Ma p v % Y
I < [/B(Om)(log —) O, /\ﬁn—k—l] Ip <G (77 — )P+

MF(TI)S(k+l)+€
G = all

PROPOSITION IL6. — Soit F dans F et a € (BHS
Pour tout € > 0, il existe des constantes strictement positives Cy et Cs , dépendant de
a,n,C,S et g, Cy ne dépendant que de n, S et C, telles que,
pour v > r. et ' = r + rlloglog Mp(r)] 72,
Ci—l TF(T) — Oy r4 MF(T/)S(2"_1)+E <
< Np(r,a) <
< Gy Tr(r) + Cyr* Mp(r')2n =D+
Démonstration. — Les constantes K3 et K4 et K5 ne dépendront que de a,n,C,e et S.
Nous notons pour N = (Ny,...,N,) € Z" et A = {A1,..., .} € L,
G = exp(G(A,N)o F).

Si||N|| < C(a,C) Mp(r)S,r > r.etr’ = r+[log(log Mp(r))] =2, d’apres les lemme 1.2.4
et IL.5,

/B(O )(T2 = ll2l*)?*[(109log(|G||* + 1))" — (109 1og ||G ~ al|*)"] \ <
’ 7.2n+2

< K3 (r' — r)2(n=1)

MF(TI)S("_1)+E/2.
En utilisant le lemme 1.2.3, nous avons

<

/B o O AP B 108 G — (i og |G — all)']

2n+2

T

< Ky (r' — r)2n=1)

MF(TI)S('n—1)+5/2'

Nous sommons ensuite sur A € £ et N € Z". Remarquons que

Support (iddlog*[G])" C {lg;| = 1,5 = 1,...,n}
et Support (i99log||G — al|*)" C {G — a = 0}.
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La somme ne porte donc que sur N tel que | N|| < C(a, S,C)M£(r)S. Nous obtenons alors

,r.2n+2

(r' — r)2(=1)

(11.7) |Sk(r) = Np(r,a)] < Ks Mip(r')SCn=t+e/2,

Nous en déduisons alors le résultat en utilisant la relation (I1.3).
Nous arrivons enfin au théor¢me principal.

TueorEMmE I1.8. — Soit F dans F.
Il existe une constante Cy > 0 qui ne dépend que de C,n et S telle que, pour tout a € Cy,

) Timsup 22D S oo Gy timin YEY c o
r—-+o0 TF(T) r—too TF(’F)

Démonstration. — Soit @ € Cj et soit € > 0, € < . Il existe une suite r,

(cf [10]) telle que

fp(ry) > Mp(r))>"S=Y= avec v/, = 1, + 7, [loglog Mp(r,)] %
D’apres la proposition précédente, si v est assez grand,
Ne(ry,a) > ol Tr(r,) = Cort Mp(r!)SGn—Dte,
J/\\Tp(r,,,a)

Tr(r,)

Pour avoir (%), on fait tendre v vers +oo, le terme de droite tend vers 0. De méme,
nous avons

> Cl_l _ KMF(TL)Z"_S“L%.

Divisons par fp(r,,) :

Ni(ry,a) < O Tp(r,) + CartMp(r),)S@n=D+e,

N ]/\\TF(T,,,(I)

D’ou < Cy 4 K Mp(r])?n=5+2,

TF(TV)

Le terme de droite tend vers 0 quand v tend vers +oo.

COROLLAIRE I1.9. — Soit F' € F. Pour tout a € Cy et pour tout € > 0,

card F~Y(E,) N B(0,r) _

(1) limsup = s~ T
1/
2) i inf S (E) N BOT)

r— 400 r2n MF(T)Qn(S—l)J’_E

Démonstration. — Supposons ¢ < S — 2n et prenons ¢’ / 0 < &/ < inf(S — 2n —¢,¢).
Il existe une suite r;  +o00, associée a ¢’ avec

fp(rk) > rﬁMF(rfc)Q"(S"l)‘E/, ol 7}, = ry + ri[loglog Mp(rk)]'2.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE



818 M. OUNAIES
Si k est assez grand, Np(ry, a) > Oy Te(ry) — ChriMp(r,)S@n=D+<" Rappelons que

N Tk Tk
Ne(ry,a) = 4/ t(ri —t*)np(t,a)dt < ﬁp(rk,a)/ 4t (ri —t%)dt
0 0

r fip(re, a) < riCcard FY(E,) N B(0,ry,).

1

D’ou

card F~(E,) N B(0, )
MF(,,.k)Zn(S—l)—s

> (Cy C) 2" Mg (r})*™ — Cp G~ Mip(r})2" =S¥+,

D’ou le résultat (1) par passage a la limite.
Pour montrer (2), utilisons la suite r; " 400 telle que

1
Mp(ry) < 2Mg(r;) pour 5 =r;+ 'Z‘Tj[lOgMF(Tj)]_z.

1
Posons 7 = r; + irj[log Mg (ry)] 2

" 1"

Ne(r},a) = 4/'J t(r2 — 2 Ap(t,a)dt > 4/ (= 1) Aip(t,a) dt
0 -
=np(rj,a) (7’;'2 - 7’12»)2 > r;*[log Mg (r;)]~* card F‘l(Ea) N B(0,r;).

Pour majorer N r(r7,a), utilisons la proposition I1.6. Si j est assez grand,
NF(’I";I,O,) < leF(T;,) + 03 7,4 MF(T;)S(ZH_1)+E, < K, T;;+2n MF(’I‘]')Qn(S_l).

card F~Y(E,) N B(0,r;)
r2n MF(,,.j)2n(S—1)+e

Donc, pour j assez grand, < Ky Mp(r;)® <.
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