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PROPAGATION DES ONDES DANS LES VARIETES A COINS

Par GiLLEs LEBEAU

ABSTRACT. — We study the propagation of analytic singularities for a solution of the wave equation (of finite
energy) in a domain w of a Riemannian analytic manifold M, with Dirichlet or Neumann boundary conditions.
The singularities of the boundary Ow are supposed to be of quasi-conical type and we allow some cuspidal points
in the Dirichlet case.

Mots clés : Equations d’ondes, Singularités analytiques, Analyse microlocale.
RESUME. — On étudie la propagation des singularités analytiques pour les solutions (d’énergie finie) de I’équation
des ondes dans un domaine w d’une variété Riemannienne analytique M, avec conditions de Dirichlet ou de

Neumann au bord. Les singularités de la frontiere dw sont supposées de type quasi-conique, avec éventuellement
des singularités de type cusp dans le cas Dirichlet.
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Introduction, notations et résultats

Soit M une variété analytique réelle, munie d’'une métrique riemannienne analytique g
et w un ouvert connexe relativement compact de M. D’apres le théoreme de Hille-Yosida,
le probleme d’évolution avec condition de Dirichlet au bord, ot A est le Laplacien négatif
sur (M, g)

(02 — A)u=0, Ulow =0
Um0 = ug, Oput|p=0 = u1 (uo,u1) € Hé(w) ® L2(w)

(1)

(*) AMS Subject Classification Index. 35 L 05, 35 S 15.
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430 G. LEBEAU

posséde une solution unique u(t,-) € C°(R;, H}(w)) N C*(R;, L?(w)). Nous nous
intéressons ici a la microlocalisation et a la propagation des singularités analytiques
pour les solutions de (1). Le théoréme de propagation a été prouvé par J. Sjostrand [S.2]
dans le cas ol w est une variété a bord analytique, et dans [L.2] dans le cas ol Jw
ne présente que des singularités de type di¢dre (i.e. intersection de deux hypersurfaces
analytiques transverses). Dans le cas de singularités coniques strictes (i.e. w ~ R} x N,
g=dr?+r2g', (N,g’) variété riemannienne) la propagation des singularités a été étudiée
dans la catégorie C>° par Cheeger-Taylor [C-T] et dans le cas analytique par Rouleux [R]
en utilisant la méthode de séparation des variables.

Notre objectif est d’étendre les résultats précédents a une classe d’ouvert w assez générale
pour couvrir en particulier les situations de singularités coniques courbes (par exemple
une ogive dans R?), de singularités de type quadrant ((R%.)? x R?), des discontinuités de
courbure (raccord C* de deux hypersurfaces) ou encore des cas ol w n’est pas d’un seul
coté de sa frontiere (par exemple un écran de R®).

L’hypothése de départ que nous faisons sur la géométrie est que nous supposons donnée
une stratification finie de I’adhérence de w

(2) w=Js, Ifini, 0el, S=w

i€l
ou les strates S; sont des sous variétés analytiques connexes de codimension d(i), deux
a deux disjointes, vérifiant

(3) i£j et SNSj#d=8,CS; et d(j)>d().

Pour m € @, on note I(m) = {i,m € S;} et on désigne par i(m) I'unique élément de I
tel que m € S;(m). On a 0 € I(m) pour tout m, et si m € w, I(m) = {0}.

La premiere hypothése que nous faisons est de supposer la stratification localement
triviale, c’est-a-dire

(H.1) Pour tout m € @, il existe un systtme de coordonnées locales x = (z',z”) centré
en m, 2’ € R, d = codim(Sj(m)), z” € R?, d + ¢ = dim M, un £ > 0, et pour tout
i € I(m) des sous-variétés analytiques connexes S! de M’ = {2/ € R?, |z'| < &0} tels
que S}, = {z’ = 0} et

(4) S;n{lz'| < e, 2" < e} =8 x {|z"| < e}  VieI(m). %

On suppose ici que ep est assez petit pour que toute strate S; qui rencontre
{|z'| < eo, |2"| < o} vérifie ¢ € I(m) ; pour ¢ € I(m) \ i(m) on a d’apres (3)
codim(S;) < d. Si on pose w’ = &) on a alors une stratification de 1’adhérence &’ de
w' dans M’

(5) o= s

i€I(m)

L’hypothese (H.1) est triviale pour m € w. Pour m € @ \ w, notons g, la métrique induite
par g sur la fibre L,, en m du fibré normal a S;(,) dans M (i.e. la restriction de g
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PROPAGATION DES ONDES DANS LES VARIETES A COINS 431

a I’orthogonal du tangent a la strate S;(,,)) ; le systtme de coordonnées précédent nous
permet d’identifier L,, a RZ,.

La deuxi¢me hypothe¢se que nous faisons (explicitée dans le §. II) est
(H.2) le couple (@' =US], gm) est sous-conique .

Nous verrons au §. IT que ’hypothese (H.2) est stable par petite perturbation de la forme
quadratique g,, de sorte que si (H.2) est vérifi€ en un point m € S;(,,,) (H.2) est vérifié en
tout point m’ € S;(;,) voisin de m sur la méme strate.

Dans toute la suite, on posera

(6) M=MXRt; szxﬁt; Si=8iXRt ’LGI

(7) P=082-A.

Pour tout point (m,t) € €2, on notera & nouveau x = (z’,z") (par abus) un systéme
de coordonnées locales centré en (m,to) fourni par I’hypothese (H.1), z’ = (z1,...,Z4),
d = codim S;,,), avec cette fois £/ = (Tg41,...,Tm, Tms1 =t —tg), m = dim M. Dans

ce systtme de coordonnées le symbole principal p(z,&) de P s’écrit

(8) p(z,§) =" —v) A(z)(§' - v) + R(z,£")

ot v = v(z,&") est linéaire en £”, R(z,£") quadratique en &” et A(zx) est une matrice
réelle symétrique d x d. Si S = S;(m) est la strate a laquelle appartient (mn, to), les fibrés
vectoriels sur S, TsM (fibré normal & S) et T¢M (fibré conormal a S) sont en dualité,
et la métrique duale de la métrique induite par g sur TsM = TsM x Ry ~ (TS)‘;]L x Ry
est la restriction de p 8 TéM = {2z’ = 0,£” = 0}, dont la matrice dans le systtme de
coordonnées précédent est A(0,z”) > 0 (car si i* : T*M = TM est 'isomorphisme
définit par la métrique g : (€, u) = (i*(§)|u)g, on a i*(T§ M) = (TS),.) Bien sir, lorsque
d=0, (e m Ew)onap=R, et Aetr nexistent pas.

d
Par un changement de variables de la forme y' = 2/, y} = =z} + Zlaj,k(:c” )’ (qui
]:

préserve (H.1) et (H.2)) on peut toujours supposet, ce que nous ferons par la suite
9) v(iz' =0,2",6")=0
et on posera
(10) Ao(z") = A(z' = 0,2"); Ro(z",£") = R(z' = 0;2",¢").
On définit le conormal & Q par

(11) T3 =J13M.
i€l
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432 G. LEBEAU

C’est un fermé de T*M d’aprés (H.1). On pose

(12) Ty =T 5:\S;

el
et on note 7 la projection canonique surjective
(13) T T* Mg \ T, — T Q.

On appelle espace de phase du probleme (1) I'espace Tg‘Q munit de la topologie image
par 7 et de I’action naturelle de R* dans les fibres.

Soit Car P = p~'(0) C T*M la variété caractéristique de P. On définit les régions
elliptiques &£, glancing G et transverses 7 de 1,2 par

peEE = n1p)NCarP = ¢
(14) pEGt{r ' (p)NCarP} =1
peT <= p¢EUG

et on pose
(15) Y, =GUT =n(CarP) =T;Q\ £.

On appelle ¥, la variété caractéristique du probleme 1.

On notera 7 la restriction de w a Car P. Par construction £ est ouvert, Y, fermé ; on
vérifiera au . III que 7 et 7 définissent la méme topologie sur 3;, et que ¥, est un espace
métrisable localement compact.

Si § = Si est une des strates de la stratification de €2, on notera £ = £ N T*S,
Gs =GNT*S, Ts =T NT*S ; on remarquera que dans le cas S = So = ), on a
7,-50 = ¢ et QSO = CarP|g.

Pour u solution de (1), on note u le prolongement de u par zéro hors de Q
(16) u(r) =u(z) Yz €Q; ulz)=0 Vz¢Q.

DEFINITION L1. — Le spectre de u, SSy(u), est le sous-ensemble de T2 défini par
(17) SSy(u) = w(SS(u) \ T§)

oll SS(u) C T*M|g est le spectre analytique de Sato de u. &
Le premier résultat que nous prouvons dans le §. 4 est le :

THEOREME 1 (Régularité elliptique).
Pour u solution de (1), SSy(u) est fermé, homogéne, contenu dans ¥y,

Pour étudier la propagation du spectre de u dans Y, nous utiliserons la construction
suivante des rayons optiques.

4° SERIE — TOME 30 — 1997 — N° 4



PROPAGATION DES ONDES DANS LES VARIETES A COINS 433
Pour p € 3, soit K, le compact de Car P
(18) K,=#""p)=n""(p)NCar P.

Nous noterons F, ’espace des fonctions analytiques réelles f définies dans un voisinage
U de K, dans Car P, et « invariantes (i.e. pour 0,0’ € T*M|qNU, n(0) = w(o’) =
f(o) = f(o')). Pour f € F,, on note f, la fonction continue définie pres de p € X, qui
rend commutatif le diagramme

f
T*M|onU —— R

(19) frl A‘,
Y
DEFINITION 1.2. — Un rayon est une application vy de I (intervalle de R) dans ¥, qui vérifie

(i) v est continue (1¢ loi de Descartes).

(ii) Si po = v(s0) € G, pour tout f € F, la fonction, s — fr(Y(s)) est dérivable en
so et avec qo = 7 (po) on a

d
(20) E;fw 0y(s0) = {p, f}(q0) = df (q0)(Hp(q0))-
(iil) Si po = Y(s0) € T NT*S,, il existe g > 0 tel que
(21) sel et 0<|s—so|<eg=(s)¢T"S;.

L’étude des rayons sera effectuée au §. III. On vérifiera en particulier que pour tout
so € I, il existe deux éléments (uniques) g4 et g, de K,,, po = v(so) tels que pour tout
f € Fp, s = fr oy est dérivable & gauche et a droite en sq et

(22) (%)M(fw °7)(s0) = {p, f}(4g,a)-

En particulier, comme on a toujours t,7 € F, , les fonctions ¢ et 7 sont bien définies
sur Xp. On a 7 # 0 sur ¥, d’aprés (8) (car R|,—¢ > 0) et sur tout rayon d’apres (22),
T=0et= -2

On vérifiera également qu’une limite uniforme de rayons est un rayon.

Si § = S; est une des strates et pg € 75, pour a > 0 on note I'; . (resp. Fjﬂ) les
rayons entrants (resp. sortants) en po

23 La= {rayons [—a,0[> %, 21_% ~(s) = Po}
rf .= {rayons 10,a] 5 %, 113(1) v(s8) = Po}-
Le théoreme de réflexion transverse s’énonce alors

THEOREME 2 (Réflexion). — Soit ¢ = +1 un signe.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



434 G. LEBEAU

Soit u solution de (1), et pg € Ts. On suppose qu’il existe W voisinage de po dans ¥ et
ag > 0 tels que pour tout p € W tel qu’il existe v € T, (0 < a < ag), avec y(oa) = p,
onap ¢ SSy(u). Alors po ¢ SSy(u).

Soit a présent .S une des strates, py € Gs, o I’'unique point de Car P tel que 7 (qo) = po.
On se place dans le systeme de coordonnées locales ol p est donné par (8) et on se donne
O(z"”,¢") une fonction analytique définie prés de py dans T*S et vérifiant ©(pg) = 0,
{Ro,©}(po) # 0. Dans ce systtme de coordonnées, © définit une fonction sur %, pres
de po.

Le théoréme microhyperbolique s’énonce alors

THEOREME 3 (Microhyperbolicité).Soit u solution de (1) ; po, © comme précédemment.
On suppose qu’il existe V voisinage de py dans Ly, tel que p € V et ©(p) < 0 impliquent
p & SSy(u). Alors py ¢ SSp(u).

A partir des théorémes 1, 2, 3, on déduit alors en suivant la méthode de Melrose-Sjostrand
[M-S] le

THEOREME (Propagation). — Pour u solution de (1), le fermé SSy(u) de Ty est une union
de rayons maximaux (i.e. de rayons v : R — X).

Remarque. — Le lecteur notera que les définitions de 7;2, SSy(u) dépendent de la
stratification choisie de ), mais pas du systtme de coordonnées locales (z’/,z”) qui
redresse la stratification pres de chaque strate. Bien siir, un choix stupide de stratification
(par exemple en introduisant des strates fictives) donnera un mauvais résultat dans le
théoreme 4. De méme, lorsqu’on travaille prés d’un point 2o, de €, on aura intérét a
remplacer, prés de zp, 2 par chacune de ses composantes connexes locales. L’auteur ne
sait pas donner une formulation intrinseque sur 2 des résultats précédents. &

Les théorémes 1 a 4 sont de nature locale prés de chaque point 2y = (mg, %) de Q ;
si S est la strate a laquelle appartient zo et d = codim S, pour démontrer nos résultats
prés de zp, nous supposerons que tous ces résultats sont acquis pres de tout point z € S;
avec codim S; < d, i.e. nous procédons par récurrence sur la codimension des strates.
Pour d = 0, S = So = Q on a SS,(u)la = SS(u), TyQls, = T*Q, 7|p.q = Id et
les théoremes 1, 4 sont les résultats classiques de régularité elliptique et de propagation
a Iintérieur de Sato (voir [S-K-K]) et le théoreme 3 est un cas particulier du théoréme
microhyperbolique de Kashiwara-Kawai (voir [K-K]). Nous supposerons donc d > 1,
et nous travaillerons dans le systtme de coordonnées locales (z’,z”) qui redresse la
stratification avec S = {2’ = 0}. On appellera z’ les variables normales et 2" les variables
tangentielles. D’apres (8) et (10) on a

(24) Es={Ro>0}; Gs={Ro=0}; 7s={Ry<0}.

Par exemple si codimS = d = dim M (codimension maximale) on a S = mqg x Ry,
Es = Gs = ¢ et Tg = T*S. Dans les autres cas (1 < d < dimM), ona § = S x Ry,
dimS = dimM —d > 0, et si (";¢") = (v, t,n",7) € T*S, (v',n") € T*S, on a
Ro(z",&") = |In"l12. — 72, ol ||n"||2. est la métrique duale de la métrique induite sur
S par g d’apres (10).

4¢ SERIE — TOME 30 — 1997 — N° 4



PROPAGATION DES ONDES DANS LES VARIETES A COINS 435

Nous noterons toujours y = (y’,y"”) les variables spatiales, ' = ¢/, " = (y”,t) ;
d = d, désignera la différentielle extérieure en y de sorte qu’on a |df |> = p(z;d, f,7 = 0),
pour f a valeurs réelles.

Utilisant I’hypotheése (H.1), on posera M’ = {|2'| < eo}, By = {|y’| < eo et
't—tol < EO}, Qo = QO(MI XB()) = x Bg.

Pour B espace de Banach, U ouvert de R™, nous noterons D'(U;B) I’espace de
distribution des applications linéaires continues de C§°(U) dans B. Comme d’habitude
on note H}(w') I'adhérence de C§°(w’) dans H'(w'), H !(w') — D'(w') son dual
caractérisé par

(25) ve H (W) <= 3C Vo € C(w')

[ v <l

Pour u(t,y) solution de (1), on a u € C°(R;, Hj(w)) donc pour tout x(z') € C§°(M’)
(26) xu € D'(By; Hy ().

[En effet pour w(t,y") € C5°(Bo), on a [ x(y')p(t,y")ult,y)dt = aly) € Hi(w),
llalla < Cte(llellz= + 1[Vellz=), et support(a) C {|y"| < eo — 6,3’ € support(x)}
pourun § > 0, donc b(y') = [ady” € H'(w'), ||b]|m: < Cte||¢||wr~ etonab e H(w')
car a = lliqnla an, a, € C§(w) ; en choisissant 6;(y") € C(|y"| < €0), 01 = 1 pres de
ly"| < €0 — 6, et 62(y') € C(]y'| < €0), 82 = 1 prés du support de x, on a avec
al, = 6102a,, a = l}lqr{l a, et a, € CP(y € W' |y'| < 50).]

Notre stratégie va consister a microlocaliser la formulation faible locale du probleme
(1), a savoir
u est une distribution sur By X w’ qui vérifie
Vx(z') € C5°(M')  xu € D'(Bo; Hy(w'))
Vf € O (B, H (W) / [(du|df) — 8, f] dyydt =0

Qo

(1)

ol dyy désigne 1’élément de volume riemmannien.

En particulier, seule la régularit¢ H'! de u par rapport aux variables normales z’
interviendra dans la suite, et la condition de Dirichlet au bord est intégrée dans la
formulation variationnelle. Les théorémes 1 a 4 seront prouvés pour les solutions de (1”).

Le papier est organisé comme suit.

Dans le §. II, on explicite I’hypothese (H.2) li€e a l’existence d’un systeme de

coordonnées sous-polaires compatibles a la stratification, et on donne quelques exemples

dans R? et R3.
Dans le §. III, on étudie les propriétés des rayons. En particulier, on vérifie que (H.2)
implique la trivialité de la dynamique des rayons pres de la région transverse 7 (absence

de rayons captifs a échelle zéro).

Dans le §. IV, on donne la caractérisation de SS,(u) par transformation F.B.I tangentielle,
en terme de régularité analytique tangentielle et on prouve le théoréme 1.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



436 G. LEBEAU

Dans le §. V, on prouve le théoréme 2 de réflexion par réduction a un probléme semi-
classique, en utilisant un argument de déformation complexe en la variable normale (le
« complex scaling”, ou « dilatation analytique”, de la théorie du Scattering).

Dans le §. VI, on vérifie que le théoréme microhyperbolique (2 valeurs Banach) de
Kashiwara-Kawai s’applique bien ici et on en déduit en suivant le travail de Sjostrand
[S.2] une estimation des singularités microlocales pres de G.

La preuve du théoréme 4 de propagation dans le §. VII suit la méthode de Melrose-
Sjostrand [M-S].

Enfin, dans le §. VIII, nous indiquons comment la stratégie précédente s’applique au
probleme de Neumann g—ﬂ 5., = 0. Dans ce cas, nous renforcerons I’hypotheése (H.2) en

(H.3) @' =US] est quasi-conique .

II. Métriques sous-coniques

IL.1. Métriques sous-coniques

Dans ce paragraphe, N désigne une variété analytique réelle, £ — N un fibré vectoriel
réel sur N, E/ — N son fibré dual. On note § € N les points de N, e, e’ les vecteurs
des fibres Ey, Ej, et n = dim Ey = dim Ej. Pour » > 0, v > 0, on note I'(r,y) le
secteur complexe

(1) I(r,y) = {z €C; |z| <r,|Imz| < yRez}.

On écrira I'(r,y) < I'(r',v') sionar < r’ et v <+'. Si I est un secteur, Ar désignera

I’espace des fonctions f(z,6) bornées, a valeurs complexes, holomorphes en z € T,
analytiques en # € N, et on notera A la limite inductive sur I' des espaces Ar. Les
inégalités de Cauchy entrainent

(2) feAr = V¢, VI'<T 240l f(2,0) € Ap
ce qui exprime une propriété de conormalité sur z = 0 des éléments de .A.

DEFINITION. — Une métrique tempérée sur E est la donnée d’un secteur T et d’une
fonction q(z,6,e) de T x E dans C vérifiant

() V(b,e) € E, z +— q(z,0,¢e) est holomorphe.

(i) Vz € T, (0,e) — q(z,0,€) est une forme quadratique complexe en e, dépendant
analytiquement de 0, réelle pour z € I' N R.

(iii) Pour r € T'NR, q(r,-) est définie positive et 3Cy > 0 tel que pour z € T, r e I'NR,
(6,e) € E on ait

< lz| < 2r = Jq(z,0,¢€)| < Cog(r,0,¢).

N3

Soit ¢ une métrique tempérée sur F ; quitte a diminuer I', les inégalités de Cauchy
entrainent qu’il existe C tel qu’on ait

(3) |0t q(z,0,e)| < C*liq(r,8,¢)
pour tout (f,e) € E et tout 7,z € I' vérifiant § < |z| < 2r.
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PROPAGATION DES ONDES DANS LES VARIETES A COINS 437

Pour a € R, |o| < ap petit, Videntité g(re,) = 3> &2 (r, )ré(ei — 1) et (3)

impliquent pour 0 < r < 7o petit
lg(re™*,-) = g(r,-)| < Cte |alq(r, )

. 0
(4) ‘Im q(re®, ) — a?‘a—i(ﬁ )‘ < Cte |ef*¢(r, ")

|Re q(re®,-) —q(r, )| < Cte |al*q(r, ")

ou les Cte sont indépendantes de r, a, (6,¢). Si ¢q1(z, 0, e) vérifie les points (i) et (ii) de
la définition 1, pour 3 > 0, on écrira ¢; € O(r?q) si

(5) aM, Y(b,e), Vz |q(z,0,¢€)] SMTﬂq(T,O,e) avec r = |z|.

Si g est tempérée et q; € O(rPq), g + q1 est tempérée (en diminuant T).
Soit 8 € N et B = (ey,...,e,) une base de Ey, B = (ef,...,¢€},) la base duale de E}
(i.e. €;(er) = 6;4). Pour e = Yxje; € Ep, on a

(6) q(z,0,e) ="z A.x

oll z — A, est holomorphe en z € T' & valeurs dans M,,(C) ; symétrique : A, = A, et
pour r € I' N R, A, est réelle définie positive ; quitte a diminuer I', la 3me inégalité de
(4) entraine Re(A.) > 0 donc det A, # 0. Pour ¢’ = Xz’ e} € Ejp, on pose

(7) q(z,0,¢)="a" A7 2/

qui ne dépend pas de la base B choisie (si B est une autre base de Ep, P la matrice de
changement de base de B a B, la matrice de changement de base de B’ a 3’ est P/ =P -1
et la matrice A de q dans la base B est A = tPAP).

DEFINITION 2. — On appelle q' la métrique duale de q.

LEMME 1. — Soit g une métrique tempérée sur E. Alors sa métrique duale q' est tempérée.
Si de plus q; € O(rPq) alors (¢ + q1)' — ¢’ € O(rP¢).

Preuve. — On désigne par C' des constantes indépendantes de § € N, r € [' N R,
|a| < ag avec T, ag petits. Pour A matrice symétrique réelle, on note Sp(A) son spectre
et ||A|] = sup{||, X € Sp(A)} = sup{*zAz; Xz = 1}. Soit § € N, etr € TNR ;
choisissons une base B de Fj telle que A, = Id dans cette base ; soit z = re** et
A, = A! + 4 A? la matrice de q(z,6,-) dans la base B, avec A7 symétriques réelles.

D’apres (4) on a [|A' = Id|| < Claf? et ||A?|] < Cla|, donc A —1d = B! +iB?,
[|Bi|| < C|a| ; comme la matrice de ¢/(r,0,-) dans la base duale B’ est Id, (7) implique

(8) l¢'(2,6,)] < (1+ Clal)q'(r,8,-) pour z = re™.

r

Soit a présent 7' réel, § < v’ < 2r, A, la matrice de q(r',6,-) dans la base B
précédente. On a Cloq(r,H, ) < q(r,6,-) < Coq(r,0,-) donc Sp(4,.) C [CLO,C’O] donc
Sp(4.t) C [51;,00] donc

(9) [¢/(,6,)] < Cog/(r,8, ) pour £ <+’ < 2.
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D’apres (8), (9), ¢’ est tempérée.

Soit a présent q; € O(r?q), z = re’®, D, = D' + i D? la matrice de ¢;(z,6,-) dans la
base B (ou A, = Id). D’apres (5), on a ||D’|| < Mrf et A;' D, = (Id+B' +iB?)D.,
[|B/|] £ Cla| < 1 entraine (A, + D,)™! = (Id+A;1D,) A7t = A7 + O(rP)
c’est-a-dire |(¢ + q1)'(2,0,-) — ¢'(2,0,-)| < CrPq'(r,0,-). %

Soit ¢ une métrique tempérée, § € N, B une base de Fy, A, la matrice de ¢(z,0,-)
dans la base B. On définit une fonction sur I' x N (I" petit) en posant

3} d
(10) 2w log det g = 2 logdet A,

(si P est la matrice de passage de B a B, on a log det A, = log det A, + 2log | det P|).

LEMME 2. — Soit q une métrique tempérée sur E. Alors z % log det g appartient a A,
i.e. est borné sur I' x N.

Preuve. — Soit 7 € 'NR, z € T, z = r'e™, ' € [£,2r], § € N et B une base
de Ey telle que A, = Id. On a (voir la preuve du lemme 1) |det A, — 1| < Cla] et
Sp(4,) C [CLO , C’O] avec C, Cp indépendants de r, 6, d’ou I'inégalité (indépendante de
la base B choisie)

(11) 3cy, ve,r, g <l|o|<2r 61,—|detAr| < |det A,| < Cy|det A,|.
1

La formule de Cauchy et (11) impliquent (en diminuant T") |z % det Az| < Cte | det A, |,
d’oti le lemme 2. o

DErFINITION 3. — Une métrique tempérée q sur E est sous-conique ssi il existe vy > 0,
c> 0,6 € [0,1] tels que
(i) Pour tout (z,6) € I' x N on a

0 c
I — < 1 — .
(12) 25 log det ¢ Uo’ < 26 min (1, 2)

(ii) La métrique duale q' de q vérifie pour tout r € T NR et (0,¢') € E’

aq c
(13) —E(T,O,e') _>_ ;q'('r,@,e').

On dira que la métrique q est conique si elle est de la forme q(z,6,¢) = 2% qo(8, €) ot qo
est une métrique fixe sur E ; une métrique conique est sous-conique (on a vy = 2dim Ej,
6 =0 et c=2dans (12) et (13)).

Plus généralement, on dira que q est quasi-conique si elle est de la forme q = 2% qy + qi,
22 qo conique et pour un 3 > 0, g1 € O(rP2%qq). On a alors d’apres le lemme 1 q' =
L qi+dl, ¢ € O(r? 5 qf) donc %qu € O(r?=1 L ¢f) et |log det g—log det 22 go| < C|2|?
(C indépendant de z,0) donc q est sous-conique. (q(, désigne la métrique duale de qq sur E’).

Remarque. — Dans la définition 3, I’inégalité (ii) (13) —%‘ITi > £4q' sera essentielle pour
étudier la dynamique des rayons dans la région transverse. Par contre, I’hypothése (12)
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est purement technique. Elle sera utilisée dans la preuve du théoreme de réflexion pour
contrdler la variation de la forme volume par déformation complexe. Une hypothése plus
forte et plus naturelle serait

(i)’ 11 existe une densité (> 0) du(f) sur N telle que pour (r,6) € (' NR) x N on ait

V_O
(12 er® du(9) < /detq(r,0) |d6] < " dpu(6)
c
qui exprime que la puissance de r dans la forme volume +/det q|df| est indépendante de
f € N, alors que (12) impose une borne sur la variation maximale de cette puissance.
Exemple. — Soit E = N x R? le fibré trivial de rang 2 sur N et g, la métrique
indépendante de 6

(14) Q=222 +2b27 212y + 2733, (21,22) € R

b,a,v,vy constantes réelles avec a + v = vy, @ > 0,y > 0, et |b] < 1. On a

qo(r,)(L = [B]) < @o(r,) < qo(r,-)(1 + [B]) et |gs(2,-)| < qo(lz],-)(1 + [b]) donc g
est tempérée. On a z 2 log detq = v et

(15) (1—-b?) gy =2"""2 - Q27 o + 22770

donc ¢, est sous conique ssi on a

(16) v<a(-2) (- 2) = 2

¢

LEMME 3. — Soit qq une métrique sous-conique sur F, q1 une métrique qui vérifie les
points i) et ii) de la définition 1. 1l existe alors € > 0 tel que si g1 vérifie

(17) VZ,H,C |ql(za97e)| < €lq0(2’,€,6)|

la métrique q = qo + q1 est sous-conique.

Preuve. — Si I' = T'(rg, o), les preuves des lemmes 1 et 2 entrainent qu’il existe une
fonction m(e, ro, o), ne dépendant que de go, de limite nulle quand €, o, g — 0 telle que
"=qh+ 4, |4i(2,0,¢e)| < mlgy(z,0,e)| et |log det ¢ — log det go| < m, et les inégalités
de Cauchy entrainent alors le lemme 3. , O

IL.2. Coordonnées sous-polaires

Soient N une variété analytique réelle, dimN = d — 1 et I' = I'(r,y) un secteur
complexe ; on pose 'y = ' N R et on diminuera I' un nombre fini de fois par la suite.

Pour 2,35 € C% on note (z|y) la forme quadratique complexe
(18) (zly) = Xz;y;
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et on pose
(19) o? = (alz), |o* = (2]7).

DEFINITION 4. — On appelle « systéme de coordonnées sous-polaire » une application de
I' x N dans C? de la forme

(20) (2,0) — zH(2,6), H(z,0) = Ho(#) + 2° H\(2,0)

avec 3 > 0, Hy analytiqgue de N dans R?, H, € (Ar)?, vérifiant
@) (r,0) — rH(r,0) est a différentielle injective de Ty x N dans R%.
(ii) 0 — |[Ho(0)| est a valeurs dans un compact de R
(iii) 11 existe c¢1 € [0,1] tel que ¥z € T, V¥ (0,¢e) € TN on ait

O0H
[(H0(0)|u)| < c1|Ho(8)||u| avec u = 50—(z,0)[e].
(iv) Ilexiste cy > Otelque ¥ (0,¢e) € TN,Vr € I'y,Vz € T vérifiant § < |z| < 2r on ait
oOH 0H
el <ol .
‘ 60 (2’9)[6]‘ — 621 60 (T7e)[e]l

On notera que, pour le moment, nous n’exigeons pas l'injectivité de (r,0) — rH(r,0)
dans (i).

Un systéme de coordonnées sous-polaire (2,6) — zH(z,0) sera dit « quasi-polaire »
s’il vérifie

(21) 0 — Ho(0) est a différentielle injective de N dans R<.

Exemples.
a) d=2 N=]-272

(2,0) —> (21 = 2, 22 = 27 ) est sous-polaire ;

I'image de T'g x [—1,1] est (pres de 0) le cusp {:1:1 > 0; |zo| < :1:1%}
b) d =2 N =] - 2r,2n]

(2,0) — (x1 = zcosf, xp = zsinf + 27 sin g) est quasi-polaire ;
I'image de I'g x [—~m, 7] est (prés de 0) le complémentaire du cusp {(0,0)} U {z; <
0, || < |za]7}.
¢) d=2 N =]|-2n,2nx|

6
(2,0) — (:1:1 = zco80, 1y = zsinf + 2% sin 5) est quasi-polaire ;

I’image de I'g x [0, 7] est (pres de 0) {z; > 0, z3 > 0} U {z; <0,z > z?}\ (0,0), dont
le bord est formé de deux demi-courbes tangentes a I’origine.
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d) d=3, N ={(0,0,) € R?,0% + 02 < 2}
(2,0) — (xl =2,y = 201,23 = P 02) est sous-polaire ;

I'image de ['g x {67 + 62 < 1} est le cone quasi-homogene {z; > 0; x, 22 + 73 < z3}.

LEMME 4. — Soit (z,0) — 2zH(z,0) un systtme de coordonnées sous-polaire, (z,0) €
I'x N, T =T(ro,v0)- Il existe un changement de variable a la source de la forme

(22) (w,0) — (2,0); z=wG(w,0); G =God)+w’Gi(w,b)

défini sur T x N, T' = T'(r{,v), 76 < To, 76 < 7o, avec Go analytique de N dans
[a,b] C R, Gy € Ap, Gi(p,8) € R pour p € T'y, tel que si on pose

(23) Jj(w,8) =wV(w,0); V(w,b)=G(w,0)HwG(w,§),0)

on ait
@) (w,0) — wV(w,8) est un systtme de coordonnées sous-polaire et

(V(w,0)|V(w,0)) = 1.
(i) Si dx? désigne la métrique euclidienne sur R?, on a

(24) 7*(dz?) = dp® + a(p,) + O(p"(dp® + a(p, "))

ou q(w,8,e) est la métrique tempérée sur TN définie par

w? OH
(25) Q(wa 67 6) = W (HGU’IHGU) y U= W (’ZUG(’LU, 0)7 0)[61
Iy désignant le projecteur orthogonal
Hy(0
(26) My(u) = = 0 (Ho(@)l).

(Pour définir le O dans (24), on considére dp*+q comme métrique tempérée sur R®@TN.)
(iii) D’apres (i) j induit un isomorphisme j de T*(Tk x N) sur (I x N) XT*Re.

Alors, si &, désigne la k™ fonction coordonnée sur la fibre de T*R?, on a

(27) gk 03(.070,03 6/) :Eg(pv 0)U+ek(p’0ael)

ou &) € A, £y, est linéaire en €', s’étend holomorphiquement en p a w € I et vérifie, q'
désignant la métrique duale de q sur T*N

IM, V(6,¢)€T'N, Yuw,p, £<|w|<2p
1
2

(28) £k (w, 0, ¢")| < M(q'(p,9, 6’3) :
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Preuve.

1. On commence par déterminer la fonction G = Gy + w® G, comme solution de
I’équation implicite

1
2

(29) G(w,0) = (H(wG(w,0),0)|H (wG(w,0),0))

Comme on a H(z,6) = Hy(8) + 2° Hy(z,0), on définit Gy par

-1
2

(30) Go(8) = (Ho(6)|Ho(8))
Avec U(z,6) = (H(z,0)|H(z,6)) %, on a alors U(z,6) = Go(8) +2° Uy (2,6), Uy € Ar.
Soit ||U1||so = sup {|U1(2,0)|, (z,0) € Tx N} et B(6,20) = {G € C; |G—Go(6)| < &0}
Pour w € IV = I‘(rg,fy(’,), ry € To, Y < Yo, €t G € B(f,e0), on a wG € T pour
tout # € N si eo,ro,'yo sont petits et |U(wG,0) — Go(8)| = |wG|P|U(wG,0)| <
Cte ||U1|]oo Jw|? < 22 2 quitte a dlmmuer o Donc l’apphcatlon G — ¢uo(G) =U(wG,0)
envoie B(f,¢0) dans B(9 29) et 2= duo = w i (WG, 0) vérifie | Z du | < Cte lw|® <

Cter)’ < 1, donc ¢, a un unique point ﬁxe G(w,8) € B(0,¢p), holomorphe en w,
analytique en . Comme Gy(6) est bornée, G est borné sur IV x N et vérifie

(31) G(w,8) = U(wG(w,0),8) = Go(8) + w? GP UL (wG, 0) = Go(8) + w” G1(w, §)
avec G; € A et (29) est satisfait. Posons
(32) H(w,0) = HwG(w,0),6).

On a G = (H|H)"% donc pour e € TyN

o (. O)le] = ~GYHISH), 5 = T (G, 0)[e] +w o (G, 0) 2 (w, B)[]
don (1+ G3(H|w (wG,0)) Le] = | (wG, 0)[e]), donc
(33) 9G (w, a)[e]‘ < Cte | al;l (wG(w,o),a)[e]l

0
car |w%E (wG,8)| € O(|w|?).

2. On calcule j*(dz?).

Pour (§w,e) € T(we)(I' x N), posons u = ZZ (wG(w,0),0)[e]. Avec V = GH et
z = j(w,8) = wV(w,0) on obtient

7%
(34) 5w-(V+w6—)6w+w——[e]
On a
(35) [V — Go Ho| < Cte |w|’; 'wg—Z' < Cte |w]’.
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De plus on a |3H [e] — 2L le]| < Cte|w|®|u| d’apres (32) et (33), ainsi que
|28 [e] + G®(H|u)| < Cte |w|ﬂ|u| 1l en résulte

ov oG
=62 1%
(36) = Gu - HG3(H|u) (mod . Cte |w|®|ul)

= GO[ A H : (H0|u)] Golly(w)  (mod. Cte |w]?|u]).
Comme on a G2(Ho|Hop) = 1 et (Ho(8)|TIs(w)) = 0, on déduit de (34), (35), (36)
(37) (6z|6z) = (6w)? + w? GE(Tg(u)| g (u)) (mod. Cte |w|? [|6w]? + |w]|? |u|2])

3. On vérifie que (w,6) — wV (w,0) est sous-polaire.

Les points (i) et (ii) de la définition 4 sont clairement satisfaits. Avec les notations
précédentes, soit v = 2V (w,0)[e] ; on a d’apres (36) |v — Gollg(u)| < Cte |w|?|u] et
(d’apres (iii) pour (z,6) — zH)

(38) 3§>0, VYwel', V(d,e)e TN g (w)| > 6|ul

donc quitte a diminuer rj, on obtient

(39) 3C,,Cy, Yw,be Ci|u] < |v] < Calu|
donc
(10)  |(Ve(®)I0)| = [(Go Ho(8)IGoTla() + v = GoTly(w))| < Cte [wl? o]

d’ou le point (iii). Pour & > 0 petit et £ < |w| < (1+a)pona § < [z < 2r avec
z = wG(w, ) et r = pG(p,H), donc d’apres (36), (38), (39)

6V

(41) 20

(w, a)[e]] — |v] < Cte |u| < Cte ‘—(’r, 0)[e]| < Cte ‘ =7 (P a)[e]’

d’ou le point (iv).

4. La relation (24) résulte de (37) et (38). Posons v, = %(w,ﬁ)[e] et u, =
98 (1)G(w,0),0)[e]. On a TIs(u,) # 0 pour e # 0 pour p € 'y d’apres (38) et (i),
80 p
et pour § < |w| < 2p d’aprés (36), (39), (41)

(42) g(uw)| < Cte |GoIlg(uy)| < Cte |v,| < Cte |v,| < Cte |TIg(u,)|
donc la métrique g définie par (25) est tempérée.

5. On vérifie le point (iii) du lemme 4.
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Soit (e1,...,&4) la base canonique de R%. On a

&oj(p,8,0,¢) =abp+e(e) =E(p,0)a + Li(p,0,€)

(43) avec d(pV(p,0))[6p, €] = e.

Pour (w,f) € I" x N, on pose a(w, ) = V(w, ) + w % (w,6) ; on a a = Go Hy modulo
Cte |w|® A%, ; on note ¢, (b) la forme linéaire sur C?

_ ()
(alo)

Pour dw € C, e = e1 + iey € TyN ® C, ’équation

(44) Pa(b)

(45) d(j(wa 9))[510, 6] =&k

équivaut a

(46) ov

6w = @a(ex) — @a(b); b=w—7(w,0)[e].

{b —apa(b) = fr = € — valer)a € AL
o9

On pose J = J(w,f) = %—Z(w,@) ; alors J est R-linéaire de Ty N dans C? et on écrit
J = Jy +1J, avec J;, R-linéaire de Ty N dans R%. Comme (w, §) — wV est sous-polaire,
d’apres le point (iv) de la définition 4, on a, en recopiant la preuve des inégalité II.1 (4)

) {ac, VpeTy, V(0,e)eTN, VYa, (o petit)

[7(pe™,0)lel = T (p,0)[e]l < Clal|T(p, 0)[e]|-

Il en résulte |J2(e)| < Cte |a||Ji(e)|, J1 injectif, donc le C—espace

(48) E(w,8) = {J(w,e)[e1 ties) ey +ies € TIN ® c}

est de dimension d — 1. On a aussi |J(e1)| + |J(ez2)| < Cte |J(ey + iez)| donc d’apres
(40) |(Vo(0)]J(e1 + iez))| < Cte|w|?|J(ey + iez)| et par suite pour b € E(w,0),
lpa(b)] < Cte |w|?|b]. L’équation b — ap,(b) = fi posséde donc une unique solution
bi(w,0) € E(w,f) et on a b, € AL. On a donc

(49) ég(w79) = wa(er) — palbr) € Ap.

D’apres (43), (46) on 2

(50) le(w,8,e") =¢€(ex +ie2); wd(ey+ieg) = by.

Soit G la métrique sur TN définie par

(51) d(w,0,e) = w?(Je|Je).
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D’apres (36), (38), (42), ona § — q € O(p?q), donc § est tempérée et les métriques duales
sur T*N vérifient d’apres le lemme 1

(52) i —-q €0(’q).

D’aprés ce qui précede, la restriction de la forme quadratique complexe (:|-) a E,, ¢ est
non dégénérée. Notons ¥ 1’isomorphisme de (E,, ) sur E,, ¢ défini par (¥(z)|y) = z(y)
et J I'isomorphisme de Ty N ® C sur E, ¢ défini par J. D’aprés (51) et par définition
de la métrique duale, on a

(5) (0,6,¢) = 5 (VI ()WL)
et d’apres (50)

A l t =1/t
(54) i (w,0,€e") = ” (TrT 7 (e)]br) -

Or d’apres (47) et quitte & diminuer I”, le vecteur de C¢ z = U*J'(¢'), avec ¢/ € Ty N
vérifie |Imz| < 0,1|Rez| ; en particulier, on a lz|?2 < 1, 1|(:v|:v)] ; I'inégalité (28) en
résulte, d’apres (53), (54), by, € Al‘i, et (52), ce qui acheve la vérification du lemme 4.

DEFINITION 5. — Avec les notations du lemme 4, on appelle métrique angulaire
associée au systéme de coordonnées sous-polaires zH (z,0) la métrique tempérée sur TN,
2 .
1= mor (TTpu|Igu) (voir (25)).
DEFINITION 6. — Le systéme de coordonnées sous-polaires (z,0) — zH(z,0) est dit strict
sion alidentité (H(z,0)|H(z,60)) = 1. Dans ce cas, si G est la métrique tempérée sur TN

O0H
(55) Q(2,8,€) = (ul), w= " (2,0)[e]
et q la métrique angulaire, on a § — q € O(rPq) d’apres la preuve du lemme 4.

I1.3. Géométries admissibles

On reprend les notations de 1’introduction. Soit m € @ \ w, g, la métrique induite par

g sur la fibre L, en m du fibré normal 2 la strate Sy, @ = (J &) la stratification
ieI(m)

fournie par ’hypothése (H.1). Quitte a effectuer un changement de variable linéaire en 2,

on peut supposer que g,, est la métrique euclidienne standard sur R¢, ce que nous ferons.

DERINITION 7. — On dit que le couple (u‘)’ = U S, gm) est sous-conique s’il existe
une variété analytique N, un compact K de N jeziﬁlm;ystéme de coordonnées sous-polaire
(2,0) — j(2,0) = zH(z,0) de T x N dans C¢, un voisinage U de I'origine dans &' et
un ro > 0 tels que

(i) j induit une bijection de 10,ro[x K sur (&' NU) \ 0.

(i) Vi € I(m) \ i(m) 3%; C K vérifiant |0,ro[x3; = j7HSI N U).

(iii) La métrique angulaire associée a (z,0) — zH(z,0) est sous-conique (voir les
définitions 3 et 5).
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L’hypothése (i) signifie que les strates S (différentes de la strate S, =
{z’ = 0}) sont des réunions de courbes § = Cte, paramétrées par r. Comme la restriction
de j aT'g X N est a différentielle injective, et que j induit une bijection de |0, ro[x X; sur
8! NU, les ¥; sont des sous-variétés de N de codimension codim(%;) = codim(S}), £o
est ouverte, K = Y et UX; est une stratification de %,.

Remarque 1. — D’apres le lemme 4, on peut toujours supposer dans la définition 7 que
(2,0) — zH(z,0) est strict, i.e. vérifie (H|H) = 1. Le point (iii) est alors équivalent a (iii)’

(i)’ la métrique q(z,0,¢e) = 2*(ulu), v = %—Iof (z,0)[e], est sous-polaire

et on a alors
(56) j*(dz?) = dr* + ¢+ O(rP(dr* + q)).

Remarque 2. — Soit g2, une autre métrique sur L,,. Alors si (@, g,,) est sous-
conique, (@',¢2,) lest si g2, est assez voisine de g,. En effet, on peut supposer
(2,0) — zH(z,8) strict pour g,, et appliquer le lemme 4 avec comme produit scalaire sur
R? (z|ly)s = (Mz|My), M = Id+o0(1), g2, = |[Mz|*. On a alors G(w,0) — 1 € o(1),
||Ho(0)I3—1| € o(1), et si on pose (voir (25)) u = 45 (w, 8)[e], uz = 5F (wG(w, 6),0)]e],
on a (d’apres le point (iv) de la définition 4) |us — u| < o(1)|ul, et |I3(uz) — u| < o(1)|u]
et on peut alors appliquer le lemme 3.

Remarque 3. — Si dans la définition 7, le systéme (z,0) — zH(z,6) est quasi-polaire,
alors (iii) est automatique car la métrique angulaire ¢ = w?qo + q; est quasi-conique, avec

0H,

(57)  qo(fe) = (Meulllgu), w=—77e; g € O(p"wq)

1
|Ho(6)[?

de sorte que dans ce cas, (@', gm) est sous-conique pour toute métrique gy,.
Dans les exemples suivant, on choisit la stratification évidente.

Exemple 1. — Soit w’ I’ouvert de R?
W' ={z3>0}\{z1 =0et zy, >0}

représentant un demi-espace privé d’un écran. Cette situation est quasi-conique ; en effet,
il suffit de choisir pour N la sphere $? et d’utiliser les vraies coordonnées polaires.

Exemple 2. — Soit w’ I'ouvert de R2, représentant un cusp
3
W' ={z1>0;|zs| <z}

En utilisant le systeme sous-polaire de 1’exemple a), (§. II.2), on vérifie que (@', g) est
sous-conique pour tout g.

Exemple 3. — Soit ' le cone quasi-homogéne de R3
W' = {z1 >0, 2123 + 7} < 23}.
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En utilisant le syst¢me sous-polaire de I’exemple d) (§. I1.2) et I’exemple du §. IL.1, on
vérifie que (@', g) est sous-conique si g est proche de la structure euclidienne standard.

Exemple 4. — On choisit N = {§ = (61,6) € R?; |§] < 1} et on pose, avec a > 2

RS

N

7,.01 +a ,’.92 -I—a,)

j(T70) = (:I;l =T, T2=

logr - log r

1= Litr 0): 1 1
w —{](r,ﬂ), 0<r<2, |9|<4}.

Alors j est un systtme de coordonnées sous-polaires, et la métrique angulaire associée
q = r20i+a)|dg, |2 4 ¢2(02%2) |49, |2 est sous-conique. On a

vV det Q(T, 0) |d0| = 7_01+92+2a d01 d92

de sorte que (12) est satisfait, mais pas (12).

III. Rayons

Rappelons que 7 désigne la projection T*M|q \ T3 — Ty, # la restriction de
m a CarP, et ¥ = n(CarP). Si A est une partie de X, m !(A) est fermé ssi
#71(A) = 771(A) N Car P est fermé, donc 7 et 7 définissent la méme topologie sur
. Xy est séparé. Pres d’un point d’une strate S, placons nous dans le systeme de
coordonnées fourni par 1’hypothese (H.1) ; alors les coordonnées z et £’ (S = {z’' = 0})
sont des fonctions sur T;Q et Car P N {lz] < a,1 < |€"| < b} est compact (voir
§.1(8)). Il en résulte que T, N {|z| < a, } < |¢”| < b} est un espace compact métrisable
(Bourbaki, Topologie Générale, §. IX, proposition 17), et par suite ¥, est un espace
localement compact métrisable.

Rappelons que les rayons sont définis au §. I, que pour p € ¥;,ona K, = 7~ !(p)NCar P
et F, désigne ’espace des fonctions définies au voisinage de K, dans Car P, et m—
invariantes.

PROPOSITION 1. — Soit v : I — Xy, un rayon, sg € I, po = (so). Il existe deux éléments
uniques qq, qa de K, tels que pour tout f € F,, s — fr[v(s)] est dérivable a gauche
et a droite en sy et

(1) (), Urom(60) = {0, Haga).

Preuve. — En se plagant dans un systeéme de coordonnées donné par I’hypothese (H.1)
qui redresse la stratification, on peut supposer po = (z’ = 0, " = 0; ;) avec z(po) € S,
strate de codimension d et (0,&)) € T*S N T. Le symbole principal p de P est (voir
§ 1 (8) (10)) D = t(&’ V)A(LL‘)(EI - l/) + R(:L‘ 6”) avec I/Iw/_o =0, le/_() = Ro,
Alz—o = Ap. On supposera Ay(0) = Id et on pose

2) Ro(0,€) = -1, >0
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les éléments g, 4 € K,, cherchés sont de la forme

(3) Gga= (' =0,2" =0;¢ 4,&), p(gq4) =0.

Comme z’ € F,,, si (1) est satisfait, on a

) (gd;)g,d (@’ y(s)])(s0) = gg (4g,0) = 240(0) €, 4 = 2€.

donc g, 4 sont uniques. D’aprés I’hypothése (H.2), il existe un systtme de coordonnées
sous-polaires strict (z,6) — zH(z,6) = j(z,60) vérifiant les conditions de la définition 7
du §. IL. Si on note ¢'(r,0,€’) la métrique duale sous-conique sur T7*N de la métrique
q associée a j par la formule (56) du §. II, on a d’apres les lemmes 1 et 4 du §. II, en
notant o la variable duale de r

(5) 7*((€)%) = o> + ¢ + O(rP (o + ¢))
(6) 5*(&) = Qo+ 45, €(z,0) € A, || < Cteld|?, 1<j<d.

En écrivant p = &2 +t¢/(A—-1d) ¢ —2t¢' Av+tv Av+ Ro+ R— Ry, et en notant p = j*(p)
le symbole de P dans le systtme de coordonnées (r,8,z"), on obtient

(7) p=0*+qd +Ro+h
ol le reste ﬁ(r,ﬁ,x”;a, €’,&") est de la forme, avec 0 < # < 1

(8) h=rf(ac® +bo +c) + Z z(a;0® +bjo + ¢;)
i>d

+r Y &(djot+e)+r Y EE i

j>d J>d

ol les coefficients sont des fonctions holomorphes en z € I', analytiques en 8 € N, z”
proche de O vérifiant les estimations, ol les constantes sont indépendantes de z,6,z” et
e € TyN

® a, aj, dj, f;¢ fonctions de la forme go(z,6,z"),

e b, b;, e;, fonctions de la forme g;(2,6,z",¢€") linéaires en €’ et

l91(2,6,2", )| < Cte |¢'(z,6,¢)]*
e ¢, c;, fonctions de la forme g2(z,0,2",€’) quadratiques en e’ et
lg2(2,0,2",€')| < Cte|q'(2,0,€)|.
On réécrit p sous la forme
(9) p=-0+(¢d+h) ©=—(c2+Ry)
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d’apres (8) on a pour |z| + |€”7 — &| petit,

(10) [h] < Cte [(7 + 12" 1)(0 + ¢') + 70 +4) /2 + 1]
pour (r,6,2" 0,¢',£") réels et sur la variété caractéristique p = 0
(11) |0® + ¢ — p?| < Bl + |Ro + 4|

De (10) et (11) il résulte

(12)

p=0 et |z|+|¢" —&]| petit entrainent (pour (r,0,z" 0,¢ &") réels)
0 <0 +q < Cte; |h| < Ce(r” +|a"]); |Ro+ | < Cte(ja”| + 16" — &)

Nous allons vérifier la proposition pour la dérivation & droite, avec s = 0, I'autre cas
étant identique. Comme po € 7, on a 0 < r(s) pour 0 < s < €, sur le rayon 7(s), par
la définition 2 du §. I, (21) d’un rayon. Or d’aprés la définition 7 du §. II, (r,6,z") est
un systéme de coordonnées locales prés de chaque point de Q tel que 0 < 7 < r, et les
variables cotangentes (r,0,z"”,0,¢&"”) sont T—invariantes. Comme nous supposons que la
proposition 1 est démontrée sur les strates de codimension au plus d—1, on a dans s €]0, &o]

en notant g,4(s) = (2(s); €4(s), €/(5)) = (r(s), 6(3), 2"(3); 7(s), €, 4(s), €'(5))
(24(5) = 5 t0a(6)s - &1a(6) = = 372 (13a(5)
,4(5) = o (0g(5)) = 2A((5) (& 4(5) = (0(5),"(5))

(13) ! ap

tpa(s) = 2 (gya(s)) = 20 + gh (a5.(5)

(0as) = - o %2 (aa(5)) = = 9L (4ga() = 32 (gp.(5).

En particulier, z(s), £”(s) sont uniformément Llpschltmenne sur ]0, £o]. D’apres (8), et (12)
on a |%(qg,d(s))| < Cte(r? + |z"]) et lBr 49, d(s))| < %(rﬂ + |z"|) et puisque ¢’ est
sous-conique

. c , Cte
(14) 00(3) 2 750/ (0(6), 0(5), €4.(5)) = =7 (7 + 12"
1
- _ yel "
2 (cO(s) — Cte(r” + |2"]).
On a donc le systtme différentiel pour r = r(s), ¢ = o(s), © = O(s) =

(_)(xll(s); O'(S), 61/(8))’ ‘,L,// — x//(s)’ g// — E”(S), dans O < g < EO
|’f“g,d - 20| < Cte(r” + |z"))
Ggd >~ (c@(s) Cte(r? + |2"|))

|0 + 0 — p?] < Cte(|2"| + 1€ - &)
© > —Cte(r” +|z"]) et |o]| < Cte

(15)
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> h.
te s

o1 la derniére ligne de (15) résulte de ¢’ > 0, 024 ¢' < Cteetsurp=0, 0 = ¢' +h
< Cte

Comme z(s), £”(s) sont uniformément Lipschitz, on a |z(s)| + |¢”(s) — &j]
donc aussi r(s) < Ctes.

On désigne par €, > 0 des constantes petites indépendantes de s > 0 proche de s = 0.
Pour o €]—p+er, p—e1, ona, d’aprés (15)3, © > e donc par (15)s, 644 > £ > £ donc
o croit ; donc si en s; ona o(s;) < —p+ey, on a par continuité de o, pour tout sp €]0, s1],
o(s2) < —p+e; < 0donc par (15); 7 décroit pres de s = 0 ce qui contredit 311_1% r(s) = 0.
On a donc 0 > —u + €; pour s petit. Soient 0 < s < s; Vérifiant o(s;) < p — €; ; pour
tout s € [s2, 51], on aura également o(s) < p — €, d’aprés ce qui précéde, donc G, 4 > =,
d’odt o(s1) — o(s2) > £4€n(:—;), d’ou p—e1 > £4€n(:—;) — i + €1, donc s, ne peut étre
trop petit et on peut donc supposer p — &3 < o < Cte pour s petit. Alors (15); entralne
que s et 7(s) sont des variables équivalentes prés de s = 0 et on a liminf,_,g o > p. Or
d’apres (15)4, liminf © > 0, et d’aprés (15);3 lim |© + 02 — u?| = 0, d’ou

(16) lin(1)0=u lin(l)@:O.

Ona®©y = —Ro,a—200,4etdapres (13) et (15)2, R g4 € O(1), 544 > — <2 (rf +5)
donc puisque 7 et s sont des variables équivalentes, ©,, < Cter~! et im©® = 0
implique © < Cr? donc par (15)3

(17) c=pu+0(")=pu+0(") et ©€OFP).

Reprenons les notations du §. II, en particulier ¢’ qui est définie par §. II (53).
Si b(r,8,€’) est linéaire en ¢’ et vérifie |b] < Cte(q')'/2, ona b= (¢, £), £ = £(r,0,¢)
section de 0, 7o[XTN, c’est-a-dire avec J = %—I;(r,ﬁ) :TeN®C S E,p

(18) b= (TIIIO) et 11O < 2

De méme, si c(r,60,¢’) est quadratique en e’, et vérifie |[c] < Ctegq’, on a
¢ = (e, Bry(€')) ot B = B,y est symétrique de Ty N dans Ty;N. Avec = = UtJ *(¢),
on a |(z|JB*J ¥ tz)| < e|z|? pour tout z € J(TpN) donc

19)  2-9B(e), B < S uta ) = Lo e,

On a pour s > 0 petit

(20) byals) = ;;‘—(r(s) 0(s), 2"(5); o(s). € a(s). €(5))

et dapres (7) 22 = 22 4 9% Ep uilisant (8), (18) et (19), on obtient |J( |

Cte r~1(1 + \/_) et d’apres §. II (53) et (17), |J(3e,)[ =27 € (’)(ra )e
par (20)

(21) I (85,4(s)) € O(r®™Y).
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Si v(s) € R? est le vecteur v(s) = H(r(s),0(s)), (H = Ho() + r® Hy(r,0)), (21)
implique vy.4(s) € O(s “1) donc v(s) converge vers vy et on a

E
2

(22) |v(s) — vo| < Cte s

Comme on a
L OH oH . ,
(23) = fga| H0) + 15 (r,0)] 4755 (1 0)B,] = 24(2) [ 4 — ¥]
(22) et (23) impliquent que &);(s) converge vers un &;(0) et on a
(24) 1€4(s) — £4(0)] € O(s7)

ce qui définit g4(0), et on a gu(s) — ga(0) € O(s?).
Soit maintenant f(z,£) € F,, ; comme f est #— invariante, fo = f|. = est indépendant
de &', donc f est de la forme

(25) f=rf@", &)+ 2 f1(z",€) + O?)|carp-

Alors (1) est vrai pour f = fy car on a dans s > 0 d’apres (13)

(5409, €109)) = (2 (aa(0), o aa(0) + O (s5)s

(1) est vrai pour f = ' f1(z",€), car comme f est m— invariante on a fr o y(s) =
a'(s) fu(2"(s), €4(s), €"(5)) et lim fi(2"(s), €4(s), €"(5)) = f1(0,€5(0), &) et d’apres
(23)

igy(s) = 2A(w) [€a(s) —v] = 3{, L (4a(0)) +O(s%);
enfin (1) est trivial pour f € O(z'?), ce qui achéve la preuve de la proposition. &

COROLLAIRE 2. — Si K est un compact de ¥y, il existe M tel que pour tout rayony : I — K,
et toute fonction f mw—invariante définie au voisinage de m=*(K) dans Car P on ait

(26) |fr 0 v(s1) = fr0y(s2)| < M||fllcr|s1 — s2]  Vsi,s2 €1.
En particulier les fonctions x(y(s)) et £ (~(s)) sont lipschitziennes sur les rayons.

LEMME 3. — Soit S une strate de U\ Q, po € T*SNT, = (z',z") un systéme de
coordonnée centré en x(po) qui redresse la stratification, dans lequel py = (0, (). 1l existe
8o €)0,1], g9 > 0, tels que pour tout € €)0,¢€¢) et tout rayon =y : [0, T[— X, vérifiant (avec

z(v(s)) = z(s), £"(7(s)) = £"(s))

(27) z"(0)] < €0, 12'(0)] < boe, [€7(0) — &5l < &0
on ait
(28) |z(s)| > éos pour tout s € [0,T[N[e, €]

Preuve. — On reprend les notations de la preuve de la proposition 1 ; en particulier
si g9 et 6o sont assez petits, les inégalités (12) et le systeme différentiel (15) sont
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satisfaits pour s € [0,e0] de&s que z'(s) # 0, et dans ce cas, pour £; > 0 petit devant
w, o(s) € [—u+er, p—er], p = (=Ro(0,"))'/2, entraine O(s) > e, pourvu qu’on ait
€0 < €1, donc aussi 64(s) > ;75 car pour s € [0,€0] on a (|z”(s)| + rf(s)) < Mel
d’apres le corollaire 2.

1) Si pour un so € [0,5] on a o(sp) > €1 et z'(sg) # O alors cela reste
vrai pour s € [s,€0] et on a d’apres (15); 74(s) > 20(s) — Cte Ml > &; donc
T(s) > e1(s — s9) > Fs pour s > & > 250 d’ont (28).

2) Sipour un sy € [0, 5[ on a r(sy) = 0, alors pour a > 0 petit on a r(sy + a) > 0
par définition d’un rayon et o(sg + «) est proche de p > e; d’aprés (16), donc on est
ramené au point 1).

3) On peut donc supposer (s) # 0 et o(s) < e pour s € [0, £ [. Supposons qu’il
existe s; € [0, %] tel que 74(s1) > 0 ; d’apres (12) et (15); on a |r(sy) — r(0)] < Cte s;
donc 7(s;) < Ctee. Toujours d’apres (15)1, 74(s1) > 0 implique o(s;) > — Cte Mef >

—p + &1 donc o(s) croit sur [sy, 2[ et pour s € [0, e

€3 > €3
r(s1+s) ~ r(s1)+Ctes

(29) Ga(sy +s) > > :5

avec 5 indépendant de €g, 6y < 1, ce qui entraine pour gy <K €5,
(30) a<31 + %) >o(s1)+ %5 > %5 — Cte Msg > —86—5 (si &g est petit)

et on est ramené au cas 1) avec e; remplacé par <. On peut donc supposer que 7(s)
décroit sur [ ,4B Il existe s; € [0 ] tel que o(s1) > —u + &1 (sinon d’apres (15);, on
arqg < —psur [0,5] ;dour(5) <r(0)—ps <O0si 60 < & ce qui est absurde), donc
o(s) € [-p+€1,€1] pour tout s € [8, £], donc G4(s) > 5 2 > 3= car r(s) décroit, donc

( 4) > —pute+ S & > €1 si g est choisi assez petit, ce qui est 1mp0s31ble &

LEMME 4. — Soit S une strate, x = (', ") un systéme de coordonnées centré en mgy € S
qui redresse la stratification prés de mo, p = (¢’ — v)A(¢’ — v) + R le symbole de P
dans ces coordonnées, Gs = {Ro(z",£") = 0}, et K un compact de Gs. 1l existe 6y > 0,
so > 0, Ag > 0 tels que pour tout rayon v : 0 € I — Xy et tout § € [0,8¢), s’il existe
po = (xg,&5) € K vérifiant

(31) max (Jo/(0)1, la”(0) — 2§, [€"(0) — &1) < 6°
avec z(s) = z(y(8)), £"(s) = &"(v(s)), alors pour s € I, |s| < so, on a
(2 max (I26)] 12() — 0 (5)] [€°(8) — n'(5)]) < (6 + Aols)?

avec (y"(s),n"(s)) = exp sHg, (7, &)

Preuve. — Rappelons (voir [L.2], §. I, lemme 1) que si f est une fonction positive
continue dérivable a droite telle que f(0) < 62 et f; < CofY? + Cys dans s > 0, on a
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f(s) < (64 Aos)? des que 245 > Co A + C1. Soit F(s) = —R(x(s),£"(s)) >0;ona
—Fy =328 4 i 28 4 5;’585% et d’apres la proposition 1, |#/,| = lg—g (ga)| < My FY2,

[CAAR (%,—%)l <M P2,

et d’apres (31) F(0) < M;6% ot M; ne dépend que de K, donc pour s > 0
F(s) < My(6+5)?, donc |2} < M3(6+5), d’ ot par (31) |2/(s)| < (64 Mys)?. On a aussi

|xfil _ yﬂl + Iﬁzli, _ ﬁll' < M5(|-T/| + F1/2 4+ lx// _ ylll + |§// _ 77”|)

d’ou
max (Jo”(s) = y" ()], [€"(s) = n"(3)]) < (6 + Mes)?. o

PROPOSITION 5. — Soit K un compact de ¥y, v, : [a,b] — K une suite de rayons qui
converge uniformément vers . Alors ~y est un rayon.

Preuve. — La convergence uniforme signifie que si A = diag(K x K), pour tout
voisinage V de A, il existe N tel que (v,(s),7(s)) € V pour tout s et tout n > N.
En particulier y est continue et on peut utiliser n’importe quelle distance définissant la
topologie pour caractériser la limite uniforme. Si v(so) € G, on applique le lemme 4 aux

v avec K = {v(s0)} = {(z{,£&y)}, qui entraine (on normalise a sy = 0)

/()| < Aos®, (2" (1), € ((5)) = exp s Hiy(27,69)) | < Ao s®

ce qui prouve le point (ii) de la définition 2 du §. I, les fonctions f w—invariantes étant
de la forme (25).

Si y(s9) € 7, d’apres le lemme 3 on a |z/(v,(8))| > do|s — so| pour € < |s — 50| < €p
des que |z’ (vn(s0))| < boe donc z'(y(s)) # 0 pour 0 < |s — so| < g9 d’ou le (iii) de la
définition 2 du §. L. &

PROPOSITION 6. — Soit K un compact de ¥y, [a,b] C R et R = {rayons v : [a,b] — K }.
Si R est non vide, il est compact pour la topologie de la convergence uniforme.

Preuve. — On suppose R # ¢. Vérifions que R est équicontinue, i.e. pour tout
voisinage V' de A = diag(K x K), il existe @« > 0 tel que |s; — s2| S aety € R
implique (7y(s1),7(s2)) € V. En effet, soit dist une distance définissant la topologie
de X, et supposons par 'absurde Jeq > 0, s¥,sh, v, € R avec |sf — s§| < 1
et dist(yx(s¥), ve(s5)) > eo ; K étant compact, quitte & extraire on peut supposer
V(%) — p; et p1 # ps. Or d’apres le corollaire 2 on a fr(p1) = fx(p2) pour tout f
m—invariante définie au voisinage de 7 ~1(K), donc z(p;) = x(p2), donc aussi pour tout
f m—invariante définie au voisinage de z(p;) = x(p2) donc p; = p» : contradiction. La

proposition 6 est donc conséquence du théoréme d’Ascoli et de la proposition 5. &
COROLLAIRE 7. — Soit v :]a,b[— K un rayon. Alors ~y se prolonge a [a, b].

Preuve. — On peut supposer a < 0 < b. D’apres la proposition 6 on peut extraire de la
suite de rayons 7, : [0,b] — K, vn(s) = y(s — £) une sous-suite qui converge vers un
rayon 7 : [0,b] — K, et on a {51 = l[o,[- o
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IV. Régularité elliptique

IV.1. Rappels de calcul pseudo-différentiel & valeurs dans les Banach

Nous rappelons dans ce paragraphe les éléments de la théorie de Sjostrand qui nous
seront utiles par la suite (voir [S.1] et [G-L]).

Si E est un espace de Banach, on note ||z; E|| la norme de z € E. On note L(E, F)
I’espace des opérateurs bornés de E dans F, muni de la norme ||4;E — F|| =
sup {||Az; F||; |lz; E|| < 1}.

Pour h €]0, hg), soit Ej une famille d’espaces de Banach. Pour U ouvert de C* et
¢ € CY(U;R), on note H,(U, E;) I'espace de Sjostrand des fonctions f(z,h) définies
pour z € U, h > 0 petit telles que

(1) f(-,h) est holomorphe en z € U a valeurs dans Ej,
(@ 34B. Vh |fiBaloy Esup {|If(z h); Balle”F } < AP,
z€

Soient E}, E? deux familles de Banach. Pour W ouvert de T*C* on note
E(W;E} — E}) I'espace des séries formelles p = Y~ (£)"p,(z,¢, k) qui vérifient

n=0

(3) pn(-,+,h) est holomorphe en (z,{) € W a valeurs dans L(E}, E?).

(4)  3A,B, V(2,¢) €W, Yh, ¥n, |lpa(2,¢ h); EL — E2|| < AB™n™.

Pour p € E(W;EL — E3?), g € EW;E2 — E3?) on définit gffp par

(5) ap=> (%)n(qﬁp)n; (gip)n= > %3? q; © 0% pr.-

jtk+|al=n

Les inégalités de Cauchy entrainent gfip € E(W'; EL — E3) si W cC W, et le produit
f est associatif. Lorsque Ef = E?, on notera Id 'unité de £(W; Ei — E}) définie par
p=1d, p, =0, n>1

Un élément p = Y (2)"p, € E(W; E} — E2) est dit elliptique en po = (20,{o) € W
s’il existe un voisinage Wy de po et pour h petit, go(z, ¢, h) holomorphe en (z,{) € W,
a valeurs dans L(E?, E}), tel que

®) {HA, V(z,0), Yo llgo(2,¢,h); Ef — Eil| < A

Vz,(h, qoopo=1Idg, poogo=1Idg: .
Pour W’ CC W, il existe alors ¢ € E(W'; E2 — E}) tel que pliqg = Id, ¢tip = Id.
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Pour ¢ € C* on note ||¢|| = sup |{;|- Soit U un ouvert borné de C*, ¢ € C(U;R),
¢o € C*. On pose

M 2={(=2 2@)izeT}  D=Dleop0)=sup|]> 22— q|.

t zeU

Soit W un voisinage de U x {||¢ — {o|| < D} dans T*C* ; W contient A,. Pour
f € H,(U,E}) on pose

® e = (o q) s = (Ra) et pe )

et pour p € E(W;EL — E})

®) b0 )N = X (5) 53 el G Wb
S

Avec les notations de (4) on a || 482 pn(2, o, h); E} — E}|| < AB" Dy ol % pour un
D; > D et pour U’ cC U les inégalités de Cauchy appliquées au polydlsque de polyrayon
p; = a;hD;' avec Dy > Dy > D, la formule de Stirling et

Re [ip(1) — 9(2) — i(w — )] = —Tm ( / (2% et b - ) - o) dB - z))

impliquent | f$°; E} |0 < Cte D ()| f; E}| v pourvu qu’on ait {zeU et||lw—2] <
(C1D3)™'} = w € U et que «a vérifie C1hla] < 1, Cte désignant une constante
universelle et () = II(1 + a;)'/2. 1 en résulte

Il existe M, Chg, Cap tels que pour tout C; > Cy9, Cy > Chp
(10)  {ettout f € H,(U; E}) on ait Op(p)(Go, Cr, Co)(f) € H, (U’ B}) et
10p(p)(Co, C1, Co)(f); Bl ur < MIf; Bl (Vh).

11 suffit en effet de choisir C3 9 > B, Cy 9 > [Dz dist(U’,U°)) 1. Aussi, pour C;,C; > C?
et Cy,Cy > C9, il existe M, € > 0 tel que
(11)

Op(p)(o: O, Ca)(f) = Op(9) (60, OF CN: | < Me™FIfs Bl (V).

De plus, si ¢ est un autre point de C*¥, D’ = D({},¢,U) et si W contient également
un voisinage de U x {||¢ — (|| < D'} en notant Cf , Cj, des constantes associées a
(o, alors pour tout C; > Cj o, C’]’- > C’;-,O, il existe M, € > 0 tels que pour tout f,h on
ait (voir [G-L], lemme 3.2)

(12)  |Op(p)(Go, Cr, C2)(f) = Op(p) (&, 1, Co) () BiR| | < MeTFIf5 Byl

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



456 G. LEBEAU

Enfin, si ¢ € E(W; E} — E3), il existe Cj tels que pour C; > Cj, il existe M, e > 0
tels que pour tout f,h, on ait (voir [G-L], lemme 3.3)

Op(atp)(Go, C1, C2)(f) = Op(a)(¢o, C1, C2) [Op(p) (o, Ch, Cz)(f)]§E§|‘p U,(13)
< Me™ 7 |f> Ellllcp,U-

Lorsque aucune confusion n’est a craindre, on notera Op(p) I'un, quelconque, des
opérateurs différentiels en z, Op(p)({o, C1,C2). On a toujours

(14) Op(ld) =

Pour 7y > 0, soit £/ (R, E},) ’espace des familles f(x, k) de distributions a support dans
le pavé de R™ {||z|| = sup |z;| < o}, a valeurs dans E}, qui vérifient

(15) JA,B,v, [(f(z,h),¥); Enl| < AR B|19]lcv (el <ro) -

Soit T la transformation de F.B.I

(16) (Tf)(z,h) = (f(z,h), et (22=5) )
associée a la transformation canonique complexe
(17) (.T,f)"—)(z,(), z=z—1€, ¢=-

Pour f € & (R*; Ey), U ouvert borné de C*, on a Tf € H,(U; Ey) avec ¢ = 1 (Re z)?
et A, = { z,—i Rez)}.

Si M(z,x,h) € L(E},E?) est une famille holomorphe en z au voisinage de U et z
au voisinage de {z € C*, ||z|| < ro}, telle que sup ||M; E}f — EZ|| < 400, si on pose

z,xz,h
p(2,¢,h) = po(2,¢,h) = M(z,iC,h), on a p € E(W; E} — E}) avec W voisinage de
U x {||¢|| £ ro} et pour U cC {||Rez|| < 7o}

(18)  3e>0, Vfe& (R Ey)(Mf,er *=5)) - Op(p)(Tf) € Hye(U, E})
ce qui résulte de h0.,T'f = T'(x; f), ol on peut choisir (o = 0 dans la réalisation de Op(p).

IV.2. Microlocalisation de I’équation

Rappelons que dans le §. I, on a posé M’ = {|2/| < g0}, Bo = {|y"| < &g et |t — to| <
60}, QO =Qn (M’ X B()) = w X {BO}

On désigne par v une distribution sur Bg X w’ qui vérifie (§. I (1°)), c’est-a-dire, quitte
a diminuer ¢
u, Vyu € D'(By, L*(W))
Vip(z') € CP(M') Yu e D'(BO;H(}(w’))

(19)
Vf € CX(By, H(w')) /Q[(du|df) Brudy f] dyydt = 0.
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On notera x(z’, ") la densité telle que d,ydt = k(z', ") dz’ dz”, L? = L*(w';dz’) H}
d

I’espace H'(w’) muni de la norme hilbertienne | f|2,+ '21 |8y, |32, H j, I'espace Hg(w')
]:

muni de la norme de H} et H; ' le dual de Hj ,, i.e. 'espace H~'(w’) muni de la norme

(20) I Hy | = sup{

[ date|. g€ cren g mi <1},

On notera (, ) la dualité entre H ,, et son dual H, '. Pour f € H'(w') on posera

(21) 1= (5,205 2o g) el

On se donne x(z") € C§°(By), égal a 1 pour |z”| < % et on pose, pour z € Uy ouvert
borné de C*, (k = m + 1 —d)

(22) v(z,h) = T[xuk)(z,h) = <u(m',w”), x(z") m(x’,x”)e%(zllz‘¢)>.

On a v € H,(Uy; H}).

On se donne & € R*\ 0, V; cC Vy, cC R* \ 0 deux voisinages ouverts de &fj, 7o,
ry deux réels vérifiant 0 < r; € g9 K 19 < 1, on pose U; = {z € C*;|Rez| < Tj,
Imz € —iV;} et on note W C T*CF un petit voisinage de Up X {|[¢|| < ro}.

PrOPOSITION IV.1. — Il existe S € E(W; H} — H;') de la forme S = Y (2)" S, avec

n=

23)  (Su(f)g) = /

w

ba(z,Ga B)([f) gl da” - f € Hy, g € Hy,

oit b, (z,(,x',h)(-,-) est une forme C—bilinéaire sur C4*1, holomorphe en (z,(,z') au
voisinage de W x {z' € C%, ||2’|| < ro}, avec

(24) JA,B, Vz,¢, ', hyn ||ba(2,¢, 7', h)|| < AB™n"

tel qu’on ait

(25) Je>0 Op(S)v] € Hy— (U, H;Y).

En posant [f] = (fo, '), f' = (f1,---, fa) l9] = (90,9"), ¢' = (91,---,9a), le symbole
principal Sy de S, défini par by est donné par

{bo([f], [9]) = *(f = foi) A(=g' — go?) + fogo R

(20) A= AiC)s b= vlaiCiiz+ )i R=R(a"iC:iz +C).

Preuve. — On note ¢(z,2") = 2"z — ”3—'2'3 et on pose R(z,£") = Y R;i(z)&&. On
J,>d
applique (19) aux fonctions f de la forme

2
R

(27) fa',a") = g(a")x(z")e?, g€ Hy(w).
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On obtient pour tout g € H}(w'), f étant définie par (27)

(28) 0=/wl d:c'/BD [t<%8wlu——l/($, %Bzu)u)(—fl(x))<%8,/f—l/(z, %Bxf/)f)

~ 3" Rjla) (%az]. u) (%au f)] kdz” .

j,>d

On a
(29)

/WIXBO(—R]»,I)(%aju) (%Bgf)ndx=/

h h
o(e)da' (u, 505 R T e 1] ).
Il existe & > 0 tel que sup {¢(z”,z); z" € support(Vx)} < ¢(z) — € pour tout z € U;
car 7; < €g. Les termes qui dérivent x(z”) dans (28) et (29) vont donc contribuer a un
reste H,_.(Uy, H;') dans (25) d’apres (19); ; on a

(30) <X’lm, i%aj [Rj,e%8£(€¢/h)ﬂ]> = <M(xu;<a), e¢/h>

avec M(z,a",h) = Y (%)"M,(z,2"), ot les opérateurs M, sont de la forme

finie
M, (z,2")[a(z’)] = Mu(z,2',2")a(z’), les fonctions M, étant holomorphes en z,z,
le terme principal M, étant

, , 1 1
(31) Mo(z,2")[a(a)] = Rje() (= 0;9) (5069 ala’)
d’od le terme R de la formule (26) en utilisant (18) avec E} = E? = L2, car
10,#¢ = —(iz — iz"). On a aussi
h h _ " _b/h h 1
(32) ;8z/f - l/(.’L’7 ;axu)f = X(.’L’ )6 ;ax’g —-_ l/(:[;, ;ax”(ﬁ)g

h
- €¢/hg . I/(l‘, zaxnx) .

Dans (32), le deuxieme terme du membre de droite contribue a un reste négligeable dans
(25) et il reste a étudier dans (28) le terme

h h h 1
t - ’ - - n — ’ -— ’ ¢/h
(33) /w’xBo (iaxu I/(.’L‘, iBm )u) A(x)( . xg+1/(:1:, iaz ¢)g)e x kdz
=1-1I.

Iz/tgaz/uAGed)/hXde? G:——:I—am/g-’-l/(flf,%az”(ﬁ)g

& II=/utu(x, %—330,,) [AGe¢/hxn] dr.
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Négligeant a nouveau les dérivées de x(z”), et en notant
t A
n
N h . NN .
v =z, ;813//) =(D1,...,0a0), 0v=1| |,
thy
on peut remplacer II par

(35) II' = //da:'<Xw-c, %tf/‘ [AGe¢/hm]> = Z IT;,

J€<d

(36) IT;, = - /, (%agg) dx'<xu;<;, %tﬁj [Aj7¢e¢/h n]>

1 1
+/ gdx’<xur<;, Etﬁj [Aﬂe‘z’/hw [x, ;81”¢j| n]>

avec A(z) = (Aje(x));,. En utilisant 2 nouveau (18) et e=?/"p;(e?/") = v;(x,iz —
iz”) + O(h), on obtient que —II' contribue au terme fo7 A(g' + go?) dans (26). Enfin,
onal =75 I,

(37) Lio=— / | (%&g) dxl<x1~e%8ju, Aj,£€¢/h>

h 1
+ /Igdx'<xfig8ju, A]"gl/[(x, ;:Bwnqb) e¢/h>.

Comme pour 1 < j < d, B = B(z',z") on a

h h h 0;
(38) <Xli—,aj’u,, Be¢/h> = ;Bj <Xliu, Be¢/h> - <Xnu, g(ajB + ﬁB) e¢/h>

i K
on obtient que I contribue au terme *f’ A(—g' — go#’) dans (26), et a des termes d’ordre
inférieur S,,, n > 1 de S. &

Nota. — Si on pose g = f (fonction conjuguée), on a —g’ — go’ = f' — fo¥, ce qui

explique le signe dans 1’expression (26).
IV.3. Régularité elliptique

Soit S une strate de Q \ €, de codimension d, redressée par (H.1) en
S = {2’ = 0}. On note (0,&]) un élément de T*S|,,~o et on conserve les notations
du §. IV.2.

PROPOSITION IV.2. — On suppose (0,&) € € (i.e. Ry(0,&5) > 0). Il existe e > 0, U
voisinage de zg = —1&j) et P(z') € C§°(|2'| < €0), ¥ = 1 prés de 2’ = 0 tels que

(39) $v € Hyo(U; Hy ) -
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ax'? ~
Preuve. — On pose v = e~ “*# v € H,(Up, H}) avec a > 0 et on note S 1’opérateur
conjugué de S défini par

a2

(40) (Sn(f),g) = <Sn(fe ), ge‘az’2> feH} geHE,.

wz'?

Comme on a [fe%] = e (fo, f' F 2iaz;fo) ona S € E(W;H} — H; ') et en
notant by la forme C—bilinéaire définissant Sy par (23)

2

ax

Comme g — ge~ " & est borné sur H&,h’ on a d’apres (25)

(42) 3e>0  Op(S)[9) € Hyo_.(Uy, HY).

Soit (') € C§°(|2'] < €1), 0 < e1 K €9, ¥ = 1 pres de ' = 0. Posons w = 7,
et notons B, = H} ,(w' N {|2'| < e1}), et E}, = H;'(w' N {|2'| < e1}) le dual de E,.
Comme le support de V,/9)(z’) ne contient pas 2’ = 0, et & > 0, on a d’apres (19)

(43) w € Hy(Up, Ev),  Op(S)w] € Hy,_.(Uy, E}).

Comme (39) est conséquence de w € H,_.(U; E}) (le poids ax'? est nul en ' = 0) pour
vérifier la proposition IV.2, il suffit donc de vérifier que S, considéré comme élément de
E(W; E, — Ej) est elliptique en (20,0 = 2%2(2)), i.e. que la forme C—bilinéaire
sur Fj,

(44 an(£.9) = [ FoGosGon)(I7) o) '

définit un isomorphisme (uniforme en k) de Ej, sur Ej. Or on a i¢p = 0, 129 + (o = &g,
A(2',0) > 0, v(z',0;£)) € R, R(2',0,€") > 0 pour |z’| < &1 petit et avec g = f,
—g —gov(z',0;&)) = f' — fov(x’,0,&)). Pour « et &, petits, on a donc d’apres (26), (41)

(45) 36>07 vaEha Vh Reah(f?f_‘)ZC”f”%h

et la proposition résulte du lemme de Lax-Milgram.

La proposition suivante permet de caractériser SS;(u) a partir de la transformation de
F.B.I tangentielle 7'

ProposITION IV.3. — Les propriétés suivantes sont équivalentes

(46) (0,65) ¢ SSi(u).

(47) TNexiste € >0, U voisinage de z9 = —i&) et (z') € C(|7'] < &)
p=1 presde 2’ =0 telsque v e H,_.(U;Hy,).
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Preuve. — On a & # 0 et par définition du spectre (voir §. I (17))
(0,€5) ¢ SSy(u) = V¢ (2" =0,2" =0;¢,&)) ¢ SS(w).
Comme on av(z,2',h) = [, g x(")u(z', z")er (@22 k(z',z")dx" on a, en notant
v(z,2’, h) le prolongement de v par zéro pour =’ ¢ &', et avec w € C?

(48) /1/1(:1:’)y(z,a:’,h)e%(zlw“#)dw’ = /¢xge% kdr = J

avec © = #'w+a"z—Z. Si (47) est satisfait on a | J| € O(exp & [(Rew)?+(Rez)?—¢])
pour (z,w) preés de (z1,w;1), z1 € U, w; € C¢ car vv € H,_.(U,L*) donc
(0;¢',€)) ¢ SS(u) pour tout & d’apres la caractérisation de SS(u) par transformation
FBI (voir [S.1]) d’ou (0,&]) ¢ SSy(u).

N

Vérifions a présent I’implication 2(46) = (47). Comme dans la preuve de la
proposition IV.2 on pose & = e v € H,(Up, Hp), w = ¢(a')o € Hy(Uo, Ep)
avec Y(z') € C§°(|z'| < e1) égal a 1 pres de ' = 0. Si S est I'opérateur conjugué de
S défini par (40), on a toujours
(49) Op(S)[w] € Hy_o(Uy, Ey).

Soit w(z,x’, h) I'extension de w par zéro pour =’ ¢ & ; on a
(50) we Hy(Us, L(a'| < 1)), support, (w) C {la'] < &1}
et

(51) /w(z,x',h)e%(””’z’_#)dx' = /7,[1(:L")g(x)e% x kdx def F(Z,z,h)

avec cette fois ¢ = 2’2’ +2"2— (14 2a) % - L;, phase de FBI associée a la transformation
canonique complexe
(52)

(2,6) = (¢,2;(,¢), 2 =2'(1+2a) —i&, z2=2"—4it", {'=—iz', (=—ia".
Soit R une grande constante positive, Kr le compact de C?
(53) KRz{z’eCd; |Re | <2, |Imz'|§2R}.
1l existe alors € > 0, B > 0 et V voisinage de Kg X {20 = —i1¢{} dans C™*! tels que

(54) Yh, ¥(zh2) €V |F(,2 k)| < Betr (R r(Ren?=]

En effet, pres de Re 2’ = 0, cela résulte de (51) et de ’hypothese V&', (z = 0, &', &) ¢
S5S(u) d’apres la caractérisation par transformation FBI du spectre, et pour Rez’ # 0 du
fait que w € H,_o,2 (U, L*(r < |2'| < £1)). Posons

(55) Wy o(z,0' h) = €T w(z a2 h)  ae R
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Alors la formule (51) s’écrit

. a2 b
(56) F(a+ib,z,h) = e by, , (z, —5 h)

ol ~ désigne la transformée de Fourier partielle en z’, d’oil par inversion de Fourier

(57) w(z,z',h) = (27rh)'d/ R F(z' —1ib,z,h)db.
Re
On pose alors

(TR w)(z,2',h) = (27rh)—d/ ¢ F(z' —1b,z,h)db

(58) [BI<R

Mfw=w-NRw.

Si U est un petit voisinage de zg, on a d’apres (50), (54), (58)

(59) wahm € H,—.(U; Hy(|2'] < 1)); H?"—”—hz € Hy(U; L*(|2'] < 1)

<1 "I<1

ol le € > 0 de (59) dépend de R. Soit 5 > 0 une grande constante et posons S'g =S+41d,
c’est-a-dire, avec wi = w' N{|2'| < e1} et b,o=1sin=0,0,0=0sin>0

(60) (S5n(£):9) = (Su(f), 9) + Bbnyo fgda's Vf.g€ By = Hg(w)).

D’apres (26) et (41) si a et €; sont fixés assez petits, on peut choisir § tel que 5‘5,
vu comme élément de £(W;E), — Ej) soit elliptique en (20,(o = %%f(zo)). Or on
a d’aprés (49), (59)

(61) Je=ce(R)  Op(Sp)[w] - BT w)|,, € Hoe(U, E}).

Si pour g € H'(w}) on pose Q%(g) = (11§ g)|_,, o IIF est définit par les formules (58)
- 1

(ot z est un parametre) alors @ envoie H'(w}) dans L?(w}) C H~!(w}), et on est ramené

a vérifier I'ellipticité de S — BQT en (20,(p) pour R grand dans E(W; E, — E}), ce

qui va résulter de

(62) Jim  sup [|@%; Hg n(wy) — Hy H(wy)|| = 0.
00 hE]O,ho]

Vérifions donc (62). Comme
/e%(zlwl*#)g(a:')dx' = (2rh)~* /eﬁ(2’+if’>2g(%) de’,

(58) entraine

Q"(g) = (2x)¢ [ ¢ g(e)efi(€)

OF(¢) = (2mh)~% / e~ (RE'=0)% g
b|>R

7 7
T’/ Ew;

(63)
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Si on note QR(g) = (2m) ™ [ €€ §(€) 1> OF(E) €], on a pour tout A > 0

lim sup supl, <xOFE)=0
R—oo pelo,h] € isn »(&)

donc

Jim  sup |IQR - Qff I2(w)) — LA(w))ll = 0.
-0 hE]Oho]

Comme on a ©F(¢’) < 1, il suffit & présent de vérifier
(64) ||Q(§/)1|.5'|2%||L2(§,) < C()\) ||9||Hg W(wh)
avec ¢(A) indépendant de h et hm ¢(A) = 0, ce qui est évident ici avec la condition de
Dirichlet, car pour g € H&h(wl) g € HY(RY) et ||g|| ~ [(1+ h%&?)|§(€)|?d¢, ce
qui fournit ¢(A) ~ 1. ¢
Preuve du Théoréme 1. — Comme SS(u) est homogene, SS;(u) I’est par cons-
truction. On a SSy(u) contenu dans ¥, = Ty \ £ d’apreés les propositions IV.2 et
IV.3. Le fait que SSy(u) est fermé résulte de la proposition IV.3 ; en effet, par définition,
il s’agit de vérifier que 7~!(SS,(u)) est fermé dans T*M|g \ T = Z. Soit donc
pn € Z N7 1(SSp(u)) convergeant vers po € Z ; on peut supposer pn = (Tn,&n),
T, — Lo € S, S strate de Q2 \ Q redressée en z' = 0 et &, — (€,€L), €L # 0.
Si po ¢ 771(SSp(u)) on a w(po) = (z0,€2) ¢ SSy(u) donc avec les notations de la

proposition IV.3 v € H,_.(U; H0 ») et en utilisant (48) ceci implique pour n grand
(zh,,z, &', €&0) ¢ SS(u) pour tout £’ donc a fortiori 7(p,) ¢ SSy(u) : contradiction.

IV.4. Application aux équations du second ordre

Dans ce paragraphe, nous donnons une application des constructions précé-
dentes a la régularité analytique tangentielle des solutions d’équations du second ordre
avec condition de Dirichlet.

Soit

(65) P(l‘,D) = ED,‘aiyj(x)Dj + ED(C@(LE) + Co(.’l)), Dj =

L] =

9
ox;

un opérateur du second ordre a coefficients analytiques a valeurs complexes pres de z = 0
dans R™. On écrit z = (2/,z"), ©’ € R? et on se donne w’ un ouvert borné de R tel que
0 € @ et w” un voisinage de 0 dans R"~<. Soit u(z’,z"”) une distribution sur w’ x w”
qui vérifie, pour un a > 0,

u, vwlu c D’(w";Lz(w’))
(66) Vi(a') € C°(la'] < @) u € D'(", Ho(w'))
P(z,D)u=0.

En particulier, on a

(67) /ww [2(-ai) DyuDif +u(S(~e) Def +eof )| dr =0
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pour tout f € C§°(w”, Hj(w' N {|z’] < &}).
On pose, avec x € C5°(w"), x = 1 pres de 2"/ = 0, z € C" ¢

(68) 'U(Z,:L',, h) — / u(:c',:z:”) X(QZ”)6717 (znz_#)dx//

de sorte que v € H,(U, H}(w')) pour U cC C"<.
On suppose que le symbole principal p(z, ) de P s’écrit sous la forme
(69) p(z,8) ="(§ —v)A'(@)(§ —v) +'¢" A" (2)¢"
ou v(z,&") est linéaire en £” et ol la matrice symétrique complexe A’(x) vérifie
(70) Je>0 Re A'(0) > c1d .

On peut appliquer la procédure de microlocalisation de la proposition IV.1 a I’équation (67)
les termes d’ordre inférieur de P rentrant dans les termes d’ordre inférieur de 1’opérateur
S construit dans la proposition IV.1. Notons B, la forme bilinéaire associée a p

(71) By(x,&,m) = (& — v(z,6") A'(2)(n — v(z,n")) + '€ A" (z)n"
et pour & € R"~4\ 0, introduisons 1’hypothese d’ellipticité forte en (0, &)
(72)  3e>0 Re[B,(0,£8)] > c|¢f? pour tout £ = (¢, &), ¢ €C?, aeC.

Alors si (72) est satisfait, S considéré comme élément de E(W;E, — E}),E, =
H} (W O {|2’| < e1}), e petit, est elliptique en (20,0 = 222 (20)), 20 = —if, et
la preuve de la proposition IV.2 fournit la

PROPOSITION IV.4. — Soit u solution de I’équation (66), et & € R"~\ 0 vérifiant
Ihypothese d’ellipticité (72). Il existe € > 0, U voisinage de zo = —i&j et (z') € C§°,
Y = 1 prés de x' = 0 tels que

(73) Yv € Hy_o(U, Hy ,(w")).

Soit u(z’,z") le prolongement de u par zéro pour z’ ¢ @', et £§ € R*~?\ 0. Pour 8

réel, grand, (70) entraine que S + 3 1d est elliptique en (29, (o = 252 (29)), 20 = —i€}),
dans £(W; E, — E}), et en reprenant la preuve de la proposition IV.3, on obtient la

PROPOSITION IV.5. — Soit u solution de I’équation (66) et £ € R\ 0. Les propriétés
suivantes sont équivalentes

(74) Ve eR  (0,€,6) ¢ SS(u).

(75) {Il existe € > 0, U voisinage de zo = —i&j et ¢(z') € C§°

égal 2 1 pres de 2’ = 0 tels que ¢v € H,_.(U, Hy ,(w")).
Enfin, dans le cas uniformément elliptique, on a la
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ProrosITION IV.6. — On suppose
(76) de>0 Rep(0,¢) > clé]? vEeR".

Il existe p1, a; > 0 tels que pour toute solution u de (66) et tout ¢(z') € C§°(|2']| < a1),
on ait

(77) Yu est holomorphe en z” € C"™¢, |2”| < p; 2 valeurs dans H}(w').

Preuve. — D’aprés (76), I’hypothése (72) est satisfaite pour tout £ € R*~¢\ 0 ; en
utilisant la proposition IV.4 on a alors pour ¢ € C§°(|2'| < a1), a; petit, p; petit
(78) Je >0, W voisinage de {z =a +1b, |a| < 2p,, |b] = 1}
tels que v € H,_.(W; Hy(w")).

La proposition est alors conséquence de la formule d’inversion classique de la
transformation FBI (78) (voir [L.1])

(79) Pxu(,a") = (2m)~0=D / (Lo &,
et 2 20 Je™
5 "
x [e7 2% ¢u(z, h)] [w" - z% , |§"|} d¢”
qui prouve 1’extension holomorphe en =’ pres de 0 de u. O

V. Réflexion

Ce paragraphe est consacré a la preuve du théoréme 2 avec le signe o = —1, ie.
sous I’hypothese d’absence de singularités entrantes en pg le cas ¢ = +1 s’obtenant en
remplagant u par sa conjuguée . Soit donc S une strate de O\ , et py € T*SNT =Ts ;
on supposera codim S = d > 2, le théoreme de réflexion étant connu aux points zy € 9S2
pres desquels €2 est un demi-espace (on remarquera que si pres de xo, 2 est de la
forme {z, # 0}, le théoréme de réflexion appliqué aux demi-espaces Q-{z, > 0}
implique a fortiori le théoreéme 2). On choisit un systtme de coordonnées locales
(2',2") avec S = {2’ = 0}, po = (0,&)) ; on a Ro(0,&)) < 0, vy = v|w=o = 0,
et par changement de variable linéaire en z’, on suppose Ag(0) = Id. On se donne
(2,0) — ¢’ = j(z,0) = zH(z,0), z € I' x N un systtme de coordonnées sous-polaires
strict vérifiant les conditions de la définition II.7 ; on a dim N = codim S — 1 > 1.
D’apres II. (56) on a

7*(dz?) = dr? + ¢+ O(r7(dr® + q))

OH
q(z,0,e) = 22 (ulu), u= 50 (z,0)[e], est une métrique sous-conique.
On distingue la coordonnée temporelle de z”/ = (y”,t), de sorte que py = (y” = 0,
t = 0;ng,70) avec |1o| > ||ng|| (= longueur du covecteur 7y dans T*S, S = S x R, S
muni de la métrique induite). Pour vérifier le théoréme 2, nous procédons en quatre étapes.

(1)
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1. On effectue une réduction semi-classique pour remplacer u(t,y) solution de L. (1)
par (t,y,h) € Hy,,(V, Hj(w)) solution de (87 — A)a = 0 avec ¢o(t) = (Imt)* et
V' petit voisinage de —i7y.

2. En utilisant I’équation elliptique (62 + A)[a(t + is,-)] = 0, @|p = 0 on vérifie que
w(t,y”,r,0,h) = a(t,y”, 2’ = j(r,8),h) se prolonge holomorphiquement en r a z € T,
si le cone I' est assez petit, et on établit des estimations sur le prolongement de w.

3. Sio(t,2",r,0,h) = et fehl‘(y'/zl/’#)x(y”)wn(a:’,y”,t) dy” dt est la transformée
de FBI en variables 3" de w, on montre que 1’absence de singularités entrantes pour u en po,
implique la décroissance exponentielle de v sur les axes z = 7e'®, a > 0 petit, dans « H},”
par rapport au poids tangentiel 3 [(Rez”)? + (Ret)?] prés de (z(,to) = (—inf, —io).

4. On conclut a py ¢ SSy(u).

V.1. Réduction semi-classique

Soit xo(t) € C§°(R), égal a 1 pres de ¢ = 0. Posons

2) wta ) = [ F O wt (e

Comme on a u € C°R;; H}(w)) N CY(R;, L?(w)) et (82 — A)u = 0, si on pose

@o(t) = 3 (Imt)%, pour V petit voisinage complexe de to = —i7o on a, pour un & > 0
eo(t)

(3) w1 € Hoo(Vi Hy())s [lua(t,); Hy(@))I| < O™ ;

(83 - A)Ul =Uus € H¢0_5(V; L2(w))
Soit 5o > 0 petit, X, =] — 70 — S0, =70 + So[Xw, et r(s,y, h) la solution de
(4) (852 + A)r = —us(is,y,h); r€ H&(XSO).

Comme d’aprés (3) on a ||9%us||r2(x,,) € O(eﬁ(“‘"rz‘a)) (so petit) on a pour tout /,

avec J:]_TO_%O‘,—T()-{-%O—[

(3) sup 1027 (s, )|y ) € O(e7r Il =),
seJ
Soit alors g(s,t,y,h) la solution du probleme d’évolution ou s € ] —T0— %,-T0+ %[
est un parametre
(at2 - A)g(t7 $Y, h) = u2(t + iS,y, h)a glch’)w =0
(6) dg or
9(0,5,y7h) - T(Say7h)a a(ovsayah) - _ZB_S(S’y’h).

Ce probléeme mixte est bien posé d’apres le théoreme de Hille-Yosida, et pour ¢ € I, petit
voisinage de zéro, on a d’apres (3) et (5)

(7) 3e >0 sup [lg(s,t,)laz () € O(eF (I0F=9).
s, tel
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Par ailleurs, avec d = 1 (& +iZ), on a duz = 0, Jgli=o = 0 et 22[dg]s=0 =

A7 + uo(is, ) + 8%r = 0, donc g est holomorphe en ¢ + is et d’apres (7)

(8) 9 € Hopy—o(V, Hy(w))

et on pose

(9) u(t,y,h) = wi(t,y, h) — g(t,y,h).
On a donc

(10) (0} —A)a=0; i€ H,(V,H}(w)).

V.2. Prolongement holomorphe en variable radiale r

Rappelons que d’aprés la définition I1.7, il existe un compact K = %, de N, stratifié
par K = UY;, et un voisinage U de l'origine dans @’ tel que j induit une bijection
de ]0,7o[xK sur (&' NU)\ 0, j71S! NU) =]0,79[x2; pour toute strate S! distincte
de {2/ = 0} et (r,0) — j(r,0) est a différentielle injective pour r # 0, § € N. On a
J~Hw' NU) =]0,7re[xXo. Pour (r,8) €]0,70[x o, y” prés de 0 et t € V on pose

(11) w(t,y”,r,0;h) = u(t,y", 2’ = j(r,0),h)

et pour to € V proche de —i7g, et s € R petit

(12) we, (8,y",7,0,h) = w(to +is,y”,r,0;h).

On note @ I'opérateur elliptique d’ordre 2 A coefficients analytiques au voisinage de

10, 7o[x K x {|y"| < €0} x {|s]| < €0} dans ]0,79[x N x R"~? x R défini par le changement
de variable j

(13) [('—A - ag)f]('s?y”ax, = j(Ta 0)) = Q[f(say”vx/ = ](Tvo)]

L’opérateur ( est le Laplacien positif associé 2 la métrique j(g(dy)+ds?)), j(s,y",r,0) =
(s,y";4(r,0)) ; ses coefficients se prolongent holomorphiquement en r & z € I’
{z € C;|z| < 7o, |Imz| < vRez} pourvu que ry et v soient petits et d’apres III. (7) a
(10), le symbole principal ¢ de Q est

(14)  4(r,8,y",s;0,¢/ 0", 7) =%+ q'(r,0,€) + Ro(y/,0"; 7 =0) + 72 + h
ol le reste h vérifie d’apres IIL (10), pour z € T, r = |z|
(15) he o((r” +1y'D(0 + ) +r(o® + ) 'l + i)

¢’ désignant la métrique duale de ¢ définie par (1). On remarquera que ¢ ne dépend
pas de s et que § — 72 est la forme métrique sur T*(]0,7o[x N x {y”}) définie par la
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métrique initiale g de M. On notera (, ) la forme bilinéaire associée a ¢, d la différentielle
extérieure en les variables r,6,3",s de sorte qu'on a

(16) (dfa df) = 6(’df)

Soit dy(y) = k(2',y")dz’ dy” 1’élément de volume Riemannien sur M. On a d’apres (1);

(17) 7 (dgy - ds) = k - \/det q|df|drdsdy”

ou &(r,0,y") = k(4(r,0),y")[1 + rPa(r,0)], a € A, \/detq|df
sur N associée a la métrique ¢(r,-) sur TN. On posera

étant la forme volume

(18) dp = +/det g|df|dr
(19) w =]0,T0[X20.

On notera L2 = L?(&;dy) et H' désignera 'espace H! pour la métrique dr? + ¢, de
sorte qu'on a

(20) et = [ |5+ (ro 55) + 10

et H} désignera 'adhérence de C°(&) dans H'.
Par construction, si f(z’) est une fonction sur w’ a support contenu dans w/, = {2’ €
W's |2’ < a}, on a les équivalences pour o <K rg

feEL*W) < fojel?
(21) feHYw.) < foje H?
feH)(w,) <> fojeH;.

D’apres (10), (11), (12), si x(y”), ¢(z") sont C§° a support pres de 1’origine on a

X wy, est C* en s a valeurs dans L?(y”; H}) et pour tout £,

il existe Cy tel que Vh,to, s,
(22)
/HXWﬁwto,fIlIF + ||V 8 xpwey; L2|[2dy” < Coh2 et IImtotal”,

Quw,, = 0 et pour tout f(s,y",r,0) € C(s,y”, H}) a support

23
(23) prés de (s,9”) = (0,0) on a /(dwto,df)/%dudsdy” =0.

Pour assurer la conservation de la condition de Dirichlet par déformation complexe en
variable r, nous utiliserons le résultat suivant.
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LEMME V.1. — Soir f € HY(w'), a support dans we = {z' € wilz'| < %} Ona
I’équivalence
(24) f € Hy(wy)
(25) Pour toute strate S| de codimension 1, f|s = 0.

Preuve. — Pour vérifier que (25) = (24), on remarque que pour x(y") € C§°, x > 0,
x=1presde vy’ =0,0nag(y) =x")f(y) € H (w), g|s, = 0 pour toute strate S; de
codimension 1 de la stratification US; de @ et qu’il suffit de vérifier g € Hj(w). Posons

(26) F = {g € Hl(w), gls; =0, VS; de codimension 1}.

Pour g € F, soit g € L*(M) définit par g(z) = g(z) siz € w, g(z) =0siz ¢ w. On a
Vg =Vg+ f avec f € H™'(M), support(f) C {US;, codim(S;) > 2}, donc f =0, et
par suite V(g) € L*(M), donc g € H'(M), support(g) C @. Notons (H )y, la propriété

() pour tout g € F tel que support(g) NS; # ¢
k implique codim(S;) < k, ona g € Hj(w).

Par partition de I’unité et récurrence sur k, pour vérifier (H )i, on peut supposer que

g € F est a support pres de z, € S, avec codim(S) = k. Alors
(H)o et (H); sont évidents, et on a (H)y = (H)gkp1 pour kK > 2 :
en effet, si codmS = d = (k+1) > 3, S = {2/ = 0} et

g € F on a avec 9.(z') = 1/)(%/) € CP, ¢ =1presde 2’ =0, g(z',2") = g +
(1—1.)g, (1—1.)g € H}(w) d’apres (H)y et liH(lj [|tbeg||z: =0 (puisque avec a = d —

1 7‘ 1
1 > 2, on a en coordonnées polaires |g(r, 8) — g(ro, )| < (f;° |g'(r)|2redr)® ( [° 42)2,
donc [ __ ., e 2|g|*r*drdf < Cte [e%2 [|g(ro,0)|?d6 + [;° |g’(r)|27"°‘drdt9]) d’ol
g € H}(w). 1l reste donc a vérifier (H ). Prés de zo, on a w = {(2/,2"); 2’ € v’ C R?}
et S = {2/ =0} ; si o = R?>\0 (ce qui correspond a une strate fictive) il
n’y a rien 2 démontrer puisque H}(R?\ 2’ = 0) = HY(R?) car f € H }(R?) et
support(f) C {z' = (x1,22) = 0} implique f = 0 ; sinon il existe au moins une courbe
v :7 = r[Ho+ 7" Hy(r)] = 2’ dans dw’ et on a gl (o} = 0. Si (p, 0) est le systeme de
coordonnées polaires standard dans R?, on a donc |g(p, 8, z")|* < 27 f027r |% (p, o, :1:”)]2 do
d’ou

da 2
5*2/ lg|?dz’ dz”" < 47r2a2/ %8—%’ pdpdfds” — 0 (¢ — 0)
o' |<ea p<ea

et on conclut comme précédemment. &

Nous allons effectuer des déformations en variables radiales de la forme
(27) (s,9",0,7) = L(s,9",0,7) = (5,5, 0,1 = L")

ot la fonction L est indépendante de § € N, C* en s,r,y” a support en (s,y”) pres de

(0,0) et a support en  dans un compact de ]0,ro[. Si A(s,y”,6,7; &, %, 2, 2) estun
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opérateur différentiel a coefficients holomorphes en r € T', on note A* I’opérateur induit
par A sur la déformation £ défini par le changement de variable £, c’est-a-dire

(28) Af[foL]l = (Af)oL

pour f(s,y”,0,r) fonction holomorphe de € I'. On a donc

( (‘9 )C =e‘iL(1+ir?£)_l—a—

ar or or
(29) Y/ 0\5 0 oL COL\-1 9
(a—yj) —a—y;‘““a—%(”“?;) ar

o\t 0
 (58) =%
et (Ao B)* = AX o B~. Posons

qL(rr, S’ y“7 07 e) = Q(T61L7 07 e)? kﬁ(”'7 07 8, y”) = ’%(TGZL’ 07 y”)

. L
dv = k+/det q|df|drdsdy”’, dv* = k*+/detq* |d9|e”‘(1 + ir%—) drdsdy"
T

de sorte que la densité dv est holomorphe en r € T, et dv“ est I’image inverse de dv

par L. Si A est un opérateur comme précédemment, on définit son transposé pour une
densité dB, AP par

(30)

(31) [ ar-gas= [ sa5(g)as

D D
ot D = {|s|>+ |y"'|> < a;0 € o, €]0,m[}, et f,g € C(D). L opérateur A"
est 4 coefficients holomorphes en r, et avec fr = fo L™}, g = goL ! on a
fL(D) Alfclgedv = fL(D) fe(A")[gc]dv d’ob
(32) (A5)" = (A)E.

Alors si on note ¢ le symbole principal de Q¥, et (,)c la forme C—bilinéaire associée
4 ¢° on a la formule d’intégration par parties

(33) /DQC(f)ng‘CZ/D(df,dg)ngC

valable pour f € D'(s,y”; HY) et g € C°(s,y"; HY). D’apres (14) et (29), le symbole
principal G¢ vaut

. -2 .
(34) G- = e'z’L(l +ir 3_L) o2+ (retl,8,¢)

or
oL 0L\ 1!
1" 1 — 4 . —
+ Ro<y )1 zr—ay” (1 +zr—ar) o, T 0)

2
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donc on a en utilisant (15) et le fait que ¢’ est tempérée (voir II. (1))

(35) G SRel@®) < Cod
des que la fonction L vérifie
def
@ et e+ gl gl Z e <

En particulier, (36) implique I’ellipticité de Q° dans r > 0. Par ailleurs le lemme II.2
et (30) impliquent

dv*
(37) |2 -1]|_ < e

Soit alors £ une déformation & support en r € [7"1, %] , r1 > 0 satisfaisant (36) et pour
a € [0,1], aL la déformation associée a la fonction aL. Alors on a

(wy,(s,y",7,0,h) s’étend en fonction C* de (s,y”,r) € D

= {(s,y”,r); [s| + |v"| < €0, 3p €]0,70], Ja € [0,1], 7 = eiaL(s’p’y//)p},
(38) 1 a valeurs dans HZ(X), holomorphe en r, et avec

w;’f |Im(a£)’ on a ¥(r) w;’f o(aLl) € C=(s,y"; H} (@)

Lpour ¢ € C3°(] — 1,70[).

En effet, dans » > 0, r est une variable tangentielle, et on peut appliquer la proposition IV.6
a la famille d’opérateur Q% a € [0,1], qui vérifient I'hypothese d’ellipticité IV. (77)
d’apres (35). Si Q4 (w O“o(aﬁ)) = 0 pourun « € [0,1], la propos1t10n IV.6 implique qu’il
existe un voisinage complexe U de {|s|+]y"| < 50} {r e [2, 2]} indépendant de c, tel
que wi soit holomorphe sur U a valeurs dans Hg(2o), ce qui compte tenu de I’hypothese
sur le support de £, et de (22), (23) implique (38) (la condition Ywgt € C=(-; H}(@))
étant conservée le long de la déformation d’apres le lemme V.1, (25) étant invariant par
déformation complexe en r puisque j71(S!) ~]0,7o[x E;).

= Wy,

Il nous reste 2 estimer la croissance en h de wy. Pour |yg| < <, on choisit

x° = x1(r)x5(s,y"), € €]0,e0), x1 € C5°(=1,m0), xa(r) = 1 pour 7 € [ — 5, %],

X5(5,9") = x2(CL74D) § xy € C§(Is| + 1y"] < 1), x2 = 1 sur {|s| + 3] < 2} etla
déformation E tel que le support de L soit contenu dans [ry, 2] x {|s| +|y" — y§| < £}.

Pour g € C({|s| + |y’| < eo}; HA(@)) on a avec B = wf o L
(39) (disg, d(x°g)) . = (d(x° bf,), dg) . + (dibf,, gdx°) . — (bf, dx°,dg)
d’ot d’aprés Qﬁ(zbfo) =0, (33), (38) et dx = 0 sur le support de L

(40) / (d(x wto) dg>£dl/ / [(wto dx®,dg) — <dwt0,gdxe>] dv

avec D = {|s|+|y"| < eo} x@. D’apres (14), (15), (22), en utilisant |(dx*, dx5)| o(d)
et I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour (,), et L?(dv), le second membre de (40) est

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



472 G. LEBEAU

I* <

majoré par (Ch—f:) HgHHl(D)e%“ Imtol+e*  Comme on a I'iné

Cte [ [|g—’;|2+q'(r,9, 95)) du pour f € H} (car f(r,0) = — [ &L ~ (p,0)dp), en utilisant
(35), (37), (40) et le lemme de Lax-Milgram, on obtient

Cte
he

(41) |lx*wr; HY(D)|| < — o [l Imto|+e]

ol la constante est indépendante de y; et de la déformation L vérifiant (36) et les
conditions de support précédentes, d’ou finalement le

LEMME V.2. — Pour e, T, Yo petits, V petit voisinage de —i Ty, la fonction w(t,y”, z,0, h)
est holomorphe en't, z € I, T = {0 < |z| < ro; |Argz| < y0}, L* en y”, a valeurs dans
H} (o) et si on pose pour |y| < 7o
(42) w(t,y",r,0,h) = w(t,y",re,6,h)

il existe, A, B > 0, tels que pour tout t € V, £ < 19, 0 < |y| < o et tout h €]0, ho), on ait

v 2( (.1 1 ox [ Im t|+AL|)?
) s (1< G 00 0x5)| | < Gt ¢ ~
De plus, on a
(44) PlwY=0 P'=A"-9?

ot A7 est le « Laplacien » associé a la forme quadratique complexe
(45) ' = e 02 4 ¢/(re,6,¢') + Ro(y', ", 7 = 0) + i

le reste hY vérifiant (15).
Preuve. — On peut se restreindre a2 v > 0. On choisit deux fonctions ¢;(r) € C,
¢1(r) =0sir <1 ¢i1(r) =1sir>2et Paos,y”,r) € C§°, ¢po = 1 pres de 0. Pour

lyo| < 5 on pose

(46) Liovy/ 1) = vér(2) o (2221 T

ol C' est grand, v > 0 petitet 0 < & < £ < 79. On a |||L||| € O(y + &), et le support
de L est contenu dans [ry, 2] x {|s| + |y —yg| < £} dés que r; < a, £ < Cte rg,
lyC < Ctee et pour 2a0 < r < Ctel, |s| + |y — yf| < CtedyC on a L = 4. Le
lemme V.2 est donc conséquence de (41) qui estime s — w? (¢ + is, -) uniformément pour
t € V, et des estimations de Cauchy pour la fonction holomorphe t — w?(#). &
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V.3. « Complex Scaling »

On effectue a présent la microlocalisation tangentielle en variables y” en posant (avec
X € C°, x =1 pres de ¢y’ = 0)

A7) O(t, 2", 0,h) = e /e%<y"'Z”“#’x(y”)w(t,y”,r,H,h)n(:c’,y”)dy”-
On note z = (t,2"), ¢(z) le poids

1 2
(48) o= 5 (Re2)

et avec & = (ny,70), Up désignera un petit voisinage de zp = (—i7o, —i7( ). On notera
aussi

(49) 0 (z,7,0,h) = 9(t, 2", e, 0,h).

On a donc, (en utilisant le lemme V.2 pour (51) quitte a modifier la constante A)

(50) v € Hy(Uy; H(]0,70[xX0)
(51) 77 € Hya0,(Up; HY(]0,£[x %)) pour £ €]0,74], 0< |v] <
(52) les restrictions de 9, 9" aux strates de codimension 1 sont nulles.

On remarquera que o(-,7,0,h) = v(-, 2’ = j(r,0),h), ol v est définit par la formule
V. (22).

On notera &, =0, ¢[x o, L? = L2(dy; dp), H}, I'espace H'(w¢) munit de la norme
N af 2 af
gl 12 — ZJ / “J 2
53) 1l = [ (JnGEf o (ro ) 16 )

H}, , Vadhérence de C§°() dans H},,, H, + le dual de H}, munit de la norme duale

o0 lfdil=sw {] [ fadulso e 6o s Al <1}
we

On notera W un petit voisinage de Uy x {||¢]| < o}, ag petit, et S € E(W; f[}mh —
fIT'O }h), S = > (%)nS’n I’opérateur S introduit dans la proposition IV.1, sur lequel on
n=0
a effectué le changement de variables normales ' = j(r,8) (voir (21)). D’aprés IV. (26)
le symbole principal Sy vérifie

(55) (So(f), 9) =[ bo(z, O)({f}.{g)mdu; feH) ., g€ H. 1o

0
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avec mdu = j*(dz'), m € 1+ r® A d’apres (17), (18), et ou {f} = ( , %&f, %Bgf)

woir IV. (21), [f] = (f, 2 d. f)). Dans IV. (26) on a i/|,.—o = 0, A = Id +O(|2'| + |¢]),
Rla—o = Ro(iC,iz + ¢), donc en utilisant (14) et (15), avec Ro(z,() = Ro(iC,iz + ()

(6) (= QU oD = - (Lar) (o)
/(0. 2005, Y oug) + Fo o+ R(11Y, (o)

ol on a noté par abus ¢'(r, 8, -, ) la forme C—bilinéaire associée a ¢'(r, 6, ¢’) et ol le reste
h(z,(,7,8)(-,-) est une forme C—bilinéaire, holomorphe en r € T, telle que

o h(z,¢,r0)(-, ) est réelle pour (z,¢) € A, = (z, %g—(’:) etr€R
(57) o |h(z,¢r0)({u}, foh)] < Cte(lr” + (KD II{udll- {0}l

pour r € T, (2,() € W,
HubIZ = luol® + [ur* + 4'(I7], 8, ue), {u} = (uo, ur, ug).
On notera aussi S7, 53, RY, m?, dp” les objets précédents ou on a effectué la déformation
r=er', 1 eR
Pour U; cC Uy, on a d’apres IV. (25)

(58) 3e >0 Op(S)[7] € Hp—e(Ur, H,Yy)
et en utilisant (43), (44), (51) et la preuve de la proposition IV.1
(59) de >0 OP(S"Y)[,Z}’Y] € HLP+AZ'7—€(U17[;[ZI1) \24 6]07T0}) V’y’ 0< I’Y| S Yo

ol dans (59), £ > 0 est indépendant de /,, la microlocalisation (47) étant purement
tangentielle.

Rappelons que d’aprés I’hypothese (H.2), la métrique tempérée q(ro,6,e) est sous-
conique et donc (voir II. définition 3) il existe vy > 0, ¢ > 0, § € [0,1] tels qu’on
ait

0 . c
(60) V(T', 9) el'x N ’T'a lOg det q— 1/0’ < 26 min (1, 5)
/ * aq/ / c / !
(61) VreI'NR, V(0,¢) e T*N —E(r,e,e)z;q(r,ﬂ,e).

LEMME V.3. — Il existe 9 > 0, £y > 0, ¢co > 0, ¢1 > 0, tels que pour tout v €]0, o),
£ €]0, 4y], et tout (z, () vérifiant |z — zo| + || < ¢ et dist((z,¢); Ay,) < coy on ait

(62)

/ By (2. O AT mr d?| > coyllfs LGP, VS € Hhpo.
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Preuve. — Notons §'(r,0,¢') = ¢'(r,0,¢',&') pour (8,¢') € T*N ® C, et r € I'. Pour
re'NR, (0,¢') € T*N ® C, on a en utilisant II. (4)

Al
(63) §'(re,0,¢)—q(r,0,¢)— z’yr%% (r,0,¢')| < Cte |y[2¢(r,8,¢)
et en utilisant (61)
~!
(64) —T%%(T,G,e’) >cg'(r,0,¢).

En utilisant le caractére tempéré du déterminant déduit des inégalités II. (11), et (60) on
obtient qu’il existe v = v(r,0,v) tel que

det g(re,-)|db| Nz 5 ) c
65 —1—4y—=| < Cte , et lv—1p<26min (1, = ).
o) | g <ce b, - (L9

On écrit
(66) {Ea(z,cx{f},{?}) —I+11 N
I = e*%‘YIharfI? + qA’(T'ei’Y,97h80f) + ‘f'QRO; Il = h’y({f}, {7})

m"/

Comme - € 1+ O(r”y), en choisissant £ petit, et en remplagant § par un &' €]6,1[,
dp” = \/det q(re,-)|df|e? dr et (65) entrainent
mdp” = e D mdu(1+ 0(v*))

67
(67) v=uv(rb,), IV—V0|525min(1’§)'

Aussi pour (z,¢) € A, on a Ry(2,¢) € [—ay, —ag), a; > 0 donc pour dist((2,¢); A,) <
€0y, On a pour o petit

Re(Ro(z,¢)) € [- %, —‘329]

(68) .
| Im(Ro(z,())| < Cte cpy.

Avec &' €]6,1[ on pose d = =2 + &' min (1, §) ; il existe o > 0 tel que

(69) Yu(r,0,v) =v a<d+ g < (1 — @) min(2,c¢)

d’ou pour cy petit, d’apres (68)
(70) —Im (€045 Ro) > coy.

Alors de (63), (64), (66), (67), (69), (70) on déduit pour cg, o petits

(1) ~to (e [ ) > eI Bl
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Or, d’apres (57), le terme de reste vérifie

(72) ‘Im (e“““ / Hm”dm) < Cte y(£° + c1)||fs Hy |17

et le lemme résulte donc de (71) et (72) en choisissant ¢y et ¢; assez petits. &

Nous allons a présent utiliser ’absence de singularités entrantes en pg.

LEMME V.4. — [l existe £y > 0, c; > 0, tels que pour tout { €0, 4], il existe e(£) > 0,
¥(¢) > 0 tels que pour tout v €)0,v(¢)] on ait

(73) WEH@_g([)7<|z—zo|<cl;ﬁ1(]§,€[x20>>.

Preuve. — Rappelons que dans r > 0, r est une variable tangentielle, donc = —invariante,
et que o désigne la variable duale de r. D’apres le théoréme 1, on a SSy(u) C %y,
donc pour p € SS,(u) avec 0 < |z'(p)| < 70, on a |o(p)] < Cte |{"(p)|. Alors (73)
est conséquence de

Je > 0 tel que pour p € SS,(u) vérifiant |(z"(p),E"(p)) — (0,&5)]

< c(74)
et 0 < r(p) <conait o(p) > c.

(Rappelons brievement 1’argument classique qui prouve que (74) entraine (73). Supposons
(74) ; d’aprés la caractérisation de SSp(u) par transformation F.B.I fournie par la

proposition 1V.5, la fonction F(w,h) = fe_%‘f’xu(m)dgxdt, ou ¢ = (w'z" — #) +
(U}OT—%Z), x(r,z") = x1(r)x2(2"), x2 € C5°, x2 = L prés de z(/, x1 € C5°(0,¢), x1 = 1
pres de | £, 4] vérifie F € Hy_.(-, H3(Z0)), ¥ = 5 (Rew)?, prés des points w = (wo, w"),
Rewy € [%,K], Rew” =z, |[Imwo >+ | Imw”|? = 1, Imw” = &}/, Imw, < c. En utili-
sant la formule d’inversion IV. (74) ceci permet d’écrire pres de (r,2") € [§,4] x {x{},
u = ug+Y u; Ol ug est analytique en (r, z") a valeurs dans Hg (X), et les u; holomorphes
J
en (r,z”) € C; a valeurs dans H}(Xg), ou les C; sont des cones dont les polaires évitent
les directions (o, &) pour tout o < c. On obtient alors (73) en appliquant la transformation
de F.B.I en z” seul, a la décomposition u = ug + Zuj).
J

Montrons (74) : si (74) est faux, il existe une suite p, € SSy(u) avec p, — po
limo(p,) <0, et 7(pn) > 0. Si 7, : [~€0,0] — ¥ est un rayon avec v,(0) = p,, on
a r[y,(s)] > 0 pour tout s € [—&p,0] (en effet d’apres la preuve de III. lemme 3, avec
p=(—Ro(0,6)))/%, ona s > 0des que o € [—p+ey, u—ey] etsir(se) = 0, alors o(so)
est proche de p). On peut donc (par induction sur la codimension des strates) appliquer
le théoréme de propagation pour obtenir des rayons =, : [—eg,0] — Xy, 7,(0) = p, et
Yn(8) € SSp(u) pour tout s. Comme SS,(u) est fermé, en utilisant la proposition IIL.6, on
en déduit ’existence d’un rayon v : [—ep,0] — % tel que v(0) = po et v(s) € SSy(u)
pour tout s, ce qui contredit I’hypothése du théoreme 2. O

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal du §. V.3.
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LEMME V.5. — Il existe €1, {1, 71 > 0 et V voisinage de z, tels que pour tout y €]0, ;]
on ait

(75) 07 € Hyye, (V3 HY(]0,£1[x o).

Preuve. — Le fait que le voisinage V' de zy peut &tre choisi indépendamment de I’angle
de déformation ~ résultera de ce que les estimations des lemmes V.3 et 4 sont uniformes en
z proche de zq. Posons U; = {|z—2o| < ¢}, j =2,3,avec 0 < c3 < ca K ¢y et Uy CC Uy
de sorte que (50), (51), (58), (59) sont satisfaits avec Op(S7) = Op(SV)(O, C?,C9) (voir
IV.1(9)). Soit g(z) € C*(Us,[0,1]) telle que g(zo) = 0 et g(z) = 1 au voisinage de
|z — 20| > %. Posons pour @ € [-1,1], 0 < v <

(76) ©l(2) = (1 — a)[p + Al1yg) + afp + Ay = o + Aliy[a + (1 — @) g].

On a ¢} < ¢, pour a < o, p] = ¢+ Alyy et si ¢; est fixé assez petit, on aura, ¢y
désignant la constante du lemme V.3

2 g7

(77)  VYzeU, Yae[-1,1] dist [(z, P

(z)),Aq,] <coy; Vv €]0,m].

Posons vy; = v(f1) (lemme V.4), E = H'(]0,/,[x%,) et pour ¢ fonction poids, soit
H{(Us, E) T'espace de Sjostrand « analytique »

(78) H(Uy, E) = (| Hy4e(Us, E).

e>0

Définissons J, pour v €]0,~;] par

(79) J, = {(1 el-1,1,7" € H;l(Ug,E)};

Alors 1 € J, d’apres (51), J,, est de la forme [cv, 1], et (75) est conséquence de
(80) Jep €]0,1] Vv €]0,m] @y < —é&1.

Vérifions (80). D’apres (51), (59) et les résultats du §. IV.1 (voir §. IV.1 (7) a (11)),
quitte & diminuer £;, 7y, il existe g9, C¥, C? indépendants de v €]0,7,] tels que

(81) Op(87)(0,CF,C)(07) € Homsy (12 = 20l < 1, Hypy ) (V7).

(En effet, les constantes B et D des formules IV.1. (4) et IV.1. (7) sont uniformes en ~ ;

avec les notations du §. IV.1, on choisit CY > 2B et CY > 2[D, dist(Ug,UZC)]‘l). En
particulier, pour un &; > 0 petit, indépendant de v, on a

(82) Op(57)(0,C?,CNH(37) € Hyo (2= 2| <, Hy!) o (V).

—2ey)
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Soit 1(€) € C=, 9(¢) = 1 pour £ < 241, ¥(£) = 0 pour £ > 3¢,. D’apres (73) en
choisissant 2¢; < £y et en diminuant au besoin €;, on a

(83) 7 € H,» )(|z—z0|<cl,ﬁ1(]%,2zl[xzo)> (V)

Pl-2eq
donc en reprenant ’argument de localisation (39), (40) on obtient

(84) Op(g’Y)(O,Cf,Cg)[q/)m] € H‘P‘?_zm (|2 = 20| < e1, I:.T[llh) (V7).

Soit alors a > —e; tel que ¥7 € HZ, (Us, E) ; on a 0, € HZ, (Us, ﬁell,h,o)- Pour
z1€Uset (3 = %ngl (1), d’apres le lemme V.3 et (77), S est elliptique en (zy, (1), et
d’apres IV.1. (12) et le choix des CY on a Op(S”)(¢1, CY, C9)(¥1) € H,y_.(Us, H., ),
donc pour un voisinage V7 de z; et un (z1,y) > 0 on obtient

(85) Y07 € Hyyoctar ) (V7 Hi, o)
donc comme ¢ (z) = ¢ + Afy7y pour |z — z| > S tout «, on a en réutilisant (83)

(86) Jde(y) >0, ¥ € H, (Uy, E).

Pla—e()
On a donc vérifié que o € J,, @« > —e; entraine o’ € J, pour un o < «a, donc comme
J., est de la forme [, 1], on a @, < —ey. o
V.4. Fin de la preuve du théoréme 2

Par définition de SS,(u) il s’agit de vérifier (2’ = 0,2” = 0,&,¢)) ¢ SS(u) pour
tout £’. Posons

(87) F(w,h) = / eF r =) 3, (o) oo ) e, ) dy (y) dt

avec x; € C5°, x; = 1 pres de 0, w = (w',w"), w” = z = (t,2"). Par construction on a

2

z

(88) F(uw', z,h) :/e%(wl“”’_T)xl(x')fJ(z,T,G,h)mdu

ol dans I'intégrale on a effectué le changement de variable 2’ = j(r,6). Dans (88), on
déforme pour z ~ z I'intégrale en r sur le contour r = g(¢), £ € R

(86)

de sorte que x; = 1 pour r €]0,2¢5] et on note ¥9(z,4,0,h) = v(z,g(£),0,h).
D’apreés la preuve du lemme V.2, on a si U est un petit voisinage de zo, 9 €
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Hogya0,,(U, HY(]0,265[x %) et d’apres le lemme V.5 99 € H,_., (U, H(]0,£[x %)
pourvu que /5 < £;. Comme pour |Rew’| < a, |Imw’| < Cj on a sur le contour déformé

2

(90) Re (wm— %) < Cila+7)l— el

en remarquant que sup [C1(a+7)€—c2£?] < Cs3(a++)?, et en choisissant v > 0 petit tel
>0

que v? K €17, a < 7y et £y tel que caf3 > Ci(a + v)¥ls + Alyy on obtient en appliquant
Iinégalité de Cauchy-Schwarz a (88), |[F(w,h)| < Cer#(=)=¢l ¢ > 0, pour z ~ 2, et
|[Rew'| < a, [Imw’| < Cy, donc (z = 0,£,&) ¢ SS(u) pour |¢'| < Co, ce qui termine
la preuve du théoreme 2. &

VI. Microhyperbolicité

Soit X une variété analytique complexe de dimension n, X® la variété réelle sous-
jacente, TX = TX® le fibré tangent 2 X, T*X® le fibré cotangent 2 X®, T*X le fibré
cotangent 2 X identifié & T*X® par ¢ € T*X — {u+— —Im({(u))} € T*X®. Si o est la
2—forme canonique sur 7* X, Re o et Im o sont des 2—formes symplectiques sur 7* X® et
—Im o est la 2—forme canonique de 7* X R Si ¢ est une fonction a valeurs réelles sur X,
do(z) € Tz X® est identifié & 20¢(z) € Ty X, o O désigne la différentielle holomorphe
(8(,0(u) = L (dp(u) — idp(iu)), Op(u) = % (dp(u) + idgo(iu))), et si g est une fonction
holomorphe de X dans C, dg(z) € T X est identifié a d(—Img(z)) € T>X®. Pour ¢

N

fonction a valeurs réelles sur X on note
2 £ 3
(1) Ay = {(x ;3(,0(9:))} CTX.

Alors A, est identifié a {(z,dp(z))} C T*X®, donc est Im o—Lagrangien. Si de plus
¢ est strictement pluri-sous-harmonique (s.p.s.h) ce que nous supposerons dans la suite,
alors A, est Reo—symplectique, (T*X,0) est un complexifi¢ de (A,,Reo) et si on
identifie A, 2 X par la projection canonique 7 (z,() — x, alors X est muni de la structure
symplectique définie par la 2—forme 290¢ = m,(Reo|s,).

Si Ej, est une famille d’espaces de Banach, on note comme dans le §. IV.1 H,(X, E})
I’espace de Sjostrand correspondant et HZ (X, Ey,) 'espace « analytique » des fonctions
f(z,h) holomorphes en z € X a valeurs dans E}, définies pour h €]0, ho] vérifiant

e(=z)

(2) Ve>0, 3C,, Vh |f; Enlp,x = sup {||f(x,h);Eh||e__h—}§Cse%.
z€X

On a donc H (X, Ey) = Qo H,y (X, Ey). Pour f € Hy(X, Ey), son spectre analytique,
SS,(f; Ep) est le fermé de A, défini par

(3) (mo,Co = %Bcp(xo)> ¢ SS,(f; Ey) ssi il existe U voisinage de o
ete>0telsque f € H, (U, Ey).
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Rappelons a présent la définition de la microhyperbolicité et le théoréme de Kashiwara-
Kawai.

Soit pg = (xo,Co = %&p(:ro)) € Ay, vg € T,yA,, W un voisinage de po dans 7*X et
o0

p=3 ()" pu(z,( k) € EW;EL — E?) un opérateur pseudo-différentiel analytique
0

7

de El dans E2 défini pres de po.

DErNITION VL1. — On dit que p est microhyperbolique en (pg, Vo) s’il existe un voisinage
V' de (po, o) dans TA, et eg > 0 tel que p soit elliptique en tout point de T*X de la
forme p + isv, (p,v) € V, 0 < s < «,.

Comme T X est complexifié de A, la notation p+2sv suppose un choix de coordonnées
locales sur A, la définition étant indépendante de ce choix. La microhyperbolicité en
(po,0 = 1) est équivalente a I’ellipticité. Le théoréme de Kashiwara-Kawai s’énonce
alors

THEOREME (K.-K). — Soit pg € A, et © une fonction réelle définie au voisinage de pq
dans A, vérifiant ©(p) = 0, dO(po) # 0. Soit p € E(W; EL — E}) microhyperbolique
en (po,vo) avec vy = He(po) = champ hamiltonien (pour Re o) de © en po. Alors si
[ € H (X;E}) vérifie

(4) po & SS,(Op(p) f; E;) et SS,(f;ER)N{O <0} =¢ presde po

onapo & SS,(f:Ep).

(Ce résultat est démontré dans les espaces H, a valeurs scalaires dans [S.1], le cas
Banachique s’obtenant en remplacant les valeurs absolues par les normes).

Nous pouvons a présent entamer la preuve du théoreme 3. La transformation de F.B.L.
(§. IV. (22)) est associée a la transformation canonique complexe (§. IV. (17)) et au poids
¢ s.p.s.h, o = 2 (Rez)% Si pg = (2(,&]) € T*S est le point du cotangent 2 la strate S
prés duquel on travaille, on posera (zo, (o) = (z( — 1&(, —ix( ), on notera a nouveau (par
abus) (2o, (o) = po, et on identifie la fonction © de I’énoncé du théoreme 3 a la fonction
définie sur A, ©(Rez, —Imz), qu’on note a nouveau ©. Nous conservons les notations
du §. IV.2, et Uy désigne un petit voisinage de zo. La fonction v(z,h) € H,(Uy, H}) est
définie par IV. (22) et d’apres la proposition IV.3, le théoréme 3 sera conséquence de

(5) Ap(z’) € C5°, p=1presde ' =0tq. po ¢ SSS,(zpv;Hé’h).

Soit S I’opérateur construit dans la proposition IV.1, bo la forme définie par §. IV. (26)
et Ry = R(0,i(;iz + ()[a,. On a

(6) {R()v@}/)o = _dRO(H@)po # 0; RO(pO) =0.

Rappelons que o’ = {2’ € §; C R?; |2'| < &0} et que Hy, est I'espace Hj(w') muni
d

de la norme |f[2. + 3 |hO., f|2., et H;' est son dual. Dans la suite, £y est supposé
=1

j=
assez petit.
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Lemve VL1. — L'opérateur S, vu comme élément de E(-,Hj, — H,') est
microhyperbolique en (po,vo = He(po)).

Preuve. — Pour (z”,¢") pres de (xp,&)) dans T*S, (y”.n") pres de (66” (zg, &),
593 (zg, (’)’)) = Ho(zy,&)), et s > 0, notons m = (z",£":9y",n") et my = (" + isy”,
& +isn"). Pour f,g € H(),h’ posons (voir §. IV. (26))

(7) asym(fhg) = // {t(f/ - fO Vs,m)AS,m(—g/ — 9o Vs,m) + fOQORs,m}dm/

on fo = f, f = (%811]‘,...,%8“]‘) et vsm = v(z',ms), Asm = A(z',my),
R . = R(z',my). D’apres le lemme de Lax-Milgram, il suffit de vérifier qu’il existe un
voisinage V de mo = (27, &y; Ho(x(,&5)) et so > 0 tel que

(8)  VmeV, Vs€]0,s0), Jc>0 |agml(f. )l >c|lfi Hopll, VS €H),.

On écrit A, ,, = AL, +iA2,,, Al symétriques réelles ; il existe co > 0, ¢; > 0 tels

s,m? s,m

qu’on ait pour tout 50 assez petit

A;,m, > co Id; HAg,m” <as; [[Asmll < a
(9) |Vs,m - vs,m[ <as
|Im R, .| > cos; |Re Ry | < cr(a(z”,€") +eo + s3)

pour tout (m,s) € Vyx]0, so], out Vg est un petit voisinage de mo, et a(z”,£") > 0 tend
vers zéro quand (:L’” &) — (), &) d’apres Ro(xy,&)) = 0. Si on pose g = f dans (7),
onagy=fo g = —f En notant

(10) w= ([ 1nka) = ([ 1 k)

on obtient d’apres (9) et I’inégalité de Cauchy-Schwarz

[Ny

(11)

{IImasm(f, Hl > cosuo - cfsuoul — clsu%

Reasm(f, f) > cous — e suguy — ci(a+ e + 85)ud
d’ou

[T g (f, f)| + M Reaq > cos[ug + Mui] — i supuy (1 4+ M s)(12)

—crs[uf + M(a+ o+ sg)ug) -

En choisissant d’abord M > 1 tel que covV'M >> ¢y +ci, puis o, &g et sq tels que M sy < 3
et c;M(a + ¢ + 83) < o, on obtient d’aprés (12) pour un ¢y > 0

(13) |asm(f, ) 2 cas(ug +ui)

et (8) résulte de ug + ui =~ ||f; Hy 1. &
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LemMME VI.2. — Soient u, po = (z(,&)), ©, vérifiant les hypothéses du théoreme 3. Il
existe eg > 0 tel que pour tout p € ¥y, vérifiant 0 < |z'(p)| < o, (" (p),&"(p)) = (x§, &)
on ait p ¢ SSp(u).

Preuve. — Soit v : 0 € I — ¥, un rayon tel que y(0) = p ; on a ©(y(0)) = 0 et en
notant z(s) = z(y(s)), £’(s) = £"(~(s)), d’apres la proposition III.1

(19) L O((3))ga = [Ro, O}(a" (), €"()) + O(Ia/(5)| + 1R (a(5), 2" (5), €'(5))) .

Si e est assez petit, il existe donc un signe ¢ = 1 et s9 > 0 tels que pour os €]0, s¢],
on ait ©((s)) < 0 donc ~(s) ¢ SSy(u). Or pour |s| petit, on a |2'(s)| > 0, donc ~(s)
appartient a une strate de codimension au plus d — 1. On peut donc appliquer le théoréme
de propagation (proposition VIL1) qui entraine v(0) ¢ SSy(u). &

Preuve du théoréeme 3. — Soit €, assez petit pour avoir les conclusions des lemmes VI.1 et
2,etp € C°(|2'] < 2) tel que 9 = 1 prés de z’ = 0. On peut aussi supposer que p € 3,
O(p) < 0 et max (|2/(p)]; [¢" () — x}]; 1€"(p) — £]) < 4eo entrainent p ¢ SSy(u). En
particulier pour (2,({) € Ay, |(2,{) — (20,¢0)] < €o on a

(15) G(Z’C) <0= (z7 C) ¢ SS¢(¢U;H3,h)'

En effet, fixons un tel (z,(). Pour tout zj, € support(¢) N w’, en utilisant la
proposition IV.5, on obtient qu’il existe des voisinages W de (2, (), Uy de xg, e(xg) > 0
et Yy (z') € Cf° égal a 1 sur Uy, tels que

(16) 1&1:61) € H;p—e(ma)(ngsH&,h)

et on obtient (15) en extrayant un sous-recouvrement fini de support (¢/) Nw’ par des Uz;,
en utilisant une partition de 1’unité.

Dans les formules IV. (23) a (26) qui définissent S, on a posé pour ~f € H},
(] = (fo, 20 f) ; avec [¢] = (0, 28.4), on a donc [¢f] = 9[f] + f[4] donc si

b est une quelconque des formes C—bilinéaires sur C?*! qui définissent S, on a pour
1
g € Hy,

(17) b([wv], [9]) = b([v], [al) +vb([¥], [9]) — gb([o], [¥]).

Comme le support de 7,5 évite ' = 0, I’équation IV. (25), le lemme VI.2, (17) et la
proposition IV.5 entrainent

(18) (20:Go) ¢ S5, (Op(S)[wo]; H;').
Le théoréme 3 est alors conséquence du théoreme de Kashiwara-Kawai, du lemme VI.1,
et de (15) et (18) qui entrainent (2o, (o) & SS,(Yv; H ). o

Nous terminons ce paragraphe par la preuve d’une estimation prés de G qui sera utilisée
dans la preuve du théoréme de propagation. Soit S une strate redressée localement en
z' = 0, K un compact de Gg vérifiant pour un @ > 0

1
(19) K {6 Bo(a",€") = 0 a"| S o, a S '] € ~ ).
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Pour py = (z§,&,) dans K on note

@0 Bloe) = {o € Zumax (I ). "(0) = atl, €0 - €51} < e .

ProposITION VL1. — Il existe g > 0, 8o > O tels que pour tout € €]0,e0] et tout
po = (z5,&5) € K on ait

(21) B(po,e®) N SSy(u) = ¢ = exp s Hr,(po) & SSp(u) Vs, |s| < boe.

Preuve. — L’uniformité de g, §y par rapport a pg € K résultera de la preuve, de sorte
qu'on travaille avec K = {po}. On se restreint également aux valeurs positives de s,
I’autre cas étant analogue. Soit (y,n) un systtme de coordonnées symplectiques sur T*S
prés de po tel que Ry = 1y et po = (y = 0,7 = 0). Pour ¢t > 0, € €]0,e¢], g9 > 0
petit, @ > 0 petit posons

¢
(22) O 4(z",&") = s W+t v = ()

Koo = {pe s K0S et 0.0 <0, m(p) 2 ot (29
y?(p) +n*(p) < @ 64} ~
Les ensembles K, . sont croissants en t. Soit
(24) I= {t >0, K. NSSy(u) = ¢}.

Si a est assez petit, on a K,.2 . C B(po,e?) pour tout € €]0,&¢]. Désignons par M une
constante géométrique telle que pour p € ¥, proche de pg on ait

@) peB( e nlo) Ham) Mmax(lx WL 670) + 7)) ).

Soit alors p € K. avec |z'(p)] = . On a yi(p) € [—ae’ t] et d’apres (25)
p € B(expyi(p)Hr,(po), Mac 2). Si s — 7(s) est un rayon passant par p = (0),
le lemme III.4 entraine

(26) 7(s) € B exp(s +91(0)) Hry (po), (eVMa+ Aols)?)

pour tout s tel que |s| < so. Choisissons alors a, &y, €¢ tels que VMa + Agby < 2,
boeo < 89, acgg < 8. Pour t < boe, on aura y1(p) € [—ae?, §pe], donc |y1(p)| < doe < so
donc y(—y1(p)) € B(po, 5 ) donc y(—y1(p)) ¢ SSp(u). Aussi d’apres (26), pour s entre
0 et —y1(p), on a |R(7(s))| € O((e VMa+ Ao|s|)?), donc (voir la preuve du lemme II1.4)
L 2/(7(5))g.a| < Cte Rz (v(s)) implique |z’(y(s))] > ae? — Co(vV'Ma + Agbo)e - boe

ou Cy ne dépend que de la géométrie, donc quitte a remplacer 6y, €9 par adg, &g,
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0 < @ < 1, on aura |z'(y(s))| > %&® pour tout s entre 0 et —y;(p). Le rayon 7(s)
ne rencontre donc pas la strate S entre 0 et —y;1(p), et le théoréme de propagation en
codimension inférieure (proposition VIIL.1) entraine

(27) pEK,., t<eet|r'(p)|=ac® = p¢ SSy(u).

La proposition étant conséquence de dpe € I, supposons par ’absurde 6pc ¢ I. On a
alors I = [0,t[ avec ag? <t < e car ae? € I, SSy(u) est fermé dans X, et K, . est
compact dans Y. Il suffit donc de vérifier

(28) pE K etOc(p) =0=p¢ SSy(u)

puisque on a d’apres I = [0,¢]

(29) pE K. et O (p) <0=p¢ SSy(u).

Montrons (28). Comme on a t > a&? on peut supposer y;(p) > 0, donc y'2(p) + n*(p) <
e

a’e* ainsi que |2/(p)| < ae? d’apres (27). Comme de plus {Ry, O, ;} = 1, si ¥(s) est un
rayon passant par p = (0), on a d’aprés la proposition III.1

60 (3), 06D,y = 1+ O(IVO(RIF0) + 15 ()D).

Or on a |R|?(p) + |2'(p)| € O(Vae) et [Vb.,| € O(1 + -5) € O(1 + 2). Quitte 2
remplacer a nouveau 0y, g9 par adg, aegg, & < 1 on a donc

1
>
s=0 = 2

(31) (adg)g,d Oc,i(7(s))

et par suite, tout rayon passant par p rentre dans le passé dans ©.; < 0 donc dans Ky .
pour un ¢’ < t puisque |7'(p)| < ae?, yi(p) > 0 et y"%(p) + n*(p) < a&*

Par suite, (28) est conséquence du théoréme de propagation en codimension inférieure si
x'(p) # 0, du théoreme 2 de réflexion transverse si z’(p) = 0, et p € Tg, et du théoreme 3
microhyperbolique si z’(p) = 0 et p € Gg d’apres (29) et {Ry, 0.} # 0. O

VII. Propagation

Ce chapitre est consacré a la preuve du théoréme 4. Soit donc » une solution (§. I. (1))
(formulation locale de I’équation §. I. (1)) ; rappelons que By = {|y”| < € et [t—to| < €0},
M = {|z'| < eo} et Q ﬂ (M’ X Bg) = w’' X By. Soit K un compact de ¥, tel que pour

p € K onait |2'(p)| < 5, |y"(p)] < 5 et |t(p) —to| < Z. Le théoréme 4 est conséquence
de sa version locale, ¢ est a-dire de la

PropositioN VIL1. — Soit py €K NSSy(u), sy,s_ deux réels strictement positifs. 11
existe un rayon vy : [a,b] — K N SSy(u) tel que 0 €]a,b], v(0) = pg et soit b = s (resp.
a = —s_) soit y(b) € 0K (resp. v(a) € OK).
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Preuve. — (On a noté K I'intérieur de K dans ¥, et 0K = K\ K ). Si J est I’application
antipodale J(z,&) = J(x,—£), J laisse stable p~*(0) et pour ¢,q' € p~1(0) vérifiant
(q) = w(q'), on a w(J(q)) = n(J(q")), donc J agit sur ¥, ; si @ est la conjuguée de u,
on a SSy(w) = J(SSy(u)), et si y(s) est un rayon, s — J(y(—s)) est un rayon, de sorte
qu’on peut se restreindre a travailler sur les rayons « : [0,b] — K N SSy(u). Posons

(1) Cpooy = {rayons v : [0,6[— K N 5Sy(w), 2(0) =po, 0<6<s:}.

L’ensemble C,, ,, est muni de la relation de bon ordre évidente : pour v; : [0,6;[—
K N 8Sy(u), 11 < 72 signifie 6, < 82 et yaljo,6, = 1. Supposons Cpy s, # ¢ 3
d’aprés le lemme de Zorn, il existe dans C,, ., (au moins) un €lément maximal
v :[0,6[— K N SSy(u). Dapres le corollaire I11.8, «y se prolonge a [0, 8], et S.S;(u) étant
o

fermé, v(6) € SSy(u). Si v(6) € OK ou § = s, on a gagné. Sinon v(8) €K NSS,(u) et
puisque 7y est maximal C.(s) s, -5 = ¢ (car par définition des rayons, deux rayons 71, 2
définis respectivement sur [ay, as] et [az, ag), vérifiant v1(az) = 72(asz), se recollent en un
rayon v défini sur [aj, as]). La proposition est donc équivalente a vérifier

(2) Vpo €K NSSy(u), CPO,S+ # ¢.

Par induction sur la codimension des strates, on peut supposer py = (zy,&)) € T*S,
S étant la strate de codimension d, S = {z’ = 0}. Si py € Ts (i.e. Ro(zf,&y) < 0) (2)
est conséquence du théoréme 2 de réflexion transverse et du théoréme de propagation en
codimension au plus d — 1 (voir la fin de la preuve du lemme V.4). On peut donc supposer
po € Gs (i.e. Ro(xy, &) = 0). Pour p € K et € €]0,¢¢), o petit, posons

(3) R,.= {rayons v : [0,e] = SSp(u), Y(0) =p, v(s) ¢ Gs pour s € [O,s[}

4) R = {rayons v 1 [0,6] — SSy(u), 6 €l0,¢e], v(0) = p, v(s) ¢ Gs
pour s € [0, 6] et 7(6) € gs[}

Rappelons que pour p € T*S, la « boule » B(p,e) C ¥ est définie en VI. (20). Soit
A une grande constante positive ; pour p € K N SSy(u) soit D.(p) le sous-ensemble
de SSy(u) défini par
(5) Sip€Gs: D.(p) =B(expeHg,(p), Ac®) N SSy(u)

(6) Sip¢Gs: De(p)={v(e),vER,JU
{B(exple — 6) Hr,(+(6)), Ale — 6)°) N 58, (u); 7 € B2, }.

Si A est choisi assez grand, pour p € Gg N SSy(u), D.(p) est non vide d’aprés la
proposition VL1 ; si p € $Sy(u) \ Gs, R = {rayons 7 : [0, 5[— 5S,(u), § €]0,¢], v(0) =
p,Y(s) ¢ Gs Vs} est non vide (car (2) est acquis pour p ¢ Gg), bien ordonné, donc
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possede un élément maximal, ce qui prouve ’R}w U wa # ¢ donc a nouveau d’apres la
proposition VI.1, D.(p) # ¢. On a donc

(7) Vpe KNSSy(u),  D.(p)# ¢.

Les fonctions z = (z’,2"), ", étant m—invariantes, le corollaire IIL.2, et les définitions 5
et 6 entrainent qu’il existe une constante Cy > 0 telle que

(8) Vp € KNSSy(u), o' € D(p) = max{|a:(p) —z(p)], [€"(p) - §"(p')|} < Cye.

Soit pg € GsN K NSSy(u). Pour tout entier N > 1, soit p; v, 0 < 5 < 2V des points
de SSy(u) N K vérifiant
9) pon =po, pi+1n € De(pin), e=e27"
dont I’existence est assurée pour ¢g petit d’apres (7) et (8). Si Iy = {jso 27N o< <
2N} C [0,&0], on définit vy (t) pour t = jeg2™N € Jn par Yn(t) = pjn. En tout point ¢
de J = JlQJjN, la suite yx (t), définie pour N grand, reste dans le compact K NS S,(u) de

¥ ; quitte & extraire une sous-suite, on peut donc supposer yy, (t) — v(t) € K N SSy(u)
pour tout ¢t € J, et on a d’apres (8)

(10) vt e, max{lz(v(®) - 2(x ), € (4(8) = €"(HEDI} < Colt~ 1.

Vérifions que ~ se prolonge en application continue de [0,e9] dans K N SSy(u).
Il suffit de vérifier que si {t.}, {t2} sont deux suites d’éléments de J de limite
to € [0,e0], telles que (tL) — p1, ¥(t2) — p2, on a p; = pp ; d’apres (10), on a
z(p1) = z(p2) = z, £"(;) = §"(p2) 5 si z € S, on adonc p1 = pp ;siz ¢S,
pour tout (j, Ni) tel que €952~ N* soit proche de to, on a z(p;n,) proche de z donc
De(pjn.) = {p';3 rayon g : [0,¢] — SSy(u) t.q. g(0) = pj n,, g(e) = p'} pour & petit ;
si z € S, strate de codimension d’ < d, on peut redresser, pres de z, S’ sous la forme
S" ={x1 = ... = x4 = 0} et les fonctions &4 41,...,& sont T—invariantes pres de z,
donc a nouveau par le corollaire II1.2, on obtient |£;(v(t)) — &;(v(t'))| < Co|t — t'| pour
t,t' € J proches de to, d' +1 < j < d, d’ou p; = ps.

Vérifions que +y est un rayon, ce qui achévera la preuve. Soit ¢y € [0, £o]. Pour v(t9) ¢ Gs,
il existe €1 > 0 tel que si t = 9j27 N+ est proche de to, on a R}, x,.c = ¢ pour tout
e €]0,e1] ; il en résulte pji1 N, = F(€027N), o0 7 € R;J_N 2-Ni - Par recollement
de rayons, il existe donc des rayons 7y, définis sur un Voisfngge fixe I' de tg tels que
Im(Yn, ) C SSp(u) et yn, (t) = An, (t) pour t € I'N Ty, , donc d’apres la proposition I11.6,
v est un rayon pres de ty. Vérifions a présent que

il existe o9 > 0, A’ > 0, tel que pour tout pg € Gs N K, on ait

11
(11) p € B(po,0”) et p' € Dc(p) = p' € B(exp e Hg,(po), (0 + A’¢)?)

pour tout o €]0,0¢], et ¢ €]0,e1], €1 petit. En effet, si p € Gs on a par (5)
p' € B(exp e Hg,(p), Ae?) et, d’apres le lemme 1114, exp € Hg,(p) € B(exp € Hg,(po),
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(0 + Ae)?) 5 si p ¢ Gs on a soit p' = (e), ¥ € R, donc, d’apres le lemme 1114,
o € Blexp e Hr, (p), (0-+ Ag2)?), soit o € Blexp(c—8) Ha,(3(6)), A(=—8)?), 7 € R2,
donc (loc. cit) ¥(8) € B(exp § Hr,(po), (0 + Agb)?), d’ou p’ € B(exp e Hg,(po).(c +
A’e)?) si A’ est assez grand. De (11) on déduit, si y(to) € Gs N K

(12) t,t' € Tn, et n,(t) € B(y(t),0?)
= 1 (t) € B(exp(t' — 1) Ha (1(10)), (o + 4|t~ 1])7).

Passant 2 la limite sur Ny, faisant tendre ¢ vers ¢, puis o vers 0 on en déduit pour ¢’
proche de tg

(13) v(t') € B(exp(t' —to) Hr, (v(to)), A*(t' — t0)?)

donc z/(y(t)), =" (v(t)), &’(v(t)) sont dérivables en o, et on a

#(1(t)) = 0, (& (v(to), €"(+(t0))) ) = Hr, (¥(t0)):

or toute fonction f #—invariante prés de qo = 7 '(y(to)) est de la forme
f=fo(a",€") +a' - fi(a",€") + O(@"*)|car p, d’00 {p, f}(q0) = {Ro, f}(q0), donc
la définition 1.2 ii) est satisfaite en %,. O

VIII. Condition de Neumann

Pour étudier le probleme de Neumann, nous commencons par rappeler la construction
de la solution du probléme mixte

(V)n {(83 ~A)u=0  "dulp, =0"

ule=0 = o, Opult—o0 = u1, (uo,u1) € H'(w) @ L (w).

Notons H = H'(w) ® L*(w), od H'(w) est muni de la norme ||f||%, = [ (||df||* +
[f1?)d,y, et soit A ’opérateur non borné sur H

(D(A) = {(uo,ul) € H, u; € HY(w), Aug € L*(w),
(2) . Yo € H' (w) /—Auovdgy:/

Uo \ _ Ui
() = (&)

Alors A et —A vérifient les hypothéses du théoreme de Hille-Yosida car on a

(du0|dv)dgy}

(3) Yu = (uo,w) € D(A)  |Re(Aulu)n| < ||ull%
(4) YAeR\0 A+ A estbijectif de D(A) sur H.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



488 G. LEBEAU

En effet, (3) résulte de Re(Aulu)y = Re [ u;Tod,y, et 'unique solution u € D(A) de
I’équation (A + A)u = v, ol v = (vg,v1) € H est donnée par u; = vg — Aug, up vérifiant

(5) Vw € HY(w) a(ug, w) = /w [(du()[dw) + A2 uow] dyy = /w hwd,y

avec h = —v; + Avg € L*(w), I'existence et I'unicité de la solution ug € H'(w) de
(5) étant assurée par le lemme de Lax-Milgram puisque a(ug, o) = ||uo||3,.. On a alors
—Aug 4+ A ug = h, donc Aug € L?(w), et pour w € HY, [ —Augw = [(h — A ug)w =
J(dug|dw), donc u € D(A).

Le théoreme de Hille-Yosida fournit alors une unique solution u(¢,y) € C°(R;, H(w))N
CY(R;, L*(w)) au probleme (1)y ; si les données sont telles que (ug,u;) € D(A), on a
de plus u(t,y) € C*(Ry, H'(w)) N C?*(Ry, L*(w)), Au € CO(Ry, L*(w)) et

6 vvee ') [ —Bulta)ow)dy = [ (@dultldo)d

de sorte que sur Ow,eg, réunion des strates de codimension 1 de dw, on a, d,, désignant
la normale extérieure

(7) 8nu|8wreg =0.
Alors pour la solution ainsi construite de (1)y, avec données (ug,u1) € H on a

u € Hige(y(Re X w)
Vf e O (Ry, H (v)) // [(dyuldy ) — Dudyf] dyydt = 0
RJw

car (8)2 est vrai pour (ug,u;) € D(A) d’apres (6), D(A) est dense dans H, et sur tout
intervalle borné I de R, sup {t € I; ||e'*; H — H||} < +o0.

L’objet de ce paragraphe est de vérifier que les théoremes 1 a 4 sont valables pour
les solutions de (8) sous I’hypothése (H.3) du paragraphe 1. On note toujours u le
prolongement de u par zéro hors de Q et

9) SSp(u) = m(SS(u) \ T3) -

(8)

On n’a plus la régularité H' de u, mais u € L{ ., subsiste.

Prés d’un point zp = (mg, ty) € 99, avec 2o € S strate de codimension d > 1, dans un
systeme de coordonnées = = (x’, z"’) centré en zg, fourni par I’hypothese (H.1), qui redresse
Senz' =0,avec "’ = (y',t —to) M = {|2'| < po}, Bo = {|y"| < po. |t — to] < po},
Qo = 2N (M’ x By) = w' x By, nous noterons pour p €]0, po|

(10) HYy(w') = { f(a') € H'(), support(f) C {la'| < p}}.
D’apres (8), on a pour tout p €]0, pol

Vx(z') € C°(la'| < p)  xu € D'(Bo; Hly(w"))

Vf € O (By, HL (")) /Q [(dyuldy f) — Dyudsf] dyydt = 0.

0

Nous allons prouver les théorémes 1 a 4 pour les solutions de (11), sous I’hypothese (H.3).

(11)
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VIIL.1. Régularité elliptique

Comme dans le §. IV.4, nous allons ici travailler dans un cadre un peu plus général.
On note

(12) P(:E,D) = EDiai,j(x)Dj + ED(C[(ZL‘) + Co(l‘) Dj =

S| =

0
Oz 7
un opérateur du second ordre a coefficients analytiques, a valeurs complexes, définis pres de
z =0 dans R", z = (2/,2"), 2’ € R% On suppose le symbole principal de P de la forme

(13) p(@,§) =" (£ —v) A(2)(§ —v) + " A" (2)¢"
(avec v = v(z,£") linéaire en &) avec
(14) de>0 ReA(0)>cld.

On se donne w’ un ouvert borné de R? tel que 0 € @' et w” un voisinage de 0 dans
R™~<. Pour un p > 0 petit, on note w), = ' N {|2'| < p}, et H[;](w’ ) le sous-espace
fermé de H'(w') défini par (10).

DEFINITION VIIL1. — Soit u(x', x'") une distribution sur ' X w". On dira que u est solution
du probléme de Neumann pour P (en x = 0)

(15) Pu=0, 73ulg =0"
si on a (pour un pg > 0)
u, Vou € D'(W"; LA(W'))
(16) / [2(—ai,j)pju1)if + u(D(=ce) Def + cof)] dz =0
w! xXw'
VfelrWw H[lpol(w')).

On notera que la condition (16); dépend du choix de la densité dz, et que changer dx
en p(r)dz revient a multiplier par p(z) les coefficients a; j, co, co de P. Si (g™ (y))
est la métrique cotangente sur T*M, g(y) = (gi;(y)) la métrique sur T M, on a
dyy = +/det(g)dy, donc (11), n’est autre que (16), avec le choix des coefficients co = 0,
ce=0,a;; =+detgg", 1 <i,5<m, aims1 =0,1 <1< m, ami1,me1 = —V/detg.
Si (16)5 est satisfait, on a Pu = 0 dans D’(w’ X w”) et aux points ot Ow’ = {¢p =0} = S

est une hypersurface lisse, avec ), = (loc)w’ N {*y > 0}, D;1,, = =*d;és, les
conditions aux limites déduites de (16), sont

(17) Z dz a; j Dj’LL + (ZCg dz)u|¢=i0 =0.
i’j
Pour x(z") € C§°(w"), égal & 1 prés de =" = 0, on pose a nouveau

1 "2

(18) v(z, 2’ h) = /ef (a2 =5%) x(z")u(z', ") dz" .
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On note encore Hj I'espace H'(w') muni de la norme ||f;HE|*> = [, (If]* +

d
'21 |k, f|?) do’, Hy,, le sous-espace fermé de Hj des fonctions a support dans
j=

{|z'| < p}, et (H [lp]’h)l son dual. (On ne cherche pas ici 2 interpréter le dual (H [1’,]7,1), en
terme de quotient d’espace de distributions sur @', cela étant inutile pour la suite).

On pose ¢(z) = $(Rez)? ; on a
(19) v € H,(Uy, Hy) pour Uy cC C" ¢,

On se donne & € R4\ 0, V; cC V; cC R*~%\ 0 deux voisinages ouverts de ¢f,
ro, 71 deux réels vérifiant 0 < 7 < rg < 1, avec x(z”) = 1 pour |z”| < 27y, on
pose U; = {z € C""% |Rez| < rj,Imz € —iV;} et on note W un petit voisinage de
Uy x {||¢|| < 7ro}. En reprenant la preuve de la proposition IV.1, on obtient la

ProposITION VIIL2. — Soit p €]0, pol. Il existe S € E(W; HY — (HL,,)") de la forme
S=3 (5)"S, avec

n=0

0 (Suo) = [ b C mUNDd feHL g€ iy,
ou les b, satisfont a 1V. (24), tel que

(21) Je >0, Op(S)[v] € Hg:—e(Ul’ (H[lp],h)/)'

Le symbole principal Sy de S, défini par by est donné par

22y PWblsD = (f' = o) A'(=g' = 9o¥) + fogo R
A = A,i¢); v=v(a',iCiz+C); R=t(iz+ ) A"(a',i¢)(iz+C).

En procédant comme dans le §. IV.4, on obtient la

ProposiTION VIIL3. — Soit u solution du probléme de Neumann (16), et & € R*=2\ 0
vérifiant I’hypothése d’ellipticité IV. (72). Il existe € > 0, U voisinage de zy = —i&[ et
(') € C°, = 1 prés de ' = 0 tels que
(23) Yv € H,_.(U,H}),

ainsi que la

ProprosiTioN VIIL4. — On suppose
(24) Jc>0, Rep(0,6) >cl¢]* VEER™.

Il existe ap,a; > 0, tels que pour u solution du probléme de Neumann (16), et
P(a') € C°(|z'] < a1) on ait

(25)  tu est holomorphe en 2 € C"™¢, |2”| < ao, & valeurs dans H'(w').
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Notons encore u € D'(w”, L%(R?)) le prolongement de u par zéro pour =’ ¢ &' et
introduisons 1’hypothese

dp > 0 et ¢()) indépendant de h avec )\lir"l:l c(A) = 0 tel que

(26) )
Vo) € By 1) sl ooy < e llgs Hbyal

Alors en reprenant la preuve de la proposition IV.3 on obtient la

ProrositioN VIILS. — On suppose (26) satisfait. Alors pour u solution du probléme de
Neumann (16), les propriétés suivantes sont équivalentes

(27) Ve eRY, (0,€,65) ¢ SS(w).

(28) {Il existe ¢ > 0, U voisinage de zo = —i&j et Y(z') € C§° égal a 1
prés de x' = 0 tels que v € H,_.(U, Hy).

Le théoréme 1 étant conséquence des propositions VIIL.3 et VIILS5, il nous reste & vérifier
que I’hypothese (26) est satisfaite ; pour cela nous allons utiliser I’hypothese (H.3). 1l suffit
de vérifier la propriété

pour ¢ €]0,1], il existe C(e) > 0, lin(l) C(e) =0, tel que

(29)
Vh €]0,1], Vg € Hp,,, / lg|*dz" < C(e)llg; Hiynll-
dist(z’/,8w’)<eh

En effet, soit ¢(z') = dist(z’,0u’), x(t) € C(] — 1,1[) avec x(t) = 1 pour
lt| < 3, et g € HLj, ;5 posons gi(z') = X(X) g(z') et go = g—g1 ; on a
llg2; Hy wll < e ||g; Hi, 4|l et support(ge) C {¢(z') > § > 0} donc g, € H[w)]
d’ot ”gz(f,)lli’lZ%”L?(g’) < %”g; H[lp],h||~ Si (29) est satisfait, on a aussi |g1||i2 <
C(e)llg;s Hi,y 4ll*. On a donc (26) avec ¢(A) = inf. [v/C(e) + §2] qui vérifie bien

La propriété (29) est clairement conséquence du

LemMmE VIIL6. — Soit w un ouvert relativement compact d’une variété Riemannienne
(M, g), vérifiant les hypothéses (H.1) et (H.3). Il existe une constante C = C(w) telle que

(30)
Vhel0,1], e >0, e H(w) / F2dye < Ce/{|hdf|2 12 dya.
dist(z,0w)<eh w

Preuve. — On procede par récurrence sur la dimension de M. Par partition de 1’unité, on
peut supposer que f est a support prés de o € S, strate de codimension d > 1, redressée
en S = {(z/,z"); 2’ = 0}, et qu’on dispose d’un systeéme de coordonnées quasi-polaires
(voir le §.II. (21))

(31) ' =j(r,0) = r[HO(H) + 72 Hy(r, 0)] i (r,0) €]0,19] x N
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avec dimN =d — 1 < dim M, et pres de zo, w = j(]0,70[XxXp) x {z"} ol Ly est un
ouvert relativement compact de N, qui vérifie les hypothéses du lemme VIIL.6. On a

(32) dz"? = dr* + 2 go(8) + O(rP(dr? + % go))
ol go est la métrique sur N induite par le plongement Hy donc
(33) dist(z, dw) ~ inf[r; r dist(6,950)] < 4(r, )

et 2" jouant un rdle de parametre, (30) sera conséquence de (|df| désigne la forme volume
sur (N, go))

(34) /¢<h|f(r,9)|2rd_1dr|d0|§Cs/[1/1 ] +‘ dgf‘ +|f|2] =1 g df)|

pour f 2 support dans r < ro. Avec $(f) = dist(#,8%,), on a par hypothese de
récurrence pour tout € > 0, h €]0,1]

(35) / 19(6)[21d6] < Ce / {Ihdagl? + 9[?} 18]
Y<eh o

Soit x(t) € C§°(] — 2,2[), x(¢t) = 1 pour [t| < 1. Si on pose f = f; + fa, avec
fi= X({;) f, il suffit de vérifier (34) séparément pour f; et fs.

Pour (r,60) € support(fz), on a & < 1 et ¢ < eh implique () < e poure < 1,
donc d’aprés (35) pour e < 1, en posant b’ = % €]0, 1]

- 2
(36) / ol ri - drdd < / rd—ldr[cs / (2o s,
b<eh 5o LT

d’ot (34) pour fo car (34) est trivial pour € > 1. Comme f;(r,6) est a support dans
r < 2h, en effectuant le changement de variable hr’ = 7, on est ramené a prouver (34)
avec f = f; et h = 1. On a alors

#1127 ]

o oaf 2 of 2 . " o
|f(7',0)|2— | %(U,H)d(f‘ < (/‘5? 1d7’)/r gd-1
donc avec a(r) = i1 f " agal
a 2
/< |f(r,9)|2rd”1dr|d9]§/< [/‘8—f(0,9) ad_lda] o(r) dr|d6|(37)

ri=1 dr|df|

r<r0
ce qui prouve déja (34) dans le cas d = 1 (pas de variable 9). Aussi, d’apres (33) et (37),
il ne reste plus qu’a estimer f¢(9)<£ f(r,0)>ri=1dr|df| avec d > 2. Or en réutilisant
(35) avec h = 1 on obtient o

(38) / |f(r,0)|2ri~tdr|do] < C’s/ (1 |do f|? + l|f|2) =1 dr|df)
P(0)<E " r

et (34) avec h = 1 résulte donc de TO ﬂT—dr < 400 (d > 2), puisqu’on a

/|f|2rd_2dr|d0| g/ —O‘Ef dr/,%’ ri=t dr|de|. o
0

4¢ SERIE — TOME 30 — 1997 — N° 4



PROPAGATION DES ONDES DANS LES VARIETES A COINS 493

VIIL.2. Réflexion

Pour vérifier le théoreme 2 de réflexion pour les solutions du probléme de Neumann
(8), nous reprenons la stratégie et les notations du §. V. Rappelons qu’on travaille prés
d’une strate de codimension > 2.

1. Réduction semi-classique

On remarque que si u vérifie (8) et §(t) € C§°(R), la moyenne v(y) = [ 0(¢)u(t,y)dt
vérifie

(39)  Vf(y) e H'Ww) / (dyoldy f)dyy = / Beult, y) (1) f(y) dyy dt

wXR

donc en appliquant (39) a2 f € Cg°(w) on obtient Av(y) = [6"(t)u(t,y)dt d’on
Av € H'(w), et en réutilisant (39) on obtient

(40) Yf(y) € HY(w) /(dyv|dyf) dgy = / —Avfdgy.
En posant u;(¢,z,h) = [ e~ (t=t)? u(t',y) xo(t')dt’, la formule V. (3) devient donc
(wy € H,o(V, H'(w)), Auy € H,,(V, H' (w))
(07 = A)ug = uy = —/ [23t' (e—ﬁ(t-tl)z)at' Xo
T XO] u(t',y)dt' € Hyy_o(V, H (w))

Vfe H'\w), Vi, / —Auy(t,y) f(y)dgy = / (dyua(t,9)[dy f) dyy.

(41) ﬁ

On élimine alors u, comme dans le §. V.1 en choisissant cette fois r solution de

/ {8sr85f + (dyr|dyf)}dgyds = / uz(2s,y, h) f(s,y)dgyds(42)
Xso Xso

Vf € H{lso}(XSO)

od Hi, 1(Xs,) = {f € H'(Xy41), support(f) C [~7o— s0,~To+so] X w} est muni de

la structure Hilbertienne [, {|8,f|* + |d, fI*} dgyds. On a (82 + A)r = —uy(is, y, h)
50

dans D', et d’apres (41),

— 2-—
”aﬁﬂqlle(XSO) € O(ezlh (|70l e))

donc avec J =] — 19— %, -1+ L[, sup 1107 (s, )|m () € 0(62h(lT°| =¢)), et pour

0 € C(J), f € H(w), [0(s)ds [, Ar (5,9) f(y)dgy = [0(s)ds [ (dyr|dyf)dgy,
d’ou

(43) ('r(s, ), —i%(s, -)) € D(A) Vsel.
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Si 9o

g1
ol s € J est un parametre

(44) 0 [iﬂ -4 B‘j] = [uz(t . ~)] ; B] B [—ir é—() ~>]

d’apres (41), et (43), on a [ZO] € C°(R;, D(A)), et comme dans le §. V.1, si on pose
1

] est la solution fournie par le théoréme de Hille-Yosida du probleme d’évolution,

(45) u(t,y, h) = ui(t,y, h) — g(t,y, h)
on est ramené a étudier @ qui vérifie
@ € Hyy(V,H (w)); (02 —A)a=0

U6 \vfer' (W), vt / At y) £ (y) dgy = / (dy it 9)\dy ) doy.

2. Prolongement holomorphe en variable r

En conservant les notations du §. V.2, on définit & nouveau w et w,, par les formules
V. (11) et (12), et {,) désigne la forme métrique sur T*(]0,79[x N x {y"} x {s}), et
pour p > 0 on note

(47) i = { £(r,8) € H'; support(f) C {r < p}}

1’espace~ H?! étant défini en §. V. (20). Les estimées V. (22) restent valables (avec
L?(y"; H') au lieu de L?(y", H})), ainsi que V. (23) qui devient

(48) VP € CF (s, Bly) [ (dun dPidudsdy” =0

(avec p petit), qui assure Q(wto) = 0 et la condition de Neumann.

En suivant les constructions des déformations £ du §. V, (définis en V. (25), avec L a
support dans [ry, 2], ro petit), V. (38) devient
(49)
w, (8,y",7,0,h) s’étend en fonction C* de (s,y”,r) € D

D= {(s,y",r); Is| + |¥"] < €0, Jp €]0,70], I €[0,1], 7= emL(s”’*y”)p},
a valeurs dans H'(X,), holomorphe en r; avec wgf = Wy, |im(ar), ON @
%(r) [wg o (aL)] € C=(s,y"; H,) pour ¢ € C°(] — 1, p[)

et de plus avec Wy = wf o L, W = Wiy |im(c)

(50) /D (d0f, df)cdv® =0 YfeCR(s,y"; HL,).

En effet, pour obtenir les estimations de prolongement holomorphe (49), (50), il
suffit ici d’utiliser la proposition VIIL.4, sous réserve qu’on ait vérifié la conservation
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de la condition de Neumann (50) le long de la déformation. Or soit J =
{a € [0,1] tels que (50) soit vrai pour 3L, V3 < a} J est de la forme [0,a0] et la
proposition VIIL.4 entraine que w““‘ s’étend holomorphiquement en r au voisinage de
[r1, 2]. Si f est holomorphe en r au voisinage de [ry, 2], [, (dwgf,df) ,dv*t =
flm(a 0 (dwy,,dg)dv (g o L = f) est indépendant de a proche de oy comme intégrale
d’une forme holomorphe en r, et tout f € C(s,y", H [1,,0]) est limite pour la topologie
H' de tels f, d'od ap = 1. Alors la formule V. (40) reste valable pour tout
g € C({Is| + l¥"] < eo}, I?[lro]) donc par les propriétés de support (x.), pour tout
g € Hi (D), o Hi (D) = {9(s,9",7,0) € H'(|s| + |[y'| < e0;0 € o7 <
ro + 1); support (g) C {r < ro}} qui est munit de la norme ( [},(dg,dg)dv) Y2 Drou
a nouveau v

(51) [Ix® wtov H[,.O (D)|| < e ezh (| Imto|+e]

et le lemme V.2 devient le

LemMme VIIL7. — Pour eg, 19, Yo petits, V petit voisinage de —ity, la fonction
w(t,y",z,0,h) est holomorphe en t, z € I, T = {0 < |2| < ro; |Argz| < Y}, L?
en y', a valeurs dans H'(Z,) et si on pose pour |y| < 7o
(52) w(t,y",r,0,h) = w(t,y’,re,0,h)
il existe A, B > 0 tels que pour toutt € V, £ < 1o, 0 < |y| < o et tout h €0, ho| on ait

S [| Im t|+AL~)?

e

&) |

w(t, ), L2(| " < Z2. f (0, 4[x o)

= (hem)?

De plus, si on note (| ) la forme C—bilinéaire associée a la forme quadratique complexe
q" définie en V. (45) on a

/ [(dw”|df)7 — Oyw” Btf] e i(re?, ) \/det g(ren, ) |db|drdtdy” =0

VfeCe(ty"; Hy)

(54)

ou dans (54)1, d est la différentielle en r,0,y".

La preuve du lemme VIIL7 est analogue 2 celle du lemme V.2, (54) étant vrai pour f
a support dans r > r; > 0 d’apres (50), donc pour tout f € C§°(t,y"; H [1TO]), par densité,
puisqu’on travaille prés d’une strate de codimension > 2, en utilisant le

LemMeE VIIL8. — Soit o > 1. Pour tout ¢ €]0,1], il existe une fonction x.(r)
Lipschitzienne, vérifiant 0 < x. < 1, xo(r) = 1 pour r < 1, x.(r) = 0 pour v > [,
avec lin(l) eB. = 0, telle que

E—

(55) lim

e—0

S e (E)[ 17667 dridel = 0

pour tout f tel que [ (|%L | + [fI?)rdrdf < +oc.
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Preuve. — Pour o > 1, il suffit de choisir x. = x indépendant de € (voir la preuve du
lemme V.1). Pour a = 1, on définit x. par

1 si r<1
1 .
(56) Xe = 1"7610g7'a %:log—ﬂe’ si 1<r<pB
0 si r>0,

et il suffit de vérifier, avec 2 f:ﬂ ‘

fI2e|de| = A, lim A. = 0.

En écrivant |f(r,0)[2 < 2|f(ro,0))2 + 2| [ |ZL ?(0,8)0do - log o] ; avec le choix
o = 1, on obtient pour r < 3, [[f(r,0)*|df]| < Cy|logr|, ot C; dépend de f, puis en
choisissant 7y = (. dépendant de &

af 2
IE rdr|df)|

(57) A, 320176110g6[35|+2/

r<e e

car 2 f;ﬂe log (££2) 4= < 1 et on conclut en choisissant 3. = (¢|loge|)~!.

3. Fin de la preuve du théoreme de réflexion

Le lemme VIIL.7 permet d’utiliser la méme stratégie que celle du §. V.3, en remplagant
la dualité¢ (H}, o, Hy ) par la dualité (Hj,(Hjy)'), le lemme de coercivité V.3 (62)
restant valable pour f € H [le] (il est bien sir plus simple ici dans le cas quasi-conique) ; le
lemme V.4 est inchangé (en utilisant, pour sa preuve, la proposition VIIL5 au lieu de la
proposition IV.5), ainsi que le lemme V.5. On conclut alors comme dans la section V.4.

VIIL.3. - Fin du cas Neumann

Pour achever la vérification du cas Neumann, il suffit de reprendre les arguments du
§. VI, en remplagant la dualité (Hg ,, H; ') par la dualité (HL, (H,)'), les lemmes VL1
et VL.2 étant inchangés et de constater que les preuves des propositions VI.1 et VIL.1 ne
font intervenir que des arguments géométriques. &
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