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PROPAGATION DES ONDES DANS LES VARIÉTÉS À COINS

PAR GILLES LEBEAU

ABSTRACT. - We study thé propagation of analytic singularities for a solution of thé wave équation (of finite
energy) in a domain u of a Riemannian analytic manifold M, with Dirichlet or Neumann boundary conditions.
Thé singularities of thé boundary Qu are supposed to be of quasi-conical type and we allow some cuspidal points
in thé Dirichlet case.

Mots clés : Équations d'ondes, Singularités analytiques, Analyse microlocale.
RÉSUMÉ. - On étudie la propagation des singularités analytiques pour les solutions (d'énergie finie) de l'équation

des ondes dans un domaine uj d'une variété Riemannienne analytique M-, avec conditions de Dirichlet ou de
Neumann au bord. Les singularités de la frontière Qu sont supposées de type quasi-conique, avec éventuellement
des singularités de type cusp dans le cas Dirichlet.
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Introduction, notations et résultats

Soit M. une variété analytique réelle, munie d'une métrique riemannienne analytique g
et a; un ouvert connexe relativement compact de M.. D'après le théorème de Hille-Yosida,
le problème d'évolution avec condition de Dirichlet au bord, où A est le Laplacien négatif
sur (M, g)

(1)
( ^ -A) tA=0 , U\Q^ =0

u\t=o = UQ , 9tU\t=Q = U-L (uo, ni) e H^{uj) C L2^)

(*) AMS Subject Classification Index. 35 L 05, 35 S 15.
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430 G. LEBEAU

possède une solution unique u ( t ^ ' ) ç. (7°(Rt,ff^(c^)) n C^R^L2^)). Nous nous
intéressons ici à la microlocalisation et à la propagation des singularités analytiques
pour les solutions de (1). Le théorème de propagation a été prouvé par J. Sjôstrand [S.2]
dans le cas où uj est une variété à bord analytique, et dans [L.2] dans le cas où QUJ
ne présente que des singularités de type dièdre (i.e. intersection de deux hypersurfaces
analytiques transverses). Dans le cas de singularités coniques strictes (i.e. uj c^ R* x N ,
g = dr2 + r2 g\ { N ^ g ' ) variété riemannienne) la propagation des singularités a été étudiée
dans la catégorie C°° par Cheeger-Taylor [C-T] et dans le cas analytique par Rouleux [R]
en utilisant la méthode de séparation des variables.

Notre objectif est d'étendre les résultats précédents à une classe d'ouvert uj assez générale
pour couvrir en particulier les situations de singularités coniques courbes (par exemple
une ogive dans R3), de singularités de type quadrant ((R^)^ x R9), des discontinuités de
courbure (raccord C1 de deux hypersurfaces) ou encore des cas où uj n'est pas d'un seul
côté de sa frontière (par exemple un écran de R3).

L'hypothèse de départ que nous faisons sur la géométrie est que nous supposons donnée
une stratification finie de l'adhérence de uj

(2) uJ=[jSi, 1 fini, O ê J , 5o=^
ici

où les strates Si sont des sous variétés analytiques connexes de codimension û?(%), deux
à deux disjointes, vérifiant

(3) % / j et S~i H Sj / (/) =^ Sj C Si et d(j) > d(i).

Pour m ç. ù7, on note I(m} == { % , m ç Si} et on désigne par i(m) l'unique élément de 1
tel que m G SiÇm)' On a 0 e I{m) pour tout m, et si m € u, I(m) = {0}.

La première hypothèse que nous faisons est de supposer la stratification localement
triviale, c'est-à-dire

(H.l) Pour tout m ç. o7, il existe un système de coordonnées locales x = {x'\x") centré
en m, x ' e R^, d = codim(<?,(^)), x" ç R9, d + q = dïmM, un £Q > 0, et pour tout
i G I(m) des sous-variétés analytiques connexes S[ de M.' = {x' ç. R^, \x'\ < £0} tels
q^ ^(m) = {xl = °} et

(4) Si n {|^| < £Q, \x"\ < eo} = S[ x [\x"\ < £0} Vz e I(m). 0

On suppose ici que £Q est assez petit pour que toute strate Si qui rencontre
{|^'( < £05 l^'l < ^0} vérifie i ç I(m} ; pour % ç I(m) \ i{m) on a d'après (3)
codim(^) < d. Si on pose a;' = SQ on a alors une stratification de l'adhérence a/ de
a/ dans M'

(5) ^- U ̂
îÇJ(m)

L'hypothèse (H.l) est triviale pour m ç. uj. Pour m G cJ\ci;, notons gm, la métrique induite
par g sur la fibre Lm en m du fibre normal à SiÇm) dans M (i.e. la restriction de g
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PROPAGATION DES ONDES DANS LES VARIÉTÉS À COINS 431

à l'orthogonal du tangent à la strate SiÇm)) ', le système de coordonnées précédent nous
permet d'identifier Lm à R^,.

La deuxième hypothèse que nous faisons (explicitée dans le §. II) est

(H.2) le couple (d/ = U S[, gm) est sous-conique .

Nous verrons au §. II que l'hypothèse (H.2) est stable par petite perturbation de la forme
quadratique gm de sorte que si (H.2) est vérifié en un point m e S^m} (H.2) est vérifié en
tout point m' ç. SiÇrn) voisin de m sur la même strate.

Dans toute la suite, on posera

(6) M = M x Rt ; 0 = ̂  x Rt ; S i = S i X R t i e 1

(7) P=^-A.

Pour tout point (m,^o) ^ ^ on notera à nouveau x = {x^x") (par abus) un système
de coordonnées locales centré en (m,to) fourni par l'hypothèse (H.l), x ' = ( rc i , . . . ,Xd),
d = codim 5^), avec cette fois x" = (^d+i , . . . , Xm-, ^m+i =t- to), m = dim.M. Dans
ce système de coordonnées le symbole principal p(x^) de P s'écrit

(8) p{x^ 0 =t^- v} A(x) ̂ / - u) + R(x^ F)

où y = u{x^") est linéaire en ^//, R(x^"} quadratique en ^// et A{x) est une matrice
réelle symétrique d x d. Si S = 5^) est la strate à laquelle appartient (m,to), les fibres
vectoriels sur 5, TsM (fibre normal à S) et T^M (fibre conormal à S) sont en dualité,
et la métrique duale de la métrique induite par g sur TsM = TsM. x Ht ^ (TS)1' x Rf
est la restriction de p à T^M = [ x ' = 0, $" = 0}, dont la matrice dans le système de
coordonnées précédent est A(Q,x") > 0 (car si %* : T*M ̂  TM est l'isomorphisme
définit par la métrique g : (^ u) = (%*($)|^, on a i^T^M) = (T5)j-.) Bien sûr, lorsque
d = 0, (i.e. m ç uj) on a p = R, et A et v n'existent pas.

d
Par un changement de variables de la forme y ' = x ' , y^ = x'^ + ^ ôj^Çx'^x^ (qui

3=1
préserve (H.l) et (H.2)) on peut toujours supposer, ce que nous ferons par la suite

(9) ^r^O^D^O

et on posera

(10) Ao^) = A{x' = 0, x " ) ; W, D = -R(^ = 0; x\ D.

On définit le conormal à fî par

(11) T^=\JT^M.
ici
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432 G. LEBEAU

C'est un fermé de T*M d'après (H.l). On pose

(12) T^=\JrSi\S^b^ — { j ^ ^i \^i

ici

et on note TT la projection canonique surjective

(i3) ^:rM^\T^—^t^.
On appelle espace de phase du problème (1) l'espace 7^*Q munit de la topologie image
par TT et de l'action naturelle de R^ dans les fibres.

Soit Car? = ̂ (O) C T*M la variété caractéristique de P. On définit les régions
elliptiques <?, glancing Q et transverses T de t^Q. par

( p G £ ^=^ Tr"1^) H Car? = (f>
(14) p ç G ̂  ̂ ~\p} H Car?} = 1

p e T -^ p i S u Q

et on pose

(15) Ë6 = Ç U T = 7r(Car P) = Î^O \ <?.

On appelle S^ la variété caractéristique du problème 1.
On notera rc la restriction de TT à Car P. Par construction £ est ouvert, S^ fermé ; on

vérifiera au . III que TT et TT définissent la même topologie sur E^, et que E^ est un espace
métrisable localement compact.

Si S = Si est une des strates de la stratification de ÏÏ, on notera £s = £ H T * S ,
G s = G H r*5, 7s = T H T*5' ; on remarquera que dans le cas S = SQ = ïî, on a
T^o = <^ et ^o = CarP|^.

Pour ZA solution de (1), on note u le prolongement de u par zéro hors de ÏÏ

(16) u(x) =u(x) V ^ e î l ; H( r r ) -0 Vrr ^ ÏÏ.

DÉFINITION 1.1. - Lé? ̂ c^ de u, SSb{u}, est le sous-ensemble de t^ défini par

(17) SSb(u)=7r(SS(u)\T^

où SS(u) C T*M|Q est le spectre analytique de Sato de u. 0
Le premier résultat que nous prouvons dans le §. 4 est le :

THÉORÈME 1 (Régularité elliptique).
Pour u solution de (1), SSb(u) est fermé, homogène, contenu dans E&.
Pour étudier la propagation du spectre de u dans E^, nous utiliserons la construction

suivante des rayons optiques.
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PROPAGATION DES ONDES DANS LES VARIÉTÉS À COINS 433

Pour p ç. Sfc, soit Kp le compact de CarP

(18) Kp = Tr-^p) = 7r~\p) H CarP.

Nous noterons fp l'espace des fonctions analytiques réelles / définies dans un voisinage
U de Kp dans CarP, et TT invariantes (i.e. pour a , a ' ç T*M|o H U, 7r(a) = ^(a') =^
J(cr) = /(a')). Pour / ç Tp, on note /^ la fonction continue définie près de p ç. ^5 qui
rend commutatif le diagramme

T*M|^n[/ —^ R

(19) ^ /^

Sô

DÉFINITION 1.2. - Î7n rayon est une application ̂  de 1 (intervalle de R) dans S^, qui vérifie
(i) 7 ̂  continue (1er6 loi de Descartes).

(ii) Si po = 7(50) ç Ç, /?OMr r<9^ / G ^pQ,la fonction, s i—^ f^(^(s)) est dérivable en
so et avec qo = '7^~ l(po) on a

(20) ^ /. o 7(.o) = {p, /}(ço) - df(qo)(HM).

(iii) 57 /)o = 7(«9o) € T H T*^, ï7 ^^^ £o > 0 ̂  <7^

(21) 5 ê J et 0 < \s-so\ < £o^7(5) ^T*^.

L'étude des rayons sera effectuée au §. III. On vérifiera en particulier que pour tout
SQ € J, il existe deux éléments (uniques) qa et Qg de ^p, po = 7(-5o) tels que pour tout
/ e ^oo, «s i-̂  /7r ° 7 est dérivable à gauche et à droite en SQ et

(22) ( d ) (/.o7)(.o)=W}(^).
\ Û5 / fif,d

En particulier, comme on a toujours t^r ç. Tp^, les fonctions t et T sont bien définies
sur Sfe. On a r / 0 sur S^ d'après (8) (car Iî|r=o ^ 0) ^ sur tout rayon d'après (22),
T = 0 et t = -2r.

On vérifiera également qu'une limite uniforme de rayons est un rayon.
Si S = Si est une des strates et po G 7^, pour a > 0 on note F^ ^ (resp. F^a) les

rayons entrants (resp. sortants) en po

(t^a = {rayons [-a,0[^> Sb lim 7(5) = po}
(23) l s-.o }

r^,a = 1 rayons ]0, a] ̂  S^ lim 7(5) = po ̂
s. s—^0 J

Le théorème de réflexion trans verse s'énonce alors

THÉORÈME 2 (Réflexion). - Soit a = ±1 un signe.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



434 G. LEBEAU

Soit u solution de ( 1 ) , et po ç Ts. On suppose qu'il existe W voisinage de po dans S;, et
OQ > 0 tels que pour tout p ç_W tel qu'il existe 7 ç. P^ ^ (0 < a < ao), avec ^/(cra) = p,
on a p ^ SSb(u). Alors po ^ SSb(u).

Soit à présent S une des strates, po ç. Qs, qo l'unique point de CarP tel que 7r(ço) = Po-
On se place dans le système de coordonnées locales où p est donné par (8) et on se donne
Q(x" ̂ ") une fonction analytique définie près de po dans T*S et vérifiant Q(po) = 0,
{Ro^Q}(po) 7^ 0. Dans ce système de coordonnées, © définit une fonction sur S^ près
de po.

Le théorème microhyperbolique s'énonce alors

THÉORÈME 3 (Microhyperbolicité).5'(9^ u solution de ( 1 ) ; po, Q comme précédemment.
On suppose qu'il existe V voisinage de po dans S& tel que p ç. V et Q(p) < 0 impliquent
p ^ SSb(u). Alors po ^ SSb(u).

A partir des théorèmes 1, 2, 3, on déduit alors en suivant la méthode de MeIrose-Sjôstrand
[M-S] le

THÉORÈME (Propagation). - Pour u solution de (1), le fermé SSh(u) de E& est une union
de rayons maximaux fi.e. de rayons 7 : R —^ S^/

Remarque. - Le lecteur notera que les définitions de r^*f2, SSb(u) dépendent de la
stratification choisie de Î2, mais pas du système de coordonnées locales ( x ' ^ x " ) qui
redresse la stratification près de chaque strate. Bien sûr, un choix stupide de stratification
(par exemple en introduisant des strates fictives) donnera un mauvais résultat dans le
théorème 4. De même, lorsqu'on travaille près d'un point XQ de 0, on aura intérêt à
remplacer, près de XQ, îî par chacune de ses composantes connexes locales. L'auteur ne
sait pas donner une formulation intrinsèque sur fî des résultats précédents. ^

Les théorèmes 1 à 4 sont de nature locale près de chaque point ZQ = (^o^o) de ^ ;
si S est la strate à laquelle appartient ZQ et d = codimS, pour démontrer nos résultats
près de ZQ, nous supposerons que tous ces résultats sont acquis près de tout point z G Si
avec codim5^ < d, i.e. nous procédons par récurrence sur la codimension des strates.
Pour d = 0, S = So = fî on a SSb(u)\^ = SS(u), t^\s, = T*0, 7r|^ = Id et
les théorèmes 1, 4 sont les résultats classiques de régularité elliptique et de propagation
à l'intérieur de Sato (voir [S-K-K]) et le théorème 3 est un cas particulier du théorème
microhyperbolique de Kashiwara-Kawai (voir [K-K]). Nous supposerons donc d > 1,
et nous travaillerons dans le système de coordonnées locales ( x ' ^ x " ) qui redresse la
stratification avec S = {x/ = 0}. On appellera x ' les variables normales et x" les variables
tangentielles. D'après (8) et (10) on a

(24) £s={Ro>0}'^ Gs={Ro=0}'^ Ts={Ro<0}.

Par exemple si codim5' == d = dim.A/f (codimension maximale) on a S = mo x R^,
£g = Qs = ( / ) et Ts = T*5'. Dans les autres cas (1 < d < dira .M), on a S = S x R^
dim5 = dimM - d > 0, et si (a^D = (y^t^^r) € T*5, ( y " , r ] " ) ç T*5, on a
Ro(x" ̂ ") = H^H^// - ï2, où Hy / ' l l ^ / / est la métrique duale de la métrique induite sur
S par g d'après (10).
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PROPAGATION DES ONDES DANS LES VARIÉTÉS À COINS 435

Nous noterons toujours y = ( y ^ y " ) les variables spatiales, xf = y ' , x" = ( y ' ^ t ) ;
d = dy désignera la différentielle extérieure en y de sorte qu'on a \df\2 = p(x'^ dyf^ r = 0),
pour / à valeurs réelles.

Utilisant l'hypothèse (H.l), on posera M' == {\x^\ < eo}, BQ = {|?/'| < CQ et
\t - to\ < 60}, Oo = fî H (A^ x Bo) = uj' x BQ.

Pour B espace de Banach, U ouvert de R^ nous noterons V(U',B} l'espace de
distribution des applications linéaires continues de CQ°{U) dans B. Comme d'habitude
on note H^') l'adhérence de C^{uj') dans H1^), H-1^) ^ V ^ ' ) son dual
caractérisé par

(25) v e H-1^) ̂  3G V^ G C^^)\ 1 ^ < C\\^\\H. .
1 J ^ 1

Pour u(t,y) solution de (1), on a u G C^R^ff^a;)) donc pour tout \[x') e C^{M')

(26) ^e^^oîffo1^))-

[En effet pour ^y"} e ^(Bo), on a J\{y'^{t,y")u(t,y)dt = a(y) e ffo1^)-
||a||^ < Cte(|H|L- + ||V(^||L-), et support(a) C [\y"\ < £o - 6 , y ' e support^)}
pour un 6 > 0, donc b{y') = J ady" e Jï1^'), \\b\\^ < Cte ||^||^i,oc e t o n a & e ffo1^)
car a = lim a^, On G C'o)c(a;) ^ en choisissant O^y"} e ^(l^'l < é-o), ^i = 1 près de
\y"\ <. ^o - 6, et 02(2//) ê ^(l^l < ^o). ^ 2 = 1 près du support de ^, on a avec
< = Oi 02 an, a = l̂ m a^ et a^ e C^^ e a;'; 1^1 < 6o).]

Notre stratégie va consister à microlocaliser la formulation faible locale du problème
(1), à savoir

(r)
( u est une distribution sur Bo x uj' qui vérifie
Vx(^) e cy{M') xu e ̂ (Bo; ffo'^))

v /e Co°W^oV)) / [(^|cy)-9^9t/1d^^=o
jQo L -J

où d^î/ désigne l'élément de volume riemmannien.
En particulier, seule la régularité H1 de u par rapport aux variables normales x '

interviendra dans la suite, et la condition de Dirichlet au bord est intégrée dans la
formulation variationnelle. Les théorèmes 1 à 4 seront prouvés pour les solutions de (1').

Le papier est organisé comme suit.
Dans le §. II, on explicite l'hypothèse (H.2) liée à l'existence d'un système de

coordonnées sous-polaires compatibles à la stratification, et on donne quelques exemples
dans R2 et R3.

Dans le §. III, on étudie les propriétés des rayons. En particulier, on vérifie que (H.2)
implique la trivialité de la dynamique des rayons près de la région transverse T (absence
de rayons captifs à échelle zéro).

Dans le §. IV, on donne la caractérisation de SSh(u) par transformation F.B.I tangentielle,
en terme de régularité analytique tangentielle et on prouve le théorème 1.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



436 G. LEBEAU

Dans le §. V, on prouve le théorème 2 de réflexion par réduction à un problème semi-
classique, en utilisant un argument de déformation complexe en la variable normale (le
« complex scaling", ou « dilatation analytique", de la théorie du Scattering).

Dans le §. VI, on vérifie que le théorème microhyperbolique (à valeurs Banach) de
Kashiwara-Kawai s'applique bien ici et on en déduit en suivant le travail de Sjôstrand
[S. 2] une estimation des singularités microlocales près de G.

La preuve du théorème 4 de propagation dans le §. VII suit la méthode de Meirose-
Sjôstrand [M-S].

Enfin, dans le §. VIII, nous indiquons comment la stratégie précédente s'applique au
problème de Neumann |^L =0. Dans ce cas, nous renforcerons l'hypothèse (H.2) en

(H.3) uû' = U S[ est quasi-conique .

II. Métriques sous-coniques

11.1. Métriques sous-coniques

Dans ce paragraphe, N désigne une variété analytique réelle, E —> N un fibre vectoriel
réel sur N, Ef —> N son fibre dual. On note 0 G N les points de N, e, e' les vecteurs
des fibres Ee, E^ et n = dimEe = dimi^. Pour r > 0, 7 > 0, on note F(r,7) le
secteur complexe

(1) F(r,7) = { z ç C; H <r, \ïmz\ <-yRez}.

On écrira F(r,7) < T ( r ' ̂ f) si on a r < r' et 7 < 7'. Si F est un secteur, Ar désignera
l'espace des fonctions f(z,0) bornées, à valeurs complexes, holomorphes en z G F,
analytiques en 0 ç. N, et on notera A la limite inductive sur r des espaces Ar' Les
inégalités de Cauchy entraînent

(2) f^Ar=>^^ Vr<F ^/MeAr/

ce qui exprime une propriété de conormalité sur z = 0 des éléments de A.

DÉFINITION. - Une métrique tempérée sur E est la donnée d'un secteur F et d'une
fonction q(z^ 0, e) de F x E dans C vérifiant

(i) V(0,e) € E, z i—^ q{z^ 0, e) est holomorphe.
(ii) V^ ç F, (0, e) \—> q(z^O^e) est une forme quadratique complexe en e, dépendant

analytiquement de 9, réelle pour z ç. F H R.
(iii) Pour r ç. F D R, ç(r, •) est définie positive et 3 CQ > 0 tel que pour z G F, r ç F H R,

(<9,e) e E on ait

j < \z\ < 2r => |çM,e)| < Coq^ô^e).

Soit q une métrique tempérée sur E ; quitte à diminuer F, les inégalités de Cauchy
entraînent qu'il existe C tel qu'on ait

(3) r^Q^z^^^^C^^q^e^e)

pour tout (0,e) e E et tout r,z € F vérifiant j < \z\ < 2r.
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PROPAGATION DES ONDES DANS LES VARIÉTÉS À COINS 437

Pour a (E R, H < ao petit, l'identité qÇre^,') = ̂  Ç^r^ - \Y et (3)
impliquent pour 0 < r < ro petit

rl^e-^Q-^^^Ctelal^r,.)

(4) ^ Im^V)-^^.) ^ Cte \a\2 q^.)

[iRe^re^-^I^Cte a]2^.)

où les Cte sont indépendantes de r,a, (0,e). Si q^(z,0,e) vérifie les points (i) et (ii) de
la définition 1, pour /3 > 0, on écrira ci G OÇr^q) si

(5) 3M, V((9,e), V^ \q^(z,0,e)\ < Mr^q(r,Q,e) avec r=|z| .

Si g est tempérée et q\ G OÇr^q), q + ci est tempérée (en diminuant F).
Soit 0 e 7V et B = ( e i , . . . , e^) une base de Ee, B' = (e[ , . . . , e^) la base duale de E'Q

(i.e. e'^ei) = ^). Pour e = ^xjej G £'0, on a

(6) çO^e) = ̂ A^rr

où ^ i-̂  A^ est holomorphe en ^ ç r à valeurs dans ^Mn(C) ; symétrique : t Az == A^, et
pour r G F D R, Ar est réelle définie positive ; quitte à diminuer F, la 3me inégalité de
(4) entraîne Re(A^) > 0 donc detA^ / 0. Pour e' = S^e^ e £'̂  on pose

(7) ^^e^YA;1^

qui ne dépend pas de la base B choisie (si B est une autre base de Ee, P la matrice de
changement de base de B à B, la matrice de changement de base de B' à B' est P1 = tP~l

et la matrice A de q dans la base B est A = tPAP).

DÉFINITION 2. - On appelle q' la métrique duale de q.

LEMME 1. - Soit q une métrique tempérée sur E. Alors sa métrique duale q1 est tempérée.
Si de plus q^ e O^q) alors (q + q^)' - q1 G 0(r/3q'\

Preuve. - On désigne par G des constantes indépendantes de 0 ç 7V, r Ç F H R,
H <: OQ avec F, OQ petits. Pour A matrice symétrique réelle, on note Sp(A) son spectre
et ||A|| = sup{|A|, A e Sp(A)} = mp^xAx', ̂ x] = 1}. Soit ( 9 e 7 V , e t r e r n R ;
choisissons une base B de EQ telle que Ar = Id dans cette base ; soit z = re^ et
Az = A1 + iA2 la matrice de q{z^ 0, •) dans la base B, avec A3 symétriques réelles.

D'après (4) on a ||A1 -Id|| < C\a2 et ||A2|| < C|a|, donc A;1 - Id = B1 +%B 2 ,
I I - E ^ I I ^ G7|o;| ; comme la matrice de q'{r^ 6^ •) dans la base duale ff' est Id, (7) implique

(8) \q\^ô^)\ < (1 + C\a\)q'^6^} pour z = re-.

Soit à présent rf réel, j < r ' < 2r, Ay,/ la matrice de q ( r ^ 0 , ' ) dans la base B
précédente. On a -^rq(r,0,') < q ( r ' , 0 , ' ) < Coç(r,(9,-) donc Sp(A^) C [^^o] donc
Sp(A,-/1) C [^,^] donc

(9) \q\r^0^)\ ̂  C^q'^O^) pour j < r' < 2r.
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D'après (8), (9), q' est tempérée.
Soit à présent ci e O^q), z = re^, D, = D1 + ̂ 2 la matrice de çi(^ 0, •) dans la

base B (où A, = Id). D'après (5), on a [|^|| < Mr^ et A^D, = (Id+B1 + zB2)^,
I I^H < C\a\ < 1 entraîne (A, + D,)-1 = (Id+A^1^)-^;1 = A-1 + 0(^j
c'est-à-dire |(ç + çi)'^ .) - ̂ (^0,.)[ < Cr^r^,.). z <>

Soit q une métrique tempérée, 0 e N, B une base de £0, A^ la matrice de g(>, 0,.)
dans la base B. On définit une fonction sur F x 7V (F petit) en posant

r) /)
(10) z—logdetq=z— logdet A^

(si P est la matrice de passage de B à 0, on a log det A^ == log det A^ + 2 log | det P|).

LEMME 2. - Soit q une métrique tempérée sur E. Alors z -^ log det q appartient à A,
i.e. est borné sur F x N.

Preuve. - Soit r e F H R, z e F, z = r'e^, r' e [j,2r], 0 G 7V et B une base
de Ee telle que A^/ = Id. On a (v^r la preuve du lemme 1) | detA^ - 1| < C\a\ et
Sp(A^) c [^, Co] avec (7, (7o indépendants de r, 0, d'où l'inégalité (indépendante de
la base B choisie)

(11) 3C7i, V ^ T - ^ l ^ l ^ r -^IdetA^ldetA^CildetAJ.
z GI

La formule de Cauchy et (11) impliquent (en diminuant F) \z -^ det A^[ ^ Cte | det A^|,
d'où le lemme 2. 2 A

DÉFINITION 3. - Une métrique tempérée q sur E est sous-conique s si il existe VQ > 0,
c > 0, 6 ç [0,1[ tels que

(i) Pour tout {z, 6) e r x N on a
r\

(12) z—logdetq-î^o ^ 2S mm (l, c}.

(ii) La métrique duale q1 de q vérifie pour tout r e F H R et (0, e') e £"

(13) -S-^e^^'-q'^e^Y-^W)^
or r

On dira que la métrique q est conique si elle est de la forme q{z, 0, e) = z2 qo(0, e) où ço
est une métrique fixe sur E ; une métrique conique est sous-conique (on a UQ = 2dim Ee,
8 = 0 et c = 2 dans (12) et (13)).

Plus généralement, on dira que q est Quasi-conique si elle est de la forme q = z2 qo + ci,
z2qo conique et pour un (3 > 0, ci e 0{r^' z2qo). On a alors d'après le lemme 1 q' =
^ÇO+ÇF q[ e O^^ço) donc^- e (9(^-1^) ̂  | log detç-log det^çol < C\z\^
(C indépendant de z , 0 ) donc q est sous-conique, (q^ désigne la métrique duale de ÇQ sur E ' ) .

Remarque. - Dans la définition 3, l'inégalité (ii) (13) -% > ̂ q' sera essentielle pour
étudier la dynamique des rayons dans la région transverse. Par contre, l'hypothèse (12)
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est purement technique. Elle sera utilisée dans la preuve du théorème de réflexion pour
contrôler la variation de la forme volume par déformation complexe. Une hypothèse plus
forte et plus naturelle serait

(i)' II existe une densité (> 0) dp.(0) sur N telle que pour (r, 0) e (F H R) x N on ait

(12)7 cr^-d^ô) ̂  ^deiq{r,e)\de\ < ̂ d^ô}

qui exprime que la puissance de r dans la forme volume ^/detq\d0\ est indépendante de
6 e N , alors que (12) impose une borne sur la variation maximale de cette puissance.

Exemple. - Soit E = N x R2 le fibre trivial de rang 2 sur N et qb la métrique
indépendante de 0

(14) qb = z^x^^bz^-x^x^-^z^x^ (^1,^2) e R2

6,0,7,^0 constantes réelles avec a + 7 == ^o, os. > 0,7 > 0, et \b\ < 1. On a
ço(r,-)(l - \b\) < Çb(r,.) < ço(^)(l + \b\) et |çb(^.)| < go(|4-)(l + H) donc ^
est tempérée. On a ^ ̂  log det q = VQ et

(15) (1 - &2)^ = z^-^x'Ï - 2bz-^x[x^ + ^-l/0^22

donc ç& est sous conique ssi on a

(16) ^(l-^Vl-^4"——
v ^o^ ^0^ (a+7)2

0

LEMME 3. - Soit ço une métrique sous-conique sur E, q\ une métrique qui vérifie les
points i) et ii) de la définition 1. Il existe alors e > 0 tel que si ci vérifie

(17) V^,e |çiM,e)| < e\qo(z,e,e)\

la métrique q = qo + qi est sous-conique.

Preuve. - Si F = nr'o^ao), les preuves des lemmes 1 et 2 entraînent qu'il existe une
fonction m{e, r-o, û/o), ne dépendant que de go, de limite nulle quand e, ro, ao —> 0 telle que
q1 = q'Q + q^ \q[(z, 0,e)\ < m \qo{z, 0, e)\ et | log det q - log det qo\ < m, et les inégalités
de Cauchy entraînent alors le lemme 3. Q

11.2. Coordonnées sous-polaires

Soient N une variété analytique réelle, dimTV = d — 1 et F = F(r,7) un secteur
complexe ; on pose FR = F H R et on diminuera F un nombre fini de fois par la suite.

Pour x ^ y ç Cd on note (x\y) la forme quadratique complexe

(18) (x\y)=^x,y,
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et on pose

(19) ^=(^), \x\^{x\x).

DÉFINITION 4. - On appelle « système de coordonnées sous-polaire » une application de
F x N dans Cd de la forme

(20) (^ 6) —— z H ( z ^ 0), H(z, 0) == Ho(0) + ̂  H, (^ 0)

avec /? > 0, Ho analytique de N dans ff^, H^ e (Ar)^ vérifiant
(i) (r, (9) ^ rH{r, 0) est à différentielle injective de FR x N dans R<

(ii) Q i-̂  Ho(0)\ est à valeurs dans un compact de 1R*.
(iii) // existe Ci G [0,1[ tel que \/z ç F, V((9, e) ç ÎW on ait

K^oWl^l^ClIffoWlH^CH^^^^Ie].
(7C7

(iv) // existe c^ > 0 ̂ Z que\/{6, e) <E TJV, Vr ç FR, V^ ç F vérifiant1- < \z\ < 2r on ait
2 —

QH QH
-00 M[e] < c 2 ^^^0)[e] ^c, ——(r^)[e]

^ no^m ^M^, p^Mr le moment, nous n'exigeons pas Vinjectivité de (r, 0) i-̂  rH(r, 0)
dans (i).

î/n système de coordonnées sous-polaire {z,ô) i-> z H ( z , 0 ) sera dit « quasi-polaire »
s ' i l vérifie

(21) 0 i—> Ho(0) est à différentielle injective de N dans W1.

Exemples.
a) d = 2, N =] - 2,2[

(^ 0) i—> (rri = z , x^ = z^ 0) est sous-polaire ;

l'image de FR x [-1,1] est (près de 0) le cusp [x^ > 0; \x^\ < x^}.
b) d = 2, N =] - 27r,27r[

( û ^
(z, 0) i—> x^ = z ces 0, a;2 = ^ sin (9 + z^ sin , j est quasi-polaire ;

l'image de FR x [-7r,7r] est (près de 0) le complémentaire du cusp {(0,0)} U [x^ <
OJ^2| < kl|i}.

c) d = 2, N =}- 27r,27r[

(^, 0) i—> ^i = ^ cos 0,x^= z sin (9 + ^2 sin - ) est quasi-polaire ;

l'image de FR x [0,7r] est (près de 0) {x^ > 0,^ > 0} U {x^ <Q,x^>x]}\ (0,0), dont
le bord est formé de deux demi-courbes tangentes à l'origine.
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d) d = 3, 7V = {(^1^2) Ç R^+^j < 2}

(^, 0) i—^ (rri = z^ x^ = ^0i, a:3 = ̂  62) est sous-polaire ;

l'image de FR x {6^ d- 0j < 1} est le cône quasi-homogène {x\ > 0; x-^x^ + ^j < a^}>

LEMME 4. - Soit ( z ^ O ) i—> z H ( z ^ 0 ) un système de coordonnées sous-polaire, Çz^O) €
F x N, F == r(ro,7o)- ^ <?^^ un changement de variable à la source de la forme

(22) ( w , f f ) — — ( ^ , 0 ) ; ^ = w G ( w , 0 ) ; G = G o ( ^ ) + w ^ G i ( w , 0 )

défini sur T ' x N, F' = r(ro,7o)> ^ < r^ 7o < ^o» ûv^c Go analytique de N dans
[a, b] C Rîp GI € ^r'» G fl(p5 ̂ ) € R pour p G FR, tel que si on pose

(23) j {w , 0) = wV{w, 9) ; V(w, 6) = G(w, 0) H(wG(w, 0), 0)

on â^
(i) (w, 0) \—> wV{w, 0) est un système de coordonnées sous-polaire et

(y(w^)|Y(w,0)) = i.
(ii) Si dx2 désigne la métrique euclidienne sur R^, on a

(24) f{dx2) = dp2 + q ( p ^ . ) + 0(/(dp2 + ç(p, •))

où ç(w, 0, e) est la métrique tempérée sur TN définie par

(25) g (w^ ,6 )= ,y^ (n^ |n^ ) , n=^(wG(w^)^)[e]

11̂  désignant le projecteur orthogonal

(26) ^(^^^-^^-(ffoWl^.
|^o(^)|2

fPoMr définir le 0 dans (24), on considère dp2-^-q comme métrique tempérée sur R(BÎW.)

(iii) D'après (i) j induit un isomorphisme ] de T*(FR X 7V) sur (1̂  x A^) x^*Rd.
Alors, si i^k désigne la k^ fonction coordonnée sur la fibre de T* Hd, on a

(27) ^ o ]{p, 0, ̂  e') = ̂ (p, 0) a + 4(p, 0, e')

OM ̂  € ^tr^ ^k est linéaire en e ' , s'étend holomorphiquement en p à w € F' et vérifie, q'
désignant la métrique duale de q sur T*N

3M, V^GT*^ Vw,p, j ^ | w | ^ 2 p
v / ^(^^eQI^M^^^eQ)^.
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Preuve.

1. On commence par déterminer la fonction G = Go + w^Gi comme solution de
l'équation implicite

(29) G(w, 6) = (H(wG(w, 0), 0) \H(wG(w, 0}, 0)) ~ 5 .

Comme on a H(z,0) = HoÇ0) + z^H^z^), on définit Go par

(30) GoW=(^oW|W))~5.

Avec U(z,0) = (H{z,0)\H(z,0))~31, on a alors U(z,0) = G^+z^U^z^), t/i e Ar.
Soit ||t/i||^ = sup{|t/i(^0)|, (z,0) G F x N } etB(0,eo) = {G e C; \G-Go(0)\ ̂  eo}.
Pour w G F = r(r-o,7o), ï-o < ^-o, 7o < 7o, et G 6 B(0,£o), on a wG e F pour
tout 0 ç N si £o,î-o,7o sont petits et \UÇwG,0) - Go{0)\ = \wG\^\Ui(wG, 0)\ ^
Cte ||(7i||oo \w\t3 < ̂  quitte à diminuer 7-0. Donc l'application G ̂  ̂  e{G} = UÇwG, 0)
envoie B(0,eo) dans B(6, a) et ̂ ^,,, = w^{wG,0) vérifie |^<Aw,(»| ^ Cte |w|^ ^
CterQ < 1, donc ^^ a un unique point fixe G(w,0) £ B(0,£o), holomorphe en w,
analytique en 0. Comme Go(0) est bornée, G est borné sur F' x N et vérifie

(31) G(w,0) = U{wG{w,0),0) = Go(0) +w0G{)U^wG,0) = Go(0) + w^G^w^)

avec G'i e Ar et (29) est satisfait. Posons

(32) H(w,0)=H(wG(w,0),0).

On a G = (ffl-ftO-î donc pour e 6 T^TV"

^(w,0)[e]=-G3(Â|^), ^=^(^0)[e]+wH(wG,0)^(w,0)[e]

d'où (I+^^IW^^G^))^^ = -G3^!^^^^^]), donc

QG 9H
(33) -,(^,0)[e] ^ Cte (u,G'(u,,0)^)[e]

90 9(9

car \w^{wG,9)\ e 0(|w|/3).

2. On calcule j*(dx2).
Pour ((?w,6) e T^CT' x N), posons u = ^{wG(w,0),0)[e]. Avec V = G H et

x = j{w,0) = wV{w,0) on obtient

9V
=(v+w9w)6w+w^•

(34)

On a

(35)

^a; 9V

9V_
Qw

\V-GoHo\<Cte\wf; w ^telwl^.
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De plus on a | ̂  [e] - ^j- [e] [ <, Cte H^ul d'après (32) et (33), ainsi que
|^[e] + (^CH'IH)! ^ Cte H^ul. Il en résulte

(36)

(9V 9H ^9G
^-[<']=G^-[e]+^[e]

=Gu-HG3{H\u) (mod.Ctelwl^lnl)
_ffo
?1

=GQ\U--——{HQ\U)\ =GoIleÇu) (mod.CteH^I).
L l^ol -1

Comme on a G^(Jïol-ffo) == 1 et (2:fo(60|IL»(n)) = 0, on déduit de (34), (35), (36)

(37) (6x\Sx) = (6w)2 + w2G^(îl|)(u')\îl<,(u)) ( mod . Cte \w\13 [\6w\2 + |w|2 \u\2}}.

3. On vérifie que {w, 0) i—> wV{w, 0) est sous-polaire.
Les points (i) et (ii) de la définition 4 sont clairement satisfaits. Avec les notations

précédentes, soit v = |^(w,0)[e] ; on a d'après (36) \v - Goîlff(u)\ < Cte H^u] et
(d'après (iii) pour (z,0) i—> z H )

(38) 36 > 0 , V w e r ' , V(6 ' ,e)eTAT \Tle(u)\ > 6\u\

donc quitte à diminuer r'y, on obtient

(39) 3 Ci, (72, Vw,0,e C'i |'u| < |i;| < Cy, \u\

donc

(40) (^oWI^) (GoHo(0)\GoIleÇu) +v- Golle{u))\ ̂  Cte \w\0 \v

d'où le point (iii). Pour a > 0 petit et -^— <^ \w\ ^ (1 + a ) p on a j <: \z\ < 2r avec
z = wG(w,0) et r = pG(p,0), donc d'après (36), (38), (39)

9V 9H 9V
(w,0)[e] = H < Cte H < Cte \——(r,0)[e}\ < Cte —(p,0)[e](41) 90

d'où le point (iv).

90 90

4. La relation (24) résulte de (37) et (38). Posons v^, = ^f('w,^)[e] et u^ =
lj-(wG(w,(?),61)[e]. On a IL^itp) ^ 0 pour e ^ 0 pour /? e Fp d'après (38) et (i),
et pour j ^ |w| < 2,o d'après (36), (39), (41)

(42) in^Uw)! < Cte |G'oII(,(uu,)| < Cte K| < Cte \Vp\ < Cte |IL,(up)|

donc la métrique q définie par (25) est tempérée.

5. On vérifie le point (iii) du lemme 4.
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Soit (e i , . . . ,£d) la base canonique de R**. On a

(43) ^oj(p,0,(T,e')=a6p+e'(e)=^e)a+tk(p,8,e')
avec d(pV(p,6))[6p,e}=£k.

Pour (w, 6») € F x 7V, on pose a(w, 6>) == y(w, (9) + w J^ (w, 6) ; on a a = Go^o module
Cte IWJ^A^, ; on note <pa{t>) la forme linéaire sur C^

(44) ^-^ft(a|a)

Pour ^w e C, e = ei + ie^ e T^TV 0 C, l'équation

(45) ^(^^))[^^]^^

équivaut à

( b - a(pa(b) = /fc = £fc - (^a(^fc)a ç ̂ /
(46) 9y

^W=^(£fc) -^a(&) ; ^=^o.(^^)H.

On pose J == J(w, 6) = % (w, 0) ; alors J est R-linéaire de T^ dans C^ et on écrit
J == Ji + %J2 avec Jfc R-linéaire de T^A^ dans R< Comme (w, (9) ̂  wV est sous-polaire,
d'après le point (iv) de la définition 4, on a, en recopiant la preuve des inégalité 11.1 (4)

(47)
3C, Vper^ V(^e)eT7V, Va, (H petit)
JJO^^e] - J{p^)[e}\ < C\a\\J^O)[e}\.

Il en résulte |J2(e)| ^ Cte |Q:||Ji(e)|, Ji injectif, donc le C-espace

(48) E(w, 0) = {j(w, 0)[ei + ^2]; ei + ^2 e TeN 0 d

est de dimension d - 1. On a aussi |J(ei)| + |J(e2)| ^ Cte |J(ei + ^2)! donc d'après
(40) |(Vo((î)|J(ei + z e 2 ) ) | ^ Cte Iw]^ |J(ei + % e 2 ) | et par suite pour 6 e E{w,0\
ha(6)| < Cte I w l ^ l & l . L'équation 6 - a^a(b) = /^ possède donc une unique solution
h(w,0) ç E(w,0) et on a &fc € -4?/. On a donc

(49) ^(w, 0) = ^(6,) - ̂ (&,) ç A r ' .

D'après (43), (46) on a

(50) 4(w, 0, e1) = e\e^ + ^2) ; wJ(ei + ie^) = 6^ .

Soit g la métrique sur ÎW définie par

(51) q(w,0,e) ̂ w^Je^e).
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D'après (36), (38), (42), on a q - q e OÇp^q), donc q est tempérée et les métriques duales
sur T^N vérifient d'après le lemme 1

(52) q ' - q ' ^O^q'Y

D'après ce qui précède, la restriction de la forme quadratique complexe (•|-) à Ew,e est
non dégénérée. Notons ^ l'isomorphisme de {E^^V sur E^^ défini par (^(o;)^) = x(y)
et J l'isomorphisme de TeN 0 C sur E^^e défini par J. D'après (51) et par définition
de la métrique duale, on a

(53) q\w^^') = -^(^J-^e^J-1^))

et d'après (50)

(54) ^^^eQ^^^J-^e')]^).

Or d'après (47) et quitte à diminuer F', le vecteur de C^ x = ̂ J'^e'), avec e' € T^N
vérifie |Im.r| < 0,l|Rea:| ; en particulier, on a |;r[2 < l,l|(a;[a:)| ; l'inégalité (28) en
résulte, d'après (53), (54), bk € A^ et (52), ce qui achève la vérification du lemme 4. <>

DÉFINITION 5, - Avec les notations du lemme 4, on appelle métrique angulaire
associée au système de coordonnées sous-polaires z H ( z ^ 0) la métrique tempérée sur T N ,
q = ^^(Il0U\Tleu) (voir (25)).

DÉFINITION 6. - Le système de coordonnées sous-polaires (z, 0) ^—> zH{z^ 0) est dit strict
si on a l'identité ( H ( z ^ 0 ) \ H ( z ^ 6 ) ) = 1. Dans ce cas, si q est la métrique tempérée sur TN

QTJT

(55) q(z, 6, e] = z\u\u), u = -^ (z, 6}[e\

et q la métrique angulaire, on a q - q G OÇr^q) d'après la preuve du lemme 4.

11.3. Géométries admissibles
On reprend les notations de l'introduction. Soit m ç. uJ \ uj, Qm la métrique induite par

g sur la fibre Lm en m du fibre normal à la strate <?i(m). ^/ = U ^'i ^a stratification
ieJ(m)

fournie par l'hypothèse (H,l). Quitte à effectuer un changement de variable linéaire en x1',
on peut supposer que gm est la métrique euclidienne standard sur R^, ce que nous ferons.

DÉFINITION 7. - On dit que le couple [^f = (J S[,gm) est sous-conique s ' i l existev zeJ(m) /

une variété analytique N, un compact K de N, un système de coordonnées sous-polaire
( z ^ O ) i—> j(z,0) = z H ( z ^ 0 ) de F x 7V dans C^, un voisinage U de l'origine dans a/ et
un ro > 0 tels que

(i) j induit une bijection de }0,ro[xK sur (a)' n U) \ 0.
(ii) Vî G I(m] \ i(m) 3S, C K vérifiant ]0,ro[xE, = j-1^ H U).

(iii) La métrique angulaire associée à ( z ^ 6 ) ^ z H ( z ^ 0 ) est sous-conique (voir les
définitions 3 et 5).
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L'hypothèse (ii) signifie que les strates <S,' (différentes de la strate S ^ ç . =
^x' = 0}) sont des réunions de courbes 6 = Cte, paramétrées par r. Comme la restriction
de j à FR x N est à différentielle injective, et que j induit une bijection de ]0, ro[xS, sur
S[ H U, les E^ sont des sous-variétés de N de codimension codim(S^) = codim(<?^), Eo
est ouverte, K = So et Î7£^ est une stratification de So-

Remarque 1. - D'après le lemme 4, on peut toujours supposer dans la définition 7 que
(z, 6) ̂  zH{z, 0) est strict, i.e. vérifie {H\H) = 1. Le point (iii) est alors équivalent à (iii)'

orr
(iii)' la métrique q(z,0,e) = z^^u), u = ——{z,0)[e], est sous-polaire

Ou

et on a alors

(56) f{dx2) = dr2 + q + ^(^(dr2 4- ç)).

Remarque 2. - Soit ^ une autre métrique sur Lm' Alors si (o)',^) est sous-
conique, (o/,(^) l'est si ^ est assez voisine de gm' Bn effet, on peut supposer
(^, 0) v-> zH{z^ 0) strict pour gm et appliquer le lemme 4 avec comme produit scalaire sur
Rd (x\y)2 = {Mx\My\ M = Id+o(l), g^ = \Mx\2. On a alors G(w,0) - 1 e o(l),
||Jïo(0)|J-l| €o(l) ,etsionpose(v^r(25))^=^(w,0)[e],^=^(wG(w,0),0)[e],
on a (d'après le point (iv) de la définition 4) [i^ — u\ < o(l)\u\, et |IIj(îZ2) — u\ < o(l)\u\
et on peut alors appliquer le lemme 3.

Remarque 3. - Si dans la définition 7, le système (rc, 0) ̂  zH{z^ 0) est quasi-polaire,
alors (iii) est automatique car la métrique angulaire q = w2 qo + qi est quasi-conique, avec

1 /) T-T(57) ^,e)=^^(n^|n^), ^=-^o[e]; çiecVw2^)

de sorte que dans ce cas, (a;'\gm) est sous-conique pour toute métrique gm-
Dans les exemples suivant, on choisit la stratification évidente.

Exemple 1. - Soit uj' l'ouvert de R3

a/ == {x3 > 0} \ [x^ = 0 et a;2 ^ 0}

représentant un demi-espace privé d'un écran. Cette situation est quasi-conique ; en effet,
il suffit de choisir pour N la sphère S2 et d'utiliser les vraies coordonnées polaires.

Exemple 2. - Soit a/ l'ouvert de R2, représentant un cusp

a/ ={;n >0; 1^1 <x^}

En utilisant le système sous-polaire de l'exemple a), (§. 11.2), on vérifie que (û/,^) est
sous-conique pour tout g.

Exemple 3. - Soit a/ le cône quasi-homogène de R3

a/ = {a;i > 0, x^x\ + x\ < x^} .
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En utilisant le système sous-polaire de l'exemple d) (§. 11.2) et l'exemple du §. 11.1, on
vérifie que {uj^g) est sous-conique si g est proche de la structure euclidienne standard.

Exemple 4. - On choisit N = [0 == ((9i, 0^) e R2; \6\ < j} et on pose, avec a > 2

( y^l+a y.^2+ax

,M)= x , = r ^ ^2=^ ^-logr-)^3

o/={jM); 0<r< | ; M<^ } .

Alors j est un système de coordonnées sous-polaires, et la métrique angulaire associée
q ^ y.2(^+a) |^]2 ^ y.2(^+a) [^p ̂  sous-conique. On a

^detq(r,0)\de\ = r01^02^ d6^

de sorte que (12) est satisfait, mais pas (12)'.

III. Rayons

Rappelons que TT désigne la projection T*M\Q \T^ —> T^îî, TT la restriction de
TT à CarP, et E& = Tr(CarP). Si A est une partie de E&, Tr'^A) est fermé ssi
Tr'^A) = TI-'^A) Fl CarP est fermé, donc TT et TT définissent la même topologie sur
Sfc. Sb est séparé. Près d'un point d'une strate 5, plaçons nous dans le système de
coordonnées fourni par l'hypothèse (H.l) ; alors les coordonnées x et ^" {S = [x' == 0})
sont des fonctions sur T^fî et CarP H {\x\ < a, ^ <, |^"| < b} est compact (voir
§. 1 (8)). Il en résulte que E^ H [\x\ < a, ^ < |ç"| ^ b} est un espace compact métrisable
(Bourbaki, Topologie Générale, §. IX, proposition 17), et par suite S^ est un espace
localement compact métrisable.

Rappelons que les rayons sont définis au §. I, que pour p ç S&, on a Kp == Ti-'^/^nCar P
et Tp désigne l'espace des fonctions définies au voisinage de Kp dans CarP, et TT—
invariantes.

PROPOSITION 1. - Soit 7 : 1 —» Eb un rayon, SQ ç J, po = ^(^o). // ^JCî'51^ d^M^ éléments
uniques qg, q^ de Kp^ tels que pour tout f ç. Tp^, s ^—> /^{s)] est dérivable à gauche
et à droite en SQ et

d) (i)^0^-^^^-
Preuve. - En se plaçant dans un système de coordonnées donné par l'hypothèse (H.l)

qui redresse la stratification, on peut supposer po = {x' = 0, a/' = 0; ^/) avec x(po) ç. S,
strate de codimension d et (0,^) e t*S n T. Le symbole principal p de P est (voir
§. 1 (8), (10)) p = t^ - ̂ A{x)^ - ̂  + P(^n avec v\^^ = 0, P|,/=o = -Ko,
A(a;/=o = Ao. On supposera Ao(0) = Id et on pose

(2) Po(0,Q=-/.2, /.>0
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les éléments qg^ € Kp^ cherchés sont de la forme

(3) q ^ ^ ^ ^ ^ x " ^ ^ ^ ^ } , p(ç,,d)=0.

Comme x1 € Fp^ si (1) est satisfait, on a

(4) (â),,/̂ ^^ = ll̂  = 2AO(0)^ = 2^

donc ç^ sont uniques. D'après l'hypothèse (H.2), il existe un système de coordonnées
sous-polaires strict (^,^) i—^ z H ( z ^ O ) == j ( z ^ 0 ) vérifiant les conditions de la définition 7
du §. II. Si on note q ' ( r ^ 0 ^ e ' ) la métrique duale sous-conique sur T*N de la métrique
q associée à j par la formule (56) du §. II, on a d'après les lemmes 1 et 4 du §. II, en
notant a la variable dualç de r

(s) n^-^w+o^^w))
(6) rfô)-^+^ ^(^)e.4, |^|$Cteh/|^ l^<d.

En écrivant p ^ ^^^(A-ïd)^ - 2^' Az/+^A^+Jîo+Jî-^o, et en notant p= j * ( p )
le symbole de P dans le système de coordonnées { r ^ O ^ x " ) , on obtient

(7) p == a2 + g' + Jîo + h

où le reste h(r,6,xll\(T,ef ̂ ll) est de la forme, avec 0 < (3 < 1

(8) h =r/3(ac^2 4- 6a + c) + ̂ .^(dja2 + bjO- + c^)
3>d

+rE?^+^)+rE^^^
J>rf J'̂ >^

où les coefficients sont des fonctions holomorphes en z € F, analytiques en 0 ç. N , x"
proche de 0 vérifiant les estimations, où les constantes sont indépendantes de z,9,x11 et
e' ç T;N

• a, âj, dj, fj^ fonctions de la forme g o Ç z ^ O ^ x ^ ) ,
• 6, bj, ej, fonctions de la forme g]_{z^0,xfl\e') linéaires en e' et

bi^^^^l^Ctelç'^^e')!^

• c, Cj, fonctions de la forme g ^ ( z ^ 0 ^ x ' ^ e ' ) quadratiques en e/ et

^(^^^^I^Ctel^^e')!.

On réécrit p sous la forme

(9) p ^ -e + {q1 + h) 6 ̂  -(a2 + Jîo)
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d'après (8) on a pour \x\ -h |̂ ' - ̂ 1 P6111»

(10) \h\ ̂  Cte [(r^ + |^|)(a2 + (/) + r(a2 + ç')172 + r] ,

pour { r ^ O ^ x " ^ c r ^ e ' ̂ n) réels et sur la variété caractéristique p =0

(11) l^+ç ' -^ l < | fa |+ |J îo+^ 2 ! .

De (10) et (11) il résulte
(12)

( p = 0 et \x\ + l^' - ̂ o\ petit entraînent (pour (r, 0, ̂ //, a, e', ̂ //) réels)

to^^+ç^Cte; Ifal^Cte^+l^l); |Jîo + ̂ 1 < Cte(|^ + |̂  - ̂ l).

Nous allons vérifier la proposition pour la dérivation à droite, avec SQ = 0, l'autre cas
étant identique. Comme po ç T, on a 0 < r(s) pour 0 < s < CQ, sur le rayon 7(5), par
la définition 2 du §. I, (21) d'un rayon. Or d'après la définition 7 du §. II, { r , 6 , x " ) est
un système de coordonnées locales près de chaque point de 0 tel que 0 < r < ro, et les
variables cotangentes (r,0,a/'\(j^") sont TT—invariantes. Comme nous supposons que la
proposition 1 est démontrée sur les strates de codimension au plus d— 1, on a dans s G]0, eo[
en notant g^(.) = {x(s); ̂ ,(.), ̂ (.)) = (r(.), ̂ ), ̂ ); a(.), <,(.), ̂ (.))

<^) = ̂ 7(^(5)); ^(5) = -^7(^(5))

^,^5) = ̂ ^Â^ = 2A(^))(^,(.) - z.(r.(.),r(^))
(13)

ôhôp
ôï' ÔCT1

r3,d(s) = ^-(?5,<^(s)) = 2CT+ ^-(îg,d(s))

Qp 9q' 9h
àg,d{s) = --^(qgA8}) = -^:(9ff,d(5)) - ̂  (îg.d^)) •

En particulier, a;(s), ^'(s) sont uniformément Lipschitzienne sur ]0, eo]. D'après (8), et (12)
on a |f(^(s))| < Cte(^ + \x"\) et |f(^,d(s))| ^ ^(^ + \x"\) et puisque g' est
sous-conique

Cte
^(s) ^ /.</(^)> ^(s), <d(^)) - ̂ -(^ + 1^1(14)

^ l ( c Q ( s ) - C t e ( r 0 + \ x " \ } .
r [ s )

On a donc le système différentiel pour r == r(.s), a = cr(s), @
Q{x"Çs); <7(s), ^(s)), a;" = x"(s), ^" = ^'(s). dans 0 < s < eo

|î'-g,d -2o-| <, Cte(r•/3+ la;"

0(s)

(15) <7g,d> -(ce^-Cte^+la;"!))

le+^-^i^cted^i+r-^l)
Q > - Cte(r/3 + |a;"|) et \a\ <, Cte
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où la dernière ligne de (15) résulte de q' > 0, a2 + q1 < Cte et sur p = 0, 6 = q' + h ̂  h.
Comme x(s), ^(s) sont uniformément Lipschitz, on a \x{s)\ + \^(s) - <^| < Cte s,
donc aussi r(s) < Cte s.

On désigne par £y, > 0 des constantes petites indépendantes de s > 0 proche de s = 0.
Pour a e]-^+£i,/^-£i[, on a, d'après (15)3,6 > e^ donc par (16)2, àg^ > ̂  > ̂  donc
a croît ; donc si en 5i on a a(5i) < -/^+£i, on a par continuité de a, pour tout 52 e]0,5i],
^2) ^ -^+£i < 0 donc par (15)i r décroît près de s = 0 ce qui contredit lim r(s) = 0.
On a donc a > -^ + ^i pour 5 petit. Soient 0 < s^ < 5i vérifiant a(^) < ^T- ^i ; pour
tout s ç [52,5i], on aura également a(s) < ̂  - e^ d'après ce qui précède, donc àg^ > e4-,
d'où a(5i) - 0(52) >. e-4^(^), d'où p. - ci > £4^(^) - p, + £1, donc 52 ne peut être
trop petit et on peut donc supposer ^ - £1 < a <, Cte pour s petit. Alors (15)i entraîne
que s et r(s) sont des variables équivalentes près de s = 0 et on a liminf^o (T >. p.. Or
d'après (10)4, liminfO ^ 0, et d'après (16)3 lim [6 + a2 - ̂ \ = 0, d'où

(16) lim a = IJL l m i © = 0 .
s—^O s—>0

On a 9^ = -Ro^^-2aàg^ et d'après (13) et (10)2, Ro^d e 0(1), à^ > -ç^ Çr^s)
donc puisque r et s sont des variables équivalentes, Qg^ < Cte r^"1 et lim Q = 0
implique Q <, Cr^ donc par (10)3

(17) a = ^ + 0 ( r p ) = ^ l - ^ 0 ( s ( 3 ) et QeO^).

Reprenons les notations du §. II, en particulier g' qui est définie par §. II (53).
Si b(r,e,e'} est linéaire en e' et vérifie |&| < Cte(ç')1/2, on a b = (e',^), ^ = i(r,0,e}

section de ]0,ro[xrA^, c'est-à-dire avec J = H(r,0) : T^ 0 C ̂  ̂ ^

(18) b^^J-^e^JW) et [J^)!^^.
r

De même, si c{r,6,e') est quadratique en e7, et vérifie |c| < Cte ç', on a
c = {e'.Br^e')} où B = B^e est symétrique de F; 7V dans T^TV. Avec x == ^V'^e'),
on a K^IJ^J^-^)! ^ ^[.rl2 pour tout x e J(T^) donc

(19) ^ = 2B(e'), IJB^)! ^ ^I^J-i^)! = ̂ e [^(, eT/2.

On a pour 5 > 0 petit

(20) é^(s) = ̂  (r(5), 0(5), o;"(5); a(5), e^(5), ̂ (5))

et d'après (7) ^ = J2; + ̂ . En utilisant (8), (18) et (19), on obtient |J(|^)| ^
Cte^-^l + ^g7) et d'après §. II (53) et (17), \J_{^}\ = î^ e 0(r^-1) donc
par (20)

(21) J(è^(s))ç0(r^-1).
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Si v{s) e R^ est le vecteur v(s) = H(r(s), 0(s)), {H = Ho{0) +^^(^0)), (21)
implique Vg,d{s) G 0(^s^~1), donc v{s) converge vers VQ et on a

(22) |î;(5)-^o| < Cte5^.

Comme on a

(23) A^ = r^ [H^ 0) + r9^ (r, 0)] + r ̂  (r, 0) [̂ ,] = 2A(^) [^ - v}

(22) et (23) impliquent que ^(s) converge vers un ^(0) et on a

(24) l^)-^(0)|e0(^)

ce qui définit Çd(0), et on a Qd{s) — Çd(0) € O(^).
Soit maintenant f(x^) G ^po ; comme / est TT— invariante, /o = /la-^o est indépendant

de ^/, donc / est de la forme

(25) / = /O^^") + ̂ 7l(^,0 + O^'^lcarP.

Alors (1) est vrai pour f = fo car on a dans s > 0 d'après (13)

W. W) = (||7 (^(0))- -^7 (^(°))) + O(^) ;

(1) est vrai pour / = x ' fiÇx",^), car comme / est TT— invariante on a /^r ° 7(s) =
^(s)A(^(s),^(s),^(s)) et limA^^^^^s)^^^) = A(0,^(0), ̂ ) et d'après
(23)

^(s) = 2A(a;) [^(s) - v} = -^ (g,(0)) + O(^) ;

enfin (1) est trivial pour / G 0{x12}, ce qui achève la preuve de la proposition. ^>

COROLLAIRE 2. - 57 Jï est un compact de S^,, il existe M tel que pour tout rayon 7 : 1 —^ K,
et toute fonction f ̂ —invariante définie au voisinage de Tr"1^) dans CarP on ait

(26) |/, 07(51) - /, o7(^)| < MH/UCI l^i - 52! V5i,52 e J.

En particulier les fonctions x(^y(s)) et ^'(^{s)} sont lipschitz.iennes sur les rayons.

LEMME 3. - Soit S une strate de îî \ ïî, po G t*S n T, x = {x1 , x " } un système de
coordonnée centré en x(po) qui redresse la stratification, dans lequel po = (O? ^o')- ^ existe
ÔQ G]0, l], £o > O» ^^ que pour tout e G]0, CQ\ et tout rayon 7 : [0, T[—> E^ vérifiant (avec
xÇ^s)) = x{^ ^(7(.)) = ̂ ))

(27) K(0)|<^o, |^(0)|^<?o^ r(0)-^l<^o

on a^

(28) 1^(5)1 > 6os pour tout s ç [0,T[n[£,£o].

Preuve. - On reprend les notations de la preuve de la proposition 1 ; en particulier
si CQ et So sont assez petits, les inégalités (12) et le système différentiel (15) sont
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satisfaits pour s G [0,£o] dès que x ' { s ) ^ 0, et dans ce cas, pour e-y > 0 petit devant
ÂA, a(^) G [-^ + £1, ^ - ̂ i], ^ == (-^(O,^))172, entraîne ©(^) > e^ pourvu qu'on ait
CQ < £1, donc aussi ^(.s) ^ —^ car pour ^ G [0,^o] on a (l^^)] + r^(s)) < Me^
d'après le corollaire 2.

1) Si pour un SQ G [0, j [ on a a(so) > e-y et ^(^o) / 0 alors cela reste
vrai pour s G [so,£o] et on a d'après (15)i r-d(s) ^ 2a(.s) - Cte Me^ > £1 donc
^(5) > £i(s — so) >_ ^j-s pour 5 > £ > 2so d'où (28).

2) Si pour un 5o G [0, j [ on a r(^o) = 0, alors pour a > 0 petit on a r{so + a) > 0
par définition d'un rayon et a(so + a) est proche de ^ > e\ d'après (16), donc on est
ramené au point 1).

3) On peut donc supposer r(s) ^ 0 et a(s) < e-i pour s ç [0, j [. Supposons qu'il
existe ^i e [0, |] tel que ^(^i) > 0 ; d'après (12) et (15)i on a r(^i) - r(0)| < Cte 5i
donc r(^i) < Ctee. Toujours d'après (15)i, ^(^i) > 0 implique cr(s^) > — Cte Me^ >
—IJL + £1 donc aÇs) croît sur [^i, | [ et pour s G [0, |],

(29) a,(.i +.) > . g3 . ^ , £ 3 , ^ f5

r(5i + ̂ ) 7-(5i)+Cte5 e

avec €5 indépendant de £o» ^o ^ 1. ce qui entraîne pour EQ <C 55,

(30) a^i + £) > ^(^i) + Ç > Ç - Cte Me^ > e— (si 5o est petit)
v ô / o o b

et on est ramené au cas 1) avec ci remplacé par ^. On peut donc supposer que r(s)
décroît sur [0, l]. Il existe ^i ç 0, j] tel que or(5i) > —fi + é-i (sinon d'après (15)i, on
a Td < —^ sur [0, j] ; d'où r ( j ^ < r(0) — /^j < 0 si ëo < ^ ce qui est absurde), donc
(r(s) G [—/^+^ i ,É ' i ] pour tout 5 G [j, |], donc 0^(5) >_ —^ > ̂  car r(s) décroît, donc
cr(|) > — ^ + ç i + ^ - >£ i si^o est choisi assez petit, ce qui est impossible. 0

LEMME 4. - Soit S une strate, x = (a/, ̂ //) MU système de coordonnées centré en mo G 5
^M; redresse la stratification près de mo, p = t(ç/ — ^)A(^' — v) + R le symbole de P
dans ces coordonnées, Qs = {RoÇx'^^') = 0}, et K un compact de Qs- II existe 60 > 0,
SQ > 0, Ao > 0 tels que pour tout rayon 7 : 0 G 1 —> E& et tout 6 G [0,^o]» s'il existe
Pô = (̂ Uo') ^ K vérifiant

(31) max (|^(0)|, |^(0) - x^ 1^(0) - ̂ l) < <^2

av^c rc(5) =. x(^(s)), ^'(s) =. ^'(^(s)), alors pour s G I, \s\ < SQ, on a

(32) max (\x\s)\, |̂ (.) - ̂ (.)|, \^(s) - rf\s)\) < (8 + Ao H)2

^c (^(^^//(^) = expsH^x^^

Preuve. - Rappelons (voir [L.2], §. I, lemme 1) que si / est une fonction positive
continue dérivable à droite telle que /(O) < 82 et fd < Cof1^2 + C\s dans s > 0, on a
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f(s) ̂  (6 + Aos)2 dès que 2A^ > CoAo + Ci. Soit F(s) = -R(x(s)^"(s)} ^ 0 ; on a
-Fa = x'^+x'^+é'dj^ et d'après la proposition 1, |̂ | = |||(^)| ^ MiF1/2,

'(9.R OR(^ï)-(|.,-^) ̂ .̂
et d'après (31) -F(O) ^ M\62, où Mi ne dépend que de K, donc pour 5 ^ 0
F(5) < M2(<5+5)2, donc |̂ | ^ M^ë^s), d'où par (31) |rr'(5)| < (S+M^s)2. On a aussi

\x, - y " \ + tô - ̂ '1 < ^5(1^| + F1/2 + Irr" - ̂ l + IF - 7/'|)

d'où
max (1^(5) - ̂ (5)1, |r(^) - rf\s)\) < (6 + A^)2. 0

PROPOSITION 5. - Soit K un compact de E^ 7n : [a, b} —^ K une suite de rayons qui
converge uniformément vers 7. Alors 7 est un rayon.

Preuve. - La convergence uniforme signifie que si A = diag(^ x K\ pour tout
voisinage V de A, il existe N tel que (7n(^), ̂ (s)) ç Y pour tout s et tout n >_ N.
En particulier 7 est continue et on peut utiliser n'importe quelle distance définissant la
topologie pour caractériser la limite uniforme. Si 7(^0) ç G, on applique le lemme 4 aux
7yi avec K == {7(^0)} = {(^o'^o7)}' ̂  entraîne (on normalise à SQ = 0)

1^(7(^)1 <Ao. 2 , |(.r / /(7(^),r(7(^))-exp.ff^(4^Q)| <Ao.2

ce qui prouve le point (ii) de la définition 2 du §. I, les fonctions / TT—invariantes étant
de la forme (25).

Si 7(50) ê T, d'après le lemme 3 on a l^^n^))] ^ 80 \s - SQ\ pour e < \s - SQ\ < £Q
dès que |rr'(7n(5o))| <: SQ£ donc ^'(7(5)) ^ 0 pour 0 < \s - SQ\ < £Q d'où le (iii) de la
définition 2 du §. I. 0

PROPOSITION 6. - Soit K un compact de S&, [a, b] C H et 7i = [rayons 7 : [a, b} —^ K}.
Si "R est non vide, il est compact pour la topologie de la convergence uniforme.

Preuve. - On suppose Ti ^ (f). Vérifions que Ti est équicontinue, i.e. pour tout
voisinage V de A = diag(JC x K), il existe a > 0 tel que \si - s^\ <, a et 7 G 7i
implique (7(51)57(52)) e V. En effet, soit dist une distance définissant la topologie
de E& et supposons par l'absurde Eko > 0, s^s^, 7^ e Ti avec \s^ - s^\ < ^
et dist (7fc (5^), 7^(53)) ^ £o ; ^ étant compact, quitte à extraire on peut supposer
7fc(5^) -^ pj et pi / p2- Or d'après le corollaire 2 on a fn(pi) = Î^Pi} pour tout /
Tr-invariante définie au voisinage de Tr'^AT), donc rr(pi) = x(p^, donc aussi pour tout
/ TT— invariante définie au voisinage de x ( p ] _ ) = x ( p ' z ) donc pi = p ' 2 '' contradiction. La
proposition 6 est donc conséquence du théorème d'Ascoli et de la proposition 5. 0

COROLLAIRE 7. - Soit 7 :]a, 6[—^ 7? ^n rayon. Alors 7 ̂  prolonge à [a, 6].

Preuve. - On peut supposer a < 0 < b. D'après la proposition 6 on peut extraire de la
suite de rayons 7n : [0,6] —^ K, 7n(^) = 7(5 - ^) une sous-suite qui converge vers un
rayon 7 : [0,6] -^ ^, et on a 7|[o,b[ = 7|[o,b[. 0
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IV. Régularité elliptique

IV.l. Rappels de calcul pseudo-différentiel à valeurs dans les Banach

Nous rappelons dans ce paragraphe les éléments de la théorie de Sjôstrand qui nous
seront utiles par la suite (voir [S.l] et [G-L]).

Si E est un espace de Banach, on note \\x',E\\ la norme de x e E. On note C(E,F)
l'espace des opérateurs bornés de E dans F, muni de la norme ||A' E -» F\\ =
sup{||A^F[|; H^ll < 1}.

Pour h e]0,/^o], soit Eh une famille d'espaces de Banach. Pour U ouvert de Ck et
^ G C^^R), on note H^(U,Eh) l'espace de Sjôstrand des fonctions f(z,h) définies
pour z e U, h > 0 petit telles que

(1) f ( ' , h ) est holomorphe en z ç U à valeurs dans £7,

(2) 3A,B, VA |/;^|^d£fsup{[|/(^/^);^||e-^}<A/^-B.
^€£7 (- J

Soient ^, ^ deux familles de Banach. Pour W ouvert de Tl'Ck on note
£(W',E\ -^ E^) l'espace des séries formelles p = ̂  (^"p^^) qui vérifient

n=0

(3) P n ( ' , ' , h ) est holomorphe en {z^)^W à valeurs dans C(E^E^).

(4) 3A^ V(^C)eiy, VA, Vn, \\Pn{z^^El^E<i\\<,ABnnn.

Pour p e £(IV;^ ̂  ̂ ), ç ç ^(W;^ -^ ̂ ) on définit ç»p par

(5) ^-E^)^)- (^)n= ^ 1^0^-
j'+fe+|o'|=n

Les inégalités de Cauchy entraînent q^p e ^(TV';^ -^ ̂ ) si IV' CC W, et le produit
B est associatif. Lorsque E\ = E^ on notera Id l'unité de £(W-,E^ -> E\) définie par
po == Id, pr, = 0, n ^ 1.

Un élément p = ̂  (^n^ e £(W^ E\ -^ E^) est dit elliptique en po = Çz^ Co) e W
s'il existe un voisinage Wo de po et pour A petit, ço(^C^) holomorphe en (^C) e Wo
à valeurs dans C(E^E^), tel que

^) {3A- v^<)- v/l l l9o(^C^)î^-^||<A
^V^, C^ ^ ço o Po = Id^ , po o ço = Id^2 .

Pour IV' CC Wo, il existe alors q G <?(ir; ̂  -. ̂ ) tel que pttç = Id, q^p = Id.
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Pour C Ç C^ on note ||C|| = sup \Q\. Soit U un ouvert borné de C^, ^ G C^L^R),
Co € C^". On pose

(7) A ^ = { ( ^ 2 ^(^));^I7} û=û(Co^i7)=sup||2 ^(^-JL
l \ z ôz / J zçu \\i oz II

Soit W un voisinage de ÏÏ x { | |C - Co|| ^ D} dans T*^ ; W contient Ay,. Pour
/ e H^(U,E\) on pose

^o /^^ ^ .Z^^Q ^a.-^i-^

. î
(8) /^/^(^-Co)"/^^^^)^1^/^)

et pour p € W^ - ̂ )

(9) Op(p)(Co,C'l,C2)(/)(^)- ^ (fa)" ^Pn^Co,/^0^)]
\ î / Oi •< % / a

C-2 /in^l
C i fc | a | ^ l

Avec les notations de (4) on a ||^r^pn(^,Co^); ̂  -^ Eî\\ < AB^^D^r^ pour un
D\ > D et pour (7' CC î7 les inégalités de Cauchy appliquées au poly disque de polyrayon
pj == ajhD^1 avec D\ > D^ > D, la formule de Stirling et

Re [(^(w) - <^) - z(w - ̂ ) Co] = - Im f / (2 |̂  (^ + 0(w - ̂ )) - Co) d0{w - z)}
\JQ \î OZ / /

impliquent |/^°; E^^u' <. Cte D^1 <a)|/; E^u pourvu qu'on ait {/z e [// et ||w-^|| <
(CiJ^)"1} =^ w G ?7 et que a vérifie Ci/ilal < 1, Cte désignant une constante
universelle et (a) = 11(1 + o^)172. Il en résulte

fil existe M, C^o, C^o tels que pour tout C\ > C^o, C^ >_ ^2,0
(10) ^ et tout / e H^ E^) on ait Op(p)(Co, C^ C^{f) G ^(t/'; ̂ ) et

[\Op(p){^C^Wf^E^u' < M\f^E^u (V/i).

Il suffit en effet de choisir C^o > B, C^o > [D^ dist((7', (7e)]-1. Aussi, pour Ci, C[ > C?
et C^C'^ >_ C^, il existe M, e > 0 tel que
(11)

Op^XCo, ̂ i, ̂ )(/) - Op(p)(Co, C^ ̂ )(/); ̂  < Me-^ |/; ̂ |^^ (V/, fa).
^>iU'

De plus, si Co est un autre P01111 de C^, D' = D((,Q,^,U) et si l^ contient également
un voisinage de U x { | |C — Col l < J^'} en notant C[ Q, C^Q des constantes associées à
Co, alors pour tout Cj > C^o, C'y >_ C'^Q, il existe M, e > 0 tels que pour tout /, h on
ait (voir [G-L], lemme 3.2)

(12) Op(j9)(Co^i^2)(/)-Op^)(Co,^,C2)(/);^ ^Me-^|/;^|^.
y^u'
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Enfin, si q ç £(W', E^ -^ E^\ il existe C^o tels que pour Cj > C^o, il existe M, e > 0
tels que pour tout /, h, on ait (voir [G-L], lemme 3.3)

Op(^)(Co, C^ C,)(f) - Op(ç)(Co, C^C,) [Op(p)(Co, C^C,)(f)] ; ̂  (13)
^îî77

<Me-^|/;^|^.

Lorsque aucune confusion n'est à craindre, on notera Op(p) l'un, quelconque, des
opérateurs différentiels en z, Op(p)(Co, C^ 62). On a toujours

(14) Op(Id) = Id .

Pour ro > 0, soit <^(R^ £7,) l'espace des familles f(x, h) de distributions à support dans
le pavé de R171 {\\x\\ = sup \Xj\ < r-o}, à valeurs dans Eh qui vérifient

(15) 3A,B,^ I K A ^ ^ ^ ^ Î ^ I I ^ A A ^ I I ^ I I ^ d H i ^ ) .

Soit T la transformation de F.B.I

(16) (Tf)(z^h)={f(x^^e^xz-^}

associée à la transformation canonique complexe

(17) ( ^O^(^C) , z=x-i^ C--^.

Pour / e ^(R^; E^, U ouvert borné de C\ on a F/ ç ^(17; ̂ ) avec ^ = j (Re^)2

et Ay, = {{z, -i Rez)}.
Si M(z,x,h) ç C{E^E^) est une famille holomorphe en ^ au voisinage de U et ^

au voisinage de {x e C^, ||a;|| ^ ro}, telle que sup |[M;£^ ^ ̂ || < +00, si on pose
z.x.h

p(z,Ç,h) = po(z,Ç,h) = M(z,iÇ,h), on a p e <?(W;.£^ ̂  E^) avec IV voisinage de
U x {||C|| < ro} et pour U CC {\[Rez\\ < r-o}

(18) 3e > 0, V/ e ̂ (^^(M/^^-^)) - Op(p)(r/) e H^(U,El)

ce qui résulte de /i<9^î7 = r(a;j/), où on peut choisir Co = 0 dans la réalisation de Op(p).

IV.2. Microlocalisation de l'équation

Rappelons que dans le §. I, on a posé M' = {\x'\ < eo], BQ = [\y"\ < eo et |* - to\ <
eo}, îîo = ^ n (M' x Bo) = LJ' x {Bo}.

On désigne par u une distribution sur Bo x a/ qui vérifie (§. I (!')), c'est-à-dire, quitte
à diminuer £o

'u, V^uçP'ÇBo,!.2^'))

(19) ^ ̂ •^ e ̂ o00 '̂) ^ € 2?'(A); ̂ o1 '̂))

V/ € CS°(BO, H^')) [ [{du\df} - QtuQtf} dgydt = 0.
J ÇlQ
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On notera /î(a;/\x"} la densité telle que dgydt = i^(x1\x"}dx1dx"\ L2 = ̂ (o/; d x ' ) H^
d

l'espace H1^) muni de la norme hilbertienne |/|i2+^ \h9xjf\^2, H^ l'espace ̂ (ù/)
j=i

muni de la norme de H^ et H^1 le dual de H^ ̂  i.e. l'espace ff'^o/) muni de la norme

(20) \\f^H^\\=sMp!\ f fgdx' , ^eCna/)Jb;J^||^ll.
l * J UJ' )

On notera (, ) la dualité entre H^ et son dual H^1. Pour / ç Jfl(ù;/) on posera

(21) [/]=(/^^J,..^^J)G[L2(a;/)]d+l.

On se donne \{x") e C^{Bo}, égal à 1 pour \x"\ < ^ et on pose, pour z G Uo ouvert
borné de C^, (fc = m + 1 - rf)

(22) z^/i) =T[x^](^^ = (^(^^//),x(^)^/^//)^('//'-^)).

On a î; e H^Uo;H^.
On se donne ^/ G R^ \ 0, Vi CC Vo CC ̂  \ 0 deux voisinages ouverts de ̂  ^o,

ri deux réels vérifiant 0 < ri < £Q < ro < 1, on pose Uj = {z ç. C^; \Rez\ < r^
ïmz e -^Vy} et on note W cT'SCk un petit voisinage de Uo x { | |C| | < ro}.

00

PROPOSITION IV.l. - // existe S G £(W; H^ -^ H^1) de la forme S = ^ (^F^n ûv^c
n=0

(23) <^(/),ff) = / ^«(^C,^^)^/],^])^ / e H^ g e ̂
t/Cl^/

OM ^(^^Cî^ ' î ^)('? •) ^r une forme C—bilinéaire sur C^1, holomorphe en {z^^x') au
voisinage de W x {x' ç. Cd^ \\x'\\ < ro}, avec

(24) 3A,B, ^z.^x'^n \\b^z ̂  ̂ x^ h)\\ < A B" ̂

tel qu'on ait

(25) 3 ^ > 0 Op(5)h]e^-,([/i,^-1).

£^ posant [f] = (fo, f'}, f = ( / i , . . . , fd\ [g\ = (go, g ' ) , g ' = (g i , . . . ,^), le symbole
principal SQ de S, défini par bo est donné par

(26)
^o([/], [g]) = '(/' - /oz>)A(-^ - g,i>) + f,g,R

A=A(rr ' ,%C); ^ = v(x',i^iz + C); ^ = R(x\i^iz + C).

Pr^v^. - On note ^(z.x"} = x" z - ̂  et on pose R(x,^) ^ ^ Rj^(x)^^. On
j,£>d

applique (19) aux fonctions / de la forme

(27) f(x^x/f)=g(xf)x(xff)e^ g ç H^).
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On obtient pour tout g e H^uj'}, f étant définie par (27)

(28) o = [ d x ' f ^^a^u^yÇx^a^uY-A^^a^f-i.Ç^
J UJ1 J BQ j \ / \ /

- Y. R^f^Q^uV^a^Kdx".
j,e>d ' î / v î -1

On a
(29)

/ (-^)(î^") fîcV)«Ac = / g{x')dx'(u, ̂ ôj^,^^[xe^]/t1\.
J^'xBo v î / v î ./^/ \ î L % J /

II existe e > 0 tel que sup {(^(^ / /, 2;); ^'/ € support (V^)} < y?(^) — e pour tout z ç.V\
car ri <€ eo. Les termes qui dérivent x ^ ' " ) ^ans (28) et (29) vont donc contribuer à un
reste H^(U^H^) dans (25) d'après (19)i ; on a

(30) (xu^ ^a^R^Q^)^} = /MO^), e^)
\ %/î L î J y \ /

avec M^z^x'^h) •==- ^ (^)nMyl(^,rc / /), où les opérateurs Mn sont de la forme
finie

Mn(z^x")[a{x')\ = Mn{z,x'\:r")a(a;/), les fonctions M^ étant holomorphes en z, x,
le terme principal Mo étant

(31) Mo(^ ̂ [a^)] = ̂ (^) (^ 9^) (^ 9^) a(.r')

d'où le terme R de la formule (26) en utilisant (18) avec E\ = £'j = L2, car
\Q^i(f) = —(iz — ix"). On a aussi

(32) ^cW - ̂ (^ ̂ ^/)/ = X^')^^^ - ̂ (^ ̂ ^^J
% \ % / L ^ - î / i

-e^^.^(.r,^,^).

Dans (32), le deuxième terme du membre de droite contribue à un reste négligeable dans
(25) et il reste à étudier dans (28) le terme

(33) / t(h9^u-v(x,h9^)u\A(x)( - ^Q^g + vfx^Q^^g^e^^iîdx
J ^ ' x B o V v ^ ) ) \ l \ 1 ) )

-=1-11.

{ J= f^Q^uAGe^^xKdx; G^-^Q^g+vix^Q^^g
(34) J l ^ v l '

11= f u^fx, î<9^) [AG'e^A^/î1 dx.
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Négligeant à nouveau les dérivées de ^(rr"), et en notant

h mti/1'
V = v[x, -Qx"} = {Vl,...,Vd),tî> = : ,

.̂ .
on peut remplacer II par

(35) I I ' = 1 dx'/xuK, l- t^>• [AGe^/î1\ = V 11'^
J^' \ K L J / j,i^d

(36) 11'^ =- 1 (^Qig} dx'/xuK, lt^ [A^e^/îl \
J^f \ î / \ K L -I/

+ I ^d^/x^^^^jA^e^^L^^^lJ^
J^' \ K L L % - ' J /

avec A(x) = (Aj^(x))j^. En utilisant à nouveau (18) et ç~^lhtv^lh} = Vj{x,iz -
ix") + 0{H), on obtient que - I I ' contribue au terme fQ^ÀÇg' + goî>) dans (26). Enfin,
on a J = ^ J^

(37) 4,=- / (^Q^dx'ix^Q^A^e^}
Ju;' ^ ^

+ t gdx'lx^QjU.A^Viix^Q^Ae^^.
Juj' \ î \ l / 1

Comme pour 1 <_ j <, d, B = B ( x ' , x " ) on a

(38) (x^Q.u, Be^} = ̂ ,<x^, Be^} - (x^, h(9,B+ ̂ B^e^}
\ l 1 î \ l \ H / /

on obtient que 1 contribue au terme tffÀ(—gf — g^V) dans (26), et à des termes d'ordre
inférieur Sn, n > 1 de S. ^

Nota. - Si on pose g = f (fonction conjuguée), on a - g ' - go v = ] ' - fo v, ce qui
explique le signe dans l'expression (26).

IV.3. Régularité elliptique

Soit S une strate de îî \ îî, de codimension d, redressée par (H.l) en
S = [x' == 0}. On note (O,^) un élément de T"S\xo=o et on conserve les notations
du §. IV.2.

PROPOSITION IV.2. - On suppose (0,^) ^ £ (Le- ^(O,^) > °)' II existe e > °- u
voisinage de ZQ = —i^o et ^[x'} ç. C'^(\x'\ < 6-0), ^ = 1 près de x ' = 0 tels que

(39) ^yçH^(U^H^).
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Preuve. - On pose v = e-^v e Hy(Uo,H^) avec a > 0 et on note S l'opérateur
conjugué de S défini par

(40) <^(/),ff)=<^(/e^),5e-^) / e < <?e^.

Comme on a [/e^] = ea^i(/o,// T 2iaxjfo) on a S ç £(W;H^ -^ H^} et en
notant &o la forme C-bilinéaire définissant Sy par (23)

(41) bo=bo+0(a).

Comme g ^ ge~~~ est borné sur H^, on a d'après (25)

(^ 3 £ > o Op(5)[zi]e^_,(t/i,^-1).

Soit ^{x') e C'o'°(M < ^i). 0 < ei < eo, V = 1 près de a;' = 0. Posons w = ̂ v,
et notons E^ = H^{w' n {la- ' l < £1}), et E'^ = H^(uj' n {|.r'| < si}) le dual de E^.
Comme le support de ^7^ip(x') ne contient pas x ' = 0, et a > 0, on a d'après (19)2

(43) wç.Hy(Uo,Eh), Op(S)[w]çH^(Ui,E^.

Comme (39) est conséquence de w e Hy_e(U; Eh) (le poids ccx'2 est nul en x ' = 0) pour
vérifier la proposition IV.2, il suffit donc de vérifier que S, considéré comme élément de
£(W;Eh -^ E'^) est elliptique en (2:0, Co = ̂  (zo)), i.e. que la forme C-bilinéaire
sur Eh

(44) an(f,g)= f 60(^0, Co,^ )([/], [g})dx'
J ( j j '

définit un isomorphisme (uniforme en h) de E^ sur E^. Or on a %Co = 0, izo + Co = ̂
A(^,0) > 0, z^(^,0;^) G R, ^^O,^) > 0 pour 1^1 < e^ petit et avec g = J,5

-9' -go^(x\ 0; ̂ /) = // - fo^, 0, ̂ ). Pour a et e^ petits, on a donc d'après (26), (41)

(45) 3 c > 0 , V /ç^ , V/, Rea,(/J~)> c||/||^

et la proposition résulte du lemme de Lax-Milgram.
La proposition suivante permet de caractériser SSb(u) à partir de la transformation de

F.B.I tangentielle T.

PROPOSITION IV. 3. - Les propriétés suivantes sont équivalentes

(46) (o,Q iss,(uY

(47) II existe e > 0, U voisinage de ZQ = -i^ et ^ { x ' ) ç Co°°(M < ^o)
^ = 1 près de ^ = 0 tels que ^v G Hy-e(U', H^^).
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Preuve. - On a ^ / 0 et par définition du spectre (voir §. 1 (17))

(0, ̂ ) 1 SS,{u) ^=> V^ ; (x = 0, x" = 0; ̂  ̂ /) i SS(u).

Comme on a v(z, < /^) = J^^ ̂ (Y'M^ ̂ / /)^ (a^-^) /^ x " ) d x " on a, en notant
v_(z^x1\ h) le prolongement de v par zéro pour x ' ^ a;7, et avec w G C^

(48) [ ^(x^vÇz.x^^e^^^-^dx^ = ^X^ i^dx = J

avec e=^w+^^-^. Si (47) est satisfait on a |J| G 0(exp ̂  [(Rew)2+(Re^)2-£])
pour (^w) près de (^i,wi), ^i e 1̂ , wi e C^, car ^v e H^^U,L2) donc
(O;^,^7) ^ 5'5'(^) P0111' tout ^ d'après la caractérisation de SS(u) par transformation
FBI (voir [S.l]) d'où (O,^') t SS^(u}.

Vérifions à présent l'implication (46) => (47). Comme dans la preuve de la
proposition IV.2 on pose v •= e'^v e Hy(Uo,H^), w = ^{x')v G Hy(Uo,Eh)
avec ^{x1} e C^^x^ < £1) égal à 1 près de x ' = 0. Si S est l'opérateur conjugué de
S défini par (40), on a toujours

(49) Op(S)[w]çH^(U^E^.

Soit wÇz.x^h) l'extension de w par zéro pour x ' ^ u/ ; on a

(50) w G H^U^L2^^ < 1)), supporta (w) C {\x'\ < £1}

et

(51) ( w^.x'.h^e^^'-^dx' = [ ^(x^u^e^ x^dx d£f FÇz^z.h)

avec cette fois (^ = ̂ /+^//^- (l+2a) ̂  - ̂ , phase de FBI associée à la transformation
canonique complexe
(52)
(^0^(^;C',C), ^=^(l+2a)-z^ z=xff-i^\ ^=-ix^ ^ ^ - i x " .

Soit R une grande constante positive, Kp le compact de C^

(53) K R = ^ z f ç C d ^ \Rezf\^2, \ïmzf\<2R^.

II existe alors e > 0, B > 0 et Y voisinage de Kp x [ZQ = -i^o} dans C771-^ tels que

(54) Vfa, V(^^)ey IF^^^^I^Be^^-^2^116^2-'].

En effet, près de Rez' = 0, cela résulte de (51) et de l'hypothèse V^', (x = 0, ̂ o7) ^
SS(u) d'après la caractérisation par transformation FBI du spectre, et pour Re^' / 0 du
fait que w e Hy-ar^Uo.L2^ < \x'\ < £1)). Posons

(55) w^(^ x', h) = e-^ ̂ -^ w(z, x', h) a e ̂ .
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Alors la formule (51) s'écrit

(56) F(a+ib,z,h)=e^w^(z,-bh}

où " désigne la transformée de Fourier partielle en x ' , d'où par inversion de Fourier

(57) y^^)^(2^-d f g,^-^^/ ^
JR*

On pose alors

,^ ((îtRw){z,x',h)={27^h)-d f e1^-^ F(x'- ib,z,h)db
(us) ^ J\h\<R

[ n ^ w = w - n f w .
Si U est un petit voisinage de ZQ, on a d'après (50), (54), (58)

(59) nf^,^ e H^[U^H^\x'\ < 1)); 11̂ ,̂  e ̂ (^(^l < 1))

où le e > 0 de (59) dépend de R. Soit f3 > 0 une grande constante et posons S / ) = S+/3 ïd
c'est-à-dire, avec ̂  = w' n [\x'\ < ei} et ^,o = 1 si n = 0, S^o = 0 si n > 0

(60) {S^(f),g} = (S^f),g}+f36n,o f fgdx'; \/f,g £ E, = H^^[).
J UJ'^ '

D'après (26) et (41) si a et £1 sont fixés assez petits, on peut choisir /? tel que Sg
vu comme élément de £(W;Eh -^ E^) soit elliptique en (zo,Co = ^(zo)} Or on
a d'après (49), (59) z 9z^^-

(61) 3e=e(R) Op(^)H - /3(n^w)|^ € H^{U,E'^).

Si pour 5 e H1^) on pose Ç^^) = (îl^g)\^, où n^ est définit par les formules (58)
(où z est un paramètre) alors Q^ envoie H1^',) dans L2^) c H-1^), et on est ramené
à vérifier l'ellipticité de S^ - /^ en (20, Co) pour R grand dans <f(W^ -. E.), ce
qui va résulter de

(62) ^ ;̂o] IIQa; Jîol/l("0 -' ̂ -1(^)11 = 0-

Vérifions donc (62). Comme

le^^'-^^dx1 = (27r/i)-^ L*^^)2^^)^,

(58) entraîne

^ f^^)= ̂ -'/^'^^Qe^O^I,^
) e^(0 = (2^)-^ / e-A^'-")2^.
^ J\b\^R
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Si on note Q^{g) = W^ f e^^ ̂ l^^Q^d^,^ on a pour tout À > 0

lim sup sup 1^\<> ©^/) = 0R^ hç]OM] ^{ h

donc
lim sup ||Q^-Qf;LVi)^LVi)||=0.

R-^00 he]QM]

Comme on a Q^(^') < 1, il suffit à présent de vérifier

(64) l iKOll^l^I lL.^^^II^II^K)

avec c(\) indépendant de h et lim c(A) == 0, ce qui est évident ici avec la condition de
X—^oo

Dirichlet, car pour g G H^W, g € H1^) et ||ff|||p ^ J(l + h2^2)^'^^', ce
5 0, h

qui fournit c(À) c^ ? 0

Preuve du Théorème 1. - Comme «S^^) est homogène, SSb(u) l'est par cons-
truction. On a SSb {u) contenu dans E^ = T^fî \ £ d'après les propositions IV.2 et
IV.3. Le fait que SSb(u) est fermé résulte de la proposition IV.3 ; en effet, par définition,
il s'agit de vérifier que Tr-^SSbÇu)) est fermé dans T*M|^ \ T^ = Z. Soit donc
pn € Z H TT^ÇSSbÇu)) convergeant vers po C Z ; on peut supposer pn = Çxn^n),
Xn ^ XQ ç S, S strate de H \ Î2 redressée en x ' = 0 et ^ -> ($^,^), ̂  / °-
Si po i ^{SSbÇu)) on a 7r(po) = (^o,^) ^ SSbÇu) donc avec les notations de la
proposition IV.3 ^v G H^s(U',H^^) et en utilisant (48) ceci implique pour n grand
(^n^^O ^ 'S'5^) P0111"tout ^ donc a fortiori 7r(pn) ^ SSb{u) : contradiction.

IV.4. Application aux équations du second ordre
Dans ce paragraphe, nous donnons une application des constructions précé-

dentes à la régularité analytique tangentielle des solutions d'équations du second ordre
avec condition de Dirichlet.

Soit
1 î

(65) P(x,D) = Î.Diaij(x)Dj +SjD^(a;) +co(rr), Dj = - ——
î c/x i

un opérateur du second ordre à coefficients analytiques à valeurs complexes près de x == 0
dans R71. On écrit x = Çx'\x"}, x ' ç. R^ et on se donne a/ un ouvert borné de R^ tel que
0 ç a/ et uj" un voisinage de 0 dans R71"'^. Soit u{x' , x " ) une distribution sur ce/ x u"
qui vérifie, pour un a > 0,

r^V^ePV';£V))
(66) ^ V^') e C7o°°(|̂ | < a) ^u e P'̂ , ̂ o1^))

[P(^Û)H=0.

En particulier, on a

(67) / \^(-aij)DjuDif + ̂ (s(-Q)PJ + co/)1 dx = 0
J^'x^' L v / J

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



^ G. LEBEAU

pour tout f e C^(^",H^^' n { j ^ j < j}).
On pose, avec \ ç Cg°(u}"), ^ == 1 près de x" = 0, z e C"-^

(68) v(z,x',h)= fu(x',x")x(.x")e^x"^-^dx"

de sorte que v € Hy(U, H^(u)')) pour t7 ce C"-<
On suppose que le symbole principal p(x, ç) de P s'écrit sous la forme

(69) P(^) = ̂  - ̂ A'(x)^' - ̂  + ̂ "A^r

où ^(a;,^") est linéaire en ç" et où la matrice symétrique complexe A'(x) vérifie

(70) 3 c > 0 ReA' (0 )^c Id .

On peut appliquer la procédure de microlocalisation de la proposition IV. 1 à l'équation (67)
les termes d'ordre inférieur de P rentrant dans les termes d'ordre inférieur de l'opérateur
S construit dans la proposition IV. 1. Notons Bp la forme bilinéaire associée à p

(71) Bp(x^,rj) = t^ ' - v(x,Ç"))A'(x)(r,' - v(x,rj")) + ̂ "A"{x)r,"

et pour ̂  e R"-^ \ 0, introduisons l'hypothèse d'ellipticité forte en (0, ̂ )

(72) 3c > 0 Re [^(O^,^)] ^ c|e|2 pour tout ^ = (^,a^), ^ € C^ a £ C.

Alors si (72) est satisfait, 5 considéré comme élément de £(W;Eh -^ E ' ) E h =
HW^[\X'\ < e,}), ei petit, est elliptique en (^,<o = ^(^o)), ^0 = -k'o, et
la preuve de la proposition IV.2 fournit la

PROPOSITION IV.4. - Soit u solution de l'équation (66), et ^'y e R"-^ \ 0 vérifiant
l'hypothèse d'ellipticité (72). Il existe e > 0, U voisinage de ZQ = -i^ et i p ( x ' ) e C^,
^ = 1 près de x ' = 0 tels que °

(73) ^vçH^(U,H^(u;')).

Soit u ( x ' , x " ) le prolongement de u par zéro pour x ' <f. u>', et ̂  € R""'' \ 0. Pour 6
réel, grand, (70) entraîne que S + /3 Id est elliptique en (^, 00=11^ (-îo)), ^o = -i^'o,
dans f(lV; ̂  ̂  E'^), et en reprenant la preuve de la proposition ÎV.3, on obtient la

PROPOSITION IV.5. - Soit u solution de l'équation (66) et c'y ç R"-^ \ 0. Les propriétés
suivantes sont équivalentes

(74) V^eR" (0^',^)iSS(u).

(75) <f11 existe £ > 0' u voisinage de ^o == -i^'o et ^ ( x ' ) € C'o00

[égal à 1 près de x ' = 0 tels que ^v € ^y-^t/, H^(w')).

Enfin, dans le cas uniformément elliptique, on a la
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PROPOSITION IV.6. - On suppose

(76) 3 c > 0 Rej9(0,0 > c|^|2 V ^ e R " .

Il existe pi, ai > 0 tels que pour toute solution u de (66) et tout ^ ( x ' ) ç. Cyd^l < a!^
on ait

(77) ^u est holomorphe en a/'eC7'"^ l^'l < pi à valeurs dans ^(o/).

Pr^vé?. - D'après (76), l'hypothèse (72) est satisfaite pour tout ^ e ffT^ \ 0 ; en
utilisant la proposition IV.4 on a alors pour ^ G C^da/l < ai), ai petit, pi petit

(78) 3s > 0, IV voisinage de [z = a + ̂  |a| < 2pi, \b\ = l}
tels que ^v e H^(W', H^')).

La proposition est alors conséquence de la formule d'inversion classique de la
transformation FBI (78) (voir [L.l])

(79) M.^) = (2,)-<--) /^ e-^ (1 - ̂  |̂ .)

x[e-^^(^fa)]F-z—jri]rfr
qui prouve l'extension holomorphe en a;" près de 0 de ^u. ^

V. Réflexion

Ce paragraphe est consacré à la preuve du théorème 2 avec le signe a = —1, i.e.
sous l'hypothèse d'absence de singularités entrantes en po le cas a = 4-1 s'obtenant en
remplaçant u par sa conjuguée zL Soit donc S une strate de ^ \ Q, et po € T*5' D T = 7s ;
on supposera codim S = d > 2, le théorème de réflexion étant connu aux points XQ ç 9fî
près desquels f2 est un demi-espace (on remarquera que si près de XQ, f2 est de la
forme {xn / 0}, le théorème de réflexion appliqué aux demi-espaces ^={xn > 0}
implique a fortiori le théorème 2). On choisit un système de coordonnées locales
{ x ' , x " ) avec S = [x' = 0}, po = (0,^) ; on a ^(O,^) < 0, ^ = ^|./=o = 0,
et par changement de variable linéaire en x ' , on suppose Ao(0) = Id. On se donne
( z ^ 9 ) i—^ x ' = j{z-,e) == zH{z^O\ z ç: Y x N un système de coordonnées sous-polaires
strict vérifiant les conditions de la définition 11.7 ; on a dimTV = codim S - 1 > 1.
D'après II. (56) on a

P-*(d^2) = dr2 + q + ̂ (^(dr2 + ç))
v / 1 / /i \ 2/ i \ ^^ / /i\r i / •ç(^, c/, e) = z \u\u)^ u = —— [z^ u)[e\^ est une métrique sous-conique.v du

On distingue la coordonnée temporelle de x11 = {y11 ,t}, de sorte que po = {y" = 0,
t = O;^^)) avec |ro| > H^l l (= longueur du covecteur rfo dans T*5, 5 = S x R^, <?
muni de la métrique induite). Pour vérifier le théorème 2, nous procédons en quatre étapes.
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1. On effectue une réduction semi-classique pour remplacer u{t^y) solution de I. (1)
par ù(t,y,h) G H^(V,H^)) solution de (^ - A)û = 0 avec (po(t) = j(Imf)2 et
V petit voisinage de —%TO.

2. En utilisant l'équation elliptique (<9^ + A)[ù(^ + %5, •)] = 0, Ù\Q = 0 on vérifie que
w(t,^ / / , r ,0, /^) = ù ( t ^ y / f ^ x / = j ( r ^ 0 ) ^ h ) se prolonge holomorphiquement en r à z G F,
si le cône F est assez petit, et on établit des estimations sur le prolongement de w.

3. Si vÇt, z " , r, 0, h) = e^ f e^ O/"^-^) ̂ {y^w^x', y " , t) dy" dt est la transformée
de FBI en variables y " de w, on montre que l'absence de singularités entrantes pour u en RQ,
implique la décroissance exponentielle de v sur les axes z = re^, a > 0 petit, dans « H^,"
par rapport au poids tangentiel j [(Re^")2 + (Re^)2] près de (z^to) == (-irj^ -%ïo).

4. On conclut à po ^ SSb(u).

V.l. Réduction semi-classique

Soit ^o(^) € C'oïo(R)' égal à 1 P1'65 de t = °- Posons

(2) u^x^h) = { e-^^-^u^^^dt1.

Comme on a ^ e C°(R^H^(uj)) H C^Rt,^2^)) et (^2 - A)u = 0, si on pose
(^o(t) = j (Imt)2, pour V petit voisinage complexe de to == —^o on a, pour un ^ > 0

(3) ^eJî^y;^)); IM^);^))!!^^;
(^-A)^^^^^-.^;^^))-

Soit 5o > 0 petit, Xso =] - TO - SQ, -TO + so[xuj, et r(s, y , h) la solution de

(4) (^+A)r=-^(^?/^); re^^J.

Comme d'après (3) on a ||<9f^2||L2(x.o) ê (^(e^0^!2-^) (^o petit) on a pour tout ^,
avec J = ] - TO - f , -TO + ^ [

(5) sup||^r(^.)|[^^eO(eÀ^'2-£)).
SÇJ

Soit alors ^(5, ^, ?/, h) la solution du problème d'évolution où s e ] - TO - ̂ , -TO + ̂  [
est un paramètre

{ (^2 - ^)g(t,s,y,h) = u^t^-is.y.h)', g\y^ = 0
(6) <9ç 9r

^(0, s, y, h) = r(s, y, h)', -. (0, s, y, h) = -i — {s, y, h).

Ce problème mixte est bien posé d'après le théorème de Hille-Yosida, et pour t ç. I , petit
voisinage de zéro, on a d'après (3) et (5)

(7) 3e >0 sup M^t^)\\H^eO(e^^2-^).
s,tç:I
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Par ailleurs, avec 9 = j (^ + %^) , on a 9u^ = 0, ô^o = 0 et 2^[9g]\t=o =
Ar + u^[is^ •) + c^r ^ 0, donc g est holomorphe en t + î5 et d'après (7)

(8) ^eiî^-,(y,ffo1^))

et on pose

(9) û(t, ̂  fa) = u^(t, y , h) - g(t, y , h).

On a donc

(10) (^-A)ù=o; ùç^(y,ffo1^))-

V.2. Prolongement holomorphe en variable radiale r

Rappelons que d'après la définition 11.7, il existe un compact K = So de N , stratifié
par K = US^, et un voisinage U de l'origine dans a)' tel que j induit une bijection
de ]0,ro[xK sur (a/ H U) \ 0, j"1^' H U) =]0,'ro[xS, pour toute strate S^ distincte
de [x' = 0} et (r,0) \-^ j(r,0) est à différentielle injective pour r ^ 0, 0 e 7V. On a
j-^o/ H U) ==]0,ro[xEo. Pour (r,0) e]0,ro[xSo, y " près de 0 et t e Y on pose

(11) w(t, î/", r, 0; fa) = ù(t, ̂ //, x1 = j(r, 0), fa)

et pour to G Y proche de —%TO, et 5 ç. R petit

(12) Wf, (s, y11, r, 0, h) = w(to + is, y " , r, 0; h).

On note Q l'opérateur elliptique d'ordre 2 à coefficients analytiques au voisinage de
]0,ro[xK x {\y"\ < e^} x {\s\ < £0} dans }0,ro[xN x Rn-d x R défini par le changement
de variable j

(13) [(-A - ô,2) /](., y\ x' = j(r, 0)) = Q[f^ y\ x' = j(r, 0)}.

L'opérateur Q est le Laplacien positif associé à la métrique j(g{dy) +ck2)), j(5, y " ^ r, 0) =
(s^y"\j(r^6)} ; ses coefficients se prolongent holomorphiquement en r a z çz Y =
{z ç. C; |^| < ro, | ïmz\ < 7 Rez} pourvu que y-o et 7 soient petits et d'après III. (7) à
(10), le symbole principal g de Q est

(14) ç(r, 0, y " , 5; a, e', r/', r) = a2 + ^(r, 0, e') + Iîo(^', ̂ /; T = 0) + r2 + h

où le reste fa vérifie d'après III. (10), pour z ç F, r = \z\

(15) fa e O((r^ + b"!)^2 + g') + r(a2 + ç7)^ l^'l + r|^|2)

ç' désignant la métrique duale de q définie par (1). On remarquera que q ne dépend
pas de s et que q — r2 est la forme métrique sur r*(]0,ro[x7V x {y11}) définie par la
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métrique initiale g de A4. On notera (, ) la forme bilinéaire associée à q, d la différentielle
extérieure en les variables r ^ 0 , y " ^ s de sorte qu'on a

(16) (df^df)=q(^df).

Soit dg(y) = ̂ (x'\y")dx1dy" l'élément de volume Riemannien sur A4. On a d'après (l)i

(17) f(dgy ' ds) = k ' ^/àeiq\de\drdsdy11

où kÇr.e.y^ = ^(r.O)^1')^ +^0(^0)], a ç A, ^/dëtq\d0\ étant la forme volume
sur 7V associée à la métrique g(r, •) sur TN. On posera

(18) dp.= ^/detq\d6\dr
(19) ^=]0,ro[xSo.

On notera L2 = L2(a;;d^) et Jï1 désignera l'espace H1 pour la métrique dr2 + g, de
sorte qu'on a

(20) ^Hl^=/^2+(l'(r^%)+^}^

et ̂  désignera l'adhérence de C§°(ù) dans À1.
Par construction, si f ( x ' ) est une fonction sur uj' à support contenu dans ̂  = {rr' e

a;'; l^ | < a}, on a les équivalences pour a <C ^o

r /e^^^^^ /o jeZ 2

(21) ^ e f f^^ /o je f f 1

I /e^^^^^/ojêÂo 1 -

D'après (10), (11), (12), si ^(î/'), ^(a:') sont C^0 à support près de l'origine on a

X^^to est (7°° en 5 à valeurs dans -L2^'; Â(^) et pour tout i,
il existe Q tel que VA, ^o? ^ i(22)

l/ll^^^^^ll^liv^ôfx^^;^2!!2^^^^-2^^1-^^^

(Qw^ = 0 et pour tout f{s, y " , r, 6) e C^(s, y " , H^) à support
(23) r

près de ( s , y " ) = (0,0) on a / {dwt^d^kd^dsdy" = 0.

Pour assurer la conservation de la condition de Dirichlet par déformation complexe en
variable r, nous utiliserons le résultat suivant.
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LEMME V.l. - Soit f e H1^1), à support dans cc4 = [x' G a/; \x'\ < ^}. On a
l'équivalence

(24) /effo1^)
(25) Po^r toute strate S[ de codimension 1, f\s'^ = 0.

Preuve. - Pour vérifier que (25) => (24), on remarque que pour \(y11} G C^°, \ > 0,
^ ^ 1 près de y " = 0, on a g(y) -=- x ( y " } f ( y ' ) ^ H1^), g\s, = 0 pour toute strate 5, de
codimension 1 de la stratification USj de cJ et qu'il suffit de vérifier g e H^(uj). Posons

(26) T = [g <E H1^), g\s, =0 , V5, de codimension il.

Pour ^ e F, soit ^ G ^(.A/l) définit par g(x) = g{x) si x e a;, ^(rc) = 0 si rr ^ a;. On a
V^ = Y^+ / avec / e ff-1^), supporta) C { U5^ codim(^) ^ 2}, donc / = 0, et
par suite V(^) G ^(.M), donc g_ç. ^{M), supporta) C cJ. Notons (^f)fc la propriété

Wk
fpour tout ^ e F tel que support (^) H Si / <
^implique codim(5^) < fc, on a ^ e ̂ (^).

Par partition de l'unité et récurrence sur fc, pour vérifier (H)k, on peut supposer que
g e 'F est à support près de XQ G 5, avec codim(5') = fe. Alors
(^f)o et (^f)i sont évidents, et on a (ff)fc =^ (^)fc+i po^ k > 2 :
en effet, si codim5 = d = (k + 1) > 3, S = [ x ' = 0} et
g e F on a avec ^,{x') = ^(^) .^ ^ Cg°, ^ = 1 près de rr' = 0, ^(rr',^') = ̂ 9 +
(1-^)^, (1-^)^ e ^o1^) d'après (ff)fc et Hm ||^||jfi = 0 (^puisque avec a = d-

1 > 2, on a en coordonnées polaires \g_(r,6) -g_{r^e)\ ̂  {^° b'MI2^^)^ ( J;° ^)è,
donc J^^^-2^2^^^ < Cte^jKro^^l^^+n^MI2^^^]) d'où
^ e H^(uj). 11 reste donc à vérifier {H}^ Près de a:o, on a a; = {(^a/'); rr' e a;' C IR2}
et S = {a/ = 0} ; si a/ = 1R2 \ 0 (ce qui correspond à une strate fictive) il
n'y a rien à démontrer puisque H^(R2 \ x ' = 0) = H^n2) car / <E H~\R2) et
support(J) C [x' = (x^,x^) = 0} implique / = 0 ; sinon il existe au moins une courbe
7 : r i-̂  r[iîo+^3 ̂ i(^)] = ^/ dans (9a;/ et on a^ | -yx{.r / /} = 0. Si (p,0) est le système de
coordonnées polaires standard dans IR2, on a donc \g(p, 0, x " ) |2 < 27r J^7r | ̂  (p, a, a;") | da
d'où

£-2 / ^ d x ' d x " < 47^2a2 /> 1 9- 2 p d p d O d x " —— 0 (e -^ 0)
J|.c/|<£a - ^<£a P d6rl^'l^ed J p<£a

et on conclut comme précédemment. <î>
Nous allons effectuer des déformations en variables radiales de la forme

(27) (^ îA 0. r) ̂  £(., ̂ ///, 0, r) = (., ?/", 0, r' = e1^5'^^ r)

où la fonction L est indépendante de 0 e 7V, C00 en s , r , y " à support en (5,?/") près de
(0,0) et à support en r dans un compact de ]0, ro[. Si A[s, y " , 0, -r; ^ , ^77, ̂  , ̂ :) est un
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opérateur différentiel à coefficients holomorphes en r e F, on note Ac l'opérateur induit
par A sur la déformation C défini par le changement de variable £, c'est-à-dire

(28) A^f o C] =. (Af) o C

pour f { s , y l ' , 0 , r ) fonction holomorphe de r ç F. On a donc

(29)

. QL\-^ aF / ° \ iT ( UL\

(or) =e (1+^)
Q\^

.Qr)
0\^ 0

+ zr
OL.

Qr
OL\-1 0_
Qr 1 Or
QL\-^ Q_

Qr

(O_Y ^ o_ _ . ÔL^/
\Qs} ~ 95"^ ~9s\

( Q Y Q . 9L / . OL\
1-^-ir

Q_\^
< 9 y j .[ ~^~ } = ~^~ ~ flr ~^~ 1 + flr ~T~]\9yi/ 9y, 9y,\ Qr 19yj 9y^

(-}=-1 \96) 90
et (A o B^ = Ac o Bc. Posons

(qc(r,s,y",0,e}=qÇreiL,0,e), ^{^0,8^") = kÇre^^^")
(30) < ,__ ,___ . ar.

dv = k^detq\d0\drdsdy", d^ = ̂  ̂ âe\.qc\d6\eiL{l+ir—}drdsdy''v v 9r /

de sorte que la densité dv est holomorphe en r ç. F, et dv^ est l'image inverse de dv
par £. Si A est un opérateur comme précédemment, on définit son transposé pour une
densité d/3, A*'^ par

(31) 1 Af.gd(3= { fA^{g)dl3
J D J D

où D = {\s\2 + \y"\2 < a;0 ç Eo, r e]0,r-o[}, et f,g £ C§°(D). L'opérateur A^
est à coefficients holomorphes en r, et avec fc = f o C~1, gc = g o C,~1 on a
fc(D) ^fc^gcdv = f^^fc^'^g^dv d'où

(32) (A^)*'^ ̂ A*^.

Alors si on note q^ le symbole principal de 0e, et ( , )^ la forme C-bilinéaire associée
à ([c on a la formule d'intégration par parties

(33) ! Qc{î)gdvc= f (df,dg)cdv
J D J D

valable pour / e ' D ' ( s , y " ; È ^ ) et g G CS°(s,y";H^). D'après (14) et (29), le symbole
principal q^ vaut

âL\-2 „ . ,- , .
(34) q^e-^Çl+ir^Y a2 + g'Çre'^O^'

+R,(y",n"-iraI,,(l+ir9LYl^T=o)\ 9y" \ Qr ) )

QL (9L\-i. cfL ( 9L\
-"Ôïl14-^^)

+ [ T — ir (T +/l"
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donc on a en utilisant (15) et le fait que q' est tempérée (voir II. (1))

(35) ^ -^Re(^)<Coç
<^o

dès que la fonction L vérifie

(36) 1 1 ^ 1 1 ° ° + 1 1 ^ 1 1 +11^11 + 1 1 ^ 1 1 d=f 1 1 1 ^ 1 1 1 «I-II ôr II 00 II ôy II oo II c /5 l loo

En particulier, (36) implique l'ellipticité de Q^ dans r > 0. Par ailleurs le lemme 11.2
et (30) impliquent

(37) IÊ-1!! ^I l l^ l l l -
1 1 (IV \ IQO

Soit alors C une déformation à support en r G [ri, ^], ri > 0 satisfaisant (36) et pour
a e [0, l], aC la déformation associée à la fonction aL. Alors on a

'w^(5,2/',r,0,/i) s'étend en fonction C°° de {s,y11\r) e D

D = {(^',r); H + |̂ | < e^ 3p e]0,ro], 3a G [0,1], r = e^'^p},

(38) ^ à valeurs dans ff^(Eo), holomorphe en r, et avec
< = ̂ oL(,^ on a ̂ (r)w,f o (a£) e C- '̂;̂ ))

^pour^e^G-l.roD.

En effet, dans r > 0, r est une variable tangentielle, et on peut appliquer la proposition IV.6
à la famille d'opérateur Ç^, a ç. [0,1], qui vérifient l'hypothèse d'ellipticité IV. (77)
d'après (35). Si Q^Çw^oÇaC)) = 0 pour un a e [0, l], la proposition IV.6 implique qu'il
existe un voisinage complexe U de [\s\ + \y"\ < eo} x {r e [^-, ^-] } indépendant de a, tel
que w^ soit holomorphe sur U à valeurs dans If^(So)^ ce q111 compte tenu de l'hypothèse
sur le Support de £, et de (22), (23) implique (38) (la condition ^w^ ç C°°(-; H^u^))
étant conservée le long de la déformation d'après le lemme V.l, (25) étant invariant par
déformation complexe en r puisque ^-l(<<\/) ^]0,ro[xS^).

Il nous reste à estimer la croissance en h de w^. Pour \y'Q\ < ^-, on choisit
Xe = XiMxiM'). ^ ^]0^o], Xi e ^(-l.ro), XiM = 1 Pour r ç [ - j , ^],
XK^?/") - X2((s<"t/o/)) ; X2 e ^(l^l + |̂ | < 1), X2 = 1 sur {|.| + \y"\ ̂  j} et la
déformation C tel que le support de L soit contenu dans [ri, ^] x {|5| + \y" - y'Q\ <: |}.
Pour g e C^{[\s\ + |̂ '| < £o}; ^o1^)) on a avec w^ = w^ o C

(39) <d<,d(x^))^ = (d^wfj,^)^ + {dw^gd^}^ - {w^.dg}^

d'où d'après Q^wfJ = 0, (33), (38) et dx =. 0 sur le support de L

(40) / {d^w^^dg}^ = [ [{w^dx^dg} - {dw^gd^dv
J D J D L -

avec^ = {\sW\ < £o}x^. D'après (14), (15), (22), en utilisant K^^)^ e 0^)
et l'inégalité de Cauchy-Schwarz pour { , ) , et L2^), le second membre de (40) est
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majoré par ̂  IblI^D)^111^01'^2. Comme on a l'inégalité de Poincaré ll/;^1!!2 <
cte^ [|lzl2+ç/(r^ |I)î^pour/ e ffo1 (car/M) =- ;;° ̂  (p^) dp), en utilisant
(35), (37), (40) et le lemme de Lax-Milgram, on obtient

(41) ^^H^D^^^-e^^^2

où la constante est indépendante de y^ et de la déformation C vérifiant (36) et les
conditions de support précédentes, d'où finalement le

LEMME V.2. - Pour eo, TQ, 70 petits, V petit voisinage de -iro, la fonction w(t, y " , z, 6, h)
est holomorphe en t, z e F, F = {0 < \z\ < r-o; |Arg^| < 70}. I 2 en y " , à valeurs dans
ff^(Eo) et si on pose pour \^\ < 70

(42) w\t, y " , r, 6, h) = w(t, y^re'^ Q, h)

il existe, A, B > 0, tels que pour tout t ç V, i < ro, 0 < |7| < 70 et tout h ç]0, ho], on ait

(43) w^.);^2^! < ̂ ^(MxSo)) < - — — e^tl1111^^2.

De plus, on a

(44) p^w^=0 P^=^-9^

où A7 est le « Laplacien » associé à la forme quadratique complexe

(45) ^ = e-^a2 + q'^re^, 6, e1) + R^y", rj^ r = 0) + fa7

le reste h^ vérifiant (15).

Preuve. - On peut se restreindre à 7 > 0. On choisit deux fonctions (/)i(r) ç C7°°,
(^i(r) = 0 si r < 1, ^i(r) = 1 si r > 2 et (f)^s,y" ,r) ç. C^, ^2 = 1 près de 0. Pour
Kl < ï on P0^

(46) .(.,,»,)̂ ,,0 (̂(£^2,;)

où G est grand, 7 > 0 petit et 0 < a < i < ro. On a |||L||| e 0(7 + ^), et le support
de L est contenu dans [r-i, ^-] x {|5| + {y" - y^ < |} dès que r^ <, a, i <^ Cte ro,
^7(7 < Cte^ et pour 2a < r < Cte i, \s\ + [^ - y^\ < Cte W on a £ EE 7. Le
lemme V.2 est donc conséquence de (41) qui estime s i—^ w^(t + 25, •) uniformément pour
^ € V, et des estimations de Cauchy pour la fonction holomorphe t \—> w^{t). <^>
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V.3. « Complex Scaling »

On effectue à présent la microlocalisation tangentielle en variables y " en posant (avec
^ e Co00, x = 1 Près de y " = 0)

(47) v(t, z " , r,e,h) = e^ ( e^ ̂ "•z"-^ ̂ y"} w^ y\ r, 6, h) ̂ {x\ y " ) dy" .

On note z = { t , z" ) , (p{z) le poids

(48) ^ = J ( R e ^ ) 2

et avec ^/ =: Wo^o)^ ^o désignera un petit voisinage de ZQ = {-ITQ, -ir]^). On notera
aussi

(49) y{z, r, e, K) = v(t, z " , re^, 6, h).

On a donc, (en utilisant le lemme V.2 pour (51) quitte à modifier la constante A)

(50) ^^(^o^GO^oIxSo)

(51) y G H^A^(U^ ^GO^xSo)) pour i e]0,ro], 0 < H < 7o

(52) les restrictions de v^P aux strates de codimension 1 sont nulles.

On remarquera que v ( ' , r , 0 , h ) = v { ' , x ' = j(r,0),h\ où v est définit par la formule
IV. (22).

On notera ̂  =]0,^[xSo, L] = L^^uj^dp), H^ l'espace H1^^ munit de la norme

(53) IÎ JI2 - ̂  ( h^ 2 + ç'(^^^) + m2) ^y^-

H^Q l'adhérence de C^(uj^) dans Hj^ H^ le dual de È^ munit de la norme duale

( r ^
(54) ||y; ̂ H = sup \ | / fgdii ; g € C^^); \\g; H^\\ ̂  1 L

L ' J < j j ^ )

On notera W un petit voisinage de UQ x { | |C| | < ao}, OQ petit, et S e £(W', H^^ -^
00

r-l ^ c _ V^ (h^ ç p^p^r"1^)' ^ =: S (^Q^n l'opérateur 5 introduit dans la proposition IV. 1, sur lequel on
n=0

a effectué le changement de variables normales x ' = j(r,0) (voir (21)). D'après IV. (26)
le symbole principal SQ vérifie

(55) (W)^}= / b^z^)({f}^{g})md^ f G ff^ 9 ^ H^
Jc2^
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avec mdij, = j * ( d x ' ) , m G 1 + r^A d'après (17), (18), et où {/} = (/, ^9rf, ̂ 9gf)
(voir IV. (21), [f] = (/, ̂ /)). Dans IV. (26) on a v\^,^ = 0, A = Id+Od^l + |C|),
H\x'=Q = Ro(iÇ, iz + C)' donc en utilisant (14) et (15), avec Ro(z, Ç) = Ro(iÇ, iz + Ç}

(56) ^,C)({/},{5})=- (^J)(^J)

^ . h
-q'(r,0, -9e f, -9eg} + fgRo + h({f}, {g})

' ï î /

où on a noté par abus q'{r, 0, -, •) la forme C-bilinéaire associée à q\r, 0, e1) et où le reste
/i(^,(\r,0)(-, •) est une forme C—bilinéaire, holomorphe en r ç F, telle que

• fa(^, C, r, 0)(.,.) est réelle pour (z, Q C A^ = f^, 2 ̂ )z, - —- et r ç
% dz /V î OZ /

(57) <! • |^C^^)(M,M)|<Cte(H^+|CI)I I IMIII . | | IM
pourr e r, (^,c) e w,
I I I M I I I ^ = l ^ o | 2 + ^l '+ç 'dri^^^^M^^o,^,^)

On notera aussi 5'7, 6^, fa7, m7, dp^ les objets précédents où on a effectué la déformation
r = e^r\ r' ç R.

Pour [/î CC ?7o, on a d'après IV. (25)

(58) ^ > 0 Op(S)[y]çH^(U^È^\)

et en utilisant (43), (44), (51) et la preuve de la proposition IV. 1

(59) 3e > 0 Op(^)M e H^A^-e(U^H^) W e]0,ro], V7, 0 < H < 70

où dans (59), e > 0 est indépendant de ^,7, la microlocalisation (47) étant purement
tangentielle.

Rappelons que d'après l'hypothèse (H.2), la métrique tempérée q(ro,6,e) est sous-
conique et donc (voir II. définition 3) il existe VQ > 0, c > 0, 6 e [0,1[ tels qu'on
ait

a
(60) V ( r , 6 Q ( E r x 7 V r—log det g - ^o ^26mm(l^}

(61) V r e r n R , V(6^e /) (ET* 7V ^(^^^^^'(r^^').

LEMME V.3. - // existe 70 > 0, £o > 0, CQ > 0, ci > 0, tels que pour tout 7 e]0,7o],
ç]0,^o], et tout (^C) vérifiant \z - ZQ\ + |C| < Ci et dist((^, <);A^) < co7 on ait

(62) / %(^ €)({/}, {/})m7^7 ^^ll/;^!!2, V/e^\o.
t/Ci)/'
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Preuve. - Notons ç'M^') = q\r,e,e',ë) pour (0,e7) e T*7V ^ C, et r G F. Pour
r e F H R, (0, e') e T*7V 0 C, on a en utilisant II. (4)

(63) ^'(re^ 0, e') - q\r, 6, e ' ) - i^r ̂  (r, 6, e ' ) < Cte H2 q'^ 6, e ' )

et en utilisant (61)

(64) -r^M^^cç'M^).

En utilisant le caractère tempéré du déterminant déduit des inégalités II. (11), et (60) on
obtient qu'il existe v = y{r,0^) tel que

(65) ^det<?(re"•)pl - 1 - n; < Cte |,|2, et |. - .o| ̂  26 min (l, c) .v ^detq(r,-)\d6\ 2 V 2/

On écrit

-_ po (^ €)({/}. {7}) =i+11
(w) [I=e-^\h9rf\2+q'(rei\0,haef)+\f\2Ro•, I I =h\{f},{/}).

Comme mL ç. 1 + Otr^-j), en choisissant f.o petit, et en remplaçant 8 par un 6' ç\ë, 1[,
TR.________________L_

d^ = ^/det g(re tT,•)|d0|e^ ') 'dr et (65) entraînent

m7^7 = e^+^md/^l + 0(72))

v=v{r,0,-f), \v - V9\ <. 26 min (l, -\.(67)

Aussi pour (z,Ç) G Ay, on a Âo(z,C) € [-ai,-ao], a» > 0 donc pour dist((2;,<);Ay) ^
co'7, on a pour 70 petit

(68)
fRe(Âo(^0)e [-2a!'-^]

[|Im(Âo(z,C))I^Cteco7.

Avec ^/ e]^, 1[ on pose d = ̂  + 8 ' mm (l, |) ; il existe a > 0 tel que

(69) ^v(r,0,^=v a<d+1-^ (1 - a) min(2,c)

d'où pour CQ petit, d'après (68)

(70) -Iii^e^+^.Ro) ^co7.

Alors de (63), (64), (66), (67), (69), (70) on déduit pour CQ, -70 petits

(71) -Im (e^-^ t Im^d^} ̂  w\\f; H^\\2.
\ J ( j J t /
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Or, d'après (57), le terme de reste vérifie

(72) Im(e^-1)7 ( IIm^d^} ^ Cte 7^ + ci)||/; È^\\2

J djg

et le lemme résulte donc de (71) et (72) en choisissant ^o et ci assez petits. 0
Nous allons à présent utiliser l'absence de singularités entrantes en po.

LEMME V.4. - // existe IQ > 0, ci > 0, tels que pour tout t e]0,^o], il existe e{(1) > 0,
7(f) > 0 tels que pour tout 7 G]0,7(f)] on ait

(73) V^H^_^(\Z-ZQ <c,^HlQ^[x^Y

Preuve. - Rappelons que dans r > 0, r est une variable tangentielle, donc TT- in variante,
et que a désigne la variable duale de r. D'après le théorème 1, on a SS^Çu) c S^,
donc pour p e SSb(u) avec 0 < x'{p)\ < r-o, on a |a(p)| <, Cte |<f'(p)|. Alors (73)
est conséquence de

3c > 0 tel que pour p e 5^(îz) vérifiant [(^'(/^^(p)) - (O^o')l < c(74)
et 0 < r(/)) < c on ait a(p) ^ c.

(Rappelons brièvement l'argument classique qui prouve que (74) entraîne (73). Supposons
(74) ; d'après la caractérisation de SSb(u} par transformation F.B.I fournie par la
proposition IV.5, la fonction F(w,h) = fe~^^\u{x)dgxdt, où ^ = (w" x " - x-2-} +
(wor-^),^^) = XiMx2(^),X2 e CS°^2 = 1 près de 4', ̂ i G Co°°(0, c), ^i = 1
près de [j^] vérifie F ç H^_^,H^o})^ = j (Rew)2, près des points w = {WQ,W"),
Rewo e [j^j.Rew" = .TO', Imwop+l ïmw" 2 = l.Imw" = -^,Imwo ^ c. En utili-
sant la formule d'inversion IV. (74) ceci permet d'écrire près de ( r . x " ) ç. [ - C ] x {x^},
u = HO+]C ̂ j ou ^o est analytique en (r, ̂ //) à valeurs dans ̂ (So), et les uj holomorphes

j
en {r,x"} ç Cj à valeurs dans ^(So), où les Cj sont des cônes dont les polaires évitent
les directions (a, ̂ ) pour tout a < c. On obtient alors (73) en appliquant la transformation
de F.B.I en x " seul, à la décomposition u = UQ + J^Uj).

3 /

_Montrons (74) : si (74) est faux, il existe une suite pn G SSbÇu) avec pn —^ po
lima(pn) < 0, et r{pn) > 0. Si 7^ : [-ê-o,0] -^ Sfo est un rayon avec 7^(0) = p^, on
a r[7^(^)] > 0 pour tout s ç [-^o^O] (en effet d'après la preuve de III. lemme 3, avec
^ = (-^(O,^))172. on a a > 0 dès que a e [-y^+^i^-^i] et si r{so) = 0, alors aÇso)
est proche de fi). On peut donc (par induction sur la codimension des strates) appliquer
le théorème de propagation pour obtenir des rayons ^n '• [ — ^ o ^ O ] —^ S^, 7n(0) = pn et
7n(5) ç SSb{u) pour tout 5. Comme SSb(u) est fermé, en utilisant la proposition III.6, on
en déduit l'existence d'un rayon 7 : [-£o,0] -^ S^ tel que 7(0) = po et 7(5) ç SSb(u)
pour tout 5, ce qui contredit l'hypothèse du théorème 2. <^>

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal du §. V.3.
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LEMME V.5. - // existe e^, i\, 71 > 0 et V voisinage de ZQ, tels que pour tout 7 ç]0,7i]
on ait

(75) ^e^-^y^Go^itxSo).

Preuve. - Le fait que le voisinage V de ZQ peut être choisi indépendamment de l'angle
de déformation 7 résultera de ce que les estimations des lemmes V.3 et 4 sont uniformes en
z proche de ZQ. Posons Uj = { | ^ — ^ o | < Cj}, j = 2,3, avec 0 < 03 < 02 <; ci et U^ CC U\
de sorte que (50), (51), (58), (59) sont satisfaits avec Op(57) = Op(S^)(0,C^C^) (voir
IV.1(9)). Soit g(z) G C^^JO,!]) telle que g(zo) == 0 et g(z) EE 1 au voisinage de
|^ — ^o| ^ ^f- Posons pour a ç [—1, l], 0 < 7 < 7o

(76) ^(z) = (1 - a)[(^ + A^] + a[^ + A^] = y + A^i7[a + (1 - a)^].

On a (^ ^ (^/ pour a ^ a', ^[ == (^ + A^i7 et si l\ est fixé assez petit, on aura, CQ
désignant la constante du lemme V.3

(77) V^[/i, Vae[-U] dist[(^J^(^)),Aj<co7; V7e]0,7i].

Posons 71 = 7(^1) (lemme V.4), E = ^"l(]0^l[xSo) et pour ^ fonction poids, soit
H^{U'z^E) l'espace de Sjôstrand « analytique »

(78) H^E)=Ç}H^(U^E).
e>0

Définissons J/y pour 7 ç]0,7i] par

(79) J^ = [a e [-1, l], y ç H^(U^E^ ;

Alors 1 ç J^ d'après (51), J/y est de la forme [a/y, l], et (75) est conséquence de

(80) 3^G]0,1[ V7G]0,7i] a^<-e,.

Vérifions (80). D'après (51), (59) et les résultats du §. IV.l (voir §. IV.l (7) à (11)),
quitte à diminuer ^i, 71, il existe CQ, G^, C^ indépendants de 7 ç]0,7i] tels que

(81) Op^XO^i0^0)^7) ̂ H^(\z-z,\ <c^H^} (V7).

(En effet, les constantes B et D des formules IV.l. (4) et IV.l. (7) sont uniformes en 7 ;

avec les notations du §. IV.l, on choisit C^ > 2B et C^ > 2[D^ dist^ U^)}-1}. En
particulier, pour un 61 > 0 petit, indépendant de 7, on a

(82) Op(S^C^C^) ̂ H^_^(\z-z,\ <ci,ff^) (V7).
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Soit V^) e C7°°, ^) = 1 pour i < j^i, ^) = 0 pour ^ > |^. D'après (73) en
choisissant 2^i < ^o et en diminuant au besoin ^i, on a

(83) ^e^_^^|.-^o|<Cl^ l(]^2^[xSo)) (V7)

donc en reprenant l'argument de localisation (39), (40) on obtient

(84) Op(^)(0,C^°)[^7] ^H^_^(\z-z,\<c^H^) 0/7).

Soit alors a > -e^ tel que ^ e H^(U^E) ; on a ̂  e ̂ (^ Â^,o)- I^ur
^i G t/3 et Ci = f ̂ - (^i), d'après le lemme V.3 et (77), 57 est elliptique en (^i, Ci), et
d'après IV.l. (12) et le choix des C^ on a Op(^)(Ci, C^ C^0)^) e H^_,(U^ ff^),
donc pour un voisinage Y7 de ^i et un ^1,7) > 0 on obtient

(85) ^^^^-^^(^^^M)-

donc comme (p^(z) = (p + A^i7 pour |^ - ZQ\ > ̂  tout a, on a en réutilisant (83)

(86) 3^(7) > 0, ^ e H^_^(U^E).

On a donc vérifié que a e J^, a > -^i entraîne a' e J^ pour un a' < a, donc comme
J^ est de la forme [a^, l], on a a^ < -^i. <^

V.4. Fin de la preuve du théorème 2

Par définition de SSb(u) il s'agit de vérifier (a/ = O,^ = O,^,^) ^ 55'̂ ) pour
tout ^/. Posons

(87) F(w,fa) = ( e^^-^^Wx^uÇx^x^d^dt

avec ̂  e Co'0, ̂  = 1 près de 0, w = (w', w"), w" = ^ = (t, z"\ Par construction on a

(88) F«^fa)= 1 e^^'^'-^^x^^z^^^md^

où dans l'intégrale on a effectué le changement de variable xf = j(r,(9). Dans (88), on
déforme pour z ~ ZQ l'intégrale en r sur le contour r = g(£), i ç. R

(86)

de sorte que Xi = 1 pour r ç]0,2^] et on note v^z^.e.h) = v{z,g{i),0, h).
D'après la preuve du lemme V.2, on a si U est un petit voisinage de z^ v9 e
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J^+A^^ff'GO^xSo) et d'après le lemme V.5 v9 G ^-^(^^GO^xSo)
pourvu que ^2 < ^i- Comme pour | Rew'\ < a, | Imw'l ^ Go on a sur le contour déformé

(90) Re (w . x ' - Ç) < C7i(a + 7)^ - ̂ 2

en remarquant que sup [C^a-^^i-c^i2} < £3(0+7)2. et en choisissant 7 > 0 petit tel
£>0

que 72 < £17, a < 7 et ^ tel que 02^2 > Ci (a + 7)^2 + A^7 on obtient en appliquant
l'inégalité de Cauchy-Schwarz à (88), \F(w,h)\ ^ CeH^-^, e > 0, pour z - ZQ et
IRew' l < a, l lmw' l < Co, donc (rr = O,^') t ss(u) P0^ W\ ̂  c^ ce ^m termine
la preuve du théorème 2. <^

VI. Microhyperbolicité

Soit X une variété analytique complexe de dimension n, X^ la variété réelle sous-
jacente, TX = TX^ le fibre tangent à Z, T*^ le fibre cotangent à X^ T*X le fibre
cotangent à X identifié à T*^ par < C r;X -. [u ̂  - Im(C(n))} e T^. Si a est la
2-forme canonique sur T*X, Recr et Imcr sont des 2-formes symplectiques sur T*XR et
- Ima est la 2-forme canonique de T1'XR. Si ^ est une fonction à valeurs réelles sur X,
d^p(x) e T^X^ est identifié à ^Oy(x) G T;X, où 9 désigne la différentielle holomorphe
(9^p(u) = | (^(^) - id^(iu)), ~Q^u) = | (d(p(u) + zd^(m))), et si g est une fonction
holomorphe de X dans C, 9^(rr) e T;X est identifié à d(-ïmg(x)) G T^X^. Pour (^
fonction à valeurs réelles sur X on note

(1) A^{(^l^(rr))}cT*X.

Alors A^ est identifié à {(x,dy(x))} C T*^, donc est Ima-Lagrangien. Si de plus
(^ est strictement pluri-sous-harmonique (s.p.s.h) ce que nous supposerons dans la suite,
alors A^ est Rea-symplectique, (T*X,a) est un complexifié de (A^Rea) et si on
identifie Ay à X par la projection canonique ^(x, C) -^ x, alors X est muni de la structure
symplectique définie par la 2-forme ^99ip = ̂ (Rea^).

Si EH est une famille d'espaces de Banach, on note comme dans le §. IV.l Hy(X,Eh)
l'espace de Sjôstrand correspondant et H^X.Eh) l'espace « analytique » des fonctions
f(x, h) holomorphes en a; G X à valeurs dans Eh définies pour h e]0, ho} vérifiant

(2) V s > 0 , 3C7,, \/h \f^Eh\^x=^p{\\f^^^Eh\\e-^l]^C,e^.
v / xCX l )

On a donc H^X.Eh) = ^H^(X.Eh). Pour / G ii^(X^), son spectre analytique,
SSy(f'.Eh) est le fermé de Ay défini par

/ o \
(3) (xo, Co = - ô^(^o) 1 SS^f\ Eh) ssi il existe U voisinage de XQ

\ % )
et £ > 0 tels que / € Hy-s(U, Eh).
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Rappelons à présent la définition de la microhyperbolicité et le théorème de Kashiwara-
Kawai.

Soit po = (^o,Co = f^(^o)) ^ A^, VQ G Tp^Ay, W un voisinage de po dans T*JC et
00

p = ^ (^^ Pn(x ^ ̂  h) ç <?(TV;£^ —^ £'j) un opérateur pseudo-différentiel analytique
n=0

de E^ dans £^ défini près de po.

DÉFINITION VI. 1. - On dit que p est microhyperbolique en (po^ fo) s ' i l existe un voisinage
V de {po, î/o) dans TAy et £o > 0 te^ aue P solt elliptique en tout point de T * X de la
forme p + isv, (p, v) ç V, 0 < s < EQ.

Comme T*X est complexifié de A^, la notation p-^isv suppose un choix de coordonnées
locales sur A^, la définition étant indépendante de ce choix. La microhyperbolicité en
(po^O = vo) est équivalente à l'ellipticité. Le théorème de Kashiwara-Kawai s'énonce
alors

THÉORÈME (K.-K). - Soit po G Ay, et © une fonction réelle définie au voisinage de po
dans Ay, vérifiant Q(po) = 0, dQÇpo) 7^ 0. Soit p ç £(W\E^ -^ E^) microhyperbolique
en (po^o) civec uo = ^e(po) = champ hamiltonien (pour Rea) de © en po. Alors si
f G H^X^E^ vérifie

(4) P o ^ S S ^ ( O p { p ) f ^ E ^ et SS^f^Ei)n{Q<0}=^ près de po

on a po 1 SS^î^Ei)
(Ce résultat est démontré dans les espaces H y à valeurs scalaires dans [S.l], le cas

Banachique s'obtenant en remplaçant les valeurs absolues par les normes).
Nous pouvons à présent entamer la preuve du théorème 3. La transformation de F.B.I.

(§. IV. (22)) est associée à la transformation canonique complexe (§. IV. (17)) et au poids
(p s.p.s.h., ^ = j(Re^)2 . Si po = Çx^^o) e ̂ ^ est le P01111 du cotangent à la strate S
près duquel on travaille, on posera (^o, Co) = (^o ~ ^o^ ~^x/o)^ on notera à nouveau (par
abus) (^o, Co) = Po^ et on identifie la fonction © de l'énoncé du théorème 3 à la fonction
définie sur Ay, ©(Re^, — I m ^ ) , qu'on note à nouveau ©. Nous conservons les notations
du §. IV.2, et Uo désigne un petit voisinage de ZQ. La fonction v ( z ^ h ) ç Hy(Uo^H^) est
définie par IV. (22) et d'après la proposition IV.3, le théorème 3 sera conséquence de

(5) 3^(^) e Co00, ^ EE 1 près de x ' = 0 t.q. po i SS^v, H^,h)

Soit S l'opérateur construit dans la proposition IV. 1, bo la forme définie par §. IV. (26)
et Ro = .R(0,<;^+C)k- On a

(6) {Ro^}po = -dRo(HQ),, / 0; Ro(po) = 0.

Rappelons que a/ = {x' € SQ C IR^; \x'\ < eo} et que H^ est l'espace II^(uj') muni
d

de la norme \f\^-2 + ^ \h'9xjf\^2, et H ^ ' 1 est son dual. Dans la suite, EQ est supposé
j=i

assez petit.
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LEMME VI.l. - L'opérateur S, vu comme élément de £{^H^^ -^ H^ ) est
microhyperbolique en (po^o = H@(po)).

Preuve. - Pour {x" ̂ ") près de K^) dans T*5, Q/W) près de (j^Çx^^),
-l^o^oQ) = ffe^Uo7)- et s > 0, notons m = {x" ^ " ^ y 1 1 , T ] " } et m, = (x^ + zsy^
^ / + z-srf). Pour f,g e Ti^, posons (v^r §. IV. (26))

(7) a,^(f,g) = \ { t(/ /-/o^,m)A,^(-^-^o^,m)+/o^o^,m}^ /

t/C<y

où ;o = f. f = (HJ,—,HJ) et ̂  = z^m,), A,^ = A(^,m,),
Rs^ = RÇx^ms). D'après le lemme de Lax-Milgram, il suffit de vérifier qu'il existe un
voisinage V de mo = {x^^'.HeÇx^^)) et SQ > 0 tel que

(8) V m G V , V5(E]0^o], 3 c > 0 a^(fj)\ > c||/; ̂ 11. V /^^ -

On écrit A^ = A^ + iA2,^ A^ symétriques réelles ; il existe CQ > 0, ci > 0 tels
qu'on ait pour tout e-o assez petit

f A ^ > c o I d ; | |A^J|<ci5; | |A,^||<ci
(9) <. |^,m -^s^ < C-i_S

[\ïmR,^\ >co5; |ReJÎ,^| < c^a{x" ^11} + £o + ̂ )

pour tout (m, s) e Vox]0,5o], où Vo est un petit voisinage de mo, et a{x" ^"}_ > 0 tend
vers zéro quand {x^^)^ (x^^) d'après Ro{x^^) = 0. Si on pose g = f dans (7),
on a go = /o' 9 ' ^ ~î • En notant

(10) ^o = ( f I/o 2^) \ u, = ( f \f - f^s^dx^
i

2^^ 2 .. - 1 I \f _ -^ |2.7^

\J^ ) \J^ }

on obtient d'après (9) et l'inégalité de Cauchy-Schwarz

(11)

d'où

Ima^(/,/)| > CQSU^ - C^SUQU^ - c^su^

Rea^m(f^f) ^ ̂ ^ - c^suou^ - ci(a+£o + 5o)^o

\ïma^m(fJ)\^-sMRea^rn ^ CQs[u^-^Mu\} - c^suou^l + M s) (12)
-ci s [u[ + M(a + eo + 5o) z^o] •

En choisissant d'abord M > 1 tel que CQ^/M > ci +c^ puis a, £o et 5o tels que M SQ < j
et ClM(Q/ + £o + -^o) < ̂  on obtient d'après (12) pour un 03 > 0

(13) |a^(/J)|>C2^o+^)

et (8) résulte de ̂  + ̂  ̂  1 1 / 5 ̂ /Jl2- ^
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LEMME VI.2. - Soient u, po = (x^^), ©, vérifiant les hypothèses du théorème 3. Il
existe CQ > 0 tel que pour tout p ç S^ vérifiante < \x'{p)\ ̂  £Q, {x'\p}^'\p)) = (rr^o')
on ait p ^ SSb{u).

Preuve. - Soit 7 : 0 e 1 -^ S& un rayon tel que 7(0) = p ; on a ©(7(0)) = 0 et en
notant x(s) = x(^(s)), ^\s) = ̂ (7(5)), d'après la proposition III. 1

(14) ^©(7(^))^=?,e}(rr//(^)^//(.))+o(l^(.)|+|J^|^(^(^),r^//(5),r^^^

Si £Q est assez petit, il existe donc un signe a = 1 et SQ > 0 tels que pour as ç]0,5o],
on ait ©(7(5)) < 0 donc 7(5) ^ SSb{u). Or pour \s\ petit, on a {x^s) \ > 0, donc 7(5)
appartient à une strate de codimension au plus d — 1. On peut donc appliquer le théorème
de propagation (proposition VII.l) qui entraîne 7(0) ^ SSb(u). Q

Preuve du théorème 3. - Soit £Q assez petit pour avoir les conclusions des lemmes VI. 1 et
2, et '0 G C^° (l^l < ^) tel que i^ =.1 près de x ' = 0. On peut aussi supposer que p ç. S&,
Q(p) < 0 et max (^(p)!; \x'\p} - x'^ \^(p) - ̂ |) ^ 4£o entraînent /? ^ ^^(n). En
particulier pour {z,Ç) ç A^, |(z,C) - (^o,Co)| < £o on a

(15) ©(^ C) < 0 =^ (^ C) 1 SS^ H^).

En effet, fixons un tel (^,C)- pour tout ^o e support (^) Ha;', en utilisant la
proposition IV.5, on obtient qu'il existe des voisinages Wyc' de (^, Ç], Ux' de rro, ^(^o) > 0
et ^^{x') ç C'o50 égal à 1 sur Ux' tels que

(16) ^^e^_^)(^;^J
et on obtient (15) en extrayant un sous-recouvrement fini de support (^) H a/ par des U^'.,
en utilisant une partition de l'unité.

Dans les formules IV. (23) à (26) qui définissent S, on a posé pour f ç H^,
[f] = (/o, ^ Q x ' f } ; avec [^] = (0, ̂ ,^), on a donc [^f] = ^[f] + fW donc si
6 est une quelconque des formes C—bilinéaires sur C^1 qui définissent 5, on a pour
^ ^ H^

(17) 6([^], [^]) = &(H, [^]) + ̂ ([V;], [^]) - gb([y]^ W) .

Comme le support de '0 évite x ' = 0, l'équation IV. (25), le lemme VI.2, (17) et la
proposition IV.5 entraînent

(18) (^o,Co)^^(Op(5)[^];^-1).

Le théorème 3 est alors conséquence du théorème de Kashiwara-Kawai, du lemme VI. 1,
et de (15) et (18) qui entraînent (^o, Co) 1 SS^v, H^). ^

Nous terminons ce paragraphe par la preuve d'une estimation près de Q qui sera utilisée
dans la preuve du théorème de propagation. Soit S une strate redressée localement en
x ' = 0, K un compact de Qs vérifiant pour un a > 0

(19) K C {(^D; W,D = 0; H < a, a < ̂ 'l < 1}.
'- a )
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Pour po = (x^^o) dans K on note

(20) B(po, e) = [ p G Sb, max {|^(p)|, \x'\p) - x1^ |^"(p) - ̂ l} ^ ̂  •

PROPOSITION VI. 1. - // existe EQ > 0, 60 > 0 ̂  <^ 7?(9Mr ^r £ ç]0,£o] et tout
Pô = (^o^o') ^ K on ait

(21) B(po,£2) H 55^) = ^ ==^ exp sHR,(po) ^ SS^(u) \/s, \s\ < 6^.

Preuve. - L'uniformité de EQ, 80 par rapport à po G K résultera de la preuve, de sorte
qu'on travaille avec K = {po}- On se restreint également aux valeurs positives de 5,
l'autre cas étant analogue. Soit ( y , r ] ) un système de coordonnées symplectiques sur T*5
près de po tel que RQ == 771 et po = (y •=- 0, T) = 0). Pour t > 0, e e]0,£o], ^o > 0
petit, a > 0 petit posons

(22) e^(^n = yi + ̂ î0/2 +^2) - ̂  ?/ - Q/i^')

^=LçS^ |^(p)|<a52, e^(p)<0, ^i(p) ^ -a^,(23)

^(^^-^(^^a2.4}.

Les ensembles Kt,e sont croissants en t. Soit

(24) 1 = [t > 0, Kt,e H 55fo(H) = ̂  .

Si a est assez petit, on a Kae2^ C B(po,£2) pour tout £ e]0,£o]. Désignons par M une
constante géométrique telle que pour p ç E& proche de po on ait

(25) p G B(exp ^i(p)^,(po), M max (l.r'(p)|, (^"(p) + ̂ (p))) 2 ) .

Soit alors p G K^ avec |^(p)| = a^2. On a î/i(p) G [-a^2^] et d'après (25)
p ç B(exp?/i(p)Iï^(po),Ma£2). Si 5 ^ 7(5) est un rayon passant par p = 7(0),
le lemme III.4 entraîne

(26) 7(5)eB(exp(5+7/i(p))ff^(po), (e^/Ma + Ao|^|)2)

pour tout 5 tel que \s\ <, SQ. Choisissons alors a, 60, EQ tels que \/Ma + Ao^o ^ 1^
^o^o < ^o. ûs-o < ^o- Pour ^ ^ ^o^. on aura yi(p) G [-a^2, ^o^]. donc |î/i(p)| < Soe < SQ
donc 7(-^/i(p)) e B(po, ^) donc 7(-^/i(p)) ^ SSb(u). Aussi d'après (26), pour 5 entre
0 et -^i(p), on a |Jî(7(5))| e 0((£\/Ma+Ao |5|)2), donc (voir la preuve du lemme IIL4)
\-^x/(-f(s))g^\ < CteR^(-y(s)) implique ^(^(s))} > ae2 - Co(^/Ma + Ao8o)e ' 6o£
où Co ne dépend que de la géométrie, donc quitte à remplacer 5o, £o par a 60, aeo,
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0 < a < 1, on aura \x'(^{s)) \ > j^2 pour tout s entre 0 et -y^{p}. Le rayon 7(5)
ne rencontre donc pas la strate S entre 0 et -î/i(p), et le théorème de propagation en
codimension inférieure (proposition VII. 1) entraîne

(27) p G K^, t^ 6oe et x\p)\ = ae2 =^ p ^ SSb(u).

La proposition étant conséquence de 8oe ç J, supposons par l'absurde 6oe ^ I . On a
alors J = [0,^[ avec ae2 <: t < 6oe car a^2 G J, SSb(u) est fermé dans 1 ,̂ et Kf^ est
compact dans S&. Il suffit donc de vérifier

(28) p e K^ et 6^(p) = 0 ̂  p i SSb(u)

puisque on a d'après 1 = [0,t[

(29) p G ̂  et 9^(p) < 0 ==^ p i SSb(u).

Montrons (28). Comme on a t ^ ae2 on peut supposer y\{p} > 0, donc y^Çp) + ^(p) <
a<2e4: ainsi que [^'(p)! < ae2 d'après (27). Comme de plus {RQ^ ©e^} = 1, si 7(5) est un
rayon passant par p = 7(0), on a d'après la proposition III. 1

(30) (^A^^l-o = 1 +o(\ve^(\R\^P) + 1^)1)) •

Or on a |.R|^) + \x\p)\ ç 0(v^£) et |V^| e 0(l + ̂ ) G 0(l + f^). Quitte à
remplacer à nouveau 80, CQ par a 80, aeo, a <€ 1 on a donc

(31) (âL0-^!- ^ ^
et par suite, tout rayon passant par p rentre dans le passé dans ©^ < 0 donc dans Kfi ,e
pour un i' < t puisque \x'{p)\ < ae2, yi(p) > 0 et y^Çp) + rf^p) < a2e4.

Par suite, (28) est conséquence du théorème de propagation en codimension inférieure si
x ' { p ) ̂  0, du théorème 2 de réflexion transverse si x ' { p ) = 0, et p ç Tç, et du théorème 3
microhyperbolique si x\p) = 0 et p e Gs d'après (29) et {RQ, Qe^} / 0. 0

VII. Propagation

Ce chapitre est consacré à la preuve du théorème 4. Soit donc u une solution (§. I. (!'))
(formulation locale de l'équation §. I. (1)) ; rappelons que BQ = {{y^} < CQ et \t—to\ < £o},
M/ = { l ^ l < £0} et ^ H {M' x Bo) = uj' x BQ. Soit K un compact de S;, tel que pour
p G K on ait \x'{p}\ < ̂ , ^'(p)! < ^ et \t(p) -to\ < ̂ . Le théorème 4 est conséquence
de sa version locale, c'est-à-dire de la

0

PROPOSITION VII.l. - Soit po ç.K HSSb{u), 5+,5_ deux réels strictement positifs. Il
existe un rayon 7 : [a, b] —> K D SS^Çu) tel que 0 ç]a, b[, 7(0) = po ^t soit b = 5+ (̂ 57?.
a = -5-^ 5'<9^ 7(6) e 9^ (r^^. 7(0) e 9 .̂
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o o
Preuve. - (On a noté K l'intérieur de K dans S^ et 9K = K\ K). Si J est l'application

antipodale J ( x ^ ) = ̂ -0, J laisse stable jT-^O) et pour q,q' G p'^O) vérifiant
Tï-(g) = TT^), on a 7r(J(g)) = TT^Ç')), donc J agit sur S^ ; si u est la conjuguée de u,
on a 55b(H) = J(SSb(u)), et si 7(5) est un rayon, s ̂  J(-y(-s)) est un rayon, de sorte
qu'on peut se restreindre à travailler sur les rayons 7 : [0, b} -^ K H SSb(u). Posons

(1) C,,^ = {rayons 7 : M[-^ K H ̂ (^ 7(0) = Po, 0 < ^ < 5+}.

L'ensemble Cpo,s+ est mum ^e ^a dation de bon ordre évidente : pour 7^ : [0,^[^
A: H SSb(u), 71 ^ 72 signifie ^i <, 62 et 72|[oA[ = 7i- Supposons C^+ / ^ ;
d'après le lemme de Zorn, il existe dans Cp^s+ (au moins) un élément maximal
^ : [0^ Q[-^ K H SSb(u). D'après le corollaire III.8, 7 se prolonge à [0, 8}, et SSb(u) étant
fermé, 7^) G SSb(u). Si 7(5) e 9i^ ou é = 5+ on a gagné. Sinon -f(8) çK (~}SSb(u) et
puisque 7 est maximal C^(<5),s+-<$ = 0 (car par définition des rayons, deux rayons 71, 72
définis respectivement sur [ai, 02] et [02, 03]. vérifiant 71(02) = 72(^2), se recollent en un
rayon 7 défini sur [01,03]). La proposition est donc équivalente à vérifier

(2) ^po^KnSSbÇu)^ C,,^ /^>.

Par induction sur la codimension des strates, on peut supposer po = (x^^) G T*5,
S étant la strate de codimension d, S = [ x ' = 0}. Si po G Ts (i.e. RoÇx^^o) < 0) (2)
est conséquence du théorème 2 de réflexion transverse et du théorème de propagation en
codimension au plus d - 1 (voir la fin de la preuve du lemme V.4). On peut donc supposer
po G Qs (i.e. RoÇx^^o) = 0). Pour p G K et e G]0,£o], ^o petit, posons

(3) 7Z^ = {rayons 7 : [0,£] -^ 5^(n), 7(0) = P. 7^) ^ Gs pour 5 G [0,£[}

(4) n2^ = {rayons 7 : M] -. ̂ (n), ^ G]0^[, 7(0) = P, 7(^) ^ 05

pour 5 G [0^[ et7(^) G ^[}

Rappelons que pour p G T*5, la « boule » B(p,e) C S^ est définie en VI. (20). Soit
A une grande constante positive ; pour p G K H SSb(u) soit ^e(p) le sous-ensemble
de SSb(u) défini par

(5) Si p G 0s : ̂ (^^^(exp^^A^n^^)

(6) Si p ÎGs : D^p) = {7^), 7 ê ̂ ,JU

{B(exp(6 - 5)ff^(7(^)), A(£ - 8)2) H 5^(u) ; 7 e 7Z^} .

Si A est choisi assez grand, pour p G 65 H SSb(u), D^p} est non vide d'après la
proposition VI.l ; si p G 5'5b(n) \ Gs. 7Z = {rayons 7 : [0,6[-^ SSb(u), 6 G]O,£], 7(0) =
p, 7(^) ^ Gs V-s} est non vide (car (2) est acquis pour p ^ Qs\ bien ordonné, donc
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possède un élément maximal, ce qui prouve 7?^ U Tî^^ ^ (f) donc à nouveau d'après la
proposition VI. 1, ^e(p) / <^. On a donc

(7) Vpe^n^(H), D^p)^^.

Les fonctions x = ( x ' ,x"\ ^//, étant Tr-invariantes, le corollaire III.2, et les définitions 5
et 6 entraînent qu'il existe une constante CQ > 0 telle que

(8) Vp e KnSSb(u)^ p' e D,(p) =^ m^[\x(p)-x(p% |r(p) -$V)|} < Co^.

Soit po e ÇsH ̂  n5'5&(H). Pour tout entier N >_ 1, soit p^, 0 < j < 2^ des points
de SSb(u) D ̂  vérifiant

(9) P o , 7 v = P o , Pj+i,N e D ^ ( p ^ N ) , e = eo2~N

dont l'existence est assurée pour CQ petit d'après (7) et (8). Si J}v = {j^"^, 0 < j ^
2^} C [0,£oL on définit 7^(t) pour t = j£o2~N e JN par 7^v(t) = pj^. En tout point t
de J = U ̂ y, la suite 7Ar(t), définie pour 7V grand, reste dans le compact K H SS^(u) de
E& ; quitte à extraire une sous-suite, on peut donc supposer 7A^) —> ^(t) e K H SSb(u)
pour tout ^ G J^, et on a d'après (8)

(10) V^ e J. max{K7(t)) -^(7^))h 1^(7^)) - ̂ W))|} < Co |t - t'\.

Vérifions que 7 se prolonge en application continue de [0,ê:o] dans K H SSb(u}.
Il suffit de vérifier que si %}, {^|} sont deux suites d'éléments de J de limite
to ^ [0,£o], telles que 7^) ^ pi, 7(tj) -^ ^2, on a pi = p^ ; d'après (10), on a
.r(pi) = a:(p2) = x, ^'(pi) = ^ / /(p2) ; si ^ e 5, on a donc pi = p2 ', si x ^ S,
pour tout (j,Nk) tel que £0^2"^ soit proche de to. on a x(pj^^) proche de x donc
De{pj,Nk) = {^ /; 3 rayon g : [0,e] -^ SSb(u) t.q. g(0) = R^N^ g(e) = p ' } pour e petit ;
si x_ ç 5", strate de codimension d! < d, on peut redresser, près de x_. S1 sous la forme
S ' = {xi = . . . = Xd' = 0} et les fonctions ^+1, • • • ,^d sont TT-invariantes près de x,
donc à nouveau par le corollaire III.2, on obtient |^(7(^)) - <^(7(^))| < CQ \t - t'\ pour
i,i1 ç- J proches de to, d' + 1 < j < d, d'où pi = p^.

Vérifions que 7 est un rayon, ce qui achèvera la preuve. Soit to e [0, ^o]- Pour 7(^0) ^ ^5.
il existe £1 > 0 tel que si t = £oj2~Nk est proche de to, on a 7?2 ^ ^ = (f) pour tout
£ e]0,£i] ; il en résulte p^+i,^ = 7(£o2-Nfc), où 7 e 7Z^ ^2-^' par ^collement
de rayons, il existe donc des rayons 7^ définis sur un voisinage fixe F de to tels que
Im(77Vfc ) C SSb(u) et 7^ (t) = 7^ (^) pour t e I ' Ç } J N ^ , donc d'après la proposition III.6,
7 est un rayon près de to. Vérifions à présent que

(11)
il existe (TQ > 0, A' > 0, tel que pour tout po ç G s H K, on ait
p e B(po,a2) et p' ç ̂ (p) =^ p' e B(exp cH^po), (a + A^)2)

pour tout a e]0,ao], et e e]0,e:i], e^ petit. En effet, si p e ^5 on a par (5)
p' e B(exp £^(p),A£2) et, d'après le lemme III.4, exp eHn,(p) e B(exp £ff^(po),

4e SÉRIE - TOME 30 - 1997 - N° 4



PROPAGATION DES ONDES DANS LES VARIÉTÉS À COINS 487

(a 4- Ae)2) ; si p ^ Qs on a soit // = 7(e), 7 e 7?^ donc, d'après le lemme III.4,
p ' e B(exp eff^O^ (<T+Ao^)2), soit ̂  G B(exp(£-5)^(7(<5)), A(e-8)2), 7 G ^2,.
donc (loc. cit) 7^) G B(exp 8HR,(po), (a + Ao<5)2), d'où p ' ç B(exp eHR,(po),(cr +
A'^)2) si A' est assez grand. De (11) on déduit, si 7(^0) ^ Gs^K

(12) ^/ e Jjv, et 77V, M C B(7(to)^2)

=^ 7^(t') € B(exp(t' - t)^,(70o)), (^ + A' \t' - t|)2) .

Passant à la limite sur Nk, faisant tendre t vers to puis a vers 0 on en déduit pour t'
proche de to

(13) 7(^) ê B(exp(^ - to) ̂ o(7(^o)), A'2^ - ̂ )2)

donc ^(7(1)), a;"(7(t)), $//(7(t)) sont dérivables en to, et on a

j^o)) = 0, (^(7^o), ̂ (7^0)))) = ̂ o(7(^o));

or toute fonction / Tr-invariante près de qo = 7^-l(7(to)) est de la forme
/ = Jo(^n + x ' • A^^") + ^(^Icarp, d'où {pj}(ço) = {-KO, /}(ço), donc
la définition 1.2 ii) est satisfaite en to- ^

VIII. Condition de Neumann

Pour étudier le problème de Neumann, nous commençons par rappeler la construction
de la solution du problème mixte

f^-A^O "ôA=0"

^11=0 = UQ , 9tu\t=o = u^, (uo, m) e H1^) e ̂ (o;).

Notons H = H1^) C L2^), où lîf1^) est muni de la norme ||/||^i = Ld^ll2 +
|/|2)^^/, et soit A l'opérateur non borné sur H

D(A)= [{u^u^^H, u^H1^), A^oe^2^),

(2) < ^v G J^l(^) / -^UQvdgy = / (duQ\dv)dgy ^
J UJ J I j J )

(uo\ _ ( ui \
^{uj-^uo)-

Alors A et -A vérifient les hypothèses du théorème de Hille-Yosida car on a

(3) V u = ( H o , U i ) £ - D ( A ) |Re(AH|u)ff|^||n|||,

(4) VA G R \ 0 À + A est bijectif de -D(A) sur ff.
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En effet, (3) résulte de Re(Au\u)n = Re f u^u^dgy, et l'unique solution u ç. D(A) de
l'équation (A + A)u = v, où v = (^o? ^i) G ̂  est donnée par 14 = ^o — ^o. ^o vérifiant

(5) Vw e H1^) a(uQ,w) = \ (d^o|rfw) + X^UQW \dgy = \ hwdgy
J UJ J UJ

avec h = —v^ + A^o G L2^), l'existence et l'unicité de la solution uo ç H1^) de
(5) étant assurée par le lemme de Lax-Milgram puisque a(uQ,uo) ^ ||^o||^r On a alors
-Ai^o + À2^ = /^, donc Az6o ê ^(û^), et pour w e iif1, J -AUQW = j{h - \^UQ)W -==-
j{duQ\dw\ donc u ç DCA).

Le théorème de Hille-Yosida fournit alors une unique solution u(t, y} G C°(Ht, H1^))^
C^-ÇHt.L2^)) au problème (1)^ ; si les données sont telles que (z^o^i) € ^(^4). on a
déplus n(^î/) e C71(H^7 :f l(a;))nC72(^,L2(^)), Au e ^(R^L2^)) et

(6) Vf, V^e^) [ -Au^y)v(y)dgy= 1\dyu(t,y)\dv)d,y
J UJ J t j j

de sorte que sur QUJ^^ réunion des strates de codimension 1 de QUJ, on a. On désignant
la normale extérieure

(7) 9 |̂̂ ,, ='0.

Alors pour la solution ainsi construite de (l)^v, avec données (^0,^1) € ^T on a

^^OC^tX^)

iyU\dyf) - 9tu9tV/ G ̂ (H,^1^)) /1 /1 [(d^|rf,/) - QtuQif} d.ydt = 0
(8)

JR J uj

car (8)2 est vrai pour {uo,u^ e -D(A) d'après (6), DCA) est dense dans H, et sur tout
intervalle borné 1 de H, sup [t e J; He^; H -^ H\\} < +00.

L'objet de ce paragraphe est de vérifier que les théorèmes 1 à 4 sont valables pour
les solutions de (8) sous l'hypothèse (H.3) du paragraphe 1. On note toujours u le
prolongement de u par zéro hors de fl et

(9) SS,(u)=7r(SS(u)\T^.

On n'a plus la régularité H1 de u, mais u e L^^. subsiste.
Près d'un point ZQ = (mo,^o) ^ <9^ avec ZQ ç. S strate de codimension d > 1, dans un

système de coordonnées x = Çx^ x " ) centré en ZQ, fourni par l'hypothèse (H.l), qui redresse
S en x ' = 0, avec x" = (y^t- to) M' = {H < po}, BQ = {{y^ < po, \t - to\ < po},
Oo = ^ n {M' x Bo) = uj' x Bo, nous noterons pour p G]0,^o[

(10) H^1) = [f{x) e H\u^ supporta) C {\x < p}}.

D'après (8), on a pour tout p ç]0,^o[

rvx(^) e c^(\x'\ <p) xu e ^(Bo; H^))
(11) ^ / ^ ^ ( B ^ H ^ ) ) ( [(dyu\dyf)-atu8tf]d,ydt=0.

^ jQo

Nous allons prouver les théorèmes 1 à 4 pour les solutions de (11), sous l'hypothèse (H.3).
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VIII.l. Régularité elliptique
Comme dans le §. IV.4, nous allons ici travailler dans un cadre un peu plus général.

On note

(12) P(x,D) = EDiaij{x)Dj + ̂ D^c^x) + coQr) Dj = - ——

un opérateur du second ordre à coefficients analytiques, à valeurs complexes, définis près de
x = 0 dans H^, x = {x' , x " ) , x ' e R^. On suppose le symbole principal de P de la forme

(13) p(x^) ̂  (^ - ̂ A^x)^ - u) ̂  fitlA"{x}iilt

(avec v = v(x,^'^ linéaire en 0 avec

(14) 3 c > 0 ReA^O^cId.

On se donne a/ un ouvert borné de R^ tel que 0 € uj' et a/' un voisinage de 0 dans
j^n-d pQ^. un p > 0 petit, on note ̂  = uj' H { l^ ' l < p}, et ^(^Q le sous-espace
fermé de H1^) défini par (10).

DÉFINITION VIII.l. - Soit u{x' , x " ) une distribution sur a/ x uj". On dira que u est solution
du problème de Neumann pour P (en x = 0)

(15) Pn=0, "9^1^-0"

si on a (pour un po > 0)

^V^ePV'îLV))

(16) < 1 [s(-a^-)D^^J+H(S(-Q)DJ+co/)]^=0

v/eCo00^';^^)).

On notera que la condition (16)2 dépend du choix de la densité dx, et que changer dx
en p(x)dx revient à multiplier par p(x) les coefficients a,j, c^, CQ de P. Si (g^^Çy))
est la métrique cotangente sur T*.M, g(y) = (gij(y)) la métrique sur T.M, on a
d^?/ = ^dei(g)dy, donc (11)2 n'est autre que (16)2 avec le choix des coefficients cp = 0,
^ = 0, a^j = V'det^^'-7, 1 < ij < m, a^yn+i = 0, 1 < î ^ m, a^+i^+i = -v/deT^.
Si (16)2 est satisfait, on a PZA = 0 dans î>'(c(/ x a/') et aux points où cV = {'0 = 0} = S
est une hypersurface lisse, avec (x4 = (loc)o/ H {=b'0 > 0}, Dji^^ = ±dj6s, les
conditions aux limites déduites de (16)2 sont

(17) ^^a,jD^+(Sc^)u|v,=±o =0.
^j

Pour x{x11) ^ C^{ijj"\ égal à 1 près de x" = 0, on pose à nouveau

(18) v(z^x^h) = 1\^^"z-^x{x^)u{xf,x'f)dxf'.
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On note encore H.\ l'espace H1^) muni de la norme ||/;JÏ^||2 = f , (|/|2 4-
d
S ̂ Qxjf^dx', H}.^ le sous-espace fermé de H^ des fonctions à support dans

{|a/| < p}, et ( H r . ^ ) son dual. (On ne cherche pas ici à interpréter le dual (H^ ̂  en
terme de quotient d'espace de distributions sur a)', cela étant inutile pour la suite).

On pose (p(z) =- j(Re^)2 ; on a

(19) vçH^Uo^H^) pour [/oCCC71-^

On se donne ^/ e R"^ \ 0, Vi CC VQ CC R71"^ \ 0 deux voisinages ouverts de ̂
r-o, ri deux réels vérifiant 0 < 7-1 < ro < 1, avec 'x.{x"} = 1 pour \x"\ < 2ri, on
pose Uj = [z G C71"^; |Rez| < r^ Im^ G —^} et on note IV un petit voisinage de
UQ x { I I C I I < 7*0}. Hn reprenant la preuve de la proposition IV. 1, on obtient la

PROPOSITION VIII.2. - Soit p e]0^o[. Il existe S e £(W\ H^ -> (H^Ï) de ̂  forme

S = E (^Sn avec
n=0

(20) {Sn(f),9)= 1 bn(z,(:,x\h)([f},[g})dx', f € H^ g G H^z,Ç,x\h)([f\,[g\)dx', fçH^ g G H^
J UJ'

où les bn satisfont à IV. (24), tel que

(21) 3e > 0, Op{S)[v] e H^U^ÇH^).

Le symbole principal SQ de S, défini par bo est donné par

(22)
^o([/], b]) =' (/' - f^À^-g' -g^) + fog^R

A'^A'^C); ^=^^C;^+C); a= t(^+C)A / /(r^^^C)(^+C).

En procédant comme dans le §. IV.4, on obtient la

PROPOSITION VIII.3. - Soit u solution du problème de Neumann (16), et ^Q ç R71"^ \ 0
vérifiant l'hypothèse d'ellipticité IV. (72). Il existe e > 0, U voisinage de ZQ = —i^o et
^{x') e C^, ' 0 = 1 près de x ' = 0 tels que

(23) ^e^-.(^),

ainsi que la

PROPOSITION VIII.4. - On suppose

(24) 3 c > 0 , Rep((U) > c|^|2 V ^ ç R 7 1 .

Il existe ao,ai > 0, tels que pour u solution du problème de Neumann (16), et
^OT') € C^(\x'\ < ai) on ait

(25) ^u est holomorphe en x" e C'1"^, l^'l < ao, à valeurs dans H1^).
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Notons encore u e ^(ci/^L^R^)) le prolongement de u par zéro pour x ' ^ uj' et
introduisons l'hypothèse

3y9 > 0 et c(À) indépendant de h avec lim c(À) = 0 tel que
(W\ i A^+oo

^(^eff^ IIÊ^)1^»^!^^)^^)!^^!!'
Alors en reprenant la preuve de la proposition IV.3 on obtient la

PROPOSITION VIII.5. - On suppose (26) satisfait. Alors pour u solution du problème de
Neumann (16), les propriétés suivantes sont équivalentes

(27) V^ 'eR^ (Q^^^iSSÇu).

fil existe e > 0, U voisinage de ZQ = -i^o et ^{x1} e C^° égal à 1
v ) \près de x ' = 0 tels que ^v e H^e(U, H^).

Le théorème 1 étant conséquence des propositions VIII.3 et VIII.5, il nous reste à vérifier
que l'hypothèse (26) est satisfaite ; pour cela nous allons utiliser l'hypothèse (H.3). Il suffit
de vérifier la propriété

Fpour e G]0, l], il existe C(e) > 0, lim C(e) = 0, tel que
E^O

(29) V^e]0, lL V^e^, , / ^dx' ^ C{e)\\g^ H^\\\
JdistÇx'^uj^^eh

En effet, soit ^(^) = dist^ôo/), xW ^ ^o°(] - UD avec xW = 1 Pour
1^1 < è, et g e ff^ ; posons g^x') = x(^1) 9^) et ^ = g - gi ; on a
11^2; H^ J| ^ ^11^; H^\\ et supporta) C [W > f > 0} donc ̂  G ^K]

d'où ll^)1^^^!^^) ^ ^ll^ ^]^11- si (29) est satisfaitî on a aussi '^i1!^2 ^
C(£)||^;ff^^||2. On a donc (26) avec c(A) = inf^ [^/C(e] + ̂ ] qui vérifie bien

lim c(A) = 0.
A—»'+oo

La propriété (29) est clairement conséquence du

LEMME VIII.6. - Soit u un ouvert relativement compact d'une variété Riemannienne
(M, g), vérifiant les hypothèses ( H . l ) et ( H J ) . Il existe une constante C = C(uj} telle que

(30)
V/^e]0, l] , e > 0 , feH1^) l { f ^ d ^ x ^ C e /{ I fad / l '+ l / l 2 }^ .

JdïstÇx,9^)<eh Jw

Preuve. - On procède par récurrence sur la dimension de M.. Par partition de l'unité, on
peut supposer que / est à support près de XQ e S, strate de codimension d > 1, redressée
en S = {{x^x")', x ' = 0}, et qu'on dispose d'un système de coordonnées quasi-polaires
(voir le §.II. (21))

(31) xf=j^e)=r[H^0)+^H^0)}^ M)G]0 , ro]x7V
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avec dim^V = d - 1 < dïmM, et près de XQ, uj = j(]0,ro[xSo) x {x"} où So est un
ouvert relativement compact de N , qui vérifie les hypothèses du lemme VIII.6. On a

(32) dx'2 = dr2 + r2go(0) + 0(r\dr1 + r2^))

où go est la métrique sur N induite par le plongement Ho donc

(33) distQr, ou;) ̂  mf[r; r dist((9, <9Eo)] dif ̂  6Q

et rr" jouant un rôle de paramètre, (30) sera conséquence de (\d0\ désigne la forme volume
sur (N,go))

Q f 2 ^ , /2
(34) t {f^ff^r^drW^Cs [^h^^ ^def'+^r'1-1^^

Jib<£h J L u^ ^ \

—— -1- 1 — n r. t
Qr

pour / à support dans r < ro. Avec ^(0) = dist((9,(9So), on a par hypothèse de
récurrence pour tout e > 0, h e]0,1]

(35) <ce ( {l/^F+bl2}!^!./ W\'\d0\<
J^<£h ^Sn

Soit xW € CQ°(] - 2,2[), xW = 1 Pour \t\ < 1. Si on pose / = A + /2, avec
A = x(^) /^ ^ suffit de vérifier (34) séparément pour /i et f^.

Pour (r,0) e support(/2), on a h < 1 et '0 ^ £/i implique î/i(0) < e^ pour £ < 1,
donc d'après (35) pour e < 1, en posant h' = h e]0,1]

/ {f^r^drde^ [r^dr^Ce f ^def/^^2]^
J^<eh J i JEo Ll r -1 J

(36) / {f^r^drde^ rd-ldr\C£
J^<eh J L ^Eo Ll r

d'où (34) pour ^ car (34) est trivial pour e > 1. Comme /i(r,(9) est à support dans
r < 2fa, en effectuant le changement de variable hr' = r, on est ramené à prouver (34)
avec / = /i et h == 1. On a alors

i/^^i2-!/'0^^^)^2^
donc avec a(r) = r^-1 JJ'0 -^

W ^ ^ ! "
0̂"d-1

1 ^(r^^r^drW^ ( \ ( ̂  (a^) 2 a-1-1 da] a(r)dr|d0|(37)
Jr<e Jr<e L J 1 (7a J

<£sup(a ( r ) ) [{^^r^drW
r<ro J 1 W

ce qui prouve déjà (34) dans le cas d = 1 (pas de variable 0). Aussi, d'après (33) et (37),
il ne reste plus qu'à estimer L;/^<^ \f{r,0)\2rd~ldr\d6\ avec d > 2. Or en réutilisant
(35) avec fa = 1 on obtient

(38) / l/M)!2^-1^!^!^ />( l|^/|2+ l|J|2^^-l^|^|
Jw}<^ J ^r r /'W^

et (34) avec h = 1 résulte donc de f^0 ^^p-dr < +00 (d > 2), puisqu'on a^0 r
r^o

f^r^dr^ ̂  r ^dr (\^ 'r^dr^. 0
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VIII.2. Réflexion

Pour vérifier le théorème 2 de réflexion pour les solutions du problème de Neumann
(8), nous reprenons la stratégie et les notations du §. V. Rappelons qu'on travaille près
d'une strate de codimension > 2.

1. Réduction semi-classique

On remarque que si u vérifie (8) et 6(t} e C^R), la moyenne v(y) = f 6(t)u(t,y)dt
vérifie

(39) \ / f ( y ) ^ H 1 ^ ) [(dyv\dyf)d,y= ff Qtu(t,y)0\t} f{y)d,ydt
J uj J J u j x R

donc en appliquant (39) à / G Cg°(u;) on obtient ^v(y) = J 61'{t)u(t,y)dt d'où
Aï; ç H1^), et en réutilisant (39) on obtient

(40) V/0/) G H\UJ) f(dyv\dyf)d,y = [ -^vfd,y.
J 0; J\û

En posant v,i(t,x,h) = J e~ïh(•t~t ^ u ( t ' , y ) ' ) ( o ( t ' ) d t ' , la formule V. (3) devient donc

•ui € H^V,!!1^)), Aux € ̂ (^iî1^))

(^ - A)ui = H2 = - / ^(e-^C-^^^-Xo

(41) ' +e-*(t-t')29?xo]^/,2/)^ e ̂ o-eW^^))

V/e^^), Vf, f-^(t,y)f(y)dgy= f(dyui{t,y)\dyf)dgy.
^ J UJ JUJ

On élimine alors zt2 comme dans le §. V.l en choisissant cette fois r solution de

/ \9srQsf ^- (dyr\dyf)\dgyds = / u^{is,y,h) f(s,y)dgyds(^2)
Jx^ l } Jx^

V/€ff^(X,J

oùH^(Xso) = {/ € ff^^o+i)^ support(/) C [-To-5o,-ïo+5o] xo;} est muni de
la structure Hilbertienne J^ {|^/|2 + \dyf\2}dgyds. On a (9^ + A)r = -u^(is,y,h)
dans P', et d'après (41)2

II^^IlL^x.^eO^^^i2-^)

donc avec J = ] - 7-0 - •^L, -TO + ^) [, sup ||<9fr(5, •) | |ffi(^) e (^(eA^7'0!2-6^, et pour
sçj

0 G ^(J). / € ff1^), j0(5)^^-Ar(a,y)/(y)^ = ; 0(s)ds ^{d,r\dyf)d,y,
d'où

(43) Çr{s,-),-i^(s,-)) eD(A) Vs e J.
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Si | est la solution fournie par le théorème de Hille-Yosida du problème d'évolution,\_yi j
ou s ç. J est un paramètre

M4) Q, M - A M - f ° 1 . M - r r^ •)( ) "bJ '^j-k^^.)]5 ^j^~[-^^').^ 1 ^ 1 '1 1^ ~ L^_L.c, ^ h L. 1 -I .Or ,

r^o'd'après (41)2 et (43), on a [ (E (7°(Rt,£)(A)), et comme dans le §. V.l, si on pose
U/i j

(45) ù{t, y , h) = ui ((, y, h) - gÇt, y, h)

on est ramené à étudier ù qui vérifie

'ùçH^H1^)); (^-A)û=0
(46)

V/e^), VA, [ -^ù(t,y)f(y)d,y= f\dyù(t,y)\dyf)d,y.
^ J UJ J UJ

2. Prolongement holomorphe en variable r

En conservant les notations du §. V.2, on définit à nouveau w et w^ par les formules
V. (11) et (12), et ( , ) désigne la forme métrique sur r*(]0,ro[x7V x [ y " } x {5}), et
pour p > 0 on note

(47) H^ = [fÇr, 0) ç H1 ; supporta) C {r < p}}

l'espace H1 étant défini en §. V. (20). Les estimées V. (22) restent valables (avec
I/V;^) au lieu de L2^"^^ ainsi que V. (23) qui devient

(48) V/ e C^^y^H^) ({dw^df}kd^dsdy11 = 0

(avec p petit), qui assure Q(wiJ = 0 et la condition de Neumann.
En suivant les constructions des déformations C du §. V, (définis en V. (25), avec L à

support dans [ri, ^], ro petit), V. (38) devient
(49)

fWt^s,yff,r,6,h) s'étend en fonction C°° de {s,y",r) e P

^ P=^(^r); |5| + |î/'| < eo, 3/)e]0,ro], 3aç[0,l] , r = e^^^ pY

à valeurs dans jff^So), holomorphe en r; avec w^ = ^olim(ar), on a
^(r)[w,f o (aC)] C Coo(^2///; Â^) pour ^ e Go-G - l,p[)

et de plus avec w^ = w^ o £, w^ = Wt,\ïmW

W f {dwf^df)cd^ =0 V/ ç Co00^,^; ff^).
J D

En effet, pour obtenir les estimations de prolongement holomorphe (49), (50), il
suffit ici d'utiliser la proposition VIII.4, sous réserve qu'on ait vérifié la conservation
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de la condition de Neumann (50) le long de la déformation. Or soit J =
{a G [0,1] tels que (50) soit vrai pour /?£, V/3 < a} J est de la forme [0,ao] et la
proposition VIII.4 entraîne que w^ s'étend holomorphiquement en r au voisinage de
[^ ^]. Si / est holomorphe en r au voisinage de [ri, ^], f^ {d^^df}^^ =

f ^{dwt^dg)d^ (g o aC = /) est indépendant de a proche de OQ comme intégrale
d'^ne forme holomorphe en r, et tout / e C^{s,y",H^} est limite pour la topologie
H1 de tels /, d'où o-o = 1. Alors la formule V. (40) reste valable pour tout
g e ^({[^l + [^/"l < £o},H^) donc par les propriétés de support (^), pour tout
g G H^{D), où H^{D) = {g{s,y"^e} e H\\s\ ̂  \y"\ < e^ 0 e Eo, r <
ro + 1); support {g) C {r < H)}} qui est munit de la norme (f^{dg,dg}dî^) . D'où
à nouveau

(si) Ik6^;^]^)!!^*111^01^
et le lemme V.2 devient le

LEMME VIII.7. - Pour eo, ro, 70 petits, V petit voisinage de -iro, la fonction
w(t,y",z,6,h} est holomorphe en t, z e F, F = {0 < \z\ < ro; \Aïgz\ < 70}, L2

en y " , à valeurs dans ff^Eo) et si on pose pour [7! < 7o

(52) w\t, y " , r, 0, h) = w(t, y\ re17,0, fa)

il existe A, B > 0 ^?fa ^M^ pour tout t C V, i <, ro, 0 < H < 70 et tout h e]0, ho] on ait

(53) ^.^(h/'l < ̂ (MxEo) < ̂ ^[IImtl+A'<

D^ p/^, 5; on note ( | )^ la forme C-bilinéaire associée à la forme quadratique complexe
ç7 définie en V. (45) on a

{ I \(dw^\df)^ - OtW^Qtf] e^re17, •) ^/detç(re^, ̂ dO^rdidy" = 0
(54) { J \ - J

Iv/eCo00^?/";^)
où dan^ (54)i, d est la différentielle en r , 0 , y " .

La preuve du lemme VIII.7 est analogue à celle du lemme V.2, (54) étant vrai pour /
à support dans r > ri > 0 d'après (50), donc pour tout / G C^(t,y"\ fi^), par densité,
puisqu'on travaille près d'une strate de codimension > 2, en utilisant le

LEMME VIII.8. - Soit a >, 1. Pour tout e e]0, l], il existe une fonction Xe{r)
Lipschitz.ienne, vérifiant 0 < Xe < 1, Xe(r) = 1 pour r ^ 1, Xe{r) = 0 pour r ^ ^,
avec \ïme(3e = 0. t^ ̂

£—»-0

(55) hm/^ X'eQ\2\f^e)fradr\d0\=0

pour tout f tel que f (||^|2 + ̂ T'^dràO < +00.
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Preuve. - Pour a > 1, il suffit de choisir Xe = X indépendant de e (voir la preuve du
lemme V.l). Pour a = 1, on définit ^ par

{ 1 si r < 1

(56) Xe = 1 - -Te logr, 7^ = -———, si 1 ̂  r <, f3,
^ëPe

0 si r > ̂

et il suffit de vérifier, avec ̂  ^e \f\2 ̂  \d6\ = A,, lim A, = 0.

En écrivant |/M)|2 < 2\f(r^0)\2 + 2J ;;° \^\\^e)ada . log ̂ | ; avec le choix
TO = 1, on obtient pour r < |, J |/(r, 0)|2 |d(9| < Ci | logr|, où Ci dépend de J, puis en
choisissant ro = e/3e dépendant de e

(^7) A,<2Gi7, | log£/y+2 / ^^^l^l
7r<^, 9r

car 7! ̂ /3£ log (^) ̂  ^ 1 et on conclut en choisissant ̂  = (ç| loge])

3. Fin de la preuve du théorème de réflexion

Le lemme VIII.7 permet d'utiliser la même stratégie que celle du §. V.3, en remplaçant
la dualité (H}^ H^) par la dualité (H^(H^y), le lemme de coercivité V.3 (62)
restant valable pour / e H^ (il est bien sûr plus simple ici dans le cas quasi-conique) ; le
lemme V.4 est inchangé (en utilisant, pour sa preuve, la proposition VIII.5 au lieu de la
proposition IV.5), ainsi que le lemme V.5. On conclut alors comme dans la section V.4.

VIII.3. - Fin du cas Neumann

Pour achever la vérification du cas Neumann, il suffit de reprendre les arguments du
§. VI, en remplaçant la dualité (H^, H^) par la dualité (H^(H^y), les lemmes VI.l
et VI.2 étant inchangés et de constater que les preuves des propositions VI.l et VII. 1 ne
font intervenir que des arguments géométriques. <^>
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