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PROBLEME DE BRILL-NOETHER
POUR LES FIBRES DE STEINER.
APPLICATIONS AUX COURBES GAUCHES

Par Ph. ELLIA, A. HIRSCHOWITZ er L. MANIVEL

REsUME. — Un fibré de Steiner sur I’espace projectif de dimension trois est un sous-fibré d’un fibré trivial,
obtenu comme noyau d’un morphisme défini par une matrice de formes linéaires. Nous construisons des fibrés
de Steiner E de rang n, de telle fagon que E(1) admette n — 1 sections dont le lieu de dépendance soit une
courbe lisse. © Elsevier, Paris

ABSTRACT. — A Steiner bundle over the projective 3-space is the kernel in a trivial bundle of a morphism defined
by a matrix of linear forms. We produce various Steiner bundles E of rank n such that F(1) has n — 1 sections,
the dependency locus of which is a smooth curve. © Elsevier, Paris

1. Introduction

On travaille sur P2 = P2, ol k est un corps algébriquement clos de caractéristique nulle,
et I’on poursuit (cf. [3]) I’étude des fibrés qui sont noyaux de morphismes b.0 — a.0(1),
définis par des matrices de formes linéaires. Ces fibrés, ou plutdt leurs duaux, ont été
considérés, entre autres, par Dolgachev et Kapranov qui les ont appelés fibrés de Steiner
(cf. [2]). La raison pour laquelle nous nous intéressons a ces fibrés de Steiner, est qu’ils
forment la classe la plus simple de fibrés de syzygies, et que la connaissance de la
cohomologie des fibrés de syzygies semble un passage obligé pour la classification des
résolutions. On aborde ici I’étude de la stratification du champ de ces fibrés par la dimension
des groupes de cohomologie (des fibrés tordus E(d)). L’étude de cette stratification se
réduit évidemment a celle des stratifications correspondantes sur les espaces de matrices.

Soient A et B des espaces vectoriels de dimension a et b. On note V 1’espace
H°(P3,0(1)), et M I’espace des morphismes m de B vers A ® V tels que le morphisme
correspondant m : .0 — a.O(1) soit surjectif : M est non vide deés que b > a + 3 ([3],
Prop.1.1). On note E,, le fibré vectoriel de rang b — a, noyau de m.

Pour f > 1 on introduit le sous-schéma W/~![d] de M des matrices m telles que le
corang du morphisme induit

m(d) : B® SV — A® STV

soit au moins f (le corang est le minimum des rangs du noyau et du conoyau). Pour
d = 0, il est facile d’identifier W/ ‘1[0], car les fibrés correspondants admettent un facteur
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direct trivial de rang f. Dans ce travail, nous considérons seulement le cas suivant,
d = 1. On fixe donc a,b et f, et 'on pose W := W/~![1]. On fait une fois pour
toutes I’hypothése b > 5a/2, qui correspond au fait que si m est générique dans M
alors h®(E,,(1)) = 4b — 10a ([3], Prop.4.4), et m appartient 2 W si et seulement si
h'(E,.(1)) > f. Dans le méme ordre d’idées, on se restreint au cas b < 4a puisqu’on
vérifie facilement que tout fibré de Steiner avec b > 4a est somme directe d’un fibré trivial
et d’un fibré de Steiner avec b = 4a.

On peut formuler comme suit le probleéme de Brill-Noether pour ces fibrés :

1. Déterminer I’ensemble F' des valeurs de f pour lesquelles W est non vide;

2. Pour f dans F, étudier les composantes irréductibles de W;

3. Pour chacune de ces composantes, étudier les propriétés du fibré paramétré par le
point générique : en particulier, sa cohomologie.

Dans ce travail, nous étudions 1’ouvert Wp de W des matrices m telles que I’image de
m(1): BV — A®S*V

soit de codimension exactement f, et ol le morphisme m +— Im (m(1)), a valeurs dans la
grassmannienne des sous-espaces de codimension f de A ® S?V, est dominant. Il est assez
facile de voir que si Wp est non-vide et non contenu dans W°[0], il est irréductible. Notre
premier résultat identifie I’ensemble PF des triplets (a, b, f) (toujours avec 5a/2 < b < 4a)
pour lesquels Wp est non-vide et non contenu dans W°[0], et assure que, pour (a,b, f)
dans PF, le fibré paramétré par le point générique de Wp a la cohomologie attendue :

THEOREME 1.1. — Soient a et b deux entiers positifs avec 5a/2 < b < 4a et 5b > 12a + §,
et soit f positif. Pour que W p ne soit pas contenu dans W° [0], il faut et il suffit que f soit
inférieur a a — b/4. Dans ce cas, Wp est irréductible et le fibré E, paramétré par son
point générique | a la cohomologie attendue en ce sens que, pour k # 1, au plus un des
quatre nombres hi(E,(k)) est non nul.

Notre méthode de démonstration consiste, comme dans [3], a considérer les matrices m
telles que I’image de m(1) soit contenue dans un sous-espace de codimension donnée f
de A® SV, eta majorer le lieu des mauvaises matrices en le stratifiant judicieusement.

Le résultat précédent est insuffisant pour 1’application aux courbes qui est la motivation
initiale de ce travail. Il nous faut en effet savoir, pour le fibré £, du théoréme précédent,
si le morphisme d’évaluation H°(E,(1)) ® O — E,(1) est versel, i.e. si les lieux o
son rang est constant sont lisses de la codimension attendue([3]). Ce probléme prend deux
tournures assez différentes selon que la dimension 4b—10a+ f de H’(E,(1)) est inférieure
ou supérieure au rang b — a de E,(1), et nous n’abordons ici que le second cas (I’autre
devrait permettre de construire des courbes gauches & monade linéaire). On suppose donc
f > 9a — 3b et on obtient le résultat suivant.

THEOREME 1.2. — Soit f strictement positif, tel que

9a—3b§f§min(3a—1 13a — 4b— 5 16a—5b—5>‘

1’ 5 ’ 2
Alors, si p désigne le point générique de W p, le fibré E,(1) est d’évaluation verselle : les

lieux ou le morphisme d’évaluation H(E,(1)) ® O — E, (1) est de rang constant sont
lisses, de la codimension attendue.
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Ce théor¢me se démontre en poussant sensiblement plus loin la méthode utilisée
précédemment. Les bornes que nous imposons a f ne semblent pas trop restrictives
puisque, dans notre application, nous obtenons pratiquement le résultat optimal.

L’application mentionnée dans le titre concerne la classification des courbes (génériques)
de P3, et plus précisement I’existence de courbes génériques “principales”. Il est bien connu
qu’il existe un domaine de (d, g) (“domaine A”) o1 I’on s’attend a I’existence d’une unique
composante irréductible du schéma de Hilbert H(d, g) (composante “principale”), telle que
la courbe générique correspondante ait toutes les “bonnes” propriétés voulues. En particulier
la résolution libre minimale de I’idéal d’une telle courbe devrait étre linéaire ou presque
linéaire (il n’y a que quatre formes possibles). Une courbe générique C' de P? est dite a
résolution linéaire si son idéal 7o admet une résolution de la forme :

0 — a.0(-s—2) — b.0(-s—1) — c.O(=s) — Ic — 0.

Observons que si le morphisme a.O(—s — 2) — b.0O(—s — 1) est vu comme morphisme
m de B vers A® V, alors m(1) est de rang au plus 3b + a — 1 (car le dual du fibré
des syzygies tordu par —s a au moins b — a + 1 sections). En particulier si b < 3a, alors
m ne peut étre générique.

Nous dirons que la courbe générique C ci-dessus est a résolution linéaire prédominante
(rlp), de type (a,b), si I'image de m(1) est le sous-espace générique (en ce sens que
son image dans le quotient de la grassmannienne par GI(A) est le point générique)
de dimension min(10a,3b + a — 1) de A ® S>V. Rappelons que les courbes linéaires
dominantes introduites dans [3] pour b > 3a ont m(1l) surjectif et donc sont rlp. En
utilisant les théorémes précédents avec f = 9a — 3b + 1 nous obtenons :

THEOREME 1.3. — Pour a > 7 et b> (3 — & )a+ 12, il existe dans P* une unique courbe
générique lisse, géométriquement connexe, a résolution linéaire prédominante de type (a,b).

Cet énoncé est tout prés d’étre optimal puisque la condition b > (3 — )a + 3
est nécessaire (remarque 7.3). On observera par ailleurs que la construction des présentes
courbes est sensiblement plus délicate que celle des courbes a résolution linéaire dominante
de [3]. Ceci correspond au fait que nos nouvelles courbes sont construites comme lieux de
dépendance de sections de fibrés qui, contrairement au cas de [3], ne sont pas engendrés
par leurs sections (remarque 4.3).

Remarquons également que 1’on ne peut espérer que toutes les courbes génériques
principales a résolution linéaire soient rlp : en effet, les composantes rlp du schéma
de Hilbert sont unirationnelles, tandis que les composantes principales du domaine de

Brill-Noether ne le sont en général pas ([5], [4]).

Enfin, nous pensons que les techniques developpées dans ce travail (ainsi que dans [3])
devraient s’appliquer aux cas “mixtes” (résolutions “quasi-linéaires”), dans des domaines
analogues, et devraient donc permettre de résoudre le probleme de la composante principale
dans une frange entiere (“au sommet”) du domaine A.

Remerciements. Les auteurs remercient le referee pour sa lecture attentive du manuscrit.
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2. F-formes et transport d’équations

2.1. F-formes trilinéaires partiellement symétriques

Soient A, F' et V trois espaces vectoriels de dimension a, f et n+ 1 respectivement (dans
toute la suite de cet article, on aura n = 3). On appelle F'-forme tout morphisme & valeur
dans F'. On dira qu’une F-forme trilinéaire f sur A x V x V est partiellement symétrique si
elle vérifie I'identité f(z,y,z) = f(z,z,y). Une telle F-forme trilinéaire donne naissance
a des F-formes linéaires sur A®S*V et AQV ®V, la deuxieme se déduisant de la premiere
par composition avec le produit A® V®V — A®S?V. Elle donne aussi naissance a une
application linéaire de A®V vers V¥ ® F', associée & I’application bilinéaire de A x V' vers
VV®F = Hom (V,F) : (z,y) — (2 — f(z,y,2)). Inversement toute F-forme linéaire
sur A® S?V provient d’une F-forme trilinéaire partiellement symétrique, qu’on obtient en
composant avec le produit naturel de A x V x V vers A ® S*V.

Dans la suite on rencontrera d’abord des F-formes linéaires sur A ® S?V. Si g est une
telle F-forme linéaire sur A ® S*V, on notera ¢g* le morphisme correspondant de A @ V
vers VV @ F et ¢’ celui de FY ® SV vers AY. Les morphismes g et ¢g* sont liés par
le diagramme commutatif :

AV = AQV
(D.1) e . o
ARS8V eVY £ yveF

ot j* est le composé de : 17 ®1: AR (VRV)QVY — A®S*V @ VY avec
107: (AV)®k — AQVQRVVV,etj:k— V@V est définie par I’application
identique de V. Le diagramme précédent exprime g* en fonction de g. Pour exprimer
inversement g en fonction de ¢*, on dispose du diagramme commutatif suivant (qui est
une conséquence immédiate du cas classique avec A = F = k) :

AgVeV 8 FevveV
(D.2) 1®s | | 10t
AeStv 4L F®k

ou s et ¢ sont les morphismes naturels de produit et de trace.

2.2. F-formes trilinéaires tres partiellement symétriques

On généralise un peu ce qui précede. Si H est un hyperplan de V', on dit qu’une F'-forme
trilinéaire sur A x H X V est trés partiellement symétrique (tps) si sa restriction 8 A x H x H
est partiellement symétrique. Une F'-forme tps donne naissance a une F'-forme linéaire sur
A®HQ®V qui se factorise a travers A® H.V, ot H.V désigne I’hyperplan image de HQV
dans S?V/, ainsi qu’a un morphisme de A ® V vers H ® V. Inversement toute F'-forme
linéaire f sur A® H.V provient d’une F-forme tps, et on note f* le morphisme associé de
A®YV vers H' ® F. Comme plus haut f et f* sont liés par les diagrammes commutatifs :

ARV = AQV
(D.3) L | s
AQHVeH' 2 H'eF
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ol j* est le composé de 1@ 7®1: A® (VO H)®H' — A® HV @ H' avec
19j:(AV)®k - AV ® H®HY, et

AeveH T2 FenYeH
(D4) | 1®s | 1ot
AeHV L Fok
Les F-formes constituent un moyen de calculer autour des objets qui nous intéressent,
2 savoir les sous-espaces de A ® S*V. Si Z est un tel sous-espace, on note F; le quotient
correspondant, Z* le noyau du morphisme correspondant de A Q@ V' vers Fz @ VV.

2.3. Transports d’équations

Soit B un espace vectoriel de dimension b. Pour un morphisme m : B — A® V, on note
m(1) : BV — A® S’V le morphisme induit. Dans ce paragraphe on montre qu’une
équation, portant sur m(1), de la forme gom(1) = 0, équivaut a un systéme d’équations de
la forme g* om = 0. L’avantage est que le rang de ce nouveau systéme est plus accessible
(on 'appelle le V*—rang de g; cf. Définition 3.1).

PROPOSITION 2.1. — Soit g une F-forme linéaire sur A ® S*V. Le morphisme m : B —
A ®V vérifie gom(1) = 0 si et seulement si g* om = 0.

Démonstration : En utilisant (D.1), on obtient le diagramme commutatif :

B LN ARV
| 1®j | NG
BoVeVvy ™ sglvevy 2 yveFR

L’hypothese g o m(1) = 0 implique que (g ® 1) o (m(1) ® 1) est nul. Par suite g* o m est
nul. Inversement on construit a partir de (D.2) le diagramme commutatif suivant :

BeV ™ AeveV 2 FeVVeV
m(1) \ l 1@s | 1ot
Asv L Fok
qui montre que si g* o m est nul, alors g o m(1) ’est aussi. O

Si H est un hyperplan de V, on note mg(1) : B® H — A® H.V le morphisme
induit par m (cf. [3]).

PROPOSITION 2.2. — Soit f une forme linéaire sur A ® H.V. Alors le morphisme m vérifie
fomg(1l) = 0 si et seulement si f* om = 0.
Démonstration : Analogue a la précédente, en utilisant (D.3) et (D.4) au lieu de (D.1) et
(D.2). O

PROPOSITION 2.3. — Soit Z un sous-espace de codimension f de A @ S*V et Z'
Uintersection, supposée transverse, de Z avec AQ H.V. Soit T un sous-espace de AQ H.V
contenu dans Z'. On pose F' :== (A® HV)/T et F := (A® S*V)/Z, et I’on considére

le morphisme correspondant
fzr: ARV — (VY@ F)® (H' Q@ F').

Alors, pour que I'image de m(1) soit contenue dans Z et celle de my (1) dans T, il faut
et il suffit que fz p om = 0.

Démonstration : C’est une conséquence immédiate des deux propositions précédentes. [
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3. Rangs auxiliaires et stratifications

Dans toute la suite de cet article, la dimension de V' sera égale a quatre. Pour comprendre
les sous-espaces linéaires de A ® S®V/, nous aurons besoin d’introduire des quantités
auxiliaires; qui seront les rangs de certaines applications associées.

DEFINITION 3.1 (du V*-rang). — Si g est une F-forme sur A ® S*V, son V*-rang est par
définition le rang de g* : AQV — F ® VV. Si Z est un sous-espace linéaire de A @ S*V
on définit son V*-rang comme le V*-rang de son conoyau.

LEMME 3.2. — Si a > f, le sous-espace linéaire générique de codimension f de A ® S*V
est de V*-rang maximum, a savoir 4f.

Démonstration : Soit F' un espace vectoriel de dimension f, et z : A — F surjectif
d’une part, y : V — VV symétrique non-dégénérée d’autre part. Alors z ® y provient
d’une F-forme linéaire sur A ® S?V, dont le noyau est de codimension f et de V*-rang
maximum, c’est-a-dire 4f. O

DeFNITION 3.3 (du Z-rang). — Si T' et Z sont deux sous-espaces linéaires de A ® s?v,
avec T C Z, on appelle Z-rang de T' le V*-rang de T diminué du V*-rang de Z.

On va maintenant stratifier par le Z-rang I’espace projectif des hyperplans du sous-espace
linéaire générique Z de codimension f de A ® S>V. On notera donc G, le sous-schéma
des hyperplans de Z de Z-rang au plus r. Dans le reste de cette section, on majore la
dimension de G,.. En vertu du lemme 3.2, le Z-rang générique est égal & quatre.

PrOPOSITION 3.4. — Supposons 2a > 5f. Alors Gy est vide, et on a

codim G; > min(12a — 12f — 3,11a — 5f — 5,9a — f — 3),
codim Go > min(7a — f — 4,8a — 8f — 4),
codim G3 > 4a — 4f — 3.

Démonstration. Soit ® un morphisme surjectif de A ® S?V vers k/ dont Z est le noyau.
Pour étudier les G,., il nous suffit de stratifier le schéma, de dimension 10a, des (noyaux
des) morphismes surjectifs g de A ® S®V vers k/*! de la forme (®, —). Choisissons des
bases (e;) sur A et (v,) sur V. La matrice X de ® s’écrit 2,4;5,001 <p,¢<4,1<j<a
et 1 < s < f, avec la symétrie Tpq;s = Tgpjs. Celle de g s’écrit g,q;, avec 1 < p,q < 4,
1<j<aetl<s< f+1, etpours < f,onagpgjs = Tpgjs ON POSE Gpgi = pqj,f+1-
Le Z-rang de ker(g) est donc le surcroit de rang qu’apportent les “lignes” g, aux “lignes”
Zp..s de ®. Comme dans [3], les majorations de dimension se font localement.

Cas 7 = 0. Les “lignes” g,,.. sont ici combinaisons linéaires des “lignes” z,, ,. On majore
donc la dimension de I’ensemble I' des couples (X,C), avec X symétrique, tels que
Opgj = 2 _rs CprsTqrjs SOt encore symétrique, au sens oll gpq; = ggpj- Si ’0n projette sur
C, alors A se factorise, c’est-a-dire que la dimension des fibres est linéaire en celle de A,
de sorte qu’il suffit de la calculer lorsque A est de dimension 1.

On traite d’abord le cas f = 1. La dimension de I’ensemble des X convenables pour C
fixé ne dépend que de la forme de Jordan de cette matrice 4 X 4 : en effet, matriciellement,
G = CX est symétrique si et seulement si PGP? = (PCP~')(PXP?) I’est aussi. On
stratifie donc selon la forme de Jordan J(C') de C, codée par la taille des blocs de Jordan
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de chaque valeur propre. Pour chaque forme de Jordan .J, le tableau suivant donne la
dimension O de la strate formée des matrices du type correspondant. La dimension S est
celle, pour chaque matrice C de cette strate, de 1’espace des X convenables. On a codé
les différents types de Jordan en séparant par des barres verticales les tailles des blocs
correspondant a des valeurs propres distinctes.

J o S J 0 S
1111 16 4 211 12 5
2011 15 4 31 11 5
2|2 14 4 11)11 10 6
3|1 14 4 22 9 6

4 13 4 111 8 7
1111 13 5 211 7 7
2|11 12 5 1111 1 10

La vérification de ce tableau est élémentaire, et consiste a constater que, dans chaque
cas, les composantes non identiquement nulles de la partie antisymétrique de C X forment
un ensemble de 10 — S formes linéaires indépendantes.

Lorsque f est quelconque, on considére C' comme une suite (C*,...,CY) de f matrices
d’ordre 4. Si I’on note X * la matrice de composantes z,,.s, la matrice C' X* +.--+C/ X/
doit étre symétrique. On stratifie selon le maximum O(C) des O(C?), tandis qu’on note
S(C) le minimum des S(C?). Les dimensions O(C) et S¢(C) des strates et des espaces
de solutions correspondants vérifient évidemment

O =fx0, Sp<S+10(f—1).

(Cette derniére inégalité provient du fait que si par exemple S(C) = S(C?'), la partie
antisymétrique de C*X°® est déterminée par X2,...,X7.)

On observe maintenant que les fibres de la restriction a I' de la premiére projection sont de
dimension au moins f, puisqu’elles contiennent les f-uplets (C*+A'1Id,...,Cf+ A\ 1d).
On montre alors que la seule strate de I" dans laquelle X est générique est la derniere,
celle od O = 1. En effet, pour chacune des autres strates, on a (10— S)a > (O —1)f grice
a I’hypothese faite sur f, et donc 10af > aSy + Oy — f. Quant a la derniére strate, elle
ne nous concerne pas puisque ses points ne définissent pas un sous-espace de codimension
f+1de A® S?V. On a donc montré que Gy est vide.

Cas r = 1. Quitte a changer de base, on peut supposer ici que le surcroit de rang est d
a g1, d’ou les relations de dépendance, pour 2 < p < 4,
gp.. = Opg1.. + Zcpqsxqus-
qs

Les relations de symétrie gpq. = ggp. pour 2 < p < g < 4 s’écrivent, en tenant compte
de la symétrie gp1. = g1p.,

Qp E CqrsTir.s + E CprsTqr.s = Qq § CprsTir.s + E CqrsTpr.s-
s s rs T8

On estime alors la dimension du schéma I'; des (a, ¢, g, ) vérifiant les équations ci-dessus
en stratifiant le schéma des (, c) selon la dimension des solutions en z : A se factorise.
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842 PH. ELLIA, A. HIRSCHOWITZ ET L. MANIVEL

Génériquement, le systéme précédent est de rang 3, et la strate correspondante de I';
est de dimension 3 (pour les «), plus 12f (pour c¢), plus a (pour g;1.), plus a(10f — 3)
(pour les z, les autres parametres étant alors déterminés grace aux relations de symétrie).
L’image de cette strate est donc de codimension au moins 12a — 12f — 3 dans la variété
des morphismes de A ® S>V vers k/*1. Par suite la strate correspondante de G, est de
codimension au moins 12a¢ — 12f — 3.

Si le systeme est de rang deux, la strate correspondante de I'; est de dimension 3 (pour
les «), plus 2 (pour la relation de dépendance entre les trois équations), plus 5f (pour
¢ : en effet, on vérifie facilement que selon la relation de dépendance, il y a moyen de
choisir 7f parmi les c,qs qui se calculent en fonction des autres, des « et de la relation),
plus a (pour g11.), plus a(10f — 2) (pour les z). La dimension de la strate correspondante
est donc majorée par 5f — a + 5.

On remarque enfin que le systéme n’est jamais de rang un (en effet, si les équations
sont proportionnelles, elles sont nulles puisque chaque variable z,, s n’apparait que dans
deux équations sur trois) , et que le rang zéro ne laisse subsister que a + f + 3 paramétres
(a savoir les g1, les c11. et les a), d’ol une derniére strate de dimension a + f + 3.

Cas r = 2. On raisonne comme précédemment, en supposant le surcroit de rang dii a g; .
et go., les relations de dépendance étant

g3.. — (3101.. + a32g2.. + Z C3prsTr. s

TS
4191.. + x4202.. + E Carsyp, . s-

s
La symétrie gss. = g43. donne alors, en utilisant par exemple au passage que gi3. = gs1.,
I’unique relation

31 _S_ C4rsTr1.s Q32 E CarsTr2.s + E C3rsTra.s

TS s rs
= 041 E C3rsTr1.s T Q42 § C3rsTra.s + E C4rsTr3.s-
rs rs rs

Dans le cas générique, cette relation est non triviale, et I’on trouve une strate de I'y de
dimension 4 (pour les «) plus 81 (pour c) plus 3a (pour g11.,g12., g22.) plus a(10f — 1)
(pour les z), dont la trace sur la variété des morphismes prolongeant ® de A ® S*V vers
kf+1 est donc de dimension au plus 2a + 8f + 4, c’est-a-dire de codimension au moins
8a — 8f — 4. Par suite la strate correspondante de G est également de codimension au
moins 8a — 8f — 4.

Quand I’équation en x ci-dessus est identiquement nulle, on a

94..

C34s = C435 = 0, €33, = Caq5 1= C5, €1 Cpgs = —QpqCs si q< 2< D.

On trouve ainsi une strate de I's de dimension 3a + f + 4 + 10af, dont la trace sur la
variété des morphismes prolongeant ® de A ® S?V vers k/*1 est donc de dimension au
plus 3a + f + 4, c’est-a-dire de codimension au moins 7a — f — 4. Par suite la strate
correspondante de G2 est également de codimension au moins 7a — f — 4.

Cas r = 3. Quitte & changer de base dans V, on peut supposer que le surcroit de rang est
diia g1.,92..,93.. L’ouvert correspondant est paramétré par les g, pour 1 <p < g < 3, et
les coefficients exprimant g, en fonction linéaire des z, , et de gi_, g2, g3... On majore
ainsi la dimension par 6a + 4f + 3. O
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4. La composante PW

Pour m dans M = Hom (B, A ® V'), on désignera par Z,, I'image de m(1) et par
fm : A® S*V — F,, son conoyau. En outre, Z* désignera le noyau du morphisme
correspondant de A ® V' vers F,,, @ VV (cf. 2.2).

Soit W := W/~1[1] le sous-schéma de M des matrices telles que le corang (le minimum
des rangs du noyau et du conoyau) de m(1) soit au moins f. Si 4b > 10a, W est le
sous-schéma des m dans M tels que codim Z,, > f. On note W la trace de W sur
I'ouvert M de M. Rappelons que nous avons défini cet ouvert M par la condition que
le morphisme m : .0 — a.0O(1) soit surjectif.

PROPOSITION 4.1. — On suppose que 2b > 5a, 2a > 5f+2 et b > 2a+ f+ 1. Alors ’ouvert
PW des m de W tels que Z,, soit de codimension exactement f et le sous-espace associé

7. de la codimension attendue, a savoir 4 f, est non vide, irréductible, de la codimension
attendue f(4b — 10a + f) dans M.

De plus, la matrice générique i de PW représente le morphisme générique de B vers
le sous-espace Z* (de codimension 4f) de A ® V associé au sous-espace générique Z de
codimension f de A ® S*V. En outre I'image de p(1) est Z.

Démonstration : Soit PG I’ouvert de la grassmannienne des sous-espaces de codimension
f de A® S?V qui sont de V*-rang maximum (lemme 3.2), et soit Q 1’ensemble des
couples (m, Z) de M x PG tels que Z contienne 1’image de m(1). En projetant sur PG
et en utilisant le transport d’équations (proposition 2.1), on voit que c’est une variété lisse
connexe non vide de dimension d := (10a — f)f + b(4a — 4f) = 4ab — f(4b — 10a + f),
c’est-a-dire de la dimension attendue pour W.

Soit PQ I'ouvert de @ ol Z est I'image de m(1). Alors la premiére projection induit
un isomorphisme de PQ sur PW. Il ne nous reste donc qu’a montrer que PQ est non
vide, en majorant par d — 1 la dimension du schéma R des triplets (m, Z, Z') avec (m, Z)
dans ), Z’ hyperplan de Z et 'image de m(1) contenue dans Z'. Pour cela, on stratifie
R par le Z-rang r de Z’, et I’on calcule la dimension des strates R, correspondantes par
projection sur les deux derniers facteurs. Sur la strate G, ot le Z-rang de Z’ est égal a r,
le rang de ¢g* vaut 4f + r et la dimension des fibres est donc b(4a — 4f — r); grice a la
proposition 3.4, on obtient donc les majorations suivantes :

dimRy < (10a — f)f +10a — f — 1+ b(4a — 4f — 4),

dim Ry < (10a — f)f +6a+3f + 2+ b(4a — 4f — 3)

dim Ry < (10a — f)f + max(3a + 3,2a + 7f + 3) + b(4a — 4f — 2)

dimR; < (10a — f)f + max(—2a + 11f +2,—a+4f +4,a+2) + b(da — 4f - 1).
Ces nombres sont majorés par d — 1 deés que 4b > 10a — f, 3b > 6a + 3f + 3, 2b >

3a+4,2b>2a+T7f+4,b>-2a+11f+3, > —a+4f+5etb>a+3. Etl’on
vérifie facilement que toutes ces inégalités découlent de nos hypotheses. 0

On arrive au résultat principal de cette section, annoncé dans 1’introduction
(Théoreme 1.1), et qui énonce ’existence de la composante prédominante du lieu de
Brill-Noether W. On rappelle que Wp désigne I’ouvert de W des matrices m telles que
I’'image de

m(1): BV — A®S*V
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soit de codimension exactement f, et que le morphisme m — Im (m(1)), a valeurs dans
la grassmannienne des sous-espaces de codimension f de A ® S*V, soit dominant.

THEOREME 4.2. — Soient a et b deux entiers positifs avec b < 4a, 2b > 5a et 5b > 12a+ 8.
Soit f strictement positif.

Pour f > a — b/4, Wp est contenu dans W°[0]. Pour f < a — b/4, Wp est contenu
dans une unique composante irréductible PW de W, qui a la codimension attendue
f(4b — 10a + f), et dont le point générique 1 a les propriétés suivantes :

1. u représente le morphisme générique de B vers le sous-espace Z* (de codimension
4f) de A ® V associé au sous-espace générique Z de codimension f de A ® S%V;
I'image de (1) est Z;

2. pourd>1,p(d): B® SV — A® STV est surjectif; donc p est surjectif et son
noyau E,, est localement libre de rang b — a;

3. Le fibré E, a la cohomologie attendue, a savoir :
(a) pour k # 1 l'un au plus des groupes H'(E,(k)) est non nul;
(b) h*(E,(1)) = f, ce qui détermine tous les h*(E,(1)).

Démonstration : Supposons d’abord a — b/4 < f et soit x un point générique de Wp.
L’image de 14(1) est contenue dans le sous-espace générique de codimension f de A®S?V,
donc aussi dans le sous-espace générique de codimension f’ = min(f,a) de A ® S*V.
D’apres le lemme 3.2, ’image de p est alors contenue dans un sous-espace de codimension
4f" de A® V. De ce fait u n’est pas injectif et appartient donc 2 W°[0].

Supposons maintenant f < a — b/4, ce qui implique, sous les hypothéses faites, que
20 > 5f+2etb>2a+ f+ 1. La proposition précédente fournit un ouvert irréductible
PW de W qui contient un ouvert dense de Wp et caractérisé par le point 1. Nous allons
vérifier que son point générique p vérifie les points 2 et 3. Cela impliquera que la trace
de PW sur M est non vide et définit la composante PW cherchée.

Montrons donc le point 2. Comme 1’image de u(1) est Z, celle de u(d) est aussi I'image
de Z ® S41V. 1l nous suffit donc de prouver que si Y est le sous-espace générique de
A ® S?V de dimension 9a < 10a — f, le morphisme naturel Y ® S~V — A ® SV
est surjectif. On se ramene ainsi au cas ¢ = 1, que 1’on traite directement en prenant Y
engendré par neuf mondmes dont les carrés.

Ainsi p détermine un morphisme de modules gradués dont le conoyau est de longueur
finie, par conséquent y est surjectif, et son noyau E, est bien un fibré de rang b — a.

On calcule alors, pour établir le point 3, les groupes de cohomologie de F, a I’aide
de la suite exacte

0—>EM—>B®(’)———>A®O(1)——>O.

L’énoncé (a) découle alors du point 2 (pour k > 2), et du fait que p est le morphisme
générique de B vers Z* (pour k = 0). L’énoncé (b) résulte du fait que Im (p(1)) = Z. O
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Remarque 4.3 La cohomologie de E,, est donnée par le tableau suivant, o x(k) désigne
la caractéristique d’Euler de E,(k) :

k . 2 -1 0 1 2
RO (E, (k) 0 0 0 0 4b—-10a+f  x(2) -
RY(E, (k) 0 0 a da-b f 0 0
h2(E,.(k)) 0 0 0 0 0 0 0
R3(E,.(k)) e x(=2) 0 0 0 0 0

Observons que dans le cas que nous considérons au §7, avec 3a > bet f = 9a—3b+1,
onah’(E,(1)) =b—a+1 =rang(E,)+ 1. Ceci implique que E,(1) n’est pas engendré
par ses sections globales : si c’était le cas, on aurait en effet une suite exacte

0—L—S—E,(1) —0,

avec S fibré trivial et L fibré de rang un, ce qui impliquerait h'(E,) = h'(E,(1)) = 0.

5. Stratification par le (Z, H)-rang

Soit Z le sous-espace générique de codimension f de A ® SV et H un hyperplan de
V' (défini sur le corps de définition de Z) .

LEMME 5.1. — Si 9a > f + 3, Z est transverse a A® H.V.

Démonstration : Les sous-espaces de codimension f de A®S?V non transverses 2 AQ H'.V,
ol H' est un hyperplan fixé de V, forment un cycle de Schubert de codimension 9a — f +1
dans la grassmannienne correspondante. Ceux qui sont non-transverses a I’'un au moins des
A ® H'.V forment donc un cycle de codimension au moins 9a — f — 2, et ce nombre est
strictement positif. O

On note désormais Z’ I’intersection (transverse, comme on vient de le voir) de Z et
A ® H.V. On introduit un nouveau rang auxiliaire, le (Z, H)-rang, a I’aide duquel on va
stratifier successivement 1’espace projectif des hyperplans de Z’ et la grassmannienne de
ses sous-espaces de codimension deux.

DEFINITION 5.2 (du (Z, H)-rang). — Soit T' un sous-espace de Z' == ZNAQ® H.V. On
pose F' := (A® HV)/T, F := (A® S*V)/Z, et I'on note
fzr:AQV — (FVY)a (F'@HY)

le morphisme correspondant (cf. 2.3). On définit alors le (Z, H)-rang de T comme le rang
de cette application f} p, diminué du V*-rang de Z (a savoir 4f, d’apres le lemme 3.2,
puisque Z est générique).

On notera G, le sous-schéma des hyperplans de Z’ de (Z, H)-rang au plus r, sous-schéma
dont on va majorer la dimension.

PROPOSITION 5.3. — Supposons 3a > 11f. Alors Gy est vide, et I’on a

codim G; > min(8a — 8f — 2,7a — f — 2),
codim Gy > 4a — 4f — 2.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



846 PH. ELLIA, A. HIRSCHOWITZ ET L. MANIVEL

Démonstration : Soit ® un morphisme surjectif de A ® S2V vers kf dont Z est le noyau,
et Py sa restriction 8 A ® H.V. Au lieu de G, il nous suffit de stratifier le schéma, de
dimension 9a, des (noyaux des) morphismes surjectifs g de A ® H.V vers kf*! de la
forme (®p,—). Choisissons des bases (e;) sur A et (v,) sur V avec H = {vy = 0}. La
matrice symétrique X de ® s’écrit x,45, avec 1 < p,g < 4,1 <j<aetl<s < f.
Celle, partiellement symétrique, de g s’écrit gpqjs avec 1 <p<3,1<g<4,1<j<aet
1<s< f41, et gpgjs = Tpgjs pour s < f. On pose gpqj = Ypgj,f+1- Le (Z, H)-rang de
ker(g) est donc le surcroit de rang qu’apportent les “lignes” g, (p < 3) aux “lignes” z,
(p <4,s5 < f)de &y. Comme plus haut, les majorations de dimension se font localement.

Cas r = 0. On procéde comme pour la proposition 3.4, a ceci pres que G et C sont ici
des matrices 3 x 4. On écrit G = (Gy, 9), C = (Cy,¢) et

Xo =
X = (xf §>'

On calcule donc les dimensions des strates et des fibres du schéma I' des couples (C, X)
avec C'X partiellement symétrique, et d’abord dans le cas f = 1. Si P € Gls, soit ¢(P) son
image dans Gl,. Alors G = CX est partiellement symétrique si et seulement si PGi(P)* =
(PCi(P)~Y)(i(P)Xi(P)!) I'est aussi. Comme PCi(P)~! = (PCoP~!, P(c)), on peut
supposer que Cj est sous forme de Jordan. La matrice G est partiellement symétrique si
et seulement si la matrice Co X + é.z* est symétrique, d’ ot un systeme de trois équations
en les coefficients de X . On stratifie donc 1’espace des matrices C par la forme de Jordan
de Cy et la forme de ¢ de facon a pouvoir calculer le rang r du systeme précédent. On
obtient le tableau suivant, dans lequel O désigne la dimension des strates et S = 10 — r
la dimension de 1’espace des solutions correspondantes :

J é r O S
111 3 12 7
111 (0,0, ) 2 7 8

autre 3 <12 7
111 #0 2 4 8
0 0 g non surjectif
2/1 3 <12 7
21 (%,0,0) 2 6 8
autre 3 <12 7
3 3 <12 7
Lorsque f est quelconque, on considére C comme une suite (C?, ..., CY) de f matrices

3 x 4, et 'on stratifie selon le maximum O(C) des O(C"), tandis qu’on note S(C) le
minimum correspondant des S(C*). Les dimensions O;(C) et S;(C) des strates et des
espaces de solutions correspondants vérifient évidemment

Of=fxO0, SfSS-i-lO(f—l).
On observe maintenant que les fibres de la restriction & I' de la premiére projection sont
de dimension au moins f, & cause de I’invariance par cpgs = Cpgs + Ys0pq. On constate

alors que toute les strates vérifient (10 — S)a > (O — 1)f, ce dont on déduit I’inégalité
10af > aS; + Oy — f, qui signifie qu’aucune strate ne domine 1’espace des matrices X.
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Cas r = 1. Quitte a changer de base dans H, on peut supposer que le surcroit de rang
est di a ¢;., d’ou des relations de dépendance

go.. = a201.. + E C2rsr..sy

rs

g3.. = a3g1. + Z C3rsTr..s-

s

On doit tenir compte de 'unique relation de symétrie go3. = g32., qui donne, compte tenu
du fait que g,1. = g1p., l'identité

Z 03713(.’177-2‘3 - a2$r1.s) = Z C2'rs($r3.s - (13177«1,3)-
T8 T8

On estime alors la dimension du schéma I'; des (a, ¢, g, x) vérifiant les équations ci-dessus
en stratifiant le schéma des («, c) selon la dimension des solutions en z : A se factorise. La
ou la relation précédente est non triviale, la strate correspondante de I'; est de dimension 2
(pour les «), plus 8f (pour ¢), plus 2a (pour g11 etgia.), plus a(9f — 1) (pour les x autres
que Z44), et donc sa fibre & x fixé est de dimension au plus a + 8 + 2. La codimension
de cette fibre est donc au moins 8a — 8 f — 2. Si la relation est triviale, c’est que cpgs = 0
pour 2 <p#g<4etp <3, que cags = C335 1= Cs €L qUE Cp1s = —QpCs POUr p = 2,3.
La strate correspondante de I'; est de dimension 2 (pour les «), plus f (pour les c;), plus
2a (pour g11. et gi14.), plus 9af (pour les x autres que z44), et donc sa fibre a z fixé est de
dimension au plus 2a + f + 2. La codimension de cette fibre est donc au moins 7a — f — 2.

Cas r = 2. On peut de méme supposer que le surcroit de rang est dii a g;.. et go... L’ouvert
correspondant est paramétré par gi1., g12., 14., §22., g24. €t les coefficients exprimant gs .
en fonction linéaire des z, , et de g;.. et de go.. On majore ainsi la dimension par
5a 4+ 4f + 2. ‘ ]

Remarque 5.4 Si 3a < 11f, alors G est non vide. En effet, reprenons les notations de la
démonstration précédente, et raisonnons dans 1’espace des matrices g non nécessairement
symétriques, espace qui est de dimension 12a. Celles pour lesquelles » = 0, c’est-a-dire
pour lesquelles on a une relation de dépendance de la forme

gp.. = E CpgsTyq..sy
qs

forment un sous-espace de dimension 12f. Parmi celles-ci, celles qui sont symétriques
forment un sous-espace de dimension au moins 12f — 3a, puisque le sous-espace des
matrices symétriques est de codimension 3a.

Si 12f —3a > f, certaines de ces matrices definissent nécessairement des hyperplans de
Z : en effet, les matrices qui ne définissent pas un hyperplan de Z forment un sous-espace
de dimension f. Et les hyperplans en question définissent des points de Gy.

Notons maintenant G’. le sous-schéma des sous-espaces de codimension deux de Z’ de
(Z, H)-rang au plus 7, et majorons sa dimension.
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PROPOSITION 5.5. — Supposons que 2a > 5f. Alors Gy, est vide, et on a

codim G > min(20a — 20f — 5,192 — 13f — 6,184 — 6f — 7,17a — 2f — 5),

codim G5 > min(16a — 16f — 8,15a — 9f — 7,14a — 2f — 5),

codim G4 > min(12a — 12f — 8,11a — 5f — 5),

codim G > min(8a — 8f — 8,7a — f — 3),

codim G§ > 4a — 4f — 5.
Démonstration : On stratifie cette fois le schéma, de dimension 18a, des morphismes
surjectifs g de A ® H.V vers kf*? de la forme (®5,—). On garde les mémes notations
en posant de plus g,,,; = gpqj,f+2- On voit ici X comme un morphisme de V ® F' vers

AV ®VV, g et g comme deux morphismes de H vers le méme but, c et ¢’ comme deux
morphismes de H vers V ® FV, et h, k, ... comme des vecteurs de AV @ V'V.

Cas r = 0. Cela découle de la proposition précédente.
Cas r = 1. Ici les lignes g, et gI’J_. sont proportionnelles, modulo les lignes z,. s, a une
méme ligne h_, ce qui s’écrit, pour 1 < p < 3,
9p.. = aph'.. + Z CprsTr..s,
T8
9, = ,h + Z Cprsr.s-
T8

On estime alors la dimension du schéma des (z, h, a, &/, ¢, ¢’) pour lesquels la contrainte de
symétrie est respectée, en projetant sur (a, @', ¢, c’). Notons que les fibres de la projection
de (z,h,a,d/,c,c) sur (z,g,9') sont de dimension 4f + 1, a cause de I’invariance par
la transformation
-1
a, —m oy,

/ -1 _/
Otp = m ap,

h. —mh +Y Nty s,

s
Cprs ' Cprs — QpTlpg,

/ / !
Cprs ™ Cprs — CpTlrs.

Les six relations de symétrie s’écrivent, A étant mis en facteur
ophg — aghy = Z(cqrsxprs = CprsTqrs),
rs
a;hq - Oé;hp = Z(C;Tsxprs - C;n-sxqrs)7
TS
avec 1 < p < ¢ < 3. Ce systeme s’écrit sous la forme
hANa=C(z), et hAa =C'(z),

ot par exemple h A o désigne I’image naturelle de h ® o dans AV ® A?HY; tandis que
C(z) est I'image naturelle dans A ® A2HY du composé X o c. On remarque alors que
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a et o’ ne peuvent étre paralleles, a cause de la premiere assertion de la proposition 3.4.
Le systtme précédent détermine donc la projection de h dans AV ® HY sous réserve que
soient vérifiées les trois conditions de compatibilité

Clz)ANa=C'(z)ANd' =C(z) AN +C'(z) Aa = 0.

On stratifie donc par le rang de ce systtme en z, en choisissant une base commengant
par « et o'. Le systtme devient

E (027‘3-'1731‘3 - c3rsx27‘s) = 07

rs

/ /
E :(Clrsw?ﬂ‘s - C3rs$17‘3) = 07

rs

Z(clrsx&'s - C3rs$1rs) = Z(Clzrsx?ﬂ's - cgrs$2rs)-

T8 T8

Si ce systeme est de rang zéro, la premire ligne donne c,qs = 0 pour p = 2,3 et ¢ # p,
ainsi que cg9s = c33s; la seconde ligne donne de méme c;,qs =0pourp=1,3etq#p,
ainsi que c};, = cj3,; la troisime ligne donne ci35 = chy,, Cras = Chyy, C125 = Choy — Cias
et chy, = C11s — C33s. Tous ces coefficients sont donc déterminés par exemple par les
C11s; C22ss Ci1gs Chos, Chgs €L Chy,. Cette strate est donc de dimension 6 (pour « et ), plus
61 (pour c11, Caz, Clq,Chy,y Chs €L Chy), plus 10af (pour les x), plus a (pour les composantes
de h qui ne sont pas déterminées), moins 4f + 1 (pour les fibres de la projection sur
(g9,9')), soit de codimension 17a — 2f — 5.

S’il est de rang un sans qu’aucune équation ne soit identiquement nulle, on constate en
examinant les deux premieres, qu’elles doivent &tre proportionnelles a2 une combinaison de
T12, %13, L23, T33 €t T34, ce qui implique ’annulation de c31, c32, €34, C3y, C35 €t Chy. Mais
alors les coefficients de x;2 sont nuls, et nos trois équations doivent &tre proportionnelles
a une combinaison de zi3,Z23,Z33 €t x34 : le choix d’une telle combinaison donne 4f
degrés de liberté. On constate alors que les coefficients de ces inconnues forment douze
combinaisons linéairement indépendantes des c,, et c,, restants, ce qui laisse encore
6f + 2 degrés de liberté (dont deux pour les coefficients de proportionnalité). La strate
correspondante est donc de dimension 6 (pour « et o), plus 2 (pour la dépendance entre
les trois équations), plus 10f (pour c et ¢), plus a(10f — 1) (pour les x), plus a (pour
les composantes de A qui ne sont pas déterminées), moins 4f + 1 (pour les fibres de la
projection sur (g,g’)), soit de codimension 18a — 6f — 7. Si ’'une des trois équations est
identiquement nulle, on vérifie qu’il ne reste que 10f + 1 degrés de liberté pour c et ¢
(en tenant compte de la dépendance entre les deux équations restantes), ce qui donne une
strate de dimension inférieure d’une unité a celle de la précédente.

Passons au cas ol le systeme est de rang deux. Si c34. ou cj, est non nul, on constate
en examinant les coefficients de z14 et x4 que les coordonnées (a : b : ¢) de la relation
entre les trois équations doivent vérifier I’identité ab+ c®> = 0. La strate correspondante est
de dimension 6 (pour « et '), plus 1 (pour la relation précédente), plus 17f (pour c et ¢/,
puisqu’on obtient 7f relations indépendantes entre les c,, et c,,), plus a(10f — 2) (pour
les z), plus a (pour les composantes de h qui ne sont pas déterminées), moins 4f + 1 (pour
les fibres de la projection sur g, g’), soit de codimension 19a — 13f — 6. Si maintenant c34.
et ¢4, sont nuls, on distingue suivant 1’équation dont la relation de dépendance permet de
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calculer les coefficients, et on constate dans chaque cas qu’on peut calculer six nouveaux
coefficients en fonction des autres. Les strates correspondantes sont alors de codimension
au moins 19a — 8f — 7, donc de dimension plus petite que la précédente.

Enfin la strate ol le rang est trois est de dimension 6 (pour « et '), plus 24f (pour ¢
et ), plus a(10f — 3) (pour les z) plus a (pour les composantes de h qui ne sont pas
déterminées) moins 4 f + 1 (pour les fibres de la projection sur (g, g’)), soit de codimension -
20a — 20f — 5.

Cas r = 2. Comme ci-dessus, on écrit

aph. + Bpk. + D Cpralr s,

s

Gy = h 4Bk + > e s,

9p..

avec 1 < p < 3. Ici, les fibres de la projection de (z,h,k,a, o', 3,5, ¢c,¢) sur (z,9,9")
sont de dimension 8 + 4, a cause de I'invariance par ’action de Gl, sur h, k, o, o', 3,3,
sur laquelle on va revenir, et par la transformation

he = h 4 Y e,

k. ko) npe,

rs
Cp'r‘s = Cprs - aplrsa

/ / /
Cprs 7 Cprs — QpTlps.

Les relations de symétrie donnent, C et C’ étant comme ci-dessus,

aANh+ BNk =C(x),
o ANh+ B Nk =C'(x).

Et on estime la dimension du schéma des (z,h,k,a,a',0,3,¢c,c) pour lesquels la
contrainte de symétrie est respectée, en projetant sur le schéma des (h, k, o, o/, 3,3, ¢, ).

PREMIERE ETAPE : REDUCTION DE «, o, 3, 3.

Observons tout d’abord que g et ¢’ sont inchangés si 1’on compose la matrice 2 x 2
de trivecteurs (s‘, g,) A droite par une matrice P € Gls, tout en appliquant P~! au
vecteur (h,k). On peut également changer de base de facon & remplacer g, ¢’ par des
combinaisons linéaires, ce qui a pour effet de multiplier la matrice (;’, g,) a gauche par
une nouvelle matrice @ € Gl,.

Ceci permet de réduire la matrice (2‘, g,), que 1’on considere, dans une base donnée,

comme une famille de trois matiices A;, Ay, As. A cause de la premidre assertion de la
proposition 5.3, ces matrices ne sont pas toutes nulles. On peut méme supposer qu’elles
ne sont pas toutes singulieres, puisque si c’était le cas dans toute base, elles seraient toutes
les trois multiples d’'une méme matrice de rang un, que 1’on pourrait supposer étre ((1) g).
Autrement dit, on serait ramené a § = o = 3 = 0, et les 9111.. seraient combinaisons

linéaires des z,_,, ce qu’a nouveau la proposition 5.3 exclut.

On peut donc supposer A; inversible, et méme A; = Id grice & I’action de P et ). On
peut encore composer par ces matrices si P = Q~!, donc réduire A, & sa forme de Jordan.
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Premier cas : A, est une homothétie. On peut alors aussi réduire A3 a sa forme canonique,
d’ou trois sous-cas :

1. Ajs est encore une homothétie, et 1’on est ramené 2 o = ' et o’ = 3 = 0. Les
orbites correspondantes sous Gl x Glz sont de dimension 4, et cette strate est donc
de dimension 6;

2. Aj n’est pas diagonalisable, auquel cas on est ramené 2 « = (' indépendant de 3,
et o/ = 0. Les orbites sont de dimension 6, cette strate est donc de dimension 8
(puisque les orbites sont déterminées par la donnée des deux valeurs propres doubles
de A, et As, une fois que 1’on s’est ramené a A; = Id);

3. Aj a deux valeurs propres distinctes, et 1’on est ramené a o’ = 3 = 0. Cette strate
est de dimension 9.

Deuxiéme cas : A, n’est pas diagonalisable. Si on lui donne sa forme canonique ('g ;),
on peut encore conjuguer Az = (‘c‘ Z) par P de la forme ((1) ’1’ ), ce qui permet de supposer
que ¢ = 0 ou ¢ = 0. D’ou deux sous-cas :

1. sic=0, on est ramené 2 o' = 0. On peut supposer a # d, sans quoi on retrouve
le premier cas. Les vecteurs a, 3 et 3’ sont alors indépendants. Les orbites sont de
dimension 7, cette strate est donc de dimension 11.

2. sic#0,a=0,il existe une base v,~',7" telle que @« = v+ ey, 8 =+ + by”,
o =" et F =+ ey + dy”. Cette strate est aussi de dimension 11.

Troisiéme cas : A a deux valeurs propres distinctes. Quitte & changer de base dans H,
on peut supposer Az de la forme (2 8) Si ¢ = 0, on retrouve le deuxiéme cas, a moins
d’avoir aussi b = 0, qui redonne le premier cas. On peut donc supposer ¢ # 0. Autrement
dit, on peut supposer que o’ et 3 sont colinéaires, tous deux non nuls, et que les vecteurs
a, 3, sont indépendants. Cette strate est la générique, de dimension 12.

DEUXIEME ETAPE : ESTIMATION DES DIMENSIONS.
Premier cas : On reprend séparément les trois sous-cas.
1. Les équations de symétrie se réduisent 2 a« A h = C(z) et a A k = C’(x). Comme

a n’est pas nul, deux composantes sur quatre de chacun des vecteurs h et k sont
déterminées, sous réserve que soient vérifiées les relations de compatibilité

aANC(z)=aANC'(z)=0.

Dans I’espace des couples (c,c’), ce systetme est génériquement de rang deux, de
rang un en codimension 7f — 1, et de rang zéro en codimension 14f.
Selon les cas, on majore donc la dimension par 6 (pour «,c’,(,3"), plus 24f
(respectivement 17f + 1 et 10f, pour ¢ et ¢'), plus 10af — 2a (respectivement
10af — a et 10af, pour x), plus 4a (pour les composantes non déterminées de h et
k), moins 8 f + 4 (pour les fibres de la projection sur (g, g’)). Cette strate est donc de
codimension minorée par le minimum de 16a—16f —2, 156 —9f —3 et 14a—2f —2.
2. Ici, les équations de symétriec donnent a Ah + Ak = C(z) et a Ak = C'(x).
Comme « et B sont indépendants, ce systeme détermine la projection de k dans
AV ® HY, sous réserve des conditions de compatibilité

BAaANh=BAC(z), aANC'(z)=aAC(z)+BAC'(z)=0.

La premictre de ces équations détermine une composante de h. Les deux dernieres
donnent un systtme en x qui, dans 1’espace des couples (c,c'), est génériquement
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de rang deux, de rang un en codimension 9f — 1, et de rang zéro en codimension
14f. On minore donc la codimension de la strate correspondante en (g,g’), par le
minimum de 16a — 16f — 4, 15¢ — 7f — 5 et 14a — 2f — 4.
3. De la méme fagon qu’au sous-cas précédent, on minore la codimension de la strate
en (g,9'), par le minimum de 16a — 16f — 5, 15a — 7f — 6 et 14a — 2f — 5.
Deuxiéme cas : On a deux sous-cas.
1. Les équations de symétrie se réduisent a
aANh+BANk=C(z), B ANk=C'(z).
Comme (3 et 3’ sont indépendants, elles déterminent la projection de k£ dans AY @HY,
sous réserve des conditions de compatibilité
BANaNh=pFAC(z),
B Aanh=p3 ANC(z)+BAC (),
B AC'(z) = 0.
On résout d’abord la troisieme équation en x puis les deux premiéres en h. La
derniére équation est identiquement nulle en x, en codimension 7 f dans 1’espace des
¢’. Les deux premiéres équations déterminent deux composantes de h, puisque les
vecteurs «, 3 et 8’ sont indépendants, donc S A« et 8’ A« aussi. On en déduit que la
strate correspondante est de codimension minorée par le minimum de 16a — 16f — 7
et 154 — 9f — 7.
2. Ici, les conditions de symétrie déterminent la projection de k dans AY ® HY, et les
relations de compatibilité sont
BAaAh=08AC(z),
B ANa' ANh=p ANC'(z),
B Aa+BA)YANR=F ANC(z)+ BAC ().
Les trois vecteurs SAa, B’ Ao’ et BAa’+ 3 A« sont indépendants, donc la projection
de h dans AV ® HY est aussi déterminée. On en déduit que la strate correspondante
en (g,g') est de codimension 16a — 16f — 7.
Troisiéeme cas : Méme estimation qu’au sous-cas précédent, si ce n’est que la dimension
de la strate de (;", g,) est supérieure d’une unité. D’oll une codimension 16a — 16f — 8
au moins.

Casr = 3.Ondoita pn'ori envisager deux cas selon la répartition (3+0 et 2+1) du surcroit
de rang entre g et g . Montrons tout d’abord que le premier cas ne peut pas se presenter
En effet, quitte & changer de coordonnées dans kf*2, on pourrait supposer que g
combinaison linéaire des z, _,, ce qui n’est pas possible, comme on I’a vu en 5.3, cas a)A

Supposons donc que le surcroit de rang dii a g est égal a deux (disons qu’il est dii a
g1.. et g2), et que celui dd en sus a ¢’ est égal a un (disons qu’il est di a g} ). On doit
alors avoir des relations de dépendance de la forme

gs.. =ag1.. + ng + Z lpsxp..sa
ps

gs. = cgr. +dga. +egy + Z MpsTp..s)

g5. = fo1.. + hga + kg1 + Zn,,sxp..s.
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L’ouvert correspondant est donc paramétré par gi1., g12., g22., J14.» 924., J11..974 €t par
les coefficients I,s,mys,nps, liés par la seule relation de symétrie gj; = g5, . Celle-ci
se traduit par I’identité

Agll, + 3912. + C'922. + Z MpsTp3.s + CZ lpsxpl.s + dz lps$p2.5+

ps ps ps
+e § NpsTpl.s — E NpsTp2.s — k E MpsMpsTpl.s = Oa
ps ps ps

avec A=ac+ef —ck, B=bc+ad+eh—kd— f, C = bd — h. Si cette relation n’est
pas identiquement nulle, ¢ parameétres sont déterminés. Si elle est identiquement nulle, les
équations B = C = 0 déterminent f et h en fonction des a, b, ¢, d, e, k. Puis I’annulation
des coefficients des x,, montre que les m, , p # 2, et les n,, sont déterminés par my.
et les [, eux-mémes soumis aux relations

(c+ed)ly. =0,
(c+ed)(ly. +elp. +13) =0.

Enfin, la relation A = 0 équivaut a (¢ + ed)(a — k + eb) = 0. Au pire, donc, ¢+ ed = 0
et 7f + 3 parametres au moins sont déterminés. On majore donc la dimension de la strate
considérée par le maximum de 12f + 8 + 6a et 5f + 5 + 7a.

Cas r = 4. On peut supposer que le surcroit de rang di & g et g’ se répartit en 2 + 2
ou 3 + 1. Dans le premier cas, on majore la dimension par 10a + 8f + 6 : il n’y a pas
de relation de symétrie a prendre en compte.

Dans le second cas, on a des relations de dépendance

g5 = agy. +bga. +cgs. +dgy + Z lpsTp. s,

pPs

g.{i = €g1.. + f.92 + hg3 + kg; + Zmpsxp..s-

ps

L’ouvert correspondant est donc paramétré par les g,q., par les gi;,914, et par les
coefficients a, ...,k et l,s, myps, liés par la seule relation de symétrie g5, = g5, . Celle-ci
se traduit par 1’identité

Agu. + Bgiz. + Cg13. — fg22. + (b — h)gas. + cgaa.
+ dz mps$p1.s + Z lpsxp.?;.s - k Z lpsxpl.s - Zmpsmsz = 07
ps ps ps ps

avec A =de —ak, B=df — kb—e, C = a+ dh — kc. Si cette relation est identiquement
nulle, les parametres a, ..., k, 5 et m,, sont déterminés par b, d, k et les m3,. La dimension
de la strate correspondante est donc majorée par le maximum de 10a+8f+8 et 11a+ f+3.

Cas r = 5. 1 n’y a qu’un seul cas qui conduit au majorant 14a + 4f + 5. O
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6. Evaluation verselle

Cette section est consacrée a la démonstration du Théoréme 1.2 de I’introduction.

PROPOSITION 6.1. — On suppose 3a > 11f, 5b > 12a+8, b < 4a—4f-3,2b6<T7a—f—3
et f > 9a — 3b, et I’on pose 6 = 3b — 9a + f. Soit H un hyperplan fixé quelconque de
V. Alors, pour m en dehors d’un sous-schéma de codimension 6 + 1 de PW, le rang de
mp (1) vaut 9a — f.

Démonstration : On stratifie, par le (Z,H)-rang r de T, le schéma @ des triplets
(m,T,Z) avec m dans PW, Z = Z,,, et T hyperplan de Z' = Z N (A ® H.V), tel
que Im(mg(1)) C T. On calcule la dimension des strates .S, correspondantes en projetant
sur le schéma des couples (Z,T), ce qui donne

dim S, =d + dim G, — b,

ou d est la dimension de PW, et les dimensions des strates G,. de I’espace des hyperplans
de Z’ sont majorées grice a la proposition 5.3. Comme G3 est la strate générique, on a
dim S3 = d — § — 1, et 'on s’assure pour conclure, grice aux estimations de 5.3, que
sous les hypothéses faites sur les entiers a,b, f, les autres strates n’exceédent pas cette
dimension. O

PROPOSITION 6.2. — On suppose 3a > 11f, 5b > 12a+8, b < 4a—4f—6, 4b < 13a—5f—5,
5b < 16a — 2f — 5 et 6 = 3b — 9a + f > 0. Alors, pour m en dehors d’un sous-schéma
de codimension 26 + 4 de PW, le rang de myg(1) vaut au moins 9a — f — 1, et le lieu ou
il vaut 9a — f — 1 est lisse de codimension 6 + 1.

Démonstration : On stratifie cette fois par le (Z, H)-rang r de T, le schéma Q' des
triplets (m,T, Z) avec m dans PW, Z = Z,,, et T sous-espace de codimension deux de
Z =Zn(A® H.V) tel que Im(mg(1)) C T. On calcule la dimension des strates S,
correspondantes en projetant sur le schéma des couples (Z,T'), ce qui donne

dim S; = d + dim G, — rb,

o d est a nouveau la dimension de PW, et les dimensions des strates G, de la
grassmannienne des sous-espaces de codimension deux de Z’ sont majorées par la
proposition 5.5. Comme Gj est la strate générique, dim Sg = d — 26 — 4, et I’on s’assure
grice aux estimations de 5.5, que sous les hypothéses faites sur les entiers a, b, f, les autres
strates n’excedent pas cette dimension, ce qui se traduit par 1’inégalité

(6 —7)b < codim G,  pour r < 6.

Cette vérification, fastidieuse mais élémentaire, assure le premier point de la proposition,
selon lequel le rang de my(1) vaut au moins 9a¢ — f — 1 en dehors d’un sous-schéma de
PW de codimension au moins 26 + 4.

Par ailleurs, on s’assure que sous nos hypothéses, les strates S; et Sy introduites dans
la démonstration de la proposition précédente, ont une image dans PW de codimension
au moins 26 + 4. Reste donc, pour conclure, & démontrer la lissité du schéma S des m
de PW pour lesquels I’'image de mg (1) est de codimension f + 1 dans A ® H.V, et de
(Zm, H)-rang trois. Or c’est un fait général concernant les stratifications par le rang d’un
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schéma X, que la strate W' — W**! o1 le rang du morphisme  : k? — k9 vaut disons
s, s’identifie schématiquement & la strate correspondante G' — Gt dans X x G, o G
désigne la grassmannienne des sous-espaces de dimension s de k? (cf. [1], p. 69, 84).
Dans le cas qui nous occupe, il nous suffit donc de montrer que le schéma des couples
(m,T), avec m dans S et T = Im (mpg(1)), est lisse. Ce schéma s’identifie & son tour
au schéma S’ des quadruplets (m,T,Z’,Z) de Q' vérifiant les mémes conditions : m
dans S et T = Im (mg(1)) (et toujours 1" de (Z,,, H)-rang 3). Enfin, S’ est lisse parce
que c’est un ouvert d’un fibré vectoriel sur le schéma lisse des couples (T, Z) vérifiant
TCcZ =Zn(A® H.V). O

Rappelons que le morphisme d’évaluation
HY(E,.(1)) ® O — E,.(1)

est dit versel si les lieux ou il est de rang constant sont lisses de la codimension attendue
(cf. [3], 6).

THEOREME 6.3. — On suppose f strictement positif, et

9a—-3b§f§min(3a_1 13a —4b -5 16a—5b—5)‘

1’ 5 ’ 2

Alors, pour m générique dans PW, le fibré vectoriel E,,(1), noyau du morphisme
correspondant de B @ O(1) vers A ® O(2), est d’évaluation verselle.

Démonstration : On remarque d’abord que le rang du morphisme d’évaluation de E,,(1)
est & une constante pres la fonction H +— rang(mpg(1)) (et ce méme au sens fort de [6]),
en vertu du diagramme exact :

0 : 0

! !
HY(E,(1)) = En(Da
! l

0 — B®H — BV — B®O(1), — 0

Lmu) L m@) L ma )

0 — AQHV — AQ®SW — AQ0Q2), — 0
On stratifie donc I’ensemble PW x P2 des couples (m, H) par le rang de my(1). D’apres
la proposition précédente, modulo codimension quatre au moins, ce rang vaut r = 9a — f,

sauf le long d’un sous-schéma lisse de codimension § + 1 ot il vaut r — 1. Par le théoréme
de lissité générique (en caractéristique nulle), ceci reste vrai pour m générique dans PW .00

7. Application aux courbes

Une courbe générique C de P? est dite a résolution linéaire si son idéal I admet
une résolution de la forme :

0—a0(-s-2) — bO(-s—1) — c.O(-s) — Ic — 0.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



856 PH. ELLIA, A. HIRSCHOWITZ ET L. MANIVEL

On a vu dans I’introduction que si le morphisme a.O(—s—2) — bO(—s—1) est considéré
comme morphisme m de B vers A ® V, alors m(1) est de rang au plus 3b + a — 1. En
particulier, si b < 3a, le morphisme m ne peut étre générique.

DerNITION 7.1. — Nous dirons qu’une courbe générique a résolution linéaire de type
(a,b) est prédominante (rlp) si I’image de m(1) est un sous-espace générique (en ce sens
que son image dans le quotient de la grassmannienne par Gl(A) est le point générique) de
dimension min(10a,3b + a — 1) de A ® S*V.

Rappelons que les courbes génériques a résolution linéaire dominante introduites dans [3]
pour b > 3a, ont m(1) surjectif et sont donc rlp.

THEOREME 7.2. — Pour b > (3 — & )a+ 1% et a > 7, il existe dans P* une unique courbe
générique lisse, géométriquement connexe, a résolution linéaire prédominante de type (a, b).

Démonstration : Le cas b > 3a a été traité dans [3]. On suppose donc b < 3a, et I’on pose
c=b—a+1,s=b—2aet f =9 — 3b+ 1. On vérifie sans peine que sous 1’hypothése
faite sur a et b, on peut appliquer 6.3. Considérons donc la matrice m et le fibré E,,(1)
donnés par 6.3. On sait que h°(E,,(1)) = c et que E,,(1) est d’évaluation verselle. En
dualisant le morphisme d’évaluation on obtient un morphisme versel de E,,(1)V vers c.O.
Comme E,,(1)Y est de rang ¢ — 1, le conoyau de ce morphisme est de la forme Z(s) ou
Tc est I'idéal d’une courbe lisse C, rlp de type (a,b).

Cette courbe est géométriquement connexe puisque h'(Z¢) = 0. En effet,
H'(Zc) = H(En(1)"(~5)),

qui est le noyau du morphisme induit par m de a.H3(O(—s — 2)) vers b.H*(O(—s — 1)).
Pour montrer que ce morphisme est injectif, il suffit de s’assurer que son dual de Serre,
qui est le morphisme induit par m de b.H°(O(s — 3)) vers a.H’(O(s — 2)), est surjectif.
Mais cela résulte du point 2 du théoreme 4.2.

Observons enfin que C est générique. En effet, une généralisation C’ de C a une
résolution du méme type (cf. [3], démonstration de 7.1). Soit m’ la matrice correspondante.
L’image de m’(1) est encore de codimension f (car h°(E,,/(1)) = c), et généralise par
conséquent celle de m(1). Cette image est donc le sous-espace générique de codimension
f de A®S?V : par conséquent, C’ est rlp. Or toute courbe C’ générique rlp de type (a, b)
est égale a C. En effet, m’ = m a extension des scalaires prés, puisque m est la matrice
générique telle que m(1) ait pour image le sous-espace générique de codimension f de
A®S®V. Comme (' est le lieu de dégénérescence du morphisme d’évaluation de E,, (1),
elle est bien égale a C. 0

Remarque 7.3 L’énoncé précédent est tout pres d’étre optimal. Supposons en effet que
b< (3-:)a+ % Alors d’aprés la remarque 5.4, si H est fixé et Z générique de
codimension f = 9a — 3b + 1 dans A ® S®V, I'image de my(1) est incluse dans un
hyperplan de Z’. Ceci exclut I’existence d’une courbe générique rlp de type (a,b).
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