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PROFONDEUR HOMOTOPIQUE ET
CONJECTURE DE GROTHENDIECK

PAR CHRISTOPHE EYRAL

RÉSUMÉ. - Soit (X, Y) un couple polyédral (voir conventions) tel que X admette une base dénombrable
d'ouverts. Nous relions la profondeur homotopique de X le long de Y au degré de connexité du couple
(X,X \Y) (conjecture de Grothendieck). En particulier, nous obtenons une relation entre la profondeur
homotopique rectifiée et la profondeur homotopique rectifiée globale des espaces analytiques complexes.
© 2000 Editions scientifiques et médicales Eisevier SAS

ABSTRACT. - Let (X^Y) be a polyhedral pair (see conventions) such that X is second countable.
We give a relation between thé homotopical depth of X along Y and thé degree of connectivity of thé
pair (X, X \ Y) (a conjecture of Grothendieck). In particular, we obtain a relation between thé rectified
homotopical depth and thé global rectified homotopical depth of a complex analytic space. © 2000 Éditions
scientifiques et médicales Eisevier SAS

Introduction

Dans le séminaire de géométrie algébrique sur les théorèmes du type de Lefschetz [5],
A. Grothendieck introduit la notion de profondeur homotopique et formule la conjecture
suivante :

CONJECTURE DE GROTHENDIECK (Version polyédrale). - Soit (X,Y) un couple polyédral
(voir conventions ci-après) tel que X admette une base dénombrable d'ouverts et soit n un entier
naturel. Si pour tout point y e Y il existe un système fondamental de voisinages (Uoc)oc^A de y
dans X tel que, pour tout a e A, le couple (Ua i Ua \ Y) soit (n — 1)-connexe (on dit que X est
de profondeur homotopique ̂  n le long de Y), alors le couple (X, X \ Y) est (n — 1)-connexe.

Pour la commodité du lecteur, nous avons utilisé dans l'énoncé ci-dessus une forme simplifiée
de la profondeur homotopique équivalente, dans le cas polyédral, à la définition générale donnée
par Grothendieck (voir § 2).

Nous donnons, dans le présent article, une réponse positive à cette conjecture (théorème 2.4)
par deux méthodes différentes : l'une directe, l'autre faisant apparaître la conjecture comme un
corollaire d'un théorème de Eilenberg et Wilder [1].

En fait, Grothendieck conjecture un résultat plus général pour un espace topologique
localement connexe par arcs X et une partie localement fermée Y de X (voir [5], exposé XIII,
p. 15 ligne —11, p. 26 ligne 6 et p. 27 ligne 1), mais nous nous limitons ici au cas polyédral.
Remarquons toutefois que dans le cas où Y est fermée, cette restriction n'est pas un obstacle dans
la plupart des applications généralement envisagées (espaces analytiques réels ou complexes,
ensembles sous-analytiques, ensembles stratifiés ...).
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824 C. EYRAL

Grothendieck introduit également, dans [5], la notion de profondeur homotopique rectifiée
pour les espaces analytiques complexes (voir définition au § 3) et formule plusieurs conjectures
en relation avec cette notion et les théorèmes du type de Lefschetz pour les variétés complexes
singulières, qui seront résolues par H.A. Hamm et Le D.T. dans [7]. Pour y parvenir, Hamm
et Le remarquent que l'on peut utiliser la théorie des stratifications de Whitney pour calculer
la profondeur homotopique rectifiée (voir [7]). Dans [6], ils avaient déjà utilisé cette version
de la notion de profondeur homotopique rectifiée pour démontrer un théorème du type de
Lefschetz pour les variétés quasi projectives singulières {voir [6], theorem 2.1.4). Dans [2],
nous introduisons la profondeur homotopique rectifiée globale (analogue global de la notion
de profondeur homotopique rectifiée de Grothendieck) pour démontrer un théorème du type de
Lefschetz, également pour les variétés quasi projectives singulières (voir [2], théorème 2.5), qui
généralise dans une certaine direction celui de [6]. Pour comparer le théorème de Lefschetz
singulier de [2] à celui de [6], nous avions déjà, dans [2], établi un premier lien entre la
profondeur homotopique rectifiée et la profondeur homotopique rectifiée globale le long des
ensembles finis (voir [2], proposition 1.6). Le théorème 2.4 évoqué précédemment, permet de
relier la profondeur homotopique rectifiée à la profondeur homotopique rectifiée globale dans le
cas général (voir théorème 3.11).

Le plan de l'article est le suivant. Au § 1, nous rappelons la notion de bons voisinages au
sens de D. Prill [10] qui sera utile pour simplifier les définitions originales des profondeurs
homotopiques (« tout court » et rectifiée) données par Grothendieck dans [5] et nous introduisons
la notion de très bons voisinages qui sera utile pour caractériser ces profondeurs. Au § 2,
nous donnons la définition de la profondeur homotopique de Grothendieck et l'énoncé de
notre théorème principal (théorème 2.4). Au § 3, nous rappelons la définition de la profondeur
homotopique rectifiée de [5], la définition de la profondeur homotopique rectifiée globale
de [2] et nous montrons comment le théorème 2.4 permet de relier les deux notions (voir
théorème 3.11). Dans la suite de l'article (§§ 4 et 5) nous proposons deux démonstrations
différentes du théorème 2.4. La première (§ 4) repose sur le théorème d'excision homotopique de
Blakers-Massey (voir [4], corollary 16.27). La seconde (§ 5) repose sur un résultat de Eilenberg
et Wilder qui relie la connexité locale absolue des espaces métriques séparables aux problèmes
d'extension et d'approximation des applications continues (voir [l], theorems 1 et 2).

Conventions

(a) Par complexe simplicial nous entendons toujours un complexe simplicial abstrait com-
binatoirement localement fini. Si K est un complexe simplicial, nous notons \K\ son espace
(voir [11], chap. 3). Noter que si L est un sous-complexe simplicial de K, alors |L| est un sous-
espace topologique fermé de K .

(b) Tous les espaces (topologiques, analytiques,... ) considérés dans cet article sont supposés
séparés.

(c) Un espace topologique est dit triangulable s'il existe un complexe simplicial K et un
homéomorphisme /: \K\ —> X ; le couple (K,f) s'appelle alors une triangulation de X. Un
polyèdre est un espace topologique triangulable [11].

Un couple topologique (X,Y) (i.e. X est un espace topologique et Y un sous-espace
topologique de X) est dit triangulable s'il existe un couple simplicial (K,L) (i.e. K est
un complexe simplicial et L un sous-complexe simplicial de K) et un homéomorphisme
/ : (\K\, \L\) -^ (X, Y) ; le couple ((K, L)J) s'appelle alors une triangulation de (X, Y). Un
couple polyédral est un couple topologique triangulable [11]. Noter que si (X, Y) est un couple
polyédral, alors Y est nécessairement fermé dans X.
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PROFONDEUR HOMOTOPIQUE ET CONJECTURE DE GROTHENDIECK 825

(d) Nous rappelons que pour un espace topologique non vide X et un sous-espace topologique
non vide Y de X, on dit que le couple (X, Y) est fc-connexe pour un certain entier naturel
k, si toute composante connexe par arcs de X intersecte Y (on dit alors que le couple
(X,Y) est 0-connexe) et si (lorsque k ^ 1) les groupes ou ensembles d'homotopie relatifs
7Vq(X,Y,x) sont triviaux pour 1 ̂  q ^ k et pour tout x e Y. Nous rappelons également que
cette condition équivaut à dire que pour tout entier q tel que 0 ̂  q ̂  k, toute application continue
/ : (B9, S9-1) -^ (X, Y) (avec W := {x e R9 ; ||.r|| ^ 1} et S9-1 := {a: e M9 ; |[.r|| = 1}, où || • [|
est la norme euclidienne de Rq) est homotope relativement à S9"1 à une application continue de
B9 dans Y (la notation / : (B9, S9-1) -^ (X, Y) implique /(S9-1) C Y). Pour q = 0, (B°, S-1)
est constitué d'un singleton B° et de l'ensemble vide S~1, et la condition, pour toute application
continue / : (B°, S~1) —^ (X, Y), d'être homotope relativement à S"1 à une application continue
de B° dans Y est équivalente à la condition, pour tout point de X, de pouvoir être joint par un
chemin continu à un point de Y (pour plus de détails, voir [11], 7.2). Nous convenons que le
couple (0,0) est A'-connexe pour tout entier naturel k. Nous convenons également que, dans tous
les cas, fc-connexe avec k < 0 est toujours vrai.

(e) Pour la définition d'une rétraction ou d'une rétraction par déformation, nous renvoyons
à [11], 1.4.

(f) Les notations N et M désignent, respectivement, l'ensemble des entiers naturels et le corps
des nombres réels.

1. Voisinages de Prill et très bons voisinages

Dans [10] (II-B, définition 1), D. Prill introduit la notion de bons voisinages d'un point dans
un espace topologique :

DÉFINITION 1.1.- Soient X un espace topologique, Y un sous-espace topologique de X et
x un point de X. Un voisinage U de x dans X est dit un bon voisinage de x dans X relativement
à Y, s'il existe un système fondamental de voisinages (Ua)açA de x dans X tel que, pour tout
a G A, l'ensemble Ua \ Y soit rétracte par déformation de U \ Y.

Les bons voisinages possèdent la propriété suivante (voir [10], II-B, proposition 2) :

PROPOSITION 1.2. - Soient X un espace topologique, Y un sous-espace topologique de X et
x un point de X. Soient U et V de bons voisinages de x dans X relativement à Y. Soit (Ua)açA
(resp. (Vp)/3çB) un système fondamental de voisinages, donné par la définition 1.1, associé à U
(resp. V). On a les deux assertions suivantes :

(i) chaque Ua (resp. V^) est un bon voisinage de x dans X relativement à Y ;
(ii) les ensembles U \ Y et V \ Y ont le même type d'homotopie.

Nous introduisons maintenant la notion de très bons voisinages :

DÉFINITION 1.3. - Soient X un espace topologique, Y un sous-espace topologique de X et
x un point de X. Nous dirons qu'un voisinage U de x dans X est un très bon voisinage de x
dans X relativement à Y, s'il existe un système fondamental de voisinages (Ua)açA de x dans
X tel que, pour tout a e A, le couple (Ua, Ua \ Y) soit rétracte par déformation du couple
(U^U^Y).

Remarque. - Tout très bon voisinage est un bon voisinage et satisfait donc à la proposition 1.2.

Les très bons voisinages vérifient aussi la proposition suivante dont la démonstration est
similaire à celle donnée par D. Prill dans [10], II-B, proposition 2 :

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE
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PROPOSITION 1.4. - Soient X un espace topologique, Y un sous-espace topologique de X
et x un point de X. Soient U et V de très bons voisinages de x dans X relativement à Y. Soit
(Ua)a^A (resp. (Vp)f3çB) un système fondamental de voisinages, donné par la définition 1.3,
associé à U (resp. V). On a les deux assertions suivantes :

(i) chaque Ua (resp. Vp) est un très bon voisinage de x dans X relativement à Y ;
(ii) les couples (U^ U \ Y) et (V, V \ Y) ont le même type d'homotopie.

Dans [10] (II-B, lemma 1) D. Prill donne un procédé pour obtenir de bons voisinages. Ce
procédé permet en fait d'obtenir de très bons voisinages. Voici son énoncé :

LEMME 1.5. -Soient X un espace topologique, Y un sous-espace topologique de X et x
un point de X. Pour qu 'un voisinage U de x dans X soit un très bon voisinage de x dans X
relativement à Y, il suffit qu ' i l existe une application continue F : U x [0,1 [—>• U telle que :

(i) la famille (F(U x {t}))tç[o,i[ forme un système fondamental de voisinages de x dans
X\

(ii) pour tout t e [0,1[, l'application Ff : U —^ U, définie par Ff(x) := F(x,t), soit une
rétraction de U sur F(U x {t}) ;

(iii) l'application FQ : U -^ U, définie par Fo(x) :== F(x, 0), soit l'identité',
(iv) F((U\Y)x[0,l[)=U\Y.

Exemples

PROPOSITION 1.6 (voir [10] II-B, proposition 3 ; Prill énonce la proposition avec des bons
voisinages mais sa démonstration reste valable pour les très bons voisinages). - Soient K un
complexe simplicial, L un sous-complexe simplicial de K et v un sommet de L. Alors l'étoile
ouverte st^(z') de v dans K (voir [11], chap. 3) est un très bon voisinage contractile de v dans
\K\ relativement à \L\.

Remarque. -Il résulte immédiatement de la proposition 1.6 que si ((K,L),f) est une
triangulation d'un couple polyédral (X, Y) et x un point de Y tel que f~l(x) soit un sommet de
L, alors /(st^/"1^))) est un très bon voisinage contractile de x dans X relativement à Y.

Le résultat suivant est une généralisation de la proposition 1.6 :

PROPOSITION 1.7. -Soient K un complexe simplicial, L un sous-complexe simplicial de
K et v o ^ . . . ^ V r les sommets d'un simplexe (abstrait) {vo,...^Vr} de L. Pour tout point x
appartenant au simplexe ouvert o(vQ,..., Vr) C L associé au simplexe (abstrait) {VQ^ ..., v^}
(voir [11], chap. 3), l'ensemble

B:=stj<(î;o)n---nst^(^)

(qui est non vide) est un très bon voisinage contractile de x dans \K\ relativement à \L\ (pour
i G {0,..., r}, stj<-(^) désigne l'étoile ouverte de Vi dans K).

Démonstration. - Nous écartons le cas trivial où r = 0 et VQ est un point isolé dans \K\ (en
particulier le cas où K est réduit à un point). Clairement, B est la réunion des simplexes ouverts
dont les_simplexes (abstraits) associés ont le simplexe (abstrait) {vo,..., Vr} comme face. Nous
notons B la réunion des simplexes fermés dont les simplexes (abstraits) associés ont le simplexe
(abstrait) {vo,.. .,Vr} comme face. Clairement, B est l'espace d'un sous-complexe simplicial
fini de K. Soit x un pointdu simplexe ouvert o(vQ,..., Vr). D'après [11], theorem 3.2.9, il existe
un plongement affine de B dans un certain R71, où x s'envoie sur l'origine 0. Nous identifierons
désormais B avec son image par ce plongement. Pour tout point y e B, le segment de droite
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fermé [0, y] est contenu dans B (remarquons que la même assertion est vraie avec B à la place
de B, ce qui donne la contractilité de B). On a le lemme suivant :

LEMME_1.8. - Pour tout point y e B \ {0}, la demi-droite [0, y) issue de 0 et passant par y,
rencontre B \ B en un point et un seul.

Avant de démontrer le lemme 1.8, nous terminons la démonstration de la proposition 1.7. Pour
tout point y ç B \ {0}, on note yo l'unique point d'intersection de la demi-droite [0,y) avec
B \ B et on note d(y) la longueur du segment de droite [0,^/o]. La fonction d:y^-> d{y) est
clairement continue. Comme dans [10] (II-B, preuve de la proposition 3), nous posons :

F : B x [0,1[—>B

(^)
.4,̂ ). „„„,

. ° si y = 0,

où \\y I I est la distance euclidienne de y à 0. On montre aisément que F est continue et vérifie
les conditions (i) à (iv) du lemme 1.5 avec X = ~B, Y = ~B H |L| et U = B. On en déduit la
proposition 1.7. D

Pour démontrer complètement la proposition 1.7, il reste à prouver le lemme 1.8.

Démonstration du lemme 1.8.-Soit y un point de ~B \ {0}. On note ao := sup{|[?/|| ;
y ' G [0,y) H B}, où || • || est la norme euclidienne de W1. Comme ~B est compact, il existe
yo e [0,y) H B tel que ao = ||^/o||. Le point yo appartient à un simplexe ouvert r] de ~B. Le
simplexe (abstrait) associé {wQ,...,Wq} n'admet pas {vo,...,Vr} comme face, car sinon 0
appartiendrait au simplexe fermé et on pourrait prolonger légèrement [0, yo} au-delà de yo sans
quitter rj. Donc yo e B^ B. L'ensemble [0, y) H (B \ B) est donc non vide. Par ailleurs, si ?/i
est un point de [0, y) H B tel que yi^Oeiyi^yo, nécessairement y^ appartient au segment de
droite ouvert ]0, yo[ puisque \\yo \\ est maximal. Ce segment de droite est clairement contenu dans
le simplexe ouvert dont le simplexe (abstrait) associé s est la réunion des simplexes (abstraits)
{vo, • • ' , M et { w o , . . . ,Wq} (s est bien un simplexe de ~B car {wo,..., Wq} est une face d'un
simplexe (abstrait) s ' de B tel que VQ, • ' • , Vr soient des sommets de 5'). Donc ]0, yo[ est contenu
dans B et y^ (JE B \ B. On a finalement [0, y) H (B\ B) = {yo}. Le lemme 1.8 est démontré. D

Remarques. - (1) II résulte de la proposition 1.7 que si (X, Y) est un couple polyédral, alors
tout point de Y admet un très bon voisinage dans X relativement à Y qui soit contractile.

(2) Plus généralement, on peut montrer que si X est un polyèdre et Y une réunion de
«simplexes ouverts» de X, alors tout point de Y admet un très bon voisinage dans X
relativement à Y qui soit contractile.

La proposition suivante affirme l'existence de très bons voisinages contractiles pour les
espaces analytiques réels (et donc aussi complexes) :

PROPOSITION 1.9. - Soient X un espace analytique réel (resp. complexe) paracompact de
dimension finie et Y un sous-espace analytique réel (resp. complexe) localement fermé de X.
Tout point de Y admet un très bon voisinage dans X relativement à Y qui soit contractile.

Démonstration. - Soit y e Y. Comme Y est localement fermé dans X, il existe un voisinage
ouvert U de y dans X tel que U H Y = U H Y. Alors, U est un espace analytique réel paracompact
de dimension finie et U H Y est un sous-espace analytique réel fermé de U. D'après [8],
theorem 3, p. 215, le couple (U, U H Y) est triangulable. On applique alors la remarque 1 ci-
dessus. D
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828 C. EYRAL

Remarque.-Le theorem 3, p. 215, de [8] et la remarque 2 ci-dessus montrent que la
proposition 1.9 peut être généralisée aux ensembles sous-analytiques. Précisément, si X est un
ensemble sous-analytique fermé dans un espace analytique réel paracompact de dimension finie
M et si Y est un sous-ensemble de X sous-analytique dans M, alors tout point de Y admet un
très bon voisinage dans X relativement à Y qui soit contractile.

2. Profondeur homotopique et théorème principal

Si (X, Y) est un couple polyédral, alors tout point de Y admet un (très) bon voisinage dans X
relativement à Y qui soit contractile (voir la remarque 1 qui suit la démonstration de la proposi-
tion 1.7). La définition originale de la profondeur homotopique donnée par A. Grothendieck
dans [5] (exposé XIII, § 6, définition 1) peut donc être simplifiée, dans le cas polyédral, de la
façon suivante :

DÉFINITION 2.1. - Soient (X,Y) un couple polyédral et n un entier naturel. On dit que la
profondeur homotopique hdy(X) de X le long de Y est supérieure ou égale à n, si pour tout
point y e Y il existe un système fondamental de voisinages (Ua)açA de y dans X tel que, pour
tout a e A, le couple (Ua, Ua \ Y) soit (n — l)-connexe.

Naturellement, la profondeur homotopique hdy(X) de X le long de Y est définie comme
étant le maximum de l'ensemble des entiers naturels n tels que hdy(X) ^ n.

PROPOSITION 2.2. - Soient (X, Y) un couple polyédral et n un entier naturel. La profondeur
homotopique hdy(X) de X le long de Y est supérieure ou égale à n si et seulement si pour
tout point y ç:Y et pour tout très bon voisinage V de y dans X relativement à Y, le couple
(V, V \ Y) est (n — 1)-connexe.

Le théorème suivant donne une réponse positive à une conjecture de Grothendieck (voir [5],
exposé XIII, p. 15 ligne —11, p. 26 ligne 6 et p. 27 ligne 1) dans le cas particulier d'un couple
polyédral.

THÉORÈME 2.4. - Soit (X, Y) un couple polyédral tel que X admette une base dénombrable
d'ouverts et soit n un entier naturel. Si hdy(X) ^ n, alors le couple (X, X \ Y) est (n — 1)-
connexe.

Nous donnerons deux démonstrations différentes de ce théorème un peu plus loin (§§ 4 et 5).
Auparavant, nous donnons une application de celui-ci (§3).

3. Profondeurs homotopiques rectifiées ordinaire et globale

Convention. - Par espace analytique complexe nous entendons toujours un espace analytique
complexe (au sens ensembliste de [13], chap. 5, § 1) séparé (conformément à la convention (b)),
de dimension finie et admettant une base dénombrable d'ouverts.

Le théorème 2.4 permet de relier la profondeur homotopique rectifiée (ordinaire ou locale) de
Grothendieck-Hamm-Lê([5], [7]) à la profondeur homotopique rectifiée globale [2] des espaces
analytiques complexes.

Définition de la profondeur homotopique rectifiée (ordinaire ou locale)

Si X est espace analytique complexe et Y un sous-espace analytique complexe localement
fermé de X, alors tout point de Y admet un (très) bon voisinage dans X relativement à Y qui soit
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PROFONDEUR HOMOTOPIQUE ET CONJECTURE DE GROTHENDIECK 829

contractile (voir proposition 1.9). La définition originale de la profondeur homotopique rectifiée
donnée par A. Grothendieck dans [5] (exposé XIII, § 6, définition 2) peut donc être simplifiée
comme suit (définitions 3.1 et 3.3 ci-dessous) :

DÉFINITION 3.1. - Soient X un espace analytique complexe, Y un sous-espace analytique
complexe localement fermé de X et n un entier naturel. On dit que la profondeur homotopique
rectifiée rhdy(X) de X le long de Y est supérieure ou égale à n, si pour tout point y e Y il
existe un système fondamental de voisinages (Ua)a^A de y dans X tel que, pour tout a e A, le
couple (Ua, Ua \ Y) soit (n — 1 — dïmy y)-connexe (où dimy Y désigne la dimension complexe
de Y en y).

Naturellement, la profondeur homotopique rectifiée rhdy(X) de X le long de Y est définie
comme étant le maximum de l'ensemble des entiers naturels n tels que rhdy(X) ^ n.

PROPOSITION 3.2.-Soient X un espace analytique complexe, Y un sous-espace analy-
tique complexe localement fermé de X et n un entier naturel. La profondeur homotopique
rectifiée rhdy (X) de X le long de Y est supérieure ou égale à n si et seulement si pour tout point
y e Y et pour tout très bon voisinage V de y dans X relativement à Y, le couple (V, V \ Y) est
(n — 1 — dimy Y)-connexe.

DÉFINITION 3.3. - Soient X un espace analytique complexe et n un entier naturel. On dit
que la profondeur homotopique rectifiée rhd(X) de X est supérieure ou égale à n, si pour tout
sous-espace analytique complexe localement fermé Y de X, on a rhdy(X) ^ n.

Naturellement, la profondeur homotopique rectifiée rhd(X) de X est définie comme étant le
maximum de l'ensemble des entiers naturels n tels que rhd(-X) ^ n.

OBSERVATION 3.4. - Soit X un espace analytique complexe. On a toujours rhd(X) ̂  dim X
(où dimX désigne la dimension complexe de X).

Caractérisation de la profondeur homotopique rectifiée
Dans [7], Hamm et Le étudient la profondeur homotopique rectifiée des espaces analy-

tiques complexes et démontrent plusieurs conjectures formulées par Grothendieck dans [5] (ex-
posé XIII) en relation avec cette notion et les théorèmes du type de Lefschetz. Dans [6] (theo-
rem 2.1.4), ils démontrent, en utilisant la profondeur homotopique rectifiée, un théorème du type
de Lefschetz pour les variétés quasi projectives singulières. Pour prouver ce théorème et les
conjectures de [5], ils utilisent la caractérisation suivante de la profondeur homotopique rectifiée
(voir [7], theorem 1.4) :

THÉORÈME 3.5. - Soient X un espace analytique complexe et n un entier naturel. Les deux
assertions suivantes sont équivalentes :

(i) rhd(X) ^ n ;
(ii) si S est une stratification de Whitney analytique complexe (voir [9], définition (1.2.6)) de

X, pour toute strate S de S de dimension complexe i et pour tout point y ç S, il existe
un système fondamental de voisinages (Ua)aeA de y dans X tel que, pour tout a G A, le
couple (Ua, Ua \ S) soit (n — 1 — Ï)-connexe.

Exemples

PROPOSITION 3.6 (voir [7], example 1.2). -5'/ X est un espace analytique complexe lisse
non vide de dimension complexe pure n, alors rhd(X) == n.

PROPOSITION 3.7 (voir [7], corollary 3.2.2). - Si un espace analytique complexe X est loca-
lement une intersection complète non vide de dimension complexe pure n, alors rhd(X) = n.
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Définition de la profondeur homotopique rectifiée globale

Nous rappelons maintenant la définition de la profondeur homotopique rectifiée globale
introduite dans [2], définition 1.4 :

DÉFINITION 3.8. - Soient X un espace analytique complexe, Y un sous-espace analytique
complexe localement fermé de X et n un entier naturel. On dit que la profondeur homotopique
rectifiée globale grhdy(X) de X le long de Y est supérieure ou égale à n, si le couple
(X, X \ Y) est (n — 1 — dimy)-connexe (où dimV désigne la dimension complexe de Y).

Naturellement, la profondeur homotopique rectifiée globale grhdy(X) de X le long de Y est
définie comme étant le maximum de l'ensemble des entiers naturels n tels que grhdy(X) ^ n.

Exemples

PROPOSITION 3.9. - Soient A i , . . . , Xp (p ^ 2) des points de l'espace projectif complexe
P1 (C). La profondeur homotopique rectifiée globale de P1 (C) le long de { A i , . . . , \p} est égale
à 2.

Démonstration. -Nous posons P^ •= P^C) \ { À i , . . . , À p } . Le couple (P^C),?^) est
clairement 1-connexe. Il n'est pas 2-connexe, car sinon l'application naturelle (i.e. induite par
inclusion) 71-1 (P^, x) -^ 71-1 (P1 (C), x) serait un isomorphisme pour x e P^ (il suffit, pour le voir,
d'écrire la suite exacte d'homotopie du couple (P1 (C), P^)), ce qui n'est pas. D'où, finalement :
gTM^_^l(C))=2. D

Dans [3] (théorème 4.2), nous démontrons beaucoup plus généralement, mais sans avoir
l'égalité :

PROPOSITION 3.10. - Soient X et Y deux sous-espaces analytiques complexes fermés d'une
variété analytique complexe compacte M. On note d la dimension complexe de Y et n celle
de M. On suppose qu'il existe des stratifications de Whitney analytiques complexes S et S'
de X et Y, respectivement, telles que les strates de S intersectent transversalement, dans M,
celles de Sf (nous convenons que deux strates qui ne s'intersectent pas sont transverses). Alors,
grhd^ny(X)^2n-d.

Précisons que par variété analytique complexe nous entendons un espace analytique complexe
non vide non singulier de dimension pure.

Nous démontrons également dans [3] (théorème 4.3) que la profondeur homotopique rectifiée
globale d'une variété analytique complexe (non nécessairement compacte) de dimension
complexe n, le long d'un sous-espace analytique complexe fermé de dimension complexe d, est
supérieure ou égale à 2n — d. En particulier, la profondeur homotopique rectifiée globale d'une
variété analytique complexe de dimension complexe n, le long d'une sous-variété analytique
complexe fermée de codimension complexe c, est supérieure ou égale à n + c (voir [3],
théorème 4.4).

Rappelons que nous avons introduit la notion de profondeur homotopique rectifiée globale,
dans [2], pour démontrer un théorème du type de Lefschetz pour les variétés quasi projectives
singulières (voir [2], théorème 2.5) qui généralise dans une certaine direction le theorem 2.1.4
de [6]. Pour comparer le théorème de Lefschetz singulier de [2] à celui de [6], nous avions
déjà, dans [2], établi un premier lien entre la profondeur homotopique rectifiée et la profondeur
homotopique rectifiée globale le long des ensembles finis (voir [2], proposition 1.6). Nous allons
voir, ci-dessous, que le théorème 2.4 permet de relier la profondeur homotopique rectifiée à la
profondeur homotopique rectifiée globale dans le cas général.

4e SÉRIE - TOME 33 - 2000 - N° 6



PROFONDEUR HOMOTOPIQUE ET CONJECTURE DE GROTHENDIECK 831

Lien entre la profondeur de Grothendieck-Hamm-Lê et la profondeur globale

Le lien entre rhd(X), rhdy(X) et grhdy(X), pour Y fermé, est précisé par le théorème sui-
vant :

THÉORÈME 3.11 . - Soient X un espace analytique complexe, Y un sous-espace analytique
complexe fermé de X et n un entier naturel. On a les implications suivantes :

rhd(X) > n ==^ rhdy(X) ^ n ==> grhdy(X) ^ n.

Démonstration.-L'implication rhd(X) ^ n => rhdy(JC) ^ n est triviale. L'implication
rhdy(X) > n ==^> grhdy(X) ^ n est une conséquence immédiate du théorème 2.4 : en effet,
d'après [8], theorem 3 p. 215, il existe une triangulation du couple (X^Y) ; on peut alors
appliquer le théorème 2.4. D

Dans la suite de l'article nous démontrons, par deux voies différentes, le théorème 2.4. La
première démonstration (§ 4) repose sur le théorème d'excision homotopique de Blakers-Massey
(voir [4], corollary 16.27). La seconde (§ 5) repose sur un résultat de Eilenberg et Wilder qui
relie la connexité locale absolue des espaces métriques séparables aux problèmes d'extension et
d'approximation des applications continues (voir [l], theorems 1 et 2).

4. Première démonstration du théorème 2.4

Elle repose sur deux lemmes topologiques généraux que nous donnons au § 4.1 ci-après.
Ces lemmes sont tous deux des conséquences du théorème d'excision homotopique de Blakers-
Massey (voir [4], corollary 16.27). La démonstration proprement dite du théorème 2.4 est donnée
au § 4.2.

4.1. Deux lemmes topologiques

Nous rappelons d'abord deux définitions :

DÉFINITION 4.1.1. -Une triade (X;A,£?) est un triplet constitué d'un espace topologique
non vide X et de deux sous-espaces topologiques non vides A et B de X tels que X = A U B et
AUB^0.

DÉFINITION 4.1.2. - Soit (X; A, B) une triade. On dit que le couple (A, B) est excisif dans
X, si X = (intjcA) U (intj^B), où intj^A et mixB désignent, respectivement, l'intérieur de A
dans X et l'intérieur de B dans X.

LEMME 4.1.3. - Soit k un entier naturel. Soit (X; A, B) une triade telle que le couple (A, B)
soit excisif dans X. Si (A, A Fl B) est k-connexe, alors (X, B) est k-connexe.

Démonstration. -C'est une conséquence du théorème d'excision homotopique de Blakers-
Massey (voir [4], corollary 16.27). D

LEMME 4.1.4. - Soient X un espace topologique, Y un sous-espace topologique fermé de X
et k un entier naturel. Soient U et U ' deux sous-ensembles ouverts de X tels que les couples
(U, U \ Y) et (U1, U ' \ Y) soient k-connexes et tels que le couple (U H Uf\ {U H U ' ) \ Y) soit
(k — l)-connexe. Alors le couple (U U U'\ (U U U ' ) \ Y) est k-connexe.

Démonstration. - Si l'un des deux ensembles U ou U ' est vide, le lemme est vrai. À partir de
maintenant, nous supposons U et U ' non vides. Le couple (UU U ' , (UUU^) \ Y) est trivialement
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0-connexe. Supposons désormais k ^ 1 et montrons que 7Tq(U U U1\ (U U U ' ) \ Y, x) = 0 pour
1 ̂  q ^ k et pour tout .r G (U U U ' ) \ Y. Puisque (U, U \Y) est /^-connexe, en appliquant le
lemme 4.1.3 à la triade

(U U ( U ' \ Y); U,(U U ^/) \ Y),

on montre que (U U ([/' \ Y), (U U [//) Y Y) est aussi Â;-connexe. La suite exacte d'homotopie
du triplet

(UUU\UU(Uf\Y),(UU U1) \ Y)

permet alors de montrer que l'application naturelle (i.e. induite par inclusion)

Tic (u u u ' , (u u u ' ) \ y, x} —> TTq {u u u ' , u u (^/ \ Y) ,x)
est un isomorphisme pour 2 ̂  q ̂  k (lorsque k ^ 2) et pour tout x e (U U [/') \ Y et un
morphisme de noyau nul pour q = 1 et pour tout x e {U U [/') \ Y. Ainsi donc, pour démontrer
que 7Tq(U U U ' , (U U U ' ) \ Y, x) = 0 pour 1 ̂  q < A; et pour tout xç(UUUf)\ Y, il suffit de
montrer que 7Tq(U U U ' , U U ([// \ Y), a;) = 0 pour 1 ̂  q ̂  k et pour tout rr e ([/ U [/') \ Y.
Nous allons en fait prouver que (U UU^UU ( U ' \ Y)) est /c-connexe. D'après le lemme 4.1.3
appliqué à la triade

(UUU'-.U^UUÇU^Y)),

il suffit pour cela de prouver que le couple (U^ U ' \ {(U' \ U) n Y)) est Â;-connexe. Si U D U '
est vide, alors U ' \ ((U' \ U) H Y) = U' \ Y et le couple (U1\U' \ ((U' \ U) n Y)) =
(U1\U1 \ Y) est À:-connexe par hypothèse. Supposons désormais U D U ' ^ 0. Le couple
{U^U' \ ((U' \ U) H Y)) est 0-connexe car le couple {U'\U' \ Y) l'est. Montrons que
7Tç([77, U ' \ [(U' \ U) n Y),.r) = 0 pour 1 ̂  q ^ k et pour tout a; G [// ^ ((E/' \ U) H Y).
Le couple (U1\ U ' \ Y) étant fc-connexe, la suite exacte d'homotopie du triplet

( U ' , U1 \ ((^/ \ U) n Y) , U ' \ Y)

montre que le morphisme bord (voir [11], 7.2, pour la définition)

Oq'.TTqÇU^U^^U^^nY)^)——Trç-i^^^^nY^YY^)

est un isomorphisme pour 2 ̂  q ̂  A: (lorsque A: ̂  2) et pour tout a: e £77 \ Y. Pour montrer que
7Tç(^ [/' \ (([// \ U) n Y),aQ = 0 pour 1 ̂  q ^ k et pour tout a; e [// \ (([/' \ [/) H Y), il
suffit donc, puisque (U H 17', (U H L^) \ Y) est 0-connexe et (U'\ U ' \ Y) est 1-connexe, de
prouver les deux assertions suivantes :

(i) TTqÇU' \ {(U' \ U) H Y), U ' \ Y, x) = 0 pour 1 ̂  q <; k - 1 (lorsque k ̂  2) et pour tout
x ç U ' \ Y ;

(ii) l'application naturelle 71-1 (U1\ U ' \Y,x}—> 71-1 ([/', ̂  ̂  (([/' \U)nY),x) est surjective
pour tout x ç U ' \Y.

Le couple (UTiU'\ (Ur\U') \Y) étant (k— 1)-connexe, en appliquant le lemme 4.1.3 à la triade

(u' \ {(u' \ u) n Y) ; u n u ' , u 1 \ Y) ,
on montre que {U' \ {(U' \ U) H Y), Uf \ Y) est aussi (fc - l)-connexe. Les assertions (i) et
(ii) en résultent. D
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4.2. Démonstration du théorème 2.4

Dans ce paragraphe, nous donnons la démonstration proprement dite du théorème 2.4 par la
méthode directe.

Si n = 0, le théorème est vrai (voir convention (d)). Supposons désormais n ^ 1. Soit
((K,L),f) une triangulation de (X,Y). Pour démontrer le théorème 2.4 il suffit, d'après le
lemme 4.1.3, de prouver qu'il existe un voisinage ouvert V de |L| dans K tel que (Y, V \ \L\)
soit (n — l)-connexe (pour la preuve, appliquer le lemme 4.1.3 à la triade (\K\; V, \K\ \ \L\)).
La suite du paragraphe est consacrée à la construction de V. L'idée est de recouvrir |L| par des
étoiles ouvertes (« basées » sur \L\) dans K et de prendre V égal à leur réunion.

Soit S l'ensemble des sommets de L. Pour tout v e 5, nous notons st^v) l'étoile ouverte
de v dans K.

Notation 4.2.1. - Pour tout sous-ensemble F C 5, nous posons B(F) := Ç\vçy sÎK(v).

LEMME 4.2.2. -Pour tout sous-ensemble fini F C S, le couple (B(^),B(J7) \ \L\) est
(n — 1)-connexe.

Démonstration. - Si B^) D |L| = 0 (en particulier si B^) = 0) le lemme est vrai. Sinon,
d'après [11], lemma 3.1.25, T est un simplexe (abstrait) de L. D'après la proposition 1.7, pour
tout point x appartenant au simplexe ouvert associé au simplexe (abstrait) F, l'ensemble B(F)
est un très bon voisinage de x dans \K\ relativement à \L\. Comme hdy(X) ^ n, le lemme
résulte alors de la proposition 2.2. D

L'ensemble £ := {stK(v) ; v e S} est un recouvrement ouvert de L . Comme \K\ admet une
base dénombrable d'ouverts, il existe un sous-recouvrement dénombrable {st^(^p) ; p e V} de
£ (V = N ou V = { 0 , . . . , m} avec m e N).

Notation 4.2.3. - Pour tout p G P, nous posons Ap :== st^(î;o) U • • • U stj<(î;p).

LEMME 4.2.4. - Pour tout p G P, on a les deux assertions suivantes :
(âp) : (Ap, Ap \ \L\) est (n — l)-connexe ;
(bp) : (Ap n B(F), {Ap H B(f)) \ \L\) est (n — l)-connexe pour tout sous-ensemble fini

^CS.

Démonstration. -Par récurrence sur p. Pour p = 0, les assertions (ûo) et (bo) résultent
immédiatement du lemme 4.2.2. Supposons les assertions (a?) et (bp) vraies pour un entier
naturel p (resp. pour un entier naturel p tel que p ^ m — 1 si V = { 0 , . . . , m} et m > 0)
et montrons que (a?+i) et (bp+i) sont vraies. On a Ap+i = Ap U stj<(vp+i). Les couples
(Ap,Ap\|L|) et (ApDst^^p+i), (Apnstj<(î;p4-i))\ |L|) sont (n—1)-connexes (hypothèse de
récurrence) et le couple (stj^Vp+i^stj^p+i) ^ |L|) est (n — l)-connexe (voir lemme 4.2.2).
L'assertion (âp+i) résulte donc du lemme 4.1.4. Pour (bp+i), on constate que pour tout sous-
ensemble fini F C S :

Ap+i n B(^) = (Ap n B(^)) u (stx(^+i) n B(^)).

Le couple (Ap n B(.F), (Ap n B(J1')) \ \L\) est (n — l)-connexe (hypothèse de récurrence). Pour
obtenir (bp+i) il suffit donc, d'après le lemme 4.1.4, de montrer que les couples

F (st^p+i) n B(^), (st^p+i) n B(F)) Y |L|),
\ (Ap n B(^) n st^^p+i), (Ap n B(^) n stx(^+i)) Y |L|)

sont (n — l)-connexes. Pour le premier, c'est une conséquence immédiate du lemme 4.2.2. Pour
le second, on applique l'hypothèse de récurrence. D
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Conclusion. - Si V = { 0 , . . . , m}, on prend V := Am et le théorème 2.4 résulte immédiate-
ment du lemme 4.2.4. Si P = N, on prend V := UpeN A?- Vérifions, dans ce cas, que le couple
(V, V \ \L\) est bien (n - l)-connexe. Le couple (V, V \ \L\) est 0-connexe : en effet, pour
tout point x ç. V il existe p{x) e N tel que x <E Ap^ et comme (Ap^.Apç^ \ \L\) est 0-
connexe (voir lemme 4.2.4), le point x peut être joint, dans Apç^ (et donc dans Y), à un point de
Apç^ \ \L\ c V \ \L\. Supposons désormais n ̂  2. Soit q un entier tel que l ^ ç ^ n - l e t soit
a un représentant d'un élément de 7Tq{V, V \\L\,x) oùx çV \\L\. Comme l'image ima de a
est compacte, il existe p(a) e N tel que ima C Ap^. D'après le lemme 4.2.4, a est homotope
à 0 dans Ap^) modulo Apç^ \ \L\ et donc a fortiori dans V module V \ \L\.

Le théorème 2.4 est démontré. D

5. Deuxième démonstration du théorème 2.4

Elle repose sur un résultat de Eilenberg et Wilder qui relie la connexité locale absolue des
espaces métriques séparables aux problèmes d'extension et d'approximation des applications
continues (voir [l], theorems 1 et 2). Au § 5.1, nous donnons le lien entre la profondeur
homotopique et la connexité locale absolue (lemme 5.1.2) qui permettra l'application des
résultats de [1] à notre situation. Au § 5.2, nous donnons la démonstration proprement dite du
théorème 2.4.

5.1. Profondeur homotopique et connexité locale absolue

On rappelle que pour tout q € N, B9 := {a; e R9 ; ||.r|| ^ 1} et S9"1 := {x e M9 ; \\x\\ = 1},
où I I • I I est la norme euclidienne de R9 (B° est un singleton et S~1 = 0).

DÉFINITION 5.1.1.- Soient X un espace topologique, Y un sous-espace topologique de X et
n un entier naturel. On dit que Y est localement n-connexe dans X, si pour tout entier q tel que
0 ̂  q ̂  n, pour tout point x e X et pour tout voisinage W de x dans X, il existe un voisinage
V de x dans X contenu dans W tel que toute application continue S9 —> V H Y soit homotope
à 0 dans W H Y.

Remarque. - Si X est un espace topologique localement contractile, alors X est localement
n-connexe dans X pour tout entier naturel n. En particulier, tout polyèdre est localement
n-connexe dans lui-même pour tout entier naturel n (voir [11], theorem 3.8.2).

Étant donné un couple polyédral (X,V), le lemme suivant relie la profondeur homotopique
de X le long de Y au degré de connexité locale de X \ Y dans X :

LEMME 5.1.2. - Soient (X, Y) un couple polyédral et n un entier supérieur ou égal à 2. Si
hdy(X) ^ n, alors X \Y est localement (n — Ï)-connexe dans X.

Démonstration. - Soient q un entier naturel tel que 0 ^ ç < n — 2, a; un point de X et TV un
voisinage de x dans X. Il s'agit de montrer qu'il existe un voisinage V de x dans X contenu
dans W tel que toute application continue S9 -^ Y \ Y soit homotope à 0 dans W \ Y. Si
x € X \ Y, cela résulte immédiatement de la remarque qui suit la définition 5.1.1 et du fait que Y
est fermé dans X. Supposons désormais que x e Y. Comme hdy(X) ^ n, il existe un voisinage
U de x dans X tel que U C W et tel que (U, U\Y) soit (n - l)-connexe. D'après la remarque
qui suit la définition 5.1.1, X est localement ç-connexe dans X ; il existe donc un voisinage V de
x dans X contenu dans U tel que toute application continue S9 -^ V soit homotope à 0 dans U.
Ainsi, si / : S9 —^ V \ Y est une application continue alors, d'après [11], theorem 1.3.12, / peut
être étendue en une application continue F : B^ -^ U. Comme (U, U\Y) est (n - l)-connexe,
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F est homotope relativement à S9 à une application continue F ' : B9"^1 —^ U \ Y. L'application
/, égale à la restriction de F ' à S9, est donc (d'après [11], theorem 1.3.12) homotope à 0 dans
î / \yciv\y. D
5.2. Démonstration du théorème 2.4

Dans ce paragraphe, nous donnons la démonstration proprement dite du théorème 2.4 en
faisant apparaître ce dernier comme un corollaire de [1].

Si n = 0, le théorème est vrai (voir convention (d)). Le cas n = 1 est trivial. Supposons
désormais n ^ 2. Soit q un entier naturel tel que 0 < ç ^ n — 1 et soit /: (B^S9"1) —>
(X,X \ Y) une application continue. Il s'agit de montrer que / est homotope, relativement
à S9"1, à une application continue de B9 dans X \ Y. L'hypothèse de profondeur homotopique
implique que X \ Y = X (où X \ Y désigne l'adhérence de X \ Y) : en effet, s'il existait
un élément x e X tel que x ^ X \ Y, il existerait également un voisinage ouvert U de x dans
X qui serait contenu dans Y ; comme hdy(X) ^ n, on peut trouver un système fondamental
de voisinages (Ua)açA de x dans X tel que, pour tout a e A, le couple (Ua.Ua \ Y) soit
(n — l)-connexe; si l'on considère alors un indice OQ G A tel que Uao C U C Y, le couple
(Uao, Uao \Y) = (UQQ, 0) ne serait pas 0-connexe ! On a donc bien X \ Y = X. D'autre part,
d'après le lemme 5.1.2, X \ Y est localement (n — 2)-connexe dans X. En remarquant alors
qu'un polyèdre admettant une base dénombrable d'ouverts est un espace métrique séparable
(voir [11], theorem 3.2.8), on en déduit, d'après le théorème 2 de [1] appliqué au sous-espace
X \ Y de X, qu'il existe une application continue /* : (B^S9"1) -^ (X,X \ Y) telle que
/*(B9) C X \ Y et f*(x) = f(x) pour tout x <E S9"1. De plus, étant donné un nombre réel
e > 0, le théorème 2 de [1] dit que l'on peut choisir une telle application /* de sorte que
disi(f(x),f*(x)) < e pour tout x e B9, où dist est la distance sur X. En remarquant alors
que /(B9) est compact, il est aisé de montrer (en utilisant [11], theorem 3.2.9 et [12], 3.2.3) qu'il
existe une telle application /* qui soit homotope à / relativement à S9"1. Le théorème 2.4 est
démontré. D
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