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ABSTRACT

By considering homotopies that preserve the stratification, one obtains a natural notion
of homotopy for stratified spaces. In this short note, we introduce invariants of stratified
homotopy, the stratified homotopy groups. We show that they satisfy a stratified version
of Whitehead’s theorem. As an example, we introduce a complete knot invariant defined
via the stratified homotopy groups.
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1. Introduction

Un espace stratifié est un espace topologique muni d'une décomposition en strates. Ces décompositions apparaissent
lors de I'étude d’objets singuliers. H. Whitney [10] a, par exemple, montré que, pour toute variété algébrique complexe
V, il existait une décomposition de V en strates telle que chaque strate est une variété algébrique lisse et telle que les
strates satisfont des conditions de recollement. En abstrayant ces conditions de recollements, on aboutit a la notion de
pseudo-variété topologique. Une pseudo-variété topologique est un espace topologique X muni d’'une décomposition en
strates telle que chaque strate est une variété topologique et telle que chaque point admet un voisinage conique. (Pour
une présentations des différentes notions de pseudo-variétés, voir, par exemple, [6]). L'ensemble des strates de X, noté
Py, est naturellement muni d'une relation d’ordre (partielle). En effet, si S, T C X sont deux strates de X, on a SN T #+
@< ST, et on définit la relation d’ordre par S < T si et seulement si la condition précédente est vérifiée. La notion de
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pseudo-variété elle-méme est trop rigide pour permettre une étude homotopique, mais on peut définir une notion générale
d’espace stratifié a partir de la notion d’ensemble ordonné de strates (Voir, par exemple, [11] ou [7].)

Définition 1.1. Un espace stratifié est la donnée d'un triplet (X, Px, ¢x), ol

e X est un espace topologique,
e Py est un ensemble ordonné de strates,
e ¢x: X — Px est une application continue, ot I'ensemble ordonné Px est muni de la topologie d’Alexandroff.

Une application stratifiée f: (X, Px, ¢x) — (Y, Py, ¢y) est la donnée d’'une paire d’applications continues f, f telles que le
diagramme suivant commute

x5y

ol e

Px — Py
f
Ceci définit la catégorie des espaces stratifiés Strat.

Les invariants utilisés pour I'’étude des espaces stratifiés, tels que la cohomologie d’intersection [3] ou la co-catégorie des
chemins sortants [8,11,7] sont des invariants du type d’homotopie stratifié.

Définition 1.2. Soient f, g: (X, Px,px) — (Y, Py, ¢y) deux applications stratifiées. On dit que f et g sont homotopes par
une homotopie stratifiée s'il existe une application stratifiée H

Xx[0,1] —H> v

¥x ol3rxl l‘ﬂy

PXT>PY

telle que H|xx(0; = f et Hixx(1) = &. On dit que f: (X, px) — (Y, @y) est une équivalence d’homotopie stratifiée s'il existe
une application stratifiée g: (Y, ¢y) — (X, ¢x) telle qu'il existe des homotopies stratifiées entre f o g et Idy et entre go f
et Idx. On dira, dans ce cas, que (X, Px, ¢x) et (Y, Py, ¢y) ont le méme type d’homotopie stratifié.

L'objet de cette note est de présenter un invariant du type d’homotopie stratifié, les groupes d’homotopie stratifiés. On
en présente une application a la théorie des espaces stratifiés et une indépendante de cette derniére.

Dans [1], l'auteur a défini la catégorie modéle des ensembles simpliciaux filtrés et en a déduit une version filtré du
théoréme de Whitehead [1, Theorem 4.23]. Dans les sections 2 et 3, on rappelle la définition des groupes d’homotopie
stratifiés ainsi que les notions nécessaires pour énoncer une reformulation de ce théoréme (Théoréme 3.1). On en fournit
aussi une preuve élémentaire.

Dans la section 4, on présente une application originale de la théorie homotopique des espaces stratifiés a I'étude des
nceuds. Celle-ci vient illustrer comment la notion d’espaces stratifiés permet d’étudier des plongements. On montre qu’a
chaque nceud on peut associer une stratification de la sphére et que le type d’homotopie stratifié de cette derniére fournit
un invariant complet du nceud.

2. Pointages et groupes d’homotopie stratifiés d’'un espace stratifié

Remarque 1. Si f et g sont deux applications stratifiées homotopes par une homotopie stratifiée, alors 7 =7g. En parti-
culier, si f est une équivalence d’homotopie stratifiée, f est un isomorphisme. Pour cette raison, il est commode de fixer
un ensemble ordonné P et de considérer des applications stratifiées f: (X, P,px) — (Y, P,¢py) telles que f =Idp. On
note Top/P la sous catégorie de Strat correspondante. Dans ce contexte, on omettra I'ensemble ordonné P et on notera
simplement (X, ¢x). On parlera alors d’espaces et d’applications filtrées, pour éviter I'ambiguité.

Pour pouvoir définir la notion de pointage d’un espace stratifié, il est nécessaire d'introduire la catégorie des ensembles
simpliciaux filtrés. On rappelle les définitions suivantes, issues de [1].

Définition 2.1. On définit la catégorie A(P) des P-simplexes filtrés comme suit :

e les objets sont les morphismes d’ensembles simpliciaux ¥ : A™ — N(P), ot A" est un simplexe et N(P) est le nerf de
I'ensemble ordonné P,
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e les morphismes sont donnés par
Hom(yr: A" — N(P), u: A™ - N(P)) ={f: A" = A" | uo f =y}

On définit la catégorie R(P) des P-simplexes réduits comme la sous-catégorie pleine de A(P) contenant les objets tels que
¥ : A" — N(P) est un monomorphisme. Pour alléger les notations, on note A¥ le simplexe filtré 1 : A" — N(P).

Remarque 2. Par des arguments généraux, on a I'équivalence de catégorie

Fun(A(P)°P, Set) ~ sSet/N(P)

ol sSet/N(P) est la catégorie des ensembles simpliciaux au-dessus de N(P). Un ensemble simplicial filtré est un objet de
sSet/N(P), c’est-a-dire un ensemble simplicial K muni d’'une application simpliciale ¢g: K — N(P).

Remarque 3. Si ¢i: K — N(P) est un ensemble simplicial filtré, on peut considérer sa réalisation géométrique ||@k]||:
[IK|| = |IN(P)||. En composant avec I'application canonique

@p: [IN(P)|| > P.
On obtient I'espace filtré ||(K, ¢k)||p = (||K]|, ¢p o ||@k|]). Ceci définit un foncteur

|| —||p: sSet/N(P) — Top/P.

Proposition 2.2. Le foncteur || — ||p admet un adjoint a droite :
Singp : Top/P — sSet/N(P).

De plus, les foncteurs Singp et || — ||p préservent les homotopies stratifiées.

Démonstration. L'existence d’'un adjoint a droite est une conséquence générale de la théorie des catégories de préfaisceaux
(voir la remarque 2). On pourra consulter [7, Definition A.6.2 et Remark A.6.3] pour une définition explicite du foncteur
Singp. Les affirmations suivantes proviennent respectivement de I'isomorphisme naturel ||[K x Al|| ~ ||K]|| x [0, 1], et de
I'existence d'une application simpliciale naturelle

ix: Singp(X, px) x Al — Singp(X x [0,1], @x o pry). O
Pour définir les groupes d’homotopie stratifiés, il est nécessaire d’introduire une notion de pointage adaptée aux espaces

stratifiés. Un pointage d'un espace stratifié ¢x: X — P sera donc la donnée de points dans les strates X, = go;l(p) de X
ainsi que de chemins (et de simplexes de dimensions plus grandes) reliant ces points.

Définition 2.3. Soit (X, ¢x) un espace filtré. Un pointage de (X, ¢x) est la donnée d'un sous-ensemble simplicial V € N(P)
et d'une application filtrée

o IVIIp = (X, @x).
Quelques définitions intermédiaires sont encore nécessaires pour définir les groupes d’homotopie stratifiés.

Définition 2.4. Soient (X, ¢x), (Y, ¢y) deux espaces filtrés. On munit I'ensemble Homrop,p (X, ¢x), (Y, @y)) de la topologie
induite par I'inclusion

Hommop/p (X, x). (Y. @y)) C C°(X, Y),
et on note C%((X, ©x), (Y, py)) I'espace topologique correspondant.

Remarque 4. On a en fait un bi-foncteur Cg: Top/P°P x Top/P — Top.

Définition 2.5. Soit (X, ¢x) un espace filtré. On définit le foncteur d’entrelacs homotopiques généralisés de (X, ¢x) comme

Holink(X, ¢x): R(P)°° — Top
AV CY(I1AYlp. (X, @x)) -
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Remarque 5.0n remarque que si ¥: A® — N(P) correspond i linclusion du sommet {p} dans N(P), alors
Holink(X, ¢x)(AY) est simplement la p-strate de X, Xp = gz))?1 (p). De méme, si ¥ : A1 — N(P) est I'inclusion du 1-simplexe
correspondant A p < g, I'espace topologique Holink(X, ¢x)(AY) est I'entrelacs homotopique de la strate Xp dans la strate
Xg, C'est-a-dire I'espace des chemins y : [0, 1] — X vérifiant y(0) € Xp, y(tH) € Xq, VO <t <1.

Définition 2.6. Soit (X, ¢x) un espace filtré, 'ensemble des composantes connexes stratifiées de (X, px) est le foncteur
défini sur les objets par

s7mo(X, ¢x): R(P)P — Set
AY > o (Holink(X, px)(AY)).

Soientn>1et ¢: ||[V||p — (X, ¢x) un pointage, le n-ieme groupe d’homotopie stratifié de (X, ¢x) relativement au pointage
¢ est le foncteur défini sur les objets par

st (X, x). ¢): R(P)* — Grp
AV s | 7 (Holink(X, x)(AY). ¢v)  siAV SV
0 sinon

ol Grp est la catégorie des groupes. Pour ces deux foncteurs, I'image des morphismes provient de la fonctorialité de
CIO,(—, (X, ¢x)) (voir la remarque 4) et de ;.

Remarque 6. Si P = {x}, tout espace topologique X admet une unique stratification ¢x: X — {*}. Dans ce cas, la catégorie
R(P) ne contient qu'un objet, ¥: A = N({}) et on a bien sm (X, x)(AY) ~ (X, X).

3. Théoréme de Whitehead stratifié

Théoréme 3.1. Soient X et Y deux pseudo-variétés triangulables, et f: X — Y une application continue préservant les strates. Alors,
f admet un inverse a homotopie stratifiée prés si et seulement si f induit un isomorphisme entre Px et Py et si, pour tout pointage
¢ IVIlpy = (X, @x) et pour tout n > 0, f induit des isomorphismes

s ((X, ©x), @) = st (Y, @y), f o ¢).

Par la remarque 1, on se raméne au cas ou les ensembles ordonnés de strates Px et Py sont égaux, et on note simple-
ment P cet ensemble ordonné. La preuve de ce théoréme découle ensuite du résultat suivant.

Théoréme 3.2 ([1, Theorem 3.19]). Il existe une structure de catégorie modéle sur sSet/N(P) ol les cofibrations sont les monomor-
phismes et ot les équivalences d’homotopie sont les équivalences d’homotopie stratifiées. De plus, les équivalences faibles entre objets
fibrants sont exactement les morphismes induisant des isomorphismes entre groupes d’homotopie stratifiés.

Démonstration. Le sens direct du Théoréme 3.1 est une conséquence de la définition de sm,. L'idée de la preuve de la
réciproque est contenue dans le diagramme commutatif suivant.

. IEl . [ISingp (HII .
|ISingpY||p ———— [|SingpX|lp ———— ||SingpY||p

i YT lev X levY
X Y X Y
e\lyT ev XT

Lix
. Ik . lIsingp (2| .
|ISingp X|lp ———— |ISingp¥||p —————> ||SingpX||p

On suppose que f induit des isomorphismes entre les groupes d’homotopie stratifiés. C'est donc aussi le cas pour Singp (f)
(voir [1]). De plus, par [7, Theorem A.6.4] Singp(X) et Singp(Y) sont des quasi-catégories. On en déduit que ce sont
des objets fibrants pour la catégorie modéle du Théoréme 3.2. Finalement, Singp(f) est une équivalence faible entre ob-
jets fibrants et cofibrants, c’est donc une équivalence d’homotopie stratifiée. On note g un inverse & homotopie stratifiée
prés. Comme Y est triangulable, il existe ¢;: L — N(P) tel que (Y, @y) ~||(L,¢1)||p. En réalisant I'unité de I'adjonction
(Il — |lp, Singp), on obtient I'application stratifiée iy: Y — ||Singp(Y)||p, qui permet de définir g. Comme g est un inverse
de Singp(f), et que I'adjonction || — ||p, Singp préserve les homotopies stratifiées, on a que g est un inverse a gauche de f
a homotopie stratifiée prés. On en déduit, en particulier, que g induit des isomorphismes sur tous les groupes d’homotopie
stratifiés. En répétant la construction pour g, on obtient h un inverse & gauche de g & homotopie stratifiée prés. Puisque g
admet un inverse a gauche et a droite, c’est une équivalence d’homotopie stratifiée, d’'inverse f. 0O
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4. Application a I'étude des nceuds

Le complémentaire d’'un nceud dans S3 est un invariant important de la théorie des nceuds classique. Son type d’homéo-
morphisme est un invariant complet du nceud [2]. Le groupe fondamental du complémentaire, (appelé groupe du nceud)
muni du sous-groupe périphérique permettent de retrouver le type d’homéomorphisme du complémentaire [9]. (On se ré-
fere a [4,5] pour une exposition de ces résultats classiques.) Dans cette section, on montre comment cette donnée algébrique
- caractérisant complétement un nceud - peut s’interpréter comme la donnée d'un type d’homotopie stratifié.

Définition 4.1. Soit ¥: S — $3 un nceud lisse. On note K = y(S'). On voit S> comme un espace stratifié au-dessus de
P ={0 < 1} en définissant ¢: S> — P comme

) = 0 sixek
PO=11 sixes3\k.

On note X, I'espace stratifié correspondant.

Remarque 7. 'espace topologique C?,([O, 1], X,) est I'espace des applications f: [0,1] — $3 telles que f(0) € K, et f(t) e
S3\ K, t > 0. 1l est faiblement équivalent au bord d'un voisinage tubulaire de K, i.e. & un tore.

Fixons un pointage de X,, ¢: [0,1] — X, et calculons son premier groupe d’homotopie stratifié. D’aprés la remarque
précédente, on obtient le diagramme suivant :

7®7Z

smi(Xy,¢)= P f
y Z/ \GV

ol G, est le groupe fondamental du complémentaire du nceud, et f est induit par l'inclusion du bord d'un voisinage
tubulaire de K dans le complémentaire de K. En particulier, f(Z & Z) C G, est le sous-groupe périphérique. Finalement,
on a le résultat suivant.

Théoréme 4.2. Soient y1, y2: S' — S3 deux nceuds lisses. Il existe un homéomorphisme f: S — S3 tel que f(y1(S1)) = y»(S1) si
et seulement s'il existe une équivalence d’homotopie stratifiée g: X,, — Xy,.

Démonstration. Tout homéomorphisme vérifiant les hypothéses du théoréme précédent est en particulier une équivalence
d’homotopie stratifiée. Réciproquement, une équivalence d’homotopie stratifiée induit un isomorphisme entre les groupes
de nceuds préservant les sous-groupes périphériques. Par les résultats de [9] et de [2], cela implique qu'il existe un homéo-
morphisme vérifiant les hypothéses du théoréme. 0O

5. Exemple

Soit V. CPP" une variété algébrique projective lisse. Son cone projectif, P.(V), est une variété singuliére, avec une
singularité isolée. C'est donc naturellement un espace stratifié sur I'ensemble ordonné P = {0 < 1}. On l'obtient comme
I'espace de Thom de la restriction & V du fibré tautologique de CIP". Sa partie réguliére est homéomorphe a I'espace
total de ce fibré. En particulier, elle est homotopiquement équivalente a V. Sa partie singuliére est réduite a un point,
et I'entrelacs homotopique est - comme pour toute pseudo-variété - faiblement équivalent a un entrelacs, c'est-a-dire a
I'espace total du fibré en spheére, que I'on notera E(V). On fixe un pointage ¢: [0,1] — P.(V), et on obtient, pour tout
n>1:

T (E(V), ¢)

sTta(Pe(V), ¢) = S
0 / \

n(V, ¢(1))
ol le morphisme f, est induit par I'inclusion du fibré en sphére dans le fibré en disques.
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